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Kapitel 1

Einfiihrung

Stapelprobleme treten in der Praxis in vielfiltiger Form auf. So finden wir sie
beispielsweise bei der Montage grofiformatiger Bauelemente im Bauwesen aber
auch in einer groflen Anzahl von Variationen im Logistikbereich. Optimierungs-
aufgaben, die bei der Be- und Entladung von Schiffen an Containerterminals
oder an der Schnittstelle Straflentransport/Bahntransport auftreten, gehoren of-
fensichtlich in diese Problemklasse. Auch Sortier- und Reihenfolgeprobleme wie
sie beispielsweise beim Rangieren von Schienenfahrzeugen auftreten, lassen sich
als Stapelprobleme modellieren.

Wir betrachten eine gegebene Ausgangssituation als Ausgangsstapel — eine
gewiinschte Endsituation als Zielstapel. Zur mathematischen Beschreibung be-
dienen wir uns der Notation der Graphentheorie. Dabei werden die Stapel als ge-
richtete Graphen betrachtet: Die Stapelelemente bilden die Knoten des Graphen,
liegt ein Stapelelement auf einem anderen, so existiert eine gerichtete Kante zwi-
schen den entsprechenden Knoten im Graphen. Desweiteren ist zur vollstdndigen
Représentation eines Stapelproblems immer eine Menge von Regeln notwendig,
die beschreiben, welche Bewegungen von Elementen zwischen den Stapeln zu-
gelassen sind. Dieses System von Regeln kann — wenigstens teilweise — ebenfalls
als gerichteter Graph modelliert werden. Dementsprechend bezeichnen wir diesen
Graph auch als Regelgraph.

Von der Ausgangssituation beginnend, werden nun nach jeder Elementbewe-
gung die Zusténde von Ausgangs- und Zielstapel und eventuell vorhandenen Hilfs-
stapelplitzen mit sogenannten Stapelkonfigurationen beschrieben.

In diesem Kapitel sollen die wichtigsten Begriffe bereitgestellt werden, die in
der vorliegenden Arbeit benétigt werden. Weiterhin wird das wohl populérste
Stapelproblem — Die Tiirme von Hanoi — erdrtert.

1.1 Begriffe der Graphentheorie

Definition 1.1 Ein gerichteter Graph G = (V,A) besteht aus einer Menge

1



2 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

V ={vy,...,v,} von Knoten und einer Menge A von Elementen aus V x V,
die wir gerichtete Kanten oder Bdgen nennen. Fiir eine solche Kante (u,v) € A
heiit u Anfangs- und v Endknoten. Kanten (v,v) nennen wir Schlingen.

Definition 1.2 Ein ungerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer Menge
V = {v1,...,v,} von Knoten und einer Kantenmenge E. Die Kanten sind Ele-
mente der Menge der zweielementigen Teilmengen von V', wobei Kanten der Form
{v,v} (Schlingen) zugelassen sein sollen.

Ein Graph (gerichtet oder ungerichtet) heifit genau dann endlich, wenn seine
Knotenmenge endlich ist, und genau dann schlingenfrei, wenn er keine Schlingen
enthilt.

In der vorliegenden Arbeit werden ausschliefllich endliche und schlingenfreie
Graphen betrachtet, die in der Regel gerichtet sind. Abweichungen hiervon werden
im Text ausdriicklich erwéhnt.

Die Knotenmenge V' eines Graphen G = (V, A) werden wir auch mit V(G),
die Kantenmenge A mit A(G) bezeichnen. Sofern nichts anderes festgelegt wird,
gelte n := |V| und m := |A].

Ist (u,v) € A eine Kante von G, so heifien die Knoten u und v benachbart oder
adjazent, auflerdem nennen wir u bzw. v mit (u,v) inzident. Zwei verschiedene
Kanten heiflen genau dann adjazent, wenn sie mit einem gemeinsamen Knoten
inzident sind.

Ein Knoten v eines Graphen heif3t genau dann isolierter Knoten, wenn v mit
keinem anderen Knoten adjazent ist. Eine Kante e eines Graphen heiflit genau
dann isolierte Kante, wenn e mit keiner weiteren Kante des Graphen adjazent
ist.

Definition 1.3 Fiir einen gerichteten Graphen G = (V; A) und einen Knoten
v € V seien folgende Mengen definiert:

Ng(v) :={ueV:(v,u) € A}, Ng(w):={ueV :(u,v)e€ A}.
Die Elemente aus N (v) heifien auch Nachfolger von v in G, die Knoten aus
N¢ (v) entsprechend Vorginger von v in G.
Weiterhin heiit Ng(v) := N&(v) U Ng (v) offene Nachbarschaft von v in G. Fiir
einen ungerichteten Graphen gilt
Ng(v) :={u eV :{v,u} € A},
Fiir gerichtete oder ungerichtete Graphen heif3t

Ng[v] := Ng(v) U {v}

geschlossene Nachbarschaft von v in G. Fiir eine Knotenmenge V' := {vy,..., v;}
definieren wir zusétzlich
NG'(VI) = NG'(Ul) U Ng(vg) u...u NG(Ui)

und Ng[vl] = Ng[vl] U Ng[UQ] u...uU Ng[vi].
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Sofern keine Verwechslungsgefahr besteht, werden wir auch N(v), N[v], N*(v),
N~ (v) und N(V') bzw. N[V] schreiben.

Definition 1.4 Es sei G ein Graph und v € V(G) ein Knoten dieses Graphen.
Dann bezeichnet die Valenz dg(v) in G die Anzahl der mit v inzidenten Kanten
und ist wie folgt definiert:

dg(v) := |Ng(v)|.

Fiir einen gerichteten Graphen unterscheiden wir zusétzlich die Anzahl eingehen-
der Kanten (FEingangsvalenz d;(v)) und ausgehender Kanten (Ausgangsvalenz

di(v)):
di(v) = ING(v)],  dg(v) = [Ng (v)].

Analog zur Nachbarschaft werden wir auch die Bezeichnungen d(v), d*(v) und
d~(v) verwenden, wenn die Gefahr einer Verwechslung ausgeschlossen ist.

Definition 1.5 Zwei Graphen G; = (V4, Ey) und G5 = (V3, Ey) heiflen genau
dann isomorph, wenn es eine eineindeutige Abbildung f : Vi — V; gibt, so dafl

Vu,v € Vi : {u,v} € Ey & {f(u), f(v)} € Ey,
bzw. im Falle von gerichteten Graphen
Vu,v € Vit (u,v) € Ey & (f(u), f(v) € B,

gilt. Wir schreiben dann G| = G,.

Definition 1.6 Der Graph G; = (Vi, F}) heifit genau dann Untergraph des Gra-
phen G = (V, E) (wir schreiben: G; C G), wenn V; C V und F; C E gilt.

Ein Untergraph Gy = (V3, E2) von G = (V, E) heifit genau dann induzierter
Untergraph, wenn

Vu,v € Vyist {u,v} € By & {u,v} € E

gilt. Fiir den Fall, dal G = (V, A) und G, = (13, Ap) gerichtet sind, heiit G
genau dann induzierter Untergraph, wenn analog

Vu,v € Va ist (u,v) € Ay & (u,v) € A

gilt. Wir nennen dann G5 von V5 induziert und schreiben G5 = Gy, oder auch
Gy = G(Va).
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Beispiel:
G, = (VlaEl); Vi= {aa b,c,d, 6}, Ey = {{aa b}a{aa C}a{ba d}a
{Ca d}a {Ca 6}7 {d7 6}}
GZ = (‘/27E2)7 ‘/2 = ‘/17 EZ = {{CL, b},{CL, C}a{ba d}a
{c.e}. {d, e}}
Gl | Cﬁd G2 | Cﬁd
a b a b

Dann ist G5 zwar Untergraph von G, aber kein induzierter Untergraph von Gj.

G3 = (Vs, E3), Vi = {b, c, e}, B3 = {{c,e}}

b
G3I ©

o0—oO
e c

G ist (induzierter) Untergraph sowohl von Gy, als auch von Gs.
Gs = GVg = G{b,c,e}-

Definition 1.7 Ein gerichteter Graph G = (V, A) heifit genau dann

i) Pfad der Linge n — 1, n > 1, wenn V = {vy,...,v,} und A = {(v;,v;11) :
i€ {l,...,n—1}}ist; v; nennen wir Anfangs- und v,, Endknoten des Pfa-
des.

ii) Kreis der Linge n, n > 3, wenn V = {wvy,...,v,} und A = {(v;,v;11) :
ie{l,...,n—1}} U{(v1,v,)} ist.

Einen Pfad der Lénge n — 1 bezeichnen wir auch mit P, und einen Kreis der
Lange n mit C,.

Definition 1.8 Es seien G; = (V1, F1) und Gy = (V,, E3) gerichtete oder unge-
richtete Graphen. Dann soll G; U G5 die Vereinigung von G1 und G5 bezeichnen:

Gl UG2 = (Vi U‘/Q,El UEQ)

Fiir gerichtete oder ungerichtete Graphen G = (V, E) mit e € E und u € V
bezeichne G \ e denjenigen Graphen, fiir den in G die Kante e geloscht wurde:
G\e=(V,E\ {e}).

G \ {u} bezeichne jenen Graphen, fiir den in G der Knoten u mit allen inzi-
denten Kanten geloscht wurde: G \ {u} := (V' \ {u}, E'\ {e : u inzident mit e}).
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1.2 Die Tiirme von Hanoi

Eines der bekanntesten Probleme, das sich in die Kategorie Stapelprobleme ein-
ordnen laft, ist sicher ,,Die Tiirme von Hanoi“.

Die Problemstellung ist allseits bekannt: Gegeben ist ein Turm, bestehend aus
n verschieden groflen Scheiben, der so aufgebaut ist, dafl die kleinste Scheibe, die
wir mit S7 bezeichnen, ganz oben, die gréfite Scheibe, die wir mit S,, bezeichnen,
ganz unten liegen und eine Scheibe S; immer auf der néichstgréfieren Scheibe S; 4
liegt.

Dieser Turm soll nun auf einen anderen Stapelplatz umgesetzt werden, wobei
folgende Einschrankungen zu beriicksichtigen sind:

e Es darf genau ein Hilfsstapelplatz dazu verwendet werden.
e Es darf immer nur eine einzelne Scheibe bewegt werden.

e Eine Scheibe darf nur auf einen leeren Stapelplatz gelegt werden, oder auf
eine groflere Scheibe.

Gefragt ist nun nach der minimalen Anzahl von Umstapelungen, um den
vollstdndigen Turm auf dem Zielstapelplatz entstehen zu lassen.

Ausgangssituation:

Ausgangsstapel Zielstapel Hilfsstapel

E

Endsituation:

Ausgangsstapel Zielstapel Hilfsstapel
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1.2.1 Historisches

Das Turm von Hanoi Puzzle tauchte erstmals 1883 in Paris auf, als Erfinder gilt
der franzosische Zahlentheoretiker Edouard Lucas (1842-91). Geschichtliche De-
tails sowie grundlegende mathematische Eigenschaften des Problems finden sich
bei HINzZ [3]. Besonders in den letzten drei Jahrzehnten wurde das Problem auf
vielfaltige Weise variiert und unter algorithmischen Gesichtspunkten betrachtet:
A. J. VAN ZANTEN [18] betrachtet eine Abwandlung des Problems, bei der die
Scheiben in der Ausgangssituation iiber die drei Stapelplétze verteilt liegen und
in eine Endsituation {iberfiihrt werden sollen bei der wiederum alle drei Plitze
mit Scheiben belegt sein konnen. Eine dhnliche Fragestellung untersuchen KLEIN
und MINSKER [10] — hierbei diirfen jedoch zusétzlich kleine auf gréfieren Scheiben
liegen.

Weiterhin betrachtet MINSKER. [12] den Fall von drei gleichen Scheibenstapeln,
von denen jeder auf einem der drei Stapelplitze liegt und deren Scheiben einmal
rot, einmal blau und einmal griin gefirbt sind. Hierbei ist es das Ziel, die Stapel
zyklisch auf den Stapelpliatzen zu vertauschen.

WU und CHEN [17] fithren Parallelbewegungen zur Losung des Turm von Ha-
noi Problems ein. Dabei darf eine Scheibe von einem, zwei oder allen drei Stapel
gleichzeitig entnommen werden und im Uhrzeigersinn auf dem jeweils néchsten
Stapelplatz gelegt werden.

Erstaunlicherweise wurde die dem Original néichstliegende Fragestellung — nach
der Anzahl notwendiger Bewegungen zur Losung bei k Stapelplédtzen — erst 1995
von MAJUMDAR [9] geldst.

Um die urspriingliche Aufgabenstellung der Tiirme von Hanoi zu l6sen, wollen
wir kurz betrachten, wie oft wir eine Scheibe nehmen und woanders ablegen
miissen:

Wollen wir einen Turm der Héhe ¢ umstapeln, so miissen wir den , Teilturm*
St,...,5i_1, der auf der Scheibe S; liegt, auf einen dritten Stapelplatz stellen,
die Scheibe S; umstapeln und den , Teilturm® Sy,...,S;_; wieder auf .S; stellen.

Jedesmal, wenn wir die Scheibe S; einmal umsetzen, miissen wir die Scheibe
S;_1 zweimal bewegen (von der Scheibe S; wegnehmen und wieder auf die Scheibe
S; ablegen).

Fiir eine Scheibe S; mit ¢ € {1,...,n — 1} miissen wir also doppelt soviele
Bewegungen ausfiihren, wie fiir die Scheibe S;,.

Da diese Aussage fiir alle i € {1,...,n — 1} gilt und wir die letzte und groBite
Scheibe S,, nur einmal bewegen miissen, so kénnen wir nun berechnen, wie oft
jede Scheibe bewegt werden muf:
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Scheibe  Anzahl der Bewegungen

Sn, 1
Sn—1 2
Sp_o 4 (bei jeder Bewegung von S,_;
muf die Scheibe S,_, zweimal bewegt werden)
Sn—3 8
Sk 2k
Sl 2n—1

Die Gesamtanzahl der Bewegungen ergibt sich nun als Summe der Anzahl der
Bewegungen jeder einzelnen Scheibe:

n n—1
ZQTLfi:271‘*1_'_2”*2_'_..._'_214—20:22k22n—1.
i=1 k=0

Um einen Turm mit n Elementen umzustapeln, benétigt man also mindestens
2™ — 1 Schritte.

Nun kénnen wir den Fall betrachten, dafl es im Turm mehrere Scheiben der
gleichen Grofle gibt, sagen wir: Die Scheibe S; der Grofle ¢ tritt genau k; mal auf.
(Im Turm sollen dann natiirlich alle Scheiben einer Grofle aufeinander liegen.) n
reprasentiert jetzt nicht mehr die Anzahl aller Scheiben, sondern nur noch die
Anzahl der Scheiben unterschiedlicher Grofle. Welche Auswirkungen hat das auf
die Anzahl der zur Losung notwendigen Schritte?

Haben wir bisher eine Scheibe der Gréfle ¢ bewegt, so miissen wir nun jedes-
mal k; solcher Scheiben umstapeln. Es ist also fiir jede Scheibe S; die Anzahl
ihrer notwendigen Bewegungen in unserem bisherigen Modell mit der Anzahl der
Scheiben, die die gleiche Grofle wie .S; haben, zu multiplizieren.

Scheibengréfie  Anzahl der Scheiben Anzahl der Bewegungen

S, ky kn
Sn,1 kn,1 anfl
Sn—? kn—2 4kn—2
STL—3 kn—3 8kn—3
Sn_k kn—k 2kkn—k
51 kl 2n_1k1

Die Gesamtzahl an Bewegungen zur Losung ergibt sich wieder als Summe iiber
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die Bewegungen jeder einzelnen Scheibengréfle:

n .
S 9n ik,
i=1

Betrachten wir nun wieder unser Ausgangsmodell als Spezialfall: Fiir alle
i€ {l,...,n} gilt k; =1, so ergibt sich wieder:

n

n—1
Soont =32k
k=0

=1

1.2.2 Ein minimales Regelsystem

Definition 1.9 Fiir zwei natiirliche Zahlen m und n definieren wir P(n, m) wie

‘ | 1 fiir n+ m gerade
fOlgt. P(TL, m) = { 0 fiirn+m ungerade '

Wir sagen, dal n und m die gleiche Paritit haben, wenn P(n,m) =1 gilt.

Versuchen wir, das Modell etwas , mathematischer” zu gestalten: Zunéchst
kénnen wir die Einschrinkung, dafy eine Scheibe S; nur auf eine gréoflere Scheibe
S; (j > i) gelegt werden darf, formulieren: Wir betrachten die Scheiben Sj des
Turmes als Knoten £ und tragen zwischen zwei Knoten ¢ und j eine gerichtete
Kante (i,7) ein, genau dann, wenn wir die Scheibe S; auf die Scheibe S; legen
diirfen. Mit anderen Worten: Es existiert eine Kante von ¢ nach j genau dann,
wenn ¢ < j ist.

Den so generierten gerichteten Graphen Gg = (Vg, Ag) mit Vg = {1,...,n}
und Agp = {(4,7) : i,j € {1,...,n} : i < j} nennen wir Regelgraphen. Die Kanten
(,7) aus Ag nennen wir Regeln.

Macht man sich nun die Miihe, tatsidchlich nachzuvollziehen, wie die Losungs-
schritte zum Umsetzen des Turms aussehen, so stellt man sehr schnell fest, dafl
gar nicht alle zur Verfiigung stehenden Regeln angewendet werden. Wir wollen
nun zeigen, welche Regeln tatsichlich ben6tigt werden, um einen Turm der Héhe
n + 1 umzusetzen:

Zunichst konnen wir den ,, Teilturm® Sy, ..., S, der Héhe n ohne weiteres auf
den Hilfsstapel ausstapeln, dazu benotigen wir genau diejenigen Regeln, die zum
Umsetzen des Turmes auf den Zielstapel notig sind. Anschliefend legen wir die
Scheibe S,, 1 auf den Zielstapel. Nun verfolgen wir etwas genauer, wie wir den
Turm der Hohe n auf die Scheibe S,,; auf dem Zielstapel setzen:

Es ist unser Ziel, die Scheibe S,, auf die Scheibe S, zu legen. Dazu miissen
die Scheiben S; bis S, _; auf dem Ausgangsstapel liegen. Wie gelangt aber die
Scheibe S,,_; auf diesen Platz? Um die Scheibe S,,_; vom Hilfsstapel auf den
Ausgangsstapel umzusetzen, miissen die Scheiben S; bis S, 5 auf dem Zielstapel
liegen — dort wo schon die Scheibe S, liegt. Insbesondere liegt also die Scheibe
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Sp—o auf der Scheibe S, ;1. Somit ist das Vorhandensein der Regel (n — 2,n + 1)
fiir die Losbarkeit unabdingbar.

Wie gelangt aber S,, 5 auf S, 1?7 Dazu miissen die Scheiben S; bis S, 5 auf
dem Ausgangsstapel liegen. Wie gelangt aber die Scheibe S,, 3 dorthin? Um dies
zu erreichen, mufl wieder ein Turm der Scheiben Sy, ..., S, _4 auf dem Zielstapel
liegen — insbesondere also S,,_, auf S, .

Wenn wir dieses Frage-Antwort-Spiel solange fortsetzen, bis wir
bei der kleinsten Scheibe angekommen sind, so erfahren wir, dafl wir
die Scheiben S, 2,Sn 4,0 6,---,n-(m-2y = S» (fir n gerade) bzw:
Sn—2,Sn—4,Sn—6, - -»n—m-1y = 51 (fiir n ungerade) auf S, legen miissen, um
den Turm der Hohe n — 1 auf den Ausgangsstapel zu stellen.

Nun konnen wir also die Scheibe S, vom Hilfsstapel auf den Zielstapel (auf
die Scheibe S, ;1) legen und nun den , Teilturm“ Sy, ..., S,_; auf den Zielstapel
setzen, ohne das wir beriicksichtigen miissen, dafl dort schon die Scheibe S,
liegt. Mit den zusétzlichen Regeln

(n,n+1),(n—2,n+1),(n—4,n+1),...,(2,n+1) (fiir n gerade)
(n,n+1),(n—2,n+1),(n—4,n+1),...,(I,n+1) (fiir n ungerade)

von denen jede zur Losbarkeit notwendig ist, ist somit der Turm der Hohe n 4 1
vom Ausgangs- auf den Zielstapel umstapelbar.

Lemma 1.1 Ein Hanoi-Turm der Ho6éhe n ist mit dem Regelgraphen
GRn = (VRn;ARn) mit

Vr, = {1,...,n} und

Ar, = {(i,i+3),(i,i+5),(,i+7),...,(,n—P(i,n)):ie{l,...,n—3}}
U{(i,i+1):ie{l,...,n—1}}

umstapelbar.

Bemerkung: In der obigen Beschreibung fiir Az, bedeutet (i,n — P(i,n)) nach
Definition 1.9: Fiir den Fall, dafl 7 und n die gleiche Paritit besitzen, gilt
(i,n — 1) € Ag,, sonst gilt (i,n) € Ag,,.
Beweis: Wir fiihren den Beweis mittels vollstindiger Induktion iiber n.

Fiir n = 4 gilt: Ag, = {(1,2),(2,3),(3,4),(1,4)}.

Angenommen, Lemma 1.1 gilte fiir n = k: Ein Turm der Hohe £ ist also mit
Gr, = (Vr,,Ar,) umstapelbar. Weiter oben haben wir bereits gezeigt, daf} wir
als zusétzliche Regeln (um einen Turm der Héhe k£+1 umzusetzen) nur die Regeln

(kk+1),(k—=2,k+1),(k—4,k+1),...,(2,k+1) (fiir k gerade)
(k,k+1),(k—2,k+1),(k—4,k+1),...,(1,k+1)  (fiir k£ ungerade)



10 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

benétigen. Die Kante (k, k +1) entspricht der Kante (i,7+1) mit i = k in Ag,_ .
Die Kante (k—2, k+1) entspricht den Kanten (i,7+43),...,(i,k+1—P(i,k+1))
fiir i = k — 2 aus Ag,,, (¥ —2 und k& + 1 haben verschiedene Paritéten).

Die Kanten (1,k+1),...,(k —4,k+ 1) baw. (2,k+1),...,(k — 4,k + 1)
entsprechen der Kante (i,k + 1 — P(i,k + 1)) fir i = 1,...,k — 3 aus Ag,,,.
(Dabei kommt nur jede zweite der k — 3 Kanten hinzu.)

Damit ist: Ag, U{(k —2,k+1),...,(LE+1)}U{(k,k+ 1)} = Ag,,, bzw.
Ag, U{(k =2,k +1),...,2,k+1)JU{(k, k+ 1)} = Ag,,,

Somit ist ein Turm der Hoéhe £ + 1 mit dem Regelgraphen
Gryrr = (VRpyrr Ar,,,) umstapelbar. O

Wir haben also gezeigt, dal die zur Losbarkeit des Problems notwendige Re-
gelmenge auch hinreichend ist. Damit erhalten wir:

Lemma 1.2 Fiir jeden Regelgraphen Gy = (Vi , AR, ) mit dem ein Hanoi-
Turm der Hohe n umstapelbar ist, gilt: [A; | > |Ag,|.

Lemma 1.3 Der Regelgraph G, ist paar.

Beweis: Da es in der Kantenmenge Ag, nur Kanten zwischen Knoten verschie-
dener Paritit gibt und zwischen je zwei Knoten verschiedener Paritéit auch immer
eine Kante existiert konnen wir Agr, wie folgt interpretieren:

Vi,je{l,....,n}:(i,j) € Ag, <= i< j: P(i,j) =0.

Die Knotenmenge Vg, la8t sich in zwei unabhéngige, disjunkte Mengen tei-
len — ndmlich die der geraden Knoten und die der ungeraden Knoten:
VR, = VR, —gerade U VR,, —ungerade- Beim Regelgraphen G, handelt es sich also um
einen paaren Graphen. O

Lemma 1.4 Der Regelgraph Gr, = (V&,, Ar, ) enthilt keinen induzierten Pfad
der Léange 3.

Beweis: Angenommen, Gy, enthielte einen induzierten Pfad der Linge
3. Wir bezeichnen diesen Pfad mit [z,y,2,r] mit z,y,z,r € Vg, und
(z,9), (y,2), (2,7) € Ag,. Nach Lemma 1.3 folgt 0.B.d.A.: z,2 € VR, _gerade und
Y, € VR,—ungerade- Aus (2,9), (y,2),(2,7) € Ag, folgt: © < y < z < r. Somit
besitzen x und r verschiedene Paritdten, mit dem Beweis von Lemma 1.3 folgt:
(x,r) € Ag,, darum kann [z,y, 2z, r| kein induzierter P, sein. Das widerspricht
jedoch der Annahme, somit enthilt Gr, keinen induzierten Py. O



Kapitel 2

Einfache Stapel

2.1 Formale Beschreibung von Stapelproble-
men

In diesem Abschnitt wollen wir kurz eine formal-theoretische Beschreibung von
Stapelproblemen angeben, die es uns ermoglicht, die Problemstellung in einem
streng mathematischen Sinn zu erfassen und damit zu arbeiten. Es handelt sich
hierbei keineswegs um Standardnotationen, da Stapelprobleme in dieser Interpre-
tation in der Literatur nicht vorkommen und somit auch keine iibliche Schreib-
weise existiert.

Definition 2.1 Ein Graph G = (V, A) heifit genau dann (verzweigter) Stapel,
wenn G endlich, schlingenfrei, gerichtet und zyklenfrei ist.

Definition 2.2 Ein Stapel G = (V, A) mit V' = {vy,...,v,} heifit genau dann
einfach, wenn A = {(v;,v;31) 14 € {1,...,n—1}} ist — G ein einfacher gerichteter
Pfad ist.

Definition 2.3 P = (Gj,Gz,Gr, k) nennen wir genau dann ein einfaches
Stapelproblem, wenn G = (V,Ax) und Gy = (V, Az) einfache Stapel sind,
Gr = (V, Ar) ein gerichteter Graph ist und & eine natiirliche Zahl. G5 nennen wir
Ausgangsstapel, Gz nennen wir Zielstapel und G'g nennen wir Regelgraph. k gibt
die Anzahl der Hilfsstapel an. Die Knoten v aus V' nennen wir Stapelelemente.

Definition 2.4 Zwei  Stapelprobleme P = (Ga,G7,Gr, k) und
P' = (G,G,GR,1) heiflen genau dann isomorph, wenn k = [ gilt und
wenn es eine eineindeutige Abbildung f: V(G) — V(Gy) gibt, so daB fiir alle
u,v € V(Ga) gilt:

(u,0) € A(Ga) <= (f(u), f(v)) € A(G}),
(u,v) € A(Gz) <= (f(u), f(v)) € A(G?,) und
(u,v) € A(Gr) <= (f(u), f(v)) € A(GR)
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Wir schreiben dann: P = P'.

Lemma 2.1 Fiir jedes einfache Stapelproblem P = (G, Gz, Gr, k) existiert ein
isomorphes Stapelproblem P’ = (G'y, G, G, k), fiir das

G\ ={1,..,|[V(G}, {(i+1):ie{l,....[V(Gr)|—1}})
gilt.

Beweis: Das gewiinschte isomorphe Problem P’ 18t sich ganz einfach beschaffen,
indem die Elemente in G von oben nach unten durchnumeriert werden: Wir
betrachten eine eineindeutige Funktion 7, die jedem Knoten v aus V(G,) eine
natiirliche Zahl 7(v) aus {1,...,|V(G4)|} zuordnet:

(1 fiir dg, (v) =0
7(v) = { m(u)+1 fir (u,v) € A(Gy) °

Weiterhin sei [I(V) := {m(v) : v € V(Ga)}.
Wir definieren nun P’ := (G'y, G7,, G, k) wie folgt:
Gy = (IV), {(x(u),7(v)) : (u,v) € A(GA)}),
Gy = (I(V), {(z(w),7(v)) : (u,v) € A(Gz)}),
Gr = (I(V), {(7(u),7(v)) : (u,v) € A(GRr)}).
Somit ist {(7(u),7(v)) : (u,v) € A(Ga)} ={(i,i+1) i€ {1,...,|V(Ga)|—1}}.

Offensichtlich erfiillt 7 die Anforderungen an die Funktion f aus Definition 2.4.
Damit folgt P’ = P.O

Definition 2.5 Es sei P = (Ga,G7,Gr,k) ein einfaches Stapelproblem.
P' = (G',G',, Gy, k) sei ein einfaches Stapelproblem, fiir das

P’ nennen wir dann normiertes Stapelproblem und 7(P) bezeichne die Permuta-
tion der Stapelelemente auf dem Zielstapel in P’

w(P) :=[r(1),7(2),...,7(n)]

V' (P) bezeichne die Menge der Stapelelemente in P: V(P) := V(G4).
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Definition 2.6 T = (G4,Gs,...,Gfy2) heifit genau dann Stapelkonfigura-
tion eines einfachen Stapelproblems P = (Ga,Gz,GRr,k), wenn fiir alle
i€ {l,...,k+2} G, einfache Stapel sind und weiterhin

i) UZZV(Gi) = V(Ga) ist,
i) fiir alle 4,5 € {1,...,k+ 2} mit ¢ # j V(G;) NV (G,) = 0 gilt und
iii) UM? A(G;) C A(GR) ist.
Eine Stapelkonfiguration T'= (G, . . ., G42) reprisentiert demnach den Zustand
aller Stapel zu einem festen Zeitpunkt. Jeder Stapel wird als ein Graph G; be-
schrieben. Hier bezeichnen G und G, Ausgangs- und Zielstapel. Die Graphen
G5 bis Gjyo stellen die Hilfsstapel dar. Wird von einem beliebigen Stapel ein

Element weggenommen und auf einen anderen Stapel gelegt, so erhalten wir eine
neue Stapelkonfiguration. Diese Operation nennen wir Umstapelung:

Definition 2.7 Gegeben seien 2 Stapelkonfigurationen T' = (G, G, . .., Gri2)
und 7" = (G, GY, . . ., G, ,,) eines einfachen Stapelproblems P = (G, Gz, Gr, k).
T' heif3t genau dann Umstapelung von T, wenn zwei verschiedene Stapel G; und
G, mit 7,7 € {1,...,k + 2} existieren, fiir die gilt:

i) es existiert ein a mit dg, (a) = 0,

ii) Gj = (0,0) oder es existiert ein b € G; mit (a,b) € A(Gr) und dg, (b) =0,

=G, \ {a} und

= (V(G;) U {a},0) fiir G; = (0,0) bzw.
(V(G;) U{a}, A(G;) U{(a,b)}) fiir V(G;) # 0.

iv

1)
1)
iii) fiir alle [ € {1,...,k + 2} \ {i,j} gilt G, = G,
) G
) G

A%

GQ-

Wir schreiben auch T 4 7' Fiir j = 1 nennen wir T" Ausgangs-Riickstapelung
von T, fiir i = 2 nennen wir 7" Ziel-Riickstapelung von T. Fiir i = 1 und j = 2
nennen wir 1" direkte Zielumstapelung von T, fiir i, j > 2 heifit 7" Hilfsumstape-
lung von T

Definition 2.8 Sei P = (G, Gy, GRr, k) ein einfaches Stapelproblem. Eine Folge
T = [T1,...,T)] von Stapelkonfigurationen 7; = (G}, G4, ...,G},,) heifit genau
dann zuldssige Stapelfolge von P, wenn gilt:

i) Gl = G,
i) G =G} =" =G, = (0.0) und

iii) firé e {1,...,1 —1} ist T;41 Umstapelung von T;.
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Die Stapelkonfigurationen 7; nennen wir dann zuldssige Stapelkonfigurationen
von P.

Definition 2.9 Ein einfaches Stapelproblem P = (Ga, Gy, Gg, k) heifit genau
dann [dsbar, wenn eine zulissige Stapelfolge T = [T1, . .., T;] existiert, so daB fiir
T’l = (Glla GlQa trty G§c+2) gllt

Gy=G,und Gt =G, =G, =--- =G ,=(0,0).
T nennen wir dann [-Umstapelfolge fiir P.

Definition 2.10 Sei P = (G, Gy, G, k) ein einfaches Stapelproblem. Weiter-
hin existiere eine [-Umstapelfolge 7 = [T},...,T}] fiir P. Fiir i € {1,...,1} sei
T, = (G4, ...,G}.,). Wir nennen 7 genau dann

e zweistufig, wenn

— fiir alle ¢ € {1,...,l — 1} T;;; keine Ausgangs-Riickstapelung von T;
ist,

— fiir allei € {1,...,0 — 1} T;,; keine Ziel-Riickstapelung von T; ist,

— fiiralled € {1,...,l—1} T;;; keine direkte Zielumstapelung von 7} ist
und

— fiir j := min{i : G # (0,0)} folgt: GI~" = (0, 0).

e streng zweistufig, wenn T zweistufig ist und fir alle 7 € {1,...,1 — 1} T; 4
keine Hilfsumstapelung von 7; ist.

Besitzt P eine (streng) zweistufige I-Umstapelfolge 7, so nennen wir P (streng)
zweistufig losbar.

An dieser Stelle sei bemerkt, daf} eine ganze Reihe weiterer Probleme denkbar
sind, die sich aus weniger rigiden Definitionen ergeben. Wir wollen hier jedoch
nur (streng) zweistufige Stapelprobleme betrachten.

2.2 Streng zweistufig l6sbare Stapelprobleme

Das Modell der streng zweistufig 16sbaren Stapelprobleme hat seinen Ursprung
in der Sortierung von Permutationen mit Hilfe von Sortierschlangen und -stacks.
GoLuMBIC geht in seinem Buch [2] auf diese Probleme néher ein. Wir wollen
hier nur ein Kriterium zur Bestimmung der minimalen Anzahl an Hilfsstapeln,
die zur Losung des Problems notwendig sind, angeben sowie auf einen effizienten
Losungsalgorithmus verweisen.
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Nach Lemma 2.1 reicht es aus, normierte Probleme P zu betrachten, fiir die
nach Definition 2.5

Ga=({1,....n}, {Gi+1)rief{l,. .. ,n—1}}) (2.1)

gilt. Fiir den Zielgraphen kénnen wir so jede Permutation 7 der Zahlen 1 bis n
zulassen, so daf

Gz=({1,...,n}, {(x(i),7(i+1)) i€ {1,....,n—1}}) (2.2)

gilt.
Bei der Wahl des Regelgraphen treffen wir keine Einschrénkungen — wir neh-
men einen vollstindigen, gerichteten Graph als Regelgraphen:

Gr=({1,...,n}, {(i,j) i #J, 4,5 € {1,...,n}}). (2.3)

Definition 2.11 Fiir eine Permutation 7 = [ay, ..., a,] der Zahlen 1 bis n be-
zeichnet 7! die zu 7 inverse Permutation:

Fiir 7(i) = a; ist 7 *(a;) = i.

Definition 2.12 Fiir eine Permutation © = [« (1), ..., 7(n)] der Zahlen 1 bis n
ist der ungerichtete Graph G[r] = (V, E) wie folgt definiert:

i) V:={1,...,n},
ii) Vo,y € Vist {z,y} € F:& (x —y)(r H(z) — 7 1(y)) <0,
wobei 7~ 1(z) die Position des Knotens x in der Permutation 7 angibt.

Definition 2.13 Ein ungerichteter Graph G heifit genau dann Permutations-
graph, wenn es eine Permutation 7 der Zahlen 1 bis n gibt, so dal G = G|r]
ist.

Beispiel:
b
d e
G4 . c
a
G, ist Permutationsgraph, weil fiir die Permutation 7 := [5, 3,1, 2, 4] G4 isomorph
G|r] ist:

1
Glr] : 3(@5_04

2
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Definition 2.14 Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Knotenmenge
V! C V heifit unabhingig wenn die Knoten aus V' paarweise nicht adjazent sind.

Definition 2.15 Fiir einen ungerichteten Graphen G = (V| F) bezeichnet x(G)
die Firbungszahl von G:

X(G) := min{k : Fiir V gibt es eine Zerlegung Vi, ..., V},
so daf3 alle V; unabhéngige Mengen sind.}.

Satz 2.2 Es sei P = (Ga,Gyz,GRr, k) ein einfaches normiertes Stapelproblem,
mit Ga, Gz und Gr wie in (2.1),(2.2) und (2.3) definiert. P ist genau dann
streng zweistufig losbar, wenn x(G[r]) < k ist.

Beweis: (,,=*) Es sei P streng zweistufig losbar. Das bedeutet, der Losungsvor-
gang benotigt im Hochstfall & Hilfsstapel. Wir kénnen nun jedem Hilfsstapel eine
Farbe zuordnen. Jedes Stapelelement liegt wihrend des Umstapelprozesses auf
genau einem Hilfsstapel. Der korrespondierende Knoten im Permutationsgraphen
G[r] wird mit der Farbe dieses Hilfsstapels gefiirbt. Es ergibt sich eine zuléssige
Férbung von G|r].

Angenommen, das sei nicht so: Dann existieren Knoten u und v aus V mit
(u,v) € A(G]r]), die mit der gleichen Farbe gefirbt wurden. Das bedeutet, sie
haben wihrend des Umstapelprozesses auf einem gemeinsamen Hilfsstapel H; ge-
legen.

0O.B.d.A. wurde u zuerst auf H; gelegt, das heifit © < v. Somit kann u aber
erst nach v auf den Zielstapel gelegt werden, damit gilt 7' (u) < 7 '(v). Es
gilt demnach (u — v)(7~'(u) — 7='(v)) > 0. Nach Definition von G[r] gilt damit
(u,v) & A(G[n]). Das widerspricht der Annahme, G[r] ist deshalb mit & Farben
zuldssig gefiarbt worden. Es gilt x(G[r]) < k.

(;,b<=*) Es gelte x(G[n]) < k. Wir wihlen eine zuldssige minimale Farbung

von G|r]. Jeder dieser Farben wird nun ein Hilfsstapelplatz zugewiesen. Nun
wird jedes Stapelelement auf denjenigen Hilfsstapelplatz gelegt, der derjenigen
Farbe zugeordnet ist, wie der entsprechende Knoten aus G[r] in der gewéhlten
Farbung.
Angenommen, der Zielstapel konnte nun nicht aufgebaut werden, dann gibt es
Stapelelemente u, v, die so auf einem Hilfsstapel H; liegen, dafl sie nicht in der
richtigen Reihenfolge auf den Zielstapel gebracht werden kénnen: O.B.d.A. wurde
u vor v auf H; gelegt und es gilt 7' (v) < 7 '(u). Wenn u aber vor v auf H;
gelegt wurde, gilt v < v. Somit ist (v — v)(7 '(u) — 7 '(v)) < 0, nach Defini-
tion von G[r] ist damit (u,v) € A(G][r]). In einer zuldssigen Férbung von G|r]
miissen u und v somit verschiedenen Farben haben — das jedoch widerspricht der
Voraussetzung, da u und v beide auf H; gelegt wurden. Damit ist die Annahme
falsch und P ist streng zweistufig 16sbar. O

Die mindestens notwendige Anzahl an Hilfsstapelpldtzen um ein einfaches Sta-
pelproblem P mit dem vorgegebenen Regelgraphen streng zweistufig zu l6sen ist
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nach Satz 2.2 gleich der kleinsten Anzahl an Farben mit denen der Permuta-
tionsgraph G[r] der Permutation des Zielstapels gefirbt werden kann. In Go-
LUMBIC [2] ist ein Algorithmus angegeben, der eine solche minimale Farbung in
O(nlog(n)) berechnet.

2.3 Zweistufig l6sbare Stapelprobleme mit 2
Hilfsstapeln

2.3.1 Einfache Eigenschaften

Wir kommen zuriick auf Definition 2.10 aus Abschnitt 2.1. Fiir ein einfaches,
zweistufig 16sbares Stapelproblem P muf es eine Folge von Umstapelungen geben,
bei denen

e niemals ein Element auf den Ausgangsstapel zuriickgelegt wird,
e niemals ein Element vom Zielstapel weggenommen wird,

e niemals ein Element vom Ausgangsstapel direkt auf den Zielstapel gelegt
wird,

e cin Element erst auf den Zielstapel gelegt werden darf, wenn der Ausgangs-
stapel leer ist.

Es werden also zuerst alle Elemente des Ausgangsstapels auf die Hilfsstapel ge-
legt und erst wenn kein Element mehr auf dem Ausgangsstapel liegt, darf der
Zielstapel aufgebaut werden.

Es ist klar, da} die Losbarkeit von einfachen Stapelproblemen nur von der
Struktur des Regelgraphen und der Anzahl der Hilfsstapelpléitze abhingt. Will
man ein zweistufig l6sbares, einfaches Stapelproblem P untersuchen, so ist es als
minimale Forderung sicher sinnvoll, zu verlangen, dafl der Regelgraph sowohl die
Kanten des Ausgangs- als auch die des Zielgraphen enthilt.

Wir wollen nun untersuchen, welche einfachen Stapelprobleme P mit einer
fest vorgegebene Elementanzahl n unter dieser Mindestvoraussetzung zweistufig
l16sbar sind. Obwohl streng zweistufig losbare Probleme auch zweistufig 16sbar
sind, ist die hier betrachtete Fragestellung eine ganz andere als im Abschnitt 2.2,
weil hier mit einem ganz anders gearteten Regelgraphen gearbeitet wird.

Nach Lemma 2.1 reicht es aus, normierte Probleme P zu betrachten, fiir die
nach Definition 2.5

Ga=({1,...,n}, {Gi+1):ie{l,...,n—1}})

ist. Fiiir den Zielgraph konnen wir jede Permutation 7 der Zahlen 1 bis n zulassen,
so daf3

Gz =({1,....n}, {(m(i),7(i+1)):0€{l,...,n—1}})
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gilt. Fiir G gelte
Gr = ({1,...,n}, A(GA) U A(Gy)). (2.4)

Regelgraphen dieser Form bezeichnen wir als induzierte Regelgraphen, entspre-
chend nennen wir Stapelprobleme mit induziertem Regelgraphen ebenfalls in-
duziert. Ein solches Stapelproblem wird dann nur noch von der Anzahl n der
Stapelelemente, der Anzahl k der Hilfsstapel und der Permutation 7 der Stapel-
elemente im Zielgraphen bestimmt.

Definition 2.16 Fiir m; = [a4,...,ax] und 7o = [agy1,. .., a,] definiert m; Ll 7o
die Permutation
m Uy = [ay, ..., Gk, Qgity .-, Gp)-

Definition 2.17 Fiir j > 0 ist
mo; = [2,4,1,6,3,8,5,10,7,12,.. ]

und
T = 3,1,5,2,7,4,9,6,11,8,.. ],

wobei 7y ; bzw. 7 ; genau j Elemente besitzen.
Beispiele: To,0 = 71,0 = H, To,1 = [2], 1,1 = [3], 1,7 = [3, ]_, 5, 2, 7,4, 9]

Definition 2.18 Es sei II,, die Menge aller Permutationen der Zahlen 1 bis n,
Ppi die Menge aller einfachen, induzierten Stapelprobleme mit n Stapelelementen
und % Hilfsstapeln, L(P, ) die Menge aller zweistufig 16sbaren Stapelprobleme
aus Py und Ly(II,) die Menge aller Permutationen der Zahlen 1 bis n, fiir die
die entsprechenden Stapelprobleme P zweistufig l6sbar sind:

[T, := {m:7 Permutation der Zahlen 1 bis n},
Poi = {P:P = (Ga,Gyz, Gg, k) einfaches induziertes Stapelproblem
mit |V(P)| =n, k € N,n(P) € 11},
L(P,i) = {P:P € P,y; P zweistufig losbar},

Ly(I1,) = {rn:P = (Ga,Gz,Gr, k) € L(Ppy);m(P)=m}.
Satz 2.3 FEs sein > 0. Dann gilt fir alle 7 € I1,,:
T € Ly(TL,) <= 7' € Li(I1,,).

Beweis: Es gelte m € Li(II,,). Dann gibt es ein einfaches normiertes induziertes
zweistufig losbares Stapelproblem P = (Ga, Gz, GR, k) mit

Ga=({1,...,n}, {(1,2),...,(n—1,n)}),

Gz =({1,...,n}, {(x(1),7(2)),...,(xr(n—1),7(n))})
und Gr = GAUGy.
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Weil die Regeln zum Losen eines einfachen induzierten zweistufig 16sbaren Sta-
pelproblems offensichtlich symmetrisch sind beziiglich Ausgangs- und Zielstapel,
kénnen wir diese Stapel vertauschen und erhalten ein neues, zweistufig 16sbares
Problem P’ := (G'\, G, Gy, k) fiir das Gy = Gz und G}, = G5 gilt. Um dieses
Problem zu normieren, bendtigen wir die Funktion 7=!. Damit ergibt sich

"= (1,0} {(1,2),. .., (n—1,n)}),
und Gl o= ({1, nh {(r ML), 7 L2)), .., (r (= 1), 7 ().

Da P’ zweistufig 1osbar ist, ist es auch das normierte Problem P”. Damit gilt
n~' € Li(11,,). Die Giiltigkeit von

7t e Li(IL,) = 7 € Ly(11,)

148t sich analog zeigen. O

Zunichst noch einige einfache Fakten:
Da unser Regelgraph G'r nun nur aus den Kanten besteht, die in G und Gy,
existieren, gilt fiir alle u € V(GR) :

d, (u) <2und dg (u) < 2. (2.5)

(Jeder Knoten hat sowohl im Ausgangs-, als auch im Zielgraphen hochstens einen
nachfolgenden und hochstens einen vorhergehenden Knoten.) Insbesondere gilt:

dg,(n) < 1und df, (m(n)) < 1. (2.6)

weil n im Ausgangsgraphen und 7(n) im Zielgraphen keine nachfolgenden Knoten
haben. Fiir n = m(n) gilt gar

ng(n) = ng(Tr(n)) = 0. (2.7)
Da 1 im Ausgangsstapel und 7 (1) im Zielstapel ganz oben liegen, ist auflerdem:
dg, (1) < 1und dg,_(n(1)) < 1. (2.8)

Lemma 2.4 Es sei P = (G, Gy, GRr, k) ein einfaches, normiertes und induzier-
tes Stapelproblem mit n := |V (P)|. Dann gilt:
(i) Existiert ein z € V(P) mit (n,z) € A(Gr), dann folgt (n,z) € A(Gz) und
(n,z) & A(Ga).
(i) Existiert ein z € V(P) mit (7(n),z) € A(Gr), dann folgt (7(n),z) € A(Ga)
und (m(n),z) € A(Gz).
(iii) Existiert ein x € V(P) mit (z,1) € A(Gg), dann folgt (x,1) € A(Gz) und
(z,1) & A(Ga).
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(iv) Existiert ein z € V/(P) mit (z,7(1)) € A(Gr), dann folgt (z,7(1)) € A(Gr)
und (z,7(1)) & A(Gy).

Beweis: Die Aussagen (i) bis (iv) folgen aus der Struktur von Gr (2.4) und nach
(2.5) bis (2.8). O

Lemma 2.5 Es sei P = (Ga,Gyz,GRr, k) ein einfaches zweistufig losbares in-
duziertes Stapelproblem. Es seien z,y,z € V(P) Stapelelemente und es gelte
(z,y) € A(Ga) (bzw. (z,y) € A(G7)) und (y, z) € A(Gz) (bzw. (y,z) € A(G4)).
Dann gibt es keine Kante von 2z nach y in Gg.

Beweis: Angenommen, die Kante (z,y) existierte. Wegen (y, 2) € A(Gy) (bzw.
(y,2) € A(Gy)) folgte (z,y) € A(Ga) (bzw. (2,y) € A(Gy)). Das steht aber im
Widerspruch zu (z,y) € A(Ga) (bzw. (x,y) € A(Gz)). Es konnen nicht sowohl
x als auch z im Ausgangsstapel auf y liegen (P ist induziert!). Somit kann die
Kante (z,y) nicht existieren.O

Lemma 2.6 Es seien P = (Ga,Gy,GRr, k) ein einfaches, normiertes und in-
duziertes zweistufig losbares Stapelproblem und ¢, 7,7 natiirliche Zahlen mit
0<i<r<i+j<|V(P)|. Weiterhin gelte:

4,0+ 1), (i+1,i+2),...,(i+j—1,i+j) € A(GRr)
und (i+1,4), (i+2,i+1),...,(i+7,i+7—1) € A(Gr).

Fiir (r,r +1) € A(Gy) (bzw. (r,r + 1) € A(G7)) folgt dann:

(i,i+1), (1 +1,i+2),...,(i+j—1,i+j) € A(Ga) (bzw. € A(Gy))
und (i4+1,4), (+2,i+1),...,(i+7,i+7—1) € A(Gz) (bzw. € A(G,r)).

Beweis: Wir betrachten (r,r 4+ 1) € A(G4):

Da Gy nur Kanten der Ausgangs- und Zielgraphen enthélt, folgt (r+1,7) € A(G7)
und (r,r — 1) € A(Gz). (r kann im Ausgangsstapel nicht sowohl auf r — 1 als
auch auf r + 1 liegen.)

Aus (r,r — 1) € A(Gz) folgt (r — 1,7r) € A(GA) und (r — 2,7 — 1) € A(Gn).
Aus (r—2,7—1) € A(Gy) folgt (r—1,r—2) € A(Gz) und (r—2,r—3) € A(Gy).

A(Ga)

A(Gr)  A(Ga)
%3}623{ }{ }
A(Gz)  A(Gz)

A(Gy)
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Setzen wir diese Schluflkette bis 7 + 1 und ¢ fort, so erhalten wir:

(i,i+1), (t+1,i+2),...,(r,r+1) € A(Ga)
und (i+1,9), (1 +2,i+1),...,(r+1,7r) € A(Gyz).

Mit (r,r + 1) € A(Ga) folgt weiterhin (r 4+ 2,7+ 1) € A(Gy).
Aus (r+2,7+1) € A(Gz) folgt (r+1,7+2) € A(Gx) und (r+2,7+3) € A(Gy).
Aus (r+2,7+3) € A(Gy) folgt (r+3,r+2) € A(Gz) und (r+4,7+3) € A(Gy).

A(Gr)  A(Gr)  A(Ga) A(Gy)
{ }ﬁﬂ }gw }{Cr?) j) r4d e i+j
A(Gz)  A(Gz)  A(Gz)  A(Gz) A(G?z)

Setzen wir diese Schluflkette bis 2 +j — 1 und 7 + j fort, so erhalten wir:

(r+1,r+2), (r+2,7r+3),...,(i+j—1,i+j) € A(Gx)
und (r+2,r+1), (r+3,r+2),...,(i+4,i+j—1) € A(Gz).

Fiir (r,r+1) € A(Gz) verlduft die Beweisfiihrung analog. Damit ist das Lemma
bewiesen.[

Lemma 2.7 Es sei P = (Ga,Gz,Gg,2) ein einfaches, induziertes Stapelpro-

blem. Weiter seien e, es,e3 € V(P) Stapelelemente und 7 = [Ty,...,T}| eine
minimale zweistufige Umstapelfolge fiir P. Existiert ein ¢ € {2,...,[} mit:

L Ty = (G, (0,0), G571, G mit G5 = ({e2}.0),

2. (e1,e2) € A(Gy), (e2,e3) € A(G4) und Tj—; 224 T und

3. bildet e; die Spitze von G und das Element es die Spitze von G4 !,
dann folgt T;_, M Ti_4.

Beweis: Weil T zweistufig ist, der Ausgangsstapel nicht leer ist und wegen k = 2,
kommen nur folgende 4 Md&glichkeiten in Betracht:

o Ty ﬂ Ti 4
o T » L2 Ti1

o T » LA Ti1
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o T 5 ’M Tiy

Galte T;_o ﬂ T;_y, so ware T;,_5 = T, und somit wére
T=1[T\,...,T; 9,Ti11,...,T;] eine | — 2-Umstapelfolge, was der Minima-
litdat von 7 widerspricht.
Angenommen, es wire T; o H T; 1, so folgte (es,e;) € A(Gyp), was
(eg,e3) € A(G ) widerspricht.
Gilte T;_, M T; 1, so wire (e3, e5) € A(Gz), was (er,e3) € A(Gz) wider-
spricht. Somit gilt 7; o M T, ,.0
Definition 2.19 Wir fiihren abkiirzende Bezeichnungen fiir hdufig auftretende
Stapel ein:
(i) Fiir j < k sei
va,vk = ({’Uj, Cee ’Uk}, {(UZ‘, ’Ui+1) 11 € {j, Ceey k — 1}}),
Koo, = {vj,-- o}, {(vi,vica) i€ {j+1,...,k}}) und
Ko = {u}, 0).
(ii) Fir j <k — 2 sei
ij,vj = ({Uj}a (b)a
Wawio = ({vj,vi-1}, {(v),05-0)1),
Wi wis = ({vsvjm1,vi—2}, {(vj,05-1), (vj—2,v5)}) und
W w; =W opw; U ({vk, ve—1, 63}, {(VksVk—1), (Vk—3,Vk)})-
(iii) Fiir k + j ungerade und j < k — 1 sei
ij’vk = ({’Uj, cen ,’Uk}, {('Ui;UiJrl) NS {j,j +2,7+4,...,k— 1}}
U {(’Ui,?}i,g) 11 E {j+3,]—|—5,j—|—7,,]€}})
(iv) Fiir k + j gerade und j < k — 2 sei
WUjﬂ)k = ij,vk—l U ({vk7 Uk—Q}a {(vkv vk—Q)})'

Beispiele:
Kals,alo : ajp<+ 011+ a2+ a3 ,
Waias - Gy < Q] <~ Q4 +— A3 <+ a5
Wasar - Qs < A5 — Q9 + A3 + A1

Lemma 2.8 Gilt fiir ein einfaches normiertes induziertes zweistufig 16sbares Sta-
pelproblem P = (Ga, Gy, GR,2)

Ga = Wy, a0, UGRest, und Gz =W,

Ai41,0k

U GRes‘cZ

mit dg, (ar-1) = dg,(ax) = 0 fiir i + k ungerade und dg, (ax) = dg,(ax—1) = 0
fiir i + k geradzahlig, so folgt 7(P) = 7p(i k) k—i L TRest-



2.3. ZWEISTUFIG LOSBARE STAPELPROBLEME 23

Beweis: Nach Voraussetzung folgt:

A GRestA Qi1 Qi - A Ap—1 A
Z: Z: GRest, Qjr2 Qir1 = Qp_o
. . +2 Ug4+1 k—2 Uk
T und 7 : z
Hl . Hl .
H2 . H2 .

fiir ¢ + k£ ungerade und

A GRestA Qjp1 Qg * A2 A A
Z: Z: GRest, Qjr2 Qip1 =+ Q) G
. . +2 Ui4+1 k Wk—1
Ty : und 7; : z
Hl . Hl
Hy Hy

fiir ¢ + k geradzahlig. Da P normiert ist, gilt fiir ¢ + £ ungerade
m(P)=1[2,4,1,6,3,....k— 4,k — T,k — 2,k — 5,k, k — 3] U TRest
und fiir 2 + k geradzahlig
m(P)=[3,1,5,2,7,....k — 4,k — 7,k — 2,k — 5, k, k — 3] Ll TRest,
wobei Trest 7 — k + ¢ Elemente enthélt.O

Lemma 2.9 Es sei P = (Ga,Gz,Gr,2) ein einfaches, induziertes Stapelpro-
blem. T, = (G7,G}, G5, GY) und T, = (G5, G35, G35, GY) seien Stapelkonfigura-

tionen einer minimalen zweistufigen Stapelfolge 7 = [T1,...,T}]. Es gelte fiir
1< <k:

G| = GRest, Wobei a auf der Spitze von Gres;, liegt,

G o= (0,0),

Gy = (0,0),

Gy = Ko,

Gro= (0,0),

G5 = GRest, Wobei b auf der Spitze von GRreg, liegt

G; = (0,0) und

Gy = Kopu,

sowie existiere ein x € V(P) mit z # aj;1,a und (aj,z) € A(Gz). Weiterhin
existiere ein y € V(P) mit y # a;41 und (y, a;) € A(G7). Dann folgt:
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L Ty = [Ga, (0,0), (0,0), (0,0)] und T; = [(D,0), Gz, (0,0), (0,0)] mit
GA = GRestA U Waj,ak U({aj-i-la a}a {(aj-i-la a)})v
GZ = GRestZ U Waj_,_l,ak U({aj-l-?a b}a {(aj-l-?v b)})a

wobei a auf der Spitze von Gres, und b auf der Spitze von Greg, liegen.

2. Fiir r und s gilt:
3(k—j+1)+1 fiir k + j ungerade
r =
(k—j)+2 fiir k + j gerade

| —
s =
| —

Beweis: Zunichst wollen wir versuchen, durch eine grafische Darstellung der
Stapel die Situation zu erlautern:

und

W N

(k—j—1)—1 fiir k + j ungerade

N[Ww N

(k—7) fir k + j gerade

A e a A
Z Z: b
T, , T
Hll Hll
Hy: ap---q4 Hy: ap - a4

Mit A und Z bezeichnen wir Ausgangs- und Zielstapel, mit H; und Hy die beiden
Hilfsstapel. Die Spitze der Stapel befindet sich in unseren Darstellungen auf der

rechten Seite.
Wir zeigen nun zunéchst Punkt (1) des Lemma. Dieser sagt aus, daf sich aus
der Kenntnis iiber die Gestalt von T, und Ty beweisen ld8t, dal 77 und 7; wie

folgt aussehen:

Fiir £ + j ungerade:

A GRestA A1 A5 Qg3 Q549 * A Q1

Z: GRes‘uZ Aj42 i1 Ajqd Qjy3 0 Qg1 Qg2 A
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Fiir k + j geradzahlig:

A GRestA Aj41 Q5 Q43 Ajq2 * 0 Qg1 A2 Ak
T Z:
1 -
Hl : ’

H2:

Z : GRestZ A9 Qjy1 Qjya Ajy3 - A Ap—1

Ausgehend von den Stapelkonfigurationen 7, und T werden wir nun untersuchen,
zwischen welchen Stapelelementen welche Kantenbeziehungen existieren: In G
liegt a; auf a;4q, fiir (a;,x) € A(Gz) folgt somit (a;,a;y1) € A(Ga).

Fiir T,_; bedeutet das, da8 a; nicht auf a liegen kann. Somit folgt:

Tr—l = (qu ((bv@)v ({a]'}v@)? Kaj-i-laak)’

A a
Z:
Tr—l
Hi: ay
H2 N eS|

Nach Lemma 2.5 (fiir y,a;,a;41) existiert die Kante (a;41,a;) nicht. Wegen
(aj,a;+1) € A(Gy) erhalten wir damit sofort:

Tr—3 = (G;_gv (0)7@)7 ((bv@)v Kaj+2,ak) mit
Ggig = G; U ({aja Aj41, CL}, {(aja aj+1)7 (aj+17 CL)}),

A GRestA Aj41 Aj

H2: Qp - Ajy9

Es ist also (aj11,a) € A(Ga). Weil aber auch die Kante (aj11,aj12) existiert,

fOlgt (aj+1, aj+2) € A(Gz)
Wir wenden uns nun der Konfiguration 7, zu und haben sofort:

Ts+1 = (((bv@)’ G;, ({aj-l-l}’@)v Kaj+27ak-)’
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A
T . Z: GRestz
s+1 -
H1 TS ]
H2 DAt Qg2

Nach Lemma 2.5 (fiir aj, a;41, a;42) existiert die Kante (aj19,aj41) nicht. Wegen
(ajt1,0;42) € A(G7) erhalten wir damit sofort:

Ts+3 = ((@,@), G§+37 (0)7@)7 Ka]-_,_g,ak) mlt
5 U

Gt = G

Ts+3 :

({ajJrla Qj+2, b}a {(ajJrla aj+2)7 (aj+27 b)})a

A

Z: GRestZ Aj42 G541
H1 : .
H2 N7 N R

Es ist also (aj12,b) € A(G7). Weil aber auch die Kante (a2, a;43) existiert, folgt

(aj+2,aj43) € A(GA).

Betrachten wir jetzt wieder 7,3, so folgt sofort:

Tr—4 - (G’fg, (@, Q))a ({aj+2}’ Q))’ Kﬂj+37ak)’

A GRestA Ajy1 Gy

T Z:
r—4 :
H1 )
H2: Qg =+ Aj43

Nach Lemma 2.5 (fiir a;1, a2, aj13) existiert die Kante (a3, a;j12) nicht. Wegen
(ajt2,a;4+3) € A(Gy) folgt sofort:

Trfﬁ = (GT{_G, (@,@), ((b,(b), Kaj+4,ak) mit

GI7% = G U ({aj32, 0503}, {(aj42,0543), (aj43,a5)}),
At GResty Gj+1Gj Qj13 Qjto
T Z:
r—6 - H1 :
Hgi Qg - Qj44q

Somit ist (a;i3,a;) € A(Gy)
(@13, 0544) € A(Gz).

. Da die Kante (a;i3,aj14) existiert, ist damit
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Setzen wir diese Argumentation fort, so erhalten wir fiir £ + j geradzahlig,
T, T, mit:
A GRestA Ajir1 Q5 Ajy3Q549 *°* Qg3 Ag—4 Af—1 A2
7 :
H, :
Hs : ay

T Z: GRestZ Q542 Aj41 Ajra Qg3 =" Qg2 Qf—3
- .

Hy: apap_q
Es ist also (ax o2,ar 1) € A(Gx) und wegen (ar 1,ar 4) € A(Ga) folgt

(ak_1,ar) € A(Gz). Nach Lemma 2.5 existiert damit die Kante (ag, ax_1) nicht
und es folgt:

At GResty Gjg1 @5 Qjps -+ Qg3 Qp—g Qp—1 Qf—2 O,
Z :

H1 .

H, :

T1 = Tu—l .

und

A

Z : GRestZ Aj42 Q41 Ajya Qjy3 - Qp—2 A3 Qf Qg—1
H1 .
H2 :

T = Tv+2 :

Fiir £ 4+ 7 ungerade erhalten wir T}, T, mit:

A GRestA A1 A Qj43 Q542 - Qp—g4 Qpg—5 Af—2 Q3
T Z:
A
H1 .
H2 L Qp—q
und
A
T Z: GRestZ Q42 Q541 Ajpq Qg3 Qg Qg1 Ap—2
- .
H1 .
Hs : ay

Es ist also (ax 2,ar 1) € A(Gz) und wegen (ar 1,ar 4) € A(Gz) folgt
(ag—1,ax) € A(Ga). Nach Lemma 2.5 existiert damit die Kante (a, ax—1) nicht



28 KAPITEL 2. EINFACHE STAPEL

und es folgt:

A GRestA Q41 Q5 Qjy3 - Qg5 Ap—2 A3 Ok Q—1

T1 = T’u.72 .

und

. Z: GRestZ Aj42 Qi1 Ajpa Qjy3 * 0 Qp—g4 Qg1 Ap—2 O
T, = T’U+2 . .

Damit ist 7} =[G}, (0,0), (0,0), (0,0)] und T, =[(0,0), G, (,0), (0,0)] mit

Gi = GReStA U Waj,ak U ({ajJrla a}7 {(ajJrla a)})
und
GlZ = GReStz U Waj+17ak- U ({aj-i-?a b}v {(aj-i-?a b)})

Damit ist Punkt (1) des Lemmas bewiesen.

Nun zu Punkt (2): Es sei k+j ungerade: Um von T} zu T, zu gelangen, muf} ein
Stapel der Form Wy, o, ausgestapelt werden und auf einem Hilfsstapel als Stapel
der Form K, ,, auftreten. Die Stapelelemente a;;1,a;3,...,a; kénnen jeweils
sofort vom Ausgangsstapel auf diesen Hilfsstapel gelegt werden — fiir jedes dieser
Elemente ist also nur eine Umstapelung notig. Die Elemente a;,a;yo,...,a51
miissen vorher jedoch auf den anderen Hilfsstapelplatz gelegt werden, damit muf}
jedes dieser Elemente 2 mal bewegt werden. Da es sich um k& — j + 1 Elemente
handelt, miissen also %(k — j 4+ 1) Umstapelungen vorgenommen werden. somit
istr=3(k—j+1)+1.

Nun sei k£ + j gerade: Da es sich nun um eine ungerade Anzahl von Elementen
handelt und sowohl a; als auch a;;; mit nur einer Umstapelung an die richtige
Stelle zu setzen sind, miissen 3(k — j) + 1 Umstapelungen vorgenommen werden.
In diesem Fall ist also r = 2(k — j) + 2.

Fiir T erfolgt die Beweisfiihrung analog. Somit ist Punkt (2) und damit das

Lemma bewiesen.O

Es geht nun im folgenden darum, die Menge L, (II,) zu bestimmen, das sind
diejenigen Permutationen 7, fiir die P = (Ga, Gz,GR,2) mit 7(P) = 7 und
|V(P)| = n zweistufig losbar ist.

Wenn ein Stapelproblem P zweistufig l6sbar sein soll, mufl eine minimale Um-
stapelfolge 7 = [T},...,T;] und ein kleinstes j € {1,...,l} existieren, fiir das
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T; = ((0,0), (0,0), G}, G4) gilt. Die Stapelkonfiguration T} reprisentiert fol-
gende Situation: Alle Elemente wurden vom Ausgangsstapel auf die Hilfsstapel
gebracht und noch kein Element wurde auf den Zielstapel gelegt. Diese Konfigu-
ration T; machen wir nun zum Ausgangspunkt unserer weiteren Betrachtungen.
Weil Probleme mit weniger als 5 Stapelelementen sich sehr leicht l6sen lassen
(fiir n = 0,1,2,3 gilt gar Ly(I1,,) = II,), betrachten wir von nun an nur noch
Probleme P mit mehr als 4 Stapelelementen: |V(P)| > 4. Fiir n = 4 lassen sich
die 13 Permutationen, fiir die das Problem losbar ist, sehr leicht angeben.

Wir unterscheiden nun zwei Fille: Erstens n = m(n) und zweitens n # 7(n).
Im Fall n = 7(n) sieht T; 0.B.d.A. wie folgt aus:

A
7 :
T; - 2.9
! Hy: 7(n) ’ (2:9)
Hy: bpy -y

da n = 7(n) sowohl im Ausgangsstapel als auch im Zielstapel keinen Nachfolger
hat und somit im Regelgraphen ebenfalls kein Nachfolger existiert.

2.3.2 Struktur zweistufig losbarer Stapelprobleme mit

n=m(n)
Lemma 2.10 Es sei P = (Ga,Gz,Ggr,2) ein einfaches, induziertes und
zweistufig 16sbares Stapelproblem mit n := |V(P)| > 4, 7 := =w(P) und

V(P) = {by,...,bp_1,n}. T = [T1,...,T]] sei eine minimale zweistufige Um-
stapelfolge und j sei der kleinste Index, fiir den in der Stapelkonfiguration
T; kein Stapelelement mehr auf dem Ausgangsstapel liegt. Weiterhin seien b,
und b diejenigen Stapelelemente aus {by,...,b,—1} fiir die (b,,n) € A(Ga)
und (bs, m(n)) € A(Gyz) gilt. Fiir n = 7(n) gilt dann mit der Struktur von T (2.9):

1. Ausr =sfolgt r=s=mn—1 und

2. aus r # s folgt r =1 oder s = 1.

Bewelis:

1. Angenommen, (1) gélte nicht, dann wéire r = s und r,s < n — 1.
Auf dem Hilfsstapel in 7; lige dann b, = b, auf b1y = bs1 und so-
mit wére (b,« = bs,b,«+1 = b5+1) S A(GR) Mit (br:bs,n) EA(GA)
liegt b, = bs im Ausgangsstapel bereits auf n. Im Zielstapel liegt b, = b;
aber wegen (b =b,,m(n)) € A(Gz) auf 7w(n). Somit kann die Kante
(b, = bs, b1 = bsy1) nicht existieren. Somit ist die Annahme falsch und
es gilt (1).
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2. Angenommen, (2) gélte nicht, dann wére r # s und r, s > 1.
Wir betrachten den Fall 1 < r < s < n — 1. Aus den Voraussetzungen
wissen wir bereits, daf

(byyby41) € A(GRr) und (b,,n = 7(n)) € A(GR) gilt. (2.10)

Um nun, von T; ausgehend, auf den Zielstapel das Element by auf 7(n)
legen zu konnen, miissen zuvor die Elemente b; bis b, _; auf den ersten
Hilfsstapelplatz gestapelt werden. Dort liegt dann insbesondere b, auf b, 1,
somit ist (b, b,—1) € A(Gr) — mit (2.10) widerspricht das jedoch (2.5).

Die Beweisfiihrung fiir den Fall 1 < s < r < n — 1 erfolgt analog. Damit ist

die Annahme falsch, das Lemma damit bewiesen.O

Lemma 2.11 Es sei P = (G4, Gz, Gg,2) ein einfaches zweistufig 16sbares, nor-
miertes und induziertes Stapelproblem mit n := |[V(P)| > 4, 7 := 7(P) und
V(P)={b,...,bp_1,n =m(n)}. Weiterhin seien 7 := [Ty, ..., T;] eine minimale
zweistufige Umstapelfolge und j der kleinste Index, fiir den in der Stapelkonfigu-
ration T} kein Stapelelement mehr auf dem Ausgangsstapel liegt.

Fiir n = 7(n) folgt dann

i) m=n—-2,n-3,...,2, 1, n—1, n] oder

(ii) ™ = Tpn-1,9)m-s—1 U[n—=1,n =2, ..., n—s+1,n—-s5—1,n]
fir s € {2,...,n — 2} oder

(i) 7 = 77" mit # = Tpp_1,p-s—1 U n—1,n—=2, ..., n—s+1, n—s—1, n

fir s € {2,...,n — 2} oder
(iv) t=n—-1,n—-2,n-3,...,2 1, nl.

Fiir den Fall (i) ist [ = 5n — 6, fiir die Falle (ii) bis (iv) ist [ = 3n — 1.

Beweis: Es sei V(P) = {b,...,bp1,n} und b, und by seien diejenigen
Stapelelemente aus {by,...,b,_1} fir die (b,,n = m(n)) € A(G,) und
(bs,m(n) = n) € A(Gz) gilt. Nach Lemma 2.10 sind nur die drei Fille

l.r=s=n-1,

2. r#s, r=1und

3.r#s s=1

zu untersuchen.
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1. Um, von T; ausgehend, b, = b,_y auf w(n) auf den Zielstapel le-
gen zu konnen, miissen zunéchst die Elemente by,...,b,_o auf den
zweiten Hilfsstapel gestapelt werden. Somit existieren sowohl die Kan-
ten (by,bo), (b2,b3),..., (bn_2,0n1) € A(Gr) als auch die Kanten
(bp—2,bp3), ..., (b3, b3), (ba,b1). Mit Lemma 2.6 (fiir 7 und i+ j stehen hier
die Elemente b; und b,_o, fiir r steht by) gilt fiir (by,by) € A(Gy):

Ga=({b1,...,0p_1,n}, {(b1,02),..., (bu—2,bn_1), (bp_1,n)})
Gz = ({b1,...,bp_1,n}, {(bpn_2,bn_3),..., (b2, b1), (b1,bp_1), (bu_1,m)})

und fiir (b, by) € A(Gz) :

Ga = ({b1,-- -, bp_1,n}, {(bn_2,bn-3),-.-,(b2,01), (b1,b-1), (bp—1,n)})
GZ = ({bl, ey bn—l; n}, {(bl, bg), ceey (bn_g, bn—l); (bn—la n)})

Weil P nach Voraussetzung normiert ist, erhalten wir in beiden Féllen (so-
wohl (by, bg) € A(Gy) als auch (by,by) € A(Gz)):

Ga=({1,...,n}, {(1,2),...,(n—1,n)})
Gz=({1,....,n}, {{In—-2,n=3),...,(2,1), (I,n—=1), (n—1,n)})

Fiir den Fall r = s = n — 1 folgt damit
T=n—-2,n-3,...,2,1,n—1, n].
Es ist leicht nachzuvollziehen, dal [ = 5n — 6 gilt.

2. Wenn wir, von 7; ausgehend, by auf 7(n) = n auf den Zielstapel le-
gen wollen, so miissen wir zunéchst die Stapelelemente b; bis b, ; auf
den zweiten Hilfsstapel legen. Daraus folgt die Existenz der Kanten
(bs—1,b52), (bs_2,bs-3),...,(ba,b1) € A(GRr), aus der Voraussetzung wis-
sen wir, daB (b1, ba), (b2, b3), ..., (bs—2,bs_1) € A(GR) gilt. Wegen r = 1 gilt
(by,n) € A(Ga), damit folgt (by,be) € A(Gz). Mit Lemma 2.6 (fiir 7 und
i + j stehen hier by und b1, fiir r steht by) folgt:

(b17b2)7 (bZ;bS)a ) (bsfla bs) € A(GZ)
und (bs—1,b5—2), (bs—2,D5-3), ..., (b2,D1) € A(GA).

Damit existieren die folgenden Stapelkonfigurationen T}, und 7} o4:

A: nby -+ by A
7 Z 7T(7L) bs b1
T , Tiros:
I H1 . it H1 .
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Nach Lemma 2.9 folgt nun fiir s € {2,...,n — 2}:

Ga =Ky, 5, UWp, 5, o U ({bss1, 0521, 01,1}, {(bst1,b5-1), (b1,m)})
und

Gz =Ky 5. U Whpi 0oy U ({2, b1, b5, ()}, {(bss2, 1), (bs, 7(n))})
und fiir n + s geradzahlig:
. 3 . 3
j—s = 5(n—s)+1, ]—|—28:l—§(n—8—2)—1
und fiir n + s ungerade:
. 3 , 3
j—s5 = §(n—s—1)+2, j+28:l—§(n—8—1).

Da P ein normiertes Problem ist, ergibt sich nach Lemma 2.8 fiir r =1,
r#sund s € {2,...,n — 2} sofort:

T=7Tpm-15ns1dn—1,n—=2...,n—s+1,n—s—1,n.

Sowohl fiir den Fall n + s — 1 ungerade, als auch fiir n + s — 1 geradzahlig
erhalten wir fiir s € {2,...,n —2} [ =3n— 1.

Im Fall s =n — 1 sehen Tj_; und Tj o, wie folgt aus:

A: nby--- by A
Z: Z: m(n)by_q -+ by
T‘—S 9 T S .
I H1 . it2 Hl :
H2 : bnfl H2 :

Somit ist flir s=n —1

Ga = Kp,p, U ({b1,n}, {(b1,n)})
und Gy = Ky p, U ({bs, m(n)}, {(bs, 7(n))})

und j —s—1=1und j + 2s = [ und damit [ = 3n — 1. Weil P normiert
ist gilt:

r=n—-1,n-2...,2 1,n].

. Wenn wir nun den Fall s = 1 mit r € {2,...,n — 1} betrachten, so er-

halten wir diejenigen Stapel, wie im Fall (2), nur da8 nun die Stapelplitze
vertauscht sind: Die Stapel, die sich im Fall (2) auf dem Ausgangsstapel
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ergeben haben, stehen nun auf dem Zielstapel und umgekehrt. Wir vertau-

schen also Gx und Gy und erhalten somit fiir r € {2,...,n — 2}:
Ga = Kblybr U Wbr+1;bn71 U ({br-i-?a blv b,«, ﬂ-(n)}v {(br-l-?v bl)a (brvﬂ-(n))})
und

GZ = Kbrfl,bl U Wbr,bnfl U ({br‘—l—la br‘—la bla ’I’L}, {(br-i-la br‘—l)a (bla ’I’l)})

und firr=n—1:

Ga = Ky p, U ({br,m(n)}, {(br,7(n))})
und

Gz = Kbr,bl U ({blan}a {(blan)})
Weil P normiert ist, gilt fiir r € {2,...,n —2}:

m=x""

mit T =7Tpp_1ymra U —1,n—=2,....n—r+1,n—r—1,n]
und fiir r =n — 1:
r=m—-1,n-2,...,2, 1,0 '=n-1,n-2,...,2 1, n].

Damit haben wir auch Punkt (3) gezeigt — die Giiltigkeit des Lemmas ist
bewiesen.O

2.3.3 Fallunterscheidungen fiir n # m(n)

Im Abschnitt 2.3.2 behandelten wir den Fall 7(n) = n. Wenden wir uns nun dem
Fall w(n) # n zu, so kommt eine Fiille von Fallunterscheidungen auf uns zu.

Zunéchst: Wie sieht die typische Konfiguration 7j (j minimal) aus, in der alle
Elemente des Ausgangsstapels auf die Hilfsstapel gelegt wurden und sich noch
kein Element auf dem Zielstapel befindet?

Lemma 2.12 Es sei P = (G, Gz, Gg,2) ein einfaches induziertes Stapelpro-
blem mit n := |V (P)| > 4. Weiterhin seien 7 := [T},...,T;] eine minimale zwei-
stufige Umstapelfolge und 7 := 7(P) mit n # 7(n).

Dann gilt 0.B.d.A. fiir Tj:

G% = Kal,ar U ({TL, al}v {(nv al)})
G) = Koy, UKy, U ({2, w(n), b}, {(ze,7(n)), (w(n),b1)})

mit r,5,t >0undr+s+t=n—2>2:

A
7 :
T; :
Hi: a,---a1n

Hy: by ---bym(n)azy -+ xy
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Beweis: Wir haben folgendes zu zeigen:

1.

2.

n liegt auf der Spitze eines Hilfsstapels,

n und 7 (n) liegen in verschiedenen Hilfsstapeln.

. Weil j der kleinste Index sein soll, fiir denn in 7} keine Elemente mehr auf

dem Ausgangsstapel liegen und noch kein Element auf dem Zielstapel liegt,
folgt, daB n auf der Spitze eines Hilfsstapels (0.B.d.A. von H;) liegen mu$.

Angenommen, n und m(n) ligen auf einem Hilfsstapel — 0.B.d.A. auf H,,
dann sihe T} wie folgt aus:

G} = K,, 4, und
Jj
G4 - KIl,l‘t U Kbl,bs

U ({nvl‘lvl‘taﬂ-(n)vbl}v {(nvl‘l)v (l‘taﬂ-(n))v (ﬂ-(n)abl)})a

A
Z :
T; :
Hi: a -+ ay
Hy: bg---bym(n)zy - x1n

Um nun, von T; ausgehend, T; zu erreichen (um insbesondere m(n) auf den
Zielstapel legen zu kénnen), miissen die Stapelelemente n, z1, ..., z; auf a,
umgestapelt werden. Somit folgt (n,a,) € A(Gr). Wegen (n,z;) € A(Gr)
folgt wegen (2.6) r = 0. Fiir r = 0 ergibt sich jedoch in T} :

A
Z:
Hli n

Hy: by ---bym(n)xy -+ xq

Tit

Somit ist 7' := [T1,...,T;_1,Tjt1,...,T;] eine kiirzere Umstapelfolge als
T, das widerspricht jedoch der Voraussetzung, dafl 7 minimal ist, somit ist
die Annahme falsch und das Lemma bewiesen.O

2.3.4 Ubersicht der zu untersuchenden Fille

Um im folgenden Text nicht den Durchblick zu verlieren, geben wir zunéchst alle
Fille an, die zu untersuchen sind, um Ly (II,) zu bestimmen.

1. m(n) =n
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(b)y r#s,r=1
(c) r#s,s=1
2. m(n) #n
(a) (n,m(n)), (w(n),n) € A(Gr)
(b) (n,m(n)) € A(Gr), (7(n),n) & A(Gr)
(¢) (n,m(n)) & A(Gr), (7(n),n) € A(Gr)
(d) (n,7(n)) & A(Gr), (7(n),n) & A(Gr)
i.t=0
A r=0,s>2
B. s=0,r>2
C.r,s#0
ii. t#0
A r,s#0
B.r=0,s>1
C.s=0,r>1
D.s=r=

35

Die Fille (1a) bis (1c) haben wir bereits in Lemma 2.11 untersucht. Wir wenden

uns nun dem Fall (2a) zu:

Lemma 2.13 Es sei P = (G, Gz, GR,2) ein einfaches, normiertes, induziertes
und zweistufig 16sbares Stapelproblem mit n := |V(P)| > 4, 7 := «(P) und

V(P) = {a1,...,ap,b1,....b5,21,...,2p,m(n),n}. T = [T1,..

., T}] sei eine mi-

nimale zweistufige Umstapelfolge und j sei der kleinste Index, fiir den in der
Stapelkonfiguration 7j kein Stapelelement mehr auf dem Ausgangsstapel liegt.

Aus den Punkten
o w(n) #mn,
e (n,m(n)) € A(Gr) und
e (m(n),n) € A(Gg)
folgt r=[n—2,...,1,n,n—1]und [ = 5n — 5.

Beweis: Wegen (n,7(n)) € A(Gg) und (7(n),n) € A(GRr) folgt wegen (2.6) und

mit Lemma 2.12:

Gy = ({n}, 0)

GZI = le,wt U ({xtaﬂ-(n)}v {(xtvﬂ-(n))})a
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A
Z:
T; -
H1 n
Hy: w(n)xy -+ a1

Es gilt somit r = s = 0 und damit ¢t = n — 2. Um nun, von T} ausgehend, 7(n)
auf den Zielstapel legen zu konnen, miissen die Stapelelemente x; bis z, o auf
den Hilfsstapel Hy, auf n gelegt werden. Somit gilt:

(z1,%2), ..., (Tn_3,Tn—2) € A(Gr)
und (z1,n), (n_2,%n_3), ..., (T2,21) € A(GR).

Wegen (7(n),n)) € A(Ga) folgt (x,n) € A(Gz), darum folgt wiederum
(z1,x2) € A(Gx). Nach Lemma 2.6 gilt damit

(z1,%2), ..., (Tp_3, Tp_a) € A(Ga)
und (z, 92, Tpn 3), ..., (T2, 21) € A(Gy).

G A und Gy sehen also wie folgt aus:

Ga = Ko o,y U ({202, m(n), 0}, {(2n2,7(n)), (w(n),n)})
GZ — K:En—%ml U ({xlvﬂ-(n)an}a {(l‘lvn)v (nvﬂ-(n))})

Weil P ein normiertes Problem ist, folgt m(n) = [n—2, ..., 1, n, n—1]. Um von
T; zu T; zu gelangen sind zunéchst x; bis z,,_ umzustapeln, dann wird m(n) auf
den Zielstapel gelegt. Anschliefend werden die Elemente x, o bis z; wiederum
umgestapelt, n wird auf den Zielstapel gelegt und nun folgen x,, 5 bis x;. Es sind
also noch n —2+4+1+4n -2+ 14 n — 2 Umstapelungen notwendig, damit ist
l=743(n—-2)+2.

Um von 7} nach T; zu gelangen, werden zunéchst x; bis x,_» ausgestapelt,
und anschlieflend 7(n) auf den freigebliebenen Hilfsstapel gelegt. Nun werden die
Elemente z,, 5 bis x; auf w(n) gestapelt und es wird das verbleibende Element n
auf den freigewordenen Hilfsstapel gelegt. Es werden alson —2+1+n—2+1
Umstapelungen ausgefiihrt, damit ist j = 14+2(n —2)+2 und so gilt [ = 5n—50

Wir betrachten nun den Fall (2b):

Lemma 2.14 Es sei P = (G, Gz, GR,2) ein einfaches, normiertes, induziertes
und zweistufig 16sbares Stapelproblem mit n := |V(P)| > 4, 7 := 7(P) und
V(P) = {a1,...,a;,b1,...,b5,21,...,xp,m(n),n}. T = [T1,...,T}] sei eine mi-
nimale zweistufige Umstapelfolge und j sei der kleinste Index, fiir den in der
Stapelkonfiguration 7j kein Stapelelement mehr auf dem Ausgangsstapel liegt.
Aus
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o 7(n) #n,
e (n,7(n)) € A(Gg) und
o (m(n),n) ¢ A(Gr)

folgt 7 = Tp(amn_s LI [n, n — 2] und [ = 3n — 1.

Beweis: Wegen (n,7(n)) € A(Gg) und (2.6) folgt » = 0. Nach Lemma 2.12 gilt
damit fiir 7j:

& = (I} 0)
GZI = le,wt UKbl,bs U ({l‘taﬂ-(n)vbl}v {(l‘tvﬂ-(n))a (ﬂ-(n)vbl)})a

A

7 :

H: n

Hy: by ---bym(n)zy -+ a3

T; -

Um von T zu T; zu gelangen, miissen wir zunéchst z; bis z; auf n stapeln und
dann 7(n) auf den Zielstapel legen — so liegt dann insbesondere x; auf z;_;. Um
dann jedoch n auf m(n) auf dem Zielstapel legen zu kénnen, miissen wir wieder
x1 bis x; auf Hy legen, insbesondere liegt dann x; auf b;. Somit gilt:

(xtvﬂ-(n))a (xtvl‘t—l)a (xtvbl) € A(GR)a

was (2.5) widerspricht. Um diesen Widerspruch zu vermeiden, kann es entweder
keine Elemente z; oder keine Elemente b; geben, ist also ¢ = 0 oder s = 0.
Es sei t = 0. Dann gilt fiir 7;_; und Tj,:

A: n A
T Z T Z: w(n)n
-t H, : ’ A H, :
Hy: bg---by7m(n) Ho: bg--- by

Wegen (m(n),b) € A(Ga) und (n,7(n)) € A(Gz) kann die Kante (b, 7(n)) nicht
im Regelgraphen existieren. Damit ist

A: nbm(n)
Ti 4:
it Hli
H2: bs"'bg



38 KAPITEL 2. EINFACHE STAPEL

Daher wissen wir sofort, dafl (by,bs) € A(Gz) gelten muBl. Weil m(n) bereits im
Ausgangsstapel auf by liegt, kann die Kante (by, by ) im Regelgraph nicht existieren.
Damit gilt

A
Z: m(n)nbyby
ij+5 : H1 . .
Hy: by --- b3

Fiir die Stapelkonfigurationen T 4 und T} 5 folgt damit nach Lemma 2.9

GA — sz,bs U ({b3,71'(’n), blvn}v {(b377r(n))v (ﬂ-(n)a bl)v (blan)})
und GZ = Wbs,bs U ({b‘bblab?anaﬂ-(n)}a {(b4ab1)7 (blab2)7 (bZan)a (naﬂ-(n))})

P ist ein normiertes Problem, damit gilt nach Lemma 2.8
T =Tpass2dn—1n—4nn—2=mponn2Un, n—2.

Im Fall s = 0 haben wir die folgende Situation:

Hy: w(n)xy - my

Um von Tj aus zu 7} gelangen zu konnen, miissen wir z; bis x; auf n legen. Damit
gilt sowohl

(xla xZ); tt (xtfla xt) € A(GR)
als auch (x4, x4—1), ..., (w2, 21) € A(GR).

Wegen (n,7(n)) € A(Gz) ist (x;,7(n)) € A(Gx) und damit gilt
(x4, 241) € A(Gz). Nach Lemma 2.6 folgt

(T1,29), ., (21, 10), (14, m(n)) € A(GA).

Weil keine weiteren Stapelelemente vorhanden sind, liegt im Ausgangsstapel
mw(n) auf n: (w(n),n) € A(GA). Das widerspricht jedoch der Voraussetzung,
somit kann der Fall s = 0 nicht existieren.

Wie wir gerade gesehen haben, reicht es aus, den Fall » = 0 zu betrachten. Es
gelten die Voraussetzungen von Lemma 2.9. Angewendet auf die Stapelkonfigu-
rationen 7T;_4 und T}, 5 liefert es fiir s ungerade

3 3
j—4:§(s—2+1)+1 und j+5:l—§(s—2—1)—1
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und damit [ = 3s 4+ 5. Wegen r =t = 0 folgt s = n — 2 und somit erhalten wir
[ = 3n — 1. Fiir s geradzahlig erhalten wir

3 3
j—4:§(5—2)+2 und j+5:l—§(s—2)

und damit fiir [ = 3s+5 = 3n — 1. In jedem Fall ergibt sich demnach [ = 3n — 1.
O

Der Fall (2¢):

Lemma 2.15 Es sei P = (G, Gz, GR,2) ein einfaches, normiertes, induziertes
und zweistufig 16sbares Stapelproblem mit n := |V(P)| > 4, 7 := «(P) und
V(P) = {a1,...,ap,b1,...,b5,21,...,2p,m(n),n}. T = [T1,...,T}] sei eine mi-
nimale zweistufige Umstapelfolge und j sei der kleinste Index, fiir den in der
Stapelkonfiguration 7j kein Stapelelement mehr auf dem Ausgangsstapel liegt.
Aus

o m(n) #n,
o (n,7(n)) ¢ A(Gy) und
o (7(n),n) € A(Gy)
folgt 7 = Tp(1mynet Ll [n — 1] und [ = 3n — 1.

Beweis: Wegen (7m(n),n) € A(Gg) und (2.6) folgt s = 0. Nach Lemma 2.12 gilt
damit fiir Tj:

G% = ({n,ai,...,a.}, {(n,a1), (a1,a2), ..., (ar_1,0a:)}),
Gh = ({x,.. o zm(n)}, {(21,29), (T2, 23), .oy (X1, 20), (x4, m(0))}),

A
7 :
T; -
H: a ---a1n
Hy: 7(n)xy -+ xq

Um von T} zu Tj zu gelangen, muf} es eine Stapelkonfiguration T, mit 1 < g < j
geben, die wie folgt aussieht:

A: nm(n)
T Z:
g Hl: ar"'alfl"'l't‘

H2:
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Es gilt demnach
(1'1,1'2), (ZCl, al) € A(GR) (211)

Um, von T; ausgehend, 7(n) auf den Zielstapel legen zu konnen, miissen
wir die Elemente x; bis x; auf n legen — es liegt dann insbesondere x; auf n:
(z1,n) € A(Ggr). Mit (2.11) und (2.5) folgt jedoch, dafl entweder keine Elemente
x; oder keine Elemente a; existieren, also ¢t = 0 oder r = 0 gilt.

Es sei t = 0. Dann gilt fiir 7} 5 und Tj;:

A: nm(n) A
T Z: T Z: 7m(n)
=2 Hi: a - ay’ AR Hi: a ---ain
H : H, :

Wir betrachten die Konfiguration Tj.1: Wegen (n,7(n)) ¢ A(Gr) folgt fiir T} o:

A

Z: m(n)
Tiio: .
i+ Hi: a - a1

Hy: n

Aus der Voraussetzung (7(n),n) € A(Gr) folgt nach Lemma 2.4
(m(n),n) € A(Gx) (2.12)
Fir (n,a;) € A(Ggr) gilt nach Lemma 2.4: (n,a1) € A(Gyz). Wiére

)
(a1,n) € A(GR), so folgte (a,n) € A(Gy), das widerspricht jedoch (2.12). Somit
gilt (a1,n) ¢ A(Gr) und damit gilt fiir Tj4:

A

Z: mw(n)ain
Tiiy: .
i+ Hi: a, - as

HQZ

Nach Lemma 2.9 fiir T;_» und Tj;4 folgt damit:

Ga = Wa, o, U({az,m(n),n}, {(az, w(n)), (w(n),n)})
und GZ = Waz,ar U ({a?n alanaﬂ-(n)}v {(a?nn)v (TL, al)v (alaﬂ-(n))})'

P ist ein normiertes Problem, damit gilt mit Lemma 2.8

T ="Tparyr—1 U[M,n—3n—1] =7pqn)n Un—1].
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Im Fall » = 0 haben wir die folgende Situation:

A
Z:
T; -
H1 n
Hy: w(n)xy -+ xq

Um, von Tj aus, zu T; gelangen zu konnen, miissen wir z; bis x; auf n legen,
damit gilt sowohl

(1, 22), (T2, 73), .., (W11, 74) € A(GR)
als auch  (z4, 2, 1), ..., (2,21), (x1,n) € A(GR).

Wegen (m(n),n) € A(Ga) ist (z1,n) € A(Gy), deswegen folgt (x1,22) € A(Ga).
Nach Lemma 2.6 folgt:

(l‘t,fl,’t_l), Ceey (1‘2,.'1,’1), (xl,n) € A(Gz)

Weil keine weiteren Stapelelemente existieren, liegt somit im Zielstapel n auf = (n):
(n,m(n)) € A(Gz). Das widerspricht jedoch der Voraussetzung, somit kann der
Fall » = 0 nicht existieren. Wie wir gerade gesehen haben, geniigt es, den Fall t =
0 zu betrachten. Die Anwendung von Lemma 2.9 auf die Stapelkonfigurationen
T;_5 und T} 4 liefert fiir r geradzahlig

3 3
j—2:§(r—1+1)+1 und j—|—4:l—§(r—1—1)—1

und damit [ = 3r + 5. Wegen s =t = 0 folgt » = n — 2 und somit erhalten wir
[ = 3n — 1. Fiir r ungerade erhalten wir

3 3
j—2:§(r—1)+2 und j+4:l—§(r—1)

und damit fiir [ = 3r+5 = 3n—1. In jedem Fall ergibt sich demnach [ = 3n—1. 0

Betrachten wir den Fall (2(d)i):
Fiir die Stapelkonfiguration 7} aus Lemma 2.12 untersuchen wir nun eine Reihe
von Spezialfillen. Zunichst gelte t = r = 0 und s > 2 (Fall (2(d)iA)).

Lemma 2.16 Es sei P = (G, G, GR,2) ein einfaches, normiertes, induziertes
und zweistufig 16sbares Stapelproblem mit n := |V(P)| > 4, 7 :== «(P), n(n) #n
und V(P) = {by,...,bp_o,7(n),n}. T =[11,...,T;] sei eine minimale zweistufige
Umstapelfolge und j sei der kleinste Index, fiir den in der Stapelkonfiguration
T; kein Stapelelement mehr auf dem Ausgangsstapel liegt. Es gelte (n,m(n)) ¢
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A(GR) und (7(n),n) ¢ A(GR).

Fiir
Tj = ((@,@), (0)7@)7 (na Q))a ({ﬂ-(n)vbl}v{(ﬂ-(n)abl)}) UK—blybn72))’
A
7 :
T; -
H1 n
H2 bn_g . b1 7T(’I’L)
folgt
1.
T =Tpmaynadn,n—1n—4n—2]
oder T=n—-1,nn-—2...1]
oder T=[nn—-1n-2...,1]
oder T =Tpmif)miszd[n—1n—i=3nn—-2,...,n—i-—1],
firie {2,...,n—4},
oder r=nh-11nn—-2,...,2]
oder T=[nn—-11,n-2,...,2]
oder T=1[2nn—-1,1,n—2,...,3]
oder T=1[n2n—-1,1,n—-2,...,3]
oder T = Tpm-it)n—i-3z[n,n—1,n—i=3n—-2,....,n—i—1],
firi e {2,...,n —5} und
2. 1l =3n—1.

Beweis: Wir zeigen die Giiltigkeit von (1) und berechnen dabei fiir jede Permu-
tation das entsprechende [.

Wenn wir, von T} ausgehend, T; erreichen wollen, so legen wir zunéchst das
Element 7(n) auf den Zielstapel und erhalten die Konfiguration T} :

A
Z: 7w(n)
T.
g+t H1 n
Hy: by by

In den Voraussetzungen haben wir die Kante (n,7(n)) im Regelgraphen ausge-
schlossen. Um weiter zu T}o zu gelangen, bleiben demnach die beiden folgenden
Moéglichkeiten:
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1. (bl,n) S A(GR) oder
2. (b, 7(n)) € A(Gr).

Nun untersuchen wir diese Moglichkeiten der Reihe nach.
Es gelte (b1,n) € A(Gr) und (b1, 7(n)) € A(Gr). Wegen (7(n),n) ¢ A(Gr)
und (by,m(n)) € A(Gr) folgt fiir Tj_3:

A: nb
‘ Z:
Tias g, 7(n)
Hy: b,_9 --- by

In T; liegt w(n) auf by, damit gilt (7(n),b1) € A(G) und somit ist:

A: nbyw(n)
T . Z:
=t H; :

Hy: b,_9 --- by

Weil b; im Ausgangsstapel auf n liegt, folgt (b1, bo) € A(G7). Fiir T;- gilt:

A
Z: m(n)
Tiio:
it2 H1 . nb1
Hy: bpg---bo

Nach Lemma 2.5 existiert die Kante (bg, b1) in Gy nicht, damit erhalten wir sofort

A

Z: m(n)byb
Tjya H, -

Hy: bpg--- b3

Damit ist (by, b3) € A(Ga). Mit (by,by) € A(Gz) und (by, b3) € A(G4) folgt nach
Lemma 2.5, daB (b3, b2) in G nicht existiert. Fiir 7;_7 gilt somit:

A: nbym(n)bsby
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Weil im Ausgangsstapel somit by auf 7(n) liegt, folgt (b3, bs) € A(G7) und damit
(b3,n) ¢ A(GRr). So erhalten wir fiir T} s:

A
7z 7T(7L) bg b1 n
Tiis:
j+5 H, :
Hy: bp_p - b3

Wir wenden nun das Lemma 2.9 auf Tj_4 und T} 5 an und erhalten

GA = VV[,Q,bn_2 U ({bl, bg, n, W(n)},
{(bs,m(n)), (w(n),b1), (b1,n)}) und
GZ = Wb37bn72 U ({blab27b4vnv7r(n)}a {(b47n)7 (na bl)a (blabQ)a (vaﬂ-(n))})

Da P ein normiertes Problem ist, folgt mit Lemma 2.8
T =Tpm2n-adn,n—1n—4n—2].
Ebenfalls nach Lemma 2.9 erhalten wir fiir n ungerade:
. 3 . 3
j—4 = §(n—2—2+1)+1, j+5:l—§(n—2—2—1)—1
und fiir n geradzahlig:
. 3 . 3
j—4 = 5(n—2—2)+2, j+5:l—§(n—2—2).
Es folgt jeweils [ = 3n — 1.
Wir untersuchen die zweite Moglichkeit: Es gelte (b1, 7(n)) € A(Gr) und

(
(b1,n) &€ A(GRr). Aus der Konfiguration 7} folgt ferner (m(n),b;) € A(G). Damit

wissen wir, dafl

(m(n),b1) € A(Ga),
(by,m(n)) € A(G7) und
(bl,bQ) - A(GA) ist.

Mit (by,n) & A(GRr) folgt

A: n A
T Z: d Toons Z: m(n)b
=3 Hy: 7w(n)h u A Hi: n

H2: bn_2"'b2 H2: bn_g"'bQ
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Es sei nun i € {2,...,n — 2} der kleinste Index, fiir den (b;,b;—1) & A(GRr) gilt.
Mit (b1, b2) € A(Ga) und Lemma 2.6 folgt:

(blabQ)a (bZ;b?))a ) (bi727bi71) € A(GA)
und (bim1,bim2), -y (b3, b2), (ba,b1) € A(G7)

Somit gilt:
A:n A
Z: Z: by« b
Ty iy und T m(n) b "
Hli 7r(n)b1 "'bi,1 H12 n
HQI bn—2 bz H2: bn—2 bz

Wegen (bi_l,bi—Q) € A(Gz) und (bi—labi) € A(GR) fOlgt (bi—labi) € A(GA) und
(bi—1,n) & A(Gr). Damit erhalten wir

A nbibi_l---bl A nbibi_l---blw(n)
T'_Q'_l . Z: und T'_Q'_Q . Z:
= Hy: 7(n) = H; :
Hy: bpo - bipa Hy: byp - bipa

Es ist also (b;,n) € A(Gx) und damit (b;,b;11) € A(Gz).
An dieser Stelle fiigen wir eine Betrachtung fiir den Spezialfall i = n — 2 ein:
In diesem Fall gilt T;_9; 5 = T} und damit

GA = ({77'(71), blv bia n}a {(7‘(’(71), bl)v (blv n)}) U Kbl,bi'
Fiir T; gilt T; = Tj4;42 und

Z: 7r(n)b1 bi_lbn_Q’I’L
Tiyito:

oder

Z: 7T(’I’L) b1 bi_lnbn_g
Hli
HQI

Tiyito:

und damit

GZ = ({ﬂ-(n)ablabian}a {(na bi)a (blaﬂ-(n))}) U Kbi,bl
oder
GZ = ({ﬂ-(n)ablabi—labivn}v {(bwn)a (na bi—l)a (blvﬂ-(n))}) U Kbi—l,bl'
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Weil P normiert ist, gilt demnach
r=n—-1nn-2,...,2,1] oder w=[nn—-1,n-2...,21]

wegen j—21—2 =1und [ = j+1+2 gilt [ = 3:+5. Da wir ¢ = n—2 betrachteten
folgt [ = 3n — 1.

Jetzt betrachten wir wieder T}y, fiir i € {2,...,n — 3}. Auch hier bieten sich
uns wieder zwei Mo6glichkeiten:

L. (n,bi—1) € A(Gz) oder
2. (n, bifl) € A(Gz)
Wir untersuchen (n,b;_1) € A(Gyz): Wegen (b;, b;1+1) € A(Gz) folgt:

A

Z: 71'(71) b1 bz,ln
Titivo H. -

1- 7

Hy: bp_g--- bi—i—l
Nach Lemma 2.5 existiert die Kante (b; 41, ;) nicht in Ggr, damit ist
A
Z: 7r(n) bl s bi,lnbiﬂ bl
H1 . .
Hy: by -+ bigo

Titipa:

Mit Tj_o;_o und Tj;44 folgt nach Lemma 2.9 fiir i € {2,...,n —4}:

Gy = ({na bi, b1, 7T(n)a bi+2}7 {(bi+2a 7T(n))a (ﬂ-(n)a bl)a (bia n)})
U Kbl,bi U Wb

it+1,0n—2

und

Gz = ({m(n),b1,b; 1,n,bi11,b;,bi13},
{(Bisa,00), (biy biv1), (bit1,n), (nybi1), (b, 7(n))})
U K,y 5y U Wi boss

i—1

fiir 1 = n — 3 erhalten wir

GA = ({na bn*37 bla ﬂ-(n)a bn*Z}a {(bn*% 7T(n))a (ﬂ-(n)a bl)a (bn*i’n n)})
UK,

:bn—3

und
Gz = ({m(n), b1, bu-4,7, bn2, bn3},
{(bnf& bn*Z)a (bn*% n)a (na bn*4)7 (bla ﬂ-(n))})
UKy, 4p-
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Weil P ein normiertes Problem ist, erhalten wir nach Lemma 2.8 fiir i €
{2,...,n—4}:

T=Tpminniszdn—1n—i=3nn—-2...,n—i—1].

Fiir 2 + n geradzahlig erhalten wir aulerdem
. . 3 . . 3 .
j—2i—-2 = 5(n—2—z—1+1)+1, ]+2+4:l—§(n—2—z—2)—1

und fiir 7 + n ungerade:

3 3
j=2-2 = S(n-2-i-1)+2 jHitd=l-(n-2-i-1)

In beiden Fillen folgt mit [ = 3n — 1.
Fiir - = n — 3 erhalten wir

r=n-1,1,nn-—2,...,2],

wobei j —2: —2=2und | =j+¢+4 und damit [ =3¢+ 8 = 3n — 1 gilt.

Wenden wir uns der zweiten Moglichkeit, dem Fall (n,b;—1) € A(G7) zu, so ist

A
Z: W(n)bl"'bi,1
Tiwin Hi: nb '

Hy: bpg - bipy

Wegen (bj—1,b;) € A(Ga) und (b;, b;11) € A(G7) folgt mit Lemma 2.5: Die Kante
(bit1,b;) existiert nicht, damit gilt fiir Tj ;3

A

Z: w(n)by -+ bi_1 b1 b;
H, : .
Hy: by --- bi+2

Titivs:

Somit mufl (bjy1,b0;00) € A(Gp) sein. Wegen (b;,b11) € A(Gz) und
(bis1,bir2) € A(Ga) kann nach Lemma 2.5 die Kante (b;o,b;11) nicht existie-
ren, somit gilt

A: nbibiq - bym(n)bire by
7 :
H, :
Hy: bp_o-+- biy3

Ti 95 :



48 KAPITEL 2. EINFACHE STAPEL

Damit ist (bj12,bi+3) € A(Gz) und (b;42,n) kann nicht existieren. Daraus folgt
fiir T qiqa:

A:

Z: mw(n)by --- b 1bi1bin
H,: '
Hy: bp_g--- bi+2

Titipa:

Mit den Stapelkonfigurationen Tj_9;—9 und Tj4;y4 folgt nach Lemma 2.9 fiir
i€{2,...,n—5}:

G = (Pea 7(n), bbb, {(besou(n), (), b, (b))
U Kb, U W, bes

und

Gz = ({bi+3, 1, bi, biy1, b1, b1, m(n)},
{(biys,m), (n,05), (biy biy1), (bix1,05-1), (b1, m(n))})
UKy, 5 UWhiis bnes-

Fiir : = n — 4 ergibt sich

Ga = ({bis1, biya, m(0), b1, bz, by, n},
(i1, biga), (ivzom(n)), (x(n),by), (i1, bi), (b))
U Ky b,

und fiir

Gz = ({n,by_2,by,_4,b, 3,b, 5,b1,7(n)},
{(n,bn—2), (bn-2,bn—4), (bn3,bn5), (b1,7(n))})
U Kb, 5,

oder

Gz = ({n, bn—2,bn—4,bpn—3,bp_5, b1, W(n)},
{(bn*% n)a (na bn*4)7 (bn*‘la bn*3)a (bn*37 bn*5)a (bla 7T(n))})
UKy, -

Firi=mn — 3 ist
GA = ({bana ﬂ-(n)a bla bn73a n}a {(bn*% 7T(n))a (ﬂ-(n)a bl)a (bn*i’n n)})
U Ky s
und
GZ - ({n; bnf?n bnf2; bn747 bla W(n)},

{(n, bnfg), (bnf?,; bn72); (ban; bnf4)7 (bla ﬂ'(n))})
U Kbn,4,b1-
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Weil P ein normiertes Problem ist, erhalten wir: fiir i =n — 3
T=nn—11,n—-2,...,2]

mit j —20—2=2und j+:+4=1[. Es folgt [ =3n — 1.
Fiir i =n — 4 ist
T=[2nn—-1,1,n—-2,...,3]
oder
T=[n,2n—-1,1,n—-2,...,3]
mit j —2¢ —5=1und j+1¢+ 5 =1[. Damit ist auch hier [ = 3n — 1.
Firi e {2,...,n — 5} gilt mit Lemma 2.8
7r:7rp(n_i71)7n_i_3|_|[n,n—1,n—i—3,n—2,...,n—i—1]

und nach Lemma 2.9 gilt fiir n + ¢ geradzahlig

3
j=2-2 = S(h-2—i-14+1)+1,

3
jtitd = 1-S(n-2-i-1-1)-1

und fiir 7 + n ungerade:

3
j=2i-2 = S(h-2-i-1)+2,

3
jritd = I-(n-2-i-1).

Es folgt beide Male [ = 3n — 1.0

Wir verbleiben bei der Betrachtung des Falles (2(d)i) und nehmen nun Untersu-
chungen fiir ¢ = s = 0 und r > 2 (Fall (2(d)iB)) vor:

Lemma 2.17 Es sei P = (G, Gz, GR,2) ein einfaches, normiertes, induziertes
und zweistufig 16sbares Stapelproblem mit n := |V(P)| > 4, 7 :== n(P), n(n) #n
und V(P) = {ay,...,ap_2,7(n),n}. T = [T1,...,T]] sei eine minimale zweistufige
Umstapelfolge und j sei der kleinste Index, fiir den in der Stapelkonfiguration
T; kein Stapelelement mehr auf dem Ausgangsstapel liegt. Es gelte (n,7(n)) ¢
A(GR) und (w(n),n) ¢ A(GRr). Fiir

Tj = ((Q)a@)a ((ba(b)a ({na al}a {(na al)}) U Kal,an—2)7 ({ﬂ-(n)}am)a

A
Z:
T; -
H,: a, 9 an
Hy: m(n

folgt
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1.
7 = @ ' mit
T =Tpmayn-a[n,n—1,n—4mn—2] oder
T =Tpm-i)n—i—sU[n—1,n—i=3,nn—-2,...,n—i—1],
firie {2,...,n—4}, oder
T =Tpmipymisd[n,n—1n—i=3,n-2,...,n—i—1],
firie {2,...,n— 5}, oder
oder —[n n—1,n-2,...,3,1,2]
oder = [n, ,3,2, 1]
oder [2 n,n— 4,1, 3]
oder =[3,n,n— ,4,2,1]
oder =[4,1,n,n— .,5,3,2]
oder =M4,2,n,n—1,...,5,3,1] und
2. 1l =3n—1.

Beweis: Vergleichen wir T; mit der Stapelkonfiguration T; aus Lemma 2.16, so
sind hier nur n und 7(n) vertauscht worden. Berechnen wir also hier Ausgangs-
und Zielstapel, so sind es diegleichen Stapel wie im Lemma 2.16 — nur eben
vertauscht. Beriicksichtigen wir, dafl P normiert ist, so ergibt sich fiir 7(P) jeweils
die inverse Permutation von 7(P) aus Lemma 2.16. Man sieht leicht, da8 in (1)
genau diese inversen Permutationen angegeben sind.

Mit der obigen Argumentation ist klar, dafl sich die Anzahl der notwendigen
Umstapelungen gegeniiber dem Fall in Lemma 2.16 nicht verédndert, also eben-
falls [ = 3n — 1 gilt. O

Bemerkung: An dieser Stelle soll erwéhnt sein, dafl im Lemma 2.17 2 Permuta-
tionen auftauchen, die wir schon im Lemma 2.16 erhielten:

! mit 7 = Tpm2)n—aU[n,n—1,n—4n—2]

™=
ist identisch mit der Permutation
T =Tpmif)misdn—1n—i=3nn—-2...,n—i—1]
aus Lemma 2.16 fiir ¢+ = 2. Daraus folgt, dafl auch die Permutation
mit 7 = Tpm—ig)n-i—sd[n—1,n—i=3,nn—-2,....n—i—1
fiir + = 2 aus Lemma 2.17 identisch mit der Permutation
T =Tpm2)n-a I [n,n—1,n—4n—2]

aus Lemma 2.16 ist.
Als letztes im Fall (2(d)i) fithren wir Betrachtungen fiir ¢ = 0 und r,s # 1
durch:



2.3. ZWEISTUFIG LOSBARE STAPELPROBLEME 51

Lemma 2.18 Es sei P = (G, Gz, GR,2) ein einfaches, normiertes, induziertes
und zweistufig losbares Stapelproblem mit n := |V (P)| > 4, 7 := 7(P), 7(n) # n
und V(P) = {a1,...,a,;,b1,...,b5,m(n),n}. T = [T1,...,T}] sei eine minimale
zweistufige Umstapelfolge und j sei der kleinste Index, fiir den in der Stapel-
konfiguration T; kein Stapelelement mehr auf dem Ausgangsstapel liegt. Es gelte
(n,m(n)) € A(Gr) und (7(n),n) ¢ A(Gg). Fiir

A
Z :
T; -
H: a ---ain

Hy: bs - bym(n)
folgt dann: 7 =[n,n—1,...,1] und [ = 3n — 1.

Beweis: Wir betrachten 7T} :

A: n
- Z:
=1 H: a o

Hy: bs - bym(n)

Nach Voraussetzung existiert die Kante (m(n),n) nicht in Gy und es gilt
d. (m(n)) < 1, somit muB ein u € {1,...,7} existieren, mit

(ay,n) € A(GA). (2.13)

Auf dem Hilfsstapel Hy in der Stapelkonfiguration 7);_; liegt 7(n) auf by, daf§ heifit,
es muB} (w(n),b;) € A(Gx) gelten. Man macht sich leicht klar, daf die Elemente
ay bis a, auf den Ausgangsstapel gelegt werden miissen, bevor b; dorthin gelangen
kann. Somit gilt fiir alle a; € {ay,...,a,}:

(a;,m(n)) & A(Ga). (2.14)
Analog betrachten wir Tj,;:
A
Z: 7(n)
Tiyy: .
A Hi: a ---a1n
H2 . bs e b1

Da wir n nicht auf 7(n) legen diirfen und dg;_ (u) <1 gilt, muf ein v € {1,..., s}
existieren, so daf
(by, m(n)) € A(G7) gilt. (2.15)
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Auf dem Hilfsstapel H; liegt n auf a;, dal heifit, es mufl (n,a;) € A(Gz) gelten.
Man iiberlegt sich leicht, dafl die Elemente b; bis b, auf den Zielstapel gelegt wer-

den miissen, bevor a; dorthin gelangen kann. Somit gilt fiir alle b; € {by, ..., bs}:
(bi,n) & A(Gz). (2.16)
Kommen wir nun zu 7;_; zuriick: Angenommen, es gébe ein a; € {ai,...,a,}

fiir das (a;,m(n)) € A(Gr) gilt. Dann folgt nach (2.14): (a;,w(n)) € A(Gz), das
wiederum widerspricht (2.15). Demnach ist die Annahme falsch und es gilt fiir
alle a; € {ay,...,a,}:

(ai,m(n)) & A(Gr)- (2.17)
Betrachten wir wieder 7j,;: Angenommen, es gébe ein b; € {by,...,bs}, fiir das
(bi,n) € A(GR) gilt, dann folgte nach (2.16) (b;,n) € A(Ga), was wiederum (2.13)
widerspricht. Demnach ist die Annahme falsch und es gilt fiir alle b; € {by, ..., bs}:

Gehen wir von Tj_; aus und beriicksichtigen wir (2.17), so erhalten wir:

A: nay - a,

Hy: by - by 7(n)

von Tj;; ausgehend erhalten wir unter Beriicksichtigung von (2.18):

A
T Z: m(n)by -+ by
JHlts H,: a, an
H, :

Es gilt daher

(ala a?)a (a2; Clg), ) (arfla a'r) € A(GZ)
und (bl, bg), (bQ, b3), ey (bs_l, bs) S A(GA)

Mit (m(n),b1) € A(Ga) und (n,a;) € A(G7) folgt

A: nay---a.bs - by(n)
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und
A
T ‘ Z: wn)by -+ bga, ---an
jH2r+s4+2 - H, -
H2 .
Es ist also
GA = ({ﬂ-(n)a bla bsa Qr, A1, n}a {(ﬂ-(n)a bl)a (bsa aT‘)a (ala n)})
UKbl,bs U Kar,al
GZ — ({n; a1, Qr, bsa bl) 71'(71)}, {(n; al); (ara bs)a (bla ﬂ-(n))})
UKalyar U KbSabl'
Weil P ein normiertes Problem ist, ergibt sich fiir 7 = [n,n —1,...,2,1].

Esist Ty = Tj_, 959 und T} = T} 9,1 449, damit ist 1 = 7 — 25 —r — 2 und
l=74+2r+s+2. Mitr+s+2=nfolgtl =3n—-1.0

Wir betrachten nun den Fall (2(d)ii): Auch diesen Fall haben wir wieder zu
unterteilen. Beginnen wir mit (2(d)iiA).

Lemma 2.19 Es sei P = (G, Gz, GR,2) ein einfaches, normiertes, induziertes
und zweistufig 16sbares Stapelproblem mit n := |V(P)| > 4, 7 := n(P), n(n) #n
und V(P) = {a1,...,a;,b1,...,bg, x1, ..., 24, m(n),n}. T = [T1,...,T] sei eine
minimale zweistufige Umstapelfolge und j sei der kleinste Index, fiir den in der
Stapelkonfiguration 7j kein Stapelelement mehr auf dem Ausgangsstapel liegt.
Es gelte (n,7(n)) € A(Gr) und (7(n),n) ¢ A(GRr).

Dann gilt 7 = [n,3,2,n—1,...,4,1] mit [ = 3n — 1.

Beweis: Nach Lemma 2.12 hat T} folgende Gestalt:

A
7 :
T; :
Hi: a,---a1n
Hy: by ---bym(n)azy - xy

Um zu T; zu gelangen, miissen wir in einer Stapelkonfiguration 7(n) auf den
Zielstapel legen. Wenn wir T} betrachten, so stellen wir fest, daf$ wir, um auf =(n)
zugreifen zu kénnen, zunéchst die Elemente x; bis z; auf n auf den Hilfsstapel
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H; legen miissen. Wir erhalten also

A
T Z:
e Hi: a--ainzy - xp
Hy: by --- bym(n)
Es folgt damit
(r(n),b1) € A(Ga), (n,a1) € A(Gy), (2.19)

(x1,n) € A(GRr), (x4, 7(n)) € A(GRr)

und (21, 22), (T2, 23), ..., (z_1,24) € A(GR), (2.20)
(T4, 1)y -+, (T3, 22), (22, 21) € A(GR).

Jetzt betrachten wir T);_:

A: n
_ 7 :
T Hi: a - a
Hy: by ---bym(n)zy ...

Welches Element liegt nun im Ausgangsstapel auf n? Dafiir gibt es nur 2 Méglich-
keiten:

1. Es liegt ein a; € {ay,...,a,} auf n auf dem Ausgangsstapel oder

2. xy liegt auf n auf dem Ausgangsstapel.

Wir nehmen zunéchst an, es gilt die Moglichkeit (1): Weil nach (2.19) und (2.20)
x1 nur auf n und z5 liegen darf, aber schon a; auf n liegt, folgt (1, 72) € A(Ga).
Um aber z5 auf den Ausgangsstapel bringen zu kénnen, mufl z; auf den Hilfs-
stapelplatz H, gelegt werden. Wegen (xy,x2), (x1,n) € A(Gr) und (2.5) geht das
jedoch erst, wenn alle Elemente aq,...,a, auf dem Ausgangsstapel liegen — in
welcher Reihenfolge diese Elemente dort liegen interessiert uns vorerst nicht.

A oa[Ca ]
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Nach (2.19) und (2.20) folgt, daBl keines der Elemente xz; bis z; auf einem der
Elemente a; bis a, liegen darf. Damit erhalten wir:

Ar n[a]
Z:
Hi: 1 ...2

Hy: by - by 7(n)

fy——

Nach (2.19) und (2.6) kann 7(n) weder auf z; noch auf dem obersten Element
des Ausgangsstapels in Tj_, , liegen. x; kann in 7;_, , ; nicht auf 7(n) liegen,
weil sonst 7' = [T1, ..., Tj_y—t—1, Lj—y—t+2, - - ., I7] eine kiirzere Umstapelfolge als
T wire, was der Voraussetzung widerspricht. Somit muf} in 7j_,_;_ x; auf der
Spitze des Ausgangsstapels und somit auf einem a; € {ay,...,a,} liegen. Das
widerspricht jedoch (2.5). Somit ist unsere Annahme falsch und es existiert die
Moglichkeit (1) nicht.
Weil nur Moglichkeit (2) in Frage kommt, gilt fiir 7);_o:

A: nny
7 :
Ti-2 Hi: a - ay
Hy: by ---bym(n)zy ... xo

Damit ist (z1,n) € A(GA) und nach (2.20) gilt somit (z1,22) € A(Gyz). Aus
(2.20) folgt mit Lemma 2.6:

(1'1, .1'2), (1'2, .ng), Ceey (l‘t,h .fUt) € A(Gz) (221)
und (T4, 1),y (T3, 09), (T2, 21) € A(GA).
Daher gilt
A: nxy - a3
- Z:
Jtt H: a o

Hy: bs - bym(n)
Nach (2.6) und wegen (7(n),by) € A(G4) folgt
A: noy -2 a ]
Z:
H1 . ’
Hy: by --- by7(n)

Tty :

wobei uns die Reihenfolge der Elemente a; bis a, auf dem Ausgangsstapel in
Tj—i—y, nicht interessiert. Aus (2.21) folgt (x4, 7(n)) € A(Gz). Nach (2.19) wissen
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wir, dal (m(n),b;) € A(Ga) gilt. Damit existiert nach Lemma 2.5 die Kante
(b1, m(n)) nicht. Wir erhalten so

A: nxy---x[ a Jbym(n)
Z:

H, :

Hy: b, - by

Daher muB (by,b2) € A(G7) gelten. Wir betrachten 7}, mit (2.19) und (2.21)
erhalten wir T} o/ 41:

A

Z: wn)xy - 14
Tj+2t+12 Hy: a - an

H2: bs"'bl

Wegen (n,a,) € A(Gr) kann n in T} 945 weder auf z; noch auf b; liegen. Wegen
(b1, bs) € A(G7) kann auch by in T} 949 nicht auf z; liegen, somit muf in Tj o2
by auf n liegen, daB heift, (by,n) € A(GA), was wiederum (z1,n) € A(Gy) wider-
spricht. Dieser Widerspruch 148t sich nur auflésen, wenn es kein Element b, gibt,
also s = 1 gilt. Fiir s = 1 kénnen wir nun b; auf x; legen und erhalten damit

A

Z: mwn)xy -+ x1b
Tj+2t+31 H - a “

11 Gp -y

Hy: n

Wegen (z1,n) € A(Ga) und (n,a;) € A(Gz) kann a; in Tj 944 nicht auf n liegen,
damit gilt

A

Z: w(n)xy---x1byagn
Tjyorts Hy: a, - a .

HQI

Daher wissen wir, dal (a;,a;) € A(Gx) gelten mufi. Dann muf} aber in der
Stapelkonfiguration Tj_,_5 a; auf m(n) liegen, mit (a;,b;) € A(Gz) widerspricht
das jedoch (2.5). Auch dieser Widerspruch lafit sich nur dann auflésen, wenn es
kein Element a, gibt, also r = 1 gilt.

Mit r = s = 1 gilt sofort T} o145 = Ty und Tj 4, 3 = T} mit y = 2. Somit ist

Gy = ({alvblvnvﬂ-(n)axlvl‘t}v {(ﬂ-(n)vbl)a (blval)v (alaxt)v (l‘lan)})
UK, o

GZ = ({alablanaﬂ-(n)axlaxt}a {(na al)a (alabl)a (blaxl)a (xtaﬂ-(n))})
UKy, 2
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Weil P normiert ist, erhalten wir:
T=1[n,3,2,n—1,...,4,1].

Wie oben schon gesagt, gilt | = j+2t+5und 1 =7—t—2—-3. Wegenr =s =1
gilt t =n — 4 und damit ist [ = 3n — 1.0
Im néchsten Schritt betrachten wir den Fall (2(d)iiB):

Lemma 2.20 Es sei P = (G, Gz, GR,2) ein einfaches, normiertes, induziertes
und zweistufig 16sbares Stapelproblem mit n := |V(P)| > 4, 7 := «(P), n(n) #n
und V(P) = {by,...,bs,x1,...,24,m(n),n}. T = [T1,...,T}] sei eine minimale
zweistufige Umstapelfolge und j sei der kleinste Index, fiir den in der Stapel-
konfiguration 7; kein Stapelelement mehr auf dem Ausgangsstapel liegt. Es gelte
(n,m(n)) € A(Gr) und (7(n),n) ¢ A(Gr). Fiir

folgt:

T = Tpso),s U[n,n—1,...,s+2,s| fiirse{2,...,n—3}
und m=1[2,nn—1,...,3,1] oder 7 = [n,2,n —1,...,3,1] fiir s = 1.

Dabei gilt [ = 3n — 1.

Beweis: Um von T} zu T} gelangen zu konnen, miissen wir 7(n) auf den Zielstapel
legen. Um jedoch auf 7(n) zugreifen zu konnen, miissen wir zunéchst die Elemente
x1 bis x; auf den Hilfsstapel H; legen. Wir erhalten damit

A
Z: 7(n)
T; : .
gt H : nxy - x4
H2 . bs cre b1
Somit gilt sowohl
(1'1, ZCQ), (ZUQ, 1'3), Ceey (l‘t,h l't) € A(GR) (222)

als auch (T4, T4-1), -, (13, 19), (22, 21) € A(GR).
Wir betrachten die beiden Fille
1. (z1,n) € A(Gz) und
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2. (x1,n) € A(Ga).
Es gelte zunéchst (x1,n) € A(Gz). Damit folgt aus (2.22) und mit Lemma 2.6
(21, 22), (T2, 73), .-+, (T4-1,74) € A(GA)
und (T4, e 1)y -0y (T3, 29), (22, 21) € A(Gy).

Damit gilt (x;, 7(n)) € A(Gy).
Um von T zu T zu gelangen, muf} es daher eine Stapelkonfiguration T, mit
1 < g < j geben, die wie folgt aussieht:

A:n
T Z:
g lexl---xt

Hy: b - bym(n)

In T,y kann z; nicht auf n liegen, weil bereits (z;,,7(n)) € A(Ga) gilt.
(r(n),n) € A(GRr) ist nach Voraussetzung nicht moglich. Da 7(n) jedoch bereits
auf by liegt, gilt nach (2.6) (w(n),z;) ¢ A(Gr). Somit kann diese Situation nicht
existieren — es bleibt demnach nur der Fall (z;,n) € A(GA) zu untersuchen:
Fiir (x1,n) € A(Gy) folgt (1, 22) € A(Gz), mit (2.22) und Lemma 2.6 folgt
damit
(x1,m2), (w2,23), ..., (x4_1,2¢) € A(Gy) (2.23)
und (4, Xp—1), - -, (23, 22), (x2,21) € A(GA).

Damit erhalten wir

A: nxy -2y

Hy: bs - by7(n)

Somit ist (zy,7(n)) € A(Gz). Mit (7(n),b1) € A(Ga) folgt dann nach Lemma
2.5, daf} die Kante (b1, 7(n)) nicht existiert, somit ergibt sich

A: nxy -2 by (n)
T Z:
j—t—4 H1 :
Hy: by -+ by
Mit (z¢,7(n)) € A(Gz) und (2.23) folgt
A
Z: m(n)xy - x
Tjyatin : () 2 1
H: n

H2: bs"'bl



2.3. ZWEISTUFIG LOSBARE STAPELPROBLEME 59

Wegen (by, ;) € A(Gy) folgt fiir s > 2 (by,by) € A(Gz). Nach (2.5) kann b;
damit in 719,41 nicht auf n liegen, es folgt:

A
Z: mw(n)xy - xynbyb
Tj+2t+5 : H. -
1 .
H2 . bs v b3

Wenn wir nun Lemma 2.9 auf die Stapelkonfigurationen 7, 4 und Tj 9,45 an-
wenden, erhalten wir fiir s € {2,...,n — 3}

GA = ({ﬂ-(n)ana blvl‘lvl‘tab3}v {(b?nﬂ-(n))a (ﬂ-(n)abl)v (blaxt)v (l‘lan)})
UK, 20 U Wy s,

G, = ({51,52,54,n,$1,$t,7(n)}a {(54751), (51,52), (b%n), (n,ﬁl), (fEt,W(n))})
Ule,m U ng,bs-

Weil P normiert ist, gilt mit Lemma 2.8 fiir s € {2,...,n — 3}
T =Tpas)s—2Us+1,5=2,n,n—1,...,5+2,s] = p ) sUn,n—1,...,5+2,s].
Fiir s =1 ist T} = T;_;_4 und daher
Ga = ({r(n),n, by, z1, 2}, {(m(n),b1), (b1, 1), (1,n)}) U Ky, 0,
Fiir Tj49.43 ergeben sich die Moglichkeiten

A
Z: w(n)xy---x1nby
H, :
H, :

Tjyoes

oder

Z: wn)xy - x1b1n
Tjyoes

und damit ist

GZ = ({ﬂ-(n)ana blaxlvl‘t}a {(blan)a (naxl)v (l‘taﬂ-(n))})UKﬂﬂl,xt

oder

GZ = ({ﬂ-(n)vnv blaxlaxt}v {(na bl)v (blaxl)a (l‘taﬂ-(n))}) UKl'lyl't‘
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Damit gilt fiir s =1
Tr=1[2nn—-1,...,3,1] oder 7w=In,2,n—1,...,31].

Firs=1ist j—t—4=1und [ =j4+2t+ 3, wegen s =1ist t =n — 3 und
damit [ = 3n — 1.
Fiir s € {2,...,n — 3} gilt nach Lemma 2.9 fiir s ungerade

3 3
j—t—4 = 5(s—2+1)+1 und j+2t+5:l—§(s—2—1)—1
und fiir s geradzahlig
. 3 , 3
j—t—4 = 5(3—2)+2 und ]+2t+5:l—§(s—2).

Mit s + ¢ = n — 2 ergibt sich jeweils [ = 3n — 1.0
Nun untersuchen wir den Fall (2(d)ii) mit s = 0 und r > 0 (2(d)iiC):

Lemma 2.21 Es sei P = (G, Gz, GR,2) ein einfaches, normiertes, induziertes
und zweistufig losbares Stapelproblem mit n := |V(P)| > 4, 7 := w(P), 7(n) # n
und V(P) = {xy,..., x4, a1,...,a.,7(n),n}. T = [T1,...,T;] sei eine minimale
zweistufige Umstapelfolge und j sei der kleinste Index, fiir den in der Stapel-
konfiguration T; kein Stapelelement mehr auf dem Ausgangsstapel liegt. Es gelte
(n,m(n)) € A(Gr) und (7(n),n) ¢ A(Gr). Fiir

A
7 :
T}
H1 ay arn
Hy: w(n)xy -+ a1
folgt dann
= &' mit # = 7pggy, Ulnn— 1,0 +2,7] fiir r € {2,...,n — 3} und

= [n,1,n—1,...,3,2] oder 7w=[n2,n—1,...,31] fiirr=1.
Dabei gilt [ = 3n — 1.

Beweis: Um, von T; ausgehend, 7} zu erreichen, miissen wir m(n) auf den Ziel-
stapel legen, um jedoch auf 7(n) zugreifen zu kénnen, miissen die Elemente
bis x; zundchst auf n auf den Hilfsstapel H; gelegt werden. Wir erhalten somit:

T :
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Vergleichen wir T}, mit der Stapelkonfiguration 7T; aus Lemma 2.20, so stellen
wir fest, daf§ hier n und 7(n) vertauscht wurden und sich die Anordnung der
Elemente x; bis x; umgekehrt hat. Kehren wir im Beweis von Lemma 2.20 in
T} und T; die Reihenfolge der Elemente x; bis x; um, so verindern sich dabei
die berechneten Permutationen nicht. Wir kénnen also Ausgangs- und Zielstapel
aus Lemma 2.20 iibernehmen und — weil n und w(n) vertauscht wurden —
vertauschen sie. Wir erhalten demnach die inversen Permutationen aus Lemma
2.20. Auch die Anzahl der dazu notwendigen Umstapelungen bleibt offensichtlich
genauso grof}, wie im Fall (2(d)iiB), ndmlich [ =3n — 1. O

Als letzter zu untersuchender Fall verbleibt nun noch (2(d)iiD).

Lemma 2.22 Es sei P = (G, Gz, GR,2) ein einfaches, normiertes, induziertes
und zweistufig losbares Stapelproblem mit n := |V (P)| > 4, 7 := 7(P), 7(n) # n
und V(P) ={z1,...,xp_2,m(n),n}. T =[T1,...,T] sei eine minimale zweistufige
Umstapelfolge und j sei der kleinste Index, fiir den in der Stapelkonfiguration
T; kein Stapelelement mehr auf dem Ausgangsstapel liegt. Es gelte (n,7(n)) ¢
A(Gg) und (7(n),n) ¢ A(Gg). Fiir

Tj = ((Q)a@)a ((ba(b)a ({Tl},@), ({xn*%W(n)}a {(xn*277r(n))}) U KIl,In—z) :

A
7 :
T;
H: n
Hy: w(n)x, o -+ a1

folgt m =[n,n—1,...,2,1] mit [ = 3n — 1.
Beweis: Aus der Struktur von T; erfahren wir, daf

(x1,29), (T2,23), ..., (Tn_3, Tn_2) € A(GR), (2.24)
sowie (xp_9,m(n)) € A(Ggr) gilt.

Um von T} zu T; zu gelangen, miissen wir 7(n) auf den Zielstapel legen, das ist
jedoch erst moglich, wenn die Elemente x; bis x,_ auf n auf dem Hilfsstapel H;
liegen, es gilt also fiir T}, 1:

A

Z: 7m(n)
Tivn_1:
A Hi: nxy - 2,9

H2:
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und damit

(Tp—2,Tn_3)y...,(x2,21) € A(GR), (2.25)
sowie (z1,n) € A(GR).

Wir untersuchen nun die beiden Fille
1. (z1,n) € A(Gz) und
2. (xz1,n) € A(Ga).
Angenommen, es gilt (z1,n) € A(Gy), dann folgt sofort (z1,z2) € A(Ga). Aus
(2.24) und (2.25) folgt mit Lemma 2.6 sofort
(Tp—g, Tn—3)s ..., (T2, 21) € A(Gz). (2.26)

Um diesen Bedingungen zu geniigen, muf} (n,7(n)) € A(Gz) gelten. Das wider-
spricht jedoch unserer Voraussetzung, somit ist die Annahme falsch, es kann nur
(z1,n) € A(G4) gelten.

Im Fall (z1,n) € A(G4) folgt sofort (z1,z2) € A(Gz). Aus (2.24) und (2.25)
folgt dann mit Lemma 2.6 sofort

(x1,m2), (T2,23), ..., (Tpn_3,Tpn_o) € A(Gy), (2.27)
(Tn—2,Tn-3)y -, (T3,22), (T2,71) € A(G4A)
und (Tp_2,m(n)) € A(Gy).

Damit erhalten wir sofort

A
Z: w(n)xy, o-- 111
T’j+2(nf2)+2 : H, -
H2 :
und
A: nzxy -z, om(n)
T Z:
=n H1 . ’
H2 .
damit ist

GA = ({ﬂ-(n)anaxlaxn*Z}a {(ﬂ-(n)axn*Z)a (xlan)}) UKfEn—wl
und G, = ({7(n),n,z1,zn—2}, {(n,21), (Tp—2,7(n))}) U Ky, 2, »-

Da P ein normiertes Problem ist, erhalten wir
T=[nn-—1,...,2/1].
Wegen Ty = Tj_, und T} = T o(n—oy42 folgt | = 3n — 1. O
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2.3.5 Einfache Stapelprobleme sind leicht zu l6sen

Definition 2.20 Wir vereinbaren nun Bezeichnungen fiir die in den Lemmata
2.10 bis 2.22 gefundenen Permutationen:

=n-2,n-3,...,2,,n—1,n], m=n—-1,n—-2,n-3,...,2 1, n],
=n-2,...,1, nn—l] =[2,n,n— 1,1,n 2,. ,3],
=[n,2,n— l,l,n 2,...,3], =[n,n l,l,n 2],
=[n-1,n,n-— 2...,1], =[4,1,n,n— .,5,3,2],
[,Q,nn .., 5,3,1], 7r10:[3nn—1 .,4,2,1],

m_[ 2...,3,1,2], Ty = [, ,1],

T3 = [n, 3,2,n L4, 1], 7r14—[2nn 3, 1],

s = [n,2,n — ,3, 1], e = [n,1,n — ,3,2],

7r17—[n—1,1,n,n—2,...,2], Tig = [2,n,n — 4,1,3]

Weiterhin:

Ty = Tp2m)n—2 L [N, n — 2],

M0 = Tp(1m)m—1 U [0 — 1],

ol = Tpm2)m—a U [M,n —1,n —4,n — 2],

To0+i = TP(n—iym—i-3d[n—1,n—i—=3nn—2,...,n—1i—1],

firie {2,...,n—4},
Ti54nti = TPm—ig)m—i—3[n,n—1,n—i—=3,n—-2,...,n—1i—1],
firi € {2,...,n— 5},
Totonti = TP(—1im—i1 L[ —1,n—=2,...,n—i+1,n—i—1,n]
firie {2,...,n— 2},

Tersnti = TPy U[n,n—1,...,i4+2,4, firie{2,...,n—3},

Titdnti = Taosis firi € {3,...,n — 4},

Ton—dti = Mo o tis firie {2,...,n— 2},

Ton—T+i = Tis4niis firi € {2,...,n — 5},

Ttn—13+i = To4aniir firi e {2,...,n—3}.

Wie bereits im Anschluff an Lemma 2.17 erwéhnt, gibt es Permutationen, die
mehrmals auftauchen. In Definition 2.20 treten diese Permutationen natiirlich
nur einmal auf.

Satz 2.23 Firn >4 gllt LQ(HH) = {71'1, Ce ,71'8”,16}.

Beweis: Ly(I1,) C {m,...,7msn 16}: Es sei m € Ly(I1,,), das heifit, es existiert ein
zweistufige 16sbares Problem P, fiir das 7 = 7(P) gilt.



64 KAPITEL 2. EINFACHE STAPEL

Da wir in den Lemmata 2.10 bis 2.22 alle moglichen Félle fiir zweistufig 16sbare
Probleme untersucht haben, gleicht 7 damit einer der dabei gefundenen Permu-
tationen, somit gilt 7 € {my,..., Tgn 16}-

{m1,.. . 7sn_16} C Lo(I1,) Sei m € {my,...,msn 16}, dann haben wir in minde-
stens einem der Lemmata 2.10 bis 2.22 gezeigt, dafl es ein zweistufig losbares
Problem P € P, gibt, fiir das 7 = 7(P) gilt. Damit ist 7 € Ly(I1,,).0

Bemerkung: Mit Satz 2.23 erfahren wir nicht nur die genaue Anzahl der Ziel-
stapel von zweistufig l6sbaren Problemen (8n — 16), fiir eine feste Anzahl n von
Stapelelementen, sondern auch deren genaue Struktur. Aus den Lemmata 2.10
bis 2.22 geht auflerdem hervor, dafl zur Umstapelung nur eine lineare Anzahl an
Operationen (5n — 6, 5n — 5 bzw. 3n — 1) notwendig ist.



Kapitel 3

Verzweigte Stapel

Wir trennen uns nun von der simplen ,, Geradeausstruktur® der Stapel und wen-
den uns Stapeln zu, bei denen ein Element auf mehreren anderen liegen darf, bzw.
mehrere Stapelelemente auf einem einzigen liegen diirfen. Folgende Ausgangs- und
Zielsituationen sind nun beispielsweise zuléssig:

Ausgangssituation: gewiinschte Zielsituation:

k
(5]
[ ][c ] 0]

Wieder wéhlen wir gerichtete Graphen als mathematische Reprisentation fiir
diese Stapel. Diesmal richten wir jedoch die Kanten des Zielstapels von ,unten
nach oben“:

Q = (Ga, Gz, k)

Ga = ({1,2,3,4,5,6}, {(1,3), (2,3), (3,4), (4,5), (4,6)})
und G, = ({1,2,3,4,5,6}, {(4,5), (3,2), (5,2), (2,1)})

Ausgangsstapel Ga: Zielstapel Gz: 1

5

A
5 6 3 4 O¢

Hier stellt sich nun die Frage nach der kleinsten Anzahl k£ an Hilfsstapelplitzen,

65
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fiir die das Stapelproblem @ = (Ga, Gy, k) 16sbar ist. Das entspricht der Anzahl
der Stapelelemente, die ausgestapelt werden miissen, damit () geldst werden kann.
Die Hilfsstapelanzahl erfihrt hier keine Beschrédnkung.

Die kleinste Anzahl an Ausstapelungen, fiir die () 16sbar bleibt, ist £ = 2. Eine
Umstapelfolge:

Sy s Sy 2 Sy 2 Sy s S5 28 Sg 2 Sy 1y Sg -2 Sy,
mit S; = (Ga, (0,0), 0, ) und Sy = ((0,0), Gz, 0, {1,2}).

Definition 3.1 @@ = (Ga,Gy, k) heifit genau dann verzweigtes Stapelproblem,
wenn G = (V, Ax) und Gz = (V, Az) verzweigte Stapel sind und £ eine natiirli-
che Zahl ist. G5 nennen wir Ausgangsstapel, Gz nennen wir Zielstapel; k gibt die
Anzahl der Hilfsstapelplitze an. Die Knoten v aus V nennen wir Stapelelemente.

Definition 3.2 Ein Stapel G = (V, A) ist genau dann von der Stapelhdhe h,
wenn der ldngste einfache gerichtete Pfad in GG die Lénge h hat.
Ein verzweigtes Stapelproblem @) = (G, Gz, k) ist genau dann von der Sta-

pelhdhe h, wenn
h = max{ha, hz}

gilt, wobei h die Stapelhohe von GG und hy die Stapelhohe von Gy ist.

Definition 3.3 S = (G1,Gs, H, M) heifit genau dann Stapelkonfiguration eines
verzweigten Stapelproblems @ = (G, Gz, k), wenn gilt:

i) Gy = (11, Ay) ist der von V] in G induzierte Untergraph und Gy = (13, A,)
ist der von V5 in Gz induzierte Untergraph.

i) H C M CV(Gy), M| <F,
i) HUV; UV, = V(GA) und
iv) H, V; und V5 sind paarweise disjunkt.

Eine solche Stapelkonfiguration S représentiert die Zustéinde des Ausgangs- und
des Zielstapelplatzes G; und G5 und gibt die Menge H aller gegenwértig ausgesta-
pelten Elemente an, die auf den k£ Hilfsstapelpliatzen liegen. Dabei darf auf jedem
Hilfsstapelplatz nur ein Stapelelement liegen. M ist die Menge aller Elemente,
die bisher auf einen Hilfsstapelplatz gelegt wurden. Jedem Hilfsstapelplatz wird
somit genau ein Stapelelement zugewiesen — kein anderes Element darf mehr auf
diesem Platz liegen (|M| < k nach Definition 3.3).

Wird vom Ausgangsstapel ein Element weggenommen und auf einen anderen
Stapel gelegt oder von einem der Hilfsstapelplétze ein Element auf den Zielstapel
gebracht, so ergibt sich eine neue Stapelkonfiguration. Diesen Vorgang nennen
wir Umstapelung.
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Definition 3.4 Gegeben seien 2 Stapelkonfigurationen S = (G4, G, H, M') und
S" = (G, GY, H', M) eines verzweigten Stapelproblems @ = (Ga, Gz, k). S” heifit
genau dann Umstapelung von S, wenn ein Stapelelement v € V(G ) existiert, fiir
das eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

i) dg,(v) =0, H = H, M' = M, Gy = G, U ({v}, {(u,v) : (u,v) € A(Gz)}),
G| = G\ {v} und fiir alle (u,v) € A(Gy) = u € V(G,),

i) dg (v) =0, H' = HU {v}, G, = Gy \ {v}, G = Go, M' = M U {v},

i) ve H H = H\ {v}, M' =M, G}, = Gy U ({v}, {(u,v) : (u,v) € A(Gy)}),
G| = G, und fiir alle (u,v) € A(Gz) = u € V(Gy).

Ist S’ Umstapelung von S, so schreiben wir auch S = S’. Wird v dabei
auf den Zielstapelplatz gelegt, dann nennen wir diesen Vorgang auch Finstape-
lung. Wird v auf einen Hilfsstapelplatz gelegt, dann nennen wir diesen Vorgang
Ausstapelunyg.

An dieser Stelle sei auf die Verdnderung des Modells beziiglich des Zielstapels
gegeniiber dem Modell fiir einfache Stapelprobleme hingewiesen. Aus Definiti-
on 3.4 geht hervor, daf} bei der Modellierung von verzweigten Stapelproblemen
die Kanten des Zielstapels entgegengesetzt denen des Ausgangsstapels gerichtet
sind. Im Ausgangsstapel sind die Kanten von ,,oben nach unten“ gerichtet — im
Zielstapel von ,unten nach oben“. Zur Illustration dient das Beispiel auf Seite
65.

Definition 3.5 Es sei Q = (Ga, Gy, k) ein verzweigtes Stapelproblem. Eine Fol-
ge 8 = [S4,...,5)] von Stapelkonfigurationen S; = (G%, G5, H', M) heifit genau
dann zuldssige Stapelfolge von (), wenn gilt:

i) Gl =Gy, Gy = (0,0), M' =) und
ii) firie {1,...,1 — 1} ist S;;; Umstapelung von S;.

Die Stapelkonfigurationen S; nennen wir dann zuléssige Stapelkonfigurationen
von Q.

Definition 3.6 Ein verzweigtes Stapelproblem @ = (Gx, Gz, k) heiit genau
dann [dsbar, wenn eine zuléssige Stapelfolge S = [Si,...,S|] existiert, so daf
fir S; = (G, GY, H', M)

Gl =Gy

gilt. § heiflit dann [-Umstapelfolge fiir Q).
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3.1 Losbarkeit von verzweigten Stapelproble-
men
Im folgenden werden wir die Struktur des Problems niher untersuchen, beson-

ders interessiert uns dabei ein graphentheoretisches Kriterium zur Losbarkeit ver-
zweigter Stapelprobleme.

Lemma 3.1 Es sei Q = (Ga, Gz, k) ein losbares, verzweigtes Stapelproblem.
Dann folgt: Fiir jeden Kreis C' in G U G7, gibt es einen Knoten z¢ mit (z¢, yc)

in C und (z¢,yc) € A(Gn), der zur Losung von ) ausgestapelt werden muf.

Beweis: Wir betrachten einen Kreis C' in G U G:

C: ( -
e

»{ ) > »{)
LY > >
T 2 T3 Toyy—2 w—1 Ty
Angenommen, keiner der Knoten z, zs, ..., z,, mufl zur Losung von () ausgesta-

pelt werden. Um das Element x; auf den Zielstapel zu bringen, muf} x,, vor z; vom
Ausgangsstapel genommen werden, da auch im Fall von (z,,71) € A(Gz)
nicht ausgestapelt werden darf. Bevor jedoch x,, auf den Zielstapelplatz gebracht
werden darf, muf} x,, ; vom Ausgangsstapel entnommen werden. Setzen wir die-
se Argumentation fort, so erhalten wir, dal x; vor x5, x5 vor x3, ... , 2, 1 vOr
Ty und x,, vor ;7 vom Ausgangsstapel entnommen werden mufl. Da aber nicht
gleichzeitig x; vor x, und x, vor x; vom Ausgangsstapel entnommen werden
kann, muf} ein Knoten z; € {z1,...,x,} existieren, durch dessen Ausstapelung
der Kreis C' aufgeschnitten wird. Da durch Ausstapelungen aber nur Kanten aus
G a geloscht werden, folgt (z;,z;11) € A(GA).O

Satz 3.2 Ein verzweigtes Stapelproblem Q@ = (Ga, Gy, k) ist genau dann losbar,

wenn einfache Pfade Py = [vig,...,015], Po = [vo1,..., 024, ..., P =
[Ve1, ... v, mit t < k in Ga existieren, fir die folgende Bedingungen erfillt
sind:

i) Fir alle j € {1,...,t} liegt v, auf der Spitze von Gy (dg, (vj1) =0),
ii) Gz U (Ga \ A(GA(Ng,[{v1ys--->ve4,}]))) ist kreisfrei und

ii) fir alle j € {1,...,t} gilt: In Gz U (GA \ A(GA(Nay[{vigys -5 vi-15_, 1))
fiihrt kein Weg von einem Kreis C' zu einem der Knoten vj, ..., vj; 1 und
diese Knoten treten auch selbst in C' nicht auf.
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Beweis: (,,=%): Es sei Q = (Ga, Gy, k) ein losbares, verzweigtes Stapelproblem.
Dann existiert eine minimale Menge V' C V(G ,) mit |V’| < k von Knoten, die
zur Losung von () ausgestapelt werden miissen. Weiterhin gibt es eine zugehorige
minimale Umstapelfolge S, in der die Knoten uq, ..., u; aus V' in dieser Reihen-
folge ausgestapelt werden. Damit existieren Pfade P,..., P; in G, die zu den
Knoten uy, ..., u; fiihren. Damit ist Punkt (1) trivialerweise erfiillt.

Zeigen wir nun Punkt (2). Angenommen, Gz U(Ga \ A(GA(Ng,[V']))) ist nicht
kreisfrei. Dann existiert ein Kreis C' = [x1, ..., Ty, Tyy1 = o1]. Nach Lemma 3.1
existiert ein Knoten z; € V/(C) mit (z;,2;+1) € A(Ga), der auf einen Hilfsstapel-
platz gebracht werden muf}. Damit ist z; auch Element von V' — das widerspricht
jedoch der Wahl von C', weil in C keine ausgehenden Kante aus G eines Knotens
aus V' auftreten konnen. Somit ist die Annahme falsch.

Kommen wir nun zu Punkt (3): Wir betrachten eine minimale Umstapelfolge
S von @, in der die auszustapelnden Elemente in der Reihenfolge uy, us, ..., u;
vom Ausgangsstapelplatz auf Hilfsstapelplitze gelegt werden. Es seien bereits die
Knoten uy, ug, ..., uj_; ausgestapelt worden. Entsprechend der Umstapelfolge S
wollen wir nun u; auf einen Hilfsstapelplatz bringen. Wir nehmen an, es existiert
ein Knoten v; ; aus P; und ein Kreis C'in Gz U(Ga \ A(Ga(Ne, [{u1, ..., ui-1}])))
so dafl ein Pfad von C' nach v; fithrt. Um u; ausstapeln zu kénnen, miissen die
Knoten vj1,vj2,.-.,0js,--.,0ji;,1 des Pfades P; vom Ausgangsstapelplatz auf
den Zielstapelplatz gebracht werden.

C: {
Y =
»O >
X2

X

N

>
NS

)
NS
Tw—1 L Tw+1 Ty Vjs

Bevor v, ; jedoch vom Ausgangsstapelplatz auf den Zielstapelplatz gebracht wer-
den kann, miissen die Elemente x4, ..., z, dorthin gelegt werden. Nach Lemma 3.1
muf} einer der Knoten zy, ..., z, ausgestapelt werden. Da jedoch u; der néchste
auszustapelnde Knoten sein soll, existiert ein z; € {z1,...,,} mit z; = u;. Das
bedeutet jedoch, dal u; ausgestapelt wird, wéhrend v; s noch auf dem Ausgangs-
stapelplatz liegt. Das ist nicht mdglich, da in G4 ein Pfad von v; nach u; fiihrt
(7).

Der Beweis fiir den Fall v; ; € V(C) verlduft analog (da P; ein einfacher Pfad
ist, gilt v; s # u;). Damit ist die Annahme falsch.

(<) Angenommen, das Stapelproblem () sei nicht 16sbar, dann existiert
eine Stapelfolge S =[S, . . ., S;] maximaler Linge von (). Maximal soll in diesem
Sinn bedeuten, dafl eine mogliche direkte Einstapelung in den Zielstapel einer
Ausstapelung vorgezogen wird und [ maximal ist. Da & maximal und ) nicht
l6sbar ist, gilt fiir S; = (G, GL, H', MY):

GY # Gy
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und es gibt keine Stapelkonfiguration S;,q, die Umstapelung von S; ist. Es 148t
sich demnach kein Element mehr vom Ausgangsstapelplatz oder den Hilfssta-
pelplitzen auf den Zielstapelplatz bringen. Wir fiihren folgende Bezeichnungen
ein:

Vii={v: dall(v) =0}UH" und U; := {v: dall(v) > 0}.

Die Stapelelemente aus V; sind demnach diejenigen, auf die sofort zugegriffen
werden kann. (Die Spitze von G! und die Elemente, die in S! auf den Hilfsstapel-
pléitzen liegen.) Da nun keine Knoten aus V; mehr auf den Zielstapelplatz gebracht
werden konnen, gilt:

Fiir alle v € V] existiert ein u € U;, so dafl in Gz ein Pfad von u nach v fiihrt.

Das heif}t, bevor irgendein v aus V; auf den Zielstapelplatz gelegt werden kann,
muf ein u € U; dorthin gebracht werden. Andererseits wissen wir nach Definition
von U;:

Fiir alle u € U, existiert ein v € V}, so dafl in Gl1 ein Pfad von v nach u fiihrt.

Zu jedem Knoten aus U; gibt es von einem Knoten aus V; einen Weg in Gl1 UGy.
Ebenso gibt es zu jedem Knoten aus V; von einem Knoten aus U; einen Weg in
G' U Gy. Da U; und V; aber endliche Mengen sind, mufl G} U G, einen Kreis C
enthalten. Nach Punkt (2) ist Gz U (Ga \ A(GA(Ng,[{vi,-- -, v, }]))) kreisfrei,

somit existiert ein v,;. € {vi;,,..., v } mit v,.;, € V(GL). Wir wiihlen dieses v, ;,
so, daB8 r der kleinstmdgliche Index ist, also fiir alle v;,;, mit j < r v;;, & V(GY})
gilt. Wenn die Knoten vy,,...,v,_1,, , bereits aus dem Ausgangsstapel entfernt
wurden, gilt offensichtlich
G1 € Ga\ A(Ga(Ne, [{vrirs - -5 v 14 ) (3.1)
da aus Gl1 mehr Knoten als v;;,,...,v,_1, _, entfernt werden konnten.
Nach Voraussetzung existiert ein Pfad P, = [v.1, ..., v, ] in G wobei v, ; auf

der Spitze von G4 liegt (dg, (vr1) = 0). Dieser Pfad muf demnach einen Knoten
v der Spitze von G enthalten. Es gilt demnach v € V;, damit existiert ein u € U,
so dal in G U Gl1 ein Pfad R; von u nach v fiihrt. Fiir u wiederum gibt es ein
v! € V], so daB in Gz U G! ein Pfad R, von v' nach u fiihrt. Fiir v! existiert
wiederum ein u! € U fiir welches es einen Pfad R; von u' nach v!' in G, U G%
gibt. Diese Argumentation 148t sich beliebig lang fortsetzen. Da V; und U, jedoch
endliche Mengen sind, gibt es in diesem Pfad Ry U Ry U R3 U ... einen Kreis C.
Somit liegt entweder v in diesem Kreis oder es fiihrt ein Pfad von C' zu v:
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C liegt in G U Gz. Wegen (3.1) liegg C auch in
G7 U (Ga \ A(GA(Ng, {v1,iys -5 0ri 1 }])))- Mit Abbildung 3.1 widerspricht das
der Voraussetzung (3). Somit ist die Annahme falsch — @) muf} 16sbar sein.OJ

Betrachten wir nun Stapelprobleme ohne Hilfsstapelplitze in bezug auf ihre
Losbarkeit. Es gilt:

Satz 3.3 Ein verzweigtes Stapelproblem QQ = (Ga,G7,0) ist genau dann ldsbar,
wenn Ga U Gy kreisfrei ist.

Beweis: (,=“) Folgt unmittelbar aus Lemma 3.1.
(5,<=*) Ergibt sich aus Satz 3.2.0

3.2 NP-Vollstandigkeit

In diesem Abschnitt werden wir die NP-Vollsténdigkeit des Problems nachweisen.
Zu allgemeinen Begriffen der Kompliziertheitstheorie verweisen wir auf das Buch
von GAREY und JOHNSON [1].

Definition 3.7 Wir definieren die folgenden Problemklassen. SP sei die Menge
aller 16sbaren verzweigten Stapelprobleme und SP-2 die Menge aller 16sbaren
verzweigten Stapelprobleme der Héhe 2:

SP-2 = {Q = (Ga, Gy, k) losbares verzweigtes
Stapelproblem der Hohe 2}
SP = {Q = (Ga,Gy, k) losbares
verzweigtes Stapelproblem}
FEEDBACK-VERTEX-SET := {(G,k): G = (V,E) ist gerichteter Graph,
V' CV, |[V'| <k, so daB8 V' mindestens

einen Knoten jeden Kreises von G enthélt. }
Es stellt sich heraus, dafl die Klasse SP, ja sogar SP-2 NP-vollstidndig sind:
Satz 3.4 (SCHMIEDEL) SP-2 ist NP-vollstindig.

Um Satz 3.4 zu beweisen, fiihren wir eine Reduktion auf das Problem
FEEDBACK-VERTEX-SET durch, das nach GAREY und JOHNSON [1] NP-
vollsténdig ist.

Beweis: Wir haben zunéchst zu zeigen, dafl SP-2 € NP gilt:

Fiir ein gegebenes losbares verzweigtes Stapelproblem Q@ = (G, Gz, k) der Hohe
2 kann eine nichtdeterministische Turingmaschine in Polynomialzeit eine Umsta-
pelfolge S berechnen, bei der nur k£ Hilfsstapelplitze beno6tigt werden.
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Nun zeigen wir, dal FEEDBACK-VERTEX-SET polynomial auf SP-2 redu-
ziert werden kann. Es sei G = (V, E) ein gerichteter Graph und £ eine natiirliche
Zahl, so da8 (G, k) € FEEDBACK-VERTEX-SET gilt. Wir ordnen nun jedem
Knoten v € V einen neuen Knoten v’ zu. Weiterhin ordnen wir jeder Kante
(vi,v;) € E zwei Kanten (vf,v") und (v",v}) zu, wobei v wiederum ein neuer
Knoten ist.

polynomiale

Transformation
O > — oO——0—0
v; v; vy v vy

Wir definieren folgende Mengen:

N":={v": (vj,v;) € E}, N':={¢v': v € V} und N := N'UN", sowie
By = {(v;,v") : (vi,v;) € E} und Ey := {(v",v}) : (vs,v;) € E}.
Diese Transformationen sind offensichtlich in Polynomialzeit durchfiihrbar. Nun
sei V! C V mit |V'| < k eine Knotenmenge, so dafi G\ V' kreisfrei ist. Genau
dann ist Q@ = ((N, Ey), (N, Ey), k) € SP-2.

Begriindung: U’ sei die Menge der Knoten, die durch die Transformation den
Knoten aus V' zugeordnet wurden. () ist nach Definition von N, F; und F, ein
verzweigtes Stapelproblem und alle Knoten aus U’ liegen auf der Spitze von
(N,E;) und |U'| < k. (N,Ey U Ey \ {(u,v) : Yu € U Vv : (u,v) € E}) ist
kreisfrei. Nach Satz 3.2 ist ) 16sbar.

Andererseits besitzt nach Satz 3.2 jedes l6sbare verzweigte Stapelproblem
Q = ((N,Ey), (N, E,), k) eine Knotenmenge U’ C N mit |U'| < k, so daB
(N,Ey U Ey \ {(u,v) : Yu € U Vv : (u,v) € Ei}) kreisfrei ist. Es sei V' die
Menge urspriinglicher Knoten, denen durch die Transformation die Knoten aus
U’ zugeordnet wurden. Dann gilt offensichtlich: G'\ V" ist kreisfrei.

Somit ist FEEDBACK-VERTEX-SET polynomial auf SP-2 reduzierbar.O
Satz 3.5 SP ist NP-vollstindig.

Beweis: Eine nichtdeterministische Turingmaschine wird auch fiir ein 16sbares
verzweigtes Stapelproblem @@ = (Ga, Gz, k) beliebiger Hohe in Polynomialzeit
eine Umstapelfolge S raten, bei der nur k& Hilfsstapelplidtze bendtigt werden.
Somit gilt SP € NP.

Es sei Gao = (V, Ax) und Gz = (V, Az). Um zu zeigen, dal SP NP-vollstindig
ist, reduzieren wir SP-2 auf SP. Es sei Q = (Ga, Gz, k) € SP-2. Wir fiihren fol-
gende — offensichtlich polynomiale — Transformation durch:

Fiir jede Kante (z,y) € A(G,) fiigen wir Knoten zy,x5,... z,, ein, so da8
(z,21), (T1,22), .., (zr,,y) € A(G!) gilt. Gleichzeitig fiigen wir diese neuen
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Knoten als isolierte Knoten zu Gy hinzu:

Fir o——0 in G,, folgt o—0—>0— -+ —0—>0 in ().
x y T m T Ty, Y

W= (VAL Vi =V U U {z1,..., 2.},

(z,y)eAA
Ay =40 U A= z), ..., (., 9)},
(CE,y)EAA
G, = (V' A,): A, := Az
Analog verdndern wir Gy (jetzt GY):
Fir o——0 in Gy, folgt o—>O0—>0— -+ —0—>0 inGj.
x y T T T2 Tr, Y

G/Z/ _ (V”,AIZ,) : V"= V'U U {xl, - ,%nz},
(z,y)€AY
Ay =A,0 | A{@@x), .., (2, y))
(z,y)€A)

=" AN AL = Al

Wir zeigen nun, da8 Q" = (G}, G, k) € SP ist. Wenn wir eine Losung fiir @
haben, dann ist das ebenfalls eine Losung fiir Q.

Begriindung: St6ft man beim Ausstapeln von G, auf ,neue“ Stapelelemente,
so konnen diese sofort auf den Zielstapel gebracht werden, weil diese Knoten in
Gz, isolierte Knoten sind. Miissen beim Einstapeln in den Zielstapel neue Sta-
pelelemente gelegt werden, so stehen diese auf dem Ausgangsstapel sofort zur
Verfiigung, da diese Knoten dort isoliert sind. Aus dem gleichen Grund ist eine
Losung von Q" auch eine Lésung von Q.0

3.3 Losungsstrategien

3.3.1 Obere und untere Schranken

Durch Satz 3.3 haben wir erfahren, daf§ Kreise in der Vereinigung aus Ausgangs-
und Zielgraph dafiir verantwortlich sind, dafl Elemente auf Hilfsstapelplitze ge-
bracht werden miissen. Sehen wir uns nun die Struktur dieser Kreise etwas ge-
nauer an: Da sowohl G5 als auch Gy kreisfrei sind, muf jeder Kreis C' in G, UGy,
Kanten aus G5 und auch aus G5 enthalten. In einem solchen Kreis C' finden sich
demnach abwechselnd Pfade aus G5 und Gy:
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Abb. 3.2:

Um ein verzweigtes Stapelproblem Q@ = (G, Gz, k), fiir das die Vereinigung
G U Gz nicht kreisfrei ist, 16sen zu konnen, muf jeder derartige Kreis (siehe
Abbildung 3.2) aufgeschnitten werden (Lemma 3.1). Dieses Aufschneiden kann
nur durch das Ausstapeln eines Elementes des Ausgangsstapels auf einen Zwi-
schenstapelplatz realisiert werden. Es ist demnach in geschickter Weise fiir jeden

solchen Kreis ein Pfad P in C' zu wihlen, dessen Startknoten v (d . (v) = 0)

dann auf einen Hilfsstapelplatz gebracht wird. Dabei kommen natiirlich nur sol-
che Knoten v in Frage, die wihrend des Losungsprozesses auf der Spitze des
Ausgangsstapels liegen, da auf darunterliegende Knoten erst spiter zugegriffen
werden kann.
SCHMIEDEL[13] fand hierzu ein wesentliches Kriterium:

Besteht ein Kreis statt wie in Abbildung 3.2 jeweils nur aus einem Pfad P* aus
Ga und P? aus Gz, so kommt nur ein Knoten v (néimlich der Startknoten von
P*) zum Aufschneiden des Kreises in Frage. Von diesem Knoten v wissen wir,
dafl er auf einen Zwischenstapelplatz gebracht werden mufs.

Lemma 3.6 SCHMIEDEL[13] Ist Q) = (G4, Gz, k) ein 1osbares, verzweigtes Sta-
pelproblem und existiert ein Kreis C' = [ay, as, . .., g, b1, b2, ..., by, a1] in GAUGy,
fiir den

(aia ai+1)7 (axa bl) € A(GA) fiir ¢ = 17 PR 1
und (bz; bi+1); (by,al) € A(Gz) fir i = 1,.. LY — 1

gilt, dann folgt fiir jede I-Umstapelfolge S von Q: a; € M".

Beweis: Fiir eine Stapelkonfiguration S’ sind in der Menge M® all diejenigen
Elemente eingetragen, die wihrend des vorangegangenen Umstapelprozesses auf
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einem der Hilfsstapelplidtze gelegen haben. Nach Lemma 3.1 mufl C' durch das
Ausstapeln eines der Elemente aq, . . ., a, aufgeschnitten werden. Bevor jedoch die
Elemente as, as, ..., a, vom Ausgangsstapel entnommen werden kénnen, muf} a,
vom Ausgangsstapelplatz entnommen werden. Damit mufl a; in jedem Fall auf
einen Hilfsstapelplatz gelegt werden. Damit gilt a; € M'.0

Definition 3.8 Ein gerichteter Graph G = (V, A) heifit genau dann stark zu-
sammenhéngend, wenn es fiir alle Knotenpaare (x,y) aus V einen gerichteten
Pfad von x nach y in G gibt.

Ein Teilgraph G' C G von G heifit genau dann stark zusammenhdangende Kom-
ponente von (G, wenn G’ stark zusammenhingend ist und G’ maximal ist, d.h.,
wenn alle Teilgraphen G” C G mit G’ C G" keine stark zusammenhingenden
Komponenten von G sind.

Lemma 3.7 Es sei Q = (Ga,Gyz, k) ein verzweigtes Stapelproblem, wobei
GA UGz stark zusammenhiingend sei. Weiterhin gelte n = [V(G4)| und
= |A(GA UGy)|. Dann existiert ein £ < m —n + 1, so daf§ @) 16sbar ist.

Beweis: Wir beweisen Lemma 3.7 mit Hilfe vollstindiger Induktion iiber die
Knotenzahl der stark zusammenhéngenden Komponente.

Induktionsanfang: Fiir |[V(GA) UV (Gz)| =1 ist zur Losung von @ keine Aussta-
pelung erforderlich, das bedeutet, es gilt k£ = 0. Gleichzeitig gilt aber auch m =0
und damit m —n+1=0=k%.

Induktionsschritt: Wir betrachten (). Beim Ausstapeln eines Stapelelementes v
auf einen Hilfsstapelplatz zerfillt Gx U Gz in r stark zusammenhéngende Kom-
ponenten ); (einschlieBlich v selbst). Jede dieser Komponenten @; enthalte n;
Knoten und m; Kanten. Auflerdem ist nach Induktionsvoraussetzung jedes dieser
neu entstandenen Stapelprobleme (); mit m; — n; + 1 Hilfsstapelplatzen l6sbar.
In @ bildeten alle ); eine einzige stark zusammenhingende Komponente, somit
muf} es von jedem (); einen gerichteten Pfad zu jedem @); gegeben haben. Dazu
sind mindestens r gerichtete Kanten auflerhalb der Komponenten @); notwendig.
Damit gilt folgende Abschéitzung:

imigm—r (3.2)

i=1
Berechnen wir nun die im schlechtesten Fall notwendige Anzahl an Hilfsstapel-

plitzen: Um v auszustapeln benétigen wir einen solchen Platz — fiir jede Kom-
ponente (Q; héchstens m; — n; + 1 Hilfsstapelplitze:

r r
1+Z i—n;+1) <1+Zml doni+ Y 1.
=1 =1

=1

Wegen >I_, n; = n und (3.2) gilt:

1+Z i—ni+1)<l4+m—r—n+r=m-n+1
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Damit ist das Lemma bewiesen.O

Satz 3.8 Es sei QQ = (Ga, Gy, k) ein verzweigtes lisbares Stapelproblem, dabei
sei k die kleinste Anzahl an Hilfsstapelplatzen, fir die @ l6sbar ist. dc sei die An-
zahl knotendisjunkter Kreise in Ga UGy und | sei die Anzahl nichttrivialer stark
zusammenhdngender Komponenten Q', ..., Q" in Gx U Gy. Eine solche Kompo-
nente Q' enthalte n; Knoten und m; Kanten. Dann gilt

!
Zmin{mi—nle, n;—1} >k >de>1.
i—1

Beweis: Da es in einer nichttrivialen stark zusammenhingenden Komponente
mehrere knotendisjunkte Kreise geben kann — und es wenigstens einen geben muf}
—, jedoch ein Kreis nicht in mehreren stark zusammenhingenden Komponenten
liegen kann, gilt dec > [.

Nach Lemma 3.1 muf} jeder Kreis durch das Ausstapeln eines Knotens auf-
geschnitten werden. Durch das Ausstapeln von k& Knoten kénnen aber nur k
knotendisjunkte Kreise aufgetrennt werden. Somit gilt £ > dc.

Fiir eine stark zusammenhéingende Komponente mit n; Elementen und m;
Kanten miissen offensichtlich hochstens n, — 1 Knoten ausgestapelt werden.
Gleichzeitig sind nach Lemma 3.7 hochstens m; — n; + 1 Hilfsstapelplitze not-
wendig. Somit kénnen wir fiir jede stark zusammenhéngende Komponente von @)
das Minimum dieser beiden Werte wé&hlen.

Damit gilt St min{m; —n; + 1, n; — 1} > k.0

Aus der Argumentation zum Beweis von Satz 3.8 1483t sich sofort schluflfolgern,
dafl es ausreicht, die stark zusammenhéngenden Komponenten eines Stapelpro-
blems () zu betrachten, um dessen Losbarkeit zu bestimmen. Fiir einen Lésungs-
algorithmus ist es daher sinnvoll, ein Stapelproblem ) in Teilprobleme Q! ..., Q"
zu zerlegen, die sich bei der Bestimmung der stark zusammenhé&ngenden Kom-
ponenten ergeben.

Definition 3.9 Es sei Q = (Ga,Gz,k) ein verzweigtes Stapelproblem. Die
Menge der Stapelprobleme Q :={Q' = (G%\,G%, k;):i=1,...,1} heiit genau
dann sce-Dekomposition von @, wenn G% U G fiir alle i € {1,...,1} stark
zusammenhiingende Komponente von Gy U G ist, V(Ga) = UL_,V(G%) und
V(Gz) = U, V(GY) gilt und fiir alle i € {1,...,l} G% und G% induzierte Unter-
graphen von G bzw. von Gz sind.

Lemma 3.9 Es sei Q = (Ga,Gz, k) ein verzweigtes Stapelproblem und
Q:={Q" = (G\,Gl, k;) :i=1,...,1} eine scc-Dekomposition von @ so daf fiir
alle Q* = (G, G, k;) gilt: k; ist minimal, d. h. Q* ist 16sbar, Q" = (G%, G, ki—1)
jedoch nicht. Dann gilt:

!
@ ist genau dann l6sbar, wenn &k > Z k; gilt.
i=1
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Beweis: (,,=“) Ga U Gy besteht aus den stark zusammenhéngenden Kompo-
nenten G} UG}, ..., G\ UG, wobei zur Losung von @ aus der Komponente
G, UGY, genau ¢; Knoten ausgestapelt werden (i = 1,...,[). Insgesamt werden
k Elemente ausgestapelt, d. h. ! ¢; = k. Angenommen, @ ist l6sbar und es
gilt k < 34, k;. Somit gilt: Y ¢ < Yl k;. Deshalb existiert wenigstens eine
Komponente G\ U G, fiir die ¢; Knoten vy, ..., v, ausgestapelt werden und fiir
die Q7 = (G%, G, ¢;) mit ¢; < k; gilt und die I6sbar ist, da das gesamte Problem
() 16sbar ist. Das widerspricht jedoch der Voraussetzung, daf k; minimal ist. Aus
diesem Grund muf} die Annahme falsch sein.

(,<=“) Es gelte k > X! | k. Dann ist Q losbar, denn wenn jede stark
zusammenhéingende Komponente fiir sich gelést wird, wird auch das gesamte
Problem gelést, da es keine Kreise geben kann, die durch mehrere stark
zusammenhéngende Komponenten verlaufen. Damit werden zur Losung nur
L k; < k Hilfsstapelplitze zur Losung von @ benétigt.O

Es ergeben sich zwei Ansitze, die zur algorithmischen Bearbeitung des Pro-
blems herangezogen werden konnen. Einerseits kann das Problem exakt durch
vollstindige Enumeration geldst werden, was aufgrund der NP-Vollsténdigkeit
sehr lange dauern wird. Andererseits ist die Bearbeitung durch ein heuristisches
Verfahren denkbar, welches wesentlich schneller — insbesondere in Polynomialzeit
— arbeiten kann, jedoch im allgemeinen nur eine N&herungslésung liefert.

In den folgenden Abschnitten sollen Algorithmen zu diesen Losungsansétzen
erldutert und die Ergebnisse ihrer Implementierungen vorgestellt werden.

3.3.2 Branching & Bounding

Um algorithmisch die kleinste notwendige Anzahl an Hilfsstapelpldtzen zu be-
stimmen, bedienen wir uns einer simplen Technik: Wir simulieren einfach das
schrittweise Umstapeln von Elementen des Ausgangsstapels auf den Zielstapel-
platz. Immer dann, wenn kein Element der Spitze des Ausgangsstapelplatzes
auf den Zielstapelplatz gelegt werden kann, benttigen wir einen Hilfsstapelplatz.
Nach Lemma 3.9 reicht es aus, alle Stapelprobleme @' der scc-Dekomposition
von () zu betrachten. Die kleinste notige Anzahl an Hilfsstapelplédtzen, die zur
Lésung von () bendtigt werden, ergibt sich dann aus der Summe der Losungen
der Q. Wir zerlegen demnach das Problem Q = (G, Gz, k) in die Teilprobleme
Q' = (G4,G%, k;) indem wir die stark zusammenhiingenden Komponenten der
Vereinigung G'o U Gz bilden.

Nachdem wir getestet haben, da8 die zu untersuchende Komponente * nicht
trivial ist — nicht nur aus einem isolierten Knoten besteht — iiberpriifen wir, ob
sich fiir Q' ein Kreis finden Lift, der ein Element v der Spitze des Ausgangs-
stapelplatzes enthélt, so dafl Lemma 3.6 erfiillt ist. Sollte das der Fall sein, so
stapeln wir v auf einen Hilfsstapelplatz aus. Durch das Entfernen von v kann
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es passieren, daf§ die stark zusammenhéngende Komponente zerfillt. An dieser
Stelle haben wir nun die Mdoglichkeit die zerfallene Komponente wieder in stark
zusammenhédngende Komponenten zu zerlegen oder aber nach weiteren Knoten
v zu suchen, die Lemma 3.6 erfiillen. Fiir unsere Untersuchung wurde die zweite
Moglichkeit gewihlt: Durch das Ausstapeln von v entsteht nun auf dem Aus-
gangsstapelplatz eine neue Spitze. Wir konnen nun nach Knoten auf dieser Spitze
suchen, die sich direkt auf den Zielstapelplatz einstapeln lassen oder Lemma 3.6
erfiillen. Diese Schritte wiederholen wir solange, bis sich keine solchen Knoten
mehr finden lassen. An diesem Punkt angelangt, miissen wir einen Knoten der
Spitze auf einen Hilfsstapelplatz bringen — da wir aber nicht wissen welchen, bleibt
uns nur, nach und nach jeden dieser Knoten auszustapeln, den verbleibenden Rest
von Q° rekursiv zu 16sen und uns die entsprechende Losung — Anzahl der bendtig-
ten Hilfsstapelplitze — zu merken. Dieses einfache Backtracking-Verfahren wird
zum Branch-and-Bound Algorithmus, indem wir uns das jeweils beste erzielte
Ergebnis merken und die Berechnung fiir einen ausgestapelten Knoten sofort ab-
brechen, sobald die in dieser Verzweigung bendtigte Anzahl an Hilfsstapelpldtzen
grofler wird, als dieses bisher beste Ergebnis. Als Resultat erhalten wir die mi-
nimal notwendige Anzahl an Hilfsstapelplitzen, die zur Losung von @Q° bendtigt
wird.

3.3.3 Heuristische Losungsverfahren

Ein mogliches heuristisches Verfahren verlduft wie der Branch-and-Bound Algo-
rithmus. Jedoch an der Stelle, an der weder Knoten der Spitze existieren, die
Lemma 3.6 erfiillen, noch Knoten direkt auf den Zielstapelplatz gebracht werden
kénnen, muf} hier genau ein Knoten ausgewihlt werden, der auf den Hilfsstapel-
platz gebracht wird. Da diese Entscheidung welcher Knoten ausgestapelt wird,
nicht wieder korrigiert werden kann, miissen wir diese Wahl von einem definier-
ten Kriterium abhingig machen. Dazu bewerten wir alle in Frage kommenden
Knoten (die Knoten der Spitze des Ausgangsstapelplatzes) durch eine Funktion.
Damit wird deutlich, dafl die Effizienz und Qualitéit eines heuristischen Verfah-
rens von einer solchen Bewertungsfunktion abhéngt. Im folgenden sollen nun zwei
mogliche Bewertungsfunktionen vorgestellt werden. Zuerst wurde die Funktion f;
betrachtet:

Definition 3.10 Es sei Q = (G, Gz, k) ein verzweigtes Stapelproblem und
Q' = (G, GY, k;) ein Stapelproblem aus der scc-Dekomposition von Q. Weiterhin
sei {vy, ..., v} die Menge der Elemente auf der Spitze von G . Fiir jeden Knoten
v, der Spitze von GY seien Cyy,...,Cy,, alle diejenigen Kreise in G% U G, fiir
die v, € V(C,) fiir j € {1,...,r,} gelte. Dann ist f; wie folgt definiert:

fi(vy) == v, ..., o} N [j V(Cij )

j=1
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Demnach bestimmt f;(v;) die Anzahl derjenigen Knoten der Spitze, die in Krei-
sen in G% U G enthalten sind in denen auch v; auftritt. Derjenige Knoten mit
dem grofiten Funktionswert wird schliefSlich auf einen Hilfsstapelplatz gebracht.
Der Rest der betrachteten stark zusammenhingenden Komponente @ wird nun
separat rekursiv untersucht.

Mit Hilfe dieser Bewertungsfunktion f; konnten in ersten Untersuchungen auch
akzeptable Ergebnisse erzielt werden. Eine echte Auswahl eines der Elemente
der Spitze im Ausgangsstapel findet jedoch nur dann statt, wenn durch direkte
Einstapelungen in den Zielstapel oder durch Ausstapelungen von Knoten nach
Lemma 3.6 die zu untersuchende stark zusammenhéingende Komponente bereits
zerlegt wurde. Weiterhin ist die Berechnung von f; algorithmisch recht aufwen-
dig. Aus diesem Grund wurde nach einer weiteren moglichen Bewertungsfunktion
gesucht, die in erster Linie weniger Rechenzeit benotigt und die mit f; erzielten
Ergebnisse eventuell verbessert. Hier sollen nur einige dieser untersuchten Funk-
tionen erwdhnt werden:

Definition 3.11 Es sei Q = (G, Gz, k) ein verzweigtes Stapelproblem und
Q' = (G, GY, k;) ein Stapelproblem aus der scc-Dekomposition von Q. Weiterhin
sei {v1,..., v} die Menge der Elemente auf der Spitze von G'. Fiir jedes Element
vy der Spitze von GY sind folgende Funktionen definiert:

® fQ(Ut) = dgz(vt) + dg’zz (Ut),
o f3(v):=|{ve NgfiA (vg) = NC:TA(U) = {v;} und v kann direkt auf
den Zielstapel gelegt werden.}|,

o fi(vy):=|{v e NgfiA (v) - NC:TA(U) = {v;} und v erfiillt Lemma 3.6.}|,

o f5(vi) := fa(vy) + fal(ve).

Die Funktion f5 zdhlt somit diejenigen Nachbarknoten von wv;, die nach dem
Ausstapeln von v; entweder direkt auf den Zielstapel gebracht werden kénnen
oder nach Lemma 3.6 auf jeden Fall ausgestapelt werden miissen. Die mit Abstand
besten Ergebnisse wurden mit dieser Bewertungsfunktion f5 erzielt.

3.3.4 Zeitkompliziertheit der Heuristik

Wir wollen nun die wichtigsten Algorithmen des Verfahrens vorstellen und eine
Zeitabschitzung der Prozeduren vornehmen. Wie bereits in Lemma 3.9 ersichtlich
war, zerlegen wir ein zu untersuchendes Stapelproblem () in seine stark zusam-
menhéngenden Komponenten.

Gegeben:  Stapelproblem @) = (Ga, Gz, |V(G4)|)-
Gesucht:  Natiirliche Zahl k, so dal Q' = (G, Gz, k) 16sbares
Stapelproblem und £ minimal ist.
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procedure AUSSTAPELZAHL(Q = (Ga, Gz, |V(GA))));

begin
wihle einen Knoten v aus der Spitze des Ausgangsstapels Ga;
bilde die stark zusammenhéngende Komponente, in der v liegt:

e Q' = (G, GL,|V(GY)|) sei Stapelproblem, fiir das G} U G}, die stark zu-
sammenhdngende Komponente bildet, in der v liegt,

o QR = (GRest GRS |V(GR*Y)|) sei dasjenige Stapelproblem, das aus Q
nach Abtrennung von Q' hervorgeht;

AUSSTAPELZAHL(Q) :=KOMPONENTENAUSSTAPELZAHL(Q")
+AUSSTAPELZAHL(QRet);
end;

Algorithmus 1: AUSSTAPELZAHL(Q)

Es sei n := |[V(Gy)| = |V(Gz)| und m := |A(Ga)| + |A(G7)|. Fiir das Stapel-
problem Q' der stark zusammenhingenden Komponente gelte: n; := |V(G})],
my := |A(GY)| + |A(G})|. Die zur Abspaltung der stark zusammenhingenden
Komponente @ von @ bendtigte Rechenzeit Tp(n, m) betrigt O(n + m), auf
diesen Algorithmus soll hier nicht ndher eingegangen werden. Damit betriagt die
notwendige Rechenzeit Ty von AUSSTAPELZAHL(Q):

Ta(n,m) =Tp(n,m) + Txa(ni,my) + Ta(n — ny, m —my),

wobei Tk die Rechenzeit der Prozedur KOMPONENTENAUSSTAPELZAHL(Q)
bezeichnet. Diese Prozedur berechnet nun die Anzahl notwendiger Ausstapelun-
gen fiir ein Stapelproblem @’ der scc-Dekomposition von Q:
Gegeben: Stapelproblem Q' = (G, G, |V(GY)|), so daBl
G, U GY, stark zusammenhéngend ist.
Gesucht:  Natiirliche Zahl k;, so daB Q" = (G%, G%, k;) 1osbares
Stapelproblem und £; minimal ist.

procedure KOMPONENTENAUSSTAPELZAHL(Q' = (G%, GY%, |V (GY))));
begin
if (|[V(Gy)| =0or [V(GY)[=1) .
then KOMPONENTENAUSSTAPELZAHL(Q") := 0
else begin
k = 0;
while es existiert ein Knoten v, der auf einem der Hilfsstapelplitze
oder auf der Spitze von G, liegt (d(_;g(v) =0)

und der Lemma 3.6 erfiillt oder sich in den Zielstapel einstapeln 148t
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do begin
if v geniigt Lemma 3.6 then k :=k + 1;
Staple v auf einen Hilfs- bzw. Zielstapelplatz (G, — G", G% — G'%);
end;
Bewerte die Knoten v auf der Spitze von G mit Hilfe der Funktion fs;
Staple einen Knoten v, fiir den f5(v) maximal ist,
auf einen Hilfsstapelplatz aus (G — G"%);
k:=Fk+1,;
KOMPONENTENAUSSTAPELZAHL(Q?):=k
+AUSSTAPELZAHL(Q" = (G™\, G",, [V (G")]));
end;
end;

Algorithmus 2: KOMPONENTENAUSSTAPELZAHL(Q?)

Die Uberpriifung der Bedingung in der while-Schleife fiir einen zu betrachten-
den Knoten v und das Ausstapeln dieses Knotens v bendtigt eine Rechenzeit
von O(n + m). Zur Bewertung der Knoten aus der Spitze von G") durch f;

miissen O(n + m;) Schritte ausgefiihrt werden. Fiir die zur Berechnung von
KOMPONENTENAUSSTAPELZAHL(Q?) benétigte Zeit Tica (n;, m;) gilt damit:

TKA(TLZ', mz) = O(Tlll (Tl + m) +n + mil) + TA(nZ — Ny, My — mil),

wobei n;, die Anzahl derjenigen Knoten angibt, die innerhalb der while-Schleife
auf den Zielstapel gebracht wurden — m;, ist die Summe der in G% aus diesen
Knoten ausgehenden Kanten. Wir wollen nun den Rechenzeitaufwand T der
Prozedur AUSSTAPELZAHL bestimmen. Im schlechtesten Fall handelt es sich
beim zu untersuchenden Stapelproblem () um ein Problem, das sich nicht weiter
in stark zusammenhéngende Komponenten zerlegen 148t. Ty 148t sich somit wie
folgt abschétzen:
Ta(n,m) < Tp(n,m) + Txa(n, m).

Somit ist die Prozedur KOMPONENTENAUSSTAPELZAHL nur auf ein Sta-
pelproblem — ndmlich () selbst anzuwenden:

Tia(n,m) =O(ni(n+m)+mqy +n)+Ta(n—ny,m—my)
< O(ni(n+m)+my +n)+Tp(n —ny,m—my)
+ Txa(n — ny,m —my).

Die Rekursionstiefe zur Losung von () betrage ¢, t < n. Somit gilt:

Txa(n,m) O(ni(n+m)+m+n)+Tp(n—ny,m—my)

O(ng(n +m) +m —mq +n) 4+ Tp(n —ny — ng,m —my — my)

+ 4+ IA
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t—1 t t
+ O(nt(n+m)+m—2mi+n> +Tp (n—Zni,m—Zmi>.
i=1 i=1 i=1

Damit folgt:

<
Il
—

Esgilt t <n, Xt_,n; <n, Y, m; <m, Tp(n,m) = O(n + m). Wir kénnen
folgende Abschéitzung vornehmen:

IN

Tia(n,m)

@) (gnz (n+m) +§m+§n> +§TD(n,m)

< O(n®+nm+nm+n?) + nTp(n,m)

= O(n®+nm) = 0(n?).
Fiir T erhalten wir so:
Ta(n,m) < O(n+m) + O(n* + nm) = O(n* + nm) = O(n?).

Dies ist auch gleichzeitig die benotigte Rechenzeit des gesamten Losungsalgorith-
mus, da zur Berechnung derjenigen Knoten, die Lemma 3.6 geniigen, ebenfalls
nur O(n? + nm) Schritte benétigt werden.

3.3.5 Erfahrungen mit den Algorithmen

Zur Durchfiihrung von Experimenten sind zunichst Beispielgraphen zu generie-
ren, die Ausgangs- und Zielstapel eines Stapelproblems reprisentieren. Die Kno-
ten eines gerichteten, kreisfreien Graphen kdnnen in gewisse Ebenen eingeordnet
werden, zwei Knoten liegen genau dann in einer Ebene, wenn die Linge der
kiirzesten Pfade, die von der Spitze des Graphen zum Knoten fiihren, gleich ist.
Die durchschnittliche Breite eines solchen Graphen ergibt sich aus dem arithme-
tischen Mittel der Knotenanzahl in diesen Ebenen des Graphen. Die Héhe eines
gerichteten, kreisfreien Graphen G ist die Anzahl dieser Ebenen — nach Definition
3.2 die Linge des lingsten Pfades in G.

Obwohl das Generieren solcher zufilligen Graphen kein triviales Problem ist,
soll hier nicht ndher darauf eingegangen werden. Im wesentlichen verwenden wir
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die Methode, die HEMPEL und VASILKOV [15] erldutern. Dabei lassen sich unter
anderem die durchschnittliche Breite und Hohe eines zu generierenden Graphen
vorgeben sowie dessen Kantendichte —d. h. die Wahrscheinlichkeit, mit der mogli-
che Kanten im Graphen existieren.

Bei den ersten Experimenten fiel auf, dafl ein sehr hoher Anteil der unter-
suchten Probleme in verniinftiger Zeit losbar ist. Algorithmisch bedeutet das fiir
diese Beispiele: Im Branch-and-Bound Verfahren ist keine Verzweigung notig, im
heuristischen Verfahren miissen keine Knoten durch f5; bewertet werden. Schritt
fiir Schritt finden sich immer wieder Knoten, die entweder den Voraussetzungen
von Lemma 3.6 geniigen oder sich direkt auf den Zielstapelplatz einstapeln lassen,
solange, bis der Ausgangsstapel vollstandig abgearbeitet wurde. Das Branch-and-
Bound Verfahren und das heuristische Verfahren liefern in diesem Fall natiirlich
die gleichen Ergebnisse. In Tabelle 3.1 wird der Anteil derjenigen Beispiele (ge-
messen an allen untersuchten Problemen) angegeben, welche ohne Verzweigung
l6sbar sind. Die betrachteten Graphen haben maximal 100 Knoten, die Kanten-
dichte betrigt 25 %. Es wurde die Abhingigkeit von der Struktur der Graphen
— Verhiltnis von Héhe zu Breite — untersucht.

Kantendichte: 25 %, [V] < 100
ra=Hohe/Breite im Ausgangsstapel
rz=Hohe/Breite im Zielstapel
TZ:]_O ’I“Z:]_ TZZO.]_
ra =10 | 97% 94% 91%
ra=1 |96% 90% 83%

ra =0.1]90% 80% 63%

Tabelle 3.1: Anteil der Beispiele, die in akzeptabler Zeit 16sbar sind, gemessen an
allen untersuchten Stapelproblemen mit den angegebenen Parametern.

Dabei scheint diese Struktur der Stapel eine wesentliche Rolle zu spielen, so
dafl auch in den folgenden Experimenten diese Struktur als Parameter variiert
wurden. Dabei mufl erwihnt werden, dafl im weiteren Text nur noch iiber Beispie-
le berichtet wird, fiir deren Losung im Branch-and-Bound Algorithmus wirklich
verzweigt werden mufl — im heuristischen Verfahren demnach eine Bewertung
durch die Funktion f5 stattfindet.

Qualitiat der Heuristik

In mehreren Versuchsreihen wurden die Ergebnisse des heuristischen Verfahrens
fiir 5,10,15,20 und 25 Prozent Kantendichte bewertet. Dabei wurden wieder je-
weils drei verschiedene Strukturen von Ausgangs- und Zielstapel gegeniiberge-
stellt. In Tabelle 3.2 wird angegeben, in wieviel Prozent der untersuchten Félle
die Heuristik das Optimum (O) und eine ,gute* (G) Losung (Abweichung vom
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Optimum um maximal einen Knoten) liefert. Die Genauigkeit, mit der das heu-
ristische Verfahren arbeitet, iibertraf alle Erwartungen.

Kantendichte: 25 %, |V| < 50 Kantendichte: 15 %, |V] < 50
ra=Hohe/Breite im Ausgangsstapel ra=Hohe/Breite im Ausgangsstapel
rz=Hohe/Breite im Zielstapel rz=Hohe/Breite im Zielstapel
Tz—]_o TZ:]_ ’I“ZZO.]_ ’I“Z:]_O ’I“Z:]_ Tz—O]_
A= 10 0: 93% | 0: 94% | O: 88% rn = 10 0: 86% | O: 81% | O: 82%
G: 99% | G: 99% | G: 98% G: 99% | G: 98% | G: 98%
x=1 0: 91% | 0: 8% | O: 82% ry =1 O: 81% | O: 7% | O: 7%
G: 99% | G: 99% | G: 99% G: 97% | G: 96% | G: 98%
A= 0.1 O: 84% | O: 78% | O: 74% rx = 0.1 O: 81% | O: 76% | O: 82%
G:98% | G: 97% | G: 97% G: 96% | G: 96% | G: 95%
Kantendichte: 10 %, |[V| < 50 Kantendichte: 5 %, |V| < 50
ra=Hohe/Breite im Ausgangsstapel ra=Hohe/Breite im Ausgangsstapel
rz=Hohe/Breite im Zielstapel rz=Hohe/Breite im Zielstapel
Tz—]_o TZ:]_ ’I“ZZO.]_ ’I“Z:]_O ’I“Z:]_ Tz—O]_
x =10 O: 71% | O: 1% | O: 79% x = 10 O: 75% | O: 15% | O: 84%
G: 94% | G: 95% | G: 96% G: 94% | G: 94% | G: 98%
=1 O: 70% | O: 76% | O: 79% ry =1 O: 79% | 0: 86% | O: 91%
G:91% | G: 94% | G: 96% G:99% | G: 97% | G: 99%
A= 0.1 O: 7% | 0: 79% | O: 81% rx= 0.1 O: 87% | O: 88% | O: 95%
G:96% | G: 94% | G: 97% G: 98% | G: 99% | G: 99%

Tabelle 3.2: Qualitiat der Heuristik fiir verschiedene Kantendichten

Rechenzeit der Algorithmen im Vergleich

Der Vergleich der bené6tigten Rechenzeiten des Branch-and-Bound und des heuri-
stischen Verfahrens fillt recht eigentiimlich aus: Die betrachteten Beispiele lassen
sich in zwei Gruppen einteilen: In der ersten Gruppe — der iiberwiegenden Anzahl
der Beispiele — gibt es kaum einen Unterschied zwischen den beiden Verfahren, die
Rechenzeit betreffend. So liegt die bendtigte Rechenzeit Tieyristik () des Néhe-
rungsverfahrens fiir Stapelprobleme ) aus dieser Gruppe unter einer Sekunde!.
Die Rechenzeit Thranch—and—Bound (@) des exakten Verfahrens betréigt ebenfalls we-
niger als eine Sekunde. In der zweiten — deutlich kleineren — Gruppe steigt der
Aufwand des exakten Verfahrens enorm an, hier finden wir Rechenzeiten von
30 Sekunden bis zu mehreren Stunden, wihrend die gleichen Beispiele mit dem
Néherungsverfahren in wenigen Sekunden gel6st werden kdnnen.

LAlle angegebenen Rechenzeiten beziehen sich auf einen Pentium 133 mit 32 MB RAM
Hauptspeicher.
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Fiir Probleme groerer Ordnung (n > 200) ist diese Einteilung nicht ohne wei-
teres moglich. Hier arbeitet die Heuristik zwar ebenfalls sehr schnell, jedoch lassen
sich keine nachpriifbaren Aussagen iiber die Qualitdt der Ergebnisse machen, da
es praktisch unmoglich ist, die exakten Werte zu bestimmen.

Mit Tabelle 3.3 geben wir einen Uberblick iiber die bendtigten Rechenzeiten
des exakten Verfahrens in Abhéngigkeit von der Struktur der untersuchten Stapel.
Dabei wurden dieselben Beispiele ausgewertet die bereits in Tabelle 3.2 betrachtet
wurden.

Kantendichte:
Rechenzeit 5% ‘ 10% ‘ 15% ‘ 25%
<lIs 87 74 91 59
1-5s 9 17 6.7 | 36
6 — 120s 3 5 1.7 | 4
121 — 7200s 0.8 3 0.4 0.6
> 7200s 0.2 1 0.2 0.4
Anzahl der berech- | 1240 | 2785 | 3043 | 1623
neten Beispiele

Tabelle 3.3: Prozentuale Verteilung der untersuchten Stapelprobleme beziiglich
Kantendichte und benétigter Rechenzeit fiir den Branch-and-Bound Algorithmus

Tabelle 3.4 zeigt den Anteil ,,schwieriger” Beispiele an den untersuchten Sta-
pelproblemen. Schwierig soll in diesem Fall bedeuten, dafl die zur Lésung eines
Stapelproblems @) bendtigte Zeit Thranch—and—Bound () mehr als zehnmal grofier
ist, als die Zeit Theuristik(@), die der heuristische Algorithmus benotigt:

TBranch—and—Bound (Q) > 10 - THeuristik(Q)-
Unter diesen Beispielen ist jedoch auch der Faktor 1000 keine Seltenheit.

Kantendichte: 20 %, V| < 50 Kantendichte: 10 %, [V] <50

ra=Hohe/Breite im Ausgangsstapel ra=Hohe/Breite im Ausgangsstapel

rz=Hohe/Breite im Zielstapel rz=Hohe/Breite im Zielstapel
’I“Z:]_O TZ:]_ ’I“Z:O.]_ ’I“Z:]_O ’I“Z:]_ ’I“Z:O.]_

ra =10 | 0.7% 0.1% | 0.1% ra =10 | 8% 6% 4%

ra=1 0.5% 0.3% | 0.4% ra =1 11% 10% 4%

ra =0.1]2.6% 3.5% | 7.5% ra=0.1|5% 8% 2%

Tabelle 3.4: Anteil ,,schwieriger® Stapelprobleme fiir verschiedene Kantendichten

Urspriinglich bestand die Vorstellung, dafl Stapelprobleme mit einer sehr ho-
hen Kantendichte (25%) sehr schwierig zu l6sen seien. Die Auswertung der Expe-
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rimente ergab jedoch eher das Gegenteil. HEMPEL und VASILKOV [15] berichten
ebenfalls von steigender Schwierigkeit bei abnehmender Kantendichte des Gra-
phen. Hierfiir ist die geringe Wahrscheinlichkeit fiir die Existenz von Kreise ver-
antwortlich zu machen, die Lemma 3.6 erfiillen — je geringer die Kantendichte,
desto grofler werden die Kreise in Gy U G7.

Gleichzeitig muf} festgestellt werden, dafl der Einflul der Struktur der Gra-
phen auf Giite und Geschwindigkeit der Heuristik nicht so grof} ist, wie zunéchst
vermutet. Ebenfalls aus [15] entnehmen wir, dafi die Zerlegung des Problems in
stark zusammenhéngende Komponenten nicht immer den erhofften Effekt bringt
—in der Regel finden wir isolierte Knoten vor sowie eine sehr grofle Komponente.
Bei nidherer Betrachtung ist dies nicht weiter verwunderlich: Zwei groflere stark
zusammenhéngende Komponenten A und B verschmelzen zu einer einzigen, so-
bald es nur einen Pfad gibt, der von A nach B fiihrt und einen der von B nach
A fiihrt.

Abschlieflend konnen wir sagen, daf§ fiir Probleme mit weniger als 100 Stapel-
elementen eine Kombination der beiden vorgestellten Verfahren sehr sinnvoll ist:
Erst wenn das Branch-and-Bound Verfahren in einem vorgegebenen Zeitintervall
keine Losung liefert, sollte das heuristische Verfahren auf das Problem angesetzt
werden.



Kapitel 4

Stapelprobleme mit nicht
eineindeutiger
Elementezuordnung

4.1 Perfekte Matchings in paaren Graphen

Definition 4.1 Ein Graph G = (V, E) heifit genau dann paarer Graph, wenn
V=XUYist, XNY = 0 ist, und X und Y unabhingige Mengen in G sind.
Fiir G schreiben wir dann auch G = (X,Y, E).

Definition 4.2 Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Menge M C E
von Kanten dieses Graphen heiflt genau dann Matching von G, wenn keine zwei
Kanten aus M mit einem gemeinsamen Knoten inzident sind.

Ein Matching M eines Graphen G heif}t genau dann mazimum Matching von
G, wenn fiir alle anderen Matchings M’ von G |M'| < |M| gilt. Ein maximum
Matching M von G heifit genau dann perfekt, wenn |M| = |V|/2 gilt.

Lemma 4.1 Es seien G; = (X,Y, E}) und Gy, = (X, Y, E,) ungerichtete, paare
Graphen. Weiterhin sei M; ein perfektes Matching von G; und M, perfektes
Matching von G5. Dann liegt jeder Knoten aus Gz := (X,Y, M; U M;) dessen
Valenz zwei betrigt, in einem Kreis aus Gj.

Beweis: Angenommen, Lemma 4.1 gilt nicht. Dann existieren Knoten
u, v,V € X UY mit vy # vy, fiir die gilt:

{u,v1}, {u,vo} € My U M, und u liegt in keinem Kreis.

Offensichtlich liegen die Kanten {u,v;} und {u, vy} in einem Pfad P in Gj. Es
seien = und y die Anfangs- bzw. Endknoten dieses Pfades.

87
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Da z; die Valenz zwei hat, liegt {z,z;} entweder in M; oder in My — 0.B.d.A.
nehmen wir {x, x1} € M; an. Da {z,z,} € M, gilt und = in G3 nur die Valenz eins
hat, gibt es im Matching M keine Kante, die mit x inzident ist. Das widerspricht
jedoch der Voraussetzung, daf§ M; und M, perfekte Matchings sind. Damit ist
die Annahme falsch und das Lemma bewiesen. O

Lemma 4.2 Es seien G; = (X,Y, E}) und Gy = (X, Y, E,) ungerichtete, paare
Graphen. Weiterhin sei M; ein perfektes Matching von G; und M, perfektes
Matching von Gy. Der Graph G3 := (X,Y, M; U M,) ist genau dann kreisfrei,
wenn M; = M, gilt.

Beweis: (,,<=“): Trivial. (,,=“): Angenommen, es gilt M; # M,: Dann existie-
ren voneinander verschiedene Knoten u, vy, v, € X UY, fiir die {u,v;} € M; und
{u,vo} € M, gilt. Damit hat der Knoten u Valenz zwei in G3 — nach Lemma 4.1
besitzt GG3 somit einen Kreis. Das widerspricht der Voraussetzung. O

Lemma 4.3 Es seien G; = (X,Y, E}) und Gy = (X, Y, E,) ungerichtete, paare
Graphen. Weiterhin sei M; ein perfektes Matching von G; und Ms perfektes
Matching von Gy. Besitzt der Graph G5 := (X,Y, M; U Ms) genau einen Kreis,
dann gibt es fiir G5 aufler M; und M, kein weiteres perfektes Matching.

Beweis: Angenommen, die Aussage des Lemmas sei falsch: Dann existieren Kan-
ten {u,v} und {z,y} in einem perfekten Matching M3, fiir die

{u,v} € My, {u,v} & My und {z,y} € My, {x,y} & M, gilt. (4.1)

Da M; und M, perfekt sind, miissen u, v, x und y die Valenz zwei in G5 haben.
Damit liegt nach Lemma 4.1 jeder dieser Knoten in einem Kreis von G3 — da
es in G3 nach Voraussetzung nur einen Kreis C' gibt, liegen die Kanten {u,v}
und {z,y} alle in C. Da es sich bei M; und M, um Matchings handelt, liegen
die Kanten aus C' abwechselnd in M; und M>. Da Mj ein Matching ist, liegen
die Kanten aus C' ebenso abwechselnd in Mj5; und nicht in Mj5. Somit sind die
Kanten aus M3 in C entweder alle aus M; oder alle aus Ms. Somit gilt entweder
{u,v}, {z,y} € My oder {u,v}, {z,y} € M, was (4.1) widerspricht. O

Satz 4.4 Es seien G1 = (X,Y,E)) und Gy = (X,Y, Ey) ungerichtete, paare
Graphen. My sei ein perfektes Matching von G1 und My perfektes Matching von
Go. Die Anzahl der Kreise im Graphen G5 := (X,Y, My U M) betrage ¢. Dann
gibt es genau 2°¢ verschiedene perfekte Matchings in G3.



4.2. NICHT EINEINDEUTIGE STAPELPROBLEME 89

Beweis: Wir fithren den Beweis mittels vollstdndiger Induktion iiber die Anzahl
der Kreise.

Induktionsanfang: Es sei ¢ = 0, d. h. Gj ist kreisfrei. Nach Lemma 4.2 gilt daher
M, = M,, das bedeutet, fiir GG3 existiert nur ein perfektes Matching: 2¢ = 1.
Damit ist der Induktionsanfang gesichert.

Induktionsschritt: Der Satz 4.4 gelte fiir ¢ = k. Wir betrachten nun G3 mit
¢ =k + 1 Kreisen — C sei einer dieser Kreise. Fiir G5 \ C gilt:

Die Anzahl der perfekten Matchings in G5\ C betrigt 2",

Nach Lemma 4.3 kommen fiir C' nur die beiden Matchings M; und M, als perfekte
Matchings in Frage. Fiir G'3 gibt es somit einmal die 2¥ Matchings fiir G3\ C und
das Matching M, fiir C' und das andere Mal die 2¥ Matchings fiir G5 \ C' und das
Matching M, fiir C'. Damit betrdgt die Anzahl der perfekten Matchings fiir G5
2k 4 ok — ok+1 — 9¢ O

4.2 Eigenschaften nicht eineindeutiger Stapel-
probleme

Bei den in den vorangegangenen Kapiteln untersuchten Stapelproblemen wurde
immer eine eineindeutige Zuordnung der Elemente des Ausgangsstapels zu den
Elementen des Zielstapels vorausgesetzt. Das hatte zur Folge, dafl wir nicht zwi-
schen Stapelelementen und Plitzen im Stapel, auf die sie gebracht werden diirfen,
unterscheiden muf3ten. Natiirlich ist ein wesentlich allgemeineres Modell denkbar,
bei dem diese Zuordnung keineswegs eineindeutig — ja noch nicht einmal eindeutig
zu sein braucht.

Den praktischen Hintergrund eines solchen Modells bilden Stapelelemente bzw.
Positionen im Stapel, die auf eine definierte Weise beziiglich einer Position im
Stapel bzw. eines Stapelelements gleichberechtigt sind. In einem solchen Modell
muf} nun streng zwischen den Elementen des Ausgangsstapels und den Positionen
im Zielstapel unterschieden werden.

Definition 4.3 R = (Ga = (Va, Ar), Gz = (Vz, Az), f, k) heifit genau dann

nicht eineindeutiges, verzweigtes Stapelproblem, wenn
i) Ga und Gy verzweigte Stapel sind,
ii) k£ > 0 eine natiirliche Zahl ist,
iii) Vi und V7 disjunkt sind und |Va| = |V| gilt und

iv) f von V} in die Potenzmenge von Vz abbildet: f:Vy — 22
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Eine solche Zuordnungsfunktion kénnen wir uns als ungerichtete Kanten in einem
Graphen denken, dessen Knotenmenge einerseits aus den Elementen des Aus-
gangsstapels und andererseits aus den Elementen des Zielstapels besteht. Zur
Veranschaulichung diene hier wieder das Beispiel von Seite 65 mit der Zuord-
nungsfunktion f : {1,2,3,4,5,6} — 2{®bedef},

1 a
‘ b f) = {a,b},
\ 1) = {bel,
f3) = A{c},
y f4) = {edj,
e f(5) = A{a,e f},
f6) = {e [}
6 f

Definition 4.4 Ein  nicht eineindeutiges, verzweigtes  Stapelproblem
R=(Gx = (Va,Anr), Gz = (Vz,Az), f, k) ist genau dann ldsbar, wenn

i) eine eineindeutige Funktion g : Vi — V7 existiert, so daB fiir alle v € Vj
g(v) € f(v) gilt und

ii) @ := (Ga, G":= (Va, A), k) losbares (eineindeutiges) Stapelproblem ist,
mit A = {(u,v) : (9(w), g(v) € A7}.

Wir fiihren somit die Losbarkeit von nicht eineindeutigen Stapelproblemen auf
eineindeutige Probleme zuriick, indem wir eine eineindeutige Zuordnung von Ele-
menten des Ausgangsstapels zu Elementen im Zielstapel fordern, so dafy das re-
sultierende eineindeutige Stapelproblem losbar ist.

Definition 4.5 Es seien Gy = (Vy, Ax) und Gz = (Vz, Az) Stapel und f mit
f : Vo —> 2Y% eine Zuordnungsfunktion. V4 und V7, seien disjunkt, dann ist der
Zuordnungsgraph G(f) := (V, E) beziiglich f wie folgt definiert:

i) V:=V,yUV; und
i) £ :={{u,v}:ueVy,veVzund v € f(u)}.

Definition 4.6 Es sei G = (X,Y, A) ein paarer Graph und M ein perfektes
Matching von G. Dann ist die Matchingfunktion fy wie folgt definiert:

Fiir alle v € X mit {u,v} € M gilt fy(u) == v.
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Zur Losung eines nicht eineindeutigen Stapelproblems R mufl die Funktion f
also eine eineindeutige Zuordnung ¢ von Stapelelementen des Ausgangsstapels
zu Plédtzen im Zielstapel zulassen. Eine solche Funktion g représentiert somit ein
perfektes Matching im Zuordnungsgraphen G(f). Damit kénnen wir folgenden
Satz formulieren.

Satz 4.5 Essei R = (Ga, Gy, f, k) ein lisbares, nicht eineindeutiges, verzweigtes
Stapelproblem. Dann gibt es in G(f) ein perfektes Matching.

Beweis: Nach Definition 4.4 gibt es eine eineindeutige Funktion ¢ fiir die gilt:
e g:V(GA) — V(Gy),
o fiir alle v € V(Ga) gilt g(v) € f(v).

Die Kantenmenge M := {{u,g(u)} : u € V(Ga)} ist offensichtlich ein perfektes
Matching fiir G(f).0

Die Existenz eines solchen perfekten Matchings ist somit eine notwendige Voraus-
setzung fiir die Losbarkeit eines nicht eineindeutigen, verzweigten Stapelproblems
R. Das Beispiel von Seite 90 erfiillt diese Bedingung, denn es existiert eine einein-
deutige Funktion g : V/(G4) — V(Gy) so, dafi fiir alle v € V(GA) g(v) € f(v)
erfiillt ist:

1 a
2 b g(1) = a,
N . 9(2) =0,
9(3) =c,
y d g(4) =d,
5 e 9(5) = ¢,
6)=f.
) o 9(6)=f

4.3 Auswahl einer eineindeutigen Zuordnung

Bevor also ein konkret formuliertes Stapelproblem auf seine Lésbarkeit hin un-
tersucht wird, sollte iiberpriift werden, ob die vorgegebene Zuordnungsfunktion
f eine Losung iiberhaupt zuldfit. Nach einem Algorithmus von HOPCROFT und
KARP [4] kann fiir paare Graphen G = (V, F) ein maximum Matching M in
O(|V|2|E|) Schritten bestimmt werden. Sollte fiir dieses gefundene Matching M
|M| = |V|/2 gelten, so handelt es sich in unserem Fall — da |Vi| = |Vz| gilt -
auch um ein perfektes Matching.
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Satz 4.6 Die Problemklasse

NSP:={R = (Gx = (Va, Ap), Gy = (V, A7), f, k);

R ldsbares, nicht eineindeutiges, verzweigtes Stapelproblem.}

15t NP-vollstindig.

Beweis: Satz 4.6 folgt unmittelbar aus Satz 3.5. O

Zur Losung des vorgegebenen Problems kann dieses auf eine Anzahl von Pro-
blemen reduziert werden, bei denen die Zuordnung der Elemente zu den Plédtzen
im Stapel eineindeutig ist. Da es jedoch im schlechtesten Fall (G(f) = K,,,,) n!
viele perfekte Matchings in G(f) gibt, ist bereits an dieser Stelle ein exponen-
tieller Zeitaufwand notwendig. Im folgenden wird uns nun interessieren, ob sich
auf andere Art in polynomialer Zeit ein perfektes Matching M fiir G(f) finden
148t, fiir das das daraus resultierende eineindeutige Stapelproblem mit minimaler
Hilfsstapelanzahl 16sbar ist.

Lemma 4.7 Es sei R = (Ga = (Va,An), Gz = (Vz,Az), f, k) ein (formal)
nicht eineindeutiges, verzweigtes Stapelproblem, so dafl die Kanten von G(f)
ein perfektes Matching E fiir G(f) bilden. Dann gibt es eine Erweiterung R =
Gy = (Vi,AY), G = (V] AY), f', k) von R, so dal R' ebenfalls ein nicht
eineindeutiges, verzweigtes Stapelproblem ist, das die folgenden Eigenschaften
erfiillt:

1. G(f") hat maximal zwei voneinander verschiedene perfekte Matchings E’
und M’ (gibt es in G(f’) nur ein perfektes Matching, so gilt E' = M").

2. Esgilt VA CV{, Vz, CV/und E C E'.

3. R" = (G\,G", fe, k) ist genau dann 16sbar, wenn R losbar ist, wobei fg/
die Matchingfunktion von E’ ist.

4. R" = (G'\,GY, fur,0) ist 16sbar, wobei fy; die Matchingfunktion von M’
ist,

5. R', E' und M' kénnen in Polynomialzeit bestimmt werden.

Beweis: Um Lemma 4.7 zu beweisen, zeigen wir, wie sich perfekte Matchings E’
und M’ mit den geforderten Eigenschaften beschaffen lassen.

M? sei zuniichst leer. Sukzessive fiigen wir nun Kanten zu M° hinzu. Dazu
betrachten wir G5 und Gz und wéhlen ein Element u der Spitze des Ausgangs-
stapels G5 und ein Element v, das im Zielstapel Gz ganz unten liegt. Wir ordnen
dem Element u den Platz von v zu, das heifit, wir fiigen die Kante {u,v} zur
Menge M hinzu, falls
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e dadurch im Graphen G(fr)UG(fyouguw)) der durch die Kantenmenge £U
M° U {u,v} reprisentiert wird, kein Kreis entsteht oder

e u das einzige Element des Ausgangsstapels und v das einzige Element des
Zielstapels ist.

M := M°U{u,v}, E':=FE

-~ d{;z(v) =0

GA GZ

Sollte sich kein solches Paar u,v finden, so wéihlen wir einen beliebigen Kno-
ten u der Spitze des Ausgangsstapels G und fiigen ein neues Element z, zum
Ausgangsstapel GG, und ein neues Element z7 zum Zielstapel Gz hinzu:

GA = GA U ({.’L'A}, @), GZ = GZ U ({l‘z}, @)

Diese Knoten sind jeweils isolierte Knoten in den Graphen. Entsprechend miissen
nun £ und M° erweitert werden:

E' = Eu{{za, 27}y, M':= MU {{u,z;}}.

do (u)=0 —» S
Ml
El
O
TA Xy,

GA CJZ




94 KAPITEL 4. NICHT EINEINDEUTIGE ELEMENTZUORDNUNGEN

Durch diese Konstruktion wird gesichert, daf§ im Graphen G(fg:) U G(fan) der
durch die Matchingkanten in E' U M! bestimmt wird, kein Kreis entsteht.

Die mit der zu M' hinzugefiigten Kante inzidenten Knoten u und v bzw. u
und z7 werden im Ausgangsstapel G und im Zielstapel Gz mit allen inzidenten
Kanten gel6scht:

Gl = Ga\{u}, G, :=Gz\ {v} bzw. G} := Gz \ {2z}

Auf diese Art 148t sich Schritt fiir Schritt fiir jedes Element der Stapel eine in-
zidente Kante in einem Matching M! beschaffen. Dabei kann das Verfahren so
angewendet werden, dafl nach j Schritten nur noch neue Elemente vom Typ xx
im Ausgangsstapel G’ auftreten. Diese konnen dann ohne Riicksicht auf Aus-
stapelungen (die x5 liegen ja isoliert in G%) so den Elementen im Zielstapel G7,
zugeordnet werden, dafl keine Kreise in dem Graphen, der durch diese Zuord-
nungskanten und die Kanten aus E/ und M/ definiert ist, entstehen. (Da jeder
Knoten mit maximal 2 Kanten aus £/ U M7 inzident ist, kénnen in £ U M7 nur
Pfade, keine Baumstrukturen auftreten.) Durch dieses Vorgehen wird gesichert,
daf} das Verfahren nach [ Schritten abbricht und G(fg) UG(fy1) maximal einen
Kreis enthilt. Die so erhaltenen, um neue Knoten vom Typ x und zy erweiter-
ten Ausgangs- und Zielstapel G, und G} nennen wir G’y und G’,. Weiterhin sei
E':= E'und M' := M".

Gleichzeitig wurde sichergestellt, dafl mit der Zuordnung der Elemente des
Ausgangsstapels zu den Elementen des Zielstapels, die das perfekte Matching
M’ reprisentiert, der Ausgangsstapel in den Zielstapel ohne Ausstapelungen
tiberfiihrt werden kann, da durch die mit M’ definierte Zuordnung immer ein
Element der Spitze des Ausgangsstapels direkt auf den Zielstapel gelegt werden
kann:

R" .= (G'\, Gy, farr,0) ist losbar.

Das perfekte Matching F fiir das urspriingliche Stapelproblem R wurde so erwei-
tert, dafl die jeweils zu Ausgangs- und Zielstapel neu hinzugekommenen Elemente
xa und 7 in E' einander zugeordnet wurden. Da diese Elemente sowohl im Aus-
gangsstapel G', als auch im Zielstapel G, immer isoliert liegen, ist der neue Aus-
gangsstapel G’y mit der gleichen Anzahl an Ausstapelungen in G, iiberfiihrbar,
wie G5 in Gy iiberfithrt werden kann:

R":= (G'\,G, fr, k) ist 16sbar <= R ist losbar.
Wir definieren nun f’ so, daf}
fir alle v € V(G') f'(v) :={fw(v), far(v)} gilt.

E" und M’ sind offensichtlich in polynomialer Zeit berechenbar. Damit kann
natiirlich auch R' := (G, G",, ', k) in Polynomialzeit bestimmt werden. O

Das folgende Beispiel soll die Konstruktion, welche im Beweis von Lemma 4.7
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verwendet wird, illustrieren:

Beispiel:

Ga = ({17273}7 {(172)v (2?3)})7 Gy = ({aa ba C}v {(CL, b)a (ba C)})a

1 c
GAZ 2 Gzi b
3 a

fA)={b}, E={{1,b}, {2,a}, {3,¢}}, k=1
f(2) = {a},
fB3) =A{c}.

Dann ist R = (G, Gz, f, k) ein (formal) nicht eineindeutiges Stapelproblem und
E bildet ein perfektes Matching fiir G(f):

G(f) = ({1,2,3,@, b, C}a {{Lb}a {2,&}, {310}})1
1 b

G(f): 20—o0a

Es sei M? = (). Nun fiigen wir folgende Kante zu M hinzu: M' := M°U {{1,a}}.
Das perfekte Matching F bleibt unverindert: E' := E. Loschen wir die Knoten
1 und @ mit allen inzidenten Kanten aus G und Gy, so erhalten wir:

G = ({2,3}, {(2,3)}) und Gy = ({b,c}, {(b,0)}).

Der Zuordnungsgraph G(fg1) U G(fan), der durch die Kanten der Mengen E*
und M gebildet wird, bleibt kreisfrei:

2 a

G(fe) UG(fan): 1Zb

Oo———0O
3 c

Fiir die neuen Ausgangs- und Zielstapel findet sich zwar wieder ein Elementepaar
(2,b), so dafi 2 auf der Spitze des Ausgangsstapels G und b im Zielstapel Gz ganz
unten liegt, jedoch wiirde der Zuordnungsgraph G(fg:1) UG(fariuge,y) einen Kreis
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enthalten. Entsprechend dem Beweis von Lemma 4.7 fiigen wir nun ein Element
za zum Ausgangsstapel G}, und ein Element z7 zum Zielstapel G} hinzu:

Gh\ =G\ U ({zpa),0), G :=G,U ({xz},0).

AnschlieBend nehmen wir die Kante {za, 27} im Matching E' auf:

FE? := E' U {{z,z7}}. Gleichzeitig konnen wir die Kante {xx,b} zu M' hin-
zufiigen, ohne daf sich in G(fg2) U G(faugea,py) dadurch ein Kreis bildet:
M? := M" U {za,b}. Nun léschen wir die Knoten 2 und z7 mit allen inzidenten
Kanten aus G, bzw G4, und erhalten

c
e a2 i
O O
3 TA b
2 a
1 a C C
G O O lo—ob
(far2) e o G(fm)
17 30—0¢
T A Zy,
2 a
1 b
G(fr2) UG (far):
3 c
T A Zy,

Nun liegen alle in G% verbleibenden Elemente ,ganz oben® im Stapel. Im Ziel-
stapel G% steht b als ganz unten liegendes Element zur Verfiigung. Wir kénnen
nun entweder die Kante {3,b} oder die Kante {z,b} in M? aufnehmen. Wir
entscheiden uns fiir die Kante {3,b}: M? := M? U {{3,b}}. Nach dem Loschen
der Knoten 3 und b in den Stapeln G3 und G% verbleiben nun noch jeweils ein
isolierter Knoten x, im Ausgangsstapel G und das Element c im Zielstapel G.
Da diese beiden Elemente die einzigen sind, konnen wir die Kante {z 4, c} in M?
aufnehmen, obwohl damit im Graphen G(fgs) UG(fa2u(z,,cp) €in Kreis entsteht.
Mit M? := M? U {{za,c}} ergibt sich somit

2 a 2 a
lo ob 1 b
Glfee): Gfure):
30—0¢ 3 ¢
Oo————0

TA Xy TA Xy
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2 a

1 b
G(fre) UG(furs):

3 c

T A ZIy,

Nun sind Gy := Ga U ({za},0), G, := Gz U ({22},0), E' := E* M’ := M3
und [’ mit
fiir alle v € V(G}) gilt f'(v) := {fe(v), farr(v)}

die im Lemma 4.7 beschriebenen Stapel, Matchings und Zuordnungsfunktion.

1 &
G\ 2 Gl b
O (@)
3 TA a Xy,

Die gewiinschte Erweiterung ist R’ := (G'y, G, f', 1). Begriindung: Nach Lemma
4.3 enthélt G(f') nur die beiden perfekten Matchings E' und M’. Das nicht ein-
eindeutige Stapelproblem R" := (G'\, G, 1+, 1) ist 16sbar, da, um das Element
xa des Ausgangsstapels G, auf die Position x; des Zielstapels zu bringen, keine
zusitzliche Ausstapelung notwendig ist. Gleichzeitig ist das nicht eineindeutige
Stapelproblem R" := (G'\,GY, fi,0) losbar, da hier mit der Zuordnung, die
durch M’ festgelegt ist, keine Ausstapelung erforderlich wird, um den Ausgangs-
stapel G5 in den Zielstapel Gz zu iiberfiihren.

Lemma 4.8 Es sei R = (Ga = (Va,An), Gz = (Vz,Az), f, k) ein (formal)
nicht eineindeutiges, verzweigtes Stapelproblem, so dafl die Kanten von G(f)
ein perfektes Matching F fiir G(f) bilden. Dann gibt es eine Erweiterung R’ =
Gy = (VX,AY), Gy, = (V] AL), f', 2k) von R, so dafl R’ ebenfalls ein nicht
eineindeutiges, verzweigtes Stapelproblem ist, das die folgenden Eigenschaften
erfiillt:

1. G(f") hat maximal zwei voneinander verschiedene perfekte Matchings E’
und M’ (gibt es in G(f') nur ein perfektes Matching, so gilt E' = M").

2. Esgilt Vo C V],V C V) und E C E'.

3. R" = (G'\, G, fgr,2k) ist genau dann losbar, wenn R losbar ist, wobei fg/
die Matchingfunktion von E' ist.

4. R" = (G'\,GY, fur, 2k + 1) ist 16sbar, wobei fy; die Matchingfunktion von
M’ ist und k£ minimal.
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5. R', E" und M’ kénnen in Polynomialzeit bestimmt werden.

Beweis: Zunichst ersetzen wir G5 durch zwei Kopien von G 5 und ersetzen gleich-
zeitig Gz durch zwei Kopien von GGz. Damit erhalten wir ein nicht eineindeutiges
Stapelproblem R’ = (Hy, Hyz, f, 2k):
SMGX X G, V(Gk)ﬂV(Gf&) :(b, Hy = GSAUGIA
G, G, =Gy, V(G)NV(GY) =0, Hz:=G,UGY,, mit

(V(Gz) UV(Gz)) N (V(Gy) UV(GY)) =9,

wobei die Zuordnungsfunktion f ebenfalls um die entsprechenden Zuordnungen
erweitert wurde, so dafl RY eine ,, Verdoppelung® des Problems R ist. Offensichtlich
ist RY genau dann lésbar, wenn R es ist.

Nun 148t sich Lemma 4.7 auf R® anwenden und wir erhalten eine Erweiterung
R' = (G}, G}, f',2k) von R°, so daB G(f') maximal zwei voneinander verschie-
dene perfekte Matchings E' und M! enthilt, Hy C GY und H; C G} und
E C E' gilt. Desweiteren ist R := (G}, G}, fu1,2k) genau dann losbar, wenn
R 16sbar ist und auBerdem ist R := (G}, G}, far, 0) losbar.

Nun erweitern wir das Problem R' wie folgt: Sofern es im Matching M! eine
Kante {u, v} gibt, die nicht in E' liegt, wiihlen wir diese, anderenfalls betrachten
wir eine beliebige Kante {u,v} € M! = E'. Dabei soll u aus dem Ausgangsstapel
G} und v aus dem Zielstapel G% stammen. Wir fiigen nun Elemente u' und v”
zum Ausgangsstapel G, und Elemente v’ und v” zum Zielstapel G, hinzu. Dies
soll derart geschehen, dafl u” im Ausgangsstapel auf v’ liegt und die entstehende
gerichtete Kante (u”,u') im Ausgangsstapel G isoliert bleibt. Im Zielstapel G
soll " nur auf v liegen — v" dagegen soll auf v liegen und unter allen denjenigen
Elementen des Zielstapels G}, die urspriinglich auf v lagen. Das neue Element v’
,ibernimmt“ gewissermaflen alle urspriinglich aus v ausgehenden Kanten:

- v g
v —

Durch die Hinzunahme dieser vier neuen Elemente erhalten wir einen neuen Aus-

gangsstapel G3 und einen neuen Zielstapel G%. Nun miissen die neuen Elemente

o', u”,v" und v" sowohl in das perfekte Matching M als auch in E' aufgenommen
werden:

4

E? .= E' U {{u,v"}, {u",v'}}.
Das perfekte Matching M* erhalten wir wie folgt: In M streichen wir die Kante
{u,v} und fiigen stattdessen {u,v'}, {v',v} und {u”,v"} hinzu:

M? = (M"\ {u, 0}) U {{u, v}, {0}, {u”, 0"}
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OoO——O Oo——O
E?: : M? .
O——O O———O
W O——O " U v
q q z><2
u” G u' v
Oo——-O0
u"” V"

Dadurch wird sichergestellt, dal im Graphen G(fg2) U G(far2), der durch die
beiden Matchings M? und E? reprisentiert wird, nur dann ein Kreis entstehen
kann, wenn urspriinglich E' = M' galt. Somit enthilt G(fg2) U G(fy2) nur
genau dann diesen einen Kreis. Gilt jedoch {u,v} € E, so wird kein zusétzlicher
Kreis erzeugt, da nur die Kante {u,v} mit Hilfe neuer Knoten zu einem Pfad
[u, v’ u" 0" u' v] erweitert wurde.

O——=0O
G(fe2) UG(fur2) :

Die Anzahl notwendiger Ausstapelungen fiir R? := (G%, G2, fg2,2k) hat sich
gegeniiber R" durch die oben beschriebene Operation nicht gesindert:

u O

Das Element u” kann zu jeder Zeit vom Ausgangsstapel entnhommen werden.
Um den neuen Zielstapel vollstéindig aufzubauen, geniigt es, u' zuletzt auf G2
zu legen. Ansonsten kann wie zur Losung von R! verfahren werden. Daher sind
keine zusitzlichen Hilfsstapelplitze zur Losung von R? notwendig.
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Zur Losung von R?" := (G%, G%, fur>, 1) erhoht sich dagegen die Anzahl not-
wendiger Ausstapelungen um einen Knoten gegeniiber R!":

An der Stelle in einer fiir das Problem R!" optimalen Umstapelfolge, an der u auf
den Zielstapelplatz v gebracht wurde, ist nun zunéchst das Element u' dorthin
zu bringen. Das ist jedoch nur moglich, wenn vorher u” auf einen Hilfsstapelplatz
ausgestapelt wurde. AnschlieBend kann weiter wie zur Losung von R!” verfahren
werden — zum Schlufl wird «” auf den Zielstapel gebracht.

Durch diese Erweiterung von R' zu R? := (G}, G2, f?,2k) mit f? so, daB

fiir alle v € V(G3) f2(v) :== {f2(v), far:(v)} gilt,

wurde erreicht, dafl sich die Anzahl notwendiger Ausstapelungen zur Losung von
R?" gegeniiber R um eins erhéht, wihrend R? genau dann losbar bleibt, wenn
RY 15sbar ist.

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens kénnen wir Schritt fiir Schritt
zu nicht eineindeutigen Stapelproblemen

R%'H’ = (Gik-H; G%]H—la fE'Qk-H; Qk) und R2k+1” = (Gik-Ha G%k—Ha fM2k+17 2k + 1)

gelangen, so daB R**!" genau dann 16sbar ist, wenn R 15sbar ist und R%**" mit
genau 2k + 1 Ausstapelungen gel6st werden kann. Gleichzeitig bleibt gesichert,
dal der Graph, der durch E?**!' U M?+! reprisentiert wird, héchstens einen
Kreis enthilt. Damit sind die im Lemma 4.8 geforderten Stapel Gy := G%¥*' und

G, = G2 gefunden. Die gesuchte Zuordnungsfunktion f’ ergibt sich wie folgt:
Fiir alle v € V(GikJrl) sei f’(?}) = {fE2k+1 (U), fM2k+1 (’U)}

Nach der Konstruktion und Lemma 4.3 ist klar, da G(f’) genau die beiden
perfekten Matchings E' := E?*! und M’ := M?*! enthilt. Damit ist R :=
(G, G, f',2k) die geforderte Erweiterung von R.O

Wir wollen nun an einem Beispiel verdeutlichen, wie fiir ein gegebenes, formal
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nicht eineindeutiges Stapelproblem R die in Lemma 4.8 beschriebene Erweiterung
R' nach der Konstruktion des Beweises bestimmen konnen.

Beispiel: Wir betrachten ein Stapelproblem R, das durch die folgenden Ausgangs-

und Zielstapel
1 b

Ga: g und Gy: E :

2 a

sowie durch die Zuordnungsfunktion f definiert ist:

f(1) ={b}, f(2) ={a}.
Damit sieht E wie folgt aus: E = {{1,b}, {2,a}}.

R:=(Ga=({1,2}, {(1,2)}), Gz = ({a, 0}, {(a,0)}), [, 1)

G A kann in G iiberfiihrt werden — zur Losung diese Problems ist nur eine Aussta-
pelung notwendig, deshalb gilt £ = 1. Wie im Beweis von Lemma 4.8 beschrieben,
ersetzen wir R durch eine ,,Verdoppelung® des Problems:

R = (GA = ({17 27374}v {(17 2)? (374)})7 Gz = ({CL, b, c, d}v {(aa b)v (Ca d)})a foa 2)
mit

/(1) ={o}, f2(2) = {a}, f°(3) ={d}, f'(4) = {c}.

1 3 b d
oo '3 o '] g
2 4 a C

Fiir F gilt dann entsprechend E = {{1,b}, {2,a}, {3,d}, {4,c}}. Um R° lésen
zu konnen sind damit doppelt soviele Ausstapelungen notwendig, wie zur Losung
von R, damit gilt k¥ = 2. Die Anwendung von Lemma 4.7 auf R® gestaltet sich
recht einfach: Es miissen keine zusétzlichen Elemente zu den Stapeln hinzugefiigt
werden, um die perfekten Matchings E' und M! zu erhalten, wie sie in Lemma
4.7 gefordert werden.

R' := (G} := Ga, G}, := Gz, f', 2), wobei G(f') genau diejenigen Kanten
enthilt, die in E' und M! auftreten:

E' .= E- M'":= {{1,b}, {2,c} {3,a} {4,d}}:
1 b 1 b
20—0 a 2 a
30——0¢( 3 d
4 C C c 4 c
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1) ={o}, f12) ={a.c}, f13) ={a.d}, f'(4) = {c.d}.

Der Zuordnungsgraph G(f'), der durch die Kantenmenge E' U M" beschrieben
wird, enthilt genau einen Kreis: [2,a,3,d,4,¢,2]. Da R" := (G, G}, fm, 2)
mit dem Problem R identisch ist, ist es auch genau dann l6sbar, wenn es R’
ist. R := (G%, G, fu, 0) ist ohne Ausstapelungen lésbar, weil das Element
3 des Ausgangsstapels sofort auf den Platz a im Zielstapel gelegt werden kann,
anschlieffend konnen die Elemente 1 auf den Platz b, 2 auf den Platz ¢ und 4 auf
den Platz d im Zielstapel gelegt werden.

Nun erweitern wir R' im Sinne von Lemma 4.8: Als Matchingkanten {u,v},
die in M' aber nicht in E' liegen, kommen hier {2, ¢}, {3,a} und {4, d} in Frage.
Wir entscheiden uns fiir die Kante {3,a}. Fiigen wir die Elemente ' und u”
zum Ausgangsstapel Gy und v’ sowie v” zum Zielstapel G}, in der im Beweis von
Lemma 4.8 beschriebenen Weise hinzu, so erhalten wir

R = (G}, Gz, f* 2) mit

Gi = ({1,2,3,4,4,4"}, {(1,2), (3,4), (u",u)})
und G2 = ({a,b,c,d,v',v"}, {(a,v"), (a,0"), (v,b), (c,d)})

b
1 3 5 " d
IR I g
2 4 a c

Entsprechend der Vorgehensweise im Beweis von Lemma 4.8 erhalten wir

E?* = {{1,b},{2,a},{3,d}, {4,c}, {u/, 0"}, {u",v'}}
und  M? = {{1,b},{2,c},{3,v'},{4,d},{v, a}, {u" 0"} } :

1: :b 1: :b
E22 20—00, M22 2 a
30—o0d 3 d
4 O—0¢ 4 c
u O——0 u' "
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Fiir f2 gilt: Fiir alle v € V(G3) ist f2(v) := {fe2(v), farz(v)}.

Fruy=1{o}, f2={act, f3)={d}
()Z{cd} f2 ) = {a, 0"}, f(’)—{vv}

Der Graph der durch die Kantenmenge E?U M? beschrieben wird, enthilt genau
einen Kreis: [2,a,u/, 0", u",v',3,d, 4,c,2].

R? = (G, G2%, fre, 2) ist genau dann losbar, wenn R es ist: Zunichst
werden die Elemente 1 und 3 des Ausgangsstapels G% ausgestapelt, anschliefend
kann z.B. Element 2 nach Platz a im Zielstapel, 4 nach ¢, 3 nach d, u” nach
v" und v’ nach v" gebracht werden. Zum Schlufl kann das Element 1 von einem
Hilfsstapelplatz auf die Position b im Zielstapel gelegt werden. Zur Lésung von
R? sind somit genau 2 Ausstapelungen notwendig.

Um das Problem R?' := (G%, G%, fu>, 1) zulosen, ist jetzt eine Ausstapelung
notwendig: Das Element 3 des Ausgangsstapels kann jetzt nicht mehr auf Position
a im Zielstapel gebracht werden — dorthin kann jetzt nur ' gelegt werden, so dafl
u" ausgestapelt werden muf.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit nennen wir die Elemente «” und v’ jetzt 5
und 6, sowie v’ und v” jetzt e und f:

Gi = ({1,2,3,4,5,6}, {(1,2), (3,4), (5,6)})
und G2 = ({a,b,c,d e, f}, {(a,e), (a, f), (e,b), (c,d)}).

Nun erweitern wir B2 nochmals im Sinne von Lemma 4.8: Als Matchingkante
{u,v}, die in M? aber nicht in E? liegt, Wfihlen wir nun beispielsweise {4, d}.
Wiederum fiigen wir neue Elemente u’, u” zum Ausgangsstapel und o', v"” zum
Zielstapel hinzu und erhalten R? := (G%, G%, f?, 2) mit

Gy = ({1,2,3,4,5,6,u, 4"}, {(1,2), (3,4), (5,6), (u",u)})
und Gy = ({a,b,c,d,e, f,0', 0"}, {(a,e), (e,b), (a, f), (c,d), (d,v"), (d,v")})

b v v
VA
2 4 6 o a c |
Die perfekten Matchings M? und E? werden wie folgt erginzt:

B = ({16 {2.a}, {3.d), {4 ch (5.}, {6, £, (o', o") o'}
und  M?* = {{1,b},{2,c},{3,e},{4,v'}, {5, f},{6,a}, {u/, d}, {u",v"}} :
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1 b 1 b
B ‘o——o0" el “
3 . . d 3 d
4 O—— 0O C 4 C
50— O0e 5
6 O————=O f 6 f
W O——0 U o
ullo—o V' U’ o'

Fiir f3 gilt: Fiir alle v € V(G3) ist f2(v) := {fga(v), farz(v) }:

rFo=A£} e

{aa C}a f3(3) = {da 6}, f3(4) = {Ca UI}
f25)={e f}, f2(6)={ '

a, f}, f3(u) — {U", d}, f3(u”) — {,Ul,,UlI}.

Der durch die Kantenmenge E? U M3 reprisentierte Graph enthiilt genau einen
Kreis: [2,a,6, f,5,e,3,d,u,v", u" v 4, ¢, 2].

RY = (G%, G, fus, 2) ist — genau wie R? — mit 2 Ausstapelungen lésbar:
Die Elemente 1 und 3 des Ausgangsstapels miissen auf Hilfsstapelplidtze ausgesta-
pelt werden, anschlieend koénnen alle Elemente auf die durch E? zugeordneten
Positionen im Zielstapel gelegt werden.

Um den Ausgangsstapel des Problems R* := (G%, G3, fus, 2) in den Ziel-
stapel iiberfiihren zu konnen, ist nun eine Ausstapelung mehr als zur Losung des
Problems R?" notwendig: Bevor das Element 6 des Ausgangsstapels G3 auf die
Position a in G gelegt werden kann, mufi das Element 5 aus G3 ausgestapelt
werden und bevor u’ auf Position d gebracht werden kann, mufl u” ausgestapelt
werden. Auch hier benennen wir wieder der Ubersichtlichkeit wegen die Elemente
v” und v’ in 7 und 8 und v" und v” in ¢ und h um:

G = ({1,2,3,4,5,6,7,8}, {(1,2), (3,4), (5,6), (7,8)})
und G3 = ({a,b,¢,d,e, f,g.h}, {(ae), (e,D), (a, f), (¢,d), (d,g), (d,h)}).

Fiihren wir nun die Erweiterung aus Lemma 4.8 ein letztes Mal durch, so erhalten
wir fiir {u,v} = {3,e} R':= (G}, G%, f*, 3) mit

Gy = ({1,2,3,4,5,6,7,8,u', 4"}, {(1,2), (3,4), (5,6), (7,8), (u", '
und G = ({a,b,c,d,e, f,g,h,v 0"}, {(a,e), (e,v"), (e,2), (a, f), (v',b
(Ca d)a (da g)a (da h)}) :
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1 3 5 7 "
N I S
2 4 6 8

Nach Beweis von Lemma 4.8 sehen E* und M* wie folgt aus:

E' = {{1,b},{2,a},{3,d}, {4,c}, {5,¢}, {6, f}.{7. g}, {8, n}, {w, 0"}, {u",v'}}

und

M = {{1,5}, {2, ¢} 43,0}, {4, g}, {5, £} {6,a}, {7, b}, {8, d} {ule}, {u",v"}}

o

1 - - b 1 - - b
20— o 2 a
30— od 3 d
Et 4 o—0c My 4 c
5 O——0e bt e
6 o0—o f 6 f
7 0——oO0g 7 g
8§ O—O 8 h
W OO0 u v
O Oy u” v’
Fiir f* gilt ebenso: Fiir alle v € V(G}) ist f4(v) := {fws(v), fare(v)}.

Auch enthilt der durch FE* U M* reprisentierte Graph aufler
[2,a,6, f,5,e,u,v" u" v 3,d,8 h,7,g,4,c,2] keinen Kreis.

RY = (G4, G%, fge, 2) ist genau wie R¥ mit 2 Ausstapelungen losbar:
Die Elemente 1 und 3 des Ausgangsstapels G miissen zur Losung ausgestapelt
werden. Um das Problem RY := (G4, G&, fus, 3) zu lésen, sind nun drei
Ausstapelungen notwendig: Es miissen die Elemente 5, 7 und u” des Aus-
gangsstapels auf Hilfsstapelplitze gelegt werden. Damit ist R := RY die in
Lemma 4.8 beschriebene Erweiterung von R, E' := E* und M' := M* sind die
entsprechenden perfekten Matchings.

_ Aus der Kompliziertheitstheorie (siehe GAREY and JOHNSON [1]) ist folgende
Aquivalenz bekannt:
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Lemma 4.9 Ein Problem II ist NP-schwer, wenn II' ein NP-schweres Problem
ist und aus I € P II' € P folgt.

Satz 4.10 FEs sei R := (Ga, Gy, f, k) ein lisbares nicht eineindeutiges verzweig-
tes Stapelproblem. Die Bestimmung eines perfekten Matchings M C A(G(f))
fir G(f), fir das die Anzahl notwendiger Ausstapelungen zur Ldsung von
R := (G, Gy, fu, k) minimal ist, ist NP-schwer.

Bevor wir mit dem eigentlichen Beweis des Satzes 4.10 beginnen, soll kurz die
Beweisidee erldutert werden: Wir wollen zeigen, daf fiir ein nicht eineindeutiges
Stapelproblem R die Berechnung einer eineindeutigen Zuordnung der Elemente
des Ausgangsstapels zu den Positionen im Zielstapel, so dafl die Anzahl der zur
Losung dieses Stapelproblems R notwendigen Hilfsstapelpléitze minimal ist, NP-
schwer ist.

Dazu nehmen wir an, es gidbe einen Algorithmus PA, der eine solche Zuord-
nung (perfektes Matching) in polynomialer Zeit berechnet. Wir zeigen dann, daf
wir mit Hilfe eines solchen Algorithmus PA die Losbarkeit eines eineindeutigen
Stapelproblems () mit k Hilfsstapelplitzen in Polynomialzeit bestimmen konnten.
Da jedoch die Entscheidung der Losbarkeit von () nach Satz 3.5 NP-vollstindig
ist, ist damit nach Lemma 4.9 der Satz bewiesen.

Wie kann nun mit Hilfe von PA die Losbarkeit von @ in Polynomialzeit be-
stimmt werden? Dazu verwandeln wir () zunéchst in ein formal nicht eineindeuti-
ges Stapelproblem R, dessen Zuordnungsfunktion genau der (implizit definierten)
Zuordnung der Elemente in () entspricht, so dal R genau dann l6sbar ist, wenn
Q losbar ist. Mit Hilfe von Lemma 4.8 kénnen wir eine Erweiterung R’ von R
berechnen, deren Zuordnungsfunktion maximal zwei verschiedene eineindeutige
Zuordnungen E und M zuldfit. Fiir die sich durch diese eineindeutige Zuord-
nungen ergebenden eineindeutigen Stapelprobleme R” und R" gilt: R" ist genau
dann I6sbar, wenn @) l6sbar ist, R ist mit genau 2k 4+ 1 Ausstapelungen I6sbar.

Wenn wir nun den (Polynomialzeit-) Algorithmus PA auf R' anwenden, erhal-
ten wir als Ergebnis entweder die Zuordnung E oder M. Lautet das Ergebnis F,
so ist R' und damit @ losbar. Ist das Ergebnis von PA jedoch M, dann heifit
das, dafl zur Losung von R’ mindestens 2k + 1 Ausstapelungen notwendig sind
und R’ und damit ) nicht I6sbar sind.

Beweis von Satz 4.10: Den Satz 4.10 beweisen wir mit Hilfe von Lem-
ma 4.9. Dazu wihlen wir als Problem IT' die Bestimmung der Losbarkeit eines
eineindeutigen, verzweigten Stapelproblems @@ = (G, Gz, k). Nach Satz 3.5 ist
dies ein NP-schweres Problem. Uns bleibt nun zu zeigen, daf, wenn wir IT (die
Fragestellung des Satzes 4.10) in polynomialer Zeit losen konnten, IT" ebenfalls
polynomial 16sbar wire. Dazu nehmen wir nun an, es gidbe einen Polynomialzeit-
algorithmus P A, der das in Satz 4.10 geforderte perfekte Matching M berechnet.
Es sei @ = (Ga, Gy, k) ein eineindeutiges, verzweigtes Stapelproblem. Dann sei
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R' := (G4, Gz, f1,k), wobei fiir alle v € V(Ga) fi(v) := {v} gelte. Dann gilt
offensichtlich

R' := (Ga, Gy, f1, k) ist 16sbar <= Q = (Ga, Gy, k) ist 16sbar, (4.2)

weil R! nur formal ein nichteineindeutiges Stapelproblem ist: Die Zuordnungs-
funktion fi 148t ja nur genau eine Zuordnung der Elemente des Ausgangsstapels
zu den Positionen im Zielstapel zu, die dem Problem () analog ist. Wir beschaffen
uns nun eine Erweiterung R' := (G'y, G, f',2k) von R! im Sinne von Lemma
4.8, so dal G(f') maximal zwei verschiedene perfekte Matchings M und E enthélt
und

R" = (G, G, fi,2k) genau dann losbar ist, wenn R' losbar ist und ~ (4.3)

R .= (G, G, far, 2k + 1) 16sbar ist — wobei k& minimal ist.

Nun wenden wir den Algorithmus PA auf R" an. Dieser Algorithmus liefert
uns nach der Annahme in polynomial vielen Schritten dasjenige Matching von
G(f") fiir das das Problem R' mit minimaler Ausstapelzahl 15sbar ist. Da G(f)
auler E und M keine weiteren Matchings enthélt, liefert P A als Losung entweder
E oder M. Liefert PA als Losung F, dann sind mit dem Matching E weniger als
2k + 1 Ausstapelungen zur Losung von R' nétig. (Die Anzahl der notwendigen
Ausstapelungen kann nach Konstruktion von R' im Beweis von Lemma 4.8 nur
geradzahlig sein, da das urspriingliche Problem R' ,verdoppelt* wurde.) Damit
ist R'" 16sbar. Nach (4.3) ist somit auch R' 16sbar und damit wegen (4.2) auch
Q. Lautet das Ergebnis von PA jedoch M, so sind zur Loésung von RY 2k + 1
Ausstapelungen notwendig, damit ist R'" nicht lsbar. Somit ist () nach (4.3)
und (4.2) ebenfalls nicht 15sbar. Nach Lemma 4.8 ist R' in Polynomialzeit be-
rechenbar, nach der Annahme soll PA ebenfalls in polynomialer Zeit arbeiten.
Somit konnte die Losbarkeit des Stapelproblems () in Polynomialzeit entschieden
werden.

Mit Lemma 4.9 ist II damit NP-schwer.O

Die Aussage in Satz 4.10 stellt kein iiberraschendes Ergebnis dar, rechtfer-
tigt jedoch die Absicht, ein solches Matching M approximativ zu finden, bzw.
die Anzahl notwendiger Ausstapelungen fiir ein gegebenes, nicht eineindeutiges
Stapelproblem R = (Ga, Gy, f, k) niherungsweise zu bestimmen.



Kapitel 5
Ausblick

Die in den Kapiteln 1 bis 4 unter dem Begriff Stapelprobleme untersuchten Frage-
stellungen besitzen aus rein mathematischer Sicht gesehen recht unterschiedliche
Charaktere. Dies zeigt sich bereits bei der Frage nach dem ,,Unbekannten* fiir die
einzelnen Problemstellungen: Beim klassischen Turm von Hanoi Problem interes-
sierte uns die Anzahl der notwendigen Elementbewegungen und wir untersuchten
die Struktur des Regelgraphen.

Fiir einfache Stapelprobleme lies sich die genaue Struktur von allen Stapeln
bestimmen, die mit zwei Hilfsstapeln l6sbar sind. Bei verzweigten Stapelproble-
men ist bereits die Bestimmung der zur Losung notwendigen Hilfsstapelplétze fiir
gegebene Stapel NP-schwer.

In den vorangegangenen Kapiteln konnte nachgewiesen werden, dafl Stapel-
probleme — in fiir praktische Anwendungen relevanter Griofle — algorithmisch
gut handhabbar sind. Selbst fiir NP-schwere verzweigte Stapelprobleme ist fiir
konkrete Beispiele oftmals die exakte Losung in verniinftiger Zeit bestimmbar —
auflerdem liefert das vorgestellte heuristische Verfahren akzeptable Ergebnisse.

Fiir verzweigte Stapelprobleme, bei denen die Zuordnung von Elementen des
Ausgangsstapels zu Positionen im Zielstapel nicht eindeutig ist, bleibt offen, ob
sich ein Niherungsverfahren finden 148t, das die (NP-schwere) Bestimmung eines
optimalen Matchings in vertretbarer Qualitit 16st.

Mit der vorliegenden Dissertation wurde erstmalig ein Uberblick zur Thema-
tik Stapelprobleme geschaffen. Allein die Anzahl variierbarer Parameter (z.B. die
Zahl der Hilfsstapelplitze, die Struktur der Stapel und des Regelsystems) macht
deutlich, daB8 dieser Uberblick keineswegs vollstindig sein kann. Die Untersu-
chungen fiir die hier betrachteten Problembereiche kénnen insbesondere wie folgt
vertieft werden:

Fiir einfache Stapelprobleme ist die interessanteste Fragestellung sicherlich die
nach den Permutationen fiir die das Problem mit einer vorgegebenen Anzahl an
Hilfsstapelplitzen 16sbar ist.

Fiir verzweigte Stapelprobleme stellt sich die Frage nach einem einfachen Kri-
terium, mit dessen Hilfe entschieden werden kann, ob fiir gegebene Ausgangs-
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und Zielstapel die Anzahl notwendiger Hilfsstapelplidtze bzw. obere und untere
Schranken in Polynomialzeit berechnet werden kénnen oder nicht. Gleichzeitig
ist es sinnvoll, mit Hilfe von weiteren Tests das Verhalten des heuristischen Ver-
fahrens in Abhéngigkeit von den bereits beschriebenen und weiteren Parametern
zu untersuchen. Hierbei ist es sicher interessant, bereits bekannte Ergebnisse mit
denen zu vergleichen, die sich ergeben, wenn andere Beispielgeneratoren benutzt
werden.

Von besonderem Interesse sind die Stapelproblem mit nicht eineindeutiger
Elementezuordnung. Zur Bestimmung der zur Losung notwendigen Anzahl an
Hilfsstapelplitzen konnen hier zwei verschiedene Vorgehensweisen gewihlt wer-
den: Einerseits kann ein perfektes Matching bestimmt werden und danach das
eineindeutige Stapelproblem gelést werden. Andererseits ist es denkbar, bereits
bei der Auswahl der entsprechenden Matchingkanten auf eventuell notwendige
Ausstapelungen Riicksicht zu nehmen und gegebenenfalls dabei die Anzahl der
zur Losung notwendigen Hilfsstapelpldtze mitzubestimmen. Zum gegenwértigen
Zeitpunkt liegen jedoch keine Erkenntnisse {iber mogliche Vor- oder Nachteile des
einen Verfahrens gegeniiber dem anderen vor.

Es bleibt zu hoffen, dafl diese Arbeit anderen Hilfe und Anregung bei der
Bearbeitung dieses oder eines dhnlichen Themas ist.
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