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Einleitung

Die klassische Potentialtheorie ist eine bewdhrte Methode zur Lésung von Rand-
wertproblemen. Eine Vielzahl an fundamentalen Erkenntnissen auf diesem Gebiet
findet man bereits in den Standardwerken von MICHLIN [Mi], SMIRNOW [Sm1] und
GUENTER [Guen]. Die gegenwirtige Aktualitat wird beispielsweise durch die Ar-
beiten von HACKBUSCH [Ha], KRESS [Kr], LANDKOF [Lan], aber auch durch die
im Rahmen des DFG-Schwerpunktes ”"Randelementmethoden” erzielten Resultate
aus den Arbeitsgruppen von WENDLAND, MEISTER und JENTSCH untermauert.
Diese Aufzahlung ist bei weitem nicht vollstandig. Dennoch erhélt man anhand der
Arbeiten einen Eindruck von der Methode, deren Wesen darin besteht, durch ge-
eignete Potentialansédtze die im Gebiet zu untersuchende Differentialgleichung mit
Hilfe einer Integralgleichung auf dem Rand zu 16sen. Beide Gleichungen sind in Be-
zug auf die Losbarkeit d&quivalent. Die Integralgleichung 14t sich jedoch analytisch
besser studieren. Dariiber hinaus ist die Reduktion der Dimension ein numerisch
sehr wertvoller Aspekt. Ein weiterer Vorteil der potentialtheoretischen Methode be-
steht in der Moglichkeit, Aulenraumaufgaben sehr effektiv bearbeiten zu kénnen.
Im Unterschied zur Losung des Randwertproblems im unendlichen Gebiet mit Hilfe
eines Differenzenverfahrens oder der Methode der finiten Elemente besteht der Vor-
teil darin, dafB lediglich eine Integralgleichung auf dem endlichen Rand zu 16sen ist.
Die bei AuBlengebieten gewoéhnlich auftretende Schwierigkeit der Einfiihrung eines
kiinstlichen Randes entfallt.

Beim numerischen Losen der Integralgleichung auf dem Rand wird in der Regel nach
geeigneten Quadraturformeln gesucht. Diese fithren jedoch zu einem qualitativen
Verlust an potentialtheoretischen Eigenschaften. Inshesondere geht die Aquivalenz
zum Ausgangsproblem verloren. Auflerdem besteht die Gefahr, dafl physikalische
Merkmale nur schlecht oder iiberhaupt nicht widergespiegelt werden, wenn im Innern
des Gebietes die Differentialgleichung nur ndherungsweise erfiillt ist. Bei der Wahl
der Quadraturformeln ist darauf zu achten, dafl die auftretenden Potentiale in Rand-
nahe ein fast singuléres Verhalten aufweisen. Speziell an diesen Stellen ist eine
besonders genaue Approximation der Integrale anzustreben. Dariiber hinaus sind
sorgféltige Fehlerabschatzungen notwendig, da sich Naherungsfehler beim Losen der
Gleichung auf dem Rand iiber die Potentiale bis zur Losung im Inneren des Gebietes
fortpflanzen kénnen. Eine der bekanntesten Methoden zum Lésen der Randintegral-
gleichung ist die Rand—FElement—-Methode. Sie beruht auf der Diskretisierung der
Randgleichung durch geeignete Spline-Ansétze.

In der vorliegenden Arbeit wird ein potentialtheoretischer Zugang beschrieben, der
die im Zusammenhang mit Quadraturformeln auftretenden Schwierigkeiten nicht
aufweist. Ausgangspunkt ist die Approximation des Randwertproblems durch ein
Differenzenrandwertproblem auf einem gleichméafigen Gitter der Schrittweite h.
Analog zur Vorgehensweise im kontinuierlichen Fall wird die Losung der diskreten



Aufgabe mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems auf dem Rand bestimmt. Dieses
Gleichungssystem entsteht durch einen speziellen Ansatz mit Differenzenpotentialen,
wobei jeder einzelne Teilschritt unmittelbar numerisch umgesetzt werden kann. Erst
am Ende steht die Frage nach der Konvergenz der diskreten Losung gegen die Losung
der Differentialgleichung. Die folgende Abbildung soll den konkreten Zusammenhang
zwischen dem klassischen und dem diskreten Zugang noch einmal verdeutlichen:

elliptisches Diskretisierung diskretes elliptisches
Randwertproblem Randwertproblem
Aufstellen der Aufstellen des linearen
Randintegralgleichung Randgleichungssystems
approximatives Losen exakte Losung des
der Integralgleichung Gleichungssystems
auf dem Rand auf dem Rand
Potential diskretes | Potential
Bestimmung der Bestimmung der
approximativen Losung diskreten Losung im
im Inneren des Gebietes Inneren des Gebietes

N /

Konvergenzuntersuchung in Bezug auf die
exakte Losung der Differentialgleichung

Abb.1

Fiir den Aufbau der Theorie der Differenzenpotentiale ist die Existenz einer diskreten
Fundamentallésung oder einer Greenschen Funktion von grundlegender Bedeutung.
Untersuchungen auf diesem Gebiet sind daher als Ausgangspunkt und zugleich als
wesentlicher Schwerpunkt dieser Arbeit zu betrachten. In der Literatur findet man
zu dieser Problematik bereits eine Reihe wichtiger Erkenntnisse und Anregungen:

RYABENKIJ [Ryl] arbeitet vordergriindig mit der Greenschen Funktion in einem
Quadrat, welches das von ihm betrachtete Gebiet enthalt. Dariiber hinaus beschreibt
er Fundamentallésungen in Form von Kurvenintegralen, die jedoch in Bezug auf das
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Verhalten im Unendlichen von den kontinuierlichen Fundamentallésungen deutlich
abweichen. Auch in der erst 1996 erschienenen Arbeit [Ry2] verzichtet RYABENKIJ
bewufit auf diskrete Fundamentallésungen, um die von ihm angestrebte Methode
auch zur Loésung von Problemen mit variablen Koeffizienten einsetzen zu kénnen.

Fundamentallésungen fiir elliptische Differenzenrandwertprobleme wurden beispiels-
weise von SOBOLEV, STUMMEL, THOMEE, BOOR/HOLLIG/RIEMENSCHNEIDER
und DUFFIN untersucht, wobei SOBOLEV [Sol],[S02] speziell die Fundamentallésung
der Laplacegleichung in der Ebene in Bezug auf die Eindeutigkeit und das Verhalten
im Unendlichen studiert.

Im Zusammenhang mit Losbarkeitsaussagen fiir diskrete Variationsmethoden wer-
den von STUMMEL [Stu] diskrete Fundamentallosungen mit Hilfe der diskreten
Fouriertransformation berechnet. Diese Vorgehensweise erméglicht die systematische
Beschreibung der Fundamentallésungen in Form von Integraldarstellungen.

THOMEE [Thl] hat die Existenz dieser in Integralform gegebenen Fundamental-
l6sungen untersucht. In Abhédngigkeit von der Raumdimension und der Ordnung
des Differenzenoperators arbeitet er Sonderfille heraus, in denen Anderungen im
Fourierintegral erforderlich sind. Die dabei auftretenden Integranden sind rationale
trigonometrische Funktionen, deren Zahler aus einer komplexwertigen Exponential-
funktion besteht und deren Nenner nur im Koordinatenursprung eine Nullstelle be-
sitzt. Die Existenz dieser Fourierintegrale in der Nahe der Nullstelle des Nenners
wird durch die Regularisierung der Integrale gesichert. THOMEE beweist auflerdem
Aussagen zum asymptotischen Verhalten der Differenzenableitungen der diskreten
Fundamentallésungen. Er fiihrt jedoch keine Konvergenzuntersuchungen durch.

Boor, HOLLIG und RIEMENSCHNEIDER gehoren zu den Vertretern einer weiteren
Entwicklungsrichtung auf dem Gebiet der diskreten Fundamentallosungen. Sie un-
tersuchen in der Arbeit [BHR] die Existenz von Fundamentallésungen in bisher nicht
betrachteten, allgemeinen Féllen. Insbesondere kann der Nenner des Integranden
mehrere Nullstellen besitzen. In Bezug auf das Verhalten im Unendlichen sind die
von BOOR/HOLLIG/RIEMENSCHNEIDER erzielten Resultate auf Grund der Allge-
meingiiltigkeit seiner Aussagen schwicher als die mit anderen Methoden bewiesenen
Resultate fiir einige Spezialfélle.

Enge Beziehungen zu den Arbeiten von DUFFIN [Dul] und GURLEBECK [Guel]
bestehen bei der Berechnung der Fundamentallésung fiir die Cauchy—Riemann—
Gleichungen. Man beachte insbesondere den konkreten Zusammenhang zur Fun-
damentallésung des Laplaceoperators.

Bei der Berechnung von diskreten Fundamentallésungen fiir spezielle Probleme der
Elastizitatstheorie werden erstmals Gleichungssysteme gelost. Die Integralform der
diskreten Fundamentallésung des Lamésystems findet man bereits in der Arbeit von
LASAREW / CHIKIN [LC]. Dabei wird jedoch die Einschrankung der Losung auf das
Gitter nicht deutlich genug herausgearbeitet.
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Zu Fundamentallésungen instationdrer Probleme existieren bis heute nur wenige Ar-
beiten. Wahrend PFEIFFER und RAUHOFT Fundamentallgsungen fiir Differenzen-
operatoren in kontinuierlichen Distributionenrdumen untersuchen, arbeiten MA-
EDA/ MURAKAMI und YAMASAKI [MMY] mit Graphen und speziellen Netzwerken.
In der Arbeit GURLEBECK /HOMMEL [GH1] wird die Fundamentallésung der War-
meleitgleichung fiir die explizit und implizit gegebene Differenzengleichung berechnet
und das Konvergenzverhalten im Raum [, untersucht.

In Analogie zum kontinuierlichen Fall werden die diskreten Fundamentallésungen fiir
kanonische Probleme auf der Grundlage des Spiegelungsprinzipes berechnet. Aus der
Literatur sind keine Aussagen zu diesen Fundamentallésungen bekannt.

Greensche Funktionen haben den Nachteil, dafl bei jeder kleinen Verédnderung des
betrachteten Gebietes neue Berechnungen erforderlich sind. Aus diesem Grund wird
im Kapitel 1 dieser Arbeit nur ein Uberblick iiber diskrete Fundamentallsungen
gegeben. Integraldarstellungen fiir diese Fundamentallésungen erhélt man in Ana-
logie zu STUMMEL mit Hilfe der diskreten Fouriertransformation, wobei eine not-
wendige Regularisierung des Fourierintegrals entsprechend der Vorgehensweise von
THOMEE durchgefiihrt wird. Dariiber hinaus kann fiir die Fundamentallésung der
biharmonischen Gleichung eine weitere Korrekturmoglichkeit angegeben werden. Im
Unterschied zu den bisherigen Untersuchungen steht die Frage nach der Konver-
genz im Mittelpunkt, da die diskreten Fundamentallosungen die Grundlage fiir die
Differenzenpotentiale bilden. Dabei zeigt sich, dafi die von SOBOLEV und THOMEE
betrachtete Fundamentallésung der Laplacegleichung in der Ebene nicht das ge-
wiinschte Konvergenzverhalten aufweist. Betont sei, dafl die in dieser Arbeit er-
zielten Konvergenzresultate im Gegensatz zu den allgemeinen Ausfithrungen von
Boor/HOLLIG /RIEMENSCHNEIDER eine genaue Untersuchung der einzelnen Dif-
ferenzengleichungen voraussetzen.

Der Idee von RYABENKIJ folgend, wird im Kapitel 2 mit Hilfe der diskreten Funda-
mentallésung der Laplacegleichung in der Ebene ein Differenzenpotential definiert.
Von dieser Definition hidngt die Analogie zu den kontinuierlichen Aussagen ganz
entscheidend ab. Auf Grund der sehr ausfithrlichen Betrachtung der Fundamen-
tallosungen im Kapitel 1 kann die konkret gewéhlte Vorgehensweise auch auf andere
Problemstellungen iibertragen werden. Ausgangspunkt der Uberlegungen ist das fol-
gende Theorem, das man beispielsweise in der Arbeit von SEELEY [See] findet:

Es seten XY wund Z Banachrdume. Vorausgesetzt wird
1. L: X =Y st ein rechtsinvertierbarer Operator.
Der Rechtsinverse wird mit V' bezeichnet.
2. Tr: X — Z ist ein verallgemeinerter Spuroperator.

3. Die FKindeutigkeitsbedingung kerL N kerTr = {0} st erfullt.
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Definiert man P = I — VL und Pr = Tr P, wobei [ den identischen Operator
bezeichnet, dann gelten die folgenden Figenschaften:

1. kerL NkerTr ={0} < kerTr C kerP
2. Pu=P(Tru)=P = P: 7 —-X

3. or: Z 7

4. P2=P P2=Pp

5. Pré=¢ — &=Tru, uc€kerl

6. u=PE+VIu, E=FPE+TrViu

Deutlich wird der Zusammenhang mit den potentialtheoretischen Eigenschaften des
Laplaceoperators, wenn man speziell L = —A und Tru = (ur, g—Zh“) wahlt.
Wihrend die Eigenschaft 6 der Integraldarstellung fiir Funktionen aus C'? entspricht,
kann die Figenschaft 5 in der Form der bekannten Integralgleichungen geschrieben
werden. Die unmittelbare Grundlage fiir die Definition eines Randpotentials bil-
det die Eigenschaft 2. Der Definitionsbereich des Operators P wird tatsdchlich nur
durch die Randdaten ¢ = T'ru bestimmt, da auf Grund der Eigenschaft 1 fiir zwei
Funktionen u; und wy mit Tru; = Trus die Beziehung Pu; = Pusy gilt. Im diskre-
ten Fall setzt man L = —Ajp. Zu beachten ist, dafl die Approximation im Gebiet
und auf dem Rand nur dann angepaft ist, wenn die Voraussetzung 3 des Theorems
erfiillt ist. In Analogie zur Integraldarstellung fiir Funktionen aus C? erhilt man
mit Hilfe der Figenschaft 6 eine Summendarstellung. Unmittelbar aus dieser Dar-
stellung kann die Definition eines diskreten Differenzenpotentials abgeleitet werden.
Die Eigenschaft 5 entspricht einem Gleichungssystem auf dem diskreten Rand.

Umfassende potentialtheoretische Untersuchungen auf der Grundlage dieses Theo-
rems wurden bereits von RYABENKIJ durchgefiihrt. Die vorliegende Arbeit wird
insbesondere auf seiner Beschreibung des diskreten Randes, der konkreten Gestalt
der Summendarstellung und der damit verbundenen Definition des Differenzen-
potentials aufbauen. RYABENKIJ arbeitet ferner den Zusammenhang zwischen der
Losbarkeit der Differenzenrandwertaufgabe und der Losbarkeit des entsprechenden
Randgleichungssystems heraus. Seine Resultate sind jedoch an starke Vertraglich-
keitsbedingungen in Bezug auf die rechte Seite der Differenzengleichung und deren
Ableitungen gebunden. Eine geeignete Zerlegung des Differenzenpotentials in ein
diskretes Einfach—und Doppelschichtpotential wird nicht angegeben. Dadurch fehlt
gleichzeitig auch die Information zur Beschreibung der diskreten Normalableitung.
Auflerdem sind die von RYABENKIJ aufgestellten Randgleichungssysteme iberbe-
stimmt. Eine Losung dieser Systeme kann nur mit Hilfe von Minimierungsaufgaben
gewonnen werden. Ganz offensichtlich entsteht an dieser Stelle ein Bruch zwischen
dem diskreten Zugang und der von MICHLIN [Mi] und GUENTER [Guen] vorgestell-
ten potentialtheoretischen Methode, der auch durch den universellen Einsatz der
von RYABENKIJ betrachteten Differenzenpotentiale nicht zu unterschitzen ist.

6



Das daraus resultierende Problem wird in dieser Arbeit durch die Zerlegung des
Differenzenpotentials in ein diskretes Einfach—und Doppelschichtpotential bewéltigt,
wobei sich die Untersuchungen insbesondere auf die diskrete Laplacegleichung in der
Ebene beziehen. Aus theoretischer und numerischer Sicht wird dadurch ein beacht-
licher Fortschritt erzielt. Studiert man die Eigenschaften des diskreten Finfach—und
Doppelschichtpotentials genauer, dann erkennt man die enge Verwandtschaft mit
den klassischen Potentialen. Durch die Zerlegung des Potentials kénnen Differenzen-
randwertprobleme mit Hilfe von geeigneten Potentialansidtzen gel6st werden, wenn
die Losbarkeit der entstehenden Randgleichungssysteme gesichert ist.

In der vorliegenden Arbeit werden ausschlieflich Losbarkeitsaussagen bewiesen, die
mit dem diskreten Einfachschichtpotential zusammenhéngen. Voraussetzung dafiir
sind die Findeutigkeitssatze fiir diskrete Dirichlet— und Neumannprobleme in Innen—
und AufBlengebieten, die unter Verwendung von diskreten Greenschen Formeln be-
wiesen werden. Auf Grund der Aquivalenz zum Ausgangsproblem erhilt man gleich-
zeitig Aussagen zur Losbarkeit des Differenzenrandwertproblems. Fin Vergleich mit
den von SAMARSKIJ bewiesenen Resultaten fiir die diskrete Laplacegleichung zeigt,
dafl die Ergebnisse weitgehend iibereinstimmen. In dieser Arbeit werden die ent-
sprechenden Aussagen jedoch ausschliellich mit potentialtheoretischen Methoden
erzielt. Die dabei zu fithrenden Beweise beruhen nicht auf dem Maximumprinzip, so
dafB} eine Verallgemeinerung der Theorie, insbesondere auf elastische Probleme sowie
andere allgemeine Differentialgleichungssysteme, méglich erscheint.

Im Mittelpunkt von Kapitel 3 stehen sowohl Konvergenzbetrachtungen fiir das dis-
krete Volumen—- und Einfachschichtpotential in den Raumen ¢ und [,, als auch
Konvergenzaussagen in Bezug auf die diskrete Losung. Dariiber hinaus wird die
gleichméBige Beschranktheit der diskreten Operatoren gezeigt.

In der Moglichkeit der unmittelbaren numerischen Realisierung der theoretischen
Ergebnisse ist ein ganz entscheidender Vorteil der vorgestellten Methode zu sehen.
Zu gewéhrleisten ist jedoch eine praktikable und hinreichend genaue Berechnung der
diskreten Fundamentallosung. Die im Kapitel 4 vorgestellten numerischen Resultate
beziehen sich auf Differenzenrandwertprobleme, die mit der Laplacegleichung in der
Ebene zusammenhangen. Fiir die entsprechende diskrete Fundamentallésung wird
im Kapitel 1 dieser Arbeit eine einfache Vorschrift zur Berechnung in den Gitter-
punkten entlang der Hauptdiagonalen angegeben. Die Bestimmung der Losung in
den iibrigen Gitterpunkten erfordert nur wenige Rechenoperationen, da lediglich
die Operatorgleichung und die vorhandenen Symmetrieeigenschaften benutzt wer-
den. Auf diese Moglichkeit der Berechnung der Fundamentallésung des diskreten
Laplaceoperators verweisen bereits SOBOLEV [So2] und VAN DER PoOL [vdP]. Man
beachte, dafl auch an dieser Stelle das Prinzip der Dimensionsreduktion wirksam
wird. Eine Ubertragung dieser Idee auf andere Gleichungen und andere Symmetrie-
geraden wird angestrebt.



Kapitel 1

Diskrete Fundamentallosungen

Das Ziel dieser Arbeit besteht im Losen diskreter Randwertprobleme mit Hilfe
der Methode der Differenzenpotentiale, wobei auf einem gleichméfigen Gitter der
Schrittweite h gearbeitet wird. Voraussetzung dafiir ist die Existenz einer diskreten
Fundamentallésung oder Greenschen Funktion. Um deutlich zu machen, daf} diese
Voraussetzung bei einer Vielzahl von Problemen erfiillt ist, wird in diesem Kapitel
ein Uberblick iiber diskrete Fundamentallssungen und deren Eigenschaften gegeben.

Es sei A, ein Differenzenoperator des n—dimensionalen Fuklidischen Raumes. Jede
Loésung der Gleichung

(Anun)(z) = du(x) = { 0 ez

heifit im Sinne von BOOR, HOLLIG und RIEMENSCHNEIDER [BHR] diskrete Fun-
damentallosung, wenn sie im Unendlichen nicht schneller als |z|™ wéchst. Dabei
hangt die Potenz m > 0 von der konkreten Gestalt des Differenzenoperators ab.
In einigen Spezialfillen ist es jedoch vorteilhaft, die Definition der diskreten Funda-
mentallésung in Bezug auf das Verhalten im Unendlichen zu prazisieren. Auf diese
Besonderheit wird an den konkret betreffenden Stellen hingewiesen.

In Analogie zu STUMMEL [Stu] werden die diskreten Fundamentallésungen mit Hilfe
der diskreten Fouriertransformation berechnet. Die konkrete Vorgehensweise wird
am Beispiel der Laplacegleichung demonstriert. Die dadurch gewonnenen Integral-
darstellungen erméglichen die gezielte Untersuchung der Eigenschaften der diskreten
Fundamentallésungen. Von besonderem Interessse sind Aussagen zur Existenz und
Eindeutigkeit, zum asymptotischen Verhalten und zur Konvergenz. Wéhrend einige
Resultate bereits aus der Literatur bekannt sind, kommt durch die Konvergenz-
analyse meist ein neuer Gesichtspunkt hinzu. Da die Fundamentallésung im Kern
der zu studierenden Differenzenpotentiale steht und deren Konvergenzverhalten ganz



wesentlich beeinflult, werden Abschitzungen angestrebt, aus denen die Konvergenz-
geschwindigkeit hervorgeht. Auf Grund der sehr komplizierten Struktur der Integral-
darstellungen ist in vielen Fallen kein unmittelbar praktikabler Weg zur Berechnung
der Fundamentallésungen ersichtlich. Da aber ein wesentlicher Vorteil der diskreten
Methode in der Méglichkeit der direkten numerischen Realisierung liegt, wird dieser
Problematik in der vorliegenden Arbeit besondere Aufmerksamkeit geschenkt.

Einen zentralen Platz nimmt die Untersuchung der diskreten Fundamentallésung
der Laplacegleichung in der Ebene ein, da sie die Grundlage fiir die potential-
theoretischen Untersuchungen im Kapitel 2 bildet. Neben einigen grundlegenden
Eigenschaften werden Aussagen bewiesen, die bei den Konvergenzbetrachtungen zu
den Differenzenpotentialen im Kapitel 3 von Bedeutung sein werden.

Das breite Spektrum der untersuchten diskreten Fundamentallssungen soll die Uber-
tragung der wesentlichen potentialtheoretischen Schritte auf andere Probleme er-
moglichen, wobei auch hier Konvergenzaussagen von entscheidender Bedeutung sind.
Dariiber hinaus erhélt man Anhaltspunkte zur Berechnung weiterer Fundamen-
tallosungen, wenn bei der Diskretisierung der Operatoren im Gebiet und auf dem
Rand die Voraussetzung 3 aus dem allgemeinen Theorem von SEELEY erfiillt ist.

1.1 Diskrete Fouriertransformation

1.1.1 Definition der diskreten Fouriertransformation

Es sei R" der n—dimensionale Euklidische Raum. Uber diesem Raum wird durch
R} = {i1h, i3k, ... ;i,h} mit ip € Z, k = 1,...,n ein gleichmifBiges Gitter der
Schrittweite h > 0 definiert. Weiterhin sei [5(IR}) der Vektorraum aller komplex-

wertigen, auf IR} erklidrten Funktionen wj, mit der Eigenschaft > |uu(2)]* < oo.
zellin,

Durch das Skalarprodukt < wp,v, >= h" > wup(x)vp(x) wird [2(IR}) zu einem
xEIRZ

Hilbertraum mit der Norm HuhHZQ(IRZ) =< up, up, S1/2.

Die von STUMMEL angegebene Vorschrift zur Berechnung der Fouriertransformierten
einer Funktion u, € l5(IR})) lautet

{f > wile)est ¢ e Q,

" xEIRZ
0 e R\ Q.

(Frup)(§) =

Dabeiist Q= {¢ € R": ~Z <& <2, i=1,...n} und af = a6 +...+ 2,6,
Betrachtet man zusatzlich den Raum L(Qy) ={u € Ly(R"): v =10 in R"\ @},
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dann kann man beweisen, daf} die Abbildung F}, : [h(R}) — L5(Qp) umkehrbar

eindeutig, linear und isometrisch ist. Unter Einbeziehung der Fouriertransformation

1

(F Fpup)(x) = Nors

[ B,z e
Rn
gilt nach STUMMEL [Stu] die Parsevalsche Gleichung in der Form

< up, vn > RY= (Fhtn, Fovn)rgu) = (FFwun, FFwon) ) m

mit den Skalarprodukten (u,v)rs(q,) = [u(x)v(z)dz und (u,v)L2(Rn) = [u(z)v(z)de.
Qn R”™

1.1.2 Eigenschaften der diskreten Fouriertransformation

Die Berechnung der diskreten Fundamentallésungen erfolgt auf der Grundlage der im
folgenden angegebenen Eigenschaften. Sie verdeutlichen vor allem den Zusammen-
hang zwischen den Fouriertransformationen F' und Fj,. Finige der Merkmale wurden
ebenfalls aus der Arbeit von STUMMEL [Stu] iibernommen.

Es sei u eine Funktion aus dem Raum Ly(R") und u; eine auf dem Gitter R}

erklédrte [;— Funktion. Weiterhin sei I der identische Operator, ¢; der j—te Einheits-

vektor im Raum IR" und aauT(x) die partielle Ableitung der Funktion u(x) nach z;.

Durch D; = h=YU; — I) mit Ujup(z) = up(x + hej) und D_; = h=*(I — U_;) mit

U_jup(x) = up(x — he;) werden Differenzenoperatoren definiert. In Analogie zur
Anwendung des Laplaceoperators —Au(x) = — Zn: % wird die diskrete Schreib-
7=1 3
weise —Ap up(x) = — Zn: D_;Djuy(x) verwendet. Dariiber hinaus sei imF' der Bild-
j=1

bereich der Fouriertransformation F. Rpu die Einschrankung von u auf das Gitter
IR} und Rgu die Einschrankung von u auf den Quader (). Es gilt:

1. RFFpuy, = up,  uy, € (R},
( Fh_1 = RpF : L5(Qr) — [2(IR}) ist die Inverse der diskreten Fouriertrans-
formation)

2. FpRyFu=wu firue L§(Qh)

3. FFuRpu=u firu e imF{L(Qn)} N L2

4o F(=Au) = [(FFu mit [(F =G+ G+ + 6

5. Fu(—Anup) = P, mit d? = ;5 (sin? 40 4+ sin? 22 4 4 sin? 1)

6. —A(Fu)= F|¢*u
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7. —A(Fyun) = FIEPF Fyuy
8. —Ap(RpFu) = F 2 Fy Ry Fu
0. —Ap(RyFyun) = F- 2 Fy Ry Fyuy
10. Fp(Djup) = —n_jFpup, j=1,....n, n_;=h"" (1 — e‘ihfﬂ)
1. Fou(D_jup) =n;Fpup, 7=1,....n, n;=h"" (1 — eih&ﬂ)
12. Dj(RpFu) = —F ' Py RylFu, j=1,...,n
13. D_j(RyFu) = F'n; Ry Fu, j=1,....n

Mit S wird die Menge aller Funktionen aus C'*°(IR") bezeichnet, die fiir |2| — oo mit
allen Ableitungen schneller gegen Null streben als jede Potenz von |x|~!. Ein lineares
stetiges Funktional iber dem Raum S heifit verallgemeinerte Funktion schwachen
Wachstums. Die Menge aller dieser Funktionale sei S’. Betrachtet man Fjuy als ein
Funktional, das die Beziehung (Fjup,¢) =< up, Ry F'Roe > L (RD fiir beliebiges
¢ € S erfillt, dann kann die Definition der diskreten Fouriertransformation ver-
allgemeinert werden. Die angegebenen Figenschaften kénnen auf analoge Weise in
der schwachen Formulierung bewiesen werden.

1.2 TUberblick iiber die diskreten Fundamental-
l16sungen

1.2.1 Die Fundamentall6sung elliptischer Operatoren
Die Fundamentallésung der Laplace—Gleichung im Raum IR}

Betrachtet wird die Differenzengleichung

— Apkiy(x) = — an D_;D;Ey(z) = é(z) =

J=1

h=™ firaz =0
{ 0 fir « #0 (1.1)

fiuralle © = (21,...,2,) = (11h,...,i,h) mit iy € Z und k=1,...,n. Wahrend im
Fall n > 2 die Definition der diskreten Fundamentallésung von BOOR, HOLLIG und
RIEMENSCHNEIDER iibernommen werden soll, wird im Fall n = 2 jede Lésung der
Gleichung (1.1), die im Unendlichen nicht schneller als In || wachst, als Fundamen-
tallésung bezeichnet. Aus den Eigenschaften der diskreten Fouriertransformation

folgt
Fh(—AhEh(d/‘)) = szhEh(l') und Fhéh(:z;) =

\/ o
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Ausgehend von der transformierten Gleichung FjFE,(x) = ﬁd% erhalt man

mittels inverser Fouriertransformation Fy ' = R, F eine Losung der Gleichung (1.1)
in der Form

Ep(z) = ﬁRhF (%) .

Im Raum IR gilt

w/h w/h =/h

e—i(kh51+]hf2+lh§3)
[ [ ———dtdtds, kgl €T,
—m/h —7w/h —7/h

: 1
Eh(khv.]hv lh) = (27_[_)3

wobei das Integral auf der rechten Seite als uneigentliches Integral existiert. Im Fall
n = 2 ist das entsprechende Integral zu regularisieren. Nach der Vorgehensweise
von THOMEE [Thl1] wird vom Zéhler des Integranden der Anfang der Taylorreihe
subtrahiert. Als Fundamentalldsung im Raum IR} erhilt man

| X w/h x/h e—i(khE1+5hé2) _
En(kh, jh) = (27)? / / d? déidés. (12)
—r/h =7 /h

Diese diskrete Fundamentallosung steht im Mittelpunkt der potentialtheoretischen
Untersuchungen im Kapitel 2 und soll deshalb besonders ausfithrlich studiert werden.
Zunéchst wird eine Moglichkeit der numerischen Berechnung vorgestellt, auf die
bereits SOBOLEV [So2] und VAN DER PoL [vdP] verweisen.

Numerische Realisierung und Eigenschaften der diskreten Fundamental-
16sung im ebenen Fall

Untersucht wird das Integral (1.2) fiir A = 1. Auf Grund der Symmetrieeigenschaften
Ei(k,j) = Ei(—k,j) = E1(k,—j) = E1(J, k) ist die Fundamentallésung nur in den
Gitterpunkten (k,j) mit k,7 € Z und 0 < 5 < k zu bestimmen. SOBOLEV beweist,
daB fiir die Gitterpunkte auf der Hauptdiagonalen

1 1 1 1
E =—14+-4+-+... > 1 N
1(m,m) 7r< R +2n—1)’ nehne
gilt. Andererseits ist £1(0,0) = 0 und F;1(1,0) = —1/4. Die Kenntnis der Funda-
mentallésung in diesen Punkten ist ausreichend, um aus der Differenzengleichung
und den angegebenen Symmetrieeigenschaften die Losung Fy(k, j) auf dem gesamten
Gitter ermitteln zu kénnen. Eine einfache Variablensubstitution zeigt, daf allgemein

Eh(khv.]h) = El(kv.]) gllt

Im folgenden werden einige Eigenschaften der diskreten Fundamentallésung (1.2)
bewiesen:
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Satz 1.1: (Eindeutigkeitssatz)
Die diskrete Fundamentallosung (1.2) ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmdt.

Beweis: Nach SOBOLEV [So 2] wéchst die Fundamentallésung Fy(k, ) im Unend-
lichen wie In+/k% 4 j2. Es seien E}(k,j) und E}(k,j) zwei diskrete Fundamental-
16sungen. Die Differenz Ef(k,j) = El(k,j) — Ei(k,7) erfiillt in der ganzen Ebene
die diskrete Laplacegleichung. E;(k,j) ist konstant, da nach SOBOLEV [Sol] jede
Funktion, die in der ganzen Ebene die diskrete Laplacegleichung erfiillt und im

Unendlichen nicht schneller als v/k? + j? wichst, eine Konstante ist m

Nach WLADIMIROW hat die mittels Regularisierung einer Distribution erzeugte kon-
tinuierliche Fundamentallésung in der Ebene die Gestalt

E(@:L( / it Y / e_médg)

1
> > > —(C—In2+1n|z]), (1.3)
RN T q

o

wobei C die Eulersche Konstante ist. Betrachtet wird im folgenden auch die diskrete
Fundamentallésung

E;(x):@jr)?( / 6_”;72—1d5+ / e:;gdg). (1.4)

|é]<1 [€]>1,6€Q)

Sie unterscheidet sich von der Fundamentallosung (1.2) durch die von h abhingige

Konstante K, = (2;)2 f d% d€.
|€]>1,6€Qh

Lemma 1.1: Fir h <1 gilt |E}(z) — E(2)| < C1h* + CQ|Z—|'

Beweis: Aus der Dreiecksungleichung folgt

N ! LN e
i) - 20 < g (- ) (=)
1 1 1 .
+ - (_2 — —2) e~ d¢ (1.5)
(QW) |f|>1£€@h d |§| ‘
1 L i
Zl’d
t ol | (|
lelelR @,

Die einzelnen Ausdriicke werden im weiteren genauer untersucht.

() (7 1) e

Mittels Taylorentwicklung und der Beziehung d*> > % |¢|* beweist man die Un-

gleichung 0 < d% - |£|2 < Ch2%. Daraus folgt I, < Cyy h2 [ d¢ = Ciyh2
¢]<1

Abschéatzung von [ = (%)
lel<1
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Abschéatzung von [, =

(= o) e |

Aus der partiellen Integration beziiglich & resultiert

L, < — ‘ / - (ﬁ — ﬁ) e e cos(ii, & )ds

1
27)2
() |€]>1,6€Qp,

w/h
1 1 1 1 , : ,
+ o / (_2 _ _2) 6—21’252 (e—m’ﬂr/h _ em’ﬂr/h) d§2
(27'[') le@:—w/h d |§| |£1:7r/h
1 1 251 Qh_l Slﬂ(hfl)) —izé
s |— DL PR ) e df‘
927 )2 ( 1 P
(2m) m1|£|>1,£th €1
' 1 26, 2h'sin(h&))
< Oy h?— ( /ds+ /(&Q+Cb—— / ‘—%————7——Ld§
&o=—7/h [€]>1,6€Qp
1
— (s h,
|21

wobei s die Integrationsvariable des Kurvenintegrals sei. Beim Beweis der letzten
Ungleichung wird neben der Taylorentwicklung die Eigenschaft d* > 7%|§|2 verwen-
det. Mit 77 wird allgemein der dufiere Normalenvektor bezeichnet, der sich in diesem
Zusammenhang auf den Einheitskreis |£] = 1 bezieht.

[ e ‘ :
leR\Qx

Abschéatzung von I3 =

(27r)

Aus der partiellen Integration beziiglich &; folgt
w/h

1 1 6_”3252 ) '
L < —]— / _ = A mwwmm/h _ iwiw/h d
S (2m)? W, ) m2h~2 4 &2 (e € ) &2
1 11 .
S —izE —

+(27T) bliﬂ)o / 171 5% + 5% € COS(n,fl) ds

1 1 251 — iz ‘

- 5L i d
+(27r)2 iy /2 |§|4 3
leleR™\q,,
w/h
< Oap / o de /
> 31 |:1;1| T2h=2 + 52 2 32|:1;1| Oo 51 T 52
&o=—7t/h
1 1

+ 33— / —

33|:1;1| 2 |£]3

l€lelR™\Qp
1

T C34h
3
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Mittels partieller Integration beziiglich & erhdlt man fiir die Integrale I und I3 die
obere Schranke C'h|zy|™' und fiir & = 2,3 folgt aus (|zy|lx)? + (Jao|lx)* < C*R?
die Abschiatzung |z|* I} < C*h?. Daher gilt [, < Chlz|™" und Lemma 1.1 ist
vollstandig bewiesen =

Dieses Lemma bildet die Grundlage fiir das folgende Konvergenzresultat. Es sei
G C R? ein beschrinktes Gebiet und G = (G N IR}) C R; das entsprechende
diskrete Gebiet. Weiterhin sei A(G)) = - h? und Q(G}) ein das Gebiet G, um-

l’eh

gebendes Quadrat mit dem Mittelpunkt (kih,koh) und der Seitenldnge L = 2[h,
[ € IN. Zur Vereinfachung des Beweises wird nur der Spezialfall k; = ko =0 diskutiert.

Satz 1.2: Es sei G = {(mih,meh) € G : my,my € Z und (my,mz) # (0,0)}.
Fiir jede Schrittweite h < ™' erhdlt man die l,~Abschitzumg

C(L)h 1<p<?
1B () — E(2) |1y < 4 Chy/|Inh]  p=2
C'h2/» 2 < p<oo.

Beweis: Aus Lemma 1.1 und der Minkowskischen Ungleichung folgt

1/p
HE%(QC) - E(w)Hlp(G;) = ( Z |Ei(m1h, mzh) - E(m1h7 mzh)|ph2)
(mlh,mQh)CGZ

h
< Cth(A(Gh))l/p_|_CQH|$|HlpG* (1.6)
! ! 1/p
< CLh3(A(Gh)) 1/p+02<4 S > (mi+md) p/2h2—|—425‘ph2) :

m1= 1m2 1

Im einzelnen gilt fiir A < e7!

I I
Z Z ml—l—m p/2h2
mi1=1mso=1

Ih 21k ™2
< 2‘p/2h2—|—2/ ( ) hdu + / /( ) ododo
u=h o=h »=0
C(L)h? I<p<?2
< .
S Y cRinh] p=2 (1.7)
Ch? p>2
sowle
: T\ Ch?|lnh| p=1
—p 2< 2 _ < - .
;s W2 <h +_/<u) hdu_{0h2 ' (1.8)

Durch die Abschatzungen (1.6) - (1.8) ist Satz 1.2 vollstandig bewiesen m
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Die Forderung h < e™! im Satz 1.2 ist rein technischer Natur, um im Unterschied
zu den Potenzen A mit 1 < p die dominierende Rolle der Ausdriicke A? |In k| zu
betonen und auf diese Weise die einzelnen Abschédtzungen zu vereinfachen.

Die diskrete Fundamentallésung

o= il | e [ e [ (5 )

|é]<1 [€]>1,6€Q) l€]<1

steht bei der Formulierung von Konvergenzaussagen im unbeschrankten Gebiet im
Mittelpunkt. Sie unterscheidet sich von der Fundamentallésung (1.4) durch die von h

abhangige Konstante Ky = ﬁ / (L - @) dg.

2 d?
lel<1
Lemma 1.2: Fir h <1 gilt |E}(z) — E(z)] < C%.

Beweis: In Analogie zur Abschiatzung (1.5) erhalt man die Beziehung
1 1 1 :
- ) e
m | [ (@) ]
1

1<
11 ) izt ‘ / L v
— - — ) e |+ —e e dE
/ <d2 €[2 €[2
lE[>1,6€Qp leleR*\Qp,

|7 () = E(x)] <

(27m)?
und aus dem Beweis von Lemma 1.1 folgt

1 1 . 1
2 _ < - —z€ .
|Fj(z) — E(2)] < <d2 |€|2)e d&‘—l—Clhm
1

b
(27)?

Mittels partieller Integration beziiglich &, der Taylorentwicklung fiir den Ausdruck
I
26y 2h7 sin(h&1) yipd der Ungleichung d2? > % |¢]* beweist man

HE a1
o) | (o)

) 1 260 2h7'sin(h&) izé
lﬂ%(CZhQH/d“ 3777 | |/| (W‘d—) )
¢l< e<|é|<1

([ ] )k o )i

Cg—h hm( / |€|d§—|—/ ds + / ds) < C’4h2

| 1| e—0
e<[¢]<1 l¢== l€]=1

1

I =
4 6—)0 (277)

IN

—|— hm

e—0

|901|

Véllig analog kann durch die partielle Integration beziiglich & die Abschétzung
Iy < Ch? |z, gezeigt werden. Aus der Ungleichung (|x|14)? + (|z2|l4)* < C?h*
folgt schliefilich I, < Ch%|z|™' m
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Satz 1.3: Fir h <e™' und 2<p<oo gilt |Ei(z)— E(z)| ) < C h¥e,

1IR3\ (0,0)

Beweis: In Analogie zum Beweis von Satz 1.2 erhdlt man unter Verwendung von
Lemma 1.2 die Abschédtzung

h
Fiz) — E(x 2 < Ch|—
IR = Bl mivon = Ol arzy oo
. T (h\" F T 1/p
< @(h w [(2) raus [ (2 gdapd@) . (1.9)
u 0
u=h o=h ©=0

Dabei sichert die Bedingung 2 < p < oo die Existenz des Integrals (%)p odo.
h

Q:
Die Behauptung des Satzes folgt aus der Berechnung der Integrale in (1.9) =
Der Satz 1.3 und die Differenz

1
Fi(e) = B(e) = Bi(e) + K — Bu(e) = Ky + 1 = 5 (gIHQ I h) (1.10)
m

zeigen, daf} gerade die in der Literatur zitierte Fundamentallésung (1.2) nicht gegen
die kontinuierliche Fundamentallosung (1.3) konvergiert. Wahrend der Ausdruck
K1 + K, explizit berechnet werden kann, liegen fiir die einzelnen Konstanten nur
Niherungswerte vor. Insbesondere ist K, ~ 0.005hk*. Mittels Taylorentwicklung
erhilt man die Schranken 0.005 7% < K, < 0.0164 k2. Aus diesen Uberlegungen und
der Beziehung (1.10) resultiert schliefllich eine Abschatzung fiir die Konstante Kj.

Die Beweisidee von Lemma 1.1 und 1.2 148t sich unmittelbar auf die Abschétzung der
diskreten Fundamentallésung eines beliebigen elliptischen Operators zweiter Ord-

nung mit konstanten Koeffizienten {ibertragen. Es seien a;; = aj; die von h und 2 un-
2
abhdngigen Konstanten des Differenzenoperators Pyuy(z) = — > a;D;D_pup(z),
J:k=1
2
die fir C > 0 und k = (ky,K2) die Elliptizititsbedingung > ajrk; & > C|k|?
J:k=1

erfilllen. Ausgehend von den Eigenschaften 10 und 11 der diskreten Fouriertrans-
formation erhdlt man in Analogie zu (1.4) die Fundamentallésung

2o = ([ (3 ) (e - b

lej<1 Sk=t
2 -1 )
o [ (X e
gl>1¢€Q, A=
mit n_; = h™! (1 — e‘ihfﬂ) und 1 = A1 (1 — eih&k) . Dabei gilt insbesondere
2

ZZ: g N—j M = Z ajk <2h_1 sin (%))(Zh_l sin (%))(cos (M))

k=1 k=1
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Mit der Beweistechnik von Lemma 1.1 und Satz 1.2 kann man zeigen, daf} die diskrete
Fundamentallosung E}(z) gegen die Fundamentallésung

1 2 -1 2 o
Blo) = (2@—2( / (Z ai &) (et~ 1)dg + [ (Z ik gk) e‘””fdf)
|€]<1 Jk=1 €[>1 7,k=1
2
des elliptischen Operators Pu(z) = — Y aj Q%%U(Iﬁ) konvergiert. Bei dem zu

k=1
Lemma 1.1 analogen Beweis wird sowohl die Beziehung d? > %[£]? als auch die
Elliptizitdtsbedingung benutzt. Der Beweis von Satz 1.2 kann tibertragen werden.
Die den Aussagen in Lemma 1.2 und Satz 1.3 entsprechenden Resultate erhdlt man
unter Verwendung der diskreten Fundamentallosung E?(z) = E}(z) + K3 mit der
von h abhingigen Konstante

ho = #/ (D agen—ym)™ = (D am & &)™ ] dE.

Werden nur Gitterpunkte aus einem beschriankten Gebiet betrachtet, dann kann man
fiir jede feste Schrittweite h < 1 obere Schranken fiir die diskreten Fundamental-
16sungen Ey(z), El(z) und Ejf(z) des Laplaceoperators angeben.

Lemma 1.3: Es sei Cp < 0o eine beliebig gewdhlte, von h unabhingige Konstante.
In allen Gitterpunkten x, die der Bedingung |z| < Cp geniigen, sind die diskreten
Fundamentallésungen Ejy(x), E}(x) und E}(x) beschrinkt, wobei die obere Schranke
im wesentlichen von In |h| abhdingt.

Beweis: Vorausgesetzt wird, dafl h < 1 eine fest gewahlte Schrittweite ist und nur
Gitterpunkte betrachtet werden, die der Bedingung |z| < Cp geniigen. Fiir die
diskrete Fundamentallosung Fj () gilt im Koordinatenursprung F£,(0,0) = 0. In
allen weiteren Gitterpunkten erhédlt man mit Hilfe von Lemma 1.2, der Darstellung
der Fundamentallosung (1.3) und der Beziehung (1.10) die Abschitzung

|En(2)] < [En(z) = Ei(2)] + |Ef(z) — E(z)] + | E(2)|
h
< 01+Cz|lﬂh|—|—03——|—04|1ﬂ|$||

- |z]

Eine obere Schranke fiir die diskrete Fundamentallosung E}(z) in den Gitter-
punkten auflerhalb des Koordinatenursprungs kann man unter Verwendung von
Lemma 1.1 angeben. Im einzelnen gilt

By ()] < | Ey(x) — B(x)] + | E(x)]
h
< Clh2—|-02——|-03—|—04|lﬂ|$||

- |z]
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Andererseits erhélt man mit Hilfe der Ungleichung & > %|¢[* im Koordinaten-
ursprung die Abschéitzung
1 1
EN0,0)] = |
| h( ? )| (27_[_)2 d2 5
|€]>1,£€Qh
w/h 21
! ”zﬁ/71 dodo < Cs|Inh|
(2m)? 4 929999_61&'
o=1 =0

<

Nach Lemma 1.2 kann die diskrete Fundamentallésung E?(z) aullerhalb des Gitter-
punktes (0,0) durch

|Ei(z)| < |Ej(x) — E(x)] 4 |E(x)]
h
< Cr—+Cy+Cslnz||

]
abgeschitzt werden. Im Koordinatenursprung gilt auf Grund der Beziehung (1.10)

|E3(0,0)| < Cy+ Cy|Inh| =

Bemerkung 1.1: In Lemma 1.3 mufl « nicht unbedingt ein Gitterpunkt sein. Die
angegebenen Abschiatzungen gelten in allen Punkten  mit || < Cp < oo, wenn
bei der Berechnung der Fundamentallosungen der Einschrénkungsoperator R, der
Riicktransformation F; ' = R, F weggelassen wird. Auf diese Weise ist eine ganz
natiirliche Fortsetzung der diskreten Fundamentallésung moglich.

Auf der Grundlage dieser Fortsetzung soll das Konvergenzverhalten der ersten Ab-
leitung der diskreten Fundamentallésung des Laplaceoperators untersucht werden.
Fiir die Fortsetzung der diskreten Fundamentallésung wird kein neues Symbol ein-
gefiithrt, da aus dem Zusammenhang hervorgeht, worauf sich die Bezeichnung genau
bezieht.

Lemma 1.4: Die auf R? fortgesetzten Fundamentallssungen Ey(x), E}(x) und
E3(x) besitzen im Punkt x stetige erste partielle Ableitungen nach xy und xs.

Beweis: Betrachtet wird zunachst die Fundamentallésung (1.2). Durch die formale
Differentiation nach z; unter dem Integralzeichen erhélt man das Integral

I - / (i)e™ o

d2
EEQ

Dieses Integral konvergiert fiir jede feste Schrittweite & gleichméafig, da

g,

—ifle_”’g )
_— — 1lt.
‘ =P i ®

d?
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Indem das schwach singuléare Integral in der Form

(—i&)e e lg?
d2

I = / ﬁé?/g) d¢  mit dem stetigen Anteil A(x,§) =
EEQ

geschrieben wird, kann man beweisen, daf} [; eine stetige Funktion von z ist. Nach
dem Satz tiber die Differentiation von Parameterintegralen existiert die Ableitung
%Eh(aj) im Punkt z und stimmt mit dem Integral [; iiberein. Der Beweis fiir die
partielle Ableitung nach x5 sowie fiir die Fundamentallésungen Fj}(x) und E}(z)
kann voéllig analog gefithrt werden =

Um das Konvergenzverhalten der ersten partiellen Ableitung der in den Raum IR
fortgesetzten diskreten Fundamentallésung beurteilen zu kénnen, wird auch die par-
tielle Ableitung der Fundamentallésung (1.3) nach x; berechnet. In Analogie zu
Lemma 1.4 erhalt man fiir das erste Teilintegral

0 e~ ] (—1&)em¢
in | e |

|é]<1 l€]<1

d¢.

Fiir die partielle Ableitung des noch zu betrachtenden Integrals gilt im Raum 5’

it i )emivE
5 | i /! §|§)| .

|é]>1 |€]>1

Ausgangspunkt des folgenden Lemmas ist die Ungleichung

9 L1 P (—i&1)e "t
v * _ - _ 1z N Y A
i) = Bl < | [ (G- ) i sael o | [ )
eeQn eeR*\Qs
wobei E7(x) eine der Fundamentallésungen Fj(z), F} (x) beziehungsweise F7(x) ist.
< Ch

z? -

Lemma 1.5: Fiir h <1 gilt |:2-(E}(x) — E(x))

Der Beweis unterscheidet sich von der Vorgehensweise in Lemma 1.1 und 1.2 nur
durch die zweifache partielle Integration. Bei der partiellen Ableitung der Funda-
mentallésungen nach x5 ergeben sich véllig analoge Abschitzungen.

Die im weiteren angegebenen Figenschaften bilden die Grundlage fiir die Beweise
im Kapitel 3 dieser Arbeit. Dabei wird generell vorausgesetzt, daBl h < e™! gilt.

Lemma 1.6: Fs sei ¢ C R* ein beschrinktes Gebiet, Gy = GNIR} und W(mh)
das Quadrat mit dem Mittelpunkt mh = (myh, mah) € Gy und der Seitenlinge h.
Fir ganzzahliges p < oo erhdlt man die L, —Abschétzung

( / |E(mh—§)|pd§)l/p§Chz/pllnh|-

W(mh)

Die Konstante C' ist von h unabhdingg.
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Beweis: Nach Formel (1.3) gilt

1= () memn-gpa)”

W(mh)
mlh‘l‘% T)’Qh-l—%
1 P 1/p
- ( / / ‘%(C”““l“%(mlh—&)”<m2h—€2>2> d&d@) '

g1=m1 h—% 52:m2h—%

Aus der Substitution ¢ = & — mih und y = & — moh und der Minkowskischen
Ungleichung ergibt sich fiir ganzzahliges p < oo und h < e™!

h/2 h/2

1/p
I < Cth/erCz( / / |1n\/x2—|—y2|pdxdy)

r=—h/2 y=—h/2

V2h/2 2 1/ V2h/2
p 1\ P 1/p
e—=0 e—=0 Y
o=¢ =0 o=e
2 P _ p—k\ VZh/2\ /P
_ 2/p ; 0 — 7( In Q) )
= Cih +03(;%(p+1;<p+1>p---<p FE) )

< CyRMP 4 C5RPP | Inh] < Coh*P|Inh| =

Eine Abschétzung der L,~Norm fiir nicht ganzzahliges p resultiert aus der Ein-
bettung der L,-Réume.

Das folgende Lemma beschreibt das Konvergenzverhalten der diskreten Fundamen-
tallosung auf 'y = {rh = (rih,roh) € R: \ Gy, : |rh — mh| < 2k, mh € G} }.
Dabei sei ' sei der Rand, der durch die achsenparallele Verbindung aller Punkte
aus I', entsteht. Vorausgesetzt wird, dafl sich der Rand I'® bei der Verfeinerung
der Schrittweite h nicht verdndert, so daff ab einer Schrittweite h, < e™! fiir zwei be-
liebige Punkte kh und jh € I';, mit h < h, und k # j die Ungleichung |kh — jh| > h
giiltig ist.

Lemma 1.7: Die Bedingung h < h, < e™! sei erfillt. Ist [h = (I1h,l3h) € T}, ein
beliebiger Randpunkt und 15 = {rh € Ty, : r # [}, dann gilt fir die Differenz

zwischen der diskreten und der kontinuierlichen Fundamentallésung

Chllnh| p=1

C Ry p>1. (L.11)

[E5(th = rh) = E(lh = rh)|li,ry) < {

Beweis: Aus Lemma 1.2 folgt

h LN Vi
F2(1h — vh) — B(lh — vh *<( e h) .
| E5( rh) ( r )Hlp(Fh) = Z (C |lh—rh|)

rhelp,r#l
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Zerlegt man den diskreten Rand I';, in die Teilrénder I'f = {rh € I';, : [lh—rh| > h,}
und I} = {rh € T, : |lh — rh| < h,}, dann gilt

2 (Cﬁ)phzz(ﬁ hh|)h+ 2 (Cuhfirm)ph

rhel'y,r#l rhel'? rhEFb r#l
AP Boltl ;P o/
<Y (e hra S (e n < ooy S sh.
rhel’ g ho s=1 sh s=1

Dabei symbolisiert [h,/h] den ganzen Teil der Zahl h,/h. Liegen alle Gitterpunkte
rh € T} auf einer Geraden, dann kann die Konstante C; durch 2 ersetzt werden.
Die Konstante Cy hingt im wesentlichen von h, und der Bogenlinge des Randes I'P

ab. Fiir [h,/h] = 1 ist das Lemma offensichtlich bewiesen. Im Fall [h,/h] > 1 gilt

(ho/ ] (ho/P] ho A\ ?
03 Z S_ph203h—|—03 Z S_ph§03h—|—03 / (—) du.
[

s=1 5=2 u—=h
Aus der Berechnung dieses Integrals resultiert die Beziehung (1.11) m
Der Schnitt von I'” und dem Quadrat mit dem Mittelpunkt Ik = (I1h,l5h) € T, und
der Seitenlange h wird mit U(lh) bezeichnet. U(lh) besteht aus zwei achsenparallelen
Geradenstiicken U;(lh), ¢ = 1,2 der Lange h/2. Ist y = (y1,y2) € U(lh) ein
beliebiger Randpunkt, dann ist fiir alle £ = (&1,&2) € U;(lh) eine der Differenzen

ly1 — &1] oder |ya — & ] konstant, wobei die Konstante K, die Ungleichung K, < h/2
erfullt.

Lemma 1.8: Fir ganzzahliges p < oo, lh € I'y, und y € U(lh) gilt
1/p
([ 1BG=orde) " < ChIng,
U(lh)

Die Konstante C' ist von h unabhdingg.

Beweis: Mit Hilfe der Substitution v = |y; —& | und K, = |ys— & | bzw. u = |y, —&|
und K, = |y; — &| erhdlt man in Analogie zum Beweis von Lemma 1.6 auf jedem
Geradenstiick U;({h), ¢ = 1,2 bei der entsprechenden Wahl von j aus der Menge
{1,2} die Abschitzung

I = (/ |E(y—§)|pd§)l/p§ Clhl/p+02< / [ \/52 + ( |pd5) v

U;(ih) Uy
) i 1 P oN\1/p ) . h 1\? \1/p
< cntreo( [ (i) < contrecs (i [ () )
u=0 u=e
R h 1/p
< Clhl/p—|—03<hm —Z(p—l—l)p...(p—k—l—l)(—lnu)p_k )
0 p+1k:0 e
< CLRYP 4 CyRMP)Inh) < CshYP|Inh| =
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Bemerkung 1.2: Im Fall y =k gilt K, =0 und bei der Integration iiber v kann
als obere Grenze h/2 gewidhlt werden. Die in Lemma 1.8 bewiesene Ungleichung
ist auch dann giiltig, wenn y ein innerer Punkt ist, der in der N&he des Randes
liegt. Betrachtet man beispielsweise die Randpunkte [h € Ty, fiir die |y — [h] < v/2h
gilt, dann sind fir alle ¢ € U;(lh) die Beziehungen |y; — &| = K, < V/2h und
lya — &o| < V2h+ 2 bzw. |y — &| < V2h+ 2 und |yo — &| = K, < V2h erfiillt.

Im folgenden sei K = {(0,0); (1,0); (—1,0); (0,1); (0,—1)} und rh € [} ein fest
gewdhlter Randpunkt. Die Menge {rh + kh : k € K} heifit 5-Punkte-Stern—
Umgebung von rh. Jeweils drei Punkte dieser Umgebung gehéren zur Menge I',.
Sind die iibrigen zwei Punkte aus Gy, dann besitzt das betrachtete Gebiet im Punkt
rh eine Innenecke. Gehoren beide Punkte zur Menge R} \ (G, UT',), dann bezeichnet
man den Gitterpunkt rh € I'y, als Aulenecke.

Lemma 1.9: Andert sich der bei der achsenparallelen Verbindung aller Randgitter-
punkte entstehende Rand TP bei der Verfeinerung der Schrittweite nicht, dann
erhdlt man in jedem fest gewdhlten inneren Gitterpunkt mh aus dem beschrinkten

Gebiet Gy, die l, —~Abschitzung

Chllnh| p=1
| E5(mh — rh) — E(mh —rh)||;,r,) < { C /P > L.

Beweis: Es sei h, < ¢! eine beliebige Schrittweite. Fiir alle h < h, wird die Menge
der Punkte rh € 'y, unterteilt in I'f = {rh € I';, : |mh —rh| > ho Ymh € G} und
I')={rh €Ty : |mh—rh| < ho Vmh € G;}. Nach dem Beweis von Lemma 1.7 gilt
Ch P Ch P
2 _ _ _ p < - < P -
|E; (mh—rh)—E(mh T‘h)Hlp(rh) < hZ: <|mh—rh|) h < CyhP 4 Z <|mh—rh|) 5
rhely rhel’t

wobei die Konstante ('; hauptsichlich von h, und der Bogenlinge von I'” abhingt.
Weiterhin sei K, (mh) der Kreis mit dem Mittelpunkt mh und dem Radius h,. Zur
Abschétzung der Summe

Ch b
= — | h
o Z (|mh—rh|)

rhel’f
werden drei Falle unterschieden:

1. Das Innere des Kreises K}, (mh) iiberdeckt nur ein Geradenstiick von I'?:
Es sei d = ah mit @« € IN, & > 1 der minimale Abstand des Gitterpunktes mh zu den
Randpunkten von I'} und 3* das Maximum der Punkte 3 € IN : (ah)? +(8h)* < h2.

In Analogie zum Beweis von Lemma 1.7 erhélt man die Abschatzung

C\? & C o\ [ho/2] Cyh|lnh| p=1
S<<—)h 2 <7)h<0ph 20r S srh < 402
LT R P e P P O S
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2. Das Innere des Kreises K}, (mh) iiberdeckt zwei Geradenstiicke von I'P . die in
einer Auflenecke zusammenstoflen:

Die Menge der Randpunkte von '} wird durch die beiden Geradenstiicke in zwei
Teilmengen unterteilt. Dadurch erhélt man eine spezielle Zerlegung der Summe 5,
wobei jeder einzelne Summand wie im ersten Fall abgeschétzt werden kann.

3. Das Innere des Kreises K, (mh) iiberdeckt zwei Geradenstiicke von I'P, die in
einer Innenecke zusammenstofien:
Liegt der Punkt mh auf der Verlingerung von einem der Geradenstiicke, dann gilt

C\P B* C P [ho/h]—or O \P
S e (O e (Y ey
= \a +521(¢a2+s2) " o+

s=1

[ho/R] { Cgh|lnh| pzl

< (P P -pp <
< CPh+2C ZS h < Coh b1

s=1

Liegt der Punkt mh nicht auf der Verlangerung dieser Geradenstiicke, dann be-
zeichnet man mit d; beziehungsweise dy den minimalen Abstand des Punktes mh
zu den Geraden, die jeweils eines der beiden Geradenstiicke enthalten. Fiir die ent-
sprechende [,~ Abschatzung nutzt man die Analogie zum Fall 2 =

Die Fundamentallésung der Helmholtzgleichung

Untersucht wird die Differenzengleichung
— (Az + KJQ) Eh(l’) = — (D_lDl + D_2D2 — Oéth_lDlD_QDQ + KJQ) Eh(l’) = (Sh(l’)

fiir x = (I1h,l3h) € R}. Bereits im Jahre 1949/50 konnte STOHR [Stoe] eine Lésung
dieser Gleichung fiir den Fall o = 0 angeben. Er charakterisierte das asymptotische
Verhalten der Fundamentallosung und fand Rekursionsformeln zur Berechnung von
Ey(2) in speziellen Gitterpunkten. ANDREEV und KRYAKVINA [AK] bewiesen, daf}
die Bedingung o > —1/2 notwendig und hinreichend fiir die Elliptizitat des Dif-
ferenzenoperators A% ist. Die Aktualitdt des Problems unterstreicht ZEMLA, indem
er in seiner Arbeit [Zem] aus dem Jahre 1995 die Existenz und Eindeutigkeit sowie
das asymptotische Verhalten der Fundamentallosung Fj(x) fiir beliebiges £ und
a > —1/2 untersucht.

Mit Hilfe der diskreten Fouriertransformation erhalt man im Fall o = 0 die Funda-
mentallésung

w/h w/h

1 e—i(11h51+l2h§2)d J
(27)? / / d? — K2 Gde.

—m/h—7/h
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Wiéhrend man die diskrete Fundamentallésung des Laplaceoperators in den Gitter-
punkten auf der Hauptdiagonale aus endlich vielen Summanden berechnen kann,
gelingt es bei der Fundamentallésung der Helmholtzgleichung nicht, entsprechende
Rekursionsformeln anzugeben. Lediglich die Integration beziiglich einer Variablen
ist exakt ausfithrbar. Wie man dabei vorgehen kann, soll fiir A =1 und x* > 8 in
den Gitterpunkten (2n,2n) mit n € NU {0} gezeigt werden.

Ausgangspunkt ist das Doppelintegral

1 T —i(2n€1+2né2) 1 f: COS 2n cos(2n
] st = [ | Su) cos@nla) e e,
) 2 4
—T =T 0 0

451112 51 + sin? é2)—;{ T —2cosé&y — 2cos &y — K2

Das innere Integral kann man berechnen, indem man zur Abkiirzung die Schreibweise
a=4—2cos& —«* und b= —2 einfithrt und fiir cos(2n&;) die Darstellung

4n? 4n?(4n? — 2%) |
cos(2n&y) =1 - o sin? & + % sin* & —

4n?(4n? — 2%)(4n? — 47)

ol sin6€1—|—...

benutzt. Nach GRADSTEIN / RYSHIK gilt

is

1 T
g =
Zo a+ bcos & & a? — b?

sin? & Ta b?
_SL e, = T 12
/a—l—bcosfl & bz< a2)

1=0

und fur m =2k +2 und k£ > 1 erhdlt man

Kis

. v—1
sin™ & . a ko (a? — b2 (m—l—l—Zl/ m—|—1—21/)
ST g = 2 2 B
5/0 a+ bcos & & b2 ( —4b? 2 ’ 2

1=

2
mit A:7;—2“(1— 1—[’—)

/2
und der Beta—Funktion B(z,y) =2 / sin®* ™! cos® ! p do.
0

Da die entstehenden Ausdriicke nicht geschlossen integrierbar sind, sollte fiir die
Integration beziiglich & ein Ndherungsverfahren gewahlt werden, das hinreichend
genaue Werte liefert.
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Die Fundamentallésung der biharmonischen Gleichung

Die Gleichung
AR ALEL(2) = §p(2)  mit z = (21, 29) = (L1h, lsh) € R}

besitzt auf Grund der Ordnung des Differenzenoperators keine eindeutige Losung.
Eine der Fundamentallésungen hat die Gestalt

1 / e~ _ 1 4271 (2£)?

27)2 d*
( 7T) EEQ

Eh(l') = df

mit € = x1& + v2& . Bei dieser Darstellung wird das urspriinglich mit Hilfe der
diskreten Fouriertransformation erzielte Integral nach der Methode von THOMEE
regularisiert, indem vom Ausdruck e™" mit u = x1&; 4+ x2&; die ersten Glieder der
Taylorreihe subtrahiert werden. Auf Grund der Struktur der diskreten Fundamen-

U

tallosung kénnen dabei alle Glieder ungerader Ordnung weggelassen werden. Neben
dieser Art der Regularisierung des Fourierintegrals erhédlt man auch durch

-~ (27)2 d*
( 7T) EEQ

mit A(x,£) = xysin(&) + x9sin(€z) eine Fundamentallosung der diskreten bihar-
monischen Gleichung. Eine praktische Moglichkeit zur Berechnung von FEj(x) fir
die Gitterpunkte auf der Hauptdiagonale wird in der Arbeit von GURLEBECK und
SPROSSIG [GS2] angegeben.

In Analogie zum Beweis von Lemma 1.1 untersuchte KAHLER [Kae] die Differenz
zwischen den Fundamentallésungen

1 eIt — ] — 271(g)? et
w0 = gepl [ g | )

und

1 ™ — 1 — 271 (2€)? et
£ :———(/ d / d)
h(x) (QW)Z l€l<1 d' §+|£|>1 EEQR & 5

Aus der Ungleichung
|E(z) — EL(2)] < CiA%|2|* + Coh|z|™! + Csh?

erhélt er im beschrdnkten Gebiet G, die [,~Abschatzung

Ch 1<p<?
1E(x) = Ey(@) i < § Chy/llnh]  p=2
C h3/? p > 2.
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Fundamentallésungen diskreter Cauchy-Riemann-Operatoren

Approximationen des Cauchy-Riemann-Operators erhélt man durch die diskreten
Operatoren D} und D, mit

11— , , 1434 , ,
D;IL-UZ] _ Zhl (uz+1,y+1 _ UZ]) n 2—;Z (uz’]ﬂ _ uZH’]) und
1 + 7 . o 1 —2 L .
_ k k, k-1, k-1, k,
Dh th _ o (uh] — 1,7 1) n o (uh Ly uh] 1) :

wobei ¢ die imagindre Einheit sei und in den Gitterpunkten @ = (x4, 22) = (kh, jh)

ul? := wy(kh, jh) gilt. Fiir h — 0 kann man zeigen, daf D gegen (—1) (— +1 —)

81’2
und D; gegen ¢ (i — i%) konvergiert. Im folgenden wird die Differenzengleichung
. h™% k=3=0
D Ef(kh,jh) = { 0 sonst (1.12)

betrachtet. GURLEBECK berechnet die diskrete Fundamentallssung Ejf (kh, jh) in
der Arbeit [Guel] mit Hilfe der Beziehung

Bt (kh, jh) = —Dj, By(kh. jh). (1.13)

wobei Ehk’j := Fy(kh,jh) eine Losung der Gleichung

. 1 N . N . L1 N
_AhEhk] _ th <4Eh B Ehk+1,y+1_ Ehk+1,] 1 Ehk Lj+l Ehk 1,5— 1)
g ki R E=35=0
ist. Im Fall h =1 erhélt er als Losung der diskreten Laplacegleichung
cos k& cos j&y — )kﬂ — 1_( ) (COS &1+ cos&y)
Er(kj) = 5 / / E a6 dy
— cos&q cos 52

E1=—m &=
und die von ihm angegebene Fundamentalldsung Ef (K, j) hat die Gestalt

Ef (k. j) = Efy(k, ) + (k. j) (1.15)
mit
1 1 k & — k—1
Ef(k, j) = -I- i / / cos k& cos j€; — cos ( )1 cos (7 — 1)&y 0, g,
1 —cos & coséy
51——7r£2——7r
und
. 1 1—4 7 T cos (k — 1)& cos j€y — cos k& cos (j — 1)&
Bk, j) = —— / déyde; .
2(k, ) 872 2 1 — cos & coséy Grdte

E1=—7 Ea=—r
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GURLEBECK erwihnt, daB die diskrete Fundamentalldsung Eif (k,7) mit Hilfe der
Formel t_lE:/t(:Jcl/t, z9/t) = Ef (21, 2,) auf verschiedene Gitter umgerechnet wer-
den kann. Dariiber hinaus charakterisiert er das Konvergenzverhalten der Funda-

mentallésung Ejf (kh, jh) fiir h — 0 in den Punkten ((k + 0.5)h, (7 + 0.5)h).

Der Laplaceoperator Ay, ist im Unterschied zu dem bisher betrachteten Operator A,
wesentlich besser zur Beschreibung der funktionentheoretischen Eigenschaften geeig-
net. Dies belegen auch die Arbeiten von DUFFIN [Dul] und SOBOLEV [Sol],[So2].
Interessant ist der Zusammenhang zwischen den Fundamentallésungen der beiden
Differenzenoperatoren. Bezeichnet man mit Fy(k,j) die Fundamentallésung (1.2)
der Laplacegleichung, dann erhélt man auf dem geraden Gitter k+ j = 2s, s € Z
die Umrechnungsvorschrift

e—il 2 e 457 52)_1d J i(k&1+5&2) _ d y
/ / sm2 51 + sin? 522) e = / / 1 —cos &y cos &y 1.

fl——W §o=— 51——7r fo=—m

Diese Beziehung kann auch in der Form F, (%4, 25y .= 1 5Ei(k,j) geschrieben wer-

den, wobei sich die Losung F;(k,j) der Gleichung (1. 14) von der von GURLEBECK
berechneten Fundamentall6sung El(k, J) durch den Regularisierungsanteil unter-
scheidet. Auf dem ungeraden Gitter k+ 35 = 2s + 1, s € Z sei Ej(k,j) = 0.
Nach Gleichung (1.15) gilt fiir die Fundamentallésung E;f (&, 7)

. 1—|—2
Eil_(kvj) =

(Fy(k,j)— Ef(k—1,5 = 1)) = Ef{(k,j) firk+j=2s und

1
2

Bf (k) = = (B (k= 1,j) ~ Bj(k,j - 1)) = By(k,j)  fir ko4 j =25+ 1.

Da die diskrete Fundamentallésung Ejf (k, 7) eindeutig bestimmt ist, mufl auf dem
geraden bzw. ungeraden Gitter jeweils ein Summand aus der Darstellung (1.15)
identisch Null sein. Der Beweis soll fiir den Spezialfall k + 7 = 2s gefithrt werden.

Untersucht wird der Ausdruck [; =4 f f cos (k=1)¢ cosj€y —cos k) cos (1=1)& e g,

1—cosé; cosés
§1=0¢&2=0
Zerlegt man das Integral iiber &, an der Stelle & = 7 — & in zwei Teilintegrale, dann
erhédlt man mit Hilfe der Transformation v = 7 — & und w = 7 — & die Beziehung

d&y d&s

1 — cos & cosésy

/W /W cos (k — 1)&1 cos jéa — cos k& cos (j — 1)éa

dv dw .

/_ (_1)k+j—1 COS (k — 1)U cos jw — cos kv cos (] — 1)w
1 — cosvcosw

Ersetzt man anschliefend v durch & und w durch &, dann ergibt sich auf dem
geraden Gitter I = 0.

Indem man zur Berechnung von Ejf(k,7) die Fundamentallésung des diskreten La-
placeoperators heranzieht, kann man auch die Méglichkeit der einfachen numerischen
Realisierung nutzen.
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1.2.2 Fundamentallésungen fiir Gleichungssysteme

Die Fundamentallésung des Lamé—Systems

In den Gitterpunkten = € R} wird die Lésung Eh(x) = (Ej(x), Ei(x), E}(z)) des

Gleichungssystems
7 Ahﬁh(x) + (A + p) grad divy, Eh(x) - g (1.16)

gesucht, wobei die rechte Seite S die drei Vektoren (61(2),0,0),(0,8,(x),0) und
(0,0,dx(x)) mit

AT fir 2 =1(0,0,0)
5“$)“{() fiir « % (0,0,0)

durchlauft. Dabei sind die Lamékoeffizienten A und p konstant und fiir die diskreten
Operatoren div; und gradi gilt

divgﬁh(:p) = D_ Bl (2)+ D_yF}(x) + D_3E;(z) sowie
grad; divgﬁh(:p) = (D1 divgﬁh(x), Dy divgﬁh(:p), Ds divgﬁh(:p)) )
Im Fall § = (0n(2),0,0) kann man das Gleichungssystem (1.16) in der Form

A(Ey(a)" = 8" mit

AL+ A+ p) DDy (A+p)DiD_y (A4 p) D D_5
A= (A4 p) DDy AL+ (A4 ) DDy (A4 ) Dy D_g
(A4 p) DsD_y (A+p)DsD_y AL+ (A4 p)DsD_s

schreiben, wobei mit (Eh(x))T und ST die zu Eh(x) bzw. S transponierten Vekto-
ren bezeichnet werden. Unter Verwendung der Eigenschaften 10 - 13 der diskreten
Fouriertransformation erhélt man fiir dieses System die Losung

Atp) n-im &

Bj(x) = (2m) Ry P (M(A+2u) i _udz)’ i=1,23, j=1

5. 1 firi=y
Y10 fir @£ .

Analog gilt fiir § = (0, d4(x),0)

: _ A+p) n—me by . :
Ei(z) = (2m)**R,F ( — Y =1,2 =2
h(x) ( 7T) Ry (M()\—I_QM) d4 Md2 ), ! ’ 737 J

und fiir § = (0,0,dx(x))

: _ Ad+p) n-ms by . :
Ei(z) = (2m) 2R, F ( - Y =1,2 = 3.
h(x) ( 7T) Ry (M()\—I_QM) d4 Md2 ), ¢ ’ 737 J 3
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Im weiteren soll eine Méglichkeit der Berechnung von Eh(x) vorgestellt werden. Das
Prinzip wird am Spezialfall § = (6n(x),0,0) erlautert. Es sei e; der j—te Einheits-
vektor im Raum IR® und
€1 €2 €3
rot} Eh(x) = Dy Dy Ds
Ey(x) Ej(z) Bj(x)

Durch einfache Umrechnungen kann man beweisen, daf Eh(x) eine Losung des

Gleichungssystems
I _ 1
divy Ep(x) = —(2m)7? A+ 2u Dotk (ﬁ) (1.17)
" 1 1
rot} En(z) = —(2#)_3/2 ; rotf ¥ mit ¥ = (RhF (ﬁ) ,0,0)

ist, wobei die rechte Seite von der diskreten Fundamentallssung (27)~*/2R;, F/(5;)
des Laplaceoperators abhiangt. Wird der Vektor gh(x) = (0, E}(z), E(z), E}(x)) als
ein Element des Raumes IR* mit den Einheitsvektoren er, J=0,1,2,3 betrachtet,

3.
dann entspricht diesem Vektor nach [GS1] das Quaternion &,(z) = > Ej(z)el.
=

Die Gleichung
Dp&x(x) = (—divg Eh(:zj)) e+ rot E,(x) (1.18)

ist ein diskretes Analogon der Operatorgleichung

DE(x) = (—div&(x)) eq+rotE(x), E(x) = Zg]‘(l') e,

J=1

3
wobei der Operator D = 3 % e7 als Dirac-Operator bezeichnet wird.
j=1""

Die Beziehungen (1.17) und (1.18) zeigen, daf Eh(x) die Lésung einer diskreten
Dirac—Gleichung mit spezieller rechter Seite ist. Sinnvoll sind die Uberlegungen je-
doch nur dann, wenn die diskrete Dirac—Gleichung auch gelést werden kann.

Fundamentallésung des Systems der elastischen Schwingungsgleichungen

Als Verallgemeinerung des Systems (1.16) wird das Gleichungssystem
MAhEh(x) + (A + ) gradf div; Eh(x) + ow? Eh(x) s

mit den konstanten Koeffizienten A, i, ¢ und w betrachtet. In Analogie zum Lamé-
System erhdlt man im Fall S = (§;(x),0,0) die Losung

: _ At ) n-im dij j=1
Ej(z) = (2m)*Ry F ( - : ’
h(l') ( 7T) Ry ((Md2 — ng)(()\ + 2/~L>d2 _ sz) pd? — pw? 1 =1,2,3.
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Analog gilt fiir § = (0,8,(z),0)

: _ A+ ) n-in: dij j=2
Ej(x) = (2n) Ry F ( - - : ’
)= e ((Md2 —0?) (A4 2p)d? — gw?)  pd® —pu? ) 1=

sowie fiir S = (0,0,6,(x))

E;L(l') _ (27‘[‘)_3/2RhF ( ()‘ + /“L) =73 N 5ij ) . J=3,

(nd? — 0?) (A + 2pu)d? — ow?)  pd? — pw?

Hinsichtlich der praktischen Realisierung kann Eh(x) mit Hilfe der Losung zweier
diskreter Dirac—Gleichungen darstellt werden. Erlautert wird diese Moglichkeit am
Spezialfall S = (d,(x),0,0).

Ausgehend von der Darstellung Eh(x) = Ehl(x) — Ehg(x) mit

i o —3/2 —i — 521d2
E(x) = 2R, F ( 2l — gu?) ) und
Ei = (27)%?R, F( i ) ' =1,2,3
hQ(x) d2 )\—|—2/,L d2 _ ng) t 5 “oy
gilt fiir die einzelnen Vektoren
div;, Ehl(x) = 0
- 1 1
rotf Ep(z) = — (2%)_3/2 ; rotf ¥ mit U= (Rh F<W) 0, 0)
und
divy Epa(x) = (2m)7%? ' b, F( ! )
h A+2u d?* — pw?( X\ +2p)71

rot} Ehg(x) = 0.

Die rechte Seite dieser Gleichungen hangt speziell von den Fundamentalldsungen

1 1
o () — (ony o )
(2m) Ry, = un (2m) Ry, = ool (A 1 20

der Helmholtzgleichung ab, wobei x* = pw?u™! bzw. £ = gw?(A 4 2u)~! gilt.

Die Fundamentallésung der Gleichungen der statischen Momente

Die Vektoren Eg(x) = (EfY (), Ef*(x), Ef*(x)) und Ez(x) = (Ezl(fﬁ)a EEQ(:L‘), E;)LS(“'))

beschreiben die Fundamentallésung des Systems
(1 + ) ARE N (2) + (A4 o — a)gradz'divgﬁg(x) + 2a rot;ﬁz(x) =5 (1.19)
(v + BALEL (2) + (e + v — B)grad; divi E} (z) + 2a rotf Ef(z) — 4aE)(z) =V
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in den Gitterpunkten = € TR}, wenn jeweils ein Vektor der rechten Seite die
Méglichkeiten (6,(x),0,0), (0,d,(x),0) und (0,0,6,(x)) durchlauft und der andere
identisch Null ist. Die Koeffizienten u, a, A, v, # und ¢ geniigen den Bedingungen
>0, 2420 >0,a>0,¢>0, e+2v >0 und F > 0. Ersetzt man in der Definition
von gradf, div; und rot] die Differenzenoperatoren D; durch D_; und umgekehrt,
dann entspricht dies den Operatoren grad; , div; und rot; . Das System (1.19) kann

in der Form . .
A B (Ep)t ) _ (ST
C D)\ (Ej) ) \VT
geschrieben werden, wobei fiir die 3 x 3— Matrizen A, B, C' und D gilt

Ay = (u+a)8i; A+ A+ p—a)D;D_j,
Dy =(~4a+ v+ B)Ap) éij + (e+v—-p) D Dj, 4,j=1,2,3,

0 -D_3 D_y 0 —=Ds Dy
B =2a D_3 0 —D_1 und C =2a D3 0 —D1 .
-D_y D_; 0 -Dy Dy 0

Die mit Hilfe der diskreten Fouriertransformation berechneten Fundamentallésungen
findet man in der Tabelle 1. Verwendet werden die Bezeichnungen

L 1 f_ At b 208 5“:{1 i=]

(1 + a)(v + B)d* + dap’ (N + 2p)d*’ R LF s
1 a(v+ 3)s

S ey derw)) P o FTwtos
Fall Losung (i =1,2,3)
§'= (61(2),0,0) | Bii(a) = 2m) ™ RuF ((— ok + )b + mun—ill — &)
V =(0,0,0) Bl (z) = (2@—3/2 (0, Ry F(wn_3), Ry F(—wn_y))
S=(0,04(2),0) | Bi(x) = 27) PRy F ((— 25 + p)0iz2 + man—i(t — &)
V=1(0,00 | E)=(2 >3/2<Rh (- 3> o RiF(wi-1))
5= (0,0,81(x)) | Efi(e) = 2m) P Ral (= + p)dis + nsnilt — )
V = (0,0,0) szz(x):(zw) 3/2<RhF<wn_z>, RhF< wi_1), 0)
S =(0,0,0) Ep(x) = (2r)7 (0, RyF(—wns), R W (wna))
V= (0n(2),0,0) Ezl(:z;) = (2#)_3/thF (—252'1 nin-1(u— % )
S=(0,0,0) Bi(e) = 2r) 3 (RyF(wns), 0, RyF(—wm))
V = (0.64(2),0) | Bfi(x) = (2m) By F (zéz—nmz ~5)
S=(0,0,0) Eji(w) = (2m) 7 (RyF(—wiz), RyF(wm), 0)
V =1(0,0,64(x)) | Ebi(z) = (2m) LRy F (- 2523—772773u—d%))

Tab.1
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Zusatzlich kann die Losung des Systems (1.19) durch diskrete Dirac—Gleichungen
bestimmt werden. Betrachtet wird der Spezialfall § = (6n(x),0,0) und V= (0,0,0).
Aus der Zerlegung Ej(x) = Efy(x) + Efy(x) mit

, 5;
Ei(z) = (QW)_wzfﬁlF1<'_ M;2_Fn1n%t) und

Biie) = @n) R F (pha—mneB) = 1,23

folgt
divy Biy(z) = —(2m) ' —— D R, F (i)
X+ 24 I
rott £¢ (z) = —(2m)7%? %rotﬁ mit 7 = (RhF (%) ,0,0)
und

divy Eiy(z) = 0

rot;'; Ezz(x) = (2%)_3/2

a 1
———rolf ¢ mit §= (RhF< " ),0,0).
iy +a) L (e )

Dabei ist (27)~%/2 R, F (d%) die diskrete Fundamentallésung des Laplaceoperators
und (27)732 R, F (W) die Fundamentallgsung der Helmholtzgleichung.

toFateTs
Fiir £ () gilt

divit Ez(x) =0
-3 - . 2a (77—2'771 - 5i1d2) S .
roty EV(x) = ¢ mit ¢ = W RLF ( 7 , 1=1,23.

Der Vektor ¢ = (e1, ¢2,¢3) auf der rechten Seite ist eine Losung der Gleichungen
div, ¢ = 0
rot & —2a rotf ¢ mit ¢ (R F( ! ) 0 0)
= = h a 3 ‘
" 2r P2 (p+a)(v+08) " P+ it

Die Fundamentallésung der Stokesgleichungen

Fiir alle z € R} wird die aus dem Vektor Eh(x) = (Ei(x), Ei(z), Ej(z)) und der
Funktion P,(x) bestehende Losung der Gleichungen

—vAy, Eh(x) + grad, Py(x) = S und divy Eh(x) =K
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gesucht, wenn einerseits S die Vektoren (6n(x),0,0), (O 5h( ),0) und (0,0, d,(x))
durchliuft und A identisch Null ist und andererseits S = 0 und K = dn(x) gilt.

Mittels diskreter Fouriertransformation wurden die folgenden Lésungen berechnet:

Fall Losung (i =1,2,3)
§=(01(2),0,0) | Bifw) = (2m) PR F (J — 202
K=0 Py () = —(27)"*2 Dy By P (%)
= (0,00(2),0) | Bie) = (2m) PR F (2 — 3)
K=0 Py(x) = —(27)"*2 Dy Ry P (%)
S=(0,0,8,(x)) | Bi(x) = (2r) 2R F (L — =)
K=0 Py(x) = —(27)"*2 Dy Ry P (%)
S =(0,0,0) Bj(x) = —(27) D_; Ryl (%)
K = 6,(x) Py(z) = vop(x)

Tab.2

Im Spezialfall Fall S = (6n(2),0,0) und K =0 ist der Vektor Eh(x) eine Losung

der diskreten Dirac—Gleichungen
divit Eh(x) =0

rot, Fn(x) = (2%)_3/2;7“0@717 mit (RhF <d2) 0 0)

Wihrend man in den Fillen § = (0,0(2),0) und S = (0,0, d,(x )) ganz analoge
Darstellungen erhélt, beruht die Berechnung von Eh(x) im Fall § = 0 sowie von
Py(z) im Fall K = 0 direkt auf der Fundamentallosung des diskreten Laplace-
operators.

Die Fundamentallésung der Gleichungen der Elektrostatik — ein Spezial-
fall der Maxwell-Gleichungen

In den Gitterpunkten z € Rj hat die Losung Eh(x) = (Fi(x), E}(z), B} (x)) des
Gleichungssystems

divy Eh(:zj) = p(x)

rot, Eh(:zj) =0
die Gestalt

. 1
Ei(z) = —2n)2D_; R, F <ﬁ) i=1,2,3.

Auch in diesem Fall ist der Zusammenhang zur diskreten Fundamentallésung des
Laplaceoperators deutlich zu erkennen.
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1.2.3 Instationire Probleme
Die Fundamentallésung der Wiarmeleitgleichung

Es sei I der identische Operator und h; > 0 die beziiglich der Zeit gewahlte Schritt-
weite. Fiir die Differenzenoperatoren D; und D_; gilt D, = h;'(V; — I) mit
Viop(t) = v (t + hy) sowie D_y = hy' (1 — V_;) mit V_,vu(t) = v (t — hy).

In den Gitterpunkten (z,¢) mit x = (21, 22) € R} und ¢ € R, wird die Differenzen-
gleichung

h—2ht—1 $1:$2:t:0
0 sonst

((—a2 Ah + Dt) Eh)(l',t) = (S}“ht(l',t) = (Sh(l') 5ht(t) = {

untersucht. Die beziiglich des Ortes Fourier—transformierte Losung dieser Gleichung

hat im Quader ), die Gestalt

(FE(E ) = 1) 0(t) (1 — a*dh)" ' mit - O(t) = { (1)3 i < 8

und aus der Transformation F ' = R, F resultiert die Operatorgleichung

Ey(x.t) = 0(1) ((1+ah A)M716,) (2).

In der Arbeit [GH1] von GURLEBECK/HOMMEL wird das Konvergenzverhalten
der diskreten Fundamentallésung analysiert. Dabei kann unter der Voraussetzung
C™t < hy/h* < (3n%a®)™! gezeigt werden, daB

HEh — ShtRhEHll(th[O,oo)) —0 fir h — 0 und ht —0

gilt, wenn
B, t) = 20 olob /o)
da*nmt

die kontinuierliche Fundamentallésung und S;, die Einschrankung dieser Fundamen-
tallosung auf das Gitter beziiglich der Zeit ist. Dartiber hinaus sei ¢ ein beschranktes
Gebiet, G, = (G NIR}) das entsprechende diskrete Gebiet sowie C' eine von h und
h; unabhéngige Konstante. Fiir den von GURLEBECK /HOMMEL gefiihrten Beweis
ist die Bedingung an den Quotienten h;/h? notwendig und hinreichend.

Gleichzeitig enthélt die Arbeit [GH1] ein Konvergenzresultat fiir die Fundamen-
tallésung der impliziten Differenzengleichung

(—a2 Ah Eh)(l',t + ht) + (Dt Eh)(l',t) = (S}“ht(l',t).
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Die Fundamentallésung der Diffusionsgleichung

Fiir = (21, 79) € R} und ¢t € R}, wird die Lésung der Differenzengleichung
((_a2 Ap+ Dy — ﬁ) Eh)(xvt) = 5h7ht(x7t)

gesucht. In Analogie zur Wérmeleitgleichung erhédlt man mit Hilfe der diskreten
Fouriertransformation die Darstellung

Ey(x,t) = 0(1) ((1+ Bhe+ a’hy 2)"716,) (x).

Die Fundamentallésung der Telegrafengleichung

Es sei @ = (21,22, 23) € ]R?L und ¢ € ]R}L. Untersucht wird die Differenzengleichung

h_3 ht_l $1:$2:$3:t: 0

0 sonst.

((—G2 Ap+D_y Ditay Di+as) Ep)(x,t) =055, (2, t) = {

Die in diesem Fall mittels diskreter Fouriertransformation beziiglich des Ortes be-
rechnete Fundamentallosung hat die Gestalt

Ep(e,1) = (272 O(1) Ry F® ( ((A+@B)f/ht—(A_@'B)f/ht)).

ivD
Dabei sei
D = h(2(2+ a1 h)(a*d®+ay)—ai—h}(d*d® + ay)?)

) 4 hé&, hfg 2 hés
2 _ il
mit d° = Iz (sm 5 +s 5 + sin 5 |

4 - 2+ athy — b (a*d* + ag) wd B — VD ‘
2(1 + Cllht) 2(1 + Cllht)

Unter Verwendung des binomischen Satzes erhilt man fiir alle Gitterpunkte z € R},
und ¢t = sh; € R} die Darstellung

mirn =00 e 3 (1) S (e (2 ) )

2+ ay hy + 1?2 (a*Ay — az)
2(1 + aq ht) ’

mit 17 =

Die Wellengleichung ist ein Spezialfall dieser Gleichung mit den Koeffizienten
a1 = adg = 0.
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1.2.4  Ausgewihlte kanonische Probleme

Mit der Betrachtung von einigen kanonischen Differenzenrandwertproblemen soll die
Untersuchung diskreter Fundamentallosungen abgeschlossen werden. Vermerkt sei,
dafB speziell auf diesem Gebiet aus der Literatur keine Aussagen bekannt sind.

Die Fundamentallésung der Laplacegleichung im Halbraum

Der Punkt y = (y1,y2,ys) sei ein beliebig ausgewahlter Gitterpunkt aus dem Raum
RYT = {(ih, jh,kh) : 1,5 € Z, k € N}. Fiir alle 2 = (21,22, 73) € R} wird die
Loésung der Gleichung

h x =
_AhE:(xvy):(sh(xvy):{ 0 i%z

gesucht, wenn auf dem Rand x3 = 0 die Bedingung Ejf (21, 29,0,91,y2,y3) = 0
erfiillt ist. Bezeichnet man mit Ej(x — y) die diskrete Fundamentallésung im ge-
samten Raum IR} und mit y den Gitterpunkt (yi1,ys, —y3), dann gilt fiir die zu
berechnende Fundamentallésung F; (2, y)

Ef(z,y) = En(z —y) + a Ep(z —y).
Der Koeffizient « = —1 wird aus der Randbedingung und der Symmetrieeigenschaft
Ep(xy —y1, 02 — Y2, 3 — y3) = Ep(21 — Y1, ¥2 — Y2, y3 — ¢3) bestimmt.

Ersetzt man die obige Randbedingung durch Dz E;f (21, 22,0, y1, y2,y3) = 0, dann
erhédlt man fiir die Fundamentallésung im Halbraum die Darstellung

Ef(z,y) = En(z —y) + En(z —y) — hD_5 Ep(z — 7).

Die Fundamentallésung der Laplacegleichung in einer Viertelebene

In den Gitterpunkten @ € R;tt = {(ih,jh) : i,5 € IN} ist die Differenzengleichung

h? o=
_AhE:-I—(xvy):(sh(xvy):{ 0 i%z

zu l6sen, wenn y = (y1,y2) € IR;TT ein fest ausgewihlter Gitterpunkt ist und auf den
beiden Rindern die Bedingungen ;T (0,22,y1,y2) = 0 und Ef*(z1,0,y1,92) = 0
erfiillt sind. Ausgehend von der Fundamentallésung Ej,(x — y) in der ganzen Ebene
wahlt man den Ansatz

E:"’(:L',y) =Enz—y)+aEuz—y)+bEuz—y)+cEi(z—y),

wobei in den einzelnen Quadranten y = (y1,y2), ¥ = (y1,—v2), ¥ = (—y1,y2)
und y' = (—y1, —y2) gilt. Aus den Randbedingungen und der Symmetrieeigenschaft
Ep(xi—y1, 20—y2) = En(yn— 21, 20— y2) = En(1—y1, y2—22) = En(yr — 21, y2— x2)
folgt schlieilich a =b= —1 und ¢=1.
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Zusitzlich sind einige diskrete Fundamentallosungen Fi+(z,y) berechnet worden,
die andere Randbedingungen erfiillen. Die Resultate kann man der Tabelle 3 ent-
nehmen. Bei der Vorgabe von zentralen Differenzen wird jeweils die Bezeichnung

D =27YD; + D_;), i = 1,2 verwendet.

Randbedingungen Fundamentallssung  Fi+(z, y)
Dy BT (0,22,y1,92) =0 | En(x —y) — Ep(z —y) + En(e —y') — En(z —y')
Bt (21,0,51,92) = 0 +hD_y Ey(x —y') — hD Eh(:ri—y)

EZFJF(O T3, Y1,Y2) = 0 Ep(z —y) + En(z —y
DzE (901,0 yhyz) =0

D2 E+ (07x27y17y2) 0
E2—+(x1707y17y2) =0
Eg——l—(ovx?vylvy?) =0 Eh(x - y) - Eh(x - g) - Eh(x - y/) + Eh(x - g/)

Dy Ef*(21,0,y1,42) =0
Dy EfF(0,22,y1,92) = 0 | Ex(z — y) + En(x —9) + En(e — ') + En(z — §)
D* E++($1,0 y17y2) =0
Dy B0, 22,y1,52) = 0 | Eu(x —y) — En(e —y) — En(z —y') + En(z —¢)
D* E++($1,0 y17y2) -0
Dy B0, 22,y1,52) =0 | En(x —y) — En(e —y) — En(z —y') + En(z —¢)
D,y E+ (21,0,y1,42) =0
D, E+ (0,29,y1,92) =0 | Ep(x —y) — Ep(z —9) + En(z —y') — Ep(x —¢)
Dy B (0, p1,) =0 +h Doy Ey(z =) = h Dy Ex(z —y)
Dy BT (0,29, y1,y2) =0 | En(z —y) + Ep(z —y) — En(z — ) — En(z — ')
Dy Bt (21,0,y1,y2) =0 —hD_yEp(z—y)+hD_s Ep(e—1y)

Die Fundamentallésung zweier gekoppelter Halbraume, in denen die dis-
krete Laplacegleichung erfiillt ist

Es sei y € R = {(ih,jh,£kh): i,j € Z, k € N} ein fest gewahlter Gitterpunkt
und RY* = R¥E U {(ih,jh,0) : 4,5 € Z}. Fir alle = € (R}T UIR}™) wird die
Losung der Differenzengleichung

- Ah Eh(l', y) = 5h(x7 y)

gesucht, die den Randbedingungen

(1) E:(xhx??()?ylvy?vyiﬁ) = Eh_(xlvx%()?ylvy?vyiﬁ) und
(2) A1 D§ E:(xlv 72,0, y1, ¥, y3) = Ao D§ Eh_(l'h 79,0, y1, Y2, y3)

geniigt. Dabei gilt D% = 274(Ds+ D_3), B C R} und Ef = £, Vo € R} sowie
By CRY” und By = LBy Vo e R},
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Ausgehend von der diskreten Fundamentallosung Ej(z,y) im ganzen Raum TR}

wahlt man den Ansatz

(e, y) = Enx —y)+aEp(x—y) fir z € RT
T b Bz —y) fiir @ € Ry

und aus den Randbedingungen (1) und (2) folgt a = il_l_io und b = /\?ii\o :

Wenn der nicht verdnderliche Gitterpunkt y, der auch als Quelle bezeichnet wird,
zur Menge IR;™ gehort, dann erhilt man die Losung

, { oot En(z —y) fir v € R}T

By T, Y) = _ . 53—
(=9) En(z —y)+ i°+i; Ey(z —y) fir x € R)™.

Wird andererseits die Randbedingung (2) durch die Beziehung

A Ds EZ(%, 22,0, Y1, Y2, y3) = M D_3 Eh_(xlv 2,0, Y1, Y2, 93)
ersetzt, dann gilt fiir y € R)*

Eh(l‘,y) = Eh( )—I_ i1-|-/\0 Eh( y) /\1_|_,\0 D_ Eh(l’ - y) fir =z € ]R,?L-I_
ok Bu(e — ) + 145 Ds En(z — y) fiir = € Ry~

und fiir y € Ry~

2 Ao Ao h . 31
Eh(:p,y) = { A1tAo En(z —y) - Mo D_3 Ep(z —y) fir x € R},

Ep(x —y) 4+ 2558 En(z —y) + 2% Ds Ey(e —y)  fiir @ € R}

Zur Berechnung der diskreten Fundamentallésung in zwei gekoppelten Halbraumen,
in denen die Helmholtzgleichung oder eine der instationdren Gleichungen erfiillt
ist, kann die vorgestellte Methode auch verwendet werden. In diesen Fallen gilt fiir
die Fouriertransformierten der zum ganzen Raum gehoérenden Fundamentallosungen

(FhEh)(fl, 527 53) = (FhEh)(—fl, 527 53) = (FhEh)(fl, _527 53) = (FhEh)(fl, 527 _53)7

so daf} die Symmetrieeigenschaft

Eh($17$27$3) = Eh(_xlvx%x?)) = Eh(l'h —51?2751?3) = Eh(xlvx% —51?3)

w/hw/hw/h
= (2;3)3/2 Ry, / / /(FhEh)(flafzafza) cos(z1€1) cos(w2ly) cos(waés) dby dby dés

zur Bestimmung der Koeffizienten im entsprechenden Ansatz genutzt werden kann.

In diesem Kapitel wurden jedoch auch diskrete Fundamentallosungen berechnet, die
diese Symmetrieeigenschaft nicht besitzen. Am Beispiel der Laméschen Gleichungen
soll fiir einen dieser Félle eine Moglichkeit zur Berechnung der Fundamentallésung
in zwei gekoppelten Halbrdumen angegeben werden.
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Die Fundamentallésung fiir zwei gekoppelte Halbriume, in denen die
Laméschen Gleichungen erfiillt sind

Essei y € R}t ein fest gewithlter Gitterpunkt. Gesucht wird die Fundamentallésung
Bu(e,) = (B2, 9), B2 e,y), B2(z,9)) der Gleichungen
fir x € R;T

fir = € ]RS_

(2,),0), (0,0, dn(x,y)}

AL Bz, y) + (A + ) gradi divy; Eh( y) =
1A Enfe,y) + (A + o) grady divf Eyfey) =

mit der rechten Seite S anus der Menge {(6n(x,y),0,0), (0,
und den Randbedingungen

S
0
0, 8

(1) Eff—l—(xl?x??()vylvy?vyiﬁ) = Efj_(xlvx%()?ylvy?vyiﬁ) und
(2) )‘1 D; E2+($17$2707y17y2793) = )‘0 D; Efz_(xlvx%ovylvy?vy?))v Z = 17273'

Insbesondere soll der Fall § = (6n(x,y),0,0) untersucht werden. Betrachtet man
die obigen Differenzengleichungen im gesamten Raum IR} und wihlt man in beiden
Fillen als rechte Seite § = (6n(x,9),0,0), dann erhdlt man im Bildbereich der
diskreten Fouriertransformation die Losungen

. ~ A nim o S
% _ 3/2 _
(Fh Em)(f) (27) (/«L()\‘FQ/«L) 4 [t d? und

' - A+p min-i da .
F, B} = (2m)7%/? - =1,2
(Fh Ey2)(6) (27) (M()\+2M) A 1 d>2 ¢ ,2,3
mit e, = A7 (1 — eFihe)

(FFthjl)(x_y): (FFhEéQ) (y—z) 1=1,2.3 (1.20)

. Eine einfache Substitution zeigt, daf

gilt. Zur Bestimmung der Losung Ej(z,y) wird der Ansatz

l%h(x y) = Em (x—y)—l—aﬁhl (x —y) fiir J}E]R?L-I_
’ bFEn(y—x) fir z € ]R?L_

mit Em (x —y) = Em (x1—y1, 2—Yy2, —T3—Yys) gewahlt. Aus den Randbedingungen

und der Beziehung (1.20) folgt a = il_l_io und b = ”1 . Im Fall y € IR}~ resultiert

aus dem Ansatz

Eyla.y) = {

c = AinA und d = io_l_il Dabei gilt (F'Fy E},)(y —x) = (F F, E},) (x — y) fiir

alle : =1,2,3 und En (x—y) = Eps (1 —y1, 02 — Y2, —T3 — Y3).

¢ By (y — ) fir =e Rt
Ew(x—y)+dEpn(x—y) fir :L'E]R?L_

Auf analoge Weise kann die Fundamentallssung fiir die Differenzengleichungen mit
den rechten Seiten S = (0,d,(x,y),0) und S =(0,0,d,(x,y)) bestimmt werden.
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Die Fundamentallésung fiir vier gekoppelte Viertelebenen, in denen die
Laplacegleichung erfiillt ist

Zur Abkiirzung werden die zu den vier Viertelebenen gehérenden Gitterpunkt-
mengen in der Form RI*T = RI*™ U Rt = {(xih,jh) : i,j € IN} und
R:* = R}" UIRZ™™ = {(xih,—jh) : i,j € IN} geschrieben. Gesucht wird
fiir alle Punkte z € (R2*T UIR?*™) und einen festen Punkt y € IR; ™" die Losung
der Differenzengleichung

- Ah Eh(l',y) = 5h(x7y)7

die auf den einzelnen Randern den Bedingungen

E++($1,0 yhyz) = EZ (:1:1,0,y1,y2)

E++(0 Ty, Y1,Y2) = E}L_+(07x27y17y2)

+(51? 0,y1,92) = Eh__(l'ho Yi,Y2)

B0, 20,51, 52) = E__(O T2, Y1, Y2)
)\1D*E++(l‘ 07y17y2) = )\4D2E (51?170 y17y2)
MDY E : (07x27y17y2) = A Dj Eh (0 51?27y17y2)
Ay D; E T21,0,y1,02) = )\3D§E “(21,0,y1,92)
Ay DI Eh (0,29, y1,92) = AsDj Eh (0,29, y1,Y2)

geniigt. Die neben den zentralen Differenzen D} und D} verwendeten Bezeichnungen
kann man der Abbildung 2 entnehmen.

N T2 .
bt Lt
/. .
N, Y Yoo
1
N Y
. Y *yY .
E - Ef[_

Abb. 2

Ausgehend von der Fundamentallésung Ej, auf dem gesamten Gitter IR} und der
Gestalt der Fundamentallésung in einer Viertelebene wéhlt man den Losungsansatz

En(x —y)+ar Ey(z —y)+ by Ep(z —y) +e1 Ex(z —y) € RTT

Eh(:p y) = az En(x —y) + by Ep(e —y) + 2 Ep(x — y') r€R;™T
’ as En(x —y) +bs En(x —y') + ¢cs Ep(x — ') r € Rt
as Bn(x —y) + by Ep(e —y) + ca En(x — ) r€R}™

Dabei gilt R}*" = R} TTUR} ™ = R;** U {(£14h,0): 1 € N}U{(0,jh): j € N}
und RZ*™ = RITTURE ™™ = RIF™ U {(£ih,0): 1 € N}U{(0, —jh) : j € N}. Die
Koeffizienten a;, b; und ¢;, 1 = 1,2,3,4 werden aus den Randbedingungen und der
Eigenschaft Ej(x1,29) = Ep(—x1,29) = Ep(21, —22) = Ep(—x1, —22) bestimmt.
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Unter der Zusatzbedingung Ay A3 = Ay Ay hat das entstehende Gleichungssystem

die Loésung

— M _ 2A1 _ 2A1 _ 2A1 2A1
@1 = N 2 = X0 43 = X+ 4 = X0 Nt
— A1—A2 — 2N A=A — 2N M=Ma _
b = ArtAa 0 by = At Artdg by = ArttAe ArtAa 0 by = 0,
Cc1p = Ar=Ag A= Co :0, 03:0, C4:0.

Ar+Ag ArtAe 7

Liegt der Gitterpunkt y in einem anderen Quadranten, dann kann die gesuchte
Fundamentallésung in gleicher Weise berechnet werden.

Die soeben berechnete Fundamentallésung Eh(:zj, y) kann man auch benutzen, um
die Losung der folgenden Randwertprobleme zu bestimmen.

Der Abbildung 3 entsprechend wird fiir « € (IR} TTUIR; ~") und einen ausgewéhlten
Gitterpunkt y € R}t die Losung der Differenzengleichung

—AhEhi(d/‘,y) :(Sh(l',y), 1= 1,2
gesucht, die im Fall ¢ =1 den Randbedingungen

D; Eg—l-l—(xlvovyhy?) = 07 E2—1+(07x27y17y2) = Eh_l-l—(ovx%yhy?)v
D; Eh_l-l—(xlv 07 Y1, y?) = 07 )‘1 DT E:l-l_((), L2,Y1, y2) = )‘2 DT E]’L_1+(07 L2, Y1, y2)

und im Fall : =2 den Bedingungen

Eg—;—(xlvovyhy?) = 07 E2_2+(07x27y17y2) = EA;?2+(07$27y17y2)7
E}L_Q—l_(xlv 07 Y1, y2) = 07 )‘1 DT E2—2+(07 2,1, y?) = )‘2 DT Eh_2+(07 T2,Y1, y2)

genigt.
T2

2—+ 2++
IR} IR}

€1

Abb. 3
Die Parameter A; und Ay sind durch die Randbedingungen festgelegt. Weiterhin
sel Az = % Durch den Grenziibergang Ay — 0 ergeben sich im Fall 1 = 1 aus

der obigen Darstellung fiir Eh(:zj, y) in den Gitterpunkten z € (R;Tt U R; 1) die
Koeffizienten

2A A=A
Cllzl, a2:bQ:/\1+1\27 bl:cl:Aiﬁ'/\i’ CQZO.
Analog erhélt man im Fall : =2 fiir Ay — o0
2A A=A
Cllz—l, azz—bgz/\l+32, 612—01:/\1+/\§, CQZO.
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Der Abschnitt 1.2 soll deutlich machen, dafl man diskrete Fundamentallésungen
fiir Probleme unterschiedlichster Art berechnen kann. Wahrend in vielen Féllen die
Analogie zu den kontinuierlichen Loésungen offensichtlich ist, haben vor allem die
Fundamentallésungen der instationaren Probleme ihre eigene Struktur. Erst durch
gezielte Konvergenzuntersuchungen erkennt man auch hier die enge Verwandtschaft
zwischen diskreter und kontinuierlicher Lésung.

Mittels diskreter Fouriertransformation und der dazugehérigen Riicktransformation
erhédlt man die zu bestimmenden diskreten Fundamentallésungen zunéchst in Inte-
gralform. Speziell bei den im Abschnitt 1.2.2 betrachteten Gleichungssystemen sind
die erzielten Integraldarstellungen jedoch so kompliziert, daf} eine méglichst genaue
numerische Berechnung der Fundamentallosungen schwierig ist. Aus diesem Grund
wird in der vorliegenden Arbeit auf andere Berechnungsmoglichkeiten orientiert.
Die Grundidee besteht im Losen von diskreten Dirac—Gleichungen, deren rechte Sei-
te meist von der Fundamentallésung der Laplace—bzw. Helmholtzgleichung abhangt.
Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung der diskreten Dirac—Gleichungen ist im
Rahmen dieser Arbeit nicht untersucht worden, da im folgenden hauptsachlich die
diskrete Fundamentallésung der Laplacegleichung im Mittelpunkt steht. Fine genaue
Analyse dieser Gleichungen sollte deshalb als ein Schwerpunkt bei der zukiinftigen
Arbeit mit den entsprechenden diskreten Fundamentallésungen betrachtet werden.
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Kapitel 2

Theorie der Differenzenpotentiale

Bereits seit Ende der 60—er Jahre beschéftigt sich RYABENKIJ mit der Konstruktion
von Differenzenpotentialen und den damit verbundenen Methoden zur Lésung von
Dirichlet— und Neumannproblemen. Das Ziel dieser Methoden besteht im Lésen von
linearen Gleichungssystemen auf dem Rand, bei denen die Aquivalenz zum Aus-
gangsproblem gewahrt wird. Die Definition der Differenzenpotentiale erfolgt im Zu-
sammenhang mit dem in der Finleitung zitierten Theorem von SEELEY, wobei im
Kern der Potentiale die diskrete Fundamentallésung oder Greensche Funktion steht.
Neben der iiblicherweise betrachteten Menge der Randgitterpunkte wird eine aus-
gewahlte Teilmenge der zum diskreten Gebiet gehérenden inneren Gitterpunkte als
innere Randschicht bezeichnet. Auf diese Weise ist nicht nur eine einfache Definition
der diskreten Normalableitungen moglich, auch grundlegende potentialtheoretische
Eigenschaften kénnen bewiesen werden. In der vorliegenden Arbeit wird vor allem
durch die Zerlegung des Differenzenpotentials in ein diskretes Einfach— und Doppel-
schichtpotential ein entscheidender qualitativer Fortschritt erzielt, der es erméglicht,
die Theorie der Differenzenpotentiale weiter auszubauen. Dabei stehen hauptsichlich
Existenz— und Findeutigkeitssitze zur Losbarkeit der Differenzenrandwertprobleme
im Mittelpunkt. Ein wichtiges Hilfsmittel zum Beweis dieser Satze sind die dis-
kreten Greenschen Formeln. Wahrend die von RYABENKIJ beschriebene Methode
auf iberbestimmte Gleichungssysteme fiithrt, kénnen die im folgenden betrachteten
Differenzenrandwertprobleme durch geeignete Potentialansdtze unmittelbar gel6st
werden. Da das gesamte Konzept nur fiir die Laplacegleichung in der Ebene er-
arbeitet wird, sei betont, daB eine Ubertragung der grundlegenden Ideen auf andere
Problemstellungen moglich ist.

Wihrend man einige der in diesem Kapitel vorgestellten Beweismethoden aus der
klassischen Theorie tibertragen kann, ist an anderen Stellen eine véllig neue Heran-
gehensweise erforderlich. Besonders deutlich wird dies beim Fallen der Differenzen-
ableitung einer diskret harmonischen Funktion w,(mh) im Unendlichen wie 1/|mh|?.
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Ein Beweis mittels Kelvintransformation entfallt, da die Giiltigkeit der Aussage auf
dem Gitter R} zu zeigen ist.

In Analogie zur klassischen Potentialtheorie in der Ebene spielt das anndhernd lo-
garithmische Verhalten der diskreten Fundamentallésung eine entscheidende Rolle.
Der zweidimensionale Fall wird in dieser Arbeit untersucht, weil er einerseits im Ver-
gleich zum dreidimensionalen Fall der theoretisch anspruchsvollere ist und weil er
andererseits numerisch leichter zu bearbeiten und zu testen ist. Gerade in der Einheit
zwischen Theorie und praktischer Umsetzung liegt ein wesentlicher Vorteil der Me-
thode der Differenzenpotentiale, der in dieser Arbeit deutlich gemacht werden soll.
Bei rdumlichen Problemen féllt die diskrete Fundamentallésung und auch deren Ab-
leitungen im Unendlichen, so dafl weder bei der Arbeit mit den Greenschen Formeln
noch bei der Bearbeitung von dufleren Randwertproblemen theoretische Schwierig-
keiten auftreten werden. Zu erwarten sind lediglich aufwendigere Darstellungen.

2.1 Diskrete Potentiale und Greensche Formeln

2.1.1 Grundlagen fiir die Bearbeitung innerer Probleme

Es sei ¢ C IR? ein beschrinktes, einfach zusammenhéngendes Gebiet mit dem stiick-
weise glatten Rand ', M = {m = (my,mq) : my,my € Z, (mih,mah) € (GNR;)}
und K = {(0,0); (1,0); (—=1,0); (0,1); (0,—1)}. Durchlauft m die Menge M, dann
ist V die Vereinigung aller Fiinf-Punkte-Stern-Umgebungen N,, ={m + k : k € K}
In allen Punkten r = (r1,r3) € N sei K, ={k € K: r+k¢ M}. In Analogie zur
Betrachtungsweise von RYABENKIJ entspricht dem Gebiet G das diskrete Gebiet
G = {(mih,mah) : m = (m1,mz) € M} mit der doppelten diskreten Randschicht
Yo = {rh : r € N und K, # ()}. Dabei gehoren alle Punkte rh mit k& = (0,0) € K,
zur duBeren Randschicht v; C 7, wihrend die innere Randschicht ~; aus den
inneren Punkten rh € v;,\ v, besteht. Die folgende Abbildung soll die eingefithrten
Bezeichnungen noch einmal verdeutlichen.

x - Punkt von v,
® -+ Punkt von ;"

I o - Punkt aus G},
YT - spezieller Punkt rh € ~;
i i i i P + - Verweis aul k € K,

Abb. 4
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Mit Hilfe der Symbolik r € v bzw. r € v7 und r € v~ werden im weiteren die
Randpunkte rh € 55 ohne die Schrittweite h gekennzeichnet. Ausgangspunkt der
Untersuchungen ist die Differenzengleichung

— Ap up(mh) Z ag up(mh — kh) = fr,(mh) Vmh e Gy,

keK

—1/h?  fir k€ K, k # (0,0)

mit den Koeflizienten a; = { 4/h2 fiir k = (0,0)

Lemma 2.1: Fs sei Fy(x) die bis auf eine Konstante eindeutig bestimmte Funda-
mentallésung des Laplaceoperators in der Ebene. In allen Punkten lh € R} gilt

Z( ST En(ih—(r+k)h) ax h2)uh(rh) + 3" Ey(th—mh) fu(mh) h? = {Uh(lh)v leN

[ & N.
rey “keK, meM 07 €

Beweis: Substituiert man die Variable m im Ausdruck
meM meM keK
durch n + k mit n € N und k£ € K \ K, , dann erhalt man die Darstellung
Vit (i) = 3 ( S Eu(lh— (n+k)h) a h?) un(nh)

neEN ke K\K,

=y (Z Ep(lh—(n+k)h) ay h2) up(nh) — ( > Ex(lh—(n+k)h) ay, h2) up, (nh) .

neN “kek neN Nkekn
Laut Definition ist die Menge K, fiir alle n € N \ v leer. Daher gilt
Z ( Z En(lh—(n+k)h) ay hz) up(nh) = Z ( Z En(lh—(n+k)h) ay hz) up(nh).
neN “keKn ney “keKn
Die Behauptung des Lemmas folgt aus der Beziehung

T ( S™ Ey(lh — nh — kh) a h2) un(nh) = ¥ (— Ay By(lh — nh) h?) wn(nh)

neN “keK neN

1/h*  firl=n

= 3 (8u(th —nh)B?) wn(nh)  mit 8 (lh —nh) = { 0 firidn m

neN

Betrachtet man nur die Gitterpunkte (h : [ € N, dann ist die Darstellung fiir uy((h)
in Lemma 2.1 ein diskretes Analogon der Integraldarstellung fiir Funktionen aus C2.
Insbesondere wird durch

(Phuh)(lh) = uh(lh) — (Vhfh)(lh) == uh(lh) — (—Vh Ahuh)(lh)
3 ( S" Eu(lh — (r + k)h) a hz)uh(rh)

rey “kekK,
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das von RYABENKIJ untersuchte Differenzenpotential definiert. Noch deutlicher wird
der Zusammenhang zwischen der Integraldarstellung und der entsprechenden dis-
kreten Formulierung durch die Aufspaltung von (Pyu;)(lh) in ein diskretes Einfach—
und Doppelschichtpotential. Die damit verbundene Definition der beiden diskreten
Potentiale ist als Ausgangspunkt fiir den weiteren Ausbau der Theorie der Dif-
ferenzenpotentiale zu betrachten. Nur mit Hilfe dieser Definition ist es moglich,
potentialtheoretische Aussagen zu formulieren, die weit {iber die bisherigen Ergeb-
nisse von RYABENKIJ hinausgehen und zugleich die Einheit zwischen der diskreten
und der klassischen Theorie widerspiegeln. Bezeichnet man mit ug(rh) = ux(rh)

die Randwerte und mit w4(rh) = h™* > (up(rh) — up((r 4+ k)h)) die diskreten

ke K\K
Normalableitungen in den Punkten rh der &ufleren Randschicht 5, , dann hat das
diskrete Einfachschichtpotential die Gestalt

(PPua)(lh) == > walrh) Ex(lh —rh)h.

Das Potential der Doppelschicht wird definiert durch
DDy /y(Eh(lh —rh) — Ep(lh — (r + k)h)) ur(rh) le M

D . ) rev— EeK\K,
(P ur)(1h) { S (Ew(th — rh) — Ey(th — (r+ kb)) up(rh) — up(lh) 1€~
réy— ke K\K,

Satz 2.1: In allen Gitterpunkten [h mit | € N = (M U~~) gilt

(Poun)(1h) = (Pl wa)(lh) — (P ug)(lh).

Beweis: In der Darstellung fiir (Pyup)(lh) wird entsprechend den beiden Rand-
schichten die Summe iiber v in zwei Teilsummen zerlegt. Dabei gilt fir alle r € v~

(Blup)(Ih) := > (> Ex(lh — (r 4+ k)h) a, B*) up,(rh)
rey kel\r

= Z (= Ap Ep(lh — rh) h*) up(rh) — Z ( Z En(lh = (r 4+ k)h) ap, h*) up, (rh)
rey— revy— keK\K,
{ up(th)+ > (> Ep(lh—(r+k)R))up(rh) fir ley~

réy— keK\K,

> ( > Eh(lh — (T‘—|— k)h)) uh(rh) fiir le M.
revy— keK\K,

Aus der Substitution r = s+k mit s € v T und k € K folgt fiir die zweite Teilsumme

(PPun)(ih) == 3" (Y En(th— (s+k)h) ay h?) up(sh)
seyt keK;

== 3 (3 Balth—(s+R)h) ) un(sh) = = 30 (S un((r+(=k)h) ) Ep(lh—rh).

sevt keK., rey- —keK\K,
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Auf Grund der Beziehungen

— (PPugr)(ih) = (PPup)(lh) — > > Eu(lh—rh)uy(rh) und
révy— ke K\Kr

(PEus)(h) = (PPun)(h) + S0 3" Ew(lh — rh)up(rh)
revy~ ke K\ K,

ist der Satz vollstandig bewiesen m

Bemerkung 2.1: In Analogie zu den Integralgleichungen der klassischen Potential-
theorie resultiert aus Lemma 2.1 und Satz 2.1 im Fall f,(mh) =0 und [h € ~,~

ur(lh) = (P ua)(lh) — (Py ur)(lh)

wuath)y =h=" 3" ((PPua)(th) = (PPur) (1h) = (PP ua) (1 + B)h) + (PPug) (L + k)R )
ke K\K;

Eine Funktion uy(mh) heiBt diskret harmonisch im Gitterpunkt mh € IR, wenn sie
in diesem Punkt die Differenzengleichung —Apup(mh) = 0 erfiillt. Ist die Funktion
up(mh) in jedem Punkt mh € G) C R; diskret harmonisch, dann wird sie als
diskret harmonische Funktion in (G, bezeichnet.

Lemma 2.2: Die Potentiale( PFu4)(mh) und(PPur)(mh) sind diskret harmonische
Funktionen in Gy, = {(myih,mah): m = (mqy,mz) € M}.

Beweis: Fiir das Einfachschichtpotential gilt
—Ay, (Pqu)(mh) = Z ua(rh) (=Ay Ep(mh —rh))h = 0.

rey T
Beim Potential der Doppelschicht erhdlt man speziell in den Punkten m € v

—Ap, (PPug)(mh) = S0 > (=AnEx(mh —rh) + Ay Ep(mh — (r+ k)h)) ugr(rh)
rey~ keK\Kr

+ 172 > ur((m+ k)h)

keKm,
= —h? Z up( (m+ (=k)h)+ h™? Z up((m+k)h) =0 m
—k€Km k€K m

Ein wichtiges Hilfsmittel, das vor allem beim Beweis der Findeutigkeitssidtze im
Abschnitt 2.2 eine wesentliche Rolle spielt, sind die diskreten Greenschen Formeln.
Zur Formulierung der ersten Greenschen Formel wird die duflere Randschicht ~,
in die vier Teilrdnder ~;. = {rh : r € vy~ undr + k;, € M}, i = 1,...,4 mit
ki = (—1,0), ko = (0,—1), ks = (1,0) und ky = (0,1) zerlegt. Eingefithrt wird
ferner die Bezeichnung ~;7 = {r € v= : r 4+ k; € M}. Die einzelnen Teilrdnder
iiberlagern sich speziell in den Innenecken rh € ~; , in denen fiir jeweils drei Punkte
aus der Fiinf-Punkte-Stern-Umgebung rh € 4, und fiir zwei Punkte rh € G}, gilt.
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Satz 2.2: ( 1. Greensche Formel )
Fiir zwet beliebige Gitterfunktionen wy, und uy gilt

Z wy,(mh) Apuy(mh) h?

_ ﬂ;;;i(wh(mh)w;((erki)h)) (uh(mh)—uz((erki)h)) 2

P e (uh(rh)—uh((r—l—k)h)) ,

réy— ke K\Kr

B Z 5 (wh (rh) },Z((r + ki)h)) (uh(rh) — uz((r + ki)h)) 12

1= 17’6'7

Wiéhrend beim ersten Summanden auf der rechten Seite die Differenzenquotienten
der Funktionen wj und w;, die entsprechenden Gradienten in der klassischen ersten
Greenschen Formel approximieren, kann der zweite Term als Analogon des Integrals
iiber den Rand aufgefait werden. Der letzte Ausdruck ist ein besonderes Merkmal
der diskreten Theorie. Er verschwindet fiir A — 0, wenn wj, und w;, Einschréankungen
hinreichend glatter Funktionen auf das Gitter sind.

Beweis: Aus der Substitution m; = m + k3 und my = m + k4 folgt

> wp(mh) Ayup(mh) > = — > wy(mh) (Z: up(mh) _uh((m+ki)h)))

- = X wonh (Z Cunlmh) = (m + k1)) )
=3 X ot B ol R = )
=3 X e i+ K0 o)
+ 2; r;j_ wy (rh)(un(rh) — up((r 4 ki)h))

= — > Y (wn(mh) — wi((m + ki)R) ) up(mh) — wp((m + k;)R))

+ ; 2 wilrh)(un(rh) = un((r + ki)h))
= 2 2 (onlrh) —w((r +kh) )(wn(rh) —un((r + k)h)) =
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Die zweite diskrete Greensche Formel kann als Verallgemeinerung von Lemma 2.1
und Satz 2.1 aufgefafit werden.

Satz 2.3: ( 2. Greensche Formel )

Es seien wy, und wy, zwet beliebige Glitterfunktionen. Bezeichnet man die Werte der
Funktion up, auf dem Rand v, mit ug(rh) und die Normalableitungen mit ua(rh),
dann gilt in jedem beliebigen Punkt [h € R}

3 (wh(lh — mh) Apup(mh) — up(mh) Apop(Ih — mh))h2

meM

S (uA(rh)wh(lh—rh)—h_l 3 (wh(lh—rh)—wh(lh—(r—l—k)h))uR(rh))h.

réy— ke K\K

Beweis: In Analogie zur Summendarstellung in Lemma 2.1 ergibt sich

Z wy,(lh — mh) Apuy(mh) h?

meM
= S un(nh) Ay (th — k) B2+ 3 ( S~ wn(lh — (r + k)h) a h2) wn(rh).
neN rey “keK,

Der Beweisidee von Satz 2.1 folgend erhélt man die Gleichung

3 ( S wn(lh — (r 4 k)h) a h2) an(rh) + S un(rh) Apwn(lh — rh) b2

r€y “keK, rey -

S (uA(rh)wh(lh—rh)—h_l 3 (wh(lh—rh)—wh(lh—(r—l—k)h))uR(rh))h.

réy— ke K\K

Aus der Verkniipfung der beiden Beziehungen resultiert unmittelbar die Behauptung
des Satzes =

Folgerung 2.1: ( Gauflsche Summenformel )

Betrachtet man den Spezialfall u;, = 1 und w;, = E;, der zweiten Greenschen Formel
mit —Ay, Fp(2) = §p(x), dann erhdlt man fiir das Potential der Doppelschicht mit
der Dichte up(rh) = ug(rh) =1 die Darstellung

S (Elh—rh) — Ey(lh— (r+k)h) = -1, leM
rey~ keK\K,

(PP)(1h) = r;_ kelx’zilx"r(Eh(lh —rh)— Ey(lh—(r+k)h)—1 = —1, [le~y~

S Y (Eu(lh—rh) — Ey(lh— (r+ k)h)) = 0, [&N.

réy— keK\K,
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2.1.2 Grundlagen fiir die Bearbeitung duflerer Probleme

Die klassische Potentialtheorie zeigt, dafl insbesondere auch Auflenraumaufgaben
mit Hilfe von Integralgleichungen auf dem endlichen Rand gelost werden kénnen. Um
auch aduflere Differenzenrandwertprobleme bearbeiten zu kénnen, werden zunéchst
einige der fiir beschrinkte, einfach zusammenhéngende Gebiete bewiesenen Aus-
sagen fiir Ringgebiete formuliert. Dabei wird die Symbolik aus dem Abschnitt 2.1.1
bis auf die folgenden Verdnderungen iibernommen: Es sei (¢ ein Ringgebiet mit
den stiickweise glatten Réandern I'p und I',, wobei der duflere Rand mit I'p und der
innere Rand mit I', bezeichnet wird. Weiterhin sei Gh das entsprechende diskrete
Gebiet mit den doppelten Randschichten ’yh == Uy T und 4 =407 U T
In diesem Fall gehéren die Punkte rh € A bzw. rh € ¢ mit k = (0,0) € K,
zur Randschicht 4~ bzw. ~4¢~. Zur Charakterisierung der Gitterpunkte ohne die
Schrittweite A werden die Bezeichnungen %, %~ und ~+%* sowie 7% 4%~ und

T verwendet.

Ausgehend von Lemma 2.1 erhdlt man fiir Ringgebiete die Summendarstellung

{uh(lh) lEN

ST (D] En(lh—(r+k)h) agh?)up(rh) +Y . Ey(lh—mh) fi,(mh)h? 0 IgN.

TG(WRU’V ) kel\r T)’LEM

Im weiteren sei 47~ = (v~ U 4¢7) und %~ = (4%~ U ~427). Bezeichnet man

in den Punkten rh € ’yf“‘ die Randwerte mit ug(rh) = up(rh) und die diskreten
Normalableitungen mit wa(rh) = A" > (up(rh) —up((r 4+ k)h)), dann gilt fir

ke K\K
alle Gitterpunkte [h mit [ € N = (M U~M7)

(Plup)(thy = > > En(lh—(r+k h)akhQ)uh(rh):(Ph Bug)(1h)—=(PPRup) (Ih)
re(vRuye) “keK,

mit den fiir Ringgebiete typischen Potentialen
(PURua)(lh) == 3" wa(rh) Ex(lh —rh) b und

T’E’)/Ra_

S % (Eullh = rh)=Ex(th = (r + k)h))ur(rh) leM
B (Ih) =T R
> . I;I(Eh(lh—rh)—Eh(lh— (r+ Ek)h))ur(rh)—ugr(lh) ey

reyfe— ke K\K;

Zur Formulierung der ersten Greenschen Formel im Ringgebiet werden die dufleren
Randschichten v/~ und 7§ ~ in die Teilrander v/:~ = {rh : r € %~ und r+k; € M}
und 27 = {rh 1 r € " undr + k € M}, @ = 1,...,4 zerlegt. Dabei sei
ki = (—1,0), kg = (0,—1), ks = (1,0) und k4 = (0,1). Neben der bisher eingefiihr-
ten Schreibweise ¥~ = (yfi~ U 4%7) wird die Symbolik 47~ = (47U ~4#7) mit
T ={rerfir4+keM)y und 4T ={r e : r4+k € M} verwendet.
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Satz 2.4: ( 1. Greensche Formel im Ringgebiet )

Fiir zwet beliebige Gitterfunktionen wy, und uy gilt

Z wy,(mh) Apuy(mh) h?

_ ﬂ;;;i(wh(mh)w;((erki)h)) (uh(mh)—uz((erki)h)) 2

FYY wrh) (W’”‘) S ’f>h>) )
reyBa— ke K\K,
B ZZ: Z (wh(rh) — w;((r + kz)h)) (uh(rh) — uZ((r + kz)h)) =

rEwlRa_

=1

Diese Formel kann in Analogie zur Vorgehensweise beim Satz 2.2 bewiesen werden.
Der folgende Satz zeigt, dafl auch die Ubertragung von Satz 2.3 auf Ringgebiete
moglich ist.

Satz 2.5: ( 2. Greensche Formel im Ringgebiet )

Es seien wy, und wy, zwei beliebige Gitterfunktionen, wobei die Randwerte von uy, auf
’yf“_ mit ug(rh) und die diskreten Normalableitungen mit us(rh) bezeichnet werden.
Fiir jeden beliebigen Gitterpunkt [h € R} gilt

3 (wh(lh — mh) Aun(mh) — un(mh) Apwop(lh — mh))h2

meM

S (uA(rh)wh(lh—rh)—h_l 3 (wh(lh—rh)—wh(lh—(r—l—k)h))uR(rh))h.

renfam kER\K,

Neben dem Ringgebiet (7, mit den beiden doppelten Randschichten 4 und ~¢
wird zusitzlich das zu einem einfach zusammenhéingenden Gebiet G'!' gehorende
diskrete Gebiet G} mit genau der gleichen doppelten Randschicht 4/ betrachtet.
Dabei sei M = {(m1,mga) : m1,my € &, (mih,meh) € (G*NIR})}. Mit Hilfe von

Satz 2.5 kann das folgende Lemma bewiesen werden:

Lemma 2.3: Fs gilt

0 lheGh
1 lh e~ U(GL\Gy).

S S (Eu(lh—rh) — Ey(Ih — (r + k)h)) =

réye— ke K\K,

{0 lhe LUyt~

Beweis: Die zweite Greensche Formel im Ringgebiet hat im Spezialfall u, = 1
und wy, = B, mit —A, Ey(x) = dp(x) die Gestalt

3 S° (Ew(lh —rh) — Ey(lh — (r + k)h)) = S0 Ay Ex(lh — mh) h?.

re(vBE-uye—) ke K\K, meM
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Andererseits resultiert aus Satz 2.3 die Beziehung

ST S (Bu(lh—rh) — Ey(lh— (r+ k)R) = S Ay Ex(lh —m'h) b,

reyR— keK\K, mleM!
Die Auswertung der beiden rechten Seiten fithrt auf die Behauptung des Satzes m

Die Untersuchungen fiir Ringgebiete bilden die Grundlage fiir den Beweis der ent-
sprechenden Aussagen in Auflengebieten. Dabei sei G das zum AuBlengebiet G'*
gehérende diskrete Gebiet mit der doppelten Randschicht v, = ¢ ~U~¢t. Ohne die
Schrittweite i wird die Symbolik v* bzw. v~ und v** verwendet. In Analogie zum
Abschnitt 2.1.1 sei M® = {m = (my,mq) : m1,mq € Z, (m1h,mzh) € (G*NIR}Y)},
K*={ke K:r+k¢& M*}, Ny ={m+k: ke K}, N®= %Nm
und v = {rh : r € N*und K* # (}. Definiert man in den Randpeunkten
rh € v, die Werte mit ug(rh) = up(rh) und die diskreten Normalableitungen mit

ua(rh) =ht kGIX’Z\:I(a (up(rh) —up((r 4+ k)h)), dann hat das Einfachschichtpotential

die Gestalt
(P, “ua)(lh) := Z ua(rh) Ex(lh —rh)h

reye T

und fiir das Potential der Doppelschicht gilt

S % (E(lh— rh)=Ey(th — (r + k)h)) up(rh) le M@
(PhDauR) (lh) — rey®— ke]ﬂ\]&’ra .
> . IZ\:I'(Eh(lh —rh)=FEn(lh — (r + k)h)) ur(rh)—ugr(lh) 1€ ~*~

revy* T kEK\KS

Das Doppelschichtpotential mit der Dichte wy(rh) = ug(rh) = 1 wurde bereits
im Lemma 2.3 untersucht. Der Vergleich mit der Gauflschen Summenformel aus
dem Abschnitt 2.1.1 zeigt, dafl ein Unterschied zwischen dem diskreten Rand eines
Innen— und AuBlengebietes besteht, bedingt durch die Innen— und Auflenecken. Auf
diese Feinheit ist ganz besonders bei der Kopplung von Innen— und Auflengebieten
zu achten.

Im zweidimensionalen Fall nennt man eine Funktion w,(mh) diskret harmonisch
im Auflengebiet, wenn sie in allen Punkten mh € G} die Differenzengleichung
—Apup(mh) = 0 erfilllt und zusétzlich |up(mh)| < C fir |mh| — oo gilt. Dabei
ist €' < oo eine beliebig grofle Konstante.

Lemma 2.4: Im ebenen Aufiengebiet ist das Einfachschichtpotential im allgemeinen
keine diskret harmonische Funktion.

Beweis: Im Kern des Potentials der Einfachschicht steht die bis auf eine Konstante
eindeutig bestimmte diskrete Fundamentallosung Ej,(x) des Laplaceoperators. Die
Konvergenzuntersuchungen im Abschnitt 1.2.1 verdeutlichen das logarithmische Ver-
halten dieser Fundamentallosung fiir |#| — oo. Daher findet man fiir alle rh € )~
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leicht eine Dichte u4(rh), so dafl bei beliebiger Wahl der Konstante €' in den Gitter-
punkten [h mit |lh] — oo die Ungleichung [(P,“ua)(lh)] > C erfillt ist. Ein
spezieller Vertreter ist die Funktion wa(rh), die in genau einem Punkt rh € 7~
den Wert 1 annimmt und in den iibrigen Randpunkten identisch Null ist. Auf diese
Weise wird ein Widerspruch zur Definition einer diskret harmonischen Funktion im
ebenen Auflengebiet erzielt m

Lemma 2.5: Nimmt die Dichte ugr(rh) des Potentials der Doppelschicht auf ~;~
nur endliche Werte an, dann ist dieses Potential eine im ebenen Aufengebiet G
diskret harmonische Funktion.

Beweis: In Analogie zu Lemma 2.2 kann man zeigen, daf in allen Gitterpunkten
mh € G} die diskrete Laplacegleichung erfiillt ist. Dariiber hinaus ist die Eigen-
schaft |(PPeug)(mh)| < C fiir |mh| — oo zu iiberpriifen. Ausgangspunkt dafiir ist
die Ungleichung

|(P}?“UR)(mh)| < rrgﬁ)g lur(rh)| Z |h_1 Z (En(mh—rh)—Ey(mh—(r+k)h))| h.

reye— keEK\K 2

Fiir die Differenzenableitung der diskreten Fundamentallosung des Laplaceoperators
gilt nach einem von THOMEE in der Arbeit [Th1] bewiesenen Theorem

| At Z (En(mh —rh) — Ex(mh — (r + k)h)) | < Ci(|mh —rh|+ k)7,

keEK\K 2

wobei die Konstante ('; von h unabhéngig ist. Da der Rand ~7~ nur aus endlich
vielen Gitterpunkten besteht, erhdlt man in jedem beliebigen Punkt m € M*? die
Abschatzung

|(PPug)(mh)| < Cy max |ug(rh)| max (|mh —rh|+h)™" > h<C =
reyet T reye

reye T

Das folgende Lemma beschreibt das Verhalten der Differenzenableitung der im
ebenen Auflengebiet diskret harmonischen Funktionen. Diese Figenschaft ist vor
allem fiir den Beweis der ersten Greenschen Formel im Auflengebiet von Bedeutung.
Im kontinuierlichen Fall beweist man die analoge Aussage mit Hilfe der Kelvintrans-
formation (nachzulesen bei WLADIMIROW [Wla]) oder auf funktionentheoretischem
Weg mittels Potenz— und Laurentreihen (nach der Vorgehensweise von SMIRNOW
[SM1]). Die Kelvintransformation ist zur Ubertragung ins Diskrete ungeeignet, da
das Verhalten der Differenzenableitung speziell auf dem Gitter IR} untersucht wer-
den soll. Auch die zweite Methode fithrt nach dem bisherigen Erkenntnisstand nicht
zum Ziel, so daf eine vollig neue Beweisidee notwendig ist. Der entsprechende Beweis
wird im folgenden vorgestellt.

Lemma 2.6: Die Differenzenableitung erster Ordnung der im ebenen Auflengebiet
diskret harmonischen Funktionen wy(mh) fdllt im Unendlichen wie 1/|mh|*.
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Beweis: Die im ebenen Auflengebiet diskret harmonische Funktion soll durch Null
zu einer auf dem ganzen Gitter IR} definierten Funktion wuy(mh) fortgesetzt werden.
Betrachtet man die Gleichung —Apuy(mh) = fi(mh), dann kann f,(mh) nur in
den Punkten m € M* ={m: m € U N, und m ¢ M *} von Null verschieden sein.

reyt T
Ferner gilt |f,(mh)| < oo, da nur Gitterfunktionen betrachtet werden, die endliche

Werte annehmen. Neben der Funktion wup(mh) geniigt auch die Gitterfunktion

wi(mh) =h S Ex(mh — lh) fy(lh) h

leM*

der Gleichung —Ajwy(mh) = fr(mh). Auf Grund des Verhaltens der diskreten
Fundamentallosung in der Ebene wachst die Funktion w,(mh) fir |mh| — oo
logarithmisch. Andererseits gilt |uy(mh)| < C fir |mh| — oo, so daB die Funktion
vp(mh) = up(mh)—wp(mh) in der ganzen Ebene harmonisch ist und im Unendlichen
nicht schneller als |mh| wéchst. Aus dem von Sobolev in [Sol] bewiesenen Satz folgt
vp(mh) = C; in allen Gitterpunkten mh € IR} und somit us(mh) = Cy +wy(mh).
Schreibt man dartiber hinaus die beschrankte Funktion wy(mh) in der Form

up(mh) = Cy+h S (En(mh — lh) — Ey(mh)) fu(lh) b+ h Ey(mh) S fu(lh) h

leMx leM*

dann muf bedingt durch das logarithmische Verhalten der diskreten Fundamental-
l6sung Ep(mh) die Gleichung > fu(lh)h = 0 erfiillt sein. Im folgenden soll
leN*

up(mh) nur im Auflengebiet betrachtet werden. Die bisher gewonnene Darstellung
dieser im ebenen Auflengebiet diskret harmonischen Funktion ermoglicht die gezielte
Untersuchung der Differenzenableitung erster Ordnung. Betrachtet man beispiels-
weise die Vorwértsableitung nach der ersten Koordinate, dann erhdlt man zunéachst

mit Hilfe der Substitution © = (01,03) = (h&,h &) die Abschdtzung

|h ™ (un((my + D)k, maoh) — up(myh, mah))|
w/h w/h

[ e G A

(sm2 B 4 gip? th)
(e7®1 — 1)(eit®

PO, dO
/W/Wll(st@l—l—smz%)e 1
mit {© =0, + 5,0, und MmO =m0, + my0,. Der Ausdruck
(e—i®1 __1)(€H® __1)

IA

max|fh (Ih)] >

leM~ —m/h —7/h h?

h

T(0,0;) =
(©1,02) 4(sin® &L + sin® 22)
kann in der Form %28183 geschrieben werden, wobei T} und T; trigonometrische

Polynome sind. Fiir das erste Polynom gilt T}(0;,03) = > ¢,¢*® mit ¢, € {—1,1}
m
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fir p € Y, = {(0,0), (—1,0), (I — 1,1l2), (I1,l2)} und ¢, =0 fir p ¢ Y. Mittels
Taylorentwicklung erhilt man 71(0y,0,) = Pi(0,0,) 4 o(|O]*) fiir © — 0 mit
Pi(04,0;) = 1,07 +1,0,0,. Folglich ist P;(0,0,) ein Polynom vom Grad p; = 2.
Ist V; die kleinste natiirliche Zahl, welche die Ungleichungen |u| < N; fiir alle

pe U Y und Ny >4 erfiillt, dann gilt ferner |¢,] < Ny und ¢, =0 fiir |g| > Ny.
leM

Das zweite trigonometrische Polynom kann in der Form T5(0,0,) = S t,ev®
mit 1, € {4, ~1} fir v € K = {(0,0),(1,0),(=1,0),(0,1), (0, ~1)} und ¢, = 0 fiir
v € K geschrieben werden. Durch Taylorentwicklung gelangt man zur Darstellung
T5(01,05) = Py(04,03) + 0o(|0]?) fiir ® — 0. Auch in diesem Fall ist das Polynom
Py(01,0;) = 0 + 03 vom Grad p; = 2. AuBerdem kann man die Beziehungen
T5(01,0,)] > %[6]* > O] > NL1|®|2, [t,|] < Ny und t, = 0 fir |v| > M
beweisen. Da die Polynome P; und P, den Grad 2 haben und alle Voraussetzungen
des von THOMEE in der Arbeit [Thl] bewiesenen Lemma 3.4 erfiillt sind, gilt

1

———— mit a=24+p; —py =2.
(Im[ + 1)

‘//T@h%ﬁ”wwd% < q

—T =T

Bei der weiteren Abschiatzung von |[A™ (up((my + 1)k, mah) — up(mih, mah))| ist
zu beachten, dafl die Menge M* nur aus endlich vielen Punkten besteht und die
Schrittweite h hier als konstant betrachtet wird. Der Beweis kann analog gefiihrt
werden, wenn eine andere Differenzenableitung erster Ordnung betrachtet wird m

Die Grundlagen zum Beweis der ersten Greenschen Formel fiir diskret harmonische
Funktionen im ebenen Auflengebiet sind damit geschaffen.

Satz 2.6: ( 1. Greensche Formel im Auflengebiet )

Fs seien wp, und uy, zwei diskret harmonische Funktionen im ebenen Aufengebiet G
mit der doppelten diskreten Randschicht vf = v¢~ U~;T. Die dufere Randschicht
yi = wird in die Teilrinder v~ ={rh € v}~ r+k € M*}, i=1,...,4 mit
ki = (—1,0), ko =(0,—1), ks = (1,0) und ky = (0,1) zerlegt. Unter Verwendung
der Bezeichnung !~ ={re€~"":r+k e M*} gt

Z wy,(mh) Apuy(mh) h?

_ T;eezjj\;: ZZ; (wh(mh) — w;((m + kz)h)) (uh(mh) — uz((m + kz)h)) 2
+ > D, wu(rh) (uh(rh) - u;:((r i k)h)) h
reva— kEK\K g
_ Z; 3 (wh(rh) - UZL((T + ki)h)) (Uh(rh) - UZ((T + ki)h)) P2

TEWf_
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Beweis: Neben dem Aufiengebiet G wird ein hinreichend groBes Gebiet GF
betrachtet, dessen Rand I'? ein Quadrat mit dem Mittelpunkt im Koordinaten-
ursprung und der Seitenlinge L = 2Rh, R € IN ist. Dabei sollen alle Gitter-
punkte mh € R} \ G zur Menge G® N R; gehdren und zum Rand I'® einen
Abstand von mindestens 3k haben. Ferner sei M = {m = (my,mz) : my,mz € Z,
(mih,mah) € (GENIRY)}. Bildet man den Durchschnitt von GE N IR} und Gf,
dann entsteht innerhalb des AuBengebietes G} ein diskretes Ringgebiet mit den
Réndern 42 und ~%. Zu diesem Ringgebiet gehoren alle inneren Gitterpunkte
mh : m € M = M*N M. Die Behauptung des Satzes folgt aus Satz 2.4, wenn
beim Grenziibergang R — oo die Summe

¢ Z Z wh(rh)<uh(rh) —u;;((r—l—k)h)) h

revyB— ke K\K,

Zj: ZJ;_ (wh (rh) — ;LL((T + kz)h)) (uh(rh) — uz((r + kz)h)) 2

2167

verschwindet. Da w);, und wu; diskret harmonische Funktionen sind, erhédlt man mit
Hilfe von Lemma 2.6 die Abschétzung

reyf-

) 1(2Rh)  Cyh 2 (2Rh)
P 2 +Rh4z 2 s (Rh)2 MR

T’G’V =1 GR_

Fiir jede fest gewdhlte Schrittweite b gilt daher |S| — 0 fir R — o0 =

2.2 Eindeutigkeitssitze

In Analogie zur klassischen Potentialtheorie konnen Eindeutigkeitssitze fiir diskrete
Dirichlet— und Neumannprobleme in Innen— und Auflengebieten mit Hilfe der ersten
Greenschen Formel bewiesen werden. Eine weitere Beweisidee, die im engen Zu-
sammenhang mit den Uberlegungen in Lemma 2.6 steht, soll anhand des duferen
Dirichletproblems vorgestellt werden.

Satz 2.7: ( Eindeutigkeitssatz fiir das innere Dirichletproblem )

Das Differenzenrandwertproblem

—Ahuh(mh) =0 V'mh € Gh

up(rh) = en(rh) Yrh ey, (D;)

besitzt fiir beliebige Randwerte pp(rh) eine eindeutig bestimmte Losung.
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Beweis: Existieren zwei Losungen u; und uf des Problems (D;), dann ist die
Differenz w; = u} — uf eine Losung des entsprechenden homogenen Problems.
Ausgehend von der im Satz 2.2 bewiesenen ersten Greenschen Formel erhélt man
fir u; = wp = uy die Gleichung

¥ i(ug(mh)—ui((erk)h) ZZ( r—l—k)h)) b2

meM =1 =1 rex;

Da alle auf der rechten Seite vorkommenden Summanden das gleiche Vorzeichen
haben, mufl w;((r+ k;)h) =0 fiir alle r € 7 und ¢ = 1,2 gelten. Dariiber hinaus
kann man mit Hilfe der Beziehung uj(mh) = uj((m+k;)h) fir m € M und ¢ = 1,2
zeigen, daf die Funktion uj(nh) in allen Gitterpunkten nh € G U+, den Wert 0
annimmt. Folglich gilt u}! = u? =

Von SAMARSKIJ wird dieser Eindeutigkeitssatz mit dem Maximumprinzip bewiesen.
Der hier vorgestellte Beweis mit Hilfe der ersten Greenschen Formel kann auch bei
Problemen gefithrt werden, bei denen das Maximumprinzip nicht gilt. Hauptséachlich
soll jedoch an dieser Stelle gezeigt werden, dafl ein Beweis des Findeutigkeitssatzes
mit den Mitteln moglich ist, die im Rahmen der bisher aufgebauten Theorie vor-
handen sind. Auch von SAMARSKIJ werden diskrete Greensche Formeln hergeleitet,
die aber nur in Rechteckgebieten giiltig sind. Als Erweiterung dessen werden in der
vorliegenden Arbeit aus Rechtecken zusammengesetzte Gebiete betrachtet, die in
vielen Féllen das kontinuierliche Ausgangsgebiet besser approximieren. Obwohl die
Idee zum Aufbau der diskreten Theorie hauptséachlich von RYABENKIJ {ibernommen
wird, leitet er die im Abschnitt 2.1.1 bewiesenen diskreten Greenschen Formeln nicht
her, so daf} die entscheidende Grundlage fiir den hier vorgestellten Beweis des Ein-
deutigkeitssatzes fehlt. Da speziell die zweite Greensche Formel sehr eng mit dem
Problem der Aufspaltung des Differenzenpotentials in ein diskretes Einfach— und
Doppelschichtpotential verbunden ist, wird deutlich, warum sich RYABENK1J nicht
mit diskreten Greenschen Formeln befafit.

Satz 2.8: ( Eindeutigkeitssatz fiir das innere Neumannproblem )
Zwei beliebige Losungen u} und u? des inneren Neumannproblems
—Ahuh(mh) =0 V'mh € Gh
h) — k)h
S S L A

ke K\K

(N})

mit den diskreten Normalableitungen p(rh) kénnen sich nur um eine Konstante
unterscheiden.

Beweis: Die Differenz uj = u} —uj? ist eine Losung des homogenen Problems (N;).
Aus der ersten Greenschen Formel folgt fir u} = w;, = uy,

-y Z(uh (mh) “z((m‘Fk ) Z 3 (Uh (rh) —Uz((f“Fk)h))zhz7

meM =1 = 7’6%
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wobei alle auf der rechten Seite stehenden Summanden das gleiche Vorzeichen haben.
Aus diesem Grund gilt u;(mh) = wi((m + ki)h) sowie ui(rh) = ui((r + ki)h)
fir m € M, + = 1,2 und r € 5;. Ausgehend von diesen Gleichungen und der
Randbedingung erhélt man in allen Gitterpunkten nh € Gj U~; die Beziehung
ui(nh) = uj(nh) —up(nh) = C. Dabei ist C' < oo eine beliebige Konstante m

Neben diesem Eindeutigkeitssatz kann mit Hilfe der ersten Greenschen Formel auch
eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit des inneren Neumannproblems for-
muliert werden.

Lemma 2.7: Notwendig fiir die Losbarkeit des Problems (N;) ist die Bedingung

S Yu(rh)h = 0. (2.1)

rey—

Beweis: Betrachtet man den Spezialfall w;, = 1 der ersten Greenschen Formel,
dann gilt fiir die Losung wy, des Problems (N;)

0=y 3 (“h“h)‘“;((”’f)h)) h=Y dulrh)h w

revy= ke K\K» rEy—

Im folgenden wird die Findeutigkeit der Lésung bei dufleren Problemen untersucht.
Satz 2.9: ( Eindeutigkeitssatz fiir das duflere Dirichletproblem )

Das Dirichletproblem

— Ahuh(mh) =0 V'mh € G;ZL
lup(mh)] < C fir |mh| — oo (Da)
up(rh) = @p(rh) Vrh €y~

ist fiir beliebige Randwerte of(rh) eindeutig losbar.

Beweis: Sind u;} und u} zwei Losungen des Problems (D, ), dann ist u} —uj eine
Loésung des entsprechenden homogenen Problems. Wird diese Differenz durch Null zu
einer auf ganz IR} definierten Funktion u} fortgesetzt, dann erfiillt u} die Gleichung
—Apui(mh) = fy(mh). Dabei gilt zumindest in den Gitterpunkten mh € IR} \ y§ ~
fn(mh) = 0. Andererseits ist fiir einen beliebigen Punkt [h € R} \ (G U~y ™) auch
die logarithmisch wachsende Funktion

wy(mh) =h Z ( En(mh —rh) — Ex(lh —rh)) fu(rh) h

reye T

eine Losung der Gleichung —Ajwp(mh) = fr,(mh). Aus dem von SOBOLEV in [Sol]
bewiesenen Satz iiber die in der ganzen Ebene diskret harmonischen Funktionen
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folgt vj,(mh) = uj(mh) — wy(mh) = C in allen Gitterpunkten mh € IR;. Durch
die spezielle Konstruktion von w,, und die mit der Fortsetzung von u} —u? durch Null
verbundene Wahl von [h gilt aulerdem vj,({h) = 0 und somit w}(mh) = wp(mh).
Schreibt man wj(mh) in der Form

ur(mh) =h Z (En(mh—rh)—Ep(lh—rh)—Ey(mh)) fn(rh) h + h En(mh) Z fu(rh) h,

reye — reye—

dann kann mit Hilfe des bereits im Beweis von Lemma 2.6 genauer beschriebenen
Lemmas 3.4 von THOMEE gezeigt werden, daf der erste Summand fiir |mh| — oo

gegen Cyp = —h Y Ep(lh — rh) fr(rh)h strebt. Da wuj(mh) im Unendlichen be-
reye
schrankt ist und die Fundamentallésung Ej,(mh) logarithmisch wichst, folgt aus der

zweiten Summe die Beziehung >~ fi(rh)h = 0. Betrachtet man zusatzlich die im
reyet T
Unendlichen verschwindende diskret harmonische Funktion ui*(mh) = u}(mh)—Cy,
dann kann durch das quadratische Fallen der Differenzenableitung die Konvergenz
der Reihe 3 > (WXt p2 ity = (~1,0) und ky = (0, 1)
mimi,mo€4 =1
gezeigt werden. Aus der Eigenschaft uj*(rh) = — € fiir alle rh € 47~ und der aus
der Beziehung

DS (uz*(mh) — il t lw)h))? 2

m:mi,mo€4L 1=1

= - Z uit(mh) Apul*(mh) B = Z uit(rh) fu(rh) R* = —C4 Z fu(rh)h* =0

mimy,me€ZL reye = revye =

resultierenden Gleichung u;*(mh) = u;*((m + k;)h) V¥mh € R; und 7 = 1,2 folgt
uy*(mh) = — C; in allen Gitterpunkten mh € R; und somit uj(mh) =0 m

Der Beweis dieses Eindeutigkeitssatzes kann selbstverstdndlich auch mit Hilfe der
ersten Greenschen Formel im Auflengebiet gefithrt werden. An dieser Stelle soll nur
die Vielféltigkeit der Beweismethoden gezeigt werden.

Satz 2.10: ( Eindeutigkeitssatz fiir das duflere Neumannproblem )

Zwei beliebige Losungen u} und u? des duferen Neumannproblems

— Apup(mh) =0 VYmh € G}, lup(mh)| < C fir |mh| — o
h) — k)h N
S U (L 1) RV (Na)
keK\K 2 h
mit den diskreten Normalableitungen 2 (rh) kénnen sich nur um eine Konstante
unterscheiden.
Beweis: Die Differenz u; = u} — u? ist eine Losung des homogenen dufleren

Neumannproblems. Nach der ersten Greenschen Formel im AuBengebiet gilt fiir
Uy = wp = up
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-- ¥ i(%(mh)_ h((m—l—k ) Z 3 (Uh (rh) —uz((r—l—k)h))th‘

meMe =1 i=1 ¢ 4e
Aus dieser Gleichung, bei der alle vorkommenden Summanden das gleiche Vorzeichen
haben, und der homogenen Neumannrandbedingung folgt u}(nh) = C und somit

uj(nh) =up(nh) 4+ C Ynh e GEUy™ =

In Analogie zum inneren Neumannproblem ist auch das &uflere Problem nur unter
einer Zusatzbedingung l16sbar.

Lemma 2.8: Notwendig fiir die Losbarkeit des Problems (N,) ist die Bedingung
S biHrh)h =0 (2.2)

reye T

Beweis: Betrachtet man den Spezialfall w, = 1 von Satz 2.6, dann gilt fiir die
Losung wuj des duleren Neumannproblems

Y Oy (uh(rh)—u;;((r—l-k)h)) b= S ek .

reye T kEI(\I(Ta re~ae—

2.3 Potentialansitze fiir Randwertprobleme

Im Mittelpunkt der weiteren Untersuchungen steht die Lésung der auf der Laplace-
gleichung beruhenden diskreten Dirichlet— und Neumannprobleme. Speziell in die-
sem Abschnitt werden die Grundlagen zur numerischen Losung der Differenzenrand-
wertprobleme geschaffen. Bei den einzelnen Problemen wird immer von einem An-
satz mit dem diskreten Finfachschichtpotential ausgegangen. Eine wesentliche Rolle
beim Beweis der entsprechenden Satze spielen die Eindeutigkeitssdtze aus dem Ab-
schnitt 2.2. Besonders auffallend ist die Analogie zu den klassischen Resultaten und
Methoden. Aus der Vielzahl der erschienenen Arbeiten sei vor allem auf die Autoren
MicHLIN [Mi], KrESS [Kr] und SMIRNOW [Sm1] verwiesen.

Im zweidimensionalen Fall ist aus der klassischen Potentialtheorie bekannt, dafl bei
der Losung von Dirichletproblemen mit dem Einfachschichtpotential eine Anderung
im Potentialansatz notwendig ist. Nur mit Hilfe dieser Anderung kann beispielsweise
beim Einfachschichtpotential mit konstanter Dichte auf dem Einheitskreis gezeigt
werden, dafl die Losung des konkret betrachteten Dirichletproblems eindeutig ist.
Andererseits wird bei dufleren Dirichletproblemen erst durch die Modifikation des
Potentials das tatsdchliche Verhalten der Loésung im Unendlichen widergespiegelt.
Auch im diskreten Fall ist sowohl bei dufleren Dirichletproblemen zur genauen Be-
schreibung des Verhaltens der Losung im Unendlichen als auch bei inneren Dirichlet-
problemen zum Beweis von Eindeutigkeitsaussagen eine Anderung im Potential-
ansatz erforderlich. Die Grundidee wird aus dem im kontinuierlichen Fall gew&hlten
Ansatz von KRESS [Kr] ibernommen.
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2.3.1 AuBleres Neumannproblem

Satz 2.11: Wenn die notwendige Bedingung (2.2) erfillt ist und das System

V)= > > (Ex(lh—rh) — Ex((I + k)h —rh)) vp(rh) Vb €)™ (2.3)

EEK\K* rena—
losbar ist, dann stellt das Potential der Einfachschicht

(Pf“vh)(mh) = Z vp(rh) Ex(mh —rh)h

reyt T
in allen Punkten mh € G U~;~ eine Losung des dufferen Neumannproblems dar.

Beweis: Ist das Gleichungssystem (2.3) losbar, dann hat die diskrete Normal-
ableitung des Finfachschichtpotentials in jedem Gitterpunkt [h € v~ die Gestalt
hrt ((Pf“vh)(lh) — (Pf“vh)((l + k)h)) = ¢(lh). Andererseits ist in allen

EEK\K
Punkten mh € Gf die Gleichung —A,(PFev,)(mh) = 0 erfiillt. Zu zeigen bleibt,
daf} das Finfachschichtpotential im Unendlichen beschrankt ist. Aus Lemma 2.3, der
Symmetrieeigenschaft der diskreten Fundamentallosung und der Bedingung (2.2)
folgt zunachst

0 = 3 wpihh= Y ( ST ST (E(th - rh) — En((L+ k)b — rh)) vh(rh))h

leye— leye= “REK\K® reye—
= Y (b h ( S Y (Ba(rh - 1h) - By(rh - (l—|—k)h))) = Y un(rh) b
reyt T leye— kEK\K rEya—

Da die diskrete Fundamentallésung des Laplaceoperators in der Ebene bis auf eine
Konstante eindeutig bestimmt ist, gilt ausgehend von der bereits im Abschnitt 1.2.1
definierten Fundamentalldsung F?(z) und der soeben bewiesenen Gleichung

(Pf“vh)(mh) = Z vn(rh) (EZ(mh —rh) + C ) h = Z v (rh) Ef(mh —rh)h.

reye— reye—

Betrachtet man zusétzlich die kontinuierliche Fundamentallésung (1.3), dann erh&lt
man mit Hilfe von Lemma 1.2 und der Darstellung

(PEew)(mh) = 3 o (rh) ( (E2(mh — rh) — E(mh — rh)) + (E(mh — rh) — E(mh))) h

reye—

die Abschiitzung |(Pion)(mh)] < max [os(rh)| & (i + [ gl ) b

reye
Der Rand v, = besteht nur aus endlich vielen Gitterpunkten. Folglich ist das Poten-
tial der Einfachschicht eine im Auflengebiet diskret harmonische Funktion, die fiir
|mh| — oo gegen Null strebt m
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Satz 2.12: Fir jede auf~; ~ definierte Gitterfunktion »f(lh), die der notwendigen
Bedingung (2.2) geniigt, ist das Gleichungssystem (2.3) eindeutig losbar.

Beweis: In Verbindung mit der Fredholmschen Alternative wird gezeigt, dafl das
homogene Gleichungssystem (2.3) nur die triviale Losung besitzt. Die notwendige
Bedingung (2.2) ist automatisch erfiillt. Wenn vj(rh) eine Losung des homogenen
Gleichungssystems (2.3) ist, dann ist neben der trivialen Losung nach Satz 2.11 auch

das Einfachschichtpotential (PFevi)(mh) = 32 wvi(rh) Ey(mh—rh)h eine Lésung
eyt T
des homogenen duBeren Neumannproblems. Aus Satz 2.10 folgt (PF*v;)(mh) = C
in allen Gitterpunkten mh € G U~ ~. Betrachtet man zusétzlich das einem ein-
fach zusammenhéngenden Gebiet G entsprechende diskrete Gebiet (5}, das aus allen
iibrigen Gitterpunkten mh € R} : mh & (G2 U~L ™) besteht und fiir das v, C 5~
gilt, dann ist in allen Punkten mh € G}, die Gleichung —Aj(PFev})(mh) = 0 erfiillt
und in den Randpunkten (h € ~; gilt (PFev;)(lh) = C. Aus dem Eindeutigkeits-
satz des inneren Dirichletproblems resultiert (PFev})(mh) = C fiir alle mh € G),.
Folglich ist das Potential (PFev;)(mh) in der ganzen Ebene konstant. Da aufierdem
in allen Randpunkten [h € v~ die Beziehung 0 = —A,(PFvi)(lh) = v (lh)h~!

erfiillt ist, besitzt das homogene System (2.3) nur die triviale Losung =

2.3.2 Inneres Neumannproblem

Satz 2.13: Wenn das Gleichungssystem

onih) = Y S (Bn(lh —rh) — Ex((L+ k)b — rh)) va(rh) Yih €~y (24)

keK\K; revy—
[6sbar ist und die Bedingung (2.1) erfillt ist, dann ist das Finfachschichtpotential

(vah)(mh) = Z vp(rh) Ep(mh —rh)h Vmh € (GLU~; )

reyT
eine Losung des inneren Neumannproblems (N;).

Beweis: Ist das Gleichungssystem (2.4) lésbar, dann gilt in jedem einzelnen Gitter-
punkt [k € v, fir die diskrete Normalableitung des Potentials der Einfachschicht
R~ S (PPop)(lh) — (PFuy)((I 4+ k)R)) = p(lh). Ferner ist in allen inneren

ke K\K;
Gitterpunkten mh € G, die Differenzengleichung —A,(PEv,)(mh) = 0 erfiillt =

Satz 2.14: Die Bedingung (2.1) ist notwendig und hinreichend fir die Losbarkeit
des Gleichungssystems (2.4).

Beweis: Die Notwendigkeit kann mit Hilfe der Gaufischen Summenformel aus dem
Abschnitt 2.1.1 und der Symmetrieeigenschaft der diskreten Fundamentallésung
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gezeigt werden. Im einzelnen gilt

S en(h) b = Z( S S (Eullh = rh) = Ep((L+ k)b = rh)) vh(rh))h

levy— ley— “keK\K; rey—
= > up(rh)h ( S > (Enlrh—1h) — Ep(rh— (I + k)h))) =0.
rey— ley— keK\K,

Zu untersuchen bleibt, ob die Bedingung (2.1) auch hinreichend ist. Nach der Gauf-
schen Summenformel besitzt das zum homogenen Gleichungssystem (2.4) adjun-
gierte System

0=3 S (Es(ih—rh)— Ey(lh— (r + k)h)) wa(rh)  YIh e~y  (2.5)

réy— ke K\Kr

in allen Randpunkten rh € v, die nichttriviale Losung wy(rh) = 1. Damit existiert
wenigstens eine von Null verschiedene Losung vj(rh) des homogenen Systems (2.4).

Gezeigt wird, daB Y wvi(rh)h # 0 gilt. Nach Satz 2.13 ist das Einfachschicht-
reyT
potential (PFvi)(mh)= X vi(rh) E,(mh —rh)h in den Punkten mh € G, U~;
reyT
eine Losung des homogenen inneren Neumannproblems. Andererseits hat dieses

Problem die triviale Losung, so da aus dem Eindeutigkeitssatz (PFv;)(mh) = C
fiir alle mh € G U~; folgt. Wenn auf jedem Geradenstiick, das bei achsenparalleler
Verbindung der Punkte aus I'y, = {rh € R} \ G}, : |rh — mh| < /2h, mh € G} } ent-
steht, mindestens zwei Punkte von v, liegen, dann kann man ein Auflengebiet G
konstruieren, das aus den Gitterpunkten mh € R} : mh & (G), U~; ) besteht und
fir das v~ C v, gilt. Angenommen, die Beziehung Y wvi(rh)h = 0 ist erfiillt,
reyT
dann kann in Analogie zum Satz 2.11 gezeigt werden, dafi (PFov;)(mh) im Un-
endlichen gegen Null strebt. Da das Einfachschichtpotential in allen Randpunkten
rh € 47~ C~, konstant ist, folgt aus dem Eindeutigkeitssatz des duBleren Dirichlet-
problems (PFv;)(mh) = C fiir alle Punkte mh € G und somit (PFv;)(mh)=C
in jedem beliebigen Gitterpunkt mh € IR;. Andererseits ist auch in allen Rand-
punkten (h € 5; die Beziehung 0 = —A,(PFv;)(lh) = vi(lh)h™! erfilllt. Da v}
jedoch eine nichttriviale Losung ist, muf} die obige Annahme falsch sein und deshalb

> vi(rh)h = Cy # 0 gelten. Im folgenden wird bewiesen, dafi das homogene Glei-
reyT
chungssystem (2.4) keine von v} linear unabhéngige Losung besitzt. Es sei vj* eine

weitere nichttriviale Losung des Systems (2.4). Aus den bisherigen Uberlegungen

resultiert > v;*(rh)h = Cy # 0. Dariiber hinaus ist vy = vy Cy — v;* (1 eine
reyT
Losung des homogenen Systems (2.4). Fiir diese spezielle Losung kann man mit Hil-

fe der Gleichung 3 vp(rh)h = 0 zeigen, daf vp(rh) = 0 fir alle rh € v, und

reyT

somit v;*(rh) = Cy/Cyvi(rh) gilt. Nach dem dritten Fredholmschen Satz besitzt
das System (2.5) deshalb nur die linear unabhéngige Loésung wp(rh) = 1 und aus
dem vierten Fredholmschen Satz folgt schliefilich die Behauptung des Satzes m
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Bemerkung 2.2: Ist G}, ein aus Rechtecken zusammengesetztes Gebiet, welches das
in der Regel allgemeinere Ausgangsgebiet G hinreichend genau approximiert, dann
kann bei Bedarf die zur Konstruktion des Auflengebietes ;' notwendige Voraus-
setzung durch eine weitere Halbierung der Schrittweite h erfiillt werden. Zu beachten
ist dabei nur, dafl sowohl vor als auch nach der Halbierung der Schrittweite der
Rand I'P {ibereinstimmt, der bei der achsenparallelen Verbindung aller zur Menge
I'y, gehorenden Gitterpunkte entsteht.

2.3.3 Inneres Dirichletproblem

Zur Losung innerer Dirichletprobleme wird das modifizierte Finfachschichtpotential

(Pf’"vh)(mh) = Y (vp(rh) — Swvy) Ex(mh — rh)h 4+ Sv, verwendet. Dabei sei

reyT

Sv, = (X2 h)_l > vp(sh)h und s = (s1,82) ¢ 1,82 € Z. Charakteristisch fiir
sevy— sevy—

dieses Potential ist die Eigenschaft Y (vi(rh) — Sv,) h = 0, die beim Beweis des

reyT
Eindeutigkeitssatzes sichert, dafi das auf ganz R} betrachtete Potential im Unend-
lichen beschréankt ist.

Satz 2.15: Wenn das Gleichungssystem

en(lh) = > (vp(rh) — Svp) Ep(lh — rh) h 4 Svy, Vih €y, (2.6)

reyT

losbar ist, dann stellt das Potential

(Pf’"vh)(mh) = Z (vp(rh) — Svp) En(mh —rh) h + Svy,

reyT
in allen Punkten mh € G, U~, eine Losung des inneren Dirichletproblems (D;) dar.

Beweis: Ist das Gleichungssystem (2.6) 16sbar, dann ist die Dirichletrandbedingung
erfilllt. Aulerdem gilt — Ay, (Pf’"vh)(mh) = 0 in allen Gitterpunkten mh € GG, =

Satz 2.16: Das Gleichungssystem (2.6) ist fir beliebig vorgegebene Randwerte
on(lh) eindeutig losbar.

Beweis: Die Behauptung des Satzes folgt aus der Fredholmschen Alternative, wenn
das homogene Gleichungssystem (2.6) nur die triviale Losung besitzt. Es sei vy (rh)
eine Losung des homogenen Gleichungssystems (2.6). Neben der trivialen Losung ist

nach Satz 2.15 das Potential (PF™v})(mh) = ¥ (vi(rh)—Svy) Ey(mh—rh) h+Sv}
reyT
eine Losung des homogenen inneren Dirichletproblems und aus dem Eindeutigkeits-

satz folgt (PFmvr)(mh) =0 fir alle mh € G, U~; . Wenn bei der achsenparallelen
Verbindung der Punkte aus 'y = {rh € R} \ G}, : [rh — mh| < 2k, mh € Gy}
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mindestens zwei der Gitterpunkte auf jedem Geradenstiick liegen, dann kann man
ein Aufengebiet G konstruieren, das aus den Punkten mh € R} : mh & (GLU~; )
besteht und fiir das ~f~ C 4, gilt. Dadurch ergibt sich (PFv;)(lh) = 0 fiir alle
lh € v;~. AuBerdem ist in den Gitterpunkten mh € G} die Differenzengleichung
—Ay(PFror)(mh) =0 erfiillt. In Analogie zum Beweis von Satz 2.11 kann man zei-
gen, daB das Potential (PP v7)(mh) im Unendlichen beschrinkt ist. Von Bedeutung
ist dabei die Eigenschaft > (vj(rh)—Sv;)h = 0, mit deren Hilfe aus der Gleichung

(Pf’"vi)(mh) = Z (vp(rh) — Svp) (E%(mh —rh)+C)h+ Svj,
= Z (Vi (rh) — Svi) (Ef(mh — rh) — E(mh — rh)) + (E(mh — rh) — E(mh))h + Sv;

rey—

die Abschétzung

(PEmo)mb)] < maxoi(rh) = Soi| & (it + 0 g2l b+ So;

folgt. Da der Rand 7, nur aus endlich vielen Punkten besteht, strebt das Potential
(PEmur)(mh) fir |mh| — oo gegen Sv; und ist damit beschrinkt. Nach dem
Eindeutigkeitssatz des &ufleren Dirichletproblems ist das Einfachschichtpotential in
allen Gitterpunkten mh € G} identisch Null, so daff insgesamt (P v})(mh) = 0
fiir alle mh € IR} gilt. Ferner erhélt man ausgehend von der in den Punkten [h € v}
geltenden Gleichung 0 = —AL(PF ;) (lh) = (vi(lh) — Svi)h™" die Beziehung
vi(lh) 3= h = 3 vi(sh)h, aus der vi(lh) = C folgt. Setzt man die Losung vj(lh)

sevy— sevy—
in das homogene Gleichungssystems (2.6) ein, dann ergibt sich C' =0 m

2.3.4 AuBeres Dirichletproblem

Das Potential (Pf“mvh)(mh) = Y (vp(rh) — S%y) Ex(mh — rh)h + S%;, mit

S, = (2 k)7 S wlsh)h stfﬂt im Mittelpunkt der weiteren Untersuchungen.
Dieses Eifgc_hschigﬁg;;temal ist auf Grund der Eigenschaft 3 (v,(rh)—S%;) h=0
im Unendlichen beschrinkt. e
Satz 2.17: Wenn das Gleichungssystem

ei(thy = 3" (vp(rh) — Sy ) Ey(lh — rh) h + S%,  Yih € yi~ (2.7)

reye T

losbar ist, dann ist das Potential

(PFmon)(mh) = 3 (on(rh) — S%y) En(mh —rh) b + S,

reye T

in den Punkten mh € G¢U~. " eine Losung des dufieren Dirichletproblems (D).
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Beweis: Wenn das Gleichungssystems (2.7) 16sbar ist, dann ist die Randbedingung
des &dufleren Dirichletproblems erfiillt. Auflerdem gilt —Ah(Pf‘“"vh)(mh) =0 in
den Gitterpunkten mh € G und in Analogie zum Beweis von Satz 2.16 kann man
zeigen, dafl das Potential (Pf‘“" vp)(mh) im Unendlichen beschrankt ist

Satz 2.18: Das Gleichungssystem (2.7) ist bei beliebiger Wahl der Randwerte
©f(lh) eindeutig losbar.

Beweis: Wenn v;(rh) eine Losung des homogenen Gleichungssystems (2.7) ist,
dann ist nach Satz 2.17 das im Unendlichen beschrinkte Potential (P " v7)(mh)
eine Losung des homogenen &ufleren Dirichletproblems. Da andererseits auch die
triviale Losung existiert, folgt aus dem Eindeutigkeitssatz (Pf‘“"vi)(mh) =0 in
allen Gitterpunkten mh € G7?U~v; ~. Betrachtet man ferner das Innengebiet G}, das
aus allen Gitterpunkten mh € R; : mh € (G2 U~} ") besteht und fiir das auBerdem
v, C vr~ gilt, dann erhélt man fiir das diskrete Einfachschichtpotential in den
Randpunkten [k € ~; die Darstellung (Pf‘“" vi)(lh) = 0. Dariiber hinaus ist in den
Gitterpunkten mh € G}, die Differenzengleichung —Ah(Pf‘“" vi)(mh) = 0 erfiillt.
Da aus dem Eindeutigkeitssatz des inneren Dirichletproblems (Pf‘“" vi)(mh) =0 in
allen Punkten mh € G}, folgt, ist das Potential (Pf‘“" vi)(mh) auf dem gesamten
Gitter IR} identisch Null. Ferner resultiert aus der in den Randpunkten [h € ~}~
geltenden Beziehung 0 = —Ah(Pf“va)(lh) = (vi(lh) — S%;)h~! die Gleichung
vi(lh) 3> h = Y wvi(sh)h, aus der man vj(lh) = C erhilt. Setzt man die auf

sey*— sey*—
v, konstante Losung vj({h) in das homogene Gleichungssystem (2.7) ein, dann
ergibt sich v;(lh) = 0. Damit besitzt das homogene System (2.7) nur die triviale
Lésung und die Behauptung des Satzes folgt aus der Fredholmschen Alternative =

Die Ausfithrungen in diesem Kapitel beziehen sich hauptséchlich auf die diskrete
Laplacegleichung. Andererseits kann die Losung der Poissongleichung mit Hilfe des
diskreten Volumenpotentials und der Losung der Laplacegleichung dargestellt wer-

den. Dabei erfiillt das Volumenpotential (Vi f,)({h) = > En(lh—mh) fr.(mh)h* in
meM
den Punkten [h € G}, bzw. das Potential (Vifi)(lh) = > En(lh—mh) fr.(mh) Rk
meM @
in den Gitterpunkten [h € G die Gleichung (—AV, fu)(lh) = fiu(lh). Verwiesen

sei in diesem Zusammenhang auf die Eigenschaft 6 des in der Einleitung zitierten
Theorems von SEELEY, auch wenn an dieser Stelle noch keine Aufspaltung in ein
diskretes Einfach— und Doppelschichtpotential erfolgt.

Von den FEigenschaften der diskreten Fundamentallésung der Laplacegleichung in
der Ebene ist in diesem Kapitel im wesentlichen nur das Verhalten im Unendlichen
und die Giiltigkeit der Differenzengleichung —A, Fy(2) = d,(2) von Bedeutung.
Die konkrete Gestalt der bis auf eine Konstante eindeutig bestimmten Fundamen-
tallésung wird erst in den Kapiteln 3 und 4 eine Rolle spielen.
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Als ein Schwerpunkt fiir den weiteren Ausbau der Theorie der Differenzenpotentiale
sind Losbarkeitsaussagen fiir Dirichletprobleme zu betrachten, die auf dem Dop-
pelschichtpotential beruhen. Im Gegensatz zur klassischen Potentialtheorie kénnen
die entsprechenden Sétze nicht mit Hilfe der zum Neumannproblem adjungierten
Gleichungen bewiesen werden. Um konkret auf das im diskreten Fall auftretende
Problem aufmerksam zu machen, wird noch einmal das Gleichungssystem (2.5) aus
Abschnitt 2.3.2 betrachtet. Die rechte Seite dieses Systems stimmt nicht mit dem
Doppelschichtpotential iberein, da fiir dieses Potential in den Randpunkten (A € 5,

(PPw)(th)y = S S (Eu(lh = rh) — Ey(lh — (r + k)h)) wy(rh) — wy(Ih)

rey— keK\K,

gilt. Da iiber das Einfachschichtpotential jedoch geniigend Informationen vorhanden
sind, konnen eventuell die in der Bemerkung 2.1 angegebenen Gleichungen als neuer
Ansatzpunkt fiir den Beweis von Losbarkeitsaussagen im Zusammenhang mit dem
Potential der Doppelschicht genutzt werden. Dariiber hinaus besteht die Moglich-
keit, sich bei den theoretischen Untersuchungen zunéchst nur auf Halbraume zu
beschranken, um die mit den Innen- und Auflenecken verbundenen Schwierigkeiten
zu umgehen.

Die Arbeit auf einem ungleichméBigen Gitter ist theoretisch zunéchst nicht ausge-
schlossen. Abgesehen davon, ob sich in diesem Fall der Aufwand zur numerischen
Berechnung der diskreten Fundamentalldsung lohnt, sind neue theoretische Uber-
legungen besonders an den Stellen notwendig, an denen die Symmetrieeigenschaften
der diskreten Fundamentallésung benutzt werden.
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Kapitel 3

Approximation und Konvergenz

Im Kapitel 2 wird ausgehend von der diskreten Laplacegleichung in der Ebene
eine Moglichkeit zur Losung diskreter Randwertprobleme mit Hilfe von Differenzen-
potentialen beschrieben. Um den Zusammenhang zwischen der diskreten Loésung
und der Losung des kontinuierlichen Ausgangsproblems beurteilen zu kénnen, wer-
den im folgenden Konvergenzuntersuchungen durchgefithrt. Betont sei, dafl der hier
betrachtete zweidimensionale Fall im Vergleich zum dreidimensionalen Fall der theo-
retisch anspruchsvollere ist. Nicht zuletzt aus diesem Grund sind die zu fithrenden
Beweise im allgemeinen sehr umfangreich, so daff es vom Aufwand her zweckmafig
erscheint, sich hauptsachlich auf innere Dirichletprobleme zu konzentrieren.

In diesem Kapitel steht neben dem diskreten Potential der Einfachschicht das dis-
krete Volumenpotential im Mittelpunkt, das vor allem dann eine Rolle spielt, wenn
anstelle der diskreten Laplacegleichung die Poissongleichung zu 16sen ist. Da sowohl
die im Kern der beiden Differenzenpotentiale stehende diskrete Fundamentallésung
als auch die kontinuierliche Fundamentallésung in der Ebene nur bis auf eine Kon-
stante eindeutig bestimmt sind, ist bei den Konvergenzabschétzungen unbedingt
auf die Vertraglichkeit der Konstanten zu achten. Die folgenden Untersuchungen
beziehen sich konkret auf die Fundamentallssungen FE7(z) und F(x) aus dem

Abschnitt 1.2.1.

Wihrend im Abschnitt 3.1 fiir alle A < e™! die gleichmiflige Beschranktheit der dis-
kreten Operatoren gezeigt wird, erhélt man anhand der Ergebnisse im Abschnitt 3.2
einen Uberblick iiber das Konvergenzverhalten der diskreten Potentiale. Die einzel-
nen Satze werden hauptséachlich in den Rdumen ¢ und [, mit 1 < p < oo bewiesen.
Die erzielten Abschiatzungen bilden eine wesentliche Grundlage fiir den Beweis der
Konvergenz der diskreten Losung gegen die Losung des kontinuierlichen Problems.
Eng damit verbunden ist die Frage nach der Konvergenz der diskreten Dichte gegen
die Dichte des kontinuierlichen Potentials. Als unmittelbarer Ausgangspunkt der
Uberlegungen ist vor allem das folgende Theorem zu betrachten (siehe zum Beispiel

WrLoKkA [Wlo]):
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FEs seien By, By, By, und By, Banachrdume, A: By — By und Ay : By, — By,
lineare Operatoren und Dy, : By — By, und Dyy @ By — By, Diskretisierungs-
operatoren. Fir w € By, u, € By, f € By und f, € By, mégen die Bezichungen

Au=f, Apup, = fr, und
HDQJ»Lf — th — 0 fﬁ?“ h—0

erfillt sein. Gilt ferner

|DapAu— ApDypu|| = 0 fiir h—0 ( Approximation )
und {A;'} ist gleichmdipig beschrinkt, ( Stabilitit )

dann folgt || Dy pu — uy|| — 0 fir h — 0.

Im Abschnitt 1.2.1 ist bereits darauf hingewiesen worden, daf} eine Méglichkeit zur
Fortsetzung der diskreten Fundamentallésung ins Kontinuierliche darin besteht, den
bei der Riicktransformation Fy, ' = R, F der diskreten Fouriertransformation auf-
tretenden Einschrankungsoperator Rj, auf das Gitter R; wegzulassen. Da sich diese
natiirliche Art der Fortsetzung von den Methoden unterscheidet, bei denen erst ein
Interpolationsoperator zu konstruieren ist, soll der hier gegebene Vorteil genutzt
werden, um die Differenz zwischen dem kontinuierlichen Potential und dem fort-
gesetzten diskreten Potential in den kontinuierlichen Normen abzuschétzen.

3.1 Gleichméaflige Beschrianktheit der diskreten
Operatoren

Einleitend werden die wichtigsten der im Kapitel 3 verwendeten Begriffe erldutert.
Es sei G ein einfach zusammenhangendes und beschrinktes Gebiet. Alle in Ver-
bindung mit G = (G NR}) eingefiihrten Bezeichnungen findet man am Anfang
von Kapitel 2. Zu achten ist dabei besonders auf die Beschreibung des Randes ~;,,
bestehend aus den Randschichten ;" und ~; . Die hier konkret betrachtete diskrete
Fundamentalldsung E7(x) ist bereits im Abschnitt 1.2.1 analysiert worden. Auflen-
ecken spielten bei den bisherigen Untersuchungen keine Rolle. Aus beweistechnischen
Griinden ist es jedoch fiir die folgenden Abschidtzungen giinstig, neben der Rand-
schicht 7; auch den Rand Ty = {rh € R} \ G}, : |[rh — mh| < /2h, mh € G} zu
betrachten. Bezeichnet man mit v;' die Menge der Aufienecken, die zu I'; gehoren,
dann gilt T, = v; U~i'. Weiterhin sei 'Y der Rand, der bei der achsenparallelen
Verbindung aller Gitterpunkte aus I'p entsteht.

Ausgehend vom diskreten Volumenpotential (V}, f)(lh) = 35 EZ(lh—mh) fi,(mh) h?
meM
und dem diskreten Einfachschichtpotential (PFv,)(lh) = 3= vi(rh) E2(lh — rh)h

rey—
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soll in diesem Abschnitt fiir beschrdnkte Gebiete gezeigt werden, dafl die Operatoren
Vi, und PP fiir alle Schrittweiten h < e™! gleichmiflig beschrinkt sind. Wihrend
bei der Abschétzung des diskreten Einfachschichtpotentials die auftretende Kon-
stante im wesentlichen von der Bogenldnge B(I'”) des Randes I'P abhiingt, spielt

bei der Abschitzung des Volumenpotentials der Flacheninhalt A(G) = 3. h? eine
meM

Rolle. Vermerkt sei, dafl durch die Bedingung h < e™! die einzelnen Abschitzungen
vereinfacht werden und die dominierende Rolle der Ausdriicke A? |[Inh| mit 1 < p
im Vergleich zu den Potenzen h? betont wird. Eine Abschwéachung dieser Bedingung
ist moglich. Im Mittelpunkt steht zunédchst die Abschétzung des Operators V.

Satz 3.1: Die Operatoren Vi, : ¢(Gp) — [1(Gy) und Vi, : [,(Gy) — 1,(Gr) mit
1 <p<oo und zl? + 5 =1 sind fiir alle h < e™' gleichmdfig beschrdinkt.

Beweis: Im Fall f, € [,(G,) mit 1 < p < oound || filli,(a,) = ( Z | fu(mh)|P B2)H/P
gilt nach der Holderschen Ungleichung in jedem Gitterpunkt lh E Gh
(VS (R)] < 32 B (U= mh)[ ) il -
meM

Als Abschétzung in der [,~Norm erhéalt man

1/q
Vifallan < (3 (5 1Bt = mb) 22 ) 1) il

leM “meM

Im weiteren sei G5 ={mh € G, : mh # lh}. Aus Lemma 1.2 und der Abschitzung
von Hm"lq(@j) im Beweis von Satz 1.2 resultiert

125 (Th = mh) 1) 1E5(lh = mh) = E(lh = mh) i) + 1 E(Ih = mb)|c

C(h) + [[E(h = mh)iy@p)

wobei die von h abhdngige Konstante C fiir b — 0 gegen Null strebt. Die Summe
( Z |E(lh— mh)|qh2)1/q approximiert das Parameterintegral ( f |E(lh— :1;)|qd:1;)1/q
m;él

dessen Existenz durch Lemma 1.6 gesichert ist. Fiir alle Punkte y = [h € Gh und alle
h < e™" kann man mit Hilfe dieses Integrals zeigen, daf | E}(lh — mh)|i x < C
gilt, wobei die Konstante C'y von h und y unabhéngig ist. Wird zusatzhch im Punkt
mh = [h die diskrete Fundamentallésung in Analogie zu Lemma 1.3 abgeschatzt,
dann erhélt man die Beziehung

s=(2(x |E2<lh—mh>|qh2)h2)l/q

<
<

leM “meM
1/q

= (X (X 1wl i 150,070 ) )

leM ~ meM

m#l
/a 1/q

< (Zh2> ( (02+03|1nh|)qh2)

leM
< AG)YT(C] 4 (Co kT Co k¥ b))
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Auf Grund von }lLin% R¥4|Inh| = 0 ist der Term A%/ Inh| fiir h < e™' beschrinkt,
—

so daB} fiir den Ausdruck S eine von h unabhédngige obere Schranke existiert.
Ist f, aus dem Raum c¢(Gp) mit der Norm || fullc(a,) = max | fn(mh)|, dann kann

man ausgehend von der in allen Gitterpunkten [h € G} geltenden Ungleichung
((Vif)(I) < 2 1E(th —mh)[A* || fulle(cn) zeigen, daB
me

IVifullnian < A(G) (Cr+ Coh® + Cs 210 k] ) || fulle ey

gilt. Da es fiir alle Summanden auf der rechten Seite eine von h unabhédngige obere
Schranke gibt, ist der Operator Vj,: ¢(G) — 1(G)) gleichméaBig beschrankt =

Satz 3.2: Die Operatoren Vi, : ¢(Gr) — ¢(Gy) und Vi, @ L,(Gy) — ¢(G)) mit
1 <p<oo und zl? + 5 =1 sind fiir alle h < e™' gleichmdfig beschrdinkt.

Beweis: Im Fall f, € [,(G}) mit 1 < p < oo erhdlt man in Analogie zum Beweis
von Satz 3.1 in jedem Gitterpunkt [h € G}, die Beziehung

((Vifa) ()] < (2 1B (U — mb) W)Y full )
meM

< (G +(Cy WA Cs h2/q| In A )q)l/q Hthlp(Gh)'

In gleicher Weise kann man fiir f;, € ¢(G},) zeigen, daf
(Ve fu)(IR)] < (Cy+ R*(Co + ClIn b)) || fallecn)

gilt. Da bei allen Abschatzungen die rechte Seite nicht vom konkret betrachteten
Gitterpunkt [h € G} abhangt, gelten die entsprechenden Aussagen auch fiir das
Maximum von |[(Vifr)((h)| =

Fir den Operator Vj, : [1(G}) — ¢(G)) konnte nur eine von h abhéangige obere
Schranke gefunden werden.

Untersucht wird im folgenden das Verhalten des Operators PF in den Rdumen c (7;, )
and (o7) it il = max )] wnd illy ) = (5 Salrh)i4)17
rhevy, rey=

Satz 3.3: Die Operatoren PF : c(v;) — L(y,) und PE : 1(v;) — L(y;) mit
1 <p<oo und zl? + 5 =1 sind fiir alle h < e™' gleichmdfig beschrdinkt.

Beweis: Die Dichte v, des diskreten Einfachschichtpotentials sei zunéchst aus dem
Raum [,(v;, ). In Analogie zum Beweis von Satz 3.1 erhélt man die Abschétzung

1/q
HPf?Uhqu(W;) < ( Z ( Z |ER(Ih — rh)|* R) h) thHlp(wh—)

ley™ réexy—

< B(FD)I/q (CF+ (Cy Ri/e 4 Cs hl/q| In Al )q)l/q thHlp(w;V
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wenn anstelle von Lemma 1.6 und dem auf Lemma 1.2 aufbauenden Beweis von
Satz 1.2 sowohl auf Lemma 1.7 als auch auf Lemma 1.8 Bezug genommen wird.
Die auf der rechten Seite stehenden Summanden sind beschrankt, da insbesondere
%i_r}ré hY4|Inh| = 0 gilt. Im Fall v, € ¢(v; ) wird mit Hilfe der Ungleichung

1PE ol my < BOPP) (Cr b Cs B b [l -

die gleichméBige Beschrinktheit des Operators PP : c(v;, ) — Li(7; ) gezeigt

Satz 3.4: Die Operatoren PP : c(v;) — c(vy) und PF : L(vy,) — c(yy) mit
1 <p<oo und zl? + 5 =1 sind fiir alle h < e™1 gleichmdpig beschrinkt.

Beweis: Es sei [h € v, ein beliebiger Randpunkt. Im Fall v, € [,(v; ) folgt aus der
Hélderschen Ungleichung und den bereits in den vorhergehenden Satzen erwahnten
Eigenschaften der diskreten Fundamentallésung die Beziehung

(PEoR)(Ih)] < (CF + (Co b4 Ca b I b)Y o]l o).

Auf analoge Weise erhélt man fiir v, € ¢ (v )

[(PEo) )] < (Cy + b (Ca+ Cal ) flonll, - -

Offensichtlich gelten alle diese Abschitzungen auch fiir max |(PEv,)(lh)| =
lhey,

Fiir den Operator PF : [1(v;,) — (v ) findet man nach dem gleichen Prinzip nur
eine von h abhingige obere Schranke.

Bemerkung 3.1: Im Kapitel 2 wird zur Formulierung von Lésbarkeitsaussagen fiir
innere Dirichletprobleme das Einfachschichtpotential

(PFmup)(lh) = 37 (va(rh) — Sv,) Ef(lh — rh) b + Svy

rey—

mit Sv, = (2 h)_l >~ vip(sh) h betrachtet. Auch fiir den diskreten Operator P,

sevy— sevy—
gelten die in den Sétzen 3.3 und 3.4 untersuchten Eigenschaften. Eine méogliche

Vorgehensweise bei der Beweisfithrung soll am Beispiel PF™ : 1,(y;) — {,(v; ) mit
1 <p<oound zl? + 5 = 1 erlautert werden.

Aus der Holderschen Ungleichung folgt |Svs| < (X )™ (Y h)l/quhHlp(w—) . Daraus

sevy— sevy— h

resultiert HSvhqu(%—) <( ez_hf/q—l thHlp(’V;) < (C(B(IPy))a-t thHlP(Wh_)‘
s€y
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Andererseits gilt HSUhHlp(wh—) < HUhHlp(wh_)‘ Mit Hilfe dieser Abschitzungen sowie

der Minkowskischen Ungleichung und dem Beweis von Satz 3.3 erhdlt man die
Beziehung

Em
15, Uh”lq(w;)

1/q
< (S (X 1mtan—rmpn) ) (IS0l o+ lonlly o ) + 150,00
ley= “rev™
< (BOPYCT + (o Gl b))+ CaBOP)H ) ol o)

Die folgenden beiden Sétze kénnen nach dem gleichen Prinzip wie bisher bewiesen
werden. Dabei ist lediglich Lemma 1.9 anstelle von Lemma 1.7 zu verwenden und
auf die Bemerkung 1.2 in Verbindung mit Lemma 1.8 zu achten.

Satz 3.5: Die Operatoren PF : c(v;) — L(Gr) und PE : L(vy) — 1,(G)) mit
1 <p<oo und zl? + 5 =1 sind fiir alle h < e™' gleichmdfig beschrdinkt.

Satz 3.6: Fiir alle h < e! sind die diskreten Operatoren PF : c(v; ) — ¢(G))
und PF 1 1,(7;) = ¢(Gr) mit 1 < p< oo und zl? + 5 =1 gleichmdfsig beschrinkt.

3.2 Konvergenzresultate

Im folgenden wird in Analogie zu den beweistechnischen Grundlagen im Kapitel 1
vorausgesetzt, daff die Bedingung h < e™! erfiillt ist.

3.2.1 Approximationsaussagen

Untersucht wird zunédchst das Volumenpotential. Das bei der Diskretisierung von
Randwertaufgaben generell auftretende Problem der Gebietsapproximation soll vor-

erst vernachlassigt werden. Anstelle von G wird daher das Gebiet Gy = J W(mh)
meM

betrachtet, wobei W (mh) das Quadrat mit dem Mittelpunkt mh und der Seiten-

lange A ist. In allen Punkten @ € G\ G sei f(x) = 0. Die Differenz zwischen dem

Volumenpotential (V, fi)(y) = X Ef(y — mh) fr(mh)h* und dem kontinuierlichen
meM

Potential (Vf)(y) = [ FE(y — «) f(x)dx wird in der ¢— und [,— Norm und auf
Gy

Grund der natiirlichen Fortsetzbarkeit des diskreten Potentials auch in den R&u-
men C und L, abgeschdtzt. Dabei sei F(y — ) die Fundamentallosung (1.3) aus
dem Abschnitt 1.2.1 und f,(mh) die Einschrankung der Funktion f(xz) auf das
Gitter R}.
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Satz 3.7: Ist die Funktion f(x) aus L..(Gy) und Riemann— integrierbar, dann
gilt \Vaf =V ey — 0 fir h— 0. Fir feC%(Gy) mit 0<a <1 und

| fllcoa(Gn) = Se%;p |f(z)] + eSGup B |f|§__yjlfay L erhdlt man die Abschidtzung
z M Y MsTFY

IVifs =V Flletan < Ch N flcomic) -

Beweis: In jedem Gitterpunkt (h € G}, gilt

| ST E2(Ih — mh) fu(mh) b /Elh—:z; () d |
meM
< JEO) Fo) R 4 5 |E20h — mh) — E(1h — mb)| | fu(mh)| (3.1)
Tt
+ S | B(Ih — mh) fu(mh)h /Elh—:z; dx|—|—|/Elh—x)f(x)d:z;|.
meM
m#l W (lh)

Die Summanden auf der rechten Seite kénnen wie folgt abgeschitzt werden:

Ausgehend von Lemma 1.3 erhilt man fiir A < e™! die Beziehung
|E5(0) fu(th) h*] < Cy b [kl || fulle ) - (3.2)

Betrachtet man nur die Punkte mh € G = {mh € G}, : m # [}, dann ergibt sich
aus Lemma 1.2 und der Abschdtzung von Hm"h@;) im Beweis von Satz 1.2

S |E2(Ih — mh) = E(th = mb)| |fi(mh)]| b < Ca(diam(Ga)) b | il - (3:3)
m#l

Dabei ist diam(G/,) = max_ |mih — mayh|. Ferner gilt

mi,m2€
S” | E(ih— mh) f(mh) h? - / E(lh - 2) f(z)dz| < S + S (3.4)
meM
ma#l W(mh)

mit S, = Z|/ E(lh — mh) (fu(mh) — f(z)) dz |

eM
W:n;zl W(mh)

und S = 3 / \E(lh — mh) — E(lh — )| |f(2)| de .
Tt W (mh)
Untersucht wird zunéchst der Ausdruck 5;. Wie bereits im Abschnitt 3.1 erwéhnt,
approximiert die Summe Y. |E(lh—mh)|h* das Parameterintegral [ |E(lh—x)|dz.
meM

m#l M

Mit Hilfe dieses Integrals ist fiir alle y = [h € G}, und h < e™! eine Abschitzung
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in der Form 3 |E(lh —mh)| h* < C méglich, wobei die Konstante €' von h und y

meM
m#l

unabhéngig ist. Im Fall f € C'%(G)) erhilt man

h) — 2R\

m=l z#mh

Ist f € Loo(Gar) und Riemann— integrierbar, dann gilt fiir 7 — 0

< — — 2 . .
sl_%?(wegy(%y(xn @) S 1B —m)lh 0. (36
m m#l

Abzuschéatzen bleibt der Ausdruck S;. Ausgehend von der Taylorentwicklung der

Funktion y(z) = In |l|}th__T:j}|L| an der Stelle (mih, mqh) zeigt man die Ungleichung
= |In |l|}th__T:j}|L| | < Cy ”h_hm und nach der Beweisfithrung von Satz 1.2 gilt
h 2 .
S2 < Cillfllieny 20— b < Cs(diam(G)) Al fllowony - (3.7)
o |lh — mh|

m#l

Dabei ist || f||7.(cw) = VI’ELiGgLELX | f(x)]. Weiterhin folgt aus Lemma 1.6
r€G
| [ Bk = 2) fw) de | < Coh? WA |f i (3.8)
W (ih)

Fiir f € C'%(Gyy) ergibt sich unter Beriicksichtigung von || f||1..(cu) < [[fllcoGan
und || fallea,) < Ifllcoa(@,y) aus den Beziehungen (3.1) — (3.5) , (3.7) und (3.8)
die Abschétzung

Vifullh) = VF(IR)] < (Crh* [Inh| + Co(diam(Gh)) b + C5h”) || flloon

<
< O [[fleonien (3.9)

wobei die rechte Seite nicht vom speziell betrachteten Gitterpunkt (A € G, abhangt.

Auf Grund der Eigenschaft (3.6) kann fiir Riemann— integrierbare Funktionen aus
Loo(Gar) nur Konvergenz ohne Geschwindigkeit gezeigt werden =

Bemerkung 3.2: Der Beweis von Satz 3.7 kann auf analoge Weise gefiithrt werden,

wenn das bisher betrachtete Gebiet Gpy durch das Ausgangsgebiet G ersetzt wird.

Dabei sei K = {(0,0); (1,0); (—=1,0); (0,1); (0,—1)} und G = U W*(mh) mit
meM

W (mh) = W (mh) fir me M\~*
(W (mh) UW (r,h))NG  fir mevyT und r, = (m+k) €y, ke K.
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Wihrend bei den Abschatzungen (3.5) — (3.7) nur die Ungleichung [ dx < C h?
W*(mh)

zu beriicksichtigen ist, gelangt man zur Abschiatzung (3.8), indem man im Beweis

von Lemma 1.6 beim Ubergang zu Polarkoordinaten 0 < o < v/2h wihlt.

Das folgende Konvergenzresultat im Raum [,(G) mit 1 < p < oo kann unmittelbar
mit Hilfe der Beziehung (3.9) bewiesen werden.

Satz 3.8: [st die Funktion f(x) aus Loo(Gar) und Riemann— integrierbar, dann
gilt [Vifi =Vl — 0 fir h— 0. Im Fall f € C*(Gy) mit 0 < a <1
erhdlt man die Abschditzung

Vo =V £l < CUAGR))Y?) BN Fllcom(ca) -

Im folgenden wird die Differenz zwischen dem fortgesetzten diskreten Potential und
dem kontinuierlichen Volumenpotential in den Raumen C(Gys) und L,(Gpr) mit
1 < p < oo abgeschétzt. Da aus dem Zusammenhang eindeutig hervorgeht, ob die
diskrete Fundamentallosung oder deren Fortsetzung betrachtet wird, soll auf die
Einfithrung eines neuen Symbols verzichtet werden.

Satz 3.9: Fir Riemann—integrierbare Funktionen f(x) aus dem Raum Lo.(Ga)
gilt ||[Vifu =V fllc @) — 0 fiir h = 0. Im Fall f € C%(Gar) ergibt sich

IWVifu = Vo @) < Ch% || fllcoa@y) -

Beweis: Es sei y € Gy ein beliebiger Punkt, M, = {m € M : |y —mh| < V2h}

und diam(Gy) = max |z — z|. In Analogie zu (3.1) erhdlt man die Abschitzung
z,z2€Gpr

|ZEhy mh) fr(mh)h /E - ) du |

meM
© T B R 1By - mh) = By — mb)] (| 2
meM, meM\M,
+ X B-mh) fum) B~ [Bly—a) f@)dr|+1 Y [ By—o) f@)do].
meM\M, W (mh) MEMy W (h)

Da die Menge M, aus maximal sieben Elementen besteht, folgt fiir A < e aus

Lemma 1.3 die Beziechung > |Ef(y — mh)||fa(mh)|h* < CLR?* [Inh| || flloe (G -
meMy

In den Punkten m € M\ M, gilt |y—mh| > |nh| mit n = (nl,ng) ny = [|%— mi|]
ny = [|% — my|] und 0 < |nh| < diam(Ghy). Dabei wird mit [ |4 1],i=1,2
der ganze Teil der Zahl

% — m;| bezeichnet. In Analogie zu (3.3) erhalt man

Y

h
Y |ER(y—mh) = E(y—mh)| | fr(mh)|h* < Cy ) o R Fll L ()
meM\M, mea\a, 1Y T
h .
< O > WP fllae(@ry € Cs(diam(Gan)) bl fllLoo(cay) -

n:0<|nh|<diam (G ) |nh|
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Aus der Abschiatzung Y. | E(y—mh) fu(mh)h* — [E(y —z) f(a)dz | < 51+ 5,
mEM\M, W(mh)

mit S = Y |/E(y—mh)(fh(mh)—f(x))dx|

mEMA\My v (i p)

wd Sp= [ By mb) - B - o)l |f()]do

mEMA\My v (i p)

folgt fiir Riemann-integrierbare Funktionen f € L..(Gas)

S; < sup ( sup |f(x)|— inf |f(:1;)|) > |E(y—mh)|h* — 0 fir h— 0.

meM\M, \ zeW (mh) z€W(mh) meM\M,

Fir f e C%(Gy) gilt in Analogie zu (3.5) und (3.7) Sy < Oy h” | fllcom(cy, und
Sy < Cs(diam(Gar)) b || fl| Lo (Gar) - Dabei wird zur Abschéatzung von S; die fiir alle
m € M\ M, geltende Ungleichung |y —mh| > h verwendet. Aus Lemma 1.6 ergibt
sich die Beziehung | 3 S/ E(y —x) f(x)de| < Coh?|Inhl||fllLo(Ga)» Wenn

beim Ubergang zu Polarkoordinaten 0 < o < v/2h + gh gewahlt wird. Unter
Verwendung der Ungleichung || f||z..(c.) < [fllcon(a,,) resultiert die Behauptung
des Satzes im Fall f € C'%(G)ys) unmittelbar aus der punktweisen Abschitzung

| > Ei(y —mbh) fu(mh)h /Ey—:zi z)de| < Ch%||fllcon(,) ™

meM

Auf der Grundlage dieser Ungleichung kann auch das folgende Konvergenzresultat
im Raum L,(Gyr) mit 1 < p < co bewiesen werden.

Satz 3.10: [st die Funktion f(x) aus Loo(Gar) und Riemann— integrierbar, dann
gilt \Vifrn = Vfllipcuy — 0 fir h — 0. Bezeichnet man mit A(Gyr) den
Flicheninhalt des Gebietes Gyr, dann erhdlt man fir f € C%*(Gy) mit 0 < a <1
die Abschdtzung

VS = VFllz,Gar) < CUAGU) Y)Y B (| fll ooy -

Im Mittelpunkt der folgenden Untersuchungen steht das Potential der Einfach-
schicht. Vorausgesetzt wird beim Abschdtzen der Differenz zwischen dem diskreten

Potential (PEv,)(y) = 3 vn(rh) E#(y — rh)h und dem kontinuierlichen Potential
reyT

(PPv)(y) = [v(z) E(y — x)dz, daB in den Punkten rh € v; v(rh) = v,(rh) gilt.
FD
Zusatzlich wird die Bezeichnung R = {(r1,r2) : r1,72 € Z, rh € I';,} eingefiihrt.
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Satz 3.11: Ist die Dichte v des Finfachschichtpotentials PF¥v aus L. (T'P) und
Riemann— integrierbar, dann gilt ||PFuv, — PEUHC(%—) — 0 fir h — 0. Im Fall
v e CO(IP) mit 0 <a <1 erhdlt man die Abschitzung

1P on — PPoll, (- < C(hlInh| 4+ b )|[ollcoarny -

Beweis: In allen Randpunkten rh € T, sei U(rh) =P 0\ W(rh). Definiert man
vp(rh) = v(rh) auch in den Punkten rh € I'y \ 7, , dann gilt in jedem einzelnen

Gitterpunkt [h € ~;

[(PFo, — PPo)(Ih)| < |op(Th) ER(0) bl + > |oa(rh)| | EF(lh — rh) — E(Ih — rh)| h

+ > |on(rh) E(th—rh) h— /v(x)E(lh—x)dx|

reR

r#l U(rh)
+|/ E(lh—a)dx |+ ] > vu(rh) EZ(lh —rh) k.
reR\~y—

Der erste Summand auf der rechten Seite kann in Analogie zu (3.2) abgeschétzt
werden durch |v,(lh) EF(0) k| < Cy h|In k| ||vp]o(r,) - Die Schrittweite A sollte man
immer so wahlen, daf} fiir zwei beliebige Randpunkte kh, jh € T’y : kh # jh die
Beziehung |kh — jh| > h erfiillt ist. In diesem Fall folgt aus Lemma 1.7

> un(rh)| |EZ(Ih — rh) — E(lh — rh)| h < Co h|In A |jvp]e(r,) -
reR
r#l

Aus der Ungleichung 3 |vp(rh) E(Ih —rh)h — fv(x) E(lh — x)dx | < 51+ 53

ER
TT# U(rh)

mit S =3 / on(rh) — v(@)) E(lh — rh) dz |
reR
r#l U( h)

md Sy =3 /| (@)| |E(lh — rh) — E(lh — 2)| da
rER
r#l U(rh)

resultiert im Fall v € CO’Q(FD)

|Uh(rh) —U(x)| (h)a)
<> — |3 E(lh — rh)| h < Cs h® )
& reR<reU(rh) |rh — x| 2 E( rh)|h < Cs b [[v]|go.a(rpy
r#l x#rh

da die Summe 3 |E(lh — rh)|h auf Grund der Existenz des Parameterintegrals
reR
r#l

[ |E(lh — z)|dx beziglich h und y = [h gleichmaBig abgeschétzt werden kann.
TD
Gesichert ist die Existenz dieses Integrals, da auferhalb von U(lh) der Integrand
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beschrankt ist und fiir € U(lh) die Abschétzung aus Lemma 1.8 verwendet werden
kann. Fiir Riemann- integrierbare Funktionen v € L. (I'?) gilt

St < sup ( sup |v(x)| — inf |v(:1;)|) STIE(Ih —rh)|h — 0 fiir h— 0.
reR \ weU(rh) zeU(rh) R
r#l r£l
Der Ausdruck S kann mittels Taylorentwicklung so umgeformt werden, dafl aus
dem Beweis von Lemma 1.7 die Beziehung Sy < Cyqh|lnh|||v|| rpy folgt. Ferner
gilt nach Lemma 1.8 | [ v(2) E(lh — x)dx | < Cs h|Inh|||v]|r ey und ausgehend
U(ih)

von der in Lemma 1.3 bewiesenen Figenschaft der diskreten Fundamentallésung

erhdlt man | 5 wy(rh) Ef(lh—rh)h| < Cgh|Inh|||valleqr,) - Aus den Beziehungen
reR\~v~

|vrlle@n) < Ivllcoa@ny und [Jv]|p oy < |[v]|coa@ny resultiert daher fiir h < e™!
die punktweise Abschédtzung

(PFo, — PPo)(ih)| < <C7h| Inh| + Cq h“) lollgon(ro), (3.10)

aus der sich unmittelbar die Behauptung des Satzes ergibt =

Mit Hilfe der Ungleichung (3.10) kann auch das folgende Konvergenzresultat im
Raum [,(v,) mit 1 < p < oo bewiesen werden.

Satz 3.12: Ist die Dichte v des Finfachschichtpotentials P¥v aus L..(T'P) und
Riemann— integrierbar, dann gilt ||PFv, — PEUHlp(w;) — 0 fir h — 0. Im Fall
v e CO(IP) mit 0 <a <1 erhdlt man die Abschitzung

1P on = PEolly, -y < CUBIPNYP) (k] + h*) [[vllcoaqn) .

Bemerkung 3.3: Die in den Sétzen 3.11 und 3.12 formulierten Aussagen gelten
auch dann, wenn das bisher betrachtete Einfachschichtpotential (PFvy,)({h) durch
(Pf’"vh)(lh) =3 (vp(rh)—Svs) EF (lh—rh) h+Sv, mit Sv, = (3 h)_l S vp(sh)h
reyT sey~ sey~
und das Potential (PEU)(lh) durch (PEmv)(lh) = [ (v(z)=Tv)E(lh—z)de+Tv
D
mit Tv = ([ dy)™" [v(y)dy ersetzt wird. Wie die Differenz dieser Potentiale
o o

konkret abgeschatzt werden kann, soll im folgenden gezeigt werden.

Es sei By = |Sv, — Tv| und By = |Sv, Y Ei(lh —rh)h —Tv [ E(lh — z)dz|.
reyT rp

Aus der Ungleichung (3.10) resultiert die Beziehung
[(PPro, — PPo)(Lh)| < [(PPvn, — PPo)(Ih)| + By + By
(Clh|1nh| +02ha)”vuco,a(m + B+ B,

A
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Weiterhin gilt

By < /dy ||thsh

+ dy) v (sh) h v(y) dy| + v (sh) h
|/ 0 (ZRh FZ s1+1 3 oneh)

o1 (51) () (1)’
LB Ml + OB 1 sy < CBIPN 1 [l

Aus dieser Abschéatzung, der Existenz des Kurvenintegrals [ |E(lh — )| dx und
D
der Ungleichung (3.10) folgt ferner

B,

IN

Sl | S0 B2 (th — rh) h— /E(lh—ac)dx|—|—B1|/E(lh—x)dac|
reyT ro rp

l[onlle (rpy (Cr Rl In k| 4+ Co h*) 4+ C5(B(TP)) h*|0]lco.a(ro)
< (Ciblnh] +C5h%) ol conqrn) -

IN

Betrachtet man das diskrete Einfachschichtpotential nicht nur in den Gitterpunkten
[h € ~;, sondern in allen Randpunkten y € I'P, dann erhilt man das folgende
Konvergenzresultat:

Satz 3.13: [st die Dichte v des Potentials der Finfachschicht PEv aus L. (T'P)
und Riemann— integrierbar, dann gilt ||PFv;, — PEUHO(FD) — 0 fir h — 0 und
| PEvy — PPo||, ooy = 0 fir h— 0 und 1 < p < oo. Fir ve C™(IP) mit
0 < a< 1 erhilt man die Abschitzungen

HPf?Uh - PEUHC(FD) S C(h|lnh| + h* ) HUHOO,Q(FD) und
1PEv, = PPollg, oy < CUBIP)YP) (h|Inh| + h*)|[ollconqo) -

Auf Grund der Analogie zu den bisherigen Betrachtungen soll bei diesem Satz nur
die Beweisidee erldutert werden. Ausgangspunkt ist die in jedem Randpunkt y € I'’
geltende Ungleichung

[(Ffon = PEo) ()l < > [on(rh)| |ER(y = )| A

reRy

+ > |w(rh)||ER(y —rh) — E(y—rh)|h
reR\Ry

+ Y |vh(rh)E(y—rh)h—/v(x)E(y—x) de |
reR\Ry U(rh)

Y /v(x)E(y—x)dx|—|—| S™ on(rh) E2(y — rh) h|.
reRy U(rh) reR\~v~
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Dabei sei R, = {r € R: |y —rh| < h}. Die Ausdriicke auf der rechten Seite kann
man abschitzen, indem man die Beweisschritte von Satz 3.9 iibertrégt und gleich-
zeitig die Zwischenergebnisse aus dem Beweis von Satz 3.11 verwendet. Wird der
vierte Summand mit Hilfe von Lemma 1.8 abgeschitzt, dann ist zu beachten, daf
fir alle @ € U(rh) : r € R, die Ungleichung |y — z| < |y — rh| 4+ [rh — x| < 3h
erfiilllt ist. Aus diesem Grund ist bei der im Beweis vorkommenden Integration iiber
u als obere Schranke %h zu wahlen.

Bisher wurde die Differenz zwischen dem diskreten Einfachschichtpotential und dem
kontinuierlichen Potential nur auf dem Rand untersucht. Von besonderem Interesse
ist jedoch auch das Konvergenzverhalten im Innern des betrachteten Gebietes, da
unmittelbar aus dem diskreten Potentialansatz die Lésung wuj der Differenzen-
gleichung bestimmt werden kann und auch die Lésung w der Differentialgleichung
mit dem kontinuierlichen Einfachschichtpotential berechnet wird. Betrachtet man
in diesem Zusammenhang noch einmal die Abbildung 1, dann geh6ren die folgenden
Abschétzungen zum letzten Schritt des einleitend vorgestellten Konzeptes. Obwohl
im weiteren die Differenz zweier harmonischer Funktionen abgeschatzt wird, kann
das Maximumprinzip nicht angewendet werden. Ursache dafiir ist die Tatsache, dafl
das diskrete Einfachschichtpotential diskret harmonisch ist, das klassische Einfach-
schichtpotential aber im kontinuierlichen Sinn harmonisch ist. Die Differenz der
beiden Funktionen wird daher in der Regel weder diskret noch kontinuierlich har-
monisch sein.

Satz 3.14: Ist die Dichte v des Finfachschichtpotentials PPv aus L..(T'P) und
Riemann— integrierbar, dann gilt ||[PFv, — PPv| ., — 0 fir h — 0. Im Fall
v e CO(IP) mit 0 <a <1 erhdlt man die Abschitzung

|PFon = PPoll ey < CORIAL 4+ 5 [[o]l ooy

Beweis: In jedem Gitterpunkt mh € G, gilt

|(P;?vh — PEU)(mh)| < Z |vg (rh)] |E2(mh —rh) — E(mh —rh)|h

reR

+ 3" o (rh) E(mh — rh) h —/v(a@) E(mh—z) de |
reR U(rh)

+ | Z vp(rh) Ei(mh — rh) h|.
reR\~v~

Ausgehend von Lemma 1.9 erhélt man fiir den ersten Summanden

Z lon(rh)| |EZ(mh — rh) — E(mh —rh)|h < Cy h|In k| vnlle ) -

reR
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Aus der Ungleichung 3 |vi(rh) E(mh —rh)h — [v(x) E(mh — 2)dx| < S7 4+ 5

reR U(rh)
mit => | /vh rh) —v(x)) E(mh —rh) dz |
r€R U (rh)
md S =3 / lo(2)] | E(mh — rh) — E(mh — ¢)| da
r€R U (rh)

und der gleichméaBigen Abschatzung der Summe Y. |E(mh — rh)|h beziglich h
reR

und y = mh resultiert fiir v € L.,(I'P) die Beziehung

Slgsup< sup |v(x)| — inf | )Z|E (mh —rh)|h — 0 fir h — 0.

re€R \NzeU(rh) z€U(rh reR

Im Fall v € C%(I'P) gilt

Si<Y ( sup onlrh) = v(@)] (ﬁ) ) |[E(mh —rh)| h < Coh™ [[o]|coe o)

rh — x| 2
rer N frk =zl

Mittels Taylorentwicklung wird der Ausdruck S3 so umgeformt, daff aus Lemma 1.9

ke
mh — rh|

Sy < Cs||v]lprpy |
reR

h < Cyh|Inh| v o

folgt. SchlieBlich ergibt sich aus der im Lemma 1.3 bewiesenen Eigenschaft der dis-
kreten Fundamentallésung die Ungleichung

| Z vn(rh) B (mh —rh) h| < Cs hlIn k] Nvnlle ) -

reR\~v~

Die Behauptung des Satzes ist eine unmittelbare Folgerung aus diesen punktweisen
Abschatzungen m

Gleichzeitig kann man im Raum [,(G)) mit 1 < p < oo das folgende Konvergenz-
resultat beweisen.

Satz 3.15: Ist die Dichte v des Finfachschichtpotentials PPv aus L..(T'P) und
Riemann— integrierbar, dann git ||PFv, — PPvlli () — 0 fir h — 0. Im Fall
v e CO(IP) mit 0 <a <1 erhdlt man die Abschitzung

1Fon = PPollic < CUAG)Y))( Rl Inb] + 5 [ollcon)

Im weiteren wird das diskrete Finfachschichtpotential nicht nur in den Gitterpunkten
mh € (), sondern in allen inneren Punkten z € Gj; betrachtet.
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Satz 3.16: Ist die Dichte des Einfachschichtpotentials PPv aus L..(T'P) und
Riemann— integrierbar, dann gilt |[PFvy, — PPvllc(ay) — 0 fir h — 0 und
| PEFvn — PPl Gy — 0 fiir h—0 und 1 <p <oo. Im Fall ve C%(I'P) mit
0 < a< 1 erhilt man die Abschitzungen

|1PFvn — PP0|lc (G C(hlInh| 4+ A% ) ||v]lcoe oy und

<
< CUAGM)) (W] + b)) [ollconqeo.

E E
15 vn — PPol[, (G
Der Beweis dieses Satzes soll nur kurz skizziert werden.

Ausgangspunkt ist die in jedem Punkt 2z € Gy geltende Ungleichung

(Pron = PPo) ()l < 30 lon(r)| | ER(= = rh)|

TGRZ

+ Z lon(rh)| |ER (2 — rh) — E(z — rh)| h
reR\R.

+ S lon(rh) B(z— rh) b —/v(a@) F(z— ) de|
reR\R: U(rh)

1Y /v(x)E(z—x)dw|—|—| S™ on(rh) E2(z — rh) h).
reR, U(rh) reR\~y—

Dabeisei R. = {r € R: |z—rh| < v/2h}. Die Abschétzung der einzelnen Ausdriicke
auf der rechten Seite erfolgt nach dem gleichen Prinzip wie in den vorhergehenden
Sétzen. Fine obere Schranke fiir den ersten Summanden ergibt sich aus Lemma 1.3.
Zur Bearbeitung des zweiten Summanden nutzt man die fiir alle r € R\ R, geltende
Ungleichung |z — rh| > |nh| mit n = (ny,n2) © ny = [|3 —r1]], na = [|# — ]
und 0 < |nh| < diam(Gyy). Wahrend fiir alle z € Gy mit R, = () nur die durch
Lemma 1.9 erzielte Abschatzung aus dem Beweis von Satz 3.14 von Bedeutung ist,
kann es im Fall R, # () erforderlich sein, die entsprechende Ungleichung aus dem

Beweis von Satz 3.11 zu verwenden. Insgesamt erhélt man

Z lon(rh)| |EZ (2 — rh) — E(z — rh)|h < C h|In A vnlle ) -
reR\R.

Der dritte Summand wird nach der bereits bekannten Vorschrift zerlegt. Bei der
Abschéatzung der in diesem Fall auftretenden Summanden S; und 5, spielt sowohl
die fiir alle » € R\ R, geltende Ungleichung |z — rh| > /2h > h als auch die in
den Punkten z € U(rh) erfiillte Beziehung |o — rh| < % eine wesentliche Rolle.
Ferner kann der vierte Summand mit Hilfe von Lemma 1.8 abgeschétzt werden.
Man beachte in diesem Zusammenhang die direkt im Anschlufl an das Lemma 1.8
formulierte Bemerkung 1.2. SchlieBlich ergibt sich unmittelbar aus Lemma 1.3 eine
obere Schranke fiir den letzten Summanden.
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3.2.2 Konvergenz der diskreten Lésung

Essei I der Rand des beschrankten Gebietes ¢. Betrachtet wird in diesem Abschnitt
das innere Dirichletproblem

—Au(z) = f(x) VeeG

u(s) = p(s) Vsel, (3.11)
und das entsprechende Differenzenrandwertproblem
—Ahuh(mh) = fh(mh) YV mh € Gh (3 12)

up(rh) = en(rh) Yrh €, .

Ankniipfend an die bisherigen Uberlegungen wird die Lésung uy, des Problems (3.12)
in der Form wj, = uj +u? dargestellt, wobei u; eine Lésung des Randwertproblems

—Ayup(mh) =0 Vmh e Gy, (3.13)
up(rh) = @r(rh) Yrh ey, '

mit @i(rh) = @u(rh) — S EiX(rh — mh) fu(mh)h? ist. Der Summand v} kann
meM

in den Gitterpunkten (A € Gj Uy, als bekannt vorausgesetzt werden, da er die
Beziehung ui(lh) = Y. Ei(lh — mh) f(mh)h* erfiillt. In Analogie dazu schreibt
meM

man die Losung u des Problems (3.11) in der Form v = ul 4+ u?, so daf

—Aul(z) =0 Veed
ul(s) = o*(s) Vsel (3.1)

mit p*(s) = ¢(s) — [ E(s—=z) f(z)dz und v*(y) = [ E(y—x) f(z)dz fir alle
y € GUI gilt. BereiwtesGbewiesen wurde die Konvergenzxggs diskreten Volumen—und
Einfachschichtpotentials unter der Voraussetzung, dafl sowohl f; die Finschrankung
der rechten Seite f aus dem Randwertproblem (3.11) als auch vy, die Einschrankung
der Dichte v des kontinuierlichen Einfachschichtpotentials auf das Gitter IR} ist. Fiir
diese Einschrankungen der Funktionen f und v auf das Gitter sollen im folgenden
die Bezeichnungen Rj, f und Rpv verwendet werden.

Im Mittelpunkt steht nun die Frage nach der Konvergenz der diskreten Losung u}
(bzw. up) gegen die Losung u' (bzw. u) des kontinuierlichen Problems. Betrachtet
man als Ausgangspunkt fiir die Konvergenzuntersuchungen das Randgleichungs-
system (2.6) aus dem Kapitel 2, dann ist zunédchst zu zeigen, dal die Dichte vy,
aus dem System (2.6) gegen die Dichte v aus der kontinuierlichen Randintegral-
gleichung konvergiert. Erst im Anschlufl daran kann die Konvergenz der diskreten
Losung u} gegen die Losung u' des kontinuierlichen Problems unter Verwendung
der Potentialdarstellung bewiesen werden. Ein Konvergenzbeweis, der diese Schritte
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realisiert, ist jedoch nicht unbedingt erforderlich, da ein enger Zusammenhang zwi-
schen der Losbarkeit des Differenzenrandwertproblems und der Losbarkeit des Rand-
gleichungssystems besteht. Bereits bei RYABENKIJ findet man einen entsprechenden
Aquivalenzsatz, bei dem jedoch keine Aufteilung des Differenzenpotentials in ein dis-
kretes Einfach— und Doppelschichtpotential erfolgt und dadurch ein {iberbestimmtes
Gleichungssystem auf dem Rand entsteht. Um an dieser Stelle einen direkten Ver-
gleich mit den Aussagen in Kapitel 2 zu erméglichen, soll der Satz von RYABENKIJ
fiir den hier betrachteten Spezialfall formuliert werden. Dabei sei (V3 fi,)(lh) das
diskrete Volumenpotential und (Py&)(lh) = > ( 3 En(lh — (r + k)h) ar. R*)E(rh)

rey keK,
das von RYABENKIJ betrachtete Differenzenpotential.

Satz 3.17: £(rh) ist verallgemeinerte Spur der Losung up(mh) der Differenzen-
gleichung —Apup(mh) = fr(mh) ¥Ymh € Gy genau dann, wenn &(rh) in allen
Gitterpunkten rh € v, = (v, U~) die Gleichung &(rh) — (Pué)(rh) = (Vifu)(rh)
erfillt. Ist die Gleichung &(rh) — (PLé)(rh) = (Vifo)(rh) fir alle rh €y, erfillt,
dann existiert eine eindeutige Losungup(mh) der Gleichung —Ap up(mh) = fr(mh),
deren Spur &(rh) ist. Die Losung up(mh) kann mit Hilfe der Formel

un(mh) = (P§)(mh) + (Vi fu)(mh)  Vmh € (Gy U )
dargestellt werden.

Im Kapitel 2 wird in den Séitzen 2.15 und 2.16 bewiesen, daf} eine Losung ) des
Problems (3.13) existiert, die mit dem diskreten Einfachschichtpotential

(PFmop)(lh) = 37 (vn(rh) — Sv) Ef(lh — rh) h 4+ Svy,  Ylh € G, U~y

reyT

dargestellt werden kann. Dabei ist Sv, = (3 h)™" X wp(sh)h. Gleichzeitig wird
sevy— sevy—

im Abschnitt 2.2 gezeigt, daB das Randwertproblem (3.13) eindeutig losbar ist. Auf
Grund der Darstellung u;, = uj + u? gelten die entsprechenden Aussagen auch fiir
die Losung uy des Problems (3.12). Da die Existenz und Eindeutigkeit der Losung
uy, gesichert ist, kdnnen die Konvergenzsidtze von SAMARSKIJ direkt ibernommen
werden. Zwei dieser Satze (vgl. [Sam] und [SLM]) sollen im folgenden zitiert werden.

Satz 3.18: Wenn die Lésung u(x) des Randwertproblems (3.11) in C*(G) mit
G = GUT liegt und uy, die Lésung des Problems (3.12) ist, dann gilt

[u(mh) = wn(mh)ll g, < C R

GhUw;
wobei die Konstante C nicht von h abhéingt.

Andererseits ist eine Abschatzung im diskreten Sobolevraum wi(G)) mit der Norm
HuthU%(Gh) = HVuhHli(Gh) + HuhHli(Gh) moglich, wobei mit Vuy bestimmte Differen-
zenableitungen erster Ordnung bezeichnet werden, die hier nicht néher charak-
terisiert werden sollen. Im Vergleich zum Satz 3.18 sind in diesem Fall die Glattheits-
forderungen an die Losung u(x) des Randwertproblems (3.11) wesentlich schwécher.
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Satz 3.19: Wenn die Losung u(x) des Randwertproblems (3.11) mit ¢(s) = 0 im
Sobolevraum W3 (G) mit m = 2,3 liegt und wy, die Losung des Problems (3.12) mit
on(rh) =0 ist, dann gilt

lu(mh) = wn(mh)|uyey < O Jullwgra -
wobei die Konstante C' nicht von h und u(x) abhdngt.

Wiéhrend der Satz 3.18 mit dem Maximumprinzip bewiesen werden kann, beruht
der Satz 3.19 auf der Methode der energetischen Ungleichung.

Die Abschatzungen in diesem Kapitel beziehen sich ausschlieflich auf die Lésung der
diskreten Laplace— bzw. Poissongleichung. Dabei wird die erzielte Qualitat der Re-
sultate ganz entscheidend durch die Eigenschaften der diskreten Fundamentallésung
gepragt. Werden analoge Aussagen fiir andere Randwertprobleme angestrebt, dann
erscheint es zweckméafig, das Konvergenzverhalten der entsprechenden diskreten
Fundamentallésung genau zu studieren. Auf diesem Gebiet sind in der Literatur
kaum Abschétzungen zu finden.

Die hier formulierten Sétze sind als erste Resultate hinsichtlich der Konvergenz zu
betrachten. Weitere Untersuchungen bieten sich unmittelbar an, wobei hauptsachlich
Abschétzungen in anderen Réumen von Interesse sind. Dartiber hinaus fehlen sowohl
Aussagen zum inneren Neumannproblem als auch zu dufleren Randwertproblemen.

Da nur das diskrete Einfachschichtpotential im Mittelpunkt der Untersuchungen
steht, ist das ebenfalls im Kapitel 2 definierte Potential der Doppelschicht als ein
wesentlicher Schwerpunkt bei der zukiinftigen Konvergenzanalyse anzusehen.

Ein mit potentialtheoretischen Mitteln gefithrter Konvergenzbeweis fiir die diskrete
Losung uj und der damit im Zusammenhang stehende Stabilititsbeweis sollte als
Ziel zukiinftiger Untersuchungen betrachtet werden, da bei anderen Differenzenrand-
wertproblemen eventuell noch keine Konvergenz— und Stabilitatsaussagen vorliegen.
An die Uberlegungen zu Beginn dieses Abschnittes ankniipfend soll eine Moglich-
keit zum Beweis der Konvergenz der diskreten Losung vorgestellt werden, ohne daf
dabei eine spezielle Wahl der Raume getroffen wird. Betrachtet wird das diskrete
Potential der Einfachschicht (P, v,)({h) = 3= (vn(rh) — Svy) EZ(lh — rh) h + Svy,

rey—

mit Sv, = (X h)_l > vp(rh)h und das entsprechende kontinuierliche Potential

rey— rey—

(PPmo)(s) = fg (v(z) = Tv)E(s —a)de + Tv mit Tv = (Fjl; dy)_lfgv(y) dy.

Ferner wird vorausgesetzt, daf} fiir die rechte Seite ¢, aus dem Randgleichungssystem
(P, ™vp)(lh) = pp(lh) VIh € 5, und fiir die rechte Seite ¢ aus der entsprechenden
Randintegralgleichnung (PEmv)(s) = ¢(s) Vs € I die Beziehung ||Rup — @u|| — 0
fiir h — 0 erfiillt ist, wobei mit R}, die Finschrénkung auf das Gitter bezeichnet wird.
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Kann man beweisen, daB die Folge der Operatoren (PE™)=1: v7 — ~; gleichmiBig
beschrankt ist, dann gilt fiir die Differenz der Dichten v, und Rjv auf dem Rand ~;;

1(P) ™" Py (Ryw — vy )|

C|PF™ Ry — )
C (|| Ryv — Ry, PPl + | R — enll) -

[ Bpv — v

IA A A

Wihrend der zweite Summand gegen Null konvergiert, sind Ausdriicke wie der erste
Summand in der vorliegenden Arbeit abgeschétzt worden. Das einzige noch fehlende
Resultat ist die gleichmaBige Beschranktheit der Operatoren (PF™)~1 1 ~r — A7
Auch die Wahl der Rédume sollte davon abhéngig gemacht werden, wo der Beweis
dieser Eigenschaft gefithrt werden kann. Mit der obigen Abschitzung ist zunéchst
die Konvergenz der diskreten Dichte bewiesen. Betrachtet werden nun die Poten-
tialoperatoren P : y7 — G und PPm: I' = (. Unter der Voraussetzung, daf
die Folge der Operatoren PE™ : 47 — G, gleichmaBig beschrankt ist, erhilt man
mit Hilfe der Potentialdarstellung die Abschédtzung
[ 1Py on — Ry PP

[P o — P By ol| + [P Ry v — Ry, PP
Cllon — Ry ||+ || PP Ryv — Ry PP

<
<

Wihrend der erste Summand auf Grund der Konvergenz der diskreten Dichte gegen
Null konvergiert, sind bereits Abschatzungen, wie sie fiir den zweiten Summanden
notwendig sind, in der vorliegenden Arbeit enthalten. Insgesamt ist damit die Kon-
vergenz der diskreten Losung bewiesen.

Es erscheint sinnvoll, sich bei allen diesen Uberlegungen zunéchst auf Sobolevraume
zu konzentrieren. Wesentlich ist in Analogie zum Satz 3.19 die Voraussetzung, daf3
die Losung u aus dem Raum W3(G) ist, damit auf Grund von Spur— und Ein-
bettungssatz die Werte auf dem Rand existieren.
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Kapitel 4

Numerisch erzielte Resultate

Im Unterschied zu den Naherungsverfahren von RYABENKIJ bilden die im Kapitel 2
im Zusammenhang mit der Laplacegleichung formulierten Sétze zur Loésung von
diskreten Randwertproblemen eine unmittelbare Grundlage fiir numerische Berech-
nungen. Eine wesentliche Rolle bei der Erstellung des jeweiligen Randgleichungs-
systems spielt die diskrete Fundamentallosung (1.2), die ausgehend von der Summen-
formel aus dem Abschnitt 1.2.1 bestimmt wird. Die Lésung des Randgleichungs-
systems erfolgt mit dem Programmpaket Matlab.

In den hier betrachteten Beispielen wurde hauptséchlich der [;-Fehler auf dem Rand
und im Innern des Gebietes beziehungsweise in einem bestimmten Teilgebiet des
Auflengebietes bestimmt. Dariiber hinaus wird das Verhalten der diskreten Losung
durch die e~Norm charakterisiert.

Wihrend im allgemeinen auf einem PC 486/DX66-2 gearbeitet wurde, erforderten
die Rechnungen mit mehr als 800 Randgitterpunkten den Einsatz eines PC 586/90.
Die Losung der einzelnen Probleme erfolgte mit einfacher Rechengenauigkeit, ledig-
lich bei der von EHRHARDT durchgefithrten Berechnung der diskreten Fundamen-
tallosung war aus Stabilitdtsgriinden eine Erhéhung der Genauigkeit notwendig.
Betont sei, dafl mit dem in Turbo Pascal geschriebenen Programm bisher nur ex-
perimentiert wurde. Dabei ist der Optimierung der Rechenzeit keine Beachtung
geschenkt worden, so dafl auf Zeitangaben verzichtet werden soll.

Im Unterschied zu den gebietsorientierten Verfahren lassen sich diskrete Randwert-
probleme in Auflengebieten mit potentialtheoretischen Methoden auf einfache Weise
bearbeiten. Insbesondere kann die Losung in beliebig weit vom Rand entfernten
Gitterpunkten angegeben werden, ohne daf} die Einfiihrung eines kiinstlichen Randes
oder ein Abschneiden erforderlich ist.

Anhand von zwei Testrechnungen soll ein Eindruck von der Qualitdt der Losungen
bei Vorgabe fast singularer Randwerte entstehen.
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4.1 Lo6sung innerer Randwertprobleme

. X,
Beispiel 1:
025

Fir das in Abbildung 5 dargestellte
Gebiet wurde die Loésung des inneren
Dirichletproblems

—Ahuh(mh) =0 ‘v’mh - Gh

uh(rh) = @h(rh) Vrh €, -0.25 025 %1

mit den Randwerten

on(rih,rah) = 4 (rih — r2h)

-0.25

berechnet.

Abb. 5

Charakteristisch fiir dieses Beispiel ist, da} die im Mittelpunkt stehende Funktion
u(xy, x9) = 4(a1 — x2) sowohl die Differentialgleichung in jedem Punkt des Gebietes,
als auch die Differenzengleichung —Aju(mh) = 0 in den Gitterpunkten mh € G,
erfilllt. Aus diesem Grund ist das Losungsverhalten sehr leicht nachvollziehbar.

Die Tabelle 4 enthéalt eine Zusammenfassung der durch mehrfaches Halbieren der
Schrittweite h = 0.015625 erzielten Resultate. Dabei wird vordergriindig der in der
Néhe der Innenecke liegende Gitterpunkt a* = (0.015625,0.015625) ausgewertet.
Die diskreten Normalableitungen auf dem Rand ~; werden in Analogie zu Kapitel 2
mit ¢p(rh) bezeichnet.

Anzahl der | relativer [;—Fehler | relativer [;—Fehler
Gitterpunkte von ¢y (rh), von wuy,(mh), lu(z*) — up(2*)] || = Apup(z™)]
auf ;- rh o€y mh € G,

123 1.43-10 8.76-12 6.70-12 1.49-7
251 3.56-10 1.19-11 4.79-12 7.227
507 9.93-10 1.70-11 1.23-11 4.48-6
1019 2.81-9 2.39-11 2.15-11 2.63-5

Tab.4

Bei der Auswertung der Ergebnisse ist zu beriicksichtigen, dafl die Genauigkeit der
Resultate durch die Rechengenauigkeit beeinflufit wird. Deshalb ist es anhand der
hier berechneten Fehlernormen nicht méglich, eine qualitative Aussage iiber die
Konvergenzgeschwindigkeit zu treffen.

Die ¢— Norm der Losung verdeutlicht, dafl mit dem diskreten FEinfachschichtpotential
auch in der Nédhe des Randes v, hinreichend genau gerechnet werden kann. Im
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Vergleich zur klassischen Potentialtheorie besteht der Vorteil im diskreten Fall darin,
dafB die diskrete Fundamentallosung bei beliebiger, fest gewéhlter Schrittweite - im
Koordinatenursprung keine Singularitdt besitzt.

Anzahl Gitter- c¢—Norm der Losung
punkte auf v, | Vrh €5, | Vrh el | Vmh € Gy
123 1.9375 1.8750 1.8750
251 1.9688 1.9375 1.9375
507 1.9844 1.9688 1.9688
1019 1.9922 1.9844 1.9844 Tab.5

Untersucht wurde auch das entsprechende Neumannproblem, so dafl ein direkter
Vergleich zwischen den Ergebnissen méoglich ist.

Beispiel 2:

Fiir das in Abbildung 5 dargestellte Gebiet war die Losung des Differenzenrandwert-
problems

Vmh € Gy,
Vrh €y,

—Ahuh(mh) =0

ua(rh) = h™1 3 (up(rh) —up((r + k)h))= ¥u(rh)

ke K\K

mit den diskreten Normalableitungen ¢, (rh) = 4 (ni(rh)—na(rh)) zu bestimmen.
Dabei sind ny(rh) und na(rh) die Komponenten des dufleren Normalenvektors 7i(rh)
im Gitterpunkt rh beziiglich der Koordinatenachsen.

Die Tabellen 6 und 7 geben einen Uberblick iiber das Losungsverhalten. Die im
Kapitel 2 formulierte notwendige Bedingung (2.1) fiir die Losbarkeit des Neumann-
problems ist bei den einzelnen Rechnungen automatisch erfiillt.

Anzahl der | relativer [;—Fehler | relativer [;—Fehler
Gitterpunkte von uy,(rh), von wuy,(mh), lu(z*) — up(2*)] || = Apup(z™)]
auf ;- rh o€y mh € G,

123 3.97-10 4.66-10 2.95-10 2.02-7
251 1.24-9 1.42°9 9.97-10 1.31-6
507 4.83-9 5.72-9 4.37-9 1.39-6
1019 4.28-9 4.94-9 3.64-9 2.36-5

Tab.6 * = (0.015625,0.015625)

Beide Beispiele zeigen, dal durch das Vorhandensein von Innenecken keine zusétz-
lichen numerischen Probleme auftreten, da diese Ecken bei dem hier gewéhlten
Losungsverfahren direkt mit beriicksichtigt werden.
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Anzahl Gitter- c¢—Norm der Losung

punkte auf v, | Vrh €5, | Vrh el | Vmh € Gy
123 1.9375 1.8750 1.8750
251 1.9687 1.9375 1.9375
507 1.9844 1.9687 1.9687
1019 1.9922 1.9844 1.9844 Tab.7

Im folgenden werden zwei Randwertprobleme vorgestellt, bei denen das betrachtete
Gebiet die Form eines Doppel— T— Profils besitzt. Ausgewdhlt wurden diese Beispiele
auf Grund des praktisch interessanten Modells.

Beispiel 3:

P X
In dem in Abbildung 6 skizzierten Ge- 07
biet G war urspriinglich die Losung des o (o—?.z ot eree Z:—o)xl
inneren Dirichletproblems cooo0o000o0 o0 G

—Aufz) =0 Vred ceooeccaa

U(Z):@(Z) \V/ZEF 000000000
mit  @(z1,22) = sin(z1) * exp(z2) S
zu bestimmen. Um mit der Methode ©oo0o0o0000
der Differenzenpotentiale arbeiten zu 01 cooo0o000o0 o0
kénnen, wurde das Problem (oooocooo0000o0 0
R AR
—Ahuh(mh) =0 V'mh € Gh
up(rh) = ep(rh) Vrh €5y Abb. 6

mit den auf dem Gitter gegebenen Randwerten ¢y (r1h,r2h) = sin(rih) * exp(rah)
betrachtet. Der Ubergang vom Gebiet G zum diskreten Gebiet (G, ist in Abbildung 6
skizziert, wobei fiir eine fest gewahlte Schrittweite h alle zu G}, gehérenden Gitter-
punkte mit einem Kreis und alle zu 7, gehdrenden Punkte mit einem Kreuz ge-
kennzeichnet sind. Bei der Auswertung der Ergebnisse ist zu beriicksichtigen, daf
u(xy, x9) = sin(x1) * exp(xq) eine Losung der Differentialgleichung ist, wiahrend die
Gleichung —Apu(mh) = 0 nur ndherungsweise erfiillt ist.

Anzahl der | relativer [;—Fehler | relativer [;—Fehler
Gitterpunkte von ¢y (rh), von wuy,(mh), lu(z*) — up(2*)] || = Apup(z™)]
auf ;- rh o€y mh € G,

120 7473 1.30-6 1.28°6 1.028
248 3.81-3 3.14-7 3.20-7 2.91-8
504 1.92-3 7.73-8 8.00-8 2.33-8
1016 9.66-4 1.92-8 2.00-8 1.68-6

Tab.8 ™ =(0.4,0.4)
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Aus den Werten in Tabelle 8 wurde eine Konvergenzgeschwindigkeit von O(h?)

berechnet.
Anzahl Gitter- c¢—Norm der Losung
punkte auf v, | Vrh €5, | Vrh el | Vmh € Gy
120 1.2653 1.2273 1.2273
248 1.2812 1.2621 1.2621
504 1.2892 1.2796 1.2796
1016 1.2932 1.2884 1.2884 Tab.9
Beispiel 4:

Untersucht wurde das zum Beispiel 3 gehérende innere Neumannproblem. Die zu-
nachst natiirlich erscheinende Diskretisierung der Normalableitungen in der Form
Yr(rh) = exp(reh) (cos(rih) ni(rh) + sin(rih) na(rh)) erwies sich als unbrauchbar,
da die notwendige Bedingung (2.1) nicht hinreichend genau erfiillt war. Um mit
der Methode der Differenzenpotentiale rechnen zu kénnen, wurden die Normal-

ableitungen gemittelt, indem der Ausdruck ( 3= h)™' 3 7(rh)h von jeder Ab-

reyT reyT
leitung subtrahiert wurde. Das Resultat dieser Mittelung kann der Tabelle 10 ent-

nommen werden. Dabei werden mit t,(rh) die in den Rechnungen verwendeten
diskreten Normalableitungen bezeichnet.

Anzahl Gitter- c¢—Norm der Losung t;_ a(rh) h|
punkte auf v, |Vrh €y, |Vrh € v [Vmh € Gy | a(rh) = ¢5(rh) | a(rh) = ¥u(rh)
120 1.2675 1.2300 1.2300 2.89-3 5.50-12
248 1.2824 1.2634 1.2634 1.45-3 6.37-13
504 1.2899 1.2803 1.2803 7.26-4 1.02-12
1016 1.2936 1.2888 1.2888 3.63-4 1.02-11
Tab.10

Die Ergebnisse in der Tabelle 11 zeigen, dafl im Vergleich zum Dirichletproblem ein
qualitativer Unterschied im Losungsverhalten vorhanden ist, verursacht durch den
Diskretisierungsfehler in den Normalableitungen. Berechnet wurde eine Konvergenz-
geschwindigkeit von O(h®) mit o & 0.9 .

Anzahl der | relativer [;—Fehler | relativer [;—Fehler
Gitterpunkte von uy,(rh), von wuy,(mh), lu(z*) — up(2*)] || = Apup(z™)]
auf ;- rh o€y mh € G,

120 2.12-3 1.46-3 3.21-4 7.28-9
248 1.07-3 7.71-4 5.68-7 1.75-7
504 5.49-4 4.13-4 3.95-5 3.17-6
1016 2.79-4 2.15-4 2.97-5 9.31-8

Tab.11 ™ =(0.4,0.4)
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In den folgenden zwei Beispielen hat die zu approximierende Lésung des konti-
nuierlichen Problems Randwerte, die in der Umgebung der Innenecke fast singular
sind. Auf diese Weise kommt bei den Berechnungen ein neuer Schwierigkeitsgrad
hinzu.

Beispiel 5:
Ausgehend von der Abbildung 5 wurde das innere Dirichletproblem

—Ahuh(mh) =0 V'mh € Gh
up(rh) = en(rh) Yrh €y,

mit den diskreten Randwerten ¢ (rh) = In|rh—y| gelost, bei dem der unverédnder-

liche Punkt y = (—0.01,—0.01) in der Ndhe der Innenecke liegt.

Auch bei diesem Beispiel ist zu beachten, dafi die Funktion u(x) = In|z — y| eine
Losung der Differentialgleichung —Awu(x) = 0 ist, wahrend die Differenzengleichung
nur ndherungsweise erfiillt ist.

Anzahl der | relativer [;—Fehler | relativer [;—Fehler
Gitterpunkte von ¢y (rh), von wuy,(mh), lu(z*) — up(2*)] || = Apup(z™)]
auf v, rh o€y, mh € G,

123 2.59-1 1.37-3 2.84°3 2.09-7
251 1.99-1 4.69-4 2.04-5 1.85-6
507 1.17-1 1.18-4 6.29-5 4.29-6
1019 6.39-2 2.92-5 2.54-5 7.63-6

Tab.12 * = (0.015625,0.015625)

Rein qualitativ unterscheiden sich die berechneten Werte von den in den Beispielen 1
und 3 angegebenen Fehlernormen. Dennoch ist fiir £ < 0.0078125 eine Konvergenz-
geschwindigkeit von O(h?) ermittelt worden.

Um zu verdeutlichen, wie sich die in der Nahe der Innenecke liegende Singularitat
der Logarithmusfunktion auf das Losungsverhalten auswirkt, enthilt die Tabelle 13
neben der ¢- Norm der Losung wuy(mh) auch die ¢~ Norm des Fehlers auf +;".
Dieser Fehler tritt speziell in den Gitterpunkten auf, die den betragsméflig kleinsten
Abstand zum Punkt y haben.

Anzahl Gitter- c¢—Norm der Losung c—Norm des
punkte auf v, | Vrh €y, | Vrh € 72' Vmh € G}, | Fehlers auf 72'
123 4.4677 3.6657 3.6657 2.50-2
251 4.5818 4.0329 4.0329 1.25-2
507 4.5906 4.2711 4.2711 3.24-3
1019 4.6049 4.4273 4.4273 7.10-4 Tab.13
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Beispiel 6:
Untersucht wurde das zum Beispiel 5 gehérende innere Neumannproblem

—Ahuh(mh): 0 V'mh € Gh
walo) = 07 % () =l D)= (o) b€y
ER\K,
bei dem die diskreten Normalableitungen ¢,(rh) durch Mittelung aus den Ab-
leitungen

. _(rih = y)na(rh) + (r2h — ya)na(rh)
¢h(rh) - |Th o y|2

mit y = (—0.01,—0.01) hervorgehen. Da die zu approximierende Losung in der
Néhe der Innenecke fast singular ist, bietet es sich in diesem Fall an, den Wert
— > i(rh)h gleichmaBig auf die diskrete Normalableitung in der Innenecke und
€Y,

in den beiden benachbarten Gitterpunkten von 5, zu verteilen. Im Gegensatz zu
den Beispielen 3 und 4 stimmt bei dem zuletzt betrachteten Dirichlet— und Neu-
mannproblem der berechnete [,— Fehler in den inneren Gitterpunkten annéhernd
iiberein. Daher erscheint die Art der Mittelung dem Problem angepaf}t.

Anzahl der | relativer [;—Fehler | relativer [;—Fehler
Gitterpunkte von uy,(rh), von wuy,(mh), lu(z*) — up(2*)] || = Apup(z™)]
auf ;- rh o€y mh € G,

123 2.48-3 2.60-3 3.58-3 3.28-7
251 9.91-4 8.06-4 1.40-3 2.38-6
507 4.16-4 2.19-4 2.98-4 1.43-6
1019 1.29-4 5.82-5 7.20-5 1.18-4

Tab.14 * = (0.015625,0.015625)

Anhand der angegebenen Fehlernormen wurde fiir A < 0.0078125 eine Konvergenz-
geschwindigkeit von O(h®) mit o & 1.9 ermittelt. Die in den letzten zwei Beispielen
vorgestellten Resultate zeigen, dafl auch bei der Vorgabe schlechter Randdaten und
grober Schrittweiten mit der Methode der Differenzenpotentiale sehr gute Ergebnisse
erzielt werden kénnen.

Anzahl Gitter- c¢—Norm der Losung t;_ a(rh) h|
punkte auf v, |Vrh €y, |Vrh e 72' Vmh € G, | a(rh) = 5 (rh) | a(rh) = ¥ (rh)
123 4.9277 3.6738 3.6738 3.92-2 1.82-12
251 4.6205 4.0371 4.0371 2.59-2 3.64-12
507 4.5974 4.2746 4.2746 8.84-3 1.82-12
1019 4.6071 4.4288 4.4288 2.63-3 1.82-12
Tab. 15
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4.2 Lo6sung duflerer Randwertprobleme

Um einen ersten Eindruck von der Qualitdt der Losung duflerer Randwertprobleme
zu erhalten, wird zunéchst ein Problem betrachtet, bei dem sowohl die Struktur des
Gebietes als auch die zu approximierende Lésung relativ einfach ist.

Beispiel 7:
Berechnet wurde in einem ausgewé&hl- 1(2
ten Teilgebiet des in Abbildung 7 an- 5
gedeuteten Auflengebietes die Losung Z Z Z Z Z z Z Z Z Z Z
des Dirichletproblems o e o
—AhUh(mh) =0 th - G}? e—o—(—_—i———h—é——————i% L X1
un(rh) = @y(rh)  Yrh ey~ cot o
mit den Randwerten 6o o 400000
o o & o oo e
a 2 2 -1 :
it (rihyrah) = ribox ((rih)? 4 (r2h)?) Abb.7

In Abbildung 7 sind alle Gitterpunkte von 47~ mit einem Kreuz gekennzeichnet.
Zu beachten ist der Unterschied zur Randschicht +, eines inneren Problems. Die
auflerdem eingezeichnete Teilmenge der zu G} gehérenden Punkte ist mit einem
Kreis markiert. Konkret wurde die Lésung des Problems in allen Punkten mh € G/}
berechnet, wobei i} C G} die Menge aller Gitterpunkte ist, die im Innern bzw.
auf dem Rand des Quadrates mit den Eckpunkten (10,10), (12,10), (12,12) und
(10,12) liegen. Die diskreten Normalableitungen auf ~;~ werden mit /(rh) be-

zeichnet.
Anzahl der | rel. [3-Fehler | abs. {3— Fehler | rel. 3— Fehler | abs. ¢— Fehler
Gitterpunkte | von ¢/ (rh), | von up(mh), | von up(mh), | von up(mh),
auf v~ rh €y~ mh € G} mh € G} mh € G}
128 5.53-2 1.02-5 1.09-4 5.42-6
256 2.82-2 2.50-6 2.70-5 1.35-6
512 1.42-2 6.19-7 6.75-6 3.37-7
1024 7.16-3 1.54-7 1.69-6 8.42-8 Tab.16

Berechnet wurde eine Konvergenzgeschwindigkeit von O(h?). Anhand der Tabelle 17
erhédlt man einen Eindruck von der punktweisen Konvergenz der diskreten Loésung.

Anzahl Gitter- |up(mh) —u(mh)| im Gitterpunkt
punkte auf v; = | (1.25,1.25) | (10,10) | (40,40) | (80,80) | (150,150)
128 2565 | 5276 | 1.376 | 6.87-7 | 3.66-7
256 6.50-6 1.35-6 | 3.42-7 | 1.71-7 9.12-8
512 1.63-6 3.37-7 | 8.53-8 | 4.27-8 2.28-8
1024 4.09-7 8.41-8 | 2.13-8 | 1.07-8 5.68-9 Tab.17
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Wie effektiv &ulere Randwertprobleme mit Hilfe von Differenzenpotentialen gelst
werden koénnen, zeigt auch das dazugehérige Neumannproblem.

Beispiel 8:
Ausgehend von Abbildung 7 wird das &uflere Neumannproblem
—Ahuh(mh) =0 V'mh € G;ZL
ua(rh) =ht . IZ\:F (up(rh) —up((r + k)h)) = 2 (rh) Yrh ey~
eK\K 2

mit den diskreten Normalableitungen

(rah)? — (r1h)? n(rh) — 2r1hroh
((r1h)? 4 (r2h)?)? ((rih)* + (r2h)?)

Yy (rh) = 7 na(rh)
betrachtet, wobei n{(rh) und n§(rh) die Komponenten des &ufleren Normalenvektors
n*(rh) in Bezug auf das Auflengebiet sind.

Bei diesem Beispiel war es nicht notwendig, die Normalableitungen zu mitteln. Aus
der Tabelle 18 geht hervor, wie genau die notwendige Bedingung (2.2) des Neumann-
problems erfiillt ist. Anhand der in der Tabelle angegebenen Fehlernormen wurde
eine Konvergenzgeschwindigkeit von O(h?) ermittelt.

Anzahl der | rel. {3-Fehler | abs. {3— Fehler | rel. [;— Fehler
Gitterpunkte | von wuy(rh), | von up(mh), | von up(mh), || > ¥ h(rh)h]
auf ;= rh €y~ mh € G} mhe Gl | T
128 6.85-4 6.26-5 6.67-4 4.55-12
256 1.78-4 1.59-5 1.72-4 1.64-11
512 4.54-5 4.00-6 4.35-5 2.27-11
1024 1.15-5 1.00-6 1.10-5 4.73-11
Tab.18

Die Ergebnisse in Tabelle 19 erméglichen den direkten Vergleich mit dem Dirichlet-
problem. Dabei zeigt sich, dafl sowohl die Qualitdat der berechneten Losungen als
auch das asymptotische Verhalten annahernd iibereinstimmt.

Anzahl Gitter- |up(mh) —u(mh)| im Gitterpunkt
punkte auf v; = | (1.25,1.25) | (10,10) | (40,40) | (80,80) | (150,150)
128 1.80-4 3.32-5 | 8.35-6 | 4.18-6 2.23-6
256 4.68-5 8.58-6 | 2.15-6 | 1.07-6 5.73-7
512 1.19-5 2.18-6 | 5.45-7 | 2.73-7 1.45-7
1024 3.01-6 5.48-7 | 1.37-7 | 6.86-8 3.66-8 Tab.19
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Um auch bei duBleren Randwertproblemen den Effekt der Mittelung der Normal-

ableitungen deutlich zu machen, werden die folgenden zwei Neumannprobleme sowie
die dazugehérigen Dirichletprobleme betrachtet.

Beispiel 9:

In Abbildung 8 ist das Aulengebiet ge-

kennzeichnet, in welchem das &auflere

Dirichletproblem mit den Randwerten

99;?(7“1h, TQh) =

Tlh * Tgh

untersucht wurde.

((rih)? + (rah)?)?

.
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Abb. 8

Die Losung ist speziell in den Gitterpunkten bestimmt worden, die im Inneren
beziehungsweise auf dem Rand zweier Quadrate liegen. Dabei ist G} C G die Men-
ge aller Gitterpunkte, die zu dem in der Ndhe des Randes v, = liegenden Quadrat
mit den Eckpunkten (0.75,0.25), (2.75,0.25), (2.75,2.25) und (0.75,2.25) gehoren,
wihrend die Gitterpunkte mh € G? C G durch das Quadrat mit den Eckpunkten
(40,40), (42,40), (42,42) und (40,42) definiert sind. Durch die spezielle Wahl
dieser beiden Quadrate kann man der folgenden Tabelle entnehmen, wie genau die
berechnete Losung sowohl in der Ndhe des Randes ~; 7 als auch bei hinreichend
grofler Entfernung vom Rand ist.

Gitter- | rel. [,—Fehler | abs. [s—Fehler | abs. ¢—Fehler | abs. [,—Fehler | abs. c—Fehler
punkte | von ¥/ (rh), | von up(mh), | von up(mh), | von up(mh), | von up(mh),
auf vy~ | rhey)” mh € G} mh e G} mh € G} mh € G}
127 1.24-1 7.87-4 3.18-3 1.23-4 5.99-5
255 6.36-2 1.89-4 8.01-4 3.12-5 1.54-5
511 3.20-2 4.65-5 2.01-4 7.82-6 3.88-6
1023 1.61-2 1.15-5 5.02-5 1.96-6 9.75-7
Tab.20

Berechnet wurde eine Konvergenzgeschwindigkeit von O(h?). Anhand der Tabelle 21
erhdlt man ferner einen Uberblick tiber die punktweise Konvergenz der Lésung.

Anzahl Gitter-

|up(mh) —u(mh)| im Gitterpunkt

punkte auf vy~ | (0.75,0.25) | (10,10) | (40,40) | (80,80) | (150,150)
127 3.18-3 6.69-5 5.99-5 5.89-5 5.84-5
255 8.01-4 1.72-5 1.54-5 1.51-5 1.50-5
511 2.01-4 4.33-6 3.88-6 3.82-6 3.79-6
1023 5.02-5 1.09-6 9.75-7 9.58-7 9.51-7

Tab.21
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Beispiel 10:

Untersucht wurde das zum Beispiel 9 gehorende duflere Neumannproblem mit den
durch Mittelung aus den Ableitungen

Yy(rh)

roh x ((rih)? + (r2h)?) — 4 (rih)?rah

((r1h)? + (r2h)?)?
rilox ((rih)? + (rah)?) — 4 (rah)?rih

ny(rh)

i+ iy

hervorgehenden diskreten Normalableitungen ¢/ (rh). Konkret wurde bei dieser

Mittelung der Ausdruck ( > h)™*

reye—

einzelnen Gitterpunkten subtrahiert.

> i(rh)h von den Ableitungen in den

reye—

Gitter- | rel. [,—Fehler | abs. [s—Fehler | abs. ¢—Fehler | abs. [,—Fehler | abs. c—Fehler
punkte | von up(rh), | von up(mh), | von un(mh), | von up(mh), | von uy(mh),
auf v~ rh € y;~ mh € G} mh e G} mh € G} mh € G}
127 2.50-2 1.09-2 2.27-2 2.57-4 1.28-4
255 7.23-3 3.01-3 6.29-3 7.24-5 3.66-5
511 1.93-3 7.87-4 1.65-3 1.91-5 9.72-6
1023 4.99-4 2.01-4 4.21-4 4.90-6 2.50-6
Tab.22

Ein Vergleich mit den Fehlernormen vom Dirichletproblem zeigt, dafl das Losungs-
verhalten durch die Mittelung nur geringtiigig beeinfluflt wird. Das konkrete Ausmaf}
der Mittelung und die Differenz zwischen diskreter und kontinuierlicher Losung in
den auch beim Dirichletproblem betrachteten Gitterpunkten kann der Tabelle 23
entnommen werden.

Gitter-

punkte |up(mh) —u(mh)| im Gitterpunkt |7’€%‘;_ a(rh) k]

auf 42~ | (0.75,0.25) | (10,10) | (40,40) | (80,80) | (150,150) | o = ¥% | o = w2
127 2.27-2 5.23-4 | 1.284 | 6.37-5 3.39-5 2.19-2 | 2.44-12
255 6.29-3 1.49-4 | 3.66-5 | 1.82-5 9.69-6 6.36-3 | 4.09-12
511 1.65-3 3.97-5 | 9.72-6 | 4.85-6 2.58-6 1.71-3 | 3.52-12
1023 4.21-4 1.02-5 | 2.50-6 | 1.25-6 6.68-7 4.41-4 | 5.74-11

Tab.23

Man erkennt deutlich, dafl der berechnete Fehler sowohl beim Halbieren der Schritt-
weite als auch bei der Entfernung der Gitterpunkte vom Rand ~; = kleiner wird.
Speziell bei den Rechnungen mit kleinerer Schrittweite wurde eine Konvergenz-
geschwindigkeit von O(h?) ermittelt.
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Bisher wurde bei allen Beispielen eine Konvergenzgeschwindigkeit von O(h?) er-
zielt. Obwohl diese Konvergenzgeschwindigkeit auch bei dem folgenden Dirichlet-
problem erreicht wird, konvergiert das dazugehoérige Neumannproblem nur mit der
Geschwindigkeit O(h). Eine mogliche Ursache dafiir ist der Diskretisierungsfehler in
den Normalableitungen.

Beispiel 11:
Ausgehend von der Abbildung 8 wurde das &uflere Dirichletproblem

—Ahuh(mh) =0 V'mh € Gﬁ
up(rh) = @i(rh)  VYrh €4y~

mit den Randwerten
h
op(rih, reh) = sin ( "

T‘Qh
(rih)? + <r2h>2> Fe ((m)z - <r2h>2>
gelost. In Analogie zu den Beispielen 9 und 10 wird der auftretende Fehler zwischen

diskreter und kontinuierlicher Losung hauptséchlich in den Gitterpunkten mh € G/}
und mh € G berechnet.

Gitter- | rel. [,—Fehler | abs. [s—Fehler | abs. ¢—Fehler | abs. [,—Fehler | abs. c—Fehler
punkte | von ¥/ (rh), | von up(mh), | von up(mh), | von up(mh), | von up(mh),
auf v~ rh € y;~ mh € G} mh e G} mh € G} mh € G}
127 1.24-1 1.12-3 3.58-3 1.64-4 7.97-5
255 6.59-2 2.71-4 9.10-4 4.11-5 2.03-5
511 3.39-2 6.71-5 2.28-4 1.03-5 5.10-6
1023 1.72-2 1.66-5 5.70-5 2.56-6 1.28-6
Tab.24

Um das Verhalten der Lésung in Abhéngigkeit von der Entfernung der Gitterpunkte
zum Rand ~;~ noch besser beurteilen zu kénnen, wird das Spektrum der bereits
in den vorhergehenden Beispielen betrachteten Gitterpunkte erweitert.

Gitter- . .

punkte |up,(mh) — u(mh)| im Gitterpunkt

auf 42~ | (0.75,0.25) | (10,10) | (40,40) | (30,80) | (150,150) | (200,200) | (300,300)
127 3.02-3 9.33-5 | 7.97-5 | 7.76-5 7.66-5 7.64-5 7.61-5
255 7.58-4 2.37-5 | 2.03-5 | 1.97-5 1.95-5 1.94-5 1.93-5
511 1.90-4 5.96-6 | 5.10-6 | 4.96-6 4.90-6 4.88-6 4.87-6
1023 4.74-5 1.49-6 | 1.28-6 | 1.24-6 1.23-6 1.22-6 1.22-6

Tab.25

Man erkennt, daf sich bei fester Schrittweite i das Konvergenzverhalten der Losung
ab einer bestimmten Entfernung der Gitterpunkte vom Rand kaum verédndert. Mog-
licherweise liegt das an der relativ schnellen Konvergenz der Lésung gegen Null, die
auf Grund der Wahl der Randwerte sowohl im diskreten als auch im kontinuierlichen
Fall zu erwarten ist.
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Beispiel 12:

Ferner wurde das zum Beispiel 11 gehérende duflere Neumannproblem studiert, so
daf} die Qualitat der Losungen mit dem Dirichletproblem verglichen werden kann.
Dabei wurden die kontinuierlichen Normalableitungen, die in den Randpunkten
rh € 47~ durch Differentiation der Funktion

u(rih,roh) = sin (W) e (W)

entstehen, auf Grund der zu erfiillenden notwendigen Bedingung (2.2) gleichmaBig
gemittelt. Wéhrend die Einschrankung der kontinuierlichen Normalableitungen auf
das Gitter mit ¢;(rh) bezeichnet wird, steht das Symbol ¢ 2 (rh) fiir die diskreten
Normalableitungen, die bei den Berechnungen verwendet wurden. Aus der Tabelle
27 geht hervor, daf} der Korrekturterm bei der gleichméafigen Mittelung grofler ist als
der entsprechende Term im Beispiel 10. Wie dies das Losungsverhalten beeinflufit,
zeigen die folgenden Ergebnisse.

Gitter- | rel. [,—Fehler | abs. [s—Fehler | abs. ¢—Fehler | abs. [,—Fehler | abs. c—Fehler
punkte | von up(rh), | von up(mh), | von un(mh), | von up(mh), | von uy(mh),
auf v~ rh € y;~ mh € G} mh e G} mh € G} mh € G}
127 1.27-1 1.32-1 2.23-1 2.96-3 1.47-3
255 6.26-2 6.39-2 1.09-1 1.45-3 7.32-4
511 3.11-2 3.14-2 5.35-2 7.17-4 3.65-4
1023 1.55-2 1.56-2 2.65-2 3.57-4 1.82-4
Tab.26

Aus den in dieser Tabelle angegebenen Fehlernormen wurde nur eine Konvergenz-
geschwindigkeit von O(h) ermittelt. Ein Vergleich mit den Beispielen 10 und 11
zeigt, dafl der hier berechnete l,-Fehler selbst beim Gebiet /7 wesentlich gréfier
ist. Das auffallend langsamere Konvergenzverhalten kommt auch in der folgenden

Tabelle zum Ausdruck.

Gitter-

punkte |up(mh) —u(mh)| im Gitterpunkt |7’€%‘;_ a(rh) k]

auf 42~ | (0.75,0.25) | (10,10) | (40,40) | (80,80) | (150,150) | & = ¢ | o = o
127 2.23-1 6.07-3 | 1.47-3 | 7.31-4 3.89-4 1.58-1 | 1.38-12
255 1.09-1 3.02-3 | 7.32-4 | 3.64-4 1.94-4 8.00-2 | 1.77-11
511 5.35-2 1.51-3 | 3.65-4 | 1.81-4 9.65-5 4.02-2 | 4.07-12
1023 2.65-2 7.52-4 | 1.82-4 | 9.06-5 4.82-5 2.02-2 | 1.38-11

Tab.27

Trotz des offensichtlichen Qualitatsverlustes im Vergleich zu den anderen Beispielen
sind die erzielten Ergebnisse akzeptabel.
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Sowohl die im Abschnitt 4.1 vorgestellten inneren Randwertprobleme als auch die
aufleren Probleme aus dem Abschnitt 4.2 zeigen, wie vorteilhaft die Methode der
Differenzenpotentiale praktisch eingesetzt werden kann. Es erscheint daher lohnens-
wert, das bisher nur zum Experimentieren verwendete Programm weiter aufzuriisten
und nutzerfreundlicher zu gestalten.

Die Qualitat der Losungen in den betrachteten Beispielen hdngt ganz entscheidend
von der Genauigkeit der nur einmal zu berechnenden diskreten Fundamentall6sung
ab. Dabei ist zu beachten, dafl die im Abschnitt 1.2.1 angegebene Summenformel
zwar numerisch einfach realisiert werden kann, gleichzeitig aber duflerst instabil ist.
Aus diesem Grund wurde von EHRHARDT ein Programm mit beliebiger Genauigkeit
geschrieben. Um mit diesem Programm auch im Punkt (n,n) mit n = 256 einen auf
10 Stellen genauen Wert fiir die Fundamentalldsung zu erhalten, muflte selbst die
in der Formel vorkommende Zahl 7 mit mehr als 120 Nachkommastellen berechnet
werden.

Die Beispiele 1 und 2 sowie 5 und 6 sind 1995 von Gutachtern fiir einen Benchmark—
Test innerhalb des DFG— Schwerpunktprogrammes Randelementmethoden vorge-
schlagen worden. Da auch das Chemnitzer DFG—Projekt Bimetallprobleme zu die-
sem Schwerpunkt gehorte und einige der gestellten Aufgaben direkt mit Differenzen-
potentialen bearbeitet werden kénnen, wurden die erforderlichen Daten eingereicht.
Ein Vergleich mit den Resultaten anderer Projekte war bis zur Fertigstellung dieser
Arbeit leider nicht méglich.

Im Abschnitt 4.1 wurden zwei Beispiele mit fast singularen Randwerten in der Néhe
einer Innenecke betrachtet. In Bezug auf die Singularitét der Randdaten erscheint
es nicht nur interessant theoretische Untersuchungen durchzufithren. In Analogie zu
den obigen Beispielen sollten noch mehr Testbeispiele gerechnet werden, bei denen
ein gezielter Vergleich mit anderen Losungsmethoden angestrebt wird.

Konvergenzbetrachtungen fiir &uflere Randwertprobleme sind im Rahmen dieser Ar-
beit nicht durchgefithrt worden. Die Rechnungen im Abschnitt 4.2 vermitteln jedoch
einen ersten qualitativen Eindruck von der Konvergenz der diskreten Losung gegen
die Losung des kontinuierlichen Problems.

Auf die Notwendigkeit der Mittelung der diskreten Normalableitungen wurde be-
reits bei den konkret betreffenden Neumannproblemen hingewiesen. Méglicherweise
gelingt es im Rahmen der zukiinftigen Arbeit mit der Methode der Differenzen-
potentiale im voraus Aussagen treffen, mit welchem Verlust an Genauigkeit ab einem
bestimmten Diskretisierungsfehler in den Normalableitungen zu rechnen ist.
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Thesen zur Dissertation

Fundamentallsungen partieller Differenzenoperatoren
und die L6ésung diskreter Randwertprobleme mit Hilfe von
Differenzenpotentialen

zur Erlangung des akademischen Grades eines “Doctor rerum naturalium® an der
Fakultat fiir Bauingenieurwesen der Bauhaus—Universitait Weimar, vorgelegt von
Diplommathematiker Angela Hommel in Weimar am 11. Juni 1997

Die vorliegende Arbeit leistet einen Beitrag zum Aufbau einer in sich geschlossenen
Theorie der Differenzenpotentiale, mit deren Hilfe Differenzenrandwertprobleme ge-
16st werden kénnen. Die grundlegende Idee der klassischen Potentialtheorie besteht
im Losen von Gleichungen auf dem Rand, bei denen die Aquivalenz zum betrachteten
Ausgangsproblem erhalten bleibt. Im Rahmen dieser Arbeit erfolgt die Ubertragung
der Idee der Randreduktion auf Differenzenrandwertprobleme. Dabei steht nicht die
Wahl von geeigneten Quadraturformeln zur Lésung der Randintegralgleichungen
im Mittelpunkt, sondern das Aufstellen linearer Gleichungssysteme auf dem Rand,
die zum diskreten Randwertproblem aquivalent sind. Als Ausgangspunkt der Uber-
legungen sind hauptsachlich die Resultate von Ryabenkij zu betrachten.

1. Die wichtigste Voraussetzung fiir den Aufbau einer diskreten Potentialtheorie
ist die Existenz einer diskreten Fundamentallosung oder Greenschen Funktion.
Ist Aj ein Differenzenoperator des n—dimensionalen Euklidischen Raumes
und R} = {i1h,iz2h,...,i,h} mit iy € Z und k = 1,...,n das betrachtete
gleichméfBige Gitter der Schrittweite h, dann heifit jede Losung der Gleichung

()=o) ={ ¢ G120

diskrete Fundamentallésung, wenn sie im Unendlichen nicht schneller als ||™
wachst. Die Potenz m > 0 hdngt von der konkreten Gestalt des Differenzen-
operators ab. Berechnet werden die diskreten Fundamentallésungen mittels
diskreter Fouriertransformation. Fiir einige der im Rahmen dieser Arbeit be-
trachteten Differenzengleichungen liegen bereits Fxistenzaussagen in bezug
auf die diskrete Fundamentallésung vor, erzielt im Bildbereich der diskreten
Fouriertransformation. Fiir die praktische Anwendung der Methode der Dif-
ferenzenpotentiale ist es jedoch wichtig, diese Fundamentallésungen auch hin-
reichend genau und effektiv berechnen zu kénnen. Dafiir geeignete Verfahren
werden im Kapitel 1 vorgestellt.



2. Da der Aufbau der diskreten Potentialtheorie im Kapitel 2 dieser Arbeit am
Beispiel der Laplacegleichung in der Ebene erfolgt, werden die Figenschaften
der entsprechenden diskreten Fundamentallésung ausfiihrlich studiert. Zu die-
sen Figenschaften gehort beispielsweise die Beschranktheit der diskreten Fun-
damentallésung fiir feste Schrittweite h, die in jedem beschriankten Gebiet
gezeigt werden kann. Das Verhalten der bis auf eine Konstante eindeutig
bestimmten Fundamentallésung wird ferner durch das folgende Resultat be-
schrieben. Es sei G C IR? ein beschrinktes Gebiet und Gj, = (G N R;) das
entsprechende diskrete Gebiet. Wird die Differenz zwischen der diskreten Fun-
damentallésung E}(z) und der kontinuierlichen Fundamentallésung E(x) nur
in den Gitterpunkten = € G} = {a € GG, \ (0,0)} betrachtet, dann erhdlt man
fiir jede Schrittweite A < e~ die Fehlerabschitzung

Ch 1<p<?
1B () = E@)lly;) <1 Chyfllnh]  p=2
Ch2/® 2 < p<oo.

3. Ein enormer Fortschritt beim Aufbau der Theorie der Differenzenpotentiale
wird durch die Aufspaltung des Randpotentials in ein diskretes Einfach— und
Doppelschichtpotential erzielt. Vor allem wird das bei Ryabenkij auftretende
Problem iiberbestimmter linearer Randgleichungssysteme bewiltigt. Die Be-
schreibung der einzelnen Potentiale beruht auf folgender Symbolik: Es sei
G C IR? ein beschrinktes, einfach zusammenhingendes Gebiet mit stiickweise
glattem Rand. In Analogie zur Herangehensweise von Ryabenkij wird das dis-
krete Gebiet G = (G N R;) mit der doppelten diskreten Randschicht ;,
betrachtet. Dabei besteht die innere Randschicht ~;" aus den inneren Gitter-
punkten mh € G}, die mindestens einen benachbarten Punkt mh + ki mit
ke K =4(0,0); (1,0); (—1,0); (0,1); (0,—1)} haben, der auf dem Rand des
Gebietes (¢ beziehungsweise auflerhalb liegt. Umgekehrt gehoren zur dueren
Randschicht v, alle Gitterpunkte mh € IR}, die auBerhalb beziehungsweise
auf dem Rand von G liegen und mindestens einen benachbarten Gitterpunkt
im Gebiet G, haben. Fiir die Losung uy, der Poissongleichung

— Apup(mh) = Z ag up(mh — kh) = fr,(mh)

keK

mit den Koeffizienten a, € {—1/h* 4/h*} erhidlt man unter Verwendung der
diskreten Fundamentallosung Ej,(x) in den Gitterpunkten [h € G, Uy, die
Darstellung

Z ( ZEh(lh—(r—l—k)h) ay h*)up(rh) + Z En(lh—mh) fr.(mh) h* = uy(lh).

rh€vy, keEK, mheGy

Dabei ist K, = {k € K : rh+ kh ¢ G)}. Werden die Randwerte in den
Gitterpunkten rh € v, mit ug(rh) und die diskreten Normalableitungen mit
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ua(rh) bezeichnet, dann erhélt man eine explizite Zerlegung des Potentials in

der Form Y ( X En(lh— (r+k)h) ap h*)un(rh) = (PFup,)(lh) — (PPuy)(lh)
rh€vy, keEK,
mit dem Einf&fchschichtpotential

(PPun)(h) = > wa(rh) Ex(lh —rh) h

rhey,
und dem diskreten Doppelschichtpotential

(PPup)(ih) = > > (Ep(lh —rh) — Ex(lh — (r + k)h)) up(rh) — s ug(lh),
rhey, ke K\K
wobei k = 0 fiir alle [k € G, und k = 1 fiir [h € ~, gilt. Diese Aufspaltung des
Potentials ist eines der Hauptresultate in dieser Arbeit, auf deren Grundlage
alle notwendigen potentialtheoretischen Eigenschaften bewiesen werden.

. Wesentlich fiir den weiteren Aufbau der Theorie der Differenzenpotentiale ist
sowohl die Formulierung von diskreten Greenschen Formeln als auch die Unter-
suchung der Eigenschaften der diskreten Potentiale in Innen— und Auflen-
gebieten. In Analogie zur klassischen Potentialtheorie wird in dieser Arbeit
gezeigt, daf die Potentiale PFu; und PPuj diskret harmonische Funktionen
im Gebiet G, sind. Im Auflengebiet ist das Potential der Einfachschicht im all-
gemeinen keine diskret harmonische Funktion, bedingt durch das annéhernd
logarithmische Verhalten der diskreten Fundamentallésung. Das Potential der
Doppelschicht hingegen besitzt diese Eigenschaft. Betont sei ferner, dafl die
einzelnen Differenzenpotentiale auch als Quadraturformeln zur Berechnung
der kontinuierlichen Potentiale betrachtet werden kénnen. Diese Moglichkeit
wird jedoch im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht weiter untersucht.

. Unter Verwendung der ersten Greenschen Formel kénnen Eindeutigkeitssatze
fiir diskrete Dirichlet— und Neumannprobleme in Innen— und Auflengebieten
bewiesen werden. Von fundamentaler Bedeutung ist dabei die Figenschaft, dafl
die Differenzenableitung erster Ordnung einer im ebenen Auflengebiet diskret
harmonischen Funktion w,(mh) im Unendlichen wie 1/|mh|* fallt. Wahrend
im kontinuierlichen Fall der Beweis der dquivalenten Eigenschaft mit Hilfe
der Kelvintransformation oder auch auf funktionentheoretischem Weg gefiihrt
werden kann, ist bei der Arbeit auf dem Gitter IR} eine véllig neue Heran-
gehensweise erforderlich. Da die zu beweisende Aussage in Verbindung mit den
Eindeutigkeitssatzen auch die Grundlage fiir die Sétze zur Losbarkeit der ent-
stehenden Randgleichungssysteme bildet, ist die im Kapitel 2 vorgestellte neue
Beweismethode als ein wichtiges Werkzeug zur analytischen Untersuchung der
diskreten Operatorgleichungen zu betrachten.

. Am Ende von Kapitel 2 werden Losbarkeitsaussagen fiir die durch geeignete
Potentialansétze entstehenden linearen Randgleichungssysteme bewiesen. Die-
se Aussagen ermoglichen die unmittelbare praktische Anwendung der Methode
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der Differenzenpotentiale zur Losung innerer— und &uflerer Differenzenrand-
wertprobleme, die auf der Laplacegleichung in der Ebene beruhen. Da sich
die einzelnen Potentialansidtze ausschlieBlich auf das diskrete Finfachschicht-
potential beziehen, ist beim L&sen von Dirichletproblemen auf Grund des
anndhernd logarithmischen Verhaltens der diskreten Fundamentallosung eine
Verdnderung im Potentialansatz notwendig. Diese Besonderheit ist fiir den
ebenen Fall charakteristisch. Im Rahmen dieser Arbeit wird speziell der zwei-
dimensionale Fall untersucht, weil er im Vergleich zum dreidimensionalen Fall
theoretisch wesentlich anspruchsvoller ist und in der numerischen Anwendung
eine groflere Sorgfalt erfordert. Im dreidimensionalen Fall fallt sowohl die dis-
krete Fundamentallésung, als auch deren Ableitungen im Unendlichen, so dafl
weder bei der Arbeit mit den Greenschen Formeln, noch bei der Bearbeitung
duferer Randwertprobleme theoretische Schwierigkeiten auftreten werden.

. Im Kapitel 3 wird die gleichméBige Beschranktheit der Operatoren gezeigt und
das Konvergenzverhalten der diskreten Potentiale untersucht. Im Mittelpunkt
steht dabei sowohl das Potential der Einfachschicht, als auch das beim Loésen
der Poissongleichung eine Rolle spielende diskrete Volumenpotential. Die ein-
zelnen Konvergenzaussagen werden hauptséchlich in den Réumen ¢ und [,
mit 1 < p < oo bewiesen. Setzt man voraus, dafl die Dichte v, des diskreten
Einfachschichtpotentials PFvj, in allen Gitterpunkten [h € 5; mit der Dichte
v des klassischen Einfachschichtpotentials PFv iibereinstimmt, dann erhilt
man beispielsweise im Fall v € CO’Q(FD) mit 0 < o <1 fir h < e ! die
Abschatzung

|1PE o — PPoll, -y < C(R[Inh| + h*)ollcongrs)

Dabei wird mit I'” der Rand bezeichnet, der durch die achsenparallele Ver-
bindung aller Randgitterpunkte entsteht.

. Die Konvergenz der Losung des Differenzenrandwertproblems gegen die Lo-
sung des entsprechenden kontinuierlichen Problems wird in Verbindung mit
den Resultaten von Samarskij bewiesen. Diese Herangehensweise ist auf Grund
der Aquivalenz zwischen der Losbarkeit des diskreten Randwertproblems und
der Losbarkeit des Gleichungssystems auf dem Rand moglich. Voraussetzung
ist jedoch in beiden Féllen die Existenz und Findeutigkeit der Losung. Fiir
das Gleichungssystem auf dem Rand werden diese Figenschaften im Kapitel 2
bewiesen.

. Ein entscheidender Vorteil der im Rahmen dieser Arbeit beschriebenen Me-
thode zur Losung diskreter Randwertprobleme besteht darin, dafl die erzielten
theoretischen Erkenntnisse unmittelbar praktisch realisiert werden kénnen. Be-
tont sei, dal neben dem Fehler, der bei der Diskretisierung des kontinuierlichen
Randwertproblems entsteht, kein weiterer Diskretisierungsfehler auftritt. Die



10.

11.

Qualitét der Losungen wird jedoch sehr stark durch die Genauigkeit der nur
einmal zu berechnenden diskreten Fundamentallésung beeinflufit. Im Kapitel 4
wird eine Auswahl der numerisch gelésten Beispiele vorgestellt. Diese Beispiele
zeigen, dafl mit der Methode der Differenzenpotentiale auch bei der Vorgabe
“schlechter® Randdaten und grober Schrittweiten h sehr gute Ergebnisse er-
zielt werden.

Die vorliegende Arbeit kann in verschiedener Hinsicht weiterentwickelt werden.
Ein Schwerpunkt ist die Ubertragung der Theorie der Differenzenpotentiale auf
allgemeinere Randwertprobleme. Als Grundlage dafiir werden im Kapitel 1
diskrete Fundamentallésungen fiir Problemstellungen ganz unterschiedlicher
Art berechnet. Wahrend beim Aufbau der diskreten Potentialtheorie beispiels-
weise die Definition des Volumenpotentials und die Idee der Aufspaltung des
Differenzenpotentials in ein diskretes Einfach— und Doppelschichtpotential un-
mittelbar iibernommen werden kann, ist ein Teil der Konvergenzanalyse in
Abhéangigkeit von den vorgegebenen Randbedingungen neu zu erarbeiten.

Andererseits kann die auf der diskreten Laplacegleichung beruhende Theorie
weiter ausgebaut werden. Naheliegend ist die Formulierung von Sétzen zur
Losung diskreter Randwertprobleme mit Hilfe des Doppelschichtpotentials.
Im Unterschied zur kontinuierlichen Potentialtheorie besteht die Schwierig-
keit darin, dafl speziell die fiir diskrete Dirichletprobleme zu beweisenden Aus-
sagen nicht aus den zum Neumannproblem adjungierten Gleichungen folgen.
Aus diesem Grund ist im Unterschied zur klassischen Potentialtheorie auf eine
vollig neue Beweistechnik zu orientieren. Studieren kann man ferner das Kon-
vergenzverhalten des diskreten Doppelschichtpotentials, wobei auch Aussagen
fiir &ulere Randwertprobleme von Interesse sind.

Die Konvergenz der Losung des Differenzenrandwertproblems wird bisher in
Verbindung mit den Resultaten von Samarskij bewiesen. Ein eigenstandiger
Konvergenzbeweis und ein damit verbundener Stabilitatsbeweis sind jedoch
von entscheidender Bedeutung, wenn bei der Bearbeitung von anderen Dif-
ferenzenrandwertproblemen nicht von der Kenntnis der entsprechenden Aus-
sagen ausgegangen werden kann.

Zwei der im letzten Kapitel vorgestellten Beispiele zeigen, dafl mit der Me-
thode der Differenzenpotentiale auch bei Vorgabe fast singularer Randdaten
gerechnet werden kann. Ein Schwerpunkt fiir zukiinftige Untersuchungen ist
in der Erarbeitung der dazugehorigen theoretischen Grundlagen zu sehen.

Die Methode der Differenzenpotentiale kann zum Losen allgemeiner linearer
partieller Differentialgleichungen angewendet werden. Sehr vorteilhaft erweist
sie sich zum Beispiel bei der Bearbeitung der Potentialgleichung (Laplace-
gleichung), der Bipotentialgleichung (Plattengleichung), der Warmeleitglei-
chung, aber auch bei Differentialgleichungen der Elastizitéatstheorie sowie bei
Bewegungs— und Schwingungsgleichungen.
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