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Kurzreferat

Ausgehend von den klassischen Variationsprinzipen der Mechanik werden kinematische und
gemischte Extremalprinzipe abgeleitet, welche zur Beschreibung geometrisch und physika-

lisch nichtlinearen Tragverhaltens geeignet sind.

Ein erster Schwerpunkt der Arbeit besteht in der Anwendung der Prinzipe zur Analyse und
Bemessung von Stahlbeton- und Spannbeton- sowie von Verbundquerschnitten. Auf dieser
Basis formulierte Extremalprobleme gehen durch eine Diskretisierung des Querschnittes in
nichtlineare Optimierungsaufgaben Uber, die mit entsprechenden Algorithmen gelést werden
kénnen. Durch Modifikationen der Zielfunktion und Nebenbedingungen kann aus einem ein-
heitlichen Berechnungsmodell eine Vielzahl praxisrelevanter Problemstellungen abgeleitet
werden. Erweiterungen des Querschnittsmodells ermdglichen die Bestimmung der adaptiven
Grenzlast bzw. die Ermittlung eines stabilen RestschnittgréRenzustands von Aussteifungssy-
stemen mehrgeschossiger Hochbauten unter Erdbebenbeanspruchung und die Analyse

schlanker Einzeldruckglieder mit nichtlinearem Materialverhalten.

Ein weiterer Schwerpunkt der Arbeit ist die Anwendung der kinematischen Formulierung des
Extremalprinzips fur die Analyse von Stabtragwerken mit geometrisch und physikalisch
nichtlinearem Tragverhalten. Die physikalische Nichtlinearitat wird durch linearisierte Interak-
tionsbeziehungen zwischen Biegemomenten und Normalkraften berucksichtigt. Die Erfas-
sung der geometrischen Nichtlinearitat erfolgt mittels quadratischer Formanderungsbezie-
hungen. Im Gegensatz zur statischen Formulierung des Extremalprinzips ist die direkte Be-

ricksichtigung der geometrisch nichtlinearen Tragwerksreaktionen moglich.
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1 Einfiihrung

1.1 Problemstellung

Die Anforderungen an die Tragwerksanalyse haben in den vergangenen Jahren aufgrund
neuer Fertigungsmethoden, héherer Ausnutzung der Strukturen und der Verwendung
neuartiger Materialien bzw. Verbundmaterialien deutlich zugenommen. Das zeigt sich vor
allem in einem steigenden Bedarf an Untersuchungen zur wirklichkeitsnahen Abbildung
des Materialverhaltens und zur Erfassung des geometrisch nichtlinearen Verhaltens der
Tragwerke.

Die fortgeschrittene Entwicklung auf diesem Gebiet wird unter anderem darin deutlich,
dal} nichtlineare Berechnungsmethoden zunehmend Eingang in nationale und internatio-

nale Vorschriften finden [1,2].

Die dominierende Ld&sungsstrategie bei der nichtlinearen Tragwerksanalyse ist die
Formulierung der mechanischen Probleme als nichtlineare Randwertaufgaben, deren
Uberfiihrung in lineare Gleichungssysteme und Lésung mit den bekannten Hilfsmitteln der
linearen Algebra. Die Linearisierung des Problems gelingt in der Regel nur durch das
stufenweise Aufbringen der Belastung und einer quasi-elastischen Berechnung mit
beanspruchungsabhangigen Steifigkeiten in jedem Lastschritt. Im allgemeinen ist dabei

jedes Lastinkrement mit zusatzlichen lterationen verbunden.

Alternativ dazu kénnen mechanische Probleme auch als Extremalaufgaben formuliert
werden. Die Mdoglichkeit der ,Konstruktion“ eines Energiefunktionals ist aus mehreren
Griinden von Bedeutung. Neben der Erleichterung von Existenz- und Eindeutigkeitsaus-
sagen erlaubt es die Entwicklung von effizienten Algorithmen auf der Basis der Optimie-
rungsverfahren. Dieser Weg bietet vor allem dann Vorteile, wenn keine Pfadabhangigkeit
besteht und die konkrete Pfadverfolgung nicht von Interesse ist, sondern nur ein be-
stimmter Beanspruchungszustand untersucht werden soll. Das ist insbesondere bei der
Bestimmung der Tragfahigkeit (bzw. der Grenzbelastungsintensitat) oder bei der Bemes-
sung von Querschnitten, Bauteilen oder Tragwerken der Fall. Ein Vorteil dieser Verfah-
rensweise ist auch, dal® sich sehr einfach zusatzliche Restriktionen wie Dehnungs- und
Spannungsbegrenzungen oder Duktilitdtsgrenzen im Berechnungsmodell berticksichtigen
lassen, indem sie als zusatzliche Gleichungs- oder Ungleichungsbedingungen zum ma-
thematischen Modell hinzugefligt werden. Auch strukturelle Nichtlinearitdten wie Kontakt-

probleme kénnen dadurch erfalst werden.
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Die lineare und quadratische Optimierung gehoren seit langem zu den algebraischen
Standardaufgaben. Jedoch standen bisher keine leistungsfahigen Losungsverfahren fir
allgemein nichtlineare Problemstellungen zur Verfliigung. Daher blieb die praktische An-
wendung dieser Methode auf die Untersuchung starr - ideal plastischen, linear elastisch -
ideal plastischen oder multilinearen Materialverhaltens beschrankt.

Auch Einflisse aus der Theorie Il. Ordnung konnten nur durch iteratives Vorgehen be-
rucksichtigt werden, da die direkte Erfassung nichtlinearer Formanderungsbeziehung zu
nichtlinearen Nebenbedingungen bzw. zu Energieausdricken hoher als quadratischer
Ordnung fuhren.

Mit der Entwicklung leistungsfahiger nichtlinearer Optimierungsverfahren [18] und vor al-
lem deren softwaretechnischer Umsetzung [76] haben sich in der vorliegenden Arbeit we-

sentlich erweiterte Anwendungsmaoglichkeiten ergeben.

1.2 Gegenwartiger Erkenntnisstand

In den zurlickliegenden Jahrzehnten haben sich die Berechnungsverfahren fiir Stahlbe-
tontragwerke in enger Wechselbeziehung zwischen Modellbildung des Materialverhaltens,
numerischen Losungsmethoden und rechentechnischer Basis entwickelt. Durch die grofle
Bandbreite der Veroffentlichungen zu Theorie und Anwendungen auf dem Gebiet der
nichtlinearen Tragwerksberechnung wiirde eine umfassende Analyse der gegenwartig zur
Verfligung stehenden Verfahren und Berechnungsmethoden den Umfang dieser Arbeit
tUberschreiten. Einen Uberblick zum gegenwartigen Stand der Entwicklungen geben die
Publikationen [63], [72] und [73].

Nachstehend erfolgt eine Fokusierung der Betrachtungen auf die Verwendung von Varia-
tions- bzw. Energieprinzipien und deren direkte Behandlung mit Verfahren der mathemati-
schen Optimierung. Diese Vorgehensweise entwickelte sich Anfang der flnfziger Jahre,
als mit dem steigenden Bedarf an Lésungsverfahren fir komplexe Planungs- und Vertei-

lungsprobleme leistungsfahige Optimierungsalgorithmen entwickelt wurden.

Erste Verdffentlichungen auf diesem Gebiet beschaftigen sich mit der Anwendung der
linearen Optimierung zur Berechnung des Grenzgleichgewichtes nach dem statischen
oder kinematischen Theorem der Grenzlast.

Von Charnes, Greenberg und Herbert [8] wird 1951 flir Rahmentragwerke die statische

Formulierung des Grenzgleichgewichtsproblems als lineare Optimierungsaufgabe be-
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schrieben. Ausgehend vom kinematischen Theorem der Grenzlast zeigen Grierson und
Gladwell in [20] die Bestimmung einer oberen Grenze der Tragfahigkeit von ebenen
Stockwerkrahmen. Charnes, Lemke und Zienkiewicz [9] vergleichen kinematisches und
statisches Theorem der Grenzlast und verallgemeinern die Methode der Traglastermitt-

lung mit Verfahren der linearen Optimierung.

Eine grofe Zahl von Verdffentlichungen beschaftigt sich mit der Grenztragfahigkeitsana-
lyse von Flachentragwerken. So wird von Prager [41] die Berechnung der Tragfahigkeit
von Rechteckplatten unter einer Punktbelastung vorgestellt. In [71] analysiert Wolfensber-
ger das Tragverhalten von Rechteckplatten und ermittelt die untere Grenze der Tragfahig-
keit sowie eine optimale Bewehrungsmenge und —anordnung fur Stahlbetonplatten.

Schalentragwerke werden unter anderem von Cyras, Karkauskas und Atkochyunas [12]
untersucht. Raue fuhrt in [48] eine umfassende Analyse zur Berechnung rotationssymme-
trischer Flachentragwerke nach der Theorie des Grenzgleichgewichtes durch und entwik-
kelt eine allgemeine Ldsungsstrategie zur ndherungsweisen Berechnung mit Verfahren

der linearen Optimierung.

Einen weiteren Forschungsschwerpunkt stellen die Arbeiten zur Anwendung der linearen
Optimierung bei der Untersuchung dynamisch oder mehrfach wiederholt belasteter Trag-
werke dar. So zeigen Raue und Dressel in [49], dalk die Berechnung extrem impulsbean-
spruchter Rotationsschalen nach der Theorie des dynamischen Grenzgleichgewichtes als
lineare Optimierungsaufgabe formuliert werden kann. Ausgehend von den statischen und
kinematischen Einspieltheoremen Melans und Koiters entwickeln Nguyen Dang Hung und
Morelle [39] duale nichtlineare Optimierungprobleme zur Ermittlung der unteren und obe-
ren Grenze der Einspiellast und Uberfiihren diese in abschnittweise lineare Optimierungs-
aufgaben.

Die Theorie adaptiver Tragwerke ist Gegenstand zahlreicher Veréffentlichungen von Raue
u.a. [22, 50, 51]. Darin konnte gezeigt werden, dal} mit der Aufspaltung des Gesamtspan-
nungszustandes in einen linear elastischen Anteil und einen Restspannungsanteil die
adaptive Grenzlast von dynamisch oder mehrfach wiederholt beanspruchten Tragwerken

unabhangig von der konkreten Lastgeschichte bestimmt werden kann.

Als Lineare Optimierungsaufgabe kann im allgemeinen nur die Ermittlung von Grenzla-
sten unter Annahme starr — ideal plastischen Materialverhaltens angegeben werden. Sol-
len die elastischen Anteile des Spannungszustandes ebenfalls erfalt bzw. Belastungszu-

stande vor Erreichen des Grenzgleichgewichts untersucht werden, so entstehen nichtli-
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neare Problemstellungen. Fur linear elastisch — ideal plastische bzw. fur multilineare Ma-
terialbeziehungen und geometrisch lineares Tragverhalten kénnen quadratische Optimie-
rungsaufgaben als Sonderfall der nichtlinearen Optimierung abgeleitet werden. Dafiir ste-
hen seit langerer Zeit leistungsfahige Losungsverfahren zur Verfligung.

Untersuchungen zum Tragverhalten elastisch - plastischer Konstruktionen unter dem Ge-
sichtspunkt der Anwendung der quadratischen Optimierung sind hauptséchlich von Cyras
[11], Maier, Munro und Lloyd Smith [33] [34] [35] , Freitas [17] und Raue durchgefihrt

worden.

Unter der Leitung von Raue entstanden in den letzten Jahren am Bereich Massivbau der
Bauhaus-Universitdt Weimar eine Vielzahl von Veréffentlichungen zur Berechnung von
Stahlbeton- und Spannbetonkonstruktionen unter statischer, dynamischer und Tempera-
turbeanspruchung mit Verfahren der linearen und quadratischen Optimierung. Ein erster
Forschungsabschnitt konzentrierte sich auf die Untersuchung von Durchlauftragern, Plat-
ten und Rotationsschalen mit elastisch — plastischem bzw. starr — plastischem Material-
verhalten unter statischer und Temperaturbeanspruchung [4] [48] [52] sowie unter stoRRar-
tigen Einwirkungen [53].

Einen weiteren, von der DFG geforderten, Forschungsschwerpunkt bilden Untersuchun-
gen zum adaptiven Tragverhalten von statisch und dynamisch beanspruchten Stahlbe-
tontragwerken. Im Mittelpunkt des ersten Forderungsabschnittes stand die Erweiterung
der Methode der Kapazitatsbemessung seismisch beanspruchter Hochbauten mit Hilfe

der Theorie adaptiver Tragwerke und geeigneter Schadigungsindikatoren [54].

1.3  Zielstellung und Gliederung der Arbeit

Die in den oben genannten Verdffentlichungen entwickelten Berechnungsmodelle basie-
ren auf der statischen Formulierung des Extremalprinzips und wurden als lineare und
quadratische Optimierungsaufgaben umgesetzt. Die vorliegende Arbeit stellt eine Fort-
setzung dieser Beitrage dar, wobei eine Erweiterung der Modelle um kinematische und
gemischte Formulierungen unter Nutzung nichtlinearer Optimierungsverfahren erfolgen

soll.

Ein Schwerpunkt der Arbeit besteht in der Anwendung dieser Formulierungen zur Ent-

wicklung eines einheitlichen Berechnungsmodells fir die Analyse, Bemessung und Trag-
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fahigkeitsermittlung von Stahlbeton- bzw. Verbundquerschnitten unter Berlicksichtigung
wirklichkeitsnaher nichtlinearer Materialbeziehungen.

In der Ingenieurpraxis werden dazu oft graphische oder tabellarische Berechnungshilfs-
mittel angewendet, die jedoch nur flir ausgewahlte Querschnittstypen vorliegen. Bean-
spruchungszustande unterhalb der Tragfahigkeit konnen damit nicht erfaldt werden.
Daneben existieren numerische Berechnungsverfahren, die in der Regel auf einer iterati-
ven Modifikation des Dehnungszustandes mit darauffolgender Spannungsintegration be-
ruhen [6].

Wird das Problem alternativ als Optimierungsaufgabe formuliert, kann auf der Grundlage
eines einheitlichen mechanischen Modells durch geringfugige Modifikationen der Ziel-
funktion bzw. Nebenbedingungen eine Vielzahl von Problemstellungen bei der Quer-
schnittsanalyse behandelt werden. Es ergeben sich eine Reihe interessanter Anwen-
dungsmadglichkeiten, wie die Bemessung von Querschnitten mit teilweise bereits vorgege-
bener Bewehrung oder die Ermittlung der optimalen Bewehrung fir mehrere Lastkombi-
nationen.

Durch die Verwendung einer gemischten Formulierung ist auch die direkte Einbeziehung
von Dehnungsrestriktionen maoglich, die bei der Bemessung von Stahlbetonquerschnitten
in der Regel malgebend werden. Bei der statischen Formulierung des Extremalprinzips

konnten Formanderungskriterien bisher nur nachtraglich Gberprift werden.

Fur die Berechnung raumlicher Tragstrukturen ist die Einbeziehung mehrdimensionaler
Interaktionsmodelle der FlieRbedingungen eine notwendige Voraussetzung. Dazu wurden
in einem parallel zu dieser Arbeit laufendenden Forschungsprojekt [66] nichtlineare Inter-
aktionsbeziehungen fir Stahlbetonquerschnitte entwickelt. Zur Verifikation dieser Modelle
kann das in dieser Arbeit zu entwickelnde Querschnittsmodell ebenfalls einen Beitrag lei-

sten.

Eine spezielle Anpassung des Querschnittsmodells ermdglicht die vereinfachte physika-
lisch nichtlineare Analyse rdumlicher Aussteifungssysteme aus Stahlbetonwanden unter
Erdbebenbeanspruchung. In der vorliegenden Arbeit steht die Bestimmung des adaptiven
Widerstandes und des zugehérigen RestschnittgroRenzustandes im Mittelpunkt der Un-

tersuchungen.

Ein weiterer Schwerpunkt der Arbeit ist die Entwicklung eines Berechnungsmodells zur
Bestimmung des Schnittgroflen- und Formanderungszustandes von Rahmentragwerken

aus Stahlbeton mit physikalisch und geometrisch nichtlinearem Tragverhalten. Besonders
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bei schlanken Konstruktionen beeinflussen sich Effekte aus nichtlinearem Materialverhal-
ten und Anderung der Systemgeometrie sehr stark, so daR eine gleichzeitige Berlicksich-
tigung im Berechnungsmodell zwingend erforderlich ist.

Im Gegensatz zur statischen Formulierung des Energieprinzips, mit der ausschlieflich
Materialnichtlinearitaten zu erfassen sind, wird in der vorliegenden Arbeit die kinematische
Formulierung verwendet, da diese neben der physikalischen auch die direkte Einbezie-
hung der geometrischen Nichtlinearitat erlaubt. Strukturelle Veranderungen, wie zum Bei-

spiel Kontaktprobleme, kdnnen ebenfalls berlicksichtigt werden.

Gemeinsames Losungsverfahren flr beide Teilkomplexe ist ein nichtlineares Optimie-
rungsverfahren, so daf® bei der Lésungsfindung eine iterative Vorgehensweise vermieden

werden kann.

Die genannte Zielstellung bedingt folgende Gliederung der Arbeit:

Der Abschnitt 2 beinhaltet die Aufbereitung der mechanischen Grundlagen zur Erfassung
des physikalisch nichtlinearen Tragverhaltens fir die Behandlung der oben genannten
Problemstellungen. Dazu erfolgt eine Analyse der zur Verfligung stehenden Materialbe-
ziehungen des Betons und des Stahls sowie ihre Bewertung hinsichtlich ihrer Verwend-
barkeit fur die Problemldsung mit Optimierungsverfahren. Weiterhin werden Effekte, die
sich aus dem Zusammenwirken von Beton und Stahl ergeben, erlautert und entsprechen-
de Berechnungsmodelle beschrieben. Zur rechnerischen Analyse von stabférmigen
Stahlbetonbauteilen und Tragwerken werden integrale Materialbeziehungen im Raum der

Schnittgréfien und Stabverformungen erortert.

Im Abschnitt 3 erfolgt die Ableitung von Extremalprinzipen fur allgemein nichtlineares
Materialverhalten auf der Basis des Prinzips der virtuellen Krafte und des Prinzips der
virtuellen Verriickungen. Beide Vorgehensweisen werden bezlglich ihrer Eignung zur
Erfassung des physikalisch und geometrisch nichtlinearen Tragverhaltens von Stahlbeton
verglichen und bewertet. Aus den rein statischen bzw. kinematischen Extremalprinzipen
wird ein generalisiertes Lagrange - Problem gewonnen, welches sowohl die statischen als
auch die kinematischen Unbekannten enthalt, die somit beide direkten Restriktionen un-
terworfen werden kénnen.

Im Abschnitt 4 werden die in den Kapiteln 2 und 3 abgeleiteten allgemeinen Beziehungen
fur die Analyse von Stahlbetonquerschnitten angewendet, wobei hier insbesondere die

gemischte Formulierung des Problems eingesetzt wird. Aus dem Lagrange - Problem
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werden Modelle zur Tragfahigkeitsermittlung, Bemessung und Optimierung der Geometrie

von Querschnitten abgeleitet.

Die Ableitung eines Berechnungsmodells fir Stabtragwerke mit geometrisch und physika-
lisch nichtlinearem Verhalten ist Gegenstand des Abschnitts 5. Hier liegt der Schwerpunkt

der Betrachtungen auf der kinematischen Formulierung.

Im Abschnitt 6 wird die Anwendbarkeit der abgeleiteten Modelle anhand von ausgewahl-

ten Berechnungsbeispielen demonstriert.
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2 Materialeigenschaften und Modellbildung

Im vorliegenden Kapitel werden die mechanischen Eigenschaften des Betons und des
Bewehrungsstahls analysiert und verschiedene Maoglichkeiten der Modellbildung und
mathematischen Beschreibung des Materialverhaltens unter einachsiger Beanspruchung
erortert.

Weiterhin erfolgt eine kurze Zusammenfassung der gebrauchlichen Methoden zur
Erfassung der Mitwirkung des Betons auf Zug zwischen den Rissen.

AbschlieRend werden integrale Materialbeziehungen fir die Berechnung stabférmiger

Stahlbetonbauteile beschrieben und diskutiert.

21 Mechanische Eigenschaften des Betons unter kurzzeitiger statischer
Beanspruchung

2.1.1 Materialbeziehungen fur Druckbeanspruchung

Ein Schwerpunkt der Arbeit besteht in der Entwicklung eines Berechnungsmodells flr
statisch beanspruchte Stabquerschnitte unter Doppelbiegung mit Langskraft. Aus dieser
Belastung entstehen primar einaxiale Beanspruchungen in Stablangsrichtung. Jedoch
erzeugt eine aullere, gleichmalig verteilte, einachsige Druckbeanspruchung bezogen auf
die Mikrostruktur des Betons einen ungleichférmigen, dreiaxialen Spannungszustand, da
die steiferen Zuschlagkdrner einen gréleren Teil der Druckbeanspruchung ubertragen
als die Zementmatrix. Die Umverteilung der auferen Belastung bewirkt senkrecht zur
Belastungsrichtung Zug- und Druckspannungen, die im Gleichgewicht stehen.
Insbesondere die sehr geringe Verbundfestigkeit zwischen Zuschlag und Zementstein ist
malfdgeblich fir das Tragverhalten und die erreichbare Festigkeit verantwortlich.

Beton zeigt bereits bei Spannungen ab ca. 40% der Druckfestigkeit ein nichtlineares
Formanderungsverhalten, da die bereits im unbelasteten Zustand zwischen Zuschlag und
Zementstein entstandenen Risse zu wachsen beginnen. Bei héheren Beanspruchungen
nimmt die Krimmung der Arbeitslinie bis zum Erreichen der maximalen Betondruckspan-
nung aufgrund der progressiven Rif3bildung, -verlangerung und -verbindung stark zu.
Charakteristisch fiir den Beton ist die deutliche Entfestigung nach Uberschreitung der
aufnehmbaren Ho6chstspannung. Das Nachbruchverhalten ist vor allem von der
Betonglite abhangig, wobei der abfallende Ast der Spannungs- Dehnungslinie mit

zunehmender Druckfestigkeit immer steiler wird (Abb. 2.1).
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Betonspannung -c, [N/mmz]

C 90/105

o /o)
o [
o = N

\
C 15/20 ; %
0 %

0 2 4 6 8 10
Betondehnung -¢. [10'3]

Abb. 2.1: Spannungs- Dehnungslinien von einaxial auf Druck belasteten Betonproben
nach [64]

Diese zunehmende Versprédung ist durch einen Wechsel im Versagensmechanismus
der Betonstruktur zu erklaren. Bei geringeren Betongiten reil3t im allgemeinen die
Zementmatrix, wogegen bei hochfesten Betonen auch ein Bruch der Zuschlagstoffkdrner
erfolgt.

Ein zusammenfassender Uberblick (ber die Struktur und Versagensmechanismen des

Betons wird u.a. von Hilsdorf /Reinhardt [26] gegeben.

bezogene Betondruckspannung o, / f.

—

— -
-

0’8 ] ) ,,..m

06 .
0,4 e —C 20125

/ i -- C 50/60
0,2 |/

P C 90/105

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
Betondehnung -¢ [107]

Abb. 2.2: Spannungs- Dehnungslinie fiir den Beton nach E- DIN 1045: 1998 —11
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Trotz der raumlichen Lastabtragung sind flr den Beton unter einaxialer Belastung
einachsige Spannungs- Dehnungslinien gebrauchlich. Einflisse in Querrichtung (z.B.
Bugelbewehrungsgrad) kénnen durch modifizierte Arbeitslinien erfal3t werden [16], [30].
Zur mathematischen Abbildung ist eine Vielzahl von Beziehungen bekannt. Oft
verwendet, und in modifizierter Form auch im Entwurf der DIN 1045-1 [1] (Abb. 2.2), im
EC 2 [2] sowie im MC 90 [3] verankert, wird die Spannungs- Dehnungslinie nach Grasser
[19].

Betonspannung -c, [N/mm?]

25 — - ——
XK‘—r""—‘ %
20
15 — E-DIN 1045-1:1998-11
Sargin
10 +—F/:
— Dilger
ST ——Saenz
0+ ; ‘ |
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

Betondehnung -¢. [1 0'3]

Abb. 2.3: Mdgliche Approximationen der Spannungs- Dehnungslinien fir Beton C 25/30

Betonspannung -, [N/mm?]

S0 S
40 %/ o

e

30 /ﬁ — E-DIN 1045-1:1998-11
/ Sargin

20 )

— Dilger

10 1 —~—Saenz
0 - i i i i |
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

Betondehnung -¢, [107]

Abb. 2.4: Mdgliche Approximationen der Spannungs- Dehnungslinien fir Beton C 50/60
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Weiterhin existieren Vorschlage von Saenz, Sargin, Dilger und anderen (Abb. 2.3 und
2.4). Eine Systematisierung und zusammenfassende Wertung verschiedener Annahmen
wird u.a. von Findeisen in [16] gegeben, der aullerdem einen Vorschlag zur allgemeinen
Aufstellung einer Spannungs- Dehnungsbeziehung flir beliebige Druckfestigkeiten und
Bruchstauchungen unterbreitet. Dadurch ist eine gute Anpassung auch an aus Versuchen

vorliegende Arbeitslinien mdglich.

Zusatzlich zu diesen numerisch recht aufwendigen Formulierungen, die im Regelfall fur
alle Belastungsstufen gute Ergebnisse liefern, ist auch die Annahme vereinfachter
Formulierungen moglich. Die gebrauchlichsten sind dabei das Parabel- Rechteckdia-
gramm und die bilineare Arbeitslinie, wobei diese Annahmen entweder flir Nachweise der

Tragfahigkeit oder der Gebrauchstauglichkeit verwendet werden kénnen (Abb. 2.5).

bezogene Betonspannung o, / f;
1,2 -

0,8

0,6 7 — Parabel-Rechteck

, -- Bilinear

0,4

0,2 /

0 1 2 3 4
Betondehnung ¢, [107]

Abb. 2.5: Spannungs- Dehnungslinien flir die Querschnittsbemessung

Bei anderen Laststufen werden ungenaue Ergebnisse erzielt, da die Steifigkeiten nur
bereichsweise der Realitat entsprechen.

Sowohl in E DIN 1045-1 [1] als auch im EC2 [2] ist das Parabel- Rechteckdiagramm die
bevorzugte Idealisierung zur Querschnittsbemessung. Das bilineare Diagramm darf

naherungsweise benutzt werden.
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Mittels multilinearer Ansatze lassen sich bei vergleichsweise unkomplizierter numerischer

Umsetzung fir alle Laststufen gute Ergebnisse erzielen [40] (Abb. 2.6).

E1'E2

Abb. 2.6: Superposition bilinearer Arbeitslinien

Eine gute und numerisch recht einfach zu handhabende Naherung stellen auch die im

nachsten Abschnitt beschriebenen Polynomansatze dar.

2.1.2 Approximation der Betonarbeitslinie fiir Druckbeanspruchung durch

Polynome

Fir die Berechnung von Stahlbetonquerschnitten mithilfe nichtlinearer Optimierungsver-
fahren ist es in der Regel notwendig, die Spannungs- Dehnungsbeziehung des Betons
durch einfache, stetig differenzierbare bzw. integrierbare Funktionen darzustellen. Bereits

1970 schlagt Mehlhorn ein Polynom n-ter Ordnung in der Form
op =f, Y Ve, (2.1)

vor, welches diese Voraussetzungen erfillt [37].
Im allgemeinen liefern Polynome 4. Grades in vorgegebenen Grenzen eine ausreichende

Genauigkeit bei vertretbarem Rechenaufwand. Die Polynomkoeffizienten lassen sich fir
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beliebige analytische Funktionen oder fur experimentell gewonnene Arbeitslinien mit der
Methode der kleinsten Fehlerquadrate bestimmen [28].

Die Zielfunktion zur Ermittlung eines Naherungspolynoms aus m Wertepaaren (o, &)

F=> (ot —0,;)* = Min (2.2)
=1

kann durch Differentiation nach den unbekannten Koeffizienten ¥; in ein lineares
Gleichungssystem Uberflihrt werden, falls keine weiteren Restriktionen erflllt werden
mussen.

Fur die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Energiemethoden ist stabiles Materialver-
halten Voraussetzung fur den Erhalt der Extremaleigenschaften. Damit durfen die
Arbeitslinien im untersuchten Bereich keinen abfallenden Ast besitzen. Unter dieser
Voraussetzung kann die quadratische Optimierung mit der oben genannten Zielfunktion

und den Nebenbedingungen
©°,) =f.> W iel>e mit  £20 (2.3)

zur Bestimmung der Polynomkoeffizienten verwendet werden. Da diese zusatzliche
Bedingung nur an j diskreten Stellen erflllt werden kann, mul3 eine genligende Anzahl
von Punkten Gberprift werden. Weiterhin erweist sich dazu die Forderung eines positiven
Anstieges (§ > 0) als gunstig.

Fir ein Polynom 4. Ordnung kann ein positiver Anstieg im zu untersuchenden Bereich

durch die drei folgenden Nebenbedingungen hinreichend sichergestellt werden:

6°) = fCZ”:Ti Qetl>0 (2.4)
i=1

) = fCZ”:\Pi Qe >0 (2.4b)
i=1

GF) =3 ¥ (- 1)-6:2 =0 (2.4¢)

Darin sind ¢;4 die Scheiteldehnung und ¢., die Bruchdehnung in der Arbeitslinie des

Betons.
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Die mit Hilfe der Beziehungen (2.2) und (2.4) ermittelten Polynomkoeffizienten fur

verschiedene Betonfestigkeitsklassen sind in Tab. 2.1 zusammengefalit.

Festigkeits- | con/25 ©25/30 ©30/37 C35/45 C40/50 C45/55 C50/60 C60/75 C80/88  C
klasse 100/115
Rechenwert

145 181 217 253 289 -325 -361 -425 543 -65
fer nach [1]
v, -1,6807 -1,5669 14734 -13421 -12312 -1,1423 -1,0658 -0,9598 -08176 -07274
¥, -0,0404 -0,9314 -0,8486 -0,6924 -05691 -04712 -0,3916 -0.2918 -0,1788 -0,1093
v, -0,2795 -0,2459 -0.2223 -0,1595 -0,1134 -0,0773 -0,0495 -0,0184 -0,0097 -0,0268
¥, -0,0272 -0,0238 -0,0216 -0,0132 -0,0075 -0,0031 -0,0001 -0,0033 -0,0052 -0,0065

Tab 2.1: Polynomkoeffizienten W fir verschiedene Betonfestigkeitsklassen

(fir &€ = [ %o ] und o, = [kN/cm?])

Diese Formulierung des Polynoms fuhrt nach Erreichen der Scheiteldehnung e.s zu

einem Anwachsen der Funktionswerte Uber die erreichbare Druckfestigkeit f. hinaus. Im

Berechnungsmodell wird diese Uberschreitung von f, durch die Nebenbedingung o < f.

ausgeschlossen. Abb. 2.7 zeigt beispielhaft den Funktionsverlauf fir einen Beton C 40/50

im Vergleich zur Materialbeziehung nach [1].

Betonspannung o [kN/cm?]

a Obere Schranke o, < f,
// r 1"
//
,/ --E DIN 1045
// — Polynom
0 -0,5 -1 -1,5 -2 -2,5 -3 -3,5

-4

Betondehnung & [%o]

Abb. 2.7: Polynomapproximation fir Beton C 40/50
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2.1.3 Verhalten unter Zugbeanspruchung

Die Spannungs- Dehnungslinie des Betons flr Zugbeanspruchung verlauft bis zu ca.
70 % der Zugfestigkeit linear. Erst danach kommt es zum Rilwachstum und damit zu
einem Uberproportionalen Dehnungsanstieg.

Die Zugfestigkeit des Betons betragt nur etwa 6 bis 10% der vorhandenen Druckfestigkeit
und ist zudem weit starkeren Streuungen als diese unterworfen. Gegenuber Laborbedin-
gungen kann die Zugfestigkeit des Betons aufgrund der Vorschadigungen infolge des
Schwindens, ungunstiger Witterungseinflisse, unsachgemaler Nachbehandlung u.a.
weiter absinken. Deshalb ist aus Sicherheitsgriinden ein Ansatz der Zugfestigkeit beim

Nachweis der Tragfahigkeit des Einzelquerschnitts ausgeschlossen.

Die real vorhandene Zugfestigkeit, insbesondere die Mitwirkung des Betons zwischen den
Rissen, fuhrt zu einer héheren Steifigkeit des Gesamtbauteiles, als sie nach dem reinen
Zustand Il ermittelt wird. Diese mul} bei einer wirklichkeitsnahen Berechnung insbesonde-
re der Zwangsbeanspruchung und der Tragwerksverformungen berlcksichtigt werden.
Bei der Nachrechnung stabilitdtsgefahrdeter Bauteile ergab erst die Berticksichtigung der
versteifenden Mitwirkung des Betons auf Zug eine hinreichende Ubereinstimmung mit

Versuchsergebnissen.

Da die Zugfestigkeit im wesentlichen von den gleichen Parametern abhangig ist wie die
Druckfestigkeit, kann sie aus dieser mit dem u.a. in [24] angegebenen allgemeinen

Zusammenhang

f,=c-f23 (2.5)

ermittelt werden. Fir den Beiwert ¢ wurden obere und untere Grenzwerte sowie der
Mittelwert in Abhangigkeit der Belastungssituation (zentrischer Zug, Spalt- bzw.
Biegezug) angegeben. In [1] wurde der Faktor c¢ zur Bestimmung der mittleren
Betonzugfestigkeit bis zur Betonfestigkeitsklasse C 50/60 mit 0,30 festgelegt, welcher
dem in [24] angegebenen Beiwert zur Bestimmung der mittleren Spaltzugfestigkeit
entspricht.

Bei Biegezugbeanspruchung kénnen im Vergleich zum zentrischen Zug unter bestimmten
Voraussetzungen die zweifachen Spannungswerte ausgewiesen werden. Mit steigender
Bauteilhéhe nimmt jedoch diese nur scheinbar héhere Biegezugfestigkeit wieder ab und

nahert sich den Werten fiir zentrischen Zug. Entscheidenden EinfluR auf die Grofe der
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Biegezugfestigkeit besitzt also die Zugzonenhdhe und damit der Dehnungsgradient. Auch
dieser Einflul liegt in der Inhomogenitat des Betons begrindet und kann durch die
Definition eines kleinsten reprasentativen Einheitsvolumens erfal’t werden. In diesem
setzt die RiBbildung erst dann ein, wenn die zentrische Zugfestigkeit im integralen Mittel
Uberschritten wird. Dieses unter anderem von Jahn [27] beschriebene bruchmechanische
Berechnungsmodell zeigt eine gute Ubereinstimmung mit Versuchsergebnissen.

In der vorliegenden Arbeit wird die Zugfestigkeit des Betons nur zur Bestimmung der
Riflast und zur Bericksichtigung der Mitwirkung zwischen den Rissen herangezogen.
Der genaue Verlauf der Betonarbeitslinie im Zugbereich ist daher von untergeordnetem

Interesse.

2.1.4 Elastizitatsmodul

Bei kurzzeitiger Belastung im Bereich niedriger Spannungen (-0,4f; < o. < 0,7fy) kann der
Zusammenhang zwischen Spannungen und Dehnungen naherungsweise durch das
Hookesche Gesetz beschrieben werden. Als Elastizitdtsmodul wird dabei entweder die
Neigung der Spannungs- Dehnungslinie im Koordinatenursprung, definiert als Tangen-
tenmodul [3], oder die Sekante der Spannungs- Dehnungslinie zwischen Ursprung und
o. = 0,3...0,4f., definiert als Sekantenmodul [1][2], verwendet. Der Elastizitdtsmodul kann
in weiten Grenzen schwanken und hangt von der Steifigkeit der Komponenten
Zementstein und Zuschlag und vom Porengehalt ab. Naherungsweise kann seine GrolRe
aus der Druckfestigkeit des Betons bestimmt werden. Im MC 90 [3] wird zur Berechnung

des Tangentenmoduls aus der Betondruckfestigkeit folgende Beziehung verwendet:

E f

cm

c =~ Qg 'Eco( /fcmo )1/3 in [N/mmz] (2.6)
Darin ist E,, der Grundwert des Elastizititsmoduls mit 2,15-10* N/mm?® Die mittlere
Druckfestigkeit des Betons ist mit f.,, bezeichnet, f.., betragt 10 N/mm?. Mit dem Beiwert

oe kann der Einflufd des Zuschlagstoffes berilicksichtigt werden:

o = 1,2 fur Basalt und dichten Kalkstein,
1,0 fir Quarz und Quarzite
0,9 fur Kalkstein
0,7 fur Sandstein
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Im EC2 [2] wird flr die Berechnung des Mittelwertes des Sekantenmoduls aus der

mittleren Betondruckfestigkeit f., in [N/mm?] ein ahnlicher Zusammenhang angegeben:

E.=ag-95-10%f)2 in [N/mm?] 2.7
c E cm

Der Elastizitdtsmodul ist, genau wie die Druck- und Zugfestigkeit, von der Belastungsge-

schwindigkeit abhangig, wobei sich wesentliche Veranderungen erst ab einer Dehnge-

schwindigkeit von ¢>30s™" einstellen. Da dynamische Belastungen nicht Gegenstand

dieser Arbeit sind, wird dieser Einflufd nicht weiter betrachtet.

2.2 Zeitabhangiges Verhalten des Betons

Das Tragverhalten des Betons ist in zweifacher Hinsicht zeitabhangig. Zum einen
verandern sich die mechanischen Eigenschaften mit fortschreitendem Alter, zum anderen
sind auch die Verformungen unter aufderen Einwirkungen einer zeitlichen Entwicklung
unterworfen.

In der Regel wird die Veranderung der Materialeigenschaften (Entwicklung der Druck-
und Zugfestigkeit und des Elastizititsmoduls) mit zunehmendem Betonalter im
Berechnungsmodell nicht berlicksichtigt. Nur in Sonderfallen, z.B. bei Zwang im friihen

Betonalter, sind weitergehende Uberlegungen sinnvoll.

Far die Analyse von Stahl- und Spannbetontragwerken sind vor allem die zeitabhdngigen
Verformungen - das Schwinden und Kriechen - von Interesse.

Die genaue Berucksichtigung von Schwindverformungen sowie von linearen und
nichtlinearen Kriechverformungen bei der Berechnung von ungerissenem und gerisse-
nem Stahl- und Spannbeton mithilfe der mathematischen Optimierung wurde u.a. in [13]
gezeigt. Fur die in der vorliegenden Arbeit vorgestellten Berechnungsmodelle kann eine
naherungsweise Berucksichtigung der zeitabhangigen Verformungen durch die

Modifikation des Elastizitatsmoduls des Betons mit

Erea =Ec /(1+¢.) (2.8)

fur die quasistandigen Lastanteile erfolgen.
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2.3 Mechanisches Verhalten des Bewehrungsstahls und Materialmodelle

Die in Stahlbetonbauteilen eingesetzten kaltverformten, naturharten bzw. warmebehan-
delten Betonstahle sind im Vergleich zum Beton homogene Materialien. Weiterhin sind
nur die einaxialen Werkstoffeigenschaften von Bedeutung. Diese werden im Regelfall aus
Zugversuchen gewonnen, da der Stahl unter Druckbeanspruchung anndhernd die gleiche
Arbeitslinie besitzt. Bei Belastung zeigen alle Stahlsorten zunachst ein linear- elastisches
Verhalten mit nahezu einheitlichem Elastizititsmodul von 200 - 220 kN/mm?® Nach
Uberschreitung der Streckgrenze schlieRt sich bei naturharten bzw. warmebehandelten
Stahlen ein mehr oder weniger ausgepragter FlieRbereich an. Ist der Flielvorgang
abgeschlossen, kommt es zu einer mit erheblichen Dehnungen verbundenen plastischen
Nachverfestigung bis zum Erreichen der Zugfestigkeit. Diese ist als maximale, auf den
Ausgangsquerschnitt bezogene Spannung definiert, wobei die zugehdrige Dehnung als
Gleichmaldehnung bezeichnet wird. Bei weiterer Dehnungserhdhung ist keine
Laststeigerung mehr mdglich. Der Stahl schniirt sich an der schwachsten Stelle ein, bis

dort der Bruch eintritt.

Stahlspannung o

fy , \ \\
4 N
Idealisierte Verlaufe

Eu

Stahldehnung &

Abb. 2.8: Approximationen der Spannungs- Dehnungslinie des Bewehrungsstahls

Die mathematische Abbildung des Materialverhaltens des Bewehrungsstahls kann in sehr
guter Naherung durch bilineare Arbeitslinien, entweder elastisch - ideal plastisch oder

elastisch mit anschlieRender Verfestigung, erfolgen (Abb. 2.8).
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Von verschiedenen Autoren sind auch nichtlineare Funktionen verwendet worden. Der

bekannteste Ansatz dazu ist das in Abb. 2.9 dargestellte Ramberg-Osgood-Polynom [46]:
m
& :"—SH{%J (2.9)

Definiert man die Streckgrenze R. durch eine bleibende Dehnung von g, = 0,2%, kann

Gl. (2.9) wie folgt geschrieben werden:

g, =25 10,002 == (2.10)
E R

Stahlspannung o

200
Stahldehnung g
T
-0,006 -0,004 -0,002 0 0,002 0,004 0,006

/—200

-400
—/

-600

Abb. 2.9: Nichtlineare Spannungs- Dehnungslinie nach [46]

Durch Variation des Exponenten m kann diese Funktion sowohl zur Beschreibung von
naturhartem bzw. thermisch verfestigtem als auch von kaltverformten Stahlen verwendet
werden.

Dilger wahlt in [14] fur naturharten Stahl m =, wodurch das Polynom zur linear-
elastisch-ideal-plastischen Arbeitslinie degeneriert. Fir kaltverformte Stahle gibt er
m = 10...25 an.
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Kreller [30] verwendet zur Bestimmung von m bei kaltverformten Stdhlen Gleichung
(2.11), die gewahrleistet, dall fir os=R. die bleibende Verformung 0,2% betragt,

wogegen sich bei Erreichen der Zugfestigkeit R,, genau die Gleichmalidehnung Ag ergibt:

_In(A¢ /0002) 2.11)
InR,,/R,)

24 Mitwirkung des Betons auf Zug zwischen den Rissen — tension stiffening

In einem durch Lasteinwirkung oder Zwang beanspruchten Stahlbetontragwerk wird das
Trag- und Verformungsverhalten des ungerissenen Verbundquerschnittes fast
ausschliedlich durch den reinen Betonquerschnitt bestimmt. Wird im Beton die
Zugfestigkeit erreicht, entsteht an dieser Stelle ein Rif3 und die Betonspannung geht auf
den Wert Null zurtck. Die zur Erfullung des inneren Gleichgewichtes erforderlichen
Zugkrafte werden aus dem Beton auf die Bewehrung umgelagert. Danach liefern nur die
gedruckten Betonflachenanteile und der Bewehrungsstahl einen Beitrag zur Steifigkeit
des Querschnittes im gerissenen Querschnitt (Zustand Il).

Durch die Verbundwirkung zwischen Stahl und Beton wird mit zunehmendem Abstand
vom RiB ein Teil der Zugkraft aus dem Stahl wieder in den Beton eingeleitet, so daf sich
der Beton zwischen den Rissen an der Lastibertragung beteiligt und die effektive
Steifigkeit des Gesamtbauteiles mitbestimmt.

Fir die Bemessung des Einzelquerschnittes hat diese als tension stiffening bezeichnete
Mitwirkung des Betons keine Bedeutung, jedoch sollte sie bei einer wirklichkeitsnahen
Berechnung der Tragwerksverformungen und von diesen abhangigen oder malfigeblich
beeinflulten GroRen in der Modellbildung erfal3t werden. Entsprechendes gilt fur die

Ermittlung von Zwangsbeanspruchungen.

Die Modellbildung des tension stiffening - Effekts kann durch eine diskrete Abbildung der
zu erwartenden Risse im Beton erfolgen. Die Verbundwirkung zwischen Stahl und Beton
kann mittels nichtlinearer Federelemente abgebildet werden, wodurch die Mitwirkung des
Betons zwischen den Rissen automatisch erfaldt wird. Diese Vorgehensweise ist aufgrund
des hohen numerischen Aufwandes nur gerechtfertigt, wenn fur einzelne Tragelemente
genaue Aussagen uber RiRverlaufe und Verbundwirkung bendétigt werden.

Zur Berechnung komplexerer Strukturen haben sich Betrachtungsweisen durchgesetzt,

bei denen RiRbildung und Steifigkeitsveranderung nur im integralen Mittel erfaldt, daR
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heilRt ,verschmiert angenommen werden. Dazu haben sich Modifikationen der
Materialbeziehungen als zweckmaRig erwiesen, welche entweder auf Seiten des Stahls
oder des Betons erfolgen kdnnen. In der Literatur finden sich unterschiedliche Aussagen
dazu, welche dieser beiden Moglichkeiten die wirklichkeitsnaheren Ergebnisse liefert. Das
eigentliche Auswahlkriterium ist in der Regel die humerische Handhabbarkeit im jeweils
verwendeten Lésungsalgorithmus. Gegenuber einer Berlicksichtigung auf der Betonseite
haben modifizierte Stahlarbeitslinien jedoch den Vorteil, da® eine Mitwirkung des Betons
auch nach dem FlieBen der Bewehrung erfal3t werden kann. Dies ist dann wesentlich,
wenn Aussagen zur Krummungsduktilitdt von biegebeanspruchten Querschnitten

getroffen werden sollen.

2.4.1 Berucksichtigung des tension stiffening - Effekts in der Stahlkennlinie

Dieser bewehrungsbezogene Ansatz geht auf einen Vorschlag von Rao [47] zurick und
erfaldt die Mitwirkung des Betons durch die Formulierung der mittleren Stahldehnung
eines gerissenen Stahlbetonzugstabes. Diese wird aus der Stahldehnung im RiR
(Zustand Il ) Gber einen hyperbolischen Ansatz abgeleitet.

Prinzipiell wurde diese Vorgehensweise auch in den Normen [2] und [3] aufgegriffen und
durch ahnliche Formulierungen verankert.

Im Ansatz von Rao wird nach Uberschreiten der Streckgrenze der Bewehrung keine
Mitwirkung des Betons mehr bericksichtigt. Neuere Arbeiten [30], [31] erfassen auch die
in Versuchen festgestellte versteifende Wirkung des Betons im plastischen Bereich bis
zum Erreichen der Zugfestigkeit der Bewehrung. Neben dem Bewehrungsgrad und der
Betonzugfestigkeit besitzen dann auch der Verlauf der Stahlkennlinie und die Verbund-
wirkung entscheidenden Einfluf auf die Mitwirkung des Betons.

Eine besonders einfache Variante zur Erfassung des tension stiffening - Effekts wird in [1]
empfohlen. Nach Uberschreitung der RiRschnittgréRen kann die versteifende Wirkung bis
zum FlieBen der Bewehrung durch eine konstante Dehnungsdifferenz zum Zustand I
beschrieben werden. Auch nach dem Beginn des FlieRens wird ein linearer Verlauf
angenommen, so dald sich insgesamt ein trilinearer Verlauf der Spannungs-

Dehnungslinie ergibt.

In [15] wurde eine Gegenuberstellung und Wertung verschiedener Ansatze zur

Bertcksichtigung der Mitwirkung des Betons auf Zug vorgenommen.
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Abbildung 2.10 zeigt die Modifikation der Spannungs- Dehnungslinie des Bewehrungs-

stahls fur eine einachsig gespannte Stahlbetonplatte nach verschiedenen Modellen.
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Abb. 2.10: Ansatze zur Erfassung des tension stiffening - Effekts in der Spannungs-

Dehnungslinie des Bewehrungsstahls

Signifikante Unterschiede ergeben sich nur bei relativ geringen Bewehrungsgraden und
damit insbesondere fiir Stahlbetonplatten. Bei in der Regel hoher bewehrten Balkenquer-
schnitten spielt die Mitwirkung des Betons auf Zug nur eine untergeordnete Rolle und
Differenzierungen der einzelnen Ansatze werden nur noch im Ribildungsbereich
deutlich.

2.4.2 Berucksichtigung des tension stiffening in der Spannungs- Dehnungslinie des

Betons

Im Betonwerkstoffmodell kann die Mitwirkung des Betons durch einen fiktiven abfallenden
Ast der Spannungs- Dehnungslinie nach Uberschreitung der Zugfestigkeit erfolgen. Der
Rechenansatz nach Quast [43] verwendet dabei bis zum Erreichen der Zugfestigkeit des
Betons einen zum Druckbereich affinen Funktionsverlauf, wodurch eine numerisch recht
einfache Handhabung gewahrleistet ist. Nach Uberschreiten der Zugfestigkeit wird die
.Flielspannung“ des Betons mit zunehmender Dehnung der Zugzone linear abgemindert,
bis sie bei Erreichen der Streckgrenze der Bewehrung den Wert Null annimmt. Nach

Uberschreiten der Streckgrenze wird keine Mitwirkung des Betons mehr berticksichtigt.
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Andere Autoren [21] [62] [68] geben ahnliche Ansatze an, wobei der genaue Funktions-
verlauf des ansteigenden bzw. abfallenden Astes von eher untergeordneter Bedeutung
ist. Wesentlich hingegen ist die richtige Festlegung der Betonzugfestigkeit sowie der

Rildehnung des Betons.

2.5 Integrale Materialbeziehungen flr stabférmige Stahlbetonbauteile

Bei der Berechnung von Stabtragwerken ist es in der Regel sinnvoll, nicht mit Verzerrun-
gen und Spannungen, sondern mit resultierenden integralen Grélken zu operieren. Dazu
werden den auf die Stabachse bezogenen Dehnungen und Krimmungen Schnittkrafte
und Schnittmomente zugeordnet und zwischen diesen Grélken Materialbeziehungen
formuliert. Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist in der um ein Vielfaches kleineren Zahl
von Unbekannten zu sehen, wodurch auch groRere Tragwerke mit einem vertretbaren
numerischen Aufwand zusammenhangend berechnet werden kénnen. Nachteilig ist, daly
durch die Vorabintegration Uber den Querschnitt die resultierenden Materialformulierun-
gen wesentlich komplizierter werden als die zugehdérigen Spannungs- Dehnungsbezie-
hungen der Einzelkomponenten. Eine geschlossene mathematische Beschreibung ist in
der Regel nicht moglich. Bei den vereinfachten Beziehungen gehen zum Teil wesentliche

Informationen zum Materialverhalten verloren.

2.5.1 Linear elastisch - ideal plastische Approximation und

SchnittgrofReninteraktionsbeziehungen

Die einfachste Moglichkeit, bei der Analyse von Stabtragwerken physikalisch nichtlineares
Materialverhalten zu berlcksichtigen, besteht in der Annahme einer linear elastischen -
ideal plastischen Momenten - Krimmungsbeziehung bzw. Langskraft - Dehnungsbezie-
hung. Eine solche Formulierung bedeutet, da® der betrachtete Stab fir jede Beanspru-
chung eine konstante Steifigkeit besitzt, welche nach Erreichen des FlieRmomentes
sprunghaft zu Null wird. Mechanisch exakt trifft diese Beschreibung nur fur einen
theoretischen Zweipunktequerschnitt mit linear elastisch - ideal plastischer Spannungs-
Dehnungsbeziehung zu. In der Realitat kommt dieser Querschnittsform ein dinnwandiger
I-Querschnitt am nachsten, weshalb diese Verfahrensweise vor allem bei der Berechnung

von auf Biegung beanspruchten Stahltragern verwendet wird. Im Stahlbetonbau kann
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dieses Materialgesetz in sehr guter Naherung fur schwach bewehrte Biegetrager

verwendet werden, die durch FlieRen der Bewehrung versagen.

Wird das Bauteil neben der Biegung zusatzlich durch eine Langskraft beansprucht, muf®
deren gegenseitige Beeinflussung durch Interaktionsbeziehungen berlcksichtigt werden.
Fur den bereits genannten Zweipunktequerschnitt ist diese Beziehung linear in jedem
Quadranten eines Langskraft - Momenten - Koordinatensystems und doppelt symme-
trisch. Dabei sind die Koordinatenachsen die Symmetrielinien. Bei doppeltsymmetrischen
Profilen aus Stahl bleiben Symmetrie und Symmetrieachsen der Interaktionsfigur
erhalten, die Linearitat geht jedoch verloren.

Far symmetrisch bewehrte Stahlbetonrechteckquerschnitte ist die Symmetrie nur noch
um die Normalkraftachse vorhanden. Die gesamte Interaktionsfigur wird aufgrund des
Reillens des Betons unter Zugbeanspruchung in Richtung der negativen Langskrafte
verzerrt und verschoben. Bei unsymmetrischer Bewehrungsfiihrung existieren keine

Symmetrieeigenschaften mehr (Abb. 2.11).
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Abb. 2.11: Interaktionsdiagramm eines unsymmetrisch bewehrten

Stahlbetonquerschnittes

Zur vereinfachten mathematischen Erfassung der Interaktionsbedingungen ist eine
abschnittsweise Linearisierung sinnvoll. Dabei zeigen bereits stark vereinfachte
Beziehungen, zum Beispiel mit vier Geradenabschnitten, gute Ubereinstimmung mit

Versuchsergebnissen. Zur besseren Beschreibung der Interaktionen kdnnen auch
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nichtlineare mathematische Funktionen Verwendung finden, die jedoch eine wesentliche
Erhéhung des numerischen Aufwands mit sich bringen.

Korrekterweise mufdte auch die Querkraft in die SchnittgroReninteraktionsbeziehung
einbezogen werden. Fir schlanke Stahlbetonstabtragwerke ist die Beeinflussung durch

diese jedoch in der Regel gering und bleibt in der vorliegenden Arbeit unbertcksichtigt.

2.5.2 Multilineare und nichtlineare Arbeitslinien

Mit Hilfe der oben beschriebenen Interaktionsbeziehungen laft sich die Tragfahigkeit von
Querschnitten bei der Tragwerksanalyse rechnerisch gut erfassen. Problematisch ist aber
die Beurteilung der Steifigkeitsverhaltnisse, die bis zum Erreichen der Interaktionsbezie-
hung als konstant angenommen werden. Bei Tragwerken mit stark verformungsbeein-
fluBtem Grenzzustand der Tragfahigkeit, zum Beispiel sehr schlanken Stitzen bzw.
Rahmen, werden mit diesem Modell nur unbefriedigende Ergebnisse erzielt. Gleiches ftrifft
fur die wirklichkeitsnahe Vorhersage der Tragwerksverformungen zu. Fur diese
Problemstellungen ist die Berucksichtigung beanspruchungsabhangiger Steifigkeiten
zwingend erforderlich. In der Regel ist die Anpassung der Biegesteifigkeit ausreichend,
da Dehn- und Schubsteifigkeit bei schlanken, Uberwiegend auf Biegung beanspruchten

Staben nur geringe Auswirkungen auf das Verformungsverhalten besitzen.

Biegemoment M

=

Mg
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Abb. 2.12: Vereinfachte Momenten- Krimmungsbeziehung nach [1]
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Besondere Bedeutung kommt dabei der multilinearen Approximation der Momenten-
Krimmungslinie zu, da sie numerisch ahnlich einfach zu handhaben ist, wie die bilineare
Arbeitslinie und trotzdem die wesentlichen Einflisse wie Rif3bildung und Flielken der
Bewehrung erfal3t. Vorschlage dazu existieren u.a. von Rabich [45], Rao[47], Litzner [32],
Haupt [23] sowie Quast [43] und wurden auch in den Normen [1] und [2] aufgegriffen
(Abb. 2.12).

Auch fir multilineare Arbeitslinien kénnen Interaktionsbedingungen formuliert werden,
wobei fur jeden Knick in der Arbeitslinie eine konvexe Flache im Interaktionsdiagramm
beschrieben werden mufl} (Abb. 2.13).
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FlieRbedingung Bruchbedingung

Abb. 2.13: Linearisiertes Interaktionsdiagramm zur Erfassung der Ri3bildung sowie der

Fliel3- und Bruchschnittgré3en bei symmetrischer Bewehrung

Die Bestimmung der Punkte A, B und C in Abb. 2.13 kann z.B. nach [40] erfolgen.

Eine allgemeingultige aber aufwendige Formulierung stellen nichtlineare SchnittgroRen -
Verformungsbeziehungen dar, die in Abhangigkeit der Querschnittsgeometrie,
Beanspruchungsart und Materialkennwerte flir jeden Querschnitt neu aufgestellt werden
mussen. Sie kdnnen beispielsweise in Verfahren der schrittweisen Naherung [29] oder in
inkrementell-iterativen  Verfahren (z.B. Verfahren der orthogonalisierten Last-

Verformungszustande [70]) verwendet werden.
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3 Statische, kinematische und gemischte Formulierungen fiir die Analyse des
Grenzgleichgewichtes sowie des Spannungs- und Verformungszustandes

3.1 Grundlegende Beziehungen

Entsprechend dem Dualitatsprinzip der Mechanik lassen sich flir mechanische Probleme
statische und kinematische Formulierungen angeben, die in ihrer Aussage gleichwertig
sind. Im folgenden Abschnitt werden die grundlegenden Beziehungen dazu dargestellt

sowie deren Vor- und Nachteile erlautert.

Ist o ein beliebiger Spannungszustand und u ein davon unabhangiger beliebiger Ver-
schiebungszustand, kann mit Hilfe des Integralsatzes von Gaul3 - Ostrogradskij folgende
Beziehung zwischen den Rand- und den Feldgrélen der Spannungen und Verschiebun-

gen angegeben werden:

j(Dku)Tch+juTDecdv =juTAgcds (3.1)
\Y \ S

Darin enthalt As die Richtungskosinus der Aufiennormalen an die Oberflache S. Der ki-

nematische Differentialoperator Dy verknlpft die Dehnungen ¢ mit den Verschiebungen u:
e=Du (3.2)

Im Falle geometrisch linearen Verhaltens sind der kinematische Operator D¢ und der da-
zu adjungierte Gleichgewichtsoperator D, unabhangig von den Spannungen und Ver-
schiebungen, wogegen sie bei geometrischer Nichtlinearitat unter Annahme quadrati-
scher Formanderungsbeziehungen in einen unabhangigen linearen Anteil und einen line-

ar mit den Verschiebungen u verknipften Anteil zerlegt werden kénnen [5]:

De =Dg +Den(u) (3.3a)
Dy =Dy +Di(u) (3.3b)
Werden die beliebigen Spannungszustande o auf statisch zulassige Spannungen G be-

schrankt, so mussen diese innerhalb des Volumens V mit den aul3eren Kraften fy im

Gleichgewicht stehen
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D,o+f,=0 eV (3.4)
und auf dem Rand S; die statischen Randbedingungen
AéE—fSYO =0 e S; (3.5)

erfillen. Analog gilt flir geometrisch zulassige Verschiebungen u, dall diese auf dem

Rand S, die geometrischen Randbedingungen erflillen missen:

(3.6)

U—US’OZO ESU

Unter der Voraussetzung, dal} der gesamte Rand S aus einem Anteil S; mit vorgegebe-
nen statischen sowie einem Anteil S, mit vorgegebenen geometrischen Randbedingun-
gen besteht, d.h.

S=§,+5S;, (3.7)

ergibt sich aus dem Integralsatz (3.1) der Energiesatz in der Form:

[ 5V - [TTfodV = [l ALEdS + [UTfs,dS (3.8)
Vv \Y S, Sy

3.2 Prinzip der virtuellen Krafte und abgeleitete Extremalprinzipe

Wird auf den betrachteten Korper eine virtuelle Spannung aufgebracht, so setzt sich die

zuldssige Spannung & aus den tatsachlichen Spannungen 6 und den virtuellen Span-

nungen dc zusammen:
6=6+00 (3.9)

Die virtuellen Spannungen missen die homogenen Gleichgewichtsbedingungen sowie

die homogenen statischen Randbedingungen erfillen.
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D,6c=0 eV (3.10)
Aldc =0 €S, (3.11)
Wird berlcksichtigt, dald die tatsachlichen Spannungen allein dem Energieerhaltungssatz

(3.8) genligen missen, ergibt sich durch Abspaltung des virtuellen Anteils die als Prinzip

von Castigliano bekannte Variationsgleichung:

j(Dku)Tacdv— ju;OAgacds -0 (3.12)

% S,
Diese Gleichung gilt fir beliebige Materialbeziehungen.

Im weiteren wird angenommen, dal} die Formanderungen ¢ im allgemeinen Falle additiv
in einen elastischen Anteil ¢, einen plastischen Anteil ¢, und einen ,spannungslosen®

Anfangsdehnungsanteil ¢, zerlegt werden kénnen.
e=Dyu=gq4 +e, +gg (3.13)

Da hier nur kleine plastische Verformungen betrachtet werden sollen, liefert die additive
Zerlegung eine ausreichende Genauigkeit [7].

Far den elastischen Anteil gilt
£q = f(0) (3.14)
d.h. speziell fur linear elastisches Verhalten unter Verwendung der Elastizitatsmatrix D

, =D7o. (3.15)

€

Der Bereich der elastischen Spannungszustande sei durch konvexe Plastizitatsbedingun-
gen beschrankt. Flr die weitere Betrachtung wird vorausgesetzt, das diese in linearer

bzw. linearisierter Form vorliegen:

®o-S, <0 eV (3.16)
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Erflllt die Spannungsfunktion ¢ an irgendeiner Stelle des Kontinuums die Plastizitatsbe-

dingung (3.16) als Gleichung, so ist in diesem Punkt die Voraussetzung fir eine plasti-
sche Deformationen gegeben. Diese ergeben sich mit der Einfihrung des plastischen
Potentials

-~ dc-S, (3.17)

nach dem assoziierten FlieRgesetz

ey = %! (3.18)
zu

g =D, (3.19)
wobei der FlieRparameter ! der Nichtnegativitatsbedingung

1 >0 (3.20)

genugen muf.

Spannungslose Formanderungen g, kdnnen von der Temperaturdnderung und vom Aus-
dehnungskoeffizienten o abhangige temperaturbedingte Deformationen sein. Auch Vor-
verformungen sowie Kriech- und Schwindverformungen kénnen formal wie Temperatur-

verformungen behandelt werden.
Da der Vektor der plastischen Deformationen e, normal zur Fliel3flache gerichtet ist, lei-

sten die virtuellen Spannungen im plastischen Zustand keine Arbeit. Damit geht die Va-

riationsgleichung (3.12) in die Form

jf(c)acdv + jgoTacdv - ju;OAgacds -0 (3.21)
v \Y Sy

Uber, der das Prinzip vom Minimum des konjugierten Gesamtpotentiales entspricht [52]:
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Von allen statisch zuldssigen Spannungszusténden tritt derjenige ein, fiir den das konju-

gierte Gesamtpotential ein Minimum annimmt:

J.F(cs)dV + jaoTcdv - ju;OAgods — Min (3.22)
\Y \ S

u

Statisch zulassig ist ein Spannungszustand, der die Gleichgewichtsbedingungen (3.4)
und statischen Randbedingungen (3.5) erflllt sowie die Plastizitadtsbedingungen (3.16)
nicht verletzt.

Die Variation des Anteils F(c) in der Extremalbedingung (3.22) nach 6o muf dabei genau

f(o) in Gleichung (3.21) ergeben. Fur linear elastisches Materialverhalten gilt demzufolge
L
F(G)ZEG Do. (3.23)

Bei Verwendung nichtlinearer Spannungs-Dehnungsbeziehungen missen diese als

Funktion ¢, =f(c) vorliegen und im zu untersuchenden Bereich mindestens einmal stetig

differenzierbar und integrierbar sein.

Um die Extremaleigenschaften des Funktionals zu gewahrleisten, sind zwei weitere ein-

schrankende Voraussetzungen zu erfillen:

1. Fur die Materialbeziehung gilt das Druckersche Stabilitatskriterium. Danach gilt ein
Werkstoff als stabil, wenn die von einer kleinen aulderen Zusatzbeanspruchung geleistete

Arbeit bei einsinniger Verformung nicht negativ ist.
2. Der Gleichgewichtsoperator D, muf von den Verschiebungen u unabhangig sein.

Somit gilt (3.22) nur fir nicht entfestigendes Material bei geometrisch linearem Verhalten.
Andernfalls existieren sowohl konvexe als auch konkave Bereiche des Funktionals und es

entsteht ein Stationarproblem.

Mit Hilfe des Prinzips vom Minimum des konjugierten Gesamtpotentiales kann fir eine
vorgegebene Beanspruchungsintensitat p, die kleiner als die plastische Grenzlast py, ist,

die Spannungsverteilung im elastisch - plastischen Kérper bestimmt werden.
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Ist jedoch genau der Wert der plastischen Grenzlast py, eines Tragwerkes gesucht, ergibt

sich folgende Extremalaufgabe [11]:

p = Max (3.24a)

mit den Nebenbedingungen

D.c-pf, =0 eV (3.24b)
AlG —pfso =0 €S, (3.24¢)
DS, <0 eV (3.24d)

Darin sind die duReren Einwirkungen durch die Verlaufsfunktionen f, und fs,01 multipli-

ziert mit dem Parameter p, dargestellt.
Analog zur Bestimmung der Grenzbelastungsintensitat p, bei vorgegebenem plastischen
Widerstandsvermdgen kann bei bekannter Beanspruchung auch der erforderliche plasti-

sche Widerstand r eines Korpers bestimmt werden:
r = min (3.25a)

unter den Nebenbedingungen

D,o+f, =0 eV (3.25b)
Adc—fso =0 €S, (3.25¢)
®c-rS, <0 eV, (3.25d)

wobei S, die Verlaufsfunktion des plastischen Widerstandes beschreibt.

Das Materialverhalten im elastischen Bereich bleibt in den Formulierungen (3.24) und
(3.25) unbertcksichtigt. Es gilt die Theorie des starr-plastischen Korpers. Deshalb ist die

Anwendung dieser Modelle auf duktile Tragwerke beschrankt, in denen sich zumindest
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naherungsweise ein ,vollplastischer Zustand ausbilden kann. Geometrisch nichtlineares

Verhalten kann nicht bertcksichtigt werden.

3.3 Prinzip der virtuellen Verrickungen und abgeleitete Extremalprinzipe

Die zum Prinzip vom Minimum des konjugierten Gesamtpotentiales duale Formulierung
entsteht durch eine Variation des Verschiebungszustandes u. Die zulassigen Verschie-
bungen in (3.8) setzen sich aus den tatsachlichen Verschiebungen U und den virtuellen

Verschiebungen du zusammen
u=0+3u, (3.26)
worin die virtuellen Verschiebungen auf S, die homogenen Randbedingungen

Su=0 S (3.27)

u

erfullen mussen.
Analog zu (3.12) erhalt man durch Abspaltung des virtuellen Anteils aus dem Energiesatz

die als Prinzip von Lagrange bekannte Variationsgleichung

[DduTodV - [auTfodV - [uTf,dS = 0 (3.28)
\ \%

Sy
Auch diese Beziehung ist materialunabhangig und gilt im Unterschied zu (3.12) auch fir
groRRe Verformungen.

Wird wiederum die Mdglichkeit der additiven Zerlegung der Gesamtdehnung nach Glei-

chung (3.13) vorausgesetzt, so entsteht

j Sey odV + j 3¢y odV - j suTf,dV — j uTf,,dS = 0. (3.29)
% Y Y S;

Der spannungslose Dehnungssanteil gg wird nicht variiert, da es sich um eine vorgegebe-

ne Formanderung handelt.

Die Materialbeziehung fur den elastischen Bereich muR hier als Funktion
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o ="f(ey) (3.30)

vorliegen oder in diese Uberfuhrbar sein.
Das Auftreten plastischer Deformationen ist an die Erfullung der FlieRbedingung (3.16)

als Gleichung gebunden. Fur g, = 0 mul jedoch auch deren Variation 8¢, verschwinden,
bzw. eine Variation der plastischen Dehnungen ist nur fir ®c =S, mdglich.

Mit Gultigkeit des assoziierten Flieligesetzes (3.18) wird demnach

[8e,"0dV = [(@78!)T@7'S,dV = [ TS,aV (3.31)
\%

und die Variationsgleichung geht Uber in

[85q"f(zq)dV + [81TSodV — [8uTfodV — [5uTf,0dS = 0. (3.32)
\ \ \%

St

Dieser Variationsgleichung entspricht das Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials:
Von allen geometrisch zuldssigen Verformungszusténden tritt derjenige ein, fiir den das

Gesamtpotential ein Minimum ist:

[Flea)aV +[17S,dV - [uTfodV - [uTf, ,dS = Min (3.33)
v Y Y S

Kinematisch zulassig ist ein Verformungszustand, wenn er die Vertraglichkeitsbedingun-

gen (3.2) und die geometrischen Randbedingungen (3.6) erfullt. Die Variation von F(e,,)

muf genau f(e, ) ergeben, so dal fir linear elastisches Verhalten gilt:

(e )D(ey )dV + j 17S,dV - jquodv - jqus,ods = Min (3.34)

v % S

N| =

J

Die Extremaleigenschaften dieses Funktionals sind analog zur dualen Formulierung vom
Minimum des konjugierten Gesamtpotentials nur bei stabilem Materialverhalten im Sinne
des Druckerschen Postulates gesichert. Die Operatoren Dy und D, unterliegen hier jedoch
keinen einschrankenden Bedingungen, so dafd auch geometrisch nichtlineares Verhalten

erfalt werden kann.
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3.4  Euler-Lagrange-Gleichungen und verallgemeinerte Grenzlast- und

Bemessungsprobleme

Die mit Restriktionen behafteten Extremalprinzipe (3.22) und (3.33) kénnen Uber die Bil-
dung von Lagrange-Funktionalen in nebenbedingungsfreie Stationarprinzipe Uberflhrt
werden, indem die Nebenbedingungen mit einem Lagrange-Parameter multipliziert und
additiv zur Zielfunktion hinzugefiigt werden. Die dabei entstehenden verallgemeinerten
Variationsprinzipe (z.B. Prinzip von Rei3ner, Prinzip von Hu) haben in der Mechanik Be-
deutung fur die Herleitung konsistenter Formulierungen von finiten Elementen und er-
leichtern Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen.

Die Variationen des Lagrange-Funktionals bezuglich der primalen Unbekannten und der
Lagrange-Multiplikatoren liefern einen Satz von Gleichungen und Ungleichungen, der das
mechanische Problem alternativ zu den Extremalprinzipen vollstdndig beschreibt. Die
Lagrange-Multiplikatoren kénnen darin als duale Variablen zum primalen Problem identifi-
Ziert werden.

Das generalisierte Lagrange-Problem fir die Extremalaufgaben (3.22) und (3.33) lautet:

D,o+f, =0 eV (3.35a)
Afoc—fgo =0 e S; (3.35b)
dPc-S, <0 eV (3.35¢)
'>0 eV (3.35d)
IT(®dc—-S,)=0 eV (3.35e)
Du=¢g,+®"! +¢, eV (3.35f)
£q = f(0) (3.359)
U-ug, =0 €S, (3.35h)

Diese Formulierung gilt fir geometrisch und physikalisch nichtlineares Verhalten und ent-

halt alle Unbekannten des Gesamtproblemes, wogegen die Extremalprinzipe als primale
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Variablen entweder nur die Spannungen o (statische Formulierung) oder nur die Verfor-
mungen u, g und ! (kinematische Formulierung) erfassen.

Es ist also méglich, zur Bestimmung von Spannungen bzw. Verformungen eines der drei
Probleme (3.22), (3.33) oder (3.35) zu l6sen, wobei deutlich wird, dal} die Lésung der
Extremalprobleme aufgrund der geringeren Anzahl an Unbekannten und Bedingungen
einen wesentlich geringeren Aufwand erfordert als die des Lagrange-Problemes.

Der Vorteil der Formulierung als Lagrange-Problem liegt jedoch darin begriindet, daf} alle
Variablen Uber zusatzliche Ungleichungsbedingungen beschrankt werden kénnen, da sie
von vornherein im Problem enthalten sind. Des weiteren kann auch entfestigendes Mate-
rialverhalten bertcksichtigt werden, da keine Einschrankungen bezlglich der Extremalei-
genschaften des zugehoérigen Funktionales bestehen (Stationarproblem).

Aus dem generalisierten Lagrange-Problem (3.33a-h) kann ein verallgemeinertes Grenz-
lastproblem abgeleitet werden. Dazu sind die dulzeren Krafte f, und fso in den Gleichge-
wichts- und statischen Randbedingungen analog zu (3.22b und 3.22c) als Verteilungs-
funktion der Einwirkung aufzufassen und mit einem zu maximierenden Faktor p zu multi-

plizieren. Das Extremalproblem lautet dann

p = max (3.36)

unter den Nebenbedingungen (3.24b und 3.24c) sowie (3.35c¢-h).

Diese Formulierung erlaubt die Berechnung einer Grenzbelastungsintensitat unter belie-
bigen Restriktionen bezlglich der Spannungen sowie der Verformungen bzw. Dehnun-
gen.

Analog zum Grenzlastproblem kann anstelle der Maximierung des Lastparameters p auch

die Minimierung eines Widerstandsparameters r als Zielfunktion eingeflihrt werden

r= Min, (3.37)

wobei dieser Parameter in den Nebenbedingungen zum Beispiel als Multiplikator der Pla-

stizitdtsbedingungen zu verwenden ist.

Aus den im 3. Kapitel abgeleiteten allgemeinguiltigen Formulierungen werden im 4. Ab-
schnitt Berechnungsmodelle fir die physikalisch nichtlineare Analyse von Stahlbeton-,
Spannbeton-, und Verbundquerschnitten entwickelt. Im Kapitel 5 wird aus dem Prinzip
vom Minimum der potentiellen Energie ein Berechnungsmodell zur geometrisch und phy-

sikalisch nichtlinearen Berechnung von Stabtragwerken gewonnen.



Berechnungsmodelle fur die Querschnittsanalyse 43

4 Berechnungsmodelle fiir die Querschnittsanalyse

4.1 Inhalt und Annahmen

Im folgenden Abschnitt werden die im Kapitel 3 flr den raumlichen Spannungs- und Ver-
formungszustand angegebenen Extremalprinzipe und Euler — Lagrange — Gleichungen
fur die Analyse von beliebigen schubstarren Stabquerschnitten, speziell von Verbund-
querschnitten, unter zweiachsiger Biegebeanspruchung mit Langskraft aufbereitet. Es

interessieren vor allem folgende Problemstellungen:

# Ermittlung der Querschnittsdeformationen unter einer vorgegebenen Beanspruchung
(SchnittgréRenkombination) und damit Bestimmung effektiver, beanspruchungsabhan-
giger Steifigkeiten als grundlegende Voraussetzung fir die (iterative) Systemanalyse.

# Bestimmung der Grenzbelastungsintensitat und Verformungsfahigkeit von Quer-
schnitten unter Berlcksichtigung vorgegebener Restriktionen (z.B. Grenzspannungen
oder Grenzdehnungen).

# Bemessung von Querschnitten flr eine vorgegebene Beanspruchungskombination

Folgende Annahmen werden getroffen:

# Die Belastung erfolgt statisch.

# Die Geometriednderungen sind klein, so dal eine additive Zerlegung in elastische und
plastische Dehnungsanteile zul3ssig ist.

# FUr die Gesamtdehnungen gilt die Hypothese von Bernoulli vom Ebenbleiben der
Querschnitte.

# Das Material verhalt sich homogen und isotrop.

# Der Einflul von Schubverformung, Schubspannungen und Querdehnung wird ver-
nachlassigt.

# Zwischen den Querschnittsanteilen besteht starrer Verbund.

# Langzeiteinflisse werden nicht berlcksichtigt.

Als spezielle Anwendung des Berechnungsmodells wird die physikalisch nichtlineare
Analyse von Aussteifungssystemen mehrgeschossiger Gebaude unter Wind- bzw. Erd-
bebenbeanspruchung vorgestellt. Eine Erweiterung des Berechnungsmodells erfolgt
durch die Kopplung mehrerer Querschnitte zu einem Stabmodell, so dal auch die geo-
metrisch und physikalisch nichtlineare Berechnung von schlanken Einzeldruckgliedern mit

komplizierten Querschnittsformen mdglich ist.
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4.2 Statische Formulierungen

Fiar die Analyse von Stabquerschnitten kann die Castigliano-Variationsgleichung (3.12)
durch die Vernachlassigung der Torsions- und Querkrafteinflisse in die folgende Form

uberfuhrt werden:

[£x80,0A =3, 103N, +1,3M, +1,65M, 0 =0 (4.1)
A

Darin sind exmo, kyo Und k.o auf die Bezugachse bezogene vorgegebene Querschnitts-
verformungen.
Die auf den Querschnitt wirkenden aufleren Krafte Nyo, M, und M., missen mit den

Spannungen o, im Gleichgewicht stehen.

Nyo = [o,dA (4.2a)
A

M, = jZGXdA (4.2b)
A

Mo = [ yo,dA (4.2c)
A

Die Plastizitatsbedingung wird als Spannungsbegrenzung formuliert:

o\ <o, <o (4.3)

Durch die Annahme der Bernoulli-Hypothese kann die Dehnung ¢, an jeder Stelle des
Querschnitts als Funktion der Dehnung der Bezugsachse ¢, sowie den Querschnittsver-
krimmungen «, und k, beschrieben werden. Damit wird die Formanderungsbeziehung

(3.13) zu

Ex = Eoix T Epix T Eox = Exm T ZK, + YK, (4.4)

FuUr den elastischen Anteil gilt:

€aix = f(ox) (4.5)
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Die plastischen Deformation ergeben sich nach dem assoziierten Fliel3gesetz fur

G, = GE{) Zu

e =10 (4.6a)
und fir o, =o' zu

e, =10, (4.6b)

pl,x

wobei die FlieBparameter ! “ und ! © der Nichtnegativitatsbedingung

19 >0 4.7)
genugen mussen.

Analog zu (3.21) kann nun die Variationsgleichung in Abhangigkeit der Materialeigen-

schaften formuliert

[#(0,)80,0A + [ £480,dA = 3, 108N, +K,08M, +1,3M, % =0 (4.8)
A A

und in das Prinzip vom Minimum des konjugierten Gesamtpotentiales (3.22) Gberfihrt

werden.

Von allen statisch zuldssigen Spannungsverteilungen tritt fiir eine Belastung unterhalb der
plastischen Grenzlast des Querschnittes genau diejenige ein, fiir die das konjugierte Ge-

samtpotential ein Minimum annimmt:

[F(o.)dA + [200,dA — 3, 10N, + 1, 0M, +1c,M, Y0 = Min, (4.9)
A A

Die statische Zulassigkeit wird durch die Nebenbedingungen (4.2a-c) und (4.3) gewahr-

leistet.
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Die Extremalaufgabe zur Bestimmung der plastischen Grenzlast eines Querschnittes

lautet:

p = max (4.10a)

unter den Bedingungen

PN, o = [0, dA (4.10b)
A

pM, o = jzadi (4.10¢c)
A

pM, = [yo,dA (4.10d)
A

<o, <™ (4.10e)

Zur Minimierung des erforderlichen Querschnittswiderstandes
r = Min (4.11a)

kann der Skalierungsfaktor r im Sinne der Bestimmung einer erforderlichen Materialfe-

stigkeit in der Plastizitatsbedingung verwendet werden.

o) <5 <ret (4.11b)
0 —¥x — 0 :

Analog ist auch die Minimierung der Querschnittsabmessungen moglich, z.B. mit

r= [dA = Min (4.12)
A

unter den Nebenbedingungen (4.2a-c) und (4.3). Jedoch entstehen mit dieser Formulie-
rung nichtlineare Nebenbedingungen, da die Gleichgewichtsbedingungen dann multipli-
kativ sowohl die Spannungen als auch die nun variablen Querschnittsflachenanteile ent-

halten.
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Zu beachten ist, daR die starr - ideal plastischen Berechnungsmodelle (4.10), (4.11) und
(4.12) die Ausbildung vollplastizierter Querschnitte voraussetzen und damit nur fir aus-
reichend duktiles Materialverhalten geeignet sind. Die Grenzbelastungsintensitat von
Stahlbetonquerschnitten ist aber in der Regel durch Dehnungskriterien bestimmt, die
schon vor Erreichen der plastischen Grenzlast maRgebend werden. Dann sind Berech-
nungsmodelle zu verwenden, die eine Dehnungsbeschrankung maglichst implizit enthal-
ten oder zumindest eine nachtragliche Uberpriifung der auftretenden Dehnungen zulas-
sen. FUr diese Problemstellung sind kinematische oder gemischte Formulierungen besser

geeignet.

4.3 Kinematische Formulierungen

Analog zum vorhergehenden Abschnitt kann zur Behandlung der Querschnittsproblematik

das Prinzip von Lagrange (3.28) in die Form

[82, 0, dA = B, 86, +M, o3k, +M, 8k, %0 =0 (4.13)
A

Uberfuhrt werden.

Nach additiver Zerlegung der Dehnung entsprechend Gleichung (4.4), Einfihren der Ma-
terialbeziehung

Gy = f(gel,x ) (414)

und der Annahme des assoziierten FlieRgesetzes entsteht

jss e )JAA + [ (8! Do) =51 Dol )dA - N, 486, +M, o35, +M, (5K, A)_ . (4.15)
A

Fir diese Variationsgleichung kann das Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials

(3.33) in der folgenden Form angegeben werden:

[Flea)dA + [(1 9687 — 166 )dA - B, e, + My o1, + Mg, % = Min (4.16a)
A

A
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Die zugehoérigen Nebenbedingungen lauten:

o+ =1 g, =g +2K, +YK, Vertraglichkeitsbedingung (4.16b)
und
>0 und !19>0 Nichtnegativitatsbedingung (4.16¢)

4.4 Verallgemeinerte Grenzlast- und Bemessungsaufgaben

Zum Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials (4.16a-c) kann entsprechend Ab-

schnitt 3.4 das folgende nebenbedingungsfreie Lagrange-Funktional gebildet werden:

+ + - - 0
L= [Fza,)dA+ [(1 9667 =1 066 )dA - By oo, + My ok, +M,ox, 0
A

A (4.17)
+j! ooy =1 10— +e, + 2K, +yKZ)dA—j(! e 1 O ENdA
A A

Die Variation beziglich der primalen Variablen und den Lagrange-Multiplikatoren liefern

das zugehorige generalisierte Lagrange-Problem. Dabei konnen der Multiplikator !  als
Normalspannung o, und die Multiplikatoren ') bzw. ') als Residuen der Plastizitéts-

bedingungen identifiziert werden:

8L, =f(ey)-!, =0
o ’ Materialbeziehung (4.18a)
> ! s = Ox :f(gel,x)
8L, =N +[o,dA=0 (4.18b)
' A
éSLKy =-M,, + jZGXdA =0 Gleichgewichtsbedingungen (4.18c)
A
8L, =M, +[yo,dA =0 (4.18d)

A

8L, =—gg, — ! +10 —gy, +e, +zx, +yK, Vertraglichkeitsbedingung  (4.18e)
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8L, =120 (4.18f)

3L, =o§) -0, &R =0 (4.189)

Bei der Behandlung von Ungleichungen (4.16¢c) mit der Lagrangeschen Multiplikatoren-
methode sind zusatzliche Restriktionen zu erfiillen. Der zugehérige Lagrange-Parameter

mul die Nichtnegativitatsbedingung

19 >0 (4.18h)
und die Komplementaritatsbedingung

18 (& (4.18i)

erfullen. Durch Einsetzen der Gleichung (4.18g) in (4.18h) und (4.18i) kann !(F‘f) eliminiert

werden. Es entstehen die Plastizitats- und Komplementaritatsbedingungen in der Gblichen

Form:
6 <o, <ot (4.19a)
(o, —oi¥)- 1@ =0 (4.19Db)

Die Gleichungen und Ungleichungen (4.18a-f) und (4.19a,b) beschreiben das mechani-
sche Problem alternativ zum Extremalprinzip (4.16a-c). Die identische Formulierung er-
gibt sich durch Umwandlung der statischen Formulierung in ein Lagrange-Problem (Dua-
litat).

In die Gleichgewichtsbedingungen (4.18b-d) kann der Parameter p als Multiplikator der

KraftgréRen eingefihrt und im Sinne eines Grenzlastfaktors maximiert werden:

p> Max (4.20a)

p-N,, = jcdi (4.20Db)
A

p-M,= J-ZO'XdA Gleichgewichtsbedingungen (4.20c)
A
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p-M,, = jychA (4.20d)
A

o+ =10 e, =, +2x, +yK, Forménderungsbeziehung (4.20e)

o, =f(eqy) bzw. gy, =f(c,) Materialbeziehung im elastischen Bereich (4.20f)

o\ <o, <ol Plastizitatsbedingung (4.209)

1@ >0 Nichtnegativitatsbedingung (4.20h)

(o, —cl¥).1® =0 Komplementaritatsbedingung (4.20i)

Eine zusatzliche Beschrankung der plastischen Dehnungen ist durch das Hinzufligen
entsprechender Ungleichungsbedingungen mdglich (4.20j). Auch andere Restriktionen

kénnen in diesem Sinne berlcksichtigt werden.

18 <19 Verformungsbegrenzung (4.20j)

Wird der freie Parameter nicht an die Belastung, sondern im Sinne eines Widerstandspa-
rameters r an die Material- bzw. Querschnittswerte der Plastizitats- bzw. Gleichgewichts-
bedingungen geknlpft, so ergibt sich entsprechend die Bemessungsaufgabe bzw. die

Aufgabe der Querschnittsoptimierung.

4.5 Uberfiihrung der Extremalprobleme und des Lagrangeproblems in
Optimierungsaufgaben

4.5.1 Diskretisierung des Querschnitts

Im folgenden Abschnitt werden die Berechnungsmodelle zur Querschnittsanalyse fur die
numerische Lésung mit Verfahren der mathematischen Optimierung aufbereitet. Dazu ist
zunachst eine Diskretisierung des Querschnittes erforderlich. Symmetrische Querschnitte
unter einachsiger Biegung mit Langskraft werden in Schichten bzw. Lamellen unterteilt.
Im Falle von unsymmetrischen Querschnitten und/oder zweiachsiger Beanspruchung ist

eine zweidimensionale Diskretisierung in ein Fasermodell erforderlich (Abb. 4.1).
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o000 — o000
Betonquerschnitt unter einachsiger Beanspruchung zweiachsiger Beanspruchung

Abb. 4.1: Diskretisierung in Schicht- oder Fasermodelle

4,52 Statische Formulierung

Nach der Zerlegung des Gesamtquerschnittes in n Fasern gehen die Integrale im Prinzip

vom Minimum des konjugierten Gesamtpotentials (4.9) in Summationen Uber:

n

ZAiF(Gx,i )+ Zgo,iAicx,i - 3x,m,oNx + Ky,OMy + KLOMZOSAU) = Min (4.21a)
i=1

i=1

Darin beschreibt AiF(ox;) den konjugierten Energieanteil der Faser i aus dem elastischen
Materialverhalten. Mit dem zweiten Term werden die spannungslosen Verformungsanteile
(Temperatur, Vorverformungen und Schwinden) der Fasern berlcksichtigt, wogegen der
dritte Term eingepragte Verformungen des Gesamtquerschnittes, z.B. aus aulierem
Zwang, erfaldt.

Die Nebenbedingungen mussen ebenfalls in eine diskretisierte Form Uberfuhrt werden.
Die SchnittgroRenanteile Ny;, My; und M,; der Fasern i = 1,n stehen mit den am Quer-

schnitt angreifenden au3eren Schnittgrofien Ny, M, und M, im Gleichgewicht.

n

No = D N, (4.21b")

i=1

My = (Nzi +M,;) (4.21¢)

Myo =3 (NLy; +M,,) (4.21d)
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Bei genlgend feiner Diskretisierung, die zur Erfassung von nichtlinearen Materialbezie-
hungen und Plastizierungen im allgemeinen notwendig ist, kbnnen die Momentenanteile
der einzelnen Fasern vernachlassigt werden. Damit vereinfachen sich die Gleichungen
(4.21b-d’) zu:

Nx,O = Nx,i = (Ati,i) (421b)
i=1 i=1

Mo =Y (Nz) = (Ao,z,) (4.21c)
i=1 i=1

Moo =Y (Ny) =Y (Aoys) (4.21d)
i1 i=1

Die Plastizitatsbedingungen werden fiur jede Faser i = 1,n formuliert:

GE)_) < Oy, < GE)J;) (4216)

Auch im elastischen Bereich kann jede diskrete Faser ein spezielles Materialverhalten

besitzen. Die einzelnen Anteile werden summarisch im ersten Glied der Zielfunktion zu-

sammengefalt.
Bezeichnung f(c) F(ci)
G... m
multiinear | Y E,, Oxi ,Z_;GX"“ F(o,)= i*‘LGii ,-?
o) <o ol EEa
0ij = Oxjij =00,
Ramberg- m K 2
| . -2, 0,002 .
0sgood- | £, = X +0,002.| 2 Fog)=D 4= i
o - 0,2 7 +2E  (m+1) 02" 5
Polynom ’
Polynom- L RIS
olynom Eani = ZTJGLJ F(o,)= z _ GJ):i1
ansatz i = (j+1)

Tab 4.1: Implementierung von Materialbeziehungen in die statische Formulierung
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Fir die statische Formulierung kénnen Materialbeziehungen der Form g, = f(c) verwendet
werden. Diese Funktionen missen im zu untersuchenden Bereich stetig differenzierbar
und integrierbar sein und, um die Extremaleigenschaften des Funktionals zu gewabhrlei-
sten, eine positive erste Ableitung besitzen. Brauchbare Materialbeziehungen sind im
Kapitel 2 naher erlautert. In Tab 4.1 sind exemplarisch die entsprechenden Anteile f(c)
und F(c) zusammengestellt.

Andere den o.g. Bedingungen genugende Materialbeziehungen kdnnen entsprechend
implementiert werden, indem die zu g, = f(c) gehorige Stammfunktion ermittelt und als

Anteil in der Zielfunktion berlicksichtigt wird.

4.5.3 Kinematische Formulierung

Das Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials (4.16) geht nach der Diskretisierung des

Querschnittes Uber in:

n n
S AF(Ee)+ Y A (05 1066 R, 6, +M,ok, +M,ic, % = Min (4.223)

i=1 i=1

Der erste Term enthalt die elastischen Anteile der Fasern, wogegen im zweiten Glied die
plastischen Verformungen Bertcksichtigung finden. Im dritten Term wird die dul3ere Be-

lastung auf den Querschnitt erfaldt.

Uber die diskretisierte Vertraglichkeitsbedingung

1 =1 g = Eym T 2K, + YK, (4.22b)

Calxi T

kénnen die elastischen Dehnungsanteile g «;, die plastischen Dehnungsanteile !(&)X,i und
die spannungslosen Dehnungsanteile g ; der Faser i durch die Dehnung der Bezugsach-

se gxm sowie die Querschnittskrimmungen «, und k, beschrieben werden.

Die Materialbeziehung fiir den elastischen Bereich mul} fir die Verwendung in der kine-
matischen Formulierung in der Form o = f(ge) vorliegen. Die weiteren Bedingungen sind
analog zur statischen Formulierung. Tab. 4.2 zeigt fur eine Auswahl von Beziehungen die

Implementierung in das Berechnungsmodell.
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Bezeichnung f(corx) F(gelxi)
cyxu_EJ(gelxu) ’Gx,i :ZGX,IJ m_E. *
multilinear =1 i) = 2 M (g (
“) +) €e X0, 2 eI XIJ
c50| <GXIj_GOIJ =, )
Fleexi) =
. O+ 19 — e e - 1 ¥
nach Dilger | 0y =01 =] —— 5= {160 (e )+ ———— (1 =, ) 7'(
, - ) + (a+1)-10
Polynom- 4 4 N
z (Selm eIX| z( ( eIX|)J1
ansatz =1 =

Tab 4.2: Implementierung von Materialbeziehungen in die kinematische Formulierung

4.5.4 Verallgemeinerte Grenzlast- und Bemessungsaufgabe

Die Uberfiihrung des generalisierten Lagrange-Problems bzw. der zugehérigen Grenz-
last- und Bemessungsaufgaben in mathematische Optimierungsaufgaben gelingt analog
zur statischen und kinematischen Formulierung. Fir das Grenzlastproblem (4.20) ergibt

sich demzufolge nach der Diskretisierung:

p> Max (4.23a)

P-Nyo =2 Ny =2 (Ajoy) (4.23b)
i=1 i=1

p-My, =Z(Nx,i2.) (Aic,iz)) Gleichgewichtsbedingungen (4.23c)
i=1 i=1

P-Myo =Y (Nuy)=D (Ao.y) (4.23d)

Eai + 17 =187 e, = £4m + 2K, + YK, Forménderungsbeziehung (4.23e)
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Oy =f(eani) bZW. g4, =f(oy;) Materialbeziehung im elastischen Bereich (4.23f)
ot ) <0, < og; " Plastizitatsbedingung (4.239)
19 >0 Nichtnegativitatsbedingung (4.23h)
(6, —oh) 119 =0 Komplementarititsbedingung (4.23i)
19 <1 Verformungsbegrenzung (4.23))

Analog dazu wird beim Bemessungsproblem verfahren, wobei hier verschiedene Formu-
lierungen der Zielfunktion und der zugehdrigen Nebenbedingungen mdglich sind. Bei-
spielhaft wird die diskretisierte Formulierung zur Ermittlung der minimalen Bewehrungs-

menge fur einen durch p Lastfalle beanspruchten Querschnitt gezeigt:

Ag; > min (4.24a)
s

o=
p m

N, =D (Aioy, )+ D (Agoy,) / =1u (4.24b)
k=1 =
p

IvlyO,/ Z i0 XI/Z)+Z(ASJ Oxj/ J /:1,H (4240)
k=1
P m

My, =D (Ao ¥i)+ D (Ao, Y)) s (4.24d)
k=1 =1

8eIX|/ +! (+) '(,_/) +80,x,i,/ :8x,m,/ +ZKy,/ +sz,/ i:1!k;1sm (4239)

iy = F(Eeixis ) bzw. &g, =f(o,;, ) (4.23f)

Go,i(i) SOy = Go,i(+) (4.239)

19 >0 (4.23h)
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(04 —o5)- 1P =0 (4.23i)
1 <1 (4.23])
As; =20 Nichtnegativitatsbedingung fir die Bewehrung (4.23k)

In der praktischen Anwendung hat sich wegen ihrer Universalitdt besonders die zuletzt
beschriebene gemischte Formulierung bewahrt, da hier mit geringfiigigen Modifikationen
der Extremal- bzw. Nebenbedingungen eine Vielzahl verschiedener Aufgaben (z.B. Be-
stimmung des Spannungs- und Verformungszustandes, Tragfahigkeitsermittlung, Dukti-
litadtsermittiung, Bemessung, Querschnittsoptimierung) behandelt werden kann.

Fur den Beton wurden in den Berechnungsalgorithmus vor allem Polynomansatze imple-
mentiert, mit denen durch entsprechende Anpassung der Koeffizienten beliebige Kennli-
nien approximiert werden kénnen. Aufgrund der einfachen Handhabung und ausreichen-
den Genauigkeit wurde der Stahl fir die Tragfahigkeitsermittiung und Bemessung mithilfe
einer bilinearen Arbeitslinie abgebildet. Zur Bestimmung mittlerer Querschnittverformun-
gen und Duktilitdtsberechnungen wurde die trilineare Spannungs-Dehnungslinie nach [1]
verwendet.

Im Kapitel 6 wird die Anwendung der Berechnungsmodelle fir die Querschnittsanalyse

anhand ausgewahlter numerischer Untersuchungen demonstriert.

4.6 Berechnungsmodelle zur Analyse inelastischer Aussteifungssysteme

Die im Kapitel 4 vorgestellten Berechnungsmodelle flr die Querschnittsanalyse kénnen
durch einige Modifikationen zur Untersuchung von inelastischen Aussteifungssystemen
vielgeschossiger Gebaude unter Wind- bzw. Erdbebenbeanspruchung verwendet werden.
Die aussteifenden Wande werden dabei als so schlank angenommen, dall sie als
Kragarme modelliert werden kdnnen, die Uber die Deckenscheiben gekoppelt sind. Flr
die einzelnen Wande qilt die Bernoulli - Hypothese vom Ebenbleiben der Querschnitte.

Die Deckenscheiben werden als dehnstarre Membranen betrachtet (Diafragmen).

Liegt der Schubmittelpunkt des Gesamtsystems nicht in der Wirkungslinie der Resultie-
renden der horizontalen Belastung, entsteht neben der Verschiebung auch eine Verdre-

hung der Deckenscheiben, welche in den Wandscheiben zusatzliche Biegemomente und
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Torsionsmomente erzeugt. Die Torsionsmomente haben jedoch nur bei geschlossenen
Kernen und bei dicht um den Schubmittelpunkt konzentrierten Scheibensystemen we-
sentlichen EinfluR auf die Lastabtragung. In dieser Arbeit werden die Eigentorsionsanteile
nicht berucksichtigt.

Durch diese Vereinfachungen (Vernachlassigung der Schubverformungen und Eigentor-
sionsmomente) ist bei elastischem Tragverhalten der Verteilungsschlissel fir die Auftei-
lung der Belastung in jedem GeschoR gleich, so das die Analyse des Gesamtsystems auf

die Berechnung eines Schnittes durch die Griindungsebene reduziert werden kann.

Fir die Windbeanspruchung wird ausschlief3lich linear elastisches Verhalten zugelassen.
Unter Erdbebeneinwirkung soll auch das plastische Widerstandsvermégen in Anspruch
genommen werden, wobei zur Sicherung eines duktilen Tragverhaltens mit hoher Ener-
giedissipation die Ausbildung plastischer Gelenke auf den Bereich des Wandfuldes be-
schrankt wird. Dadurch kann auch bei inelastischem Verhalten die Wirkung des Ausstei-

fungssystemes durch eine Betrachtung des FulRquerschnittes approximiert werden.

*Mo,z

M, 2 02

Abb. 4.2: Definition des Koordinatensystems und der Schnittkrafte

Die Berechnung der elastischen und elastisch - plastischen Tragwerksreaktion kann mit
Hilfe des Prinzips vom Minimum der konjugierten Formanderungsenergie erfolgen. Unter
der Voraussetzung, daf® die horizontalen Verschiebungen und Verdrehungen des in

Abb. 4.2 dargestellten Aussteifungssystems nur durch die Hauptbiegemomente M ; und

M,, der Einzelscheiben i = 1,n bestimmt werden, lautet die Extremalbedingung:
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-M? M
' 0'(3 Min (4.24a)

Zﬂ/l Ely

Hierbei sind | ; und | ; die Haupttragheitsmomente der Wand i.

Die Momente sind statisch zuldssig, wenn sie die Gleichgewichtsbedingungen

zi/l/,l '/ i +M0’| .OI%My,O .y_MZ,O ‘Z:O
Z‘i/l/,i -cosa; —M; sinoci%My,0 =0 (4.24b)

i/l c-sino; +M --COSOL-%M =0
Z /i i 0,i i z,0

und die Plastizitatsbedingungen

M/,i M0|

+ S
(&) (&)
I\/I/,i,j IVIO|J

(4.24c)

erfullen.
Der Vektor der auBeren Belastung wird an einem im Bezugskoordinatensystem lokali-
sierten Ersatzsystem (Kragarm) fur die Gesamtbelastung des Aussteifungssystems be-
rechnet.

Die Plastizitatsbedingungen mussen als linearisierte Interaktionsbedingung zwischen M ;
und M ; vorliegen. Die Grenzwerte M/‘ﬁ‘)] und Mgﬁﬂ. in dieser Beziehung sind abhangig von

den in den aussteifenden Wanden vorhandenen Langskraften, welche in der Regel als
konstant angenommen werden konnen. Damit sind die Momentengrenzwerte in einer
vorgeschalteten Berechnung bestimmbar. Fur variable Langskrafte konnen auch bezlg-

lich der Langskrafte (linearisierte) Interaktionsbedingungen bericksichtigt werden.

Soll fur einen vorgegebenen Richtungsvektor der Belastung [M,,, M.o] die plastische

Grenzlast p, bestimmt werden, lautet die Zielfunktion

p> Max, (4.25)
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wobei p als Multiplikator der Gleichgewichtsbedingungen (4.24b) zu verwenden ist.

Die plastische Grenzlast hat fir erdbeben- bzw. mehrfach wiederholt beanspruchte Bau-
werke nur eine untergeordnete Bedeutung, da Einwirkungsfolgen unterschiedlicher Bean-
spruchungskombinationen bereits unterhalb der plastischen Grenzlast zu wechselnden
plastischen Verformungen und damit zur Schadensakkumulation fiihren kénnen.

Eine progressive Zerstorung wird ausgeschlossen, wenn sich nach einer endlichen Folge
von Lastkombinationen ein stabiler RestschnittgroRenzustand einstellt. Die dazu maximal
madgliche Belastungsintensitat wird als adaptive Grenzlast oder Einspiellast bezeichnet.
Die Ableitung von Berechnungsmodellen zur Bestimmung der adaptiven Grenzlast auf
der Grundlage von Energiemethoden und deren Anwendung am Beispiel von Rahmen-
tragwerken wurde ausfihrlich in [55] und [67] gezeigt. Dabei wird von der grundlegenden
Annahme ausgegangen, daf} sich der elastisch — plastische Gesamtspannungszustand
eines Kaorpers in einen elastischen und in einen Restspannungszustand aufspalten laf3t.
Fir den Restspannungszustand kann das Prinzip der virtuellen Restspannungen formu-
liert werden, zu dem sich in der Anwendung auf Aussteifungssysteme folgendes Extre-

malprinzip angeben laft:

Von allen statisch zulédssigen Restschnittgré3en treten digjenigen ein, deren elastisches

Potential ein Minimum annimmt:

1 M7 M7 * ,
— Y +———+—"(> Min (4.263a)
25 4El; Elo,i§

Die RestschnittgroRen M,,; und M, ; bilden einen Eigenspannungszustand und missen

demzufolge die homogenen Gleichgewichtsbedingungen erfiillen:

Zi/lr,/,i /M, 'Oi%o
Zi/ln/ ,-cosa, —M,, sina; % 0 (4.26b)

Zi/lr,/,i ‘Sin (X,I +MI’,O,i 'COS(X,% 0
i

Die Plastizitatsbedingungen sind fur alle maflgebenden elastischen Momente [Mq o, ;;

Mei0,,i] aus der Gesamtheit der mdglichen Lastkombinationen aufzustellen:
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M., i +Mgpo,; N M, i + Mg, <
M(&) M(&) -

/3 0.i,]

(4.26¢)

Vorausgesetzt wird dabei, dall die Einwirkungsintensitat nicht groRer ist als der adaptive
Widerstand.

Die adaptive Grenzlast p, kann aus der folgenden Extremalaufgabe gewonnen werden:

p> Max (4.27a)

unter den Nebenbedingungen (4.26b) und

M., i +PMgp, i M oi +PMggo;
+ <1
Mggic)j M(&)

0,i,j

(4.27b)

Besteht die auere Einwirkung aus einem standigen und einem veranderlichen Anteil, so
sind die zugehorigen Schnittgroflenanteile gesondert zu betrachten:

IVIeI,O = IVIeI,g,O + pM (428)

el,q,0

Die Anwendung der vorgestellten Berechnungsmodelle fiir die Analyse von Aussteifungs-

systemen wird im Kapitel 6 im Anwendungsbeispiel 6 demonstriert.

4.7 Erweiterung des Querschnittmodells zur Analyse schlanker Einzeldruckglieder

Die Anwendungsmoglichkeiten der im Abschnitt 4.5 aufgestellten Berechnungsmodelle
kénnen von der Betrachtung des Einzelquerschnitts auf die Analyse von stabférmigen
Tragelementen ausgeweitet werden, indem eine Kopplung mehrerer Querschnitte zu ei-
nem raumlichen Berechnungsmodell durchgefiihrt wird. Nachfolgend wird dazu die kine-
matische Formulierung des Energieprinzips entsprechend Abschnitt 4.5.3 verwendet, um
eine gleichzeitige Erfassung physikalisch und geometrisch nichtlinearen Verhaltens zu
ermoglichen.

Bei den zu untersuchenden Einzeldruckgliedern entspricht die Stablangskraft der dulle-
ren Belastung in Stabrichtung. Daher kann fir die Berlcksichtigung der geometrischen

Nichtlinearitat analog zu [69] ein vereinfachter Energieausdruck verwendet werden.
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Fur einen durch verteilte Querlasten q,o; und q,,0; sowie durch Einzellasten Py, Py, und
P.o am Stabende beanspruchten Stab mit m Diskretisierungspunkten im Abstand von 1x

in Stablangsrichtung sowie n Fasern je Querschnitt lautet die Zielfunktion des Optimie-

rungsproblems:

m 7n 0 4
Zg (A - By +! tPotn o6, (qy,o,jWy,J+qz,o,JWz,J)%1Xj

=1 i=1

(4.29a)

~® v, +P bW, +P, oW, %PXO Zw'zlx = Min
11

In den Vertraglichkeitsbedingungen (4.22b) werden die Dehnungen und Krimmungen

durch die Differenzenquotienten der Stabverschiebungen v,, w, und w, ersetzt:

(+) (-) _
€aij T 10 — i TEoij =

1 Y, (4.29b)

Z;;
(Vj—1 _Vj+1)+1_2(wy,1 2W +Wyj+1) F(W _2Wz,j +Wz,j+1)

z,j-1
Die Stabverdrehung w’; wird ebenfalls durch einen Differenzenausdruck beschrieben:

wi = —X(wj_1 - W) (4.29¢c)
Die plastischen Formanderungen muissen der Nichtnegativitatsbedingungen genigen:

19 >0 (4.29d)
Am Stabrand sind die geometrischen Randbedingungen zu erfillen:

Vy—V,0=0

X

w,-w,,=0

w, —w,,=0 (4.29¢)
W), —wZO =0
w’y y,O =0

Ein Anwendungsbeispiel wird im Kapitel 6 vorgestellt.
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5 Berechnungsmodelle zur Analyse von Stabtragwerken

5.1 Inhalt und Annahmen

Im Abschnitt 5 werden mathematische Modelle zur geometrisch und physikalisch nichtli-
nearen Berechnung ebener Stabtragwerke auf der Grundlage der im Kapitel 3 fur das
Kontinuum dargestellten Extremalprinzipe entwickelt. Dazu werden die folgenden An-

nahmen getroffen:

# Die Belastung erfolgt statisch.

# Die Geometrieanderungen infolge der Beanspruchung sind grof3, so daB ihr Einfluf®
auf die Gleichgewichts- und Formanderungsbeziehungen nicht vernachlassigt werden
kann.

# Die FlieRfunktion wird im Raum der Schnittkrafte formuliert und kann abschnittweise
linearisiert werden.

# Plastische Verformungen treten konzentriert in diskreten Punkten auf (erweiterte
Flieigelenktheorie).

# Das Material ist homogen und isotrop und verhalt sich linear elastisch - ideal plastisch.

# Schubverformungs- bzw. Querkrafteinflisse auf die Formanderungsarbeit werden ver-
nachlassigt.

# Langzeiteinflisse werden nicht berlcksichtigt.

5.2 Grundbeziehungen und Strukturmodell

5.2.1 Formanderungsbeziehungen

Unter der Annahme, dald die Querschnitte auch nach der Verformung eben und senk-
recht zur verformten Stabachse bleiben (Bernoulli-Hypothesen), kann fiir das ebene Pro-
blem die Dehnung &.(z) einer beliebigen Querschnittsfaser im Abstand z zur Stabachse

durch den Vektor der generalisierten Stabverformungen

<y
E=4
9Ky

~—~ %
—~
(@)
RN
N

mit Hilfe der Beziehung
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ex(2) =g, +2x, (5.2)

dargestellt werden. Darin sind g, die Langsdehnung und «, die Kruimmung der Stabachse.

&x

ex(2)

Abb. 5.1: Definition der Querschnittsdehnungen

Die genauen Beziehungen zwischen den Langsdehnungen und Krimmungen und den

Verschiebungsableitungen lassen sich nach [57] wie folgt angeben:

g, =y(1+V)2 +w'? -1 (5.3a)

-y vy e
+V + W

Wird weiterhin vorausgesetzt, dall nur kleine Langenanderungen v’ und mittlere Stabver-
drehungen 8 auftreten, gelingt mit einer Reihenentwicklung der Wurzel in (5.3a) und

durch Vernachlassigung der Glieder héher als 2. Ordnung der Ubergang zu den Forman-

derungsbeziehungen der Theorie moderater Drehungen:

1
+—=W 5.4a
> (5.4a)

K, =W (5.4b)

oder, mit (5.2)

gx(z)zv’+%w'2 —zw” (5.5)
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5.2.2 Konstitutive Beziehungen und Flie3gesetz

Zur Behandlung von Stabtragwerken ist es zweckmalig, analog zur Generalisierung der
Verformungen von den tber den Querschnitt verteilten Spannungen o, zu resultierenden,

auf die Stabachse bezogenen Schnittkraften

N=
s = j_Mg (5.6)

Uberzugehen. Die Integration Uber die Querschnittflache ergibt:

j j o, dydz =N (5.7a)
A

IIZGXdydz =M (5.7b)
A

Die Materialbeziehung wird im Raum der Schnittkrafte formuliert. Es wird linear elasti-
sches - ideal plastisches Verhalten angenommen. Damit lauten die konstitutiven Glei-

chungen fir den elastischen Bereich:

N =EAe,, =EA(v) +%w§j) (5.8a)

M =Elk, , = -EIW/,. (5.8b)

yel =

Die Grenze des elastischen Bereiches ist durch eine konvexe Flielbedingung definiert,
die ebenfalls im Raum der Schnittkrafte formuliert wird (Abb. 5.2). Naherungsweise kann
diese nichtlineare Fliel3funktion durch m lineare Gleichungen abgebildet werden. Diese

werden durch den Normalenvektor

H
Hj:m

b

Lk

M (5.9)
M,j)

und ihren Abstand sy; zum N-M-Koordinatensystem beschrieben:

HjS - §p, < 0 (510)
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=2

=3

Abb. 5.2: Linearisierte FlieRfunktion im Raum der Schnittkrafte M und N

Erfillen die Schnittkrafte s die FlieBbedingung (5.10) als Gleichung, so treten bei Bela-
stungssteigerung konzentrierte plastische Verformungen g, und «p auf. Diese konnen

Uber die assoziierte Flieliregel aus der Ableitung des plastischen Potentials

nach den Schnittkraften bestimmt werden:

Darin ist ! als zur FlieXflache j gehoriger plastischer Multiplikator definiert.

eplj = Hi!

Hw,j

Abb. 5.3: Definition der plastischen Verformungen
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5.2.3 Gesamtverformungen des Stabes

Die Gesamtdehnungen des Stabes setzen sich additiv aus stetig verteilten elastischen
Dehnungsanteilen und einer endlichen Anzahl t diskreter plastischer Dehnungsanteile

Zusammen.

_gx,el * _Sx,pl
E=€gtey =14 (++_  ( (5.13)
Kyel) Kyl

Die diskreten plastischen Dehnungsanteile sind dabei singular, jedoch existiert fir eine

plastische Verformung an der Stelle xo, mit der Umgebung o folgender Grenzibergang

furoa > O:

. _gx,pla* _VpI(XO)*
I|m+ = 4 (
@3 O’Ky,pla) s 8 pI(XO ))

(5.14)
Damit sind die Funktionen der Gesamtdehnung Uber die Stablange integrierbar, so dal}
fur die Stabverformungen v und 8 Sprungfunktionen mit t Springen und stetigem Verlauf

zwischen den Spriingen entstehen.

t

Huie! ¢ + Vo (5.15a)

[
-

M

X t X
v(x) = J‘V&dXJfZVpu +Vy = J‘vgldx+
0

r=1 0 r=1

X

8(x) = ](-KeldX-i-igp” +8, =J.1<e|dx+zt:
0

0 r=1 r=1

NgE!

Hujt! e + 80 (5.15b)

1l
N

Kinematisch kann die lineare Kopplung der plastischen Verformungen durch ein exzentri-
sches FlieRgelenk dargestellt werden, dessen senkrechter Abstand a zur Stabachse vom

Normalenvektor H; der erflllten FlieRbedingung j wie folgt abhangig ist [25]:

a e _ NG (5.16)
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Abb. 5.4: Exzentrisches Flie3gelenk

5.2.4 Gleichgewicht und statische Randbedingungen

Fir die Theorie moderater Drehungen kann die Gleichgewichtsbeziehung in der folgen-

den Form angegeben werden:
"+ (Nw') +0, =0 (5.17)

Die zugehorigen statischen Randbedingungen lauten:

Nx = Qx,o
M +Nw' = Q,, (5.18)

5.3 Statische Formulierung

Unter den in 5.1 genannten Voraussetzungen kann das Prinzip von Castigliano (3.12) fur

die Behandlung von ebenen Stabtragwerken wie folgt dargestellt werden:

jgxscx dV — o8N+ wo3(M' +Nw') + 8,5M% =0 (5.19)
\

Mit Einfuhrung resultierender Schnittgréfen (5.6) ergibt sich daraus unter Verwendung
der Gleichungen (5.2) und (5.7):
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j(gXSN + 10, SM)dxX — J 63N + W, 3(M + Nw') + 8 ,5M% =0 (5.20)
|

Nach additiver Zerlegung der Dehnungen (5.13) und Einfihrung der Beziehungen (5.4)

und (5.14) fur die elastischen bzw. plastischen Dehnungsanteile entsteht aus (5.20):

t
j[(ve, + ; w2)SN-w" 6dex + Z:Q/pl(xr )3, + 8 5y (X, )3M, :
I r=1

=0

(5.21)

— V0N + W (M +Nw') + SOSM%(S =0

Der zweite Term entspricht formal der Arbeit der virtuellen Schnittkrafte auf den plasti-
schen Verformungen. Bedingung fir das Auftreten plastischer Verformungen ist die Er-
fullung der Plastizitdtsbedingung (5.10) als Gleichung. Dies gilt sowohl fur die Schnitt-
krafte als auch fir ihre Variation. Berlcksichtigt man, daf® mit der Annahme assoziierten
Flielens der Vektor der plastischen Deformationen normal zur Plastizitatshyperflache und
damit auch zur Richtung der SchnittgroRenvariation gerichtet ist, leisten die virtuellen
Schnittkrafte im plastischen Zustand keine Arbeit. Somit ergibt sich die Variationsglei-

chung nach Einsetzen der konstitutiven Beziehungen (5.8):

J(%SN+—8MJd ~ o8N+ WM +Nw') +8,5M% =0 (5.22)

Das zugehdrige Extremalprinzip, das Prinzip von Minimum des konjugierten Gesamtpo-

tential, lautet dann:

%j@_/ﬁﬁ 3N+ wo (M +Nw)+8,M% > Min (5.23a)
|

unter den Nebenbedingungen

M” + (wa')' +Q,0 =0 eV Gleichgewichtsbedingung (5.23b)
Nx = Qx,O
M +Nw'=Q,, € S; statische Randbedingungen (5.23c)

M=M,
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Hjs - s0;<0 eV Plastizitatsbedingung (5.23d)

Die Verformung w' kann als Variable aus der Gleichgewichtsbedingung nicht eliminiert
werden. Dadurch ist mit dieser Formulierung nur eine iterative Bestimmung der Schnitt-
krafte und Formanderungen ebener Stabtragwerke nach der Theorie Il. Ordnung mdglich.
Diese Vorgehensweise wurde z.B. in [60] gewanhlt.

In der Fachliteratur existieren auch andere statische Formulierungen fir geometrisch
nichtlineare Problemstellungen, jedoch kénnen die kinematischen Variablen nie vollstan-
dig eliminiert werden [69].

Verbleiben kinematische Anteile im Extremalprinzip, gehen unter bestimmten Bedingun-
gen (z.B. fir N<O0) die Extremaleigenschaften des Funktionals verloren, so dal} eine all-
gemeingultige Behandlung mit mathematischen Optimierungsalgorithmen nicht mdglich
ist (Stationarproblem). Bleiben Formanderungsgréfen in den Nebenbedingungen erhal-
ten, fihrt das auf die oben erwahnte iterative Vorgehensweise.

Daher ist eine kinematische Beschreibung des Problems flir geometrisch nichtlineares

Tragverhalten besser geeignet. Diese wird im folgenden Abschnitt entwickelt.

54 Kinematische Formulierung

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die im Abschnitt 3.3 angegebene Variationsglei-
chung des Prinzips von Lagrange (3.28), welche flir den Sonderfall ebener stabférmiger
Bauteile unter Berlcksichtigung der in 5.1 getroffenen Annahmen in die folgende Form

uberfuhrt werden kann:

0
8 = [[[oude, AV — [(qy08v +q ow)dx - B, (8v -+ Qo0 +M, 58 éo _0 (5.24)
\% I

Der erste Term erfaldt dabei die virtuelle Arbeit der inneren Spannungen, wogegen im
folgenden Ausdruck die virtuelle Arbeit der aulderen, Gber den Stab verteilten Belastung,
und im letzten Anteil die virtuelle Arbeit der vorgegebenen Stabrandkrafte beriicksichtigt
werden.

Die additive Zerlegbarkeit der Dehnungsanteile gemaf Gleichung (5.13) gilt auch fur de-

ren Variation, so daf mit

de = degl + Oy (5.25)
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der Arbeitsanteil der inneren Spannungen wie folgt geschrieben werden kann:

” G, 8¢, dV =I”cxﬁsx’el dV+” G438, AV (5.26)
\% \% \%

Im elastischen Anteil kann die Variation der elastischen Dehnungen durch die Variation

der Formanderungsbeziehung der Theorie moderater Drehungen (5.5) ersetzt werden:

[[[oudexa AV = [[[o(dve +wiydwy —2zwy) dv (5.27)
\% \%

Die plastischen Verformungen sind voraussetzungsgemal in t diskreten Punkten kon-
zentriert. Damit gilt nach dem in Gleichung (5.14) beschriebenen Grenzibergang fir den

plastischen Anteil:

[[[oudexm AV =Zt: [0 (8vy +258,) (5.28)

v r=1"A

Durch die Integration am Querschnitt nach (5.7) in den Gleichungen (5.27) und (5.28)

ergibt sich fur die innere virtuelle Arbeit:
t
” 0,86, dV = j9\l (SvL, +WLdw,, ) — Mﬁwgltdx+29\l8vp, +M38,,. (5.29)
\% | r=1

Unter Bertcksichtigung des assoziierten Fliel3gesetzes flr die Variation der plastischen

Verformungen

entsteht aus (5.29):

[[Joudex dV = [Ny, +widwl,)-Mawy, dx+izm:$|HN‘j‘r +MHy,, '8! ,, (5.31)
\% |

r=1 j=1
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Eine Variation der plastischen Formanderungen ist nur unter der Voraussetzung zulassig,

dafd die SchnittgroRen eine der Plastizitadtsbedingungen (5.10) als Gleichung erfillen:

Damit wird aus (5.31)

[[Joudex dv = [Ny, +widwl,)-Mawy, x+zt:is0,j‘r5! . (5.33)
\% |

r=1 j=1

Nach Einsetzen der konstitutiven Beziehungen fir die SchnittgroRen N und M (5.8) in

den elastischen Anteil ergibt sich die vollstandige Variationsgleichung

t m
IgEA (v +— w 2)SvL, +widwl, )+ Elw?dw’, 3dX+ZZSOJr6' i
|9 r=1 =1 , (5.34)
- I(qx,oé}v +Q,00W)dx — EQX’OSV +Q, 0w + My,08804f) =0
|
welche als Eulersche Differentialgleichung des Funktionals
EA ! Ay ewdas S S0s,
I 2v Wz 8 )+ W, +;;Sw'j'r
! (5.35a)

_ J’(quov +Q ow)dx — ilxyov +Q oW + MYYOSOSA? — Min
|

aufgefaldt werden kann.
Fir dieses Extremalprinzip, das Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials fur geome-
trisch und physikalisch nichtlineares Tragverhalten, bleiben die Extremaleigenschaften flr

positive wie negative Langskrafte erhalten. Es gilt unter den Nebenbedingungen:

V-V, =0 =
Iw -W, = OE geometrische Randbedingungen (5.35b)
:"8 - 80 = 0 geS

! >0 Nichtnegativitatsbedingung (5.35¢)
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t m
widx+ > > Hyi! i + 8 Vertraglichkeitbedingungen (5.35d)

Die restriktionsbehafteten Extremalprinzipe (5.23) bzw. (5.35) kénnen Uber die Bildung
des Lagrange-Funktionals in nebenbedingungsfreie Stationarprinzipe Uberfihrt werden.
Deren Variation bezuglich der primalen und dualen Variablen fuhrt zu den Euler-
Lagrange-Gleichungen des Gesamtproblems, welche analog zu Abschnitt 2 bzw. 3 als
Nebenbedingungen fir Grenzlast- und Bemessungsprobleme verwendet werden koénnen.
Dieses Verfahren wurde u.a. in [36] erlautert, ist jedoch nicht Gegenstand der vorliegen-
den Arbeit.

5.5 Uberfiihrung des Prinzips vom Minimum des Gesamtpotentials in eine

Optimierungsaufgabe

Im folgenden wird das in Abschnitt 5.4 abgeleitete Prinzip vom Minimum des Gesamtpo-
tentials fir die Lésung mit mathematischen Optimierungsverfahren aufbereitet. Dazu ist
zunachst die Diskretisierung der elastisch — plastischen Struktur in n finite Stabelemente
erforderlich. Es wird vorausgesetzt, dal} sich die Stabelemente linear elastisch verhalten
und plastische Verformungen nur an den Stabenden, d.h. den Verbindungspunkten mit
den y Stabwerksknoten, auftreten kénnen. Das Stabwerk wird ausschlief3lich durch in die
Knotenpunkte eingeleitete Einzellasten beansprucht.

Die Verformungen des Stabes i werden damit konform durch den Vektor der elastischen
Stabrandverschiebungen

T _ =a a a b b b 0
Ueli = Vs Weis8eiis Veris Weyis el 7 (5.36)

ausgedrickt, wenn fir die Funktion der Langsverschiebung v ein linearer Ansatz und fir

die Funktion der Durchbiegung w ein kubischer Ansatz gewahlt wird:
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Vg(X)=cC, +CyX 5 37
_ 2 3 (5.37)
W (X)=Cg +C4X+C5X" +CgX

Die notwendigen Schritte flr die Darstellung der Integrale in (5.35a) mithilfe des Vektors
(5.36) ist fur obigen Ansatz ausfiihrlich in der klassischen Literatur zur FEM, z.B. in [61],
dargestellt. Fir den Stab i kdnnen danach die elastischen, geometrisch linearen Energie-

anteile in (5.35a) wiefolgt angegeben werden:
71 2 1 wd 1 1
ngEAve, # S EW o= Jug K (5.38)

eli' NiYeli
|

Darin ist K; die lineare Steifigkeitsmatrix des Stabes i bezogen auf dessen lokale Koordi-

naten:
—£A. i . *
+— 0 0 ! _EA 0 0 (
+ LI I‘i (
+ 12El,  6El, ! 12El,  6El (
+ 0o - (
i B L2 B L2
+ (
N 4El, 0 _6E2Ii 2E|, (
+ R .
K, =4~ Lo i L ng (5.39)
+ AL o ¢
+ L, (
+ (
+ 12El, 6El, (
+ I I
+ 4El|, %
+ (
, Li )
Die geometrisch nichtlinearen Anteile ergeben sich zu
7 1, - 1 .4 1 EA,
'!‘gEA(EVeIWe? + gWe? )%dx = EueTzl,ikmiull,qu),iuel,i + 8_LiU;,iK¢,iue|,iul|,iK¢,iUe|,i ; (5.40)
wobei der Vektor kq; der ersten Spalte der linearen Steifigkeitsmatrix entspricht:
- EA EA. *
kii=4———,0,0,—-,0,0 5.41
1, + L L ( ( )

i i )

b
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Mit

_ i *
L0 0 0:i0 0 0
+ ! (
: 12 | 12 (
- 01 : O - 01

+ L | L g
+ !

- % 0 -of —3':—6(

Ky = j: E (5.42)

N 0O 0 0
+ (
: sym. ? 12 —0,1E
+ : L (
+ AL, (
+ 30

wird die geometrische Steifigkeitsmatrix bezeichnet.

Plastische Verformungen treten definitionsgemafl nur an den Stabenden auf, so dal} fur

den dissipativen Energieanteil des Stabes i in (5.35a) gilt:

t m
b b
2.2 S0y e =85;! T +5p! (5.43)
r=1 j=1
Der Vektor
- 0
$0; = 501 11 SQir 11 SQjt / (5.44)

beinhaltet die Abstande aller t Fliel3¢flachen des Stabrandes a zum Koordinatenursprung
und der Vektor

2 =12 e e (5.45)

fal’t deren zugehorige plastische Multiplikatoren zusammen. Entsprechendes gilt fur
Stabrand b.

Die n Stabelemente sind an y Knoten miteinander verbunden, deren Verschiebung durch
den Vektor
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T TR T T (5.46)
mit
ul =3, w,, 0, % (5.47)

definiert ist. Mit der Beschrankung auf in die Stabwerksknoten eingeleitete Einzellasten

fo = Fo1 sy fo s ees foy 7 (5.48)
mit
1 = o, Vo, Mok %0 (5.49)
ergibt sich die Energie der dulderen Krafte zu:
y
- I(qx,oV +Q,oW)dX — EQX’OV + QoW + My,OSOSAf) = > foruy =—fu (5.50)
| k=1

In Zusammenfassung der Beziehungen (5.36) bis (5.50) erhalt man das Prinzip vom Mi-

nimum des Gesamtpotentials fur die diskretisierte Struktur:

- —1 1 EA, *
ST +§U;,iKiUel,i +EUZ|,ik1,iUZ|,iK¢,iUel,i +KuZI,in),iuel,iu-le-l,qu),iueI,i +85;! % JrSt6,i!li3(
S ! ) (5.51)
= foxUy = Min
k=1
Die geometrischen Randbedingungen gehen durch die Diskretisierung Gber in
u-u, =0 €S, (5.52)

UO = '_u0,1 y nery Uo’k y neey UO li (5.53)
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mit
0
u-(l)—,k = 3’0,k1W0,k’¢0,k /o (5.54)

der Vektor der vorgegebenen Knotenverschiebungen ist.

Die diskretisierten Nichtnegativitatsbedingungen lauten
>0
' (5.55)
0

Die Vertraglichkeitsbedingung koppelt die Knotenverschiebungen mit den elastischen und

plastischen Stabrandverschiebungen der Stabenden a bzw. b:

ireir o ireir

t
Tz, T Vo uy, + Y B2, HoS Y0 (5.56)
r=1

Da die Stabrandverschiebungen in lokalen, die Knotenverschiebungen jedoch in globalen
Koordinaten beschrieben sind, ist eine entsprechende Koordinatentransformation not-

wendig. Die Transformationsmatrix T; lautet mit dem Stabdrehwinkel o; gemaf [65]:

— cosa; sina; 0=
T - "_sina, cosa, O (5.57)
i T4 i i (

+ 0 0 15

Die plastischen Stabrandverschiebungen ergeben sich in Analogie zu Gleichung (5.12)

aus der Multiplikation des FlieRparameters ! mit dem Richtungsvektor H der entspre-

chenden Fliel3funktion. Der Richtungsvektor ist am Stabrand a definiert als:
T 0
Hie,lr = E'Ia,i,r ’ 0 ’ Hi\all,i,r A) (558)

Entsprechendes gilt fir den Stabrand b.

Das vollstandige Berechnungsmodell fir die diskretisierte Struktur beinhaltet demzufolge
die Zielfunktion (5.51) unter den Nebenbedingungen (5.52), (5.55) und 5.56).
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6 Ausgewahlte numerische Untersuchungen

Im vorliegenden Kapitel werden typische Anwendungsmaglichkeiten der in den Abschnit-
ten 4 und 5 abgeleiteten Berechnungsmodelle anhand ausgewahlter Berechnungsbei-
spiele demonstriert.

Die Anwendungsbeispiele 1-5 beinhalten die Spannungs- und Verformungsanalyse sowie
Untersuchungen zur Tragfahigkeit und Bemessung von Stahlbeton- und Verbundquer-
schnitten. Im Anwendungsbeispiel 6 wird die Berechnung eines Aussteifungssystems ge-
zeigt, wobei das elastische Verhalten unter Windbeanspruchung und das adaptive Trag-
verhalten unter Erdbebenbeanspruchung analysiert wird.

Das Anwendungsbeispiel 7 zeigt die Kopplung mehrerer Querschnittmodelle zu einem
Stabmodell mithilfe des Differenzenverfahrens. Uber die Nachrechnung von Stiitzenver-
suchen wird die geometrisch und physikalisch nichtlineare Analyse schlanker Einzel-
druckglieder vorgestellt.

Im letzten Anwendungsbeispiel erfolgt die geometrisch und physikalisch nichtlineare Be-
rechnung eines Stahlbetonstockwerkrahmens als Stabmodell. Dabei werden verschiede-
ne eingrenzende Annahmen zu den Steifigkeiten untersucht und die Berechnungsergeb-

nisse verglichen und bewertet.

6.1 Anwendung 1: Analyse eines Spannbetonquerschnittes

Far einen vorgespannten, durch Biegemomente M, und M, belasteten Recheckquerschnitt
sollen fir verschiedene Beanspruchungsintensitdten Spannungsanalysen durchgefihrt
werden. Der in Abb. 6.1 dargestellte Querschnitt ist mit zwei Spanngliedern exzentrisch
vorgespannt. Die Vorspannkraft P, betragt insgesamt 1650 kN. Das Verhaltnis der Bie-

gemomente M,/M, betragt fur alle Beanspruchungsintensitaten 10/1.

Als Materialbeziehung des Betons wird die Spannungs-Dehnungslinie flr die Schnittgro-
Renermittlung entsprechend E-DIN 1045-1 [1] angenommen. Sie wird fur die Berechnung

durch einen Polynomansatz 4. Ordnung approximiert.
G = _fcRZ\Pigic (61)

Die Polynomkoeffizienten lauten:
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Y, = -1,340686
Y, =-0,704263

(6.2)
Y, =-0,176019
¥, =-0,017915

Abb. 6.2 zeigt die Materialbeziehung nach [1] und das entsprechende Naherungspolynom

nach Gl. (6.2).

3.

LT

50

»

110

[cm]

Baustoffe:

Beton:

C 35/45
fer = 2,529 kKN/cm?

schlaffe Bewehrung:

S 500
fyr = 55 kN/cm?
As=4<3,14 cm?

Spannbewehrung:

St 1550/1800
foo.1r = 155 kN/cm?
Ap= 2 < 12,32 cm?

Abb. 6.1 Spannbetonquerschnitt

Betonspannung o [kN/cm?]

-3
25 .

-2
-1,5

// —E-DIN 1045-1

-1 / - - - Polynom
-0,5

0

0 -0,5 -1 15 -2 2,5 -3 35 -4

Betondehnung & [%o]

Abb. 6.2: Materialbeziehung des Betons
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Fir den Stahl wird linear elastisches Verhalten bis zum Auftreten der rechnerischen
FlieRspannung f,r bzw. fyo1r @angenommen. Danach folgt ideal plastisches Verhalten bis

zum Erreichen der Grenzdehnung von 20 %eo.

20 20
10|10
il
- ° °
50 | 44
22 y
'
%5 22
50 | 49 — 44
R ° : ° ~
20 |20 o]
Y2

Abb. 6.3: Diskretisierung des Querschnitts

Fir die Berechnung wird der Betonquerschnitt in 25 Fasern diskretisiert. Die beiden
Spannglieder und die vier schlaffen Bewehrungsstahle werden jeweils durch eine Faser
abgebildet. Die Diskretisierung und die zu den Fasern gehorigen Hebelarme sind in
Abb. 6.3 dargestellt.

Die zum Lastvektor [N, M, ,M,] = [0, 10, 1] durchgefuhrte Grenzlastanalyse nach Gl. (4.23)
ergab ein aufnehmbares Moment My, = 3017 kNm. Das Grenzlastkriterium ist das Auf-
treten der maximal zulassigen Betonstauchung von 3,5 %o in der linken oberen Ecke des
Querschnittes.

Fur drei Belastungsintensitaten (M, = 500 kNm, 1000 kNm und 2000 kNm) unterhalb der
Grenzbelastungsintensitat wurden die Betonspannungen nach Gl. (4.23) mit p = 1,0 be-
rechnet. Sie sind in Abb. 6.4 dargestellt. Unter der Belastungsintensitat von M, = 500 kNm
Uberwiegt das Moment aus der Vorspannung P,, so dal} die gréfdte Druckspannungsam-
plitude am unteren Rand auftritt. Die Nullinie liegt aulRerhalb des Querschnittes, damit ist
der Betonquerschnitt vollstandig unter Druckbeanspruchung. Die Betonspannungsvertei-
lung ist nahezu linear.

Bei steigender Belastungsintensitat wandert die Nullinie in den Querschnitt hinein und die
Betonspannungsverteilung wird zunehmend nichtlinear. Kurz vor Erreichen der Grenzbe-

lastungsintensitat fallt die Betonspannung in der am starksten gedriickten Ecke wieder ab.
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Mit Erreichen der Grenzdehnung des Betons ergibt sich die maximale Betondruckzonen-
auslastung. Im rechnerischen Versagenszustand flielst die schlaffe Bewehrung. Die
Spannbewehrung befindet sich gerade noch im elastischen Bereich.

Wird die Vorspannkraft reduziert, ergeben sich fir den Querschnitt unter dem vorgegebe-
nen Belastungsverhaltnis geringere Beanspruchbarkeiten, da die Vorspannung flr die
Betondruckzone entlastend wirkt. Fur P, = 0 kKN erhalt man zum Beispiel ein Bruchmo-
ment von M, , = 2580 kNm.

—— Nullinien -100 - Grenzlast
My, = 3017 kNm
-80 1
60 | 4
o ®|/
-40 - /
7/
M, = 2000 kNm y
-20 s \~\
7 .
40 120 7 20[ » 40 60 80 100
/ /. A -
7 /] \ o
i /
| S \
| 7 o \
| . \
¢ [
40
/4
® /
/60
7/
7/
M, = 1000 kNm 7 M, = 500 kNm

Abb 6.4: Lage der Nullinie und Betonspannungsverteilungen unter verschiedenen

Belastungsintensitaten

6.2  Anwendung 2: Optimale Bemessung von Stahlbetonquerschnitten fir

mehrere Lastfalle

Der in Abb. 6.5 dargestellte Stahlbetonquerschnitt soll fir mehrere Lastkombinationen
[N,M] bemessen werden.

Die Ubliche Praxis fur diese Problemstellung besteht in der getrennten Bemessung fur
jeden Lastfall. Anschliefend wird der Querschnitt mit max (As1,As2) bewehrt. Bei wech-
selndem Moment bietet sich alternativ die Bemessung fur symmetrische Bewehrung an,
bei der sich unter Umstanden eine geringere Gesamtbewehrung ergibt.

Wird jedoch die Bemessung fur alle Lastfalle gemeinsam durchgefiihrt, kdnnen sich be-
trachtliche Bewehrungseinsparungen ergeben. Dies soll im folgenden Beispiel verdeutlicht

werden.
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Zunachst erfolgt die konventionelle Bemessung flir jeden Lastfall getrennt. Dabei ist die
Lage der Zug- und eventuell erforderlichen Druckbewehrung aus konstruktiven Forderun-
gen vorgegeben. Gleiches gilt fir die auRere Geometrie des Betonquerschnittes sowie flr
die Festigkeitsklassen des Betons und des Stahls. Die Eingangsgrofien fur die Bemes-

sungsaufgabe sind in Abb. 6.5 dargestellt.

Baustoffe:

Beton: Stahl:
As2 S C 40/50 S 500

40 foq = 2,267 kN/cm? f o = 43,48 kN/cm?

As1 5 .

Lastfalle:

LF1: N;{=-600kN  Ms =220 kNm
30

LF2: Np=-600kN My =-160 kNm

[cm] LF3: Ns=0kN Ms = -80 kNm

Abb. 6.5 Stahlbetonquerschnitt unter verschiedenen Beanspruchungskombinationen

Zur Bemessung wird fur den Stahl eine linear elastisch — ideal plastische Arbeitslinie ge-
wahlt. Die Grenzdehnung wird mit 20 %, angenommen.

Fir den Beton soll das Parabel-Rechteck-Diagramm gelten, welches durch ein Polynom
4. Ordnung angenahert wird. Da der Funktionsverlauf nach [1] fur die Betonfestigkeiten C
12/15 bis C 50/60 bis auf den Skalierungsfaktor f.4 identisch ist, gelten einheitlich die fol-
genden Polynomkoeffizienten:

¥, = —1024323
¥, = -0,272046

(6.3)
¥, =0,012152

¥, =0,0085473

In Abb. 6.6 sind das Parabel — Rechteck — Diagramm und das entsprechende Nahe-

rungspolynom abgebildet.



82 Ausgewahlte numerische Untersuchungen

bezogene Betonspannung o /fq

-0,8 /
-0,6 /
/ — Parabel - Rechteck

0.4 / - - - Polynom
-0,2

0 0,5 -1 1,5 2 2,5 3 3,5 -4
Betondehnung & [%o]

Abb. 6.6 Parabel-Rechteck-Diagramm und Naherungspolynom

Far die Berechnung wird der Betonquerschnitt in 30 Schichten unterteilt. Die Stahllagen
werden jeweils durch eine Schicht mit vorab unbekannter Querschnittsflache reprasen-

tiert. Die Diskretisierung und die SchnittgroRendefinition zeigt Abb. 6.7.

Z:30

Abb. 6.7 Diskretisierung und SchnittgréRen des Querschnitts

Aus der Bemessung flr jeden Lastfall ergeben sich die in Tab. 6.1 dargestellten Beweh-
rungsmengen.
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LF 1 LF 2 LF 3
Agq Ao As A, As Aso
min Ag 13,64 0 0 6,49 0 5,95
symm. A 9,82 9,82 5,19 5,19 5,54 5,54

Tab. 6.1 erforderliche Bewehrungsmengen fur LF 1 bis LF 3 in [cm?]

Die minimal moégliche Bewehrungsmenge aus der Superposition der Bewehrung aus allen
drei Lastfallen ergibt mit

As1 = 13,64 cm? und As> = 5,54 cm?
eine erforderliche Gesamtbewehrung von Agges = 19,18 cm?.
Wird die Bemessung fur alle drei Lastfalle in einer gemeinsamen Berechnung nach
Gl. (4.24) durchgeflhrt, erhalt man

As1 =10,75 cm? und A, = 5,53 cm?,
bzw. Asges = 16,28 cm?.
Gegentber der oben ermittelten Gesamtbewehrung ergibt sich dabei eine Einsparung von
ca. 15%.
Wird der Querschnitt mit dieser Bewehrungsmenge ausgefuhrt, so flieRen unter den Be-

messungsschnittgrofien bei LF 1 sowohl die untere als auch die obere Bewehrung. Bei

Lastfall 2 und 3 fliefl3t jeweils nur die obere Bewehrung.

Um den EinfluR® der Diskretisierung auf die Berechnungsergebnisse zu untersuchen, wur-
den Vergleichsrechnungen mit gréberen Betonunterteilungen durchgefihrt. Dabei zeigte
sich, dal bereits eine Diskretisierung des Betons in 5 Schichten gute Ergebnisse liefert.
Die Abweichung von den mit feinerer Diskretisierung erzielten Ergebnissen betragt etwa
4 %.

Ab einer Diskretisierung in zehn Betonschichten sind bei weiterer Netzverfeinerung prak-
tisch keine Veranderungen der Berechnungsergebnisse zu beobachten (Abb. 6.8). Dieses
Ergebnis deckt sich auch mit Erkenntnissen anderer Autoren. So schreiben beispielswei-
se Collins und Mitchell [10], die zur Spannungsanalyse von Spannbetonquerschnitten ein

Schichtenmodell verwenden, dal} selbst bei relativ komplexen Querschnittsformen bereits
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4 Schichten zur Beschreibung der Betondruckzone ausreichen, um eine gute Abschat-

zung von Betrag und Lage der Spannungsresultierenden zu erhalten.

18

15

12

As [cm?]
—_— * - -
,,,,,, +As,ges
- ——— - — — - —a— A 4 —. — — — —J
-A- As,2
ATEEEe A-=------- A--me---- A---mmm-- A---mmmn- A
5 10 15 20 25 30

Anzahl Betonschichten

Abb. 6.8:

6.3

Einflul® der Diskretisierung des Betons auf die Bemessungsergebnisse

Anwendung 3: Grenzlastanalyse eines Verbundquerschnitts

Im 3. Beispiel wird fur den Querschnitt einer in Verbundbauweise hergestellten, 16,75 m

weit gespannten Fullgangerbricke eine Grenzlastanalyse durchgefiuhrt. Die Geometrie

des Querschnittes ist einer Verdffentlichung von Quast [44] entnommen, die Betonfestig-

keitsklasse wurde jedoch in Anlehnung an den Entwurf der DIN 1045 [1] modifiziert.

Beton C 30/37 19
IPE 360 30
L~ ~J
T st52-3 [~
=S == i 4 10
L5
40 29,5 40 29,5 40
\ \
[em] Stabstahlbewehrung nicht dargestellt

Abb. 6.9: Verbundquerschnitt einer Fuldgangerbriicke
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Abb. 6.9 zeigt die Querschnittsabmessungen und enthalt Angaben zu den verwendeten
Baustoffen.

Fir die Berechnung wurden folgende Materialkennwerte angenommen:

Beton: C 30/37
faa=a - fu/==0,85-3,0 kN/cm?/1,5 = 1,7 kN/cm?
Materialbeziehung:

Parabel — Rechteck — Diagramm

Stahl: St52-3
foa = fu/ = = 36 kN/cm?/ 1,1 = 32,73 kN/cm?

Die Materialbeziehung des Betons wurde analog zum vorhergehenden Beispiel durch
einen Polynomansatz 4. Ordnung approximiert. Die Polynomkoeffizienten sind ebenfalls
identisch.

Fur den Stahl wurde linear elastisches Verhalten bis zum Auftreten der FlieBspannung fyq
angenommen. Danach folgt ideal plastisches Verhalten bis zum Erreichen der Grenzdeh-

nung von 20 %eo.

|

! c1 NG

|

! Ze
S clo _ _ . _. S

i ST7s3]]

|

|

i Zs2

| |

| g S10

i

Abb. 6.10: Diskretisierung des Querschnitts

Bei der Diskretisierung des Betonquerschnittes wurde nur die obere Betonplatte berick-

sichtigt, da angenommen werden konnte, dal® Stege und untere Platte im Zugbereich des
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Querschnittes liegen. Diese Annahme bestatigte sich in der spateren Berechnung. Die
Platte wurde in 10 gleiche Schichten unterteilt.

Die Stahltrager wurden ebenfalls durch Schichten abgebildet, wobei die beiden oberen
und unteren Flansche jeweils eine Schicht bildeten und die beiden Stege in 8 Schichten
unterteilt wurden. Die Querschnittsdiskretisierung, das gewahlte Bezugskoordinatensy-

stem und die zugehorigen Abstande der Schichten sind in Abb. 6.10 dargestellt.

Der Grenzzustand der Tragfahigkeit wird flr dieses Beispiel und die getroffenen Mate-
rialannahmen durch das Eintreten der Grenzdehnung des Betons in der oberen Beton-
schicht erreicht. Abb. 6.11 zeigt die Spannungs- und Dehnungsverteilung im Beton und im

Stahl sowie die Lage der Nullinie im Grenzzustand der Tragfahigkeit.

-3,5 %0 -1,7 kNicm?

15,82 cm K

9,07 %o 32,73 kN/cm?

Abb. 6.11: Verteilung der Spannungen und Dehnungen im Grenzzustand der
Tragfahigkeit

Fir den Nachweis der Tragfahigkeit von Verbundtragern ist die Berechnung des vollpla-
stischen Momentes ein Ubliches Verfahren. Dabei bleiben jedoch Dehnungskriterien un-
bertcksichtigt, so dal® die Querschnittstragfahigkeit in der Regel Uberschatzt wird. Die
Berechnung der plastischen Grenzlast des Querschnittes kann mit der im Abschnitt 4.2

beschriebenen statischen Formulierung nach Gl. (4.10) erfolgen.

Im Entwurf der DIN 1045 [1] ist fUr die nichtlineare Schnittgréfienermittiung eine Material-
beziehung fur Beton angegeben, die besser mit der Realitat GUbereinstimmt, als die starr
plastische Arbeitslinie oder auch das Parabel — Rechteck — Diagramm. Deshalb wurde zur
Bewertung der mit vereinfachten Materialannahmen erzielten Ergebnisse eine verglei-
chende Berechnung mit einer flr die Bemessung angepaliten wirklichkeitsnahen Arbeits-
linie durchgefiihrt. Den Verlauf der Arbeitslinien zeigt Abb. 6.12.
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Betonspannung o [kN/cm?]
-1,8
1,6 AT -
z ~.
14 / & g
1,2 //
-1
08 / —Parabel - Rechteck | . |
) /
/ - - - Polynom
-0.6 / -~ mit abfallendem Ast
-0,4 /
-0,2
0
0 -0,5 -1 -1,5 -2 -2,5 -3 -3,5 -4
Betondehnung &¢ [%o]

Abb. 6.12: Materialbeziehungen des Betons

Im Berechnungsmodell wurde die Materialbeziehung analog zum Parabel — Rechteck —

Diagramm durch ein Polynom approximiert. Die Polynomkoeffizienten lauten:

= -1075406
-0,374761
= -0,04974997
¥, =-0,00349410

lP1
¥

2 (6.4)
TB

Das Grenzmoment wird bei Verwendung der Arbeitslinie mit abfallendem Ast nicht durch
Eintreten einer Grenzdehnung erreicht, sondern stellt den Maximalwert des Biegemo-
mentes fur alle méglichen Krimmungszustande dar, unter denen die Gleichgewichtsbe-
dingungen eingehalten sind. Die Uberpriifung von Grenzdeformationen ist daher bei Ver-
wendung von Materialmodellen, die auch das Entfestigungsverhalten des Betons be-

schreiben, nicht notwendig.

Materialmodell starr — ideal plastisch | Parabel — Rechteck | mit abfallendem Ast

Grenzmoment 67373 kNcm 65238 kNcm 64027 kNcm

Tab. 6.2: Grenzmomente flr verschiedene Materialbeziehungen
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In Tab. 6.2 sind die berechneten Grenzmomente fiir verschiedene Materialannahmen
(starr — ideal plastisch; Parabel — Rechteck — Diagramm; wirklichkeitsnahe Betonarbeitsli-

nie mit abfallendem Ast) gegenubergestellt.

Die Uberschatzung der Tragfahigkeit gegentiber der Berechnung unter Verwendung der
Arbeitslinie mit abfallendem Ast betragt fur das Parabel — Rechteck — Diagramm 1,9% und

fir das starr — ideal plastische Modell 5,7%.

6.4  Anwendung 4: Ermittlung von Interaktionsdiagrammen

In diesem Abschnitt werden fir Stitzenquerschnitte mit gleichen Betonabmessungen und
gleichen Bewehrungsmengen, jedoch unterschiedlicher Bewehrungsanordnung Interakti-
onsbeziehungen fur Doppelbiegung und Langskraft berechnet. Dazu wird das in Kapitel
4.4 vorgestellte Berechnungsmodell zur Bestimmung der Grenzbelastungsintensitat von
Querschnitten genutzt. Ein Durchlauf des Berechnungsalgorithmus fuhrt zur Bestimmung
eines Punktes im Interaktionsdiagramm. Bei der Berechnung wurde jeweils eine kon-
stante Langskraft und der Richtungsvektor der Biegemomente [M,,M,] vorgegeben. Die
Zielfunktion ist der zu maximierende Multiplikator der Gleichgewichtsbedingungen fur M,
und M..

30
5,25 Beton:
N C25/30
9,75 )
30 - Bewehrung:
975 Y 5500
8> 25
5,25
5,25 9,75(9,75 5,25
\ \
[cm]
v’

Abb. 6.13: Stitzenquerschnitt (Referenzquerschnitt)
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Der in Abb. 6.13 dargestellte Stlitzenquerschnitt wird als Referenzquerschnitt verwendet.
Der Querschnitt ist mit einer auf dem Umfang der Stitze gleichmaRig verteilten Beweh-
rung versehen. Der Beton hat die Festigkeitsklasse C 25/30 und der Bewehrungsstahl
besteht aus S 500. Bei der Berechnung wurden flir den Beton das durch einen Polyno-
mansatz approximierte Parabel-Rechteck-Diagramm und fiir den Stahl die linear elasti-
sche — ideal plastische Arbeitslinie verwendet. Der Betonquerschnitt wird zur Berechnung
in 5 < 5 Fasern diskretisiert. Jeder Bewehrungsstahl wird durch eine weitere Faser repra-
sentiert.

Das Interaktionsdiagramm ist in Abb. 6.14 fir mehrere Schnitte bei konstanten Langs-
kraften in der Ebene der Biegemomente M, und M, dargestellt. Wegen der Zentralsym-
metrie wurde nur ein Quadrant abgebildet. Daneben befindet sich eine Darstellung der

Interaktionskurven fir My = 0 und far My = M, in der N — M, — Ebene.

M, = [kNm] N = [kN]
180 -3500

150 -3000

\X»N =0
-2500
120

N =-1000 kN \ -2000
90 \ M, =0
-1500

60
-1000
N = -2000 kN M, = M,

30 - -500

N =-2900 kN \ /
o 0

0 30 60 90 120 150 180 0 50 100 150 200

M, = [kNm] M, = [kNm]

Abb. 6.14: Interaktionsfigur bei umfangsverteilter Bewehrung

Vergleichend wurde ein Querschnitt untersucht, bei dem Bewehrung ebenfalls doppelt
symmetrisch, jedoch in den Ecken des Querschnittes konzentriert angenommen wurde.
Das hierflr ermittelte Interaktionsdiagramm zeigt Abb. 6.15. Die gestrichelt dargestellten
Linien sind die Interaktionslinien des Referenzquerschnitts mit umfangsverteilter Beweh-
rung. Bei Bewehrungskonzentration in den Ecken zeigt sich eine im Mittel um 10% er-
hohte Biegetragfahigkeit gegenuber dem Referenzquerschnitt. Die Interaktionsfigur ist fur
Schnitte N = konstant beim Referenzquerschnitt nahezu kreisférmig. Im Vergleich dazu
hat sie bei der Bewehrungskonzentration in den Ecken eher einen abschnittsweise linea-

ren Verlauf.
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M, = [kNm]
180

150

120 g

90 - E—

60 ) \

N =-2000 kN "+ \
30 8 \ S \
0 : "

0 30 60 90 120 150 180
M, = [kNm]

Abb. 6.15: Interaktionsfigur bei in den Ecken konzentrierter Bewehrung

Der dritte untersuchte Querschnitt besitzt bezuglich der y — Achse eine unsymmetrische
Bewehrungsanordnung (Abb. 6.16).

Das zugehorige Interaktionsdiagramm zeigt Abb. 6.17. Gestrichelt dargestellt sind wie-
derum die Interaktionslinien des Referenzquerschnitts. Aufgrund der einfach symmetri-
schen Bewehrung besteht in der Ebene der Biegemomente eine Symmetrie um die M, —
Achse. Im N-M_-Koordinatensystem existiert nur fir den Fall M, = 0 Symmetrie um die N —
Achse.

5,25 Beton:

C25/30

<V

9,75

9,75 )
30 Bewehrung:

S 500
8> 25

5,25

[em]

Abb. 6.16: Querschnitt mit unsymmetrischer Bewehrungsanordnung
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M, = [kNm]
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200
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200

-3000
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-25

-2000

-1000 |
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AN
oo | \\
|

M, =0

-200 -100 0
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M, = [kNm]

Abb. 6.17: Interaktionsfigur bei unsymmetrischer Bewehrung

6.5 Anwendung 5: Momenten-Krummungs-Beziehungen und Duktilitat von

Stahlbetonquerschnitten

Nach dem Entwurf der DIN 1045-1 [1] sind nichtlineare Berechnungsverfahren zur Er-

mittlung der SchnittgréRen zulassig. Fir die Berechnung von Stabtragwerken ist es

zweckmaRig, die SchnittgroRenermittiung mit nichtlinearen Momenten-Krimmungs-Linien

durchzufihren, welche vorab fir jeden Querschnitt des Stabwerkes ermittelt werden kon-

nen.

AsZ 2’7
40
As1 2,7
20
[cm]

Baustoffe:
Beton C 25/30

fer = 1,806 kN/cm?
fee = 0,26 kN/cm?

Polynomkoeffizienten:

¥, =-1,58512
¥, = -0,96646
¥3 =-0,27001
¥4 =-0,02923

Stahl S 500

f,r = 55,0 kN/cm?
fir = 1,08 f,r

esy = 2,75 %o

Esu & 25 %o

Beiwert fiir tension
stiffening:

.t=0,25

Abb. 6.18 : Stahlbetonquerschnitt und Materialannahmen
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Fir den in Abb. 6.18 dargestellten Querschnitt soll dies fur einen geringen und einen ho-
hen Bewehrungsgrad beispielhaft erfolgen. Dabei soll der Einflu der versteifenden Wir-
kung des Betons auf Zug zwischen den Rissen auf die Momenten-Krimmungs-Linien
untersucht werden.

Die Materialannahmen wurden gemaly den Empfehlungen fir die nichtlineare Schnittgro-
Renermittlung nach [1] getroffen. Fur die Erfassung des tension stiffening wurde der ver-
einfachte Ansatz einer trilinearen Spannungs-Dehnungs-Linie des Bewehrungsstahles mit
mittleren Stahldehnungen nach [1, Bild 8] gewahlt. Die Materialannahmen fur den Beton

und den Stahl sind ebenfalls in Abb. 6.18 angegeben.

In Abb. 6.19 und 6.20 sind fir geringe und hohe Bewehrungsgrade die Spannungs-
Dehnungs-Linien des Stahls unter Beriicksichtigung des tension stiffening sowie die Mo-

menten-Krimmungs-Linien des Querschnittes fir reine Biegebeanspruchung dargestellit.

Stahlspannung os [kN/cm?] Moment [kNm]
70 35
/ ..........................

60 30
50 |- f 25
40 20
30 —mit tension stiffening [ ] 15 — mit tension stiffening
20 ol Zustandl | | 10 i Zustand Il
10 § 5

0 0

0 10 20 30 0 0,2 0,4 0,6 0,8
mittlere Stahldehnung esm [%o] Kriimmung [cm™]

Abb. 6.19: Mittlere o-¢-Linie des Bewehrungsstahles und Momenten-Krimmungs-

Linie bei geringem mechanischen Bewehrungsgrad p = 0,0597 (2 > 10)

Bei geringem Bewehrungsgrad wirkt sich die Mitwirkung des Betons auf Zug zwischen
den Rissen relativ stark auf das Tragverhalten des Querschnitts aus. Im elastischen Be-
reich ist eine gegenuber dem gerissenen Zustand etwas erhdhte Biegesteifigkeit vorhan-
den. Im plastischen Bereich kann vor allem eine signifikante Reduzierung der Bruchdeh-
nung des Bewehrungsstahls registriert werden, was sich in einer starken Abminderung

der Duktilitdt des Querschnittes niederschlagt. Sollen fir schwach bewehrte Querschnitte
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Aussagen Uber die vorhandene Krimmungsduktilitat getroffen werden, erscheint daher

eine Berlicksichtigung des tension stiffening zwingend erforderlich.

Bei stark bewehrten Querschnitten ist die versteifende Wirkung des Betons im elastischen
Bereich sehr gering. Auch die Reduzierung der Bruchdehnung ist weniger ausgepragt als
beim schwach bewehrten Querschnitt. Auf das Querschnittstragverhalten gibt es daraus
praktisch keine Auswirkungen, da der Querschnitt durch den Bruch der Betondruckzone
nach dem Fliel3en der Bewehrung versagt (sekundares Betonversagen). Die Nichtlineari-

tat der Betonarbeitslinie ist in der Momenten-Krimmungs-Linie sichtbar.

Fir die Berechnung von biegebeanspruchten Stahlbetonstabtragwerken kann sowohl fir
gering als auch fir hochbewehrte Querschnitte in guter Naherung eine bilineare Momen-
ten-Krimmungs-Linie verwendet werden. Wesentlichen Einflul auf die Qualitat der Be-
rechnungsergebnisse hat dabei die Festlegung der mittleren Biegesteifigkeit, des Verhalt-
nisses von Bruchkrimmung zu FlieBkrimmung (Duktilitdt) sowie des Verhaltnisses von

Bruchmoment zu FlieRmoment.

Stahlspannung os [kN/cm?] Moment [kNm]
70 180
160
60 —
140
50 /
I 120 /
40 / 100 /
30 — mit tension stiffening [ 80 / — mit tension stiffening -
20 / ----- Zustandl | | 60 /,' e Zustand Il -
/ 40
10 o |/
0 0
0 10 20 30 0 0,1 0,2 0,3
mittlere Stahldehnung &sm [%o] Kriimmung [cm™]

Abb. 6.19: Mittlere c-¢-Linie des Bewehrungsstahles und Momenten-Krimmungs-

Linie bei hohem mechanischen Bewehrungsgrad p = 0,359 (3 > 20)

In Abbildung 6.20 ist die Krimmungsduktilitat

P (6.5)

Ky

Uber dem mechanischen Bewehrungsgrad
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As1'fyR
M:
b-h-fq

(6.6)

aufgetragen. Sie wurde mit und ohne Berlcksichtigung der Mitwirkung des Betons auf
Zug zwischen den Rissen berechnet. Deutlich wird vor allem die starke Uberschatzung
der im Zustand Il berechneten Duktilitat fur geringe Bewehrungsgrade. In beiden Kurven
ist ein charakteristischer Knick bei einem mechanischen Bewehrungsgrad von p ? 0,14
sichtbar. Er kennzeichnet den Ubergang vom Zugversagen der Bewehrung zum sekunda-
ren Betonversagen nach dem FlieRen der Bewehrung. Danach ist die Wirkung des tensi-
on stiffening von untergeordneter Bedeutung, da das Verhalten mafRgeblich durch die
Betondruckzone beeinflult wird. Bei einem mechanischen Bewehrungsgrad von p = 0,45
tritt der Bruch der Betondruckzone vor dem Fliel3en der Bewehrung ein (primares Beton-
versagen), so dal ab diesem Bewehrungsgrad bei einfach bewehrten Querschnitten kein

duktiles Querschnittsverhalten mehr zu erwarten ist.

Duktilitat /

EEBSSSE}BE“SSSE]

A —— mit tension stiffening
4 A

/ -8 Zustand Il
3 i

|/ N,
s \%

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
mechanischer Bewehrungsgrad p

Abb. 6.20: Krimmungsduktilitat eines einfach bewehrten Stahlbetonquerschnittes

Durch den Einbau einer Druckbewehrung kann die Querschnittsduktilitdt wesentlich er-
héht werden. In Abb. 6.21 ist die Duktilitat des einfach bewehrten Querschnittes der eines
symmetrisch bewehrten Querschnittes gegentbergestellt. Bei steigendem Bewehrungs-
grad ist nur ein geringflgiges Abfallen der Duktilitdt sichtbar. Beim maximalen geometri-
schen Bewehrungsgrad von 8% des Betonquerschnittes ist immer noch eine Duktilitat von
/ = 2,6 vorhanden. Auch das Nachbruchverhalten ist wesentlich duktiler als das des ein-
fach bewehrten Querschnittes. Die Druckbewehrung muf® analog zur Langsbewehrung

von Stitzen gegen Ausknicken gesichert werden.
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1,5 f
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S
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mechanischer Bewehrungsgrad p
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Abb. 6.21: Krimmungsduktilitat bei einfacher und doppelter Bewehrung

6.6

ben-beanspruchung

Anwendung 6: Berechnung von Aussteifungssystemen unter Wind- oder Erdbe-

In Abb. 6.22 ist das Aussteifungssystem eines mehrgeschossigen Gebaudes dargestellt,

das fiur Beanspruchungen aus Wind bzw. Erdbeben untersucht werden soll.

| 4 | 4 | 2 | 2 |
] L
[1 ‘[2]
4
[7] (6] N
L3 2,3 | 2]

Wanddicke d = 30cm

EEN N N S

20

[m]

Abb. 6.22: Aussteifungssystem — Grundrif3 und Gebaudemalie
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Die Gesamtsteifigkeit des Aussteifungssystems wird flr das abgebildete Gebaude im we-
sentlichen durch die Biegesteifigkeiten der Einzelscheiben bezlglich ihrer ,starken® Achse
beeinflul3t, so daf’ die Eigentorsions- und -wolbsteifigkeiten sowie die Biegesteifigkeit um

die ,schwache” Achse unberticksichtigt bleiben kénnen.

Fir eine angenommene Windbeanspruchung in z — Richtung von 1 kN/m? ergibt sich am
FuBpunkt des Gebaudes ein Gesamtmoment von M, = 3200 kNm. Die Aufteilung des Ge-
samtmomentes auf die einzelnen Wande erfolgt mit dem in Abschnitt 4.6 vorgestellten

Berechnungsmodell und ist in Tabelle 6.3 zusammengestellt.

Wand 1 2 3 4 5 6 7
M = [kNm] 1667 431 1101 -729 =77 777 29
M (ETABS)| 1576 488 1140 -628 -74 672 32

Tabelle 6.3: Verteilung der Biegemomente aus Windbeanspruchung

Vergleichend wurde mit dem Programm ETABS [75] eine raumliche Berechnung des Ge-
samtsystems durchgefiihrt, wobei die Wande mit Hilfe finiter Scheibenelemente unter An-
nahme dehnstarrer Deckenscheiben modelliert wurden. Die Berechnungsergebnisse zei-

gen eine gute Ubereinstimmung.

Fir den vorgegebenen Zeitverlauf eines Erdbebens soll die adaptive Grenzlast berechnet
werden. Dazu wird fur die aussteifenden Wande elastisch — plastisches Verhalten ange-
nommen, wobei plastische Gelenke in den Scheiben nur am Ful3punkt zulassig sind.

Die zusatzlich aufnehmbaren Biegemomente der Einzelscheiben missen unter Berlick-
sichtigung der aus der Vertikalbelastung des Gebdudes vorhandenen Normalkrafte und
Biegemomente berechnet werden. Deshalb wurden mit Hilfe eines FE — Plattenpro-
gramms zunachst die aus der Belastung der Deckenplatten resultierenden, Uber die
Wandlange als linear verteilt angenommenen Auflagerkrafte berechnet. Diese sind in Ab-
bildung 6.23 dargestellt. Da die Deckenplatten fiir die Berechnung des Aussteifungssy-
stems als Diafragmen berlicksichtigt werden, kann die Normalkraft am Fupunkt einer
Wandscheibe aus der Summe der Auflagerkrafte je Geschold zuziiglich Eigengewicht der
Wandscheibe ermittelt werden. Die Biegemomente in den Wandscheiben werden jedoch
sehr stark durch die steifen Deckenscheiben beeinflult, so dal® diese am Gesamtsystem

berechnet werden missen.
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31,94

N =-100,84 kN
My = 152,40 kKNm

-82,36

[kN/m]

N =-305,50 kN
M, = 318,84 kNm N =-38,28 kN
M, = -53,34 kNm
-16,44 43,19 -15,27
251
8710 i -127,21
N = -428,62 kN Z
+ M, = -53,48 kNm
-195,94
N =-117,90 kN
M, = -18,13 kN
‘ -113,67 —
-13,04 5,21 \ = -108.46 kN -68,11 N=-180,45kN 7,96
Mz - -39,63 kNm MZ = 228,21 kNm
Flachenlast p = 10 kN/m?

Abb. 6.23: Beanspruchung des Aussteifungssystems aus Vertikalbelastung

Die mit dem Programm ETABS ermittelten SchnittgroRen aus der Vertikalbelastung am

FuRpunkt der Wandscheiben sind in Tabelle 6.4 zusammengefalt.

Wand 1 2 3 4 5 6 7
Ng = [kN] -1789 -2127 -1104 -1091 -2743 -1802 -842
Mg = [KNm] 903 352 1015 -550 -29 948 42

Tab. 6.4: SchnittgroRen aus der Vertikalbelastung

Als Zeitverlauf wurde beispielhaft das Loma Prieta - Beben mit einer Intensitdt von 5g

gewahlt. Mit dem Programm ETABS wurde dazu der Vektor der maflgebenden elasti-

schen SchnittgroRen berechnet, fir den nach der Uberlagerung mit der Beanspruchung

aus der Vertikalbelastung eine Bemessung der Wande erfolgte.

Die symmetrisch anzuordnende Bewehrung der Wandenden wurde unter Bericksichti-

gung einer gleichmaRig verteilten Oberflachenbewehrung von 2,95 cm?m je Wandseite

berechnet. In Abb. 6.24 ist die prinzipielle Anordnung der Bewehrung in den Wanden dar-

gestellt.
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as = 2,95 cm?#m
| &
A Ar 30
Js B
L
Beton: E. = Stahl: Eg = 20000 kN/cm?
f.a = 2,0 kN/cm? fya = 43,5 kN/em?

Abb. 6.24: Prinzipielle Anordnung der Wandbewehrung

Die maRgebenden Schnittgrofien aus der Erdbebenbeanspruchung, die Bemessungser-
gebnisse und die fir die gewahlte Eckbewehrung aufnehmbaren Biegemomente sind in

Tab. 6.5 zusammengefal3t.

Wand 1 2 3 4 5 6 7
M, = [kNm] 7128 | 1553 | 3610 | 8133 | 2522 | 6877 | 337
At et = Asp.ort = [CM?] 0 0 420 | 5,16 0 0 0
Astvom = Asvom=[cm? | 0 0 6,28 | 6,28 0 0 0
Maut = [KNm] 814230 | 85543 | 84977 | &8971 | &6447 | 89165 | &1214

Tab 6.5: maligebende Biegemomente aus Erdbeben und Ergebnisse der

Wandbemessung

Fir den in Tab. 6.5 festgelegten Bewehrungsgehalt wurden die adaptive Grenzlast und
die zugehorigen RestschnitigroRen bestimmt. Die Losung der linearen Optimierungsauf-
gabe (4.27) liefert einen adaptiven Grenzlastfaktor von p, = 1,103, das heil3t die voraus-
gesetzte Erdbebenintensitdt von 5g kann auf 5,515g gehoht werden. Der diesem Faktor
zugeordnete, durch Plastizierungen der Wande 3 und 4 entstandene, stabile Restschnitt-
grofenzustand wird durch Lésung der quadratischen Optimierungsaufgabe (4.26) be-

rechnet. Die Restmomente sind in Tab. 6.6 wiedergegeben.
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Wand 1 2 3 4 5 6 7

My - pa- M, 8765 2065 4996 8421 2752 8533 413

Mg +pa-Mq -6959 -1361 -2966 -9521 -2810 -6637 -329

M; = [KNm] -362,6 | 382,6 -20,0 550,0 | -579,8 28,8 1,0

Mg -pa- Mg+ M | 8402 2447 4976 8971 2173 8562 414

Mg +pa-Mg+ M| -7322 -978 -2986 -8971 -3390 -6608 -328

Tab. 6.6: RestschnittgréBen unter der adaptiven Grenzlast und Uberlagerungen

Werden flr einen um den adaptiven Grenzlastfaktor erhdhten Erdbebenzeitverlauf die
Schnittgrélen ermittelt und mit denen aus Eigengewicht Uberlagert (Tab 6.6), so ergibt
sich eine Uberschreitung der aufnehmbaren Biegemomente nach Tab. 6.5. Unter Berlick-
sichtigung des entstandenen Eigenspannungszustand zeigt sich jedoch, dafl3 die Trag-
werksreaktionen auf ein beliebig oft wiederholtes Erdbeben kleiner oder gleich einer In-
tensitat ensprechend der adaptiven Grenzlast rein elastisch sind und somit eine Scha-
densakkumulation infolge wechselnder plastischer Verformungen ausgeschlossen werden

kann.

6.7  Anwendung 7: Berechnung von schlanken Stahlbetondruckgliedern mit zweiachsi-
ger Ausmitte

Zur Verifikation des im Abschnitt 4.7 abgeleiteten Berechnungsmodells fir die Analyse
von schlanken Einzeldruckgliedern wurden in einer Diplomarbeit [59] Versuchsergebnisse
von Stltzenversuchen des DAfStb [21] nachgerechnet. Die Versuche waren dabei so an-
gelegt, dal sich aufgrund der grofien Schlankheit sowie der starken lastabhangigen Re-
duzierung der Biegesteifigkeiten um beide Querschnittsachsen durch Ribildung und Pla-
stizierung eine grolle gegenseitige Beeinflussung des geometrisch und des physikalisch
nichtlinearen Verhaltens ergab. Damit erschienen diese Versuche fir eine Uberpriifung

des Berechnungsmodells besonders geeignet.

Die Berechnung der Last-Verschiebungs-Kurven erfolgte flr die Versuche ZK8 und ZK10.

Die fur die Nachrechnung angenommene Geometrie des Systems wurde entsprechend
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[21] gewahlt und ist einschlieRlich der Diskretisierung in Abb. 6.25 dargestellt. Die Sym-

metrieeigenschaften in Stablangsrichtung wurden genutzt.

3,5 Pxo
— i =
® o —x o X
y y
| 175 Y
‘ Poo L [ o i
[ ® —x .0 %4» |
e, X
8> 16 18 60 z
| Y
[ ] ®| —Xx |
X
] 175 v,z L
e s N ¥ 400 |
375] | 125 | [375 13°
7 20 i Versuch ZK8: Versuch ZK10:
[cm] e,= 4cm e,= 2,9cm
e, =46 cm e, =40,6 cm

Abb. 6.25: Systemgeometrie und Diskretisierung

Sowohl fur den Bewehrungsstahl als auch fur den Beton wurden bilineare Materialbezie-
hungen angenommen. Der Elastizitdtsmodul des Betons wurde dabei so gewahlt, das
sich im Spannungs-Dehnungs-Diagramm die gleiche Flache unter der Kurve ergab, wie
fur die in [21] gewahlte Materialbeziehung (Abb. 6.26)

ocffed o = foq (1-(1-gc/ecs)") Versuch ZK8:
1
/ Beton:
feg = 2,76 kN/cm?
0.8 Ec = 1716 kN/cm?
/ Stahl:
06 fya = 47,5 kN/cm?
’ Es = 20100 kN/cm?
0.4 Versuch ZK10
Beton:
foa = 2,80 kN/cm?
0,2 E. = 1709 kN/cm?
\ E. Stahl:
\ fya = 47,13 kN/cm?
€c Es = 20100 kN/cm?

0,001 0,002 0,003

Abb. 6.26: Modellbildung des Materialverhaltens
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Alle weiteren Materialparameter wurden entsprechend [21] angenommen und sind in
Abb. 6.26 angegeben.

Die berechneten Last-Verschiebungskurven sind in Abb. 6.27 den Versuchsergebnissen
gegeniibergestellt. Es ergibt sich im wesentlichen eine gute Ubereinstimmung, wobei im
unteren Lastbereich das Verhalten der Stiitze als zu weich angenommen wird. Dies ist
zum einen auf die Vernachlassigung der Zugfestigkeit des Betons sowie der Mitwirkung
des Betons auf Zug zwischen den Rissen zurickzufihren. Zum anderen liegt die geringe-
re Steifigkeit im Anfangsbereich in der Betonarbeitslinie begrindet, welche genau die
gleiche Tendenz zeigt. Die rechnerisch ermittelten Bruchlasten stimmen jedoch sehr gut

mit den Versuchsergebnissen Uberein.

Px,O =[kN] PX,O =[kN]
400 450
350 400 ~ e i
,/ e
300 350 /
300 ~ %
250 ~ 7
250 7/
200 1 ) /
200 | ZK10
150 — ! / —
Rechnung 150 ,/ Rechnung
[}
100 Versuch 100 i Versuch | |
50 50 i(
w =[] " w, =[m
0 0
0 0,025 0,05 0,075 0,1 0 0,025 0,05 0,075 0,1

Abb. 6.27: Last-Verschiebungskurve in Stitzenmitte
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6.8

Stahlbetonrahmens

Anwendung 8: Geometrisch und physikalisch nichtlineare Berechnung eines

Im folgenden Beispiel soll das Last-Verformungs-Verhalten eines Stahlbetonrahmentrag-
werkes unter monoton steigender Belastung mit Hilfe des im Abschnitt 5.6 vorgestellten

Berechnungsverfahrens untersucht werden.

Xi
et
1 8 —x
i vi
3,5
X X
3 } 7
10
L v 4,0 50 |100 |50
vil Vil 10 * *
2 + — t
9
| v 4‘0
1 5
7 77 - N 77 a7
3,0 3,0 [m] [kN]
1

Abb. 6.28 : Stahlbetonrahmen — statisches System und Belastungsverteilung

6.3 j4,o j4,o
[ X ] o0 o0 o0 % o0 o0 4(
e6-28e| N~ 4> 20 4> 20
30
e 50 a5
4> 28
6.3 4> 28 o0 LX) ﬁ%
30 X X ﬁk
4,4
4.4 30
[cm] 30

QS1: Stébe | - VI QS2: Stabe VII - X QS3: Stabe XI - XII

Beton: C 25/30

Ecm = 3,05 MN/cm?
f.r = 1,81 kN/cm?

Stahl: S 500, hochduktil

E, = 20 MN/cm?
f,r = 55 kN/cm? fg = 1,08 f,r

Abb. 6.29: Querschnitte und Materialannahmen
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Die Hauptgeometrie des Tragwerkes und die Belastungsverteilung sind in Abb. 6.28. dar-
gestellt. Die Geometrie und Bewehrung der Stabquerschnitte sowie die Annahmen zum

Materialverhalten entsprechend [1] zeigt Abb. 6.29.

Die Begrenzung der SchnittgroRen erfolgt Uber linearisierte Interaktionsbeziehungen, die
in einer vorab durchgefuhrten Querschnittsanalyse bestimmt wurden. Fir die Biegesteifig-
keiten der Einzelstdbe wurden zwei unterschiedliche Annahmen untersucht: Zum einen
wurde eine Berechnung mit den Steifigkeiten der ungerissenen Betonquerschnitte und

dem mittleren Elastizitdtsmodul des Betons durchgefuhrt:

(6.7)

Damit erhalt man beziglich der Verformungen eine untere und beziglich der maximalen
Belastungsintensitat eine obere Eingrenzung der Berechnungsergebnisse.

Im Anschlul® an diese Berechnung wurde eine belastungsabhangige Berechnung der
Momenten-Krimmungs-Linie der Stitzen- und Riegelquerschnitte durchgeflihrt. Daraus
wurden fur die Stabwerksberechnung die reduzierten Biegesteifigkeiten des gerissenen

Zustandes mit

B =—" (6.8)

abgeleitet. Die Verwendung dieser Steifigkeitsannahmen fiihrt zu einer oberen Eingren-

zung der Verformungen und zu einer unteren Schranke der Grenzbelastungsintensitat.

Eine grafische Auswertung der Querschnittsanalysen befindet sich in Abb. 6.31.

Die nichtlinearen Kurven in den Interaktionsdiagrammen sind die Ergebnisse der Grenz-
lastanalysen der Querschnitte fur unterschiedliche Richtungsvektoren der Belastung
(analog Bsp. 6.4). Fur die Stabwerksberechnung wurden diese durch vier Geradenab-
schnitte approximiert.

Zum Vergleich gestrichelt dargestellt sind die linearisierten Interaktionsdiagramme, die
sich bei Verwendung der Grenzdehnungsbeziehungen nach [1] bzw. [2] ergeben. Die
Eckpunkte wurden mithilfe des Parabel-Rechteck-Diagramms und einer linear elastischen
— ideal plastischen Stahlkennlinie bestimmt. Die maximale Druckkraft ergibt sich fur die
Randdehnungen (-2,0 %o ; -2,0 %0) und die maximale Zugkraft fir (20 %o ; 20 %o). Die so-
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genannten Balance-Punkte, bei denen der Wechsel vom Stahl- zum Betonversagen er-

folgt, wurden mit (-3,5 %o ; 3 %) berechnet.

Die horizontale Verschiebung des Knotens 4 bei monoton steigender Belastung zeigt
Abb. 6.30

Lastfaktor P

IX,10 V1,7
X7 IV,6

5 9 6 ___..—%
; - ——

viil.6 o= -t
vite “ler X7
Xi, 11 S R e

P
11,6

4 VIIE P
pA |
bd
e
7

3 >
e
i
7
2 L2 Theorie ILO. /B, |
Z, .
/// o~ FlieRgelenk Theorie 1.O/ B,
1 w "' Stab X, Kn. 7 Theorie 1LO. /By |
4 Versagen — — — - Theorie 1.O./ By,
0 3 ‘3 “ |
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14

horiz. Verschiebung Knoten 4

Abb. 6. 30: Last — Verformungs — Diagramm

Die verschiedenen Steifigkeitsannahmen haben einen sehr groflen Einflul auf die Ver-
formungen. |hr EinfluR auf die Grenzbelastungsintensitat ist jedoch relativ gering. Die
Grenzbelastungsintensitaten sind in Tab. 6.7 zusammengestellt.

Die plastische Grenzlast ist durch die Ausbildung eines kinematischen Mechanismus defi-
niert. Bei Berechnung nach Theorie |. Ordnung ist dieser Wert, wie auch in der Tabelle
ersichtlich, unabhangig von den Steifigkeiten des Tragwerkes. Fir das hier behandelte
Tragwerk ist die plastische Grenzlast jedoch ein rein theoretischer Wert, da sie erst bei
einer horizontalen Verschiebung von mehreren Metern erreicht wird. Der Bruch tritt bereits
viel frilher durch Uberschreiten der Grenzdehnungen in der Stiitze 1V ein. Fir Stahlbeton-
tragwerke ist diese Versagensart der Regelfall und mufd daher in entsprechenden Be-
rechnungsalgorithmen unbedingt berlcksichtigt werden.

Bei Berechnungsverfahren, die auch das geometrisch nichtlineare Verhalten des Trag-
werkes berucksichtigen, kommt es bei schlanken Tragwerken mit gro3en Langskraften in
der Regel nicht zur Ausbildung eines kinematischen Mechanismus. Durch die fortschrei-
tende Gelenkbildung wird die Steifigkeit des Tragwerkes immer weiter abgebaut, so daf}

schliel3lich Stabilitdtsversagen eintritt.
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Trotz der drastischen Reduzierung der Biegesteifigkeiten um ca. 50% im gerissenen Zu-
stand unterscheiden sich bei geometrisch nichtlinearer Berechnung die elastischen
Grenzlasten nur um ca. 5% und die Bruchlasten um ca. 3,5%. Es erscheint daher ange-
sichts der Unsicherheiten auf der Seite der Materialannahmen nicht gerechtfertigt, in die
Erfassung der belastungsabhangigen Steifigkeiten einen noch groReren Aufwand zu inve-
stieren. Nur bei extrem schlanken Stahlbetontragwerken mit sehr groRer Langskraftbean-

spruchung kénnten sich groRere Auswirkungen ergeben.

elastische | plastische Grenzlast /
L Bruchlast Versagen durch:
Grenzlast | Stabilitdtsversagen

Erreichen der Grenz-

Theorie I. O./ B, 4,320 5,225 4,990 .
dehnung in Stab IV

Erreichen der Grenz-

Theorie Il. O./B,| 4,251 4,771 4,739

dehnung in Stab IV

Erreichen der Grenz-
Theorie I. O. / By, 4,359 5,225 4,988 _

dehnung in Stab IV
Theorie Il. O./B,| 4,025 4 572 4 572 Stabilitatsversagen

Tab. 6.7: Grenzbelastungsintensitaten fur verschiedene Theorien und Steifigkeiten
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7 SchluBfolgerungen

71 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden prinzipielle Moglichkeiten zur Formulierung mechani-
scher Probleme auf der Grundlage von Extremalprinzipen und deren Uberfiihrung in ma-

thematische Optimierungsaufgaben untersucht.

Gegentber anderen Verfahren bietet dieser Weg vor allem dann Vorteile, wenn das Trag-
verhalten unabhangig vom Spannungspfad und die konkrete Pfadverfolgung nicht von
Interesse ist, sondern nur ein bestimmter Beanspruchungszustand untersucht werden
soll. Dies ist insbesondere bei der Bestimmung der Tragfahigkeit und bei der Bemessung
der Fall.

Grundlage der Ausflihrungen bilden die Beitrdge von Raue u.a. [46-53], welche auf der
statischen Formulierung des Extremalprinzips beruhen. Die vorliegende Arbeit stellt eine
Erweiterung dieser Berechnungsmodelle um kinematische und gemischte Formulierungen
dar. Dadurch ergeben sich Vorteile hinsichtlich der direkten Kontrolle bzw. Limitierung von

Verformungsgrofien sowie bezliglich der Erfassung geometrisch nichtlinearen Verhaltens.

Ein Schwerpunkt der Arbeit besteht in der Anwendung der im Abschnitt 3 formulierten
allgemeinen Modelle zur Analyse, Bemessung und Tragfahigkeitsermittiung von Quer-
schnitten. Dazu werden im 4. Kapitel verschiedene Berechnungsmodelle entwickelt, wo-
bei sich hier die gemischte Formulierung als besonders glnstig erwiesen hat. Durch Mo-
difikationen der Zielfunktion bzw. der Nebenbedingungen kann damit eine Vielzahl von

Tragfahigkeits- und Bemessungsaufgaben geldst werden.

Unter den Bedingungen der linearen und quadratischen Optimierung war die Idealisierung
des Materialverhaltens auf abschnittsweise lineares Verhalten beschrankt. Die Verwen-
dung von nichtlinearen Optimierungsverfahren ermdglicht die Einbeziehung allgemeiner
nichtlinearer Materialbeziehungen und die Bertcksichtigung der Materialentfestigung. Es
wurden verschiedene Materialmodelle implementiert, wobei sich fur die Darstellung des
Betons besonders vorteilhaft Polynomanséatze und fur die Beschreibung des Beweh-

rungsstahles bi- bzw. multilineare Ansatze verwenden lassen.
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Spezielle Anpassungen des Querschnittsmodells erlauben die Analyse von Aussteifungs-
systemen mehrgeschossiger Gebaude und die Berechnung von schlanken Einzeldruck-

gliedern mit nichtlinearem Materialverhalten nach der Theorie Il. Ordnung.

Bei der Analyse elastisch-plastischer Aussteifungssysteme stehen in der vorliegenden
Arbeit die Bestimmung der adaptiven Grenzlast und des zugehoérigen Restschnittgroen-
zustands im Mittelpunkt der Untersuchungen. Dazu werden die fur die Berechnung von
Durchlauftragern und Rahmen vorhandenen, auf der statischen Formulierung basieren-

den Berechnungsmodelle entsprechend angepal3t.

Eine weitere Anwendungsmdglichkeit der vorgestellten Berechnungsmethode wird im
5. Abschnitt gezeigt. Hier wird das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie zur Be-
rechnung von komplexen Rahmentragwerken aus Stahlbeton mit physikalisch und geo-
metrisch nichtlinearem Trag- und Verformungsverhalten verwendet. Die kinematische
Formulierung des Energieprinzips und die Verwendung eines nichtlinearen Optimierungs-
verfahrens erlauben die direkte Erfassung von Formanderungsbeziehungen héherer Ord-

nung, so dald explizite lterationen entfallen.

Im Abschnitt 6 wird die praktische Anwendung der vorgestellten Berechnungsmodelle
anhand ausgewahlter Beispiele demonstriert. Dabei konnte die Leistungsfahigkeit der
Berechnungsmethode nachgewiesen werden. Die numerische Stabilitat der derzeitig ver-
fugbaren nichtlinearen Optimierungsverfahren ist jedoch bei steigender Unbekanntenzahl

als kritisch zu bewerten.

7.2 Ausblick

Die Anwendung der in der Arbeit vorgestellten Berechnungsmodelle auf der Grundlage
kinematischer und gemischter Formulierungen erfolgte nur fiir ausgewahlte Problemstel-
lungen. Im Hinblick auf zukinftige Forschungsarbeiten konnen die grundlegenden Formu-
lierungen jedoch als Basis fur die Behandlung weiterer Themenkreise verwendet werden.

Speziell ergeben sich dabei die folgenden Untersuchungsschwerpunkte:

Die Berechnung von Aussteifungssystemen mit adaptivem Tragverhalten konnte in der
vorliegenden Arbeit durch die Beschrankung der Untersuchungen auf einen einzigen

Querschnitt nur flr regelmalige Systeme mit elastisch-plastischem Verhalten des
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FuRquerschnitts erfolgen. Fur die Untersuchung unregelmaRiger Systeme, zur Erfassung
plastischer Verformungen von Kopplungsriegeln zwischen den Tragwanden sowie zur
Berucksichtigung geometrisch nichtlinearen Verhaltens ist die Abbildung des Gesamtge-
baudes im Berechnungsmodell erforderlich. Dies kann beispielsweise Uber die Kopplung
von Querschnittsmodellen zu einem Gesamtstabmodell auf der Grundlage der Falt-
werkstheorie erfolgen. Erste Ansatze dazu sind mit [54] gegeben, wobei eine Erweiterung
des Berechnungsmodells beziglich der Erfassung der Torsions- und Querkraftanteile
sowie der Theorie Il. Ordnung erfolgen sollte. Auch die gemeinsame Wirkung von Rah-
men- und Wandsystemen im Aussteifungssystem eines Gebaudes bedarf weiterer Unter-

suchungen.

Die Weiterentwicklung des kinematischen Extremalprinzips sowie die Umsetzung in Be-
rechnungsmodelle zur Untersuchung von rdumlichen Rahmensystemen sowie von FIla-
chentragwerken mit physikalisch und geometrisch nichtlinearem Tragverhalten sollte ei-
nen zukunftigen Untersuchungsschwerpunkt bilden.

Neben der direkten Erfassung geometrisch nichtlinearen Verhaltens und der Moglichkeit
der Verformungsbeschrankung hat eine kinematische Formulierung den Vorteil, dal die
fur viele Spezialprobleme bereits vorhandenen Problemmatrizen finiter Elemente direkt in

das Berechnungsmodell implementiert werden kénnen.

Die in der Arbeit verwendete Zerlegung des Gesamtdehnungszustandes in elastische,
plastische, spannungslose sowie Restdehnungsanteile kann analog zur Bertcksichtigung
von Vordehnungszustanden genutzt werden.

Besondere Bedeutung hat dies bei der Berechnung von bestehenden Tragwerken, die
durch neue Tragwerksteile erganzt werden sollen. Daflir zu entwickelnden Berechnungs-
modelle mussen auch die Erfassung der Alterung bzw. Schadigung der urspringlichen
Konstruktion erlauben und das Verbundverhalten zwischen alten und neuen Tragwerk-
steilen zutreffend beschreiben.

Hierzu sind Berechnungsmodelle auf der Grundlage von Optimierungsverfahren beson-
ders geeignet, weil zusatzliche Restriktionen wie Kontaktbedingungen oder Verformungs-
beschrankungen mithilfe erganzender Gleichungs- bzw. Ungleichungsbedingungen be-

schrieben werden konnen.
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8 Verzeichnis haufig verwendeter Formelzeichen
Bezeichnungen, die nicht in der Liste aufgeflihrt sind, werden im laufenden Text erklart.
Lateinische Buchstaben

A Querschnittsflache
As Differentialoperator der statischen Randbedingungen
De Differentialoperator der Gleichgewichtsbedingungen
Dy Differentialoperator der Formanderungsbeziehungen
E Elastizitatsmodul
F Funktional
f Festigkeit, dul3ere Belastung
f() Funktion von ()
H; Normalenvektor der Flie3flache j
I Tragheitsmoment
K lineare Steifigkeitsmatrix
Ksg geometrische Steifigkeitsmatrix
Stablange

Biegemoment

Belastungsintensitat

L

M

N Langskraft
p

q verteilte Belastung
Q

Randbelastung

r Widerstandsparameter
S Rand
SchnittgrélRenvektor
So Vektor des plastischen Widerstandes
T Transformationsmatrix
u Verschiebungsvektor
v Verschiebung in Richtung der Stabachse

w Verschiebung senkrecht zur Stabachse
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111

Griechische Buchstaben

S Variation

€ Dehnung

8 Verdrehung

(0 Kriechzahl
plastisches Potential

K Krimmung

! Fliellparameter, Lagrange-Multiplikator

c Spannung
4 Polynomkoeffizient
Indizes
0 Konstante
C Beton
el elastisch
m Mittelwert
P Polynom
pl plastisch
s Stahl
Rand

u Bruchzustand
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