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Einleitung

Die geometrische Modellierung hat in den Ingenieurwissenschaften eine grof3e Bedeutung erlangt. Die Visualisierung
von zwei- oder dreidimensionalen Problemstellungen ist aus heutigen Anwendungen nicht mehr wegzudenken.

Zunehmend riicken Aufgabenstellungen aus dem Bereich der geometrischen Modéllierung in den

Vordergrund, die

Uber die etablierten Dimensionen 1-3 hinausgehen und die nicht mehr rein geometrischer Natur sind. Hierzu zahlen
Aufgabenstellungen aus den Bereichen numerische Simulation, Parameteridentifikation und Strukturanalyse. Auf
diese nicht-geometrischen Aufgabenstellungen sollen geometrische Verfahren, wie z.B. Triangulation, konvexe Hiille,
geometrischer Schnitt und Interpolation angewendet werden. Hierzu ist es jedoch zunachst notwendig, diese Algo-

rithmen, die alle auf der klassischen Geometrie des euklidischen Raumes beruhen, zu Gberarbeiten.

Grundlagen

Der euklidische Raum ist ein linearer, metrischer Raum, der unseren Erfahrungen entspricht. Es
ist zu untersuchen, welche Eigenschaften des euklidischen Raumes fiir die bekannten geometri-
schen Verfahren vorauszusetzen sind und wann auf bestimmte Eigenschaften verzichtet werden
kann.

Als grundlegende Verfahren betrachten wir die Untersuchung der linearen Abhangigkeit von Ele-
menten, die Bestimmung der konvexen Hiille einer Punktmenge und deren Triangulierung, das
Schneiden von Simplexen oder Simplizialkomplexen mit Hyperraumen und die Interpolation von
Zwischenwerten aus Stutzstellen.

Ein Raum ist eine Menge von Elementen deren Anzahl beliebig sein kann und auf denen be-
stimmte Eigenschaften und Rechenregeln definiert sind. Ein Raum heif3t linearer Raum, wenn auf
ihm die Addition der Elemente miteinander und eine skalare Mutiplikation definiert ist. Lineare
Raume werden haufig durch die Angabe eines Systems linear unabhangiger Elemente
(Basiselemente) dargestellt, die den gesamten Raum aufspannen. Elemente eines linearen Rau-
mes heifden linear unabhangig, falls sie sich nicht als Linearkombination untereinander darstellen
lassen. Als Basis fir einen Unterraum der Dimension n kénnen n linear unabhangige Elemente
des Raumes betrachtet werden. Es wird sich zeigen, dal} der Begriff des linearen Unterraumes in
vielen geometrischen Algorithmen von grundlegender Bedeutung ist.

Ein weiterer grundlegender Begriff ist die Konvexitat. Ein geometrisches Objekt wird als konvex
bezeichnet, wenn neben zwei Punkten des Objektes auch die Verbindungsstrecke zwischen
diesen Punkten zu ihm gehért. Zu jeder Menge von Elementen des linearen Raumes, Iaf3t sich ein
konvexes geometrisches Objekt bestimmen, welches alle Elemente enthélt und als konvexe Hiille
bezeichnet wird. Die Konstruktion einer konvexen Hiille erfolgt im wesentlichen durch das Be-
stimmen von Halbraumen, deren begrenzenden Hyperebenen (n-1-dim. Unterraume) sowie deren
Durchschnitt. Somit sind fiir die Bestimmung der konvexen Hiille die Eigenschaften eines linearen
Raumes als minimale Voraussetzung ausreichend.

Bei den meisten geometrischen Problemstellungen stellt sich die Frage nach den Beziehungen
der Objekte eines Raumes untereinander. Man denke an die Frage, welchen Einflu die Veran-
derung einer Eigenschaft auf die Umgebung hat. Zu den einfachsten Beziehungen gehort die
Identitat und die Eigenschaft benachbart zu sein. Nachbarschaften kénnen durch die Definition
einer Metrik definiert werden. Die Axiomatik einer Metrik beinhaltet die Identitdt, Symmetrie und
Dreiecksungleichung,
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Durch die Metrik lait sich eine geometrische Zerlegung des Raumes beziiglich einer Basis-
Punktmenge vornehmen, welche als Voronoi-Zerlegung bezeichnet wird. Die Voronoi-Zerlegung Voronoi-Zeregung
besteht aus Voronoi-Regionen. Jedem Basis-

R Punkt ist eine Voronoi-Region zugeordnet. Eine
Voronoi-Region besteht aus allen Punkten des

\ Raumes, die zu diesem Basispunkt einen gerin-
\ geren Abstand als zu allen anderen Basispunk-
@ ten haben. In Abbildung 1 gehért der Punkt Q

Yy, P3 zur V-Region des Basis-Punktes P1, wohinge-
Y, gen R zu zwei V-Regionen gehdrt. Das topologi-
sche Abbild dieser Zerlegung kann durch einen
Graphen dargestellt werden (Abb. 3). Es ist zu
beobachten, dall es Metriken gibt, bei denen
dieser Graph eine Triangulation der Punktmenge

\
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Abbildung 1: Voronoi-Zerlegung von drei
Punkten in der Ebene

Delaunay-

darstelt. Im Zusammenhang mit der euklidi- Tianguation
schen Metrik wird diese Triangulation als Delau-
nay-Triangulation bezeichnet. Beide Strukturen
enthalten lediglich Informationen des linearen,
metrischen Raumes. Sie bilden die Grundlage fiir raumliche Interpolationen beziiglich punktueller
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Abbildung 2: Voronoi-Zerlegungen einer Punktmenge fiir euklidische, L;-, Manhattan- Meltik (rechts)

und Maximum-Metrik [1].

Stiitzstellen. Der Graph erlaubt die linienhafte Interpolation auf den Kanten, die Voronoi- Zerle-
gung ermdglicht eine hdherwertige, flachenbezogene Interpolation (vgl. Sibson [1] ).



Haufig wird die Triangulierung in einem n-dimensionalen Raum in einen engen Zusammenhang mit

der Bestimmung der konvexen Hiille in einem (n+1)-dimensionalen Raum gebracht. Hier ist zu Zusammenhangvon
. L konvexer Hiille

bemerken, dal® die Konvextat als

einzige Voraussetzung die des linearen  Trianguiation

Raumes bendtigt und keine Ab-

standsfunktion. Der Einflul der Metrik

erfolgt Uber die Transformation in den

(n+1)-dimensionalen Raum.

Wil man den Graphen der n

dimensionalen euklidischen Triangulati-

on konstruieren und anwenden, so

stellt sich die Aufgabe einer angemes-

senen Modelivorstellung zur Speiche-

rung dieser Triangulation. Die Modell-

vorstellung soll so allgemeingiltig sein,

dal sie es erlaubt Triangulationen Modelvorstelung

. ) o beliebiger Dimension abzubilden, es
Abbildung 3: Dualitét zwischen Voronoi-Diagramm jedoch dennoch gestatten, die her-

(durchgezogen) und  Delaunay-Triangulation | ichen geometrischen Grundauf-
(gestrichelt) in euklidischer Metrik. gaben konvexe Hille, geometrischer
Schnitt, Isolinien, Isoflachen und Inter-

polation durchzufiihren. Flr diese Aufgabe erweisen sich Simplexe als sehr geeignet.
Simplexe existieren in verschiedenen Ordnungen. Ein Simplex der Ordnung n, ist eine konvexe
Punktmenge aus n+1 Punkten, die nicht in einer (n-1)-dimensionalen Hyperebene liegen. Jedes

Simplex besteht aus n+1 Untersimplexen nachst niedrigerer Ordnung.

Zur Beschreibung von Triangulationen sowie struktureller Probleme, ist es in der Regel nicht aus-
reichend einzelne Simplexe zu betrachten, sondern es missen diese in ihrer Abhangigkeit unter-
einander erfal3t werden. Hierzu werden die Sim-
plexe als Menge betrachtet. lhre Abhangigkeiten
missen bestimmte topologische Anforderungen
erfillen: Die Schnittmenge zweier beliebiger Ele-
mente muld entweder ein gemeinsames Unter-
simplex oder aber die leere Menge sein. Dieses
fihrt zu der Modellvorstellung eines Simplizial-
komplexes. Der Simplizialkomplex ist ein Son- Simpliziakomplex
derfall eines allgemeinen Zellkomplexes. Die
Nachbarschaftsbeziehungen der Simplexe unter-
einander koénnen vorteilhaft in einem Graph mit
den Simplexen als Knoten und den nachbar-
schaftlichen Verbindungen als Kanten abgelegt
werden. Dieser Umstand erlaubt eine angemes-
sene Behandlung auf der Basis der Graphentheo-  Graphertheorie
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Abbildung 4: Simplizialkomplex dritter Ord- Verwendet man bei der Implementierung von
nung geometrischen Algorithmen lediglich minimale

Eigenschaften, so erhalt man einfache Werkzeu-
ge, die sich auf eine Vielzahl geometrischer und nichtgeometrischer Fragestellungen anwenden
lassen.

Parameterinterpolation als Werkzeug zur Eichung von Simulationsmo-
dellen

Im Folgenden soll anhand eines einfachen Beispiels erlautert werden, wie die oben erlauterten Zusammenhange flr
spezielle Probleme (oder Anwendungen) des Ingenieurwesens nutzbar gemacht werden kénnen.

In vielen Bereichen des Ingenieurwesens sind Simulationsmodelle wichtige Werkzeuge fir die Beurteilung von Pro-
zessen. Der Vorteil von solchen numerischen Modellen, die versuchen, einen bestimmten Teil der Physik in einem
Modell abzubilden, liegt darin, daf3 sie es gestatten,



o Werkstoffe und Gebaude zerstorungsfrei zu untersuchen,
o natirliche Prozesse experimentell zu erschlieen, sowie
¢ zuerwartenden Naturereignissen Vorhersagen zu geben.

Da die verwendeten Modelivorstellungen im allgemeinen die zu beschreibenden Vorgange in ihrer ganzen Komplexi-
tat nicht widerspiegeln, werden gewisse Einfliisse durch Parametrisierungen beschrieben (Modellparameter). Die
das Verhalten des Modells steuernden Eingangsgrof3en - im folgenden Steuerparameter genannt - sowie der Guiltig-
keitsbereich des Modells miissen ebenfalls festgelegt werden. Dieses stellt einen in der Modellfindungsphase be-
sonders haufig anzutreffenden und zeitaufwendigen Vorgang dar (das von dem anwendenden Ingenieur nur mit viel
Erfahrung geltst werden kann).

Die Verifikation von Modellen erfolgt im allgemeinen durch Parameterstudien. Dies bedeutet dal® der Einflu jedes
Parameters auf die Losung festzustellen ist. Aus diesen Studien wird anschliefdend eine glinstig erscheinende Kom-
bination abgeschatzt. In der Regel wird jedoch durch diese Parameterkombination noch keine ausreichende Mo-
dellaussage erreicht, so dal® weitere Untersuchungen des Einflusses der einzelnen Parameter auf die Losung durch-
gefihrt werden missen. Dieses mitunter ungezelte Vorgehen wird solange wiederholt, bis eine als ausreichend
definierte Ubereinstimmung zwischen (bekannten) Sollwerten und den Ist-Werten des Simulationsmodells ermittelt
wurde (,Monte Carlo Methode*). Das Ergebnis dieser Bemihungen ist eine (willkrlich gefundene) Parameterkombi-
nation. Dieses Verfahren wird mit zunehmender Anzahl von Parametern immer untibersichtlicher und 183t trotz erheb-
lichen Aufwandes nur relativ beschrankte Aussagen zu.

Der Einflu einzelner Parameter auf das Modell ist erst in zweiter Linie wesentlich. Vielmehr bestimmt die Wechsel-
wirkung der Parameter untereinander und ihre Wirkung auf das Modell im wesentlichen die Lésung. An dieser Stelle
ist der Mensch mit seiner Anschauungsfahigkeit Uiberfordert. Er vermag die gegenseitige Beeinflussung von mehr als
drei Faktoren nicht wiederzugeben. Unter Verwendung elementarer geometrischer Verfahren kann durch ein geziel-
tes Vorgehen diese Wechselwirkung berticksichtigt und dadurch die Anzahl der Versuchslaufe erheblich minimiert
werden. Ein grofder Vorteil dieser Vorgehensweise begriindet sich darin, daf} alle unternommenen Versuchsrech-
nungen einen Anteil an der Losung haben - es gibt also keine unniitzen Rechnungen mehr. Durch eine Interpolation
kann von einer punktuell vorhanden Information (Versuchsrechnung) auf eine flachenhafte Information
(L6sungsgebiet) geschlossen werden. Grundlage fiir die Interpolation ist eine Interpolationsvorschrit. Als eine solche
Vorschrift kann eine d-dimensionale Triangulierung (d=Anzahl der Parameter) und eine lineare Interpolation auf den
Dreiecksflachen angesehen werden. Eine Delaunay-Triangulation ist wegen ihrer Eigenschat, benachbarte Punkte
(Parameterkombinationen) zu verbinden, hierflir besonders geeignet.

Beispiel: Fur ein Gedankenexperiment sollen folgende Annahmen getroffen werden:

¢ Die analytische Lésung fiir die Momentenberechnung eines Balkens auf zwei Stiitzen sei unbekannt.

o Es existiert fur dieses Problem ein Simulationswerkzeug, welches das Moment ermittelt.

¢ Als Eingangsparameter fiir das Werkzeug stehen die Systemlange | und die Flachenlast g zur Verfligung. Die
Systemlange kann Werte von 1.0 - 10.0 m annehmen. Der Untersuchungsbereich der Flachenlast erstreckt sich
Uber das Intervall 1.0 -10.0 KN'm.

q
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Frage: Welche Kombination von Parametern g und | erzeugt ein Feldmittenmoment von 5 KNm?

Die Anzahl der Parameter des obigen Beispiels betragt n=2. Zunichst werden 2' Punkte (Parameterkombinationen)
festgelegt, die den Untersuchungsbereich in Form eines umschreibenden Kubus reprasentieren. Die Ergebniswerte
der Simulationsrechnung fiir die Punkte des Kubus werden ermittelt. Durch Triangulation dieser Punkte und linearer
Interpolation der Simulationsergebnisse erhalt man eine erste Approximation des Losungsraumes. Die Losung des
obigen Beispiels stellt eine Isolinie (M=5KNm) im Parameterraum q x | dar. Um diese Isolinie zu bestimmen wird ein
geometrischer Schnitt des sich ergebenden Simplizialkomplexes im Raum g x | x M mit dem Hyperraum durch M=5
vorgenommen.




Als Ergebnis dieser Operation erhalt man samtliche Parameterkombinationen, die in erster Naherung das gesuchte
Moment liefern. Im folgenden gilt es diese Naherung systematisch zu verbessern.
Hierzu wird das Ergebnis der Simulation an ausgewahlten Punkten der Isolinie Uberpriit. Kandidaten solcher Para-
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Abbildung 5: Sukzessive Hinzunahme von Schnittpunkten zur Triangulation des Parameterraumes.
meterkombinationen sind die Schnittpunkte der Isolinie mit den Kanten der Triangulation. Die Punkte und deren zuge-
horige Simulationsergebnisse werden zu |
der Triangulation aus dem vorigen Schritt
hinzugenommen und ermdglichen, durch | exakte Losung
erneute Interpolation die Approximation der |
Ldsung zu verbessern. Diese Verfeinerung : )
kann solange durchgefihrt werden, bis
eine zufriedenstellende  Ubereinstimmung
2wischen gesuchter Losung und Ergebnis
der Simulation gegeben ist.

Der besondere Vorteil dieser Vorgehens-
weise ist darin zu sehen, daf’ nicht nur eine
passende Parameterkombination gefunden
wird, sondern daf® Uber das gesamte
Untersuchungsgebiet verteilt Parameter-
kombinationen bekannt sind, die die ge-
suchte Lésung nahezu erfiillen. Abbildung 6
zeigt diese Parameterkombinationen flr
das vorgestellte Beispiel, nach drei Trian-
gulationer/Interpolationen im Vergleich mit q

der exakten Losung.
Das zweite Beispiel zeigt das Ergebnis Abbildung 6: Vergleich von interpolierter und exakter Lésung nach 13

dieser Vorgehensweise angewandt auf ein Simulationsrechnungen und 3 Triangulationen/Interpolationen.

etwas komplexeres Beispiel. Die Aufga-

benstellung sah vor, fir nebenstehendes System (Abb. 7) jene Belastung tiber dem linken bzw. (iber dem rechten
Feld, in Kombination mit beliebiger linker bzw.

interpolierte Lésung

| q \M/ q | rechter Feldidnge zu ermitteln, die Uber der mittle-
1 2 ren Stitze ein Moment von 100 KNm erzeugt.
A A A Abbildung 8 zeigt die Ergebnisse dieser Vorge-

= hensweise in Abhangigkeit von den Verfeinerungs-
schritten. Es a3t sich beobachten, da® mit zuneh-
mender Verdichtung des Parameterraumes die
Anzahl der Parameter, die das gesuchte Ergebnis
lifern, in erheblichem Mal3e zunimmt.

| |1 - |2

Abbildung 7: Durchlauftrager mit zwei Feldern.
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Abbildung 8: Lésungen der Parameterkombinationen in Abhéngigkeit von den Triangulationsdurch-
laufen.
Ausblick

Die vorgesteliten Anwendungen sind Reprasentanten firr eine Klasse von Problemstellungen des Bauingenieurwe-
sens. Anwendungen aus dem Bereich Kiisteningenierwesen sind Gegenstand der laufenden Forschung. Auf deren
Vorstellung wurde im Interesse einer Uberschaubaren Darstellung an dieser Stelle verzichtet. Die Verwendung von
Simplizialkomplexen beschrankt sich nicht nur auf Triangulationen und damit zusammenhangender Fragestellungen,
sondern eignet sich auch zur Darstellung von Strukturproblemen allgemeiner Art [2].
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