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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН В ГИПОПЛАСТИЧЕСКОЙ СРЕДЕ С 
МЕЖЗЕРЕННОЙ ДЕФОРМАЦИЕЙ 

 

Gudehus G. 1, Чигарев А.В. 2, Киреева И.А. 2 
 

A theoretical study of plane waves in hypoplastic medium is presented using a ray method of geometrical seis-
mology. Dynamical equations for relative small disturbance about an initial state are derived from general equations of 
hypoplasticity. We consider the hypoplastic equations with intergranular strain and assume that the initial state and the 
density of medium are inhomogeneous. In this case using of the ray method is the most efficient. The solutions for the 
components of rate vector or stress are found in the form of ray series. The coefficients of these series satisfy on order 
differential equations of the transfer which are solved analytical in case when void ratio is less then unit.  

The velocities of quasi-longitudinal and quasi-transverse waves in a hypoplastic medium with intergranular 
strain depend on a kind of the loading and the unloading and they are usually less than the velocities of longitudinal 
and transverse waves in elastic skeleton. 

1. Введение. 
Уравнения распространения волн в гипопластической среде описывают некоторые эф-

фекты, наблюдаемые во время землетрясений [1]. Конститутивные уравнения модели явля-
ются нелинейными, что в общем случае требует использования аналитических методов типа 
метода малого параметра. В статье [2] установлено наличие естественного малого параметра 
в исходных уравнениях, что позволило применить данный метод для решения задач динами-
ческой гипопластичности.  

В качестве малого параметра выступает выражение 1
)0(

)0(

<<ε=
−

trT

TT
, где T, )0(T  – те-

кущий тензор напряжений и тензор начальных напряжений. Авторы статьи [3] получили ре-
шения ряда прикладных задач в первом приближении. 

В теории распространения волны в гипопластической среде [4, 5] описаны некоторые 
стадии процесса распространения волны. 

В данной статье рассмотрены вопросы получения следующих приближений. 
В случае малой амплитуды возмущения по сравнению с начальным напряженным со-

стоянием, волны распространяются с постоянной скоростью как упругие волны в пористом 
теле при однородных начальных напряжениях, [6]. Тем не менее, уже в этом приближении 
можно рассматривать пластические волны для случая относительного перемещения зерен с 
трением. Вычисление скорости пластической волны приведено в работе [6]. Описанная в 
этой статье модель гипопластической среды с межзеренной деформацией дает возможность 
вычислить скорости пластических волн. Математические приемы, использованные авторами 
[6], не позволяют распространить методы на случай волн в гипопластической среде при не-
однородном начальном напряженном состоянии и неоднородной плотности. 

Рассмотрим применение лучевого метода, который является одним из наиболее эффек-
тивных методов в геометрической сейсмологии. 

В основу метода положены условия: 
1. Возмущение объема среды распространяется в виде волновой поверхности. 
2. Решением динамических уравнений является ряд, описывающий полевые величины в 

окрестности волновой поверхности вдоль траектории луча. 
3. Для коэффициентов этого ряда получены дифференциальные уравнения переноса, кото-

рые могут быть решены аналитическим путем. 
4. Полученные решения верны вдоль траектории луча, которые находятся с помощью 

принципа Ферма. 
5. Энергия возмущения распространяется вдоль лучевых трубок. 
6. Процесс является устойчивым в случае распространения возмущения в форме волновой 

поверхности. Разрушение волновой поверхности свидетельствует о неустойчивости про-
цесса. 
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7. Лучевые ряды имеют различные формы для случаев гладкого (непрерывного) изменения 
полевых величин и для разрывного на волновой поверхности. В этом случае для скачков 
полевых величин должны быть выполнены условия совместности. 

 
1.1 Математическая формулировка проблемы распространения волны в гипопластиче-

ской среде. 
Замкнутая система уравнений, описывающая процесс распространения волны в гипо-

пластической среде в общем случае имеет вид 

t
VgT
∂
∂

ρ=ρ+totaldiv  (1.1) 

( ) 0=ρ∇+
∂
ρ∂ V
t

 (1.2) 

TWWTDeTMT +−δ= :),,(  (1.3) 
δ+δ−δ=δ WWDF :)(  (1.4) 

trDee )1( +=  (1.5) 
Система (1.1) – (1.5) содержит 17 уравнений для 17 неизвестных: V  – скорость, Т – 

тензор напряжений, δ  – тензор межзеренной деформации, ρ  – плотность среды, е – коэффи-
циент пористости. Для системы (1.1) – (1.5) можно поставить различные начальные и гра-
ничные условия для конкретных задач. 

Так как уравнения (1.1) – (1.5) сильно нелинейные, рассмотрим некоторые предполо-
жения, которые позволят упростить эту систему. Аналогично [6] предположим что, возму-

щение напряжения )0(TT −  меньше чем начальное напряжение )0(T  

1
)0(

)0(

<<ε≤
−

T

TT
. (1.6) 

Однако, в отличие от [3], не полагаем что, начальные напряжения )0(T  постоянны. 
Рассмотрим случай когда, )()0( xTT = , )(xρ=ρ  – функции пространственных коорди-

нат x . Аналогично [3], предположим: начальное напряженное состояние – гидростатиче-

ское, тогда тензоры 1ˆ −⋅= TTT , JTTT
3
1ˆ 1 −⋅= −∗   имеют следующий вид 

ijijT δ=
3
1ˆ  ,          0ˆ =∗

ijT  (1.7) 

Из (1.7) следует что, ∗T̂  – малый параметр нелинейной системы (1.1) – (1.5). Используя 
метод малого параметра (или метод последовательных приближений), мы последовательно 
получим системы уравнений для приближений полевых величин. 

Сначала рассмотрим уравнения (1.3), (1.4). Запишем эти уравнения с учетом условия 
(1.7) в форме [6]: 

DNDLDLT :ˆ:ˆˆ:: 321 δα+δδα+α=  (1.8) 
DD :ˆˆ4 δδα−=δ   , для 0:ˆ >δ D  (1.9) 

DLDLT :ˆˆ:: 65 δδα+α=  (1.10) 

D=δ   ,                     для 0:ˆ ≤δ D  (1.11) 

R
x

T
x mm )1(11 ρ−+ρ=α ,   ( )T

x m−ρ=α 112 ,   x
13 ρ=α   , 
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rβρ=α 14  ,   15 α=α  ,   ( )TR
x mm −ρ=α 16 , 

jlikklijijklL δδµ+δδλ= ∗∗ 2  ,  XN ijij δ= ,  

27
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Параметр cϕ  соответствует критическому углу трения [6]. 
 

1.2. Постановка задачи о распространении волн в слое. 
Рассмотрим задачу распространения волны в слое гипопластического материала, тол-

щины L , лежащем на полупространстве Lxxx +≤≤ 10110  (рис. 1). 
На практике материал обладает слоистостью, макроскопические эффекты учета кото-

рой можно описать удачно подобранной моделью эффективной среды. Сцепление слоя и по-
лупространства считаем жестким. 

В момент времени 0tt =  на границу слоя и полупространства 101 xx =  из полупро-
странства 01 <x  падает волна. 

Поставим следующие начальные условия: 
0),( 0101 =txV ,   0

20102 ),( VtxV = ,   0),( 0103 =txV . (1.12) 

.),(,0),(),(),(),(),( 0
12010120102301013010330102201011 TtxTtxTtxTtxTtxTtxT ======  (1.13) 

Граничные условия зададим в виде: 
0),(),( 103101 == txVtxV ,   )(),( 0

2102 tVtxV = , (1.14) 

.)(),(,0),(),(),(),(),( 0
12101210231013103310221011 tTtxTtxTtxTtxTtxTtxT ======  (1.15) 

x10

x3

x1

x10+L

x2

 
Рис. 1.  

 

В этом случае полевые величины явля-
ются функциями только от 1x  и уравнения 
(1.1), (1.2), (1.8) – (1.11), (1.5) могут быть за-
писаны в форме: 
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trDee )1( +=  (1.23) 
Выражения для 22T , 33T  мы не выписываем, так как они не будут использоваться в 

дальнейших вычислениях, звездочкой обозначим эффективные величины. 
Рассмотрим сначала уравнения (1.21) и (1.22). Так как эти уравнения являются нели-

нейными,  можно получить только приближенные аналитические решения. Используем 1-D 
приближение для каждого уравнения из системы (1.21), (1.22) в линейном приближении. 







≤δ

>δ
δ

−=δ
0for

0for,

111111

111111
11

11
11

DD

DD
R

D
  (1.24) 








≤δ

>δ
δ

−=δ
0for

0for,

121212

121212
12

12
12

DD

DD
R

D
  (1.25) 

Решение уравнений (1.24), (1.25) имеет вид: 
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Где Е – тензор деформации и )0(E  –тензор начальных деформаций. 
Для упрощения последующих вычислений линеаризуем решения (1.26), (1.27) – разло-

жив функцию экспоненты в ряд Тейлора и ограничимся приближением до второго порядка. 
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Заменим выражение klklij Dδδ̂  в уравнениях (1.19), (1.20) разложением (1.30) и (1.31), 
учитывая (1.21), (1.22). Тогда получим: 
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Следующее упрощение получим для выражения pqpq Dδ̂  в  уравнении (1.32). Для этого 

запишем приближенное выражение для pqpq Dδ̂ , учитывая разложение (1.28): 
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Подставив (1.34) в (1.32), запишем уравнения (1.32) и (1.33) в следующей форме: 
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где коэффициенты A1, A2, B1 вычисляются по формулам: 
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Объединив уравнения (1.19) и (1.35), получим: 
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Объединив уравнения (1.20) и (1.36), получим: 
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Система дифференциальных уравнений (1.38), (1.39) описывает процесс распростране-
ния волны в гипопластической среде с межзеренной деформацией. Для уравнений (1.36) – 
(1.39) мы можем задать начальные и граничные условия (1.11) − (1.14) на плоскости 101 xx = . 

Запишем уравнения неразрывности и кинетические уравнения для коэффициента пори-
стости e : 
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Подставляя 
t∂
ρ∂  из (1.42) в (1.40), находим 
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Из (1.43) следует: 
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Подставляя (1.45) в (1.44), получим 
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В случае 1<<e  можем записать уравнение для нулевого приближения: 
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Преобразуем уравнения (1.39) с учетом (1.35): 
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Используя выражения (1.36) и (1.48), запишем уравнение (1.41) в следующей форме 
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Итак, получено нелинейное дифференциальное уравнение (1.49) для 12T . 
Рассмотрим теперь уравнение (1.38). 
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Для функции ),( txp  запишем следующее уравнение: 
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В нулевом приближении уравнение (1.50) преобразуется в выражение: 
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2. Получение и решение уравнений переноса в общем случае. 
Рассмотрим уравнение (1.47). Коэффициенты 2A , p  являются функциями от перемен-

ных t , 1x , поэтому используем лучевой метод для решения этого уравнения. Решение будем 
искать в форме лучевого ряда: 
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где )( 1xψ  – эйконал; )(
2

nV  – функции, которые должны быть найдены; t  – текущее время; 

1x  – пространственная координата. 
Подставив (2.1) в (1.47), получим: 
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где знак ,, ′ “ означает производную. 
Для 0<n  должно выполняться условие 0)(

2 =nV                           . 
Из выражения (2.2) следует 
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При 1−=n  0)(
2 ≡nV , но 0)0(

2 ≠V , тогда из (2.3) получим следующее выражение 
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где )(xC  это скорость волны. 
Уравнение (2.4) называется уравнением эйконала. Это уравнение используется в гео-

метрической акустике (сейсмологии). 
Решение уравнения (2.4) имеет вид: 
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Функция )( 1xψ  обозначает время прибытия волны в точку 1x . В формуле (2.5) знак 
« + » берется для волн в направлении точки 1x , знак « – » для волн в направлении 1x− . 

Подставляя (2.5) в (2.3), получим систему уравнений переноса. Эти уравнения являют-
ся однородными дифференциальными уравнениями 1-го порядка относительно )( 1

)(
2 xV n . 

Запишем решение этой системы в общем виде: 
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Значения ρ , 2A , )( 10
)(

2 xV n  считаются заданными. Найдем )( 1
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2 xV n  из (2.6), (2.7) и 
подставим в уравнение (2.1). 
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Аналогично выражению (2.3), запишем следующее равенство для (2.9): 
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Таким образом, делаем вывод, что в гипопластической среде распространяются волна 
2V  (квазипоперечная волна) и волна 1V  (квазипродольная волна), которые связаны друг с 

другом. 
Решение уравнения (2.11) имеет вид: 
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Подставив (2.12) в (2.9), получим систему уравнений переноса. Запишем решение этой 
системы в общем виде: 
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Рассмотрим нулевое приближение при 0=n . В этом случае из (2.10) получаем: 
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Решение уравнения (2.16) имеет вид: 

∫ τ







ρ

ττρ
τ+








ρ
ρ

=
1

10

4
1

1111

11)0(
21

4
1

1111

101101
10

)0(
11

)0(
1 )()(

)()()(
)()(
)()()()(

x

x
d

xAx
AV

xAx
xAxxVxV , (2.17) 

( )
)()(
)()(

)(
2
1

)()(
)(

)(
)()()(

11

1)0(
2

4
1

12

2

1

1)0(
2

)0(
21 τρτ

′
τρτ

τ+







τ−τ

τ
τ
τ

τ=τ ′

A
B

V
BA

A
A
BVV  (2.18) 

Пусть начальные условия будут нулевыми, а среда распространения волны – однород-
ная, тогда из (2.12), (2.16) и (2.8) следует: 
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Формулы (2.19), (2.20) дают решение качественно аналогичное [6, 9]. 
 
3. Сравнение результатов распространения волны в гипопластической среде с учетом и 
без учета межзеренной деформации. 
Рассмотрим выражения (1.37) для коэффициентов Ai , 1B с учетом межзеренной де-

формации, а коэффициенты )(n
iA , )(

1
nB  без учета межзеренной деформации. 

Скорости квазипродольной и квазипоперечной волн находятся по формулам: 
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Выражения для )(2 n
eC , )(2 n

tC  запишем с учетом формул (3.1): 
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Из (3.2), (3.3) следует, что значения скоростей зависят от знака 11D , 12D , 11
~E , 2α , 3α . 

В статье [6] даны численные значения для следующих коэффициентов:  
4101 −⋅=R  ;   0,5=Rm  ;   0,2=Tm  ;   5,0=βr  ;     0,6=χ  ;  
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тогда в формулах (3.1), (3.2), (3.3) получаем 01 >α , 02 <α , 06 >α . 
Таким образом, при нагрузке квазипродольная волна распространяется со скоростью 

меньшей, чем скорость волны в упругом скелете, при разгрузке могут быть различные ситу-
ации для конкретных данных. Скорость квазипоперечной волны меньше чем скорость попе-
речной волны в упругом скелете. 

 
4. Выводы 

1. Получены уравнения распространения волн в гипопластической среде с учетом межзе-
ренной деформации, описывающие эволюцию сравнительно малого возмущения в виде 
плоской волны в случае, когда начальное состояние и плотность среды являются неодно-
родными. Вследствие неоднородности динамические уравнения для продольных и попе-
речных волн попарно связаны друг с другом. 

2. В случае, когда коэффициент пористости 1<<e , динамические уравнения описывают 
распространение квазипродольных и квазипоперечных волн, причем для поперечного 
компонента динамические уравнения замкнуты, а для продольного компонента динами-
ческие уравнения содержат зависимость от поперечного компонента. 

3. Решения динамических уравнений найдены в общей аналитической форме лучевым ме-
тодом, который позволяет получить решение динамических уравнений гипопластической 
среды с межзеренной деформацией. Эти решения получены вдоль траектории луча в 
окрестности волновой поверхности. 

4. Скорость квазипродольной волны в гипопластической среде с межзеренной деформацией 
меньше чем в упругой модели при нагрузке и может быть меньше или больше при раз-
грузке (это зависит от условий конкретной задачи). Скорость квазипоперечной волны в 
гипопластической среде с межзеренной деформацией меньше чем в упругой модели. 

5. Полученные результаты в случае однородного начального состояния и постоянной плот-
ности гипопластической среды аналогичны результатам, полученным другим методом. 
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