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Abstract

This work is devoted to the modeling of two types of contrasted structured plates that ex-
hibit non-conventional dynamic behavior : the first one corresponds to periodic unidirectionally
stiffened plates and the second one corresponds to orthogonally stiffened plates. The different
regimes of behavior are specified, according to the mechanical and geometrical parameters of the
beam and the plate. The dynamic behavior of such stiffened plates is established by up-scaling,
through multi-scale asymptotic method, the linear local description of the plate and the stiffe-
ning beams coupled together. The behavior is derived from the three-dimensional elastodynamic
laws of the materials combined with asymptotic expansions formulation. The study focuses on
situations of inner resonance that corresponds to specific mechanical contrasts between the beam
and plate parameters.

The analysis clearly evidences the enriched kinematics of such plate and yields to a synthetic
and analytic macroscopic representation that encompasses the flexural and torsional mecha-
nisms, as well as guided waves. In the case of unidirectionally ribbed plates, an effective hybrid
beam /plate model is obtained and the analytical expressions of effective parameters are spe-
cified. It results in a beam-like operator that provides a simple understanding of the behavior
taking into account inner resonance. This atypical model accounts from the coexistence of two
types of dynamic regimes. The unusual dispersion features of flexural and torsional waves arise
from frequency dependent parameters, namely, the effective mass, the effective rotational inertia
and the effective torsional spring rigidity associated with the plate.

The theory is then extended to an orthogonally ribbed plate, and yields a non-conventional
plate model with frequency dependent parameters. These results allow investigating the atypical
dispersion equation with respect to the geometrical and mechanical contrasts of the structural
components. The validity and robustness of the model are also verified by comparing theoretical
predictions with finite element based computations, namely the WFEM ( Wave Finite Element
Method). Comparisons show that mechanisms identified numerically are correctly predicted by
the proposed homogenized model.

Finally, two mock-ups are considered experimentally, corresponding to uni-directionally rib-
bed plate with geometrical contrast and orthogonally ribbed plates involving geometrical and
mechanical contrasts. The out-of-plane displacement field under random excitation is measured
using a scanning laser vibrometer, then post-processed using the IWC (Inhomogeneous Wave
Correlation) method. This is performed for various internal boundary conditions and added mass
to highlight the ability of the homogenized model to describe different configurations. A good
agreement is found between the experimental measurements and the analytical predictions. The
presented approach can be used to describe the motion of ribbed panels of industrial interest
and/or to design structures having specific atypical features in a given frequency range.

Keywords : ribbed plates, asymptotic homogenization, composite materials, periodic struc-
tures, inner resonance media.
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Résumé

Ce travail est consacré a la description macroscopique de deux types de plaques structurées
contrastées dont le comportement dynamique est atypique : le premier cas correspond a une
plaque raidie dans une direction par des raidisseurs régulierement espacés, le second correspond
au cas d’une plaque bi-raidie dans les deux directions par un treillis périodique de poutres. Les
différents régimes de comportement sont spécifiés en fonction des parametres mécaniques et
géométriques des raidisseurs et de la plaque. Le comportement dynamique de ces plaques est
établi en faisant émerger, par homogénéisation asymptotique, la description locale et globale. Le
modele est construit a partir des équations élasto-dynamiques tri-dimensionnelles du matériau
combinées a des développements asymptotiques. Le travail se concentre sur des situations de ré-
sonance interne qui correspondent a des contrastes spécifiques entre les parameétres de la plaque
et du raidisseur.

L’analyse met clairement en évidence les cinématiques enrichies de la plaque et aboutit a
un modele analytique macroscopique qui inclut les mécanismes de torsion et de flexion. Dans le
cas de la plaque mono-raidie, un modele hybride fait intervenir des parametres effectifs dont les
expressions analytiques sont précisées. Ce modele est analogue a un modele de poutre et permet
d’appréhender le comportement de la plaque en incluant la résonance interne. Ce modele non
conventionnel montre la coexistence de deux régimes dynamiques. Les caractéristiques de dis-
persion atypique associées aux ondes de flexion et de torsion proviennent de parametres effectifs
dépendants de la fréquence, comme la masse effective, 'inertie de rotation effective, et la rigidité
de torsion effective associées a la plaque.

Cette théorie est ensuite étendue au cas de la plaque bi-raidie, et conduit a un opérateur de
type plaque non conventionnel incluant des parametres effectifs. Ces résultats permettent d’exa-
miner des courbes de dispersion atypiques en fonction des contrastes géométriques et mécaniques
entre les différents composants. La validité des modeles et leur robustesse sont vérifiées en com-
parant les résultats analytiques a des simulations numériques de type éléments finis WFEM. Les
comparaisons montrent que les mécanismes observables numériquement sont bien décrits par le
modele analytique proposé.

Enfin, deux maquettes sont utilisées pour la validation expérimentale : une correspondant
a une plaque mono-raidie comportant un contraste géométrique, et 'autre correspondant a la
plaque bi-raidie impliquant des contrastes géométrique et mécanique. Les réponses mesurées par
vibrometre laser sont traitées par corrélation d’onde IWC. Les mesures sont reproduites pour
plusieurs conditions limites de plaques internes et différentes valeurs de masse ajoutées pour
montrer la performance du modele homogénéisé. Une tres bonne corrélation apparait entre les
mesures expérimentales et les prédictions issues du modele. Cette approche peut étre utilisée
pour décrire le comportement de panneaux raidis industriels et pour concevoir des structures
ayant des propriétés spécifiques a certaines fréquences.

Mots-clés : plaques raidies, homogénéisation asymptotique, matériaux composites, struc-
tures périodiques, milieux & résonance interne.
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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Contexte et objectif

Les plaques composites aux propriétés vibroacoustiques optimisées se présentent de ma-
niere pratique sous forme de structures fortement hétérogenes. Ces plaques composites com-
binent plusieurs constituants ayant des propriétés différentes faites de différents matériaux et
présentent souvent une structure périodique, comme par exemple, les panneaux alvéolés de type
nid d’abeilles, les plaques sandwich multi-couches, les plaques raidies, ou les treillis de poutres.
Ces structures sont utilisées dans I'industrie automobile ou aérospatiale, en génie civil, ou une
structure plane peut étre rigidifiée par des raidisseurs régulierement espacés. L’estimation de leur
comportement dynamique revét un intérét particulier d’un point de vue théorique et pratique.

Les structures pour lesquelles la cellule unitaire présente de forts contrastes mécanique et
géométrique sont difficiles & modéliser numériquement. En effet, 'approche la plus utilisée pour
déterminer le comportement de ces structures périodiques consiste a les simuler numériquement
par la méthode des éléments finis. Si le nombre de périodes est faible, les résultats sont précis. Si
les cellules sont nombreuses et la structure hétérogene, la discrétisation est plus exigeante et les
temps de calculs deviennent longs, surtout en dynamique. Cet aspect est limitant quand il s’agit
de dimensionner, de faire des études de sensibilité, ou d’évaluer 'effet d’un certain parametre.

Cette limitation apparalt déja en régime statique et devient encore plus problématique en
régime dynamique, ou le phénomene de résonance interne peut se manifester. La résonance
interne intervient lorsque le milieu présente une dynamique aux niveaux microscopique et ma-
croscopique simultanément. Dans ce cas, le comportement dynamique global présente des bandes
de fréquences ou les parametres effectifs sont singuliers. La réduction de modeles par homogé-
néisation est un moyen de décrire ces situations et de définir explicitement le comportement
macroscopique équivalent.

L’objectif de ce travail est de construire des modeles homogénéisés, et de justifier leur per-
tinence pour décrire des structures composites périodiques de type plaques raidies a résonances
locales. L’homogénéisation permet de prendre en compte les mécanismes a 1’échelle locale et
de les faire émerger a 1’échelle globale. 1l s’agit donc de proposer des modeles analytiques pour
modéliser les phénomenes physiques, et de donner un panorama interprétatif le plus complet
possible, en particulier pour les effets de dispersion atypique liés a la résonance interne.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

1.2 Organisation du manuscrit

Un premier chapitre axé sur I’étude bibliographique met en évidence deux aspects : i) I’étude
des structures contrastées périodiques est liée a la thématique des métamatériaux, i) les mé-
thodes semi-analytiques et numériques pour les décrire donnent de nombreux résultats montrant
les phénomenes d’atténuation sans toujours apporter de cadre phénoménologique et de modeles
analytiques expliquant les mécanismes physiques.

Le second chapitre porte sur la construction du modele de plaque raidie dans une direction
par homogénéisation asymptotique. Cette approche permet de décrire les ondes guidées dans la
plaque, la flexion et la torsion dans le renfort en présence de résonance interne. Il apporte une
interprétation compléte aux courbes de dispersion.

La troisieme partie expose la construction du modele de plaque raidie par des raidisseurs
orthogonaux. Une méthode d’homogénéisation discrete, complétée par les conclusions du second
chapitre permet d’enrichir le modele de treillis de poutres en y ajoutant la dynamique locale des
plaques internes résonantes, pour différentes conditions limites.

Le quatrieme chapitre est le volet numérique de ce travail. L’objectif est de comparer les
modeles analytiques des deux chapitres précédents a des simulations numériques. Il expose la
mise en ceuvre de méthodes de types éléments finis sur des dimensionnements compatibles avec
la résonance interne, et illustrant les situations décrites analytiquement.

Le cinquieme chapitre propose une validation expérimentale des modeles analytiques. Le but
est de comparer les nombres d’ondes expérimentaux et analytiques, en identifiant les fréquences
de résonance interne. Deux maquettes sont étudiées et permettent d’appréhender les différentes
configurations détaillées analytiquement.

Enfin, une conclusion générale synthétise les principales étapes du processus de construction
des modeles et donne une vue d’ensemble des apports de cette these en termes de compréhen-
sion des mécanismes. Des pistes d’approfondissements et des idées de futurs travaux sont aussi
suggérées.



Chapitre 2

Etat de Dart

Ce premier chapitre expose le sujet et introduit les notions utilisées dans le manuscrit. Il
aborde 'homogénéisation de structures hétérogenes en se focalisant sur les aspects de périodi-
cité et de contraste. Il explique le positionnement de 'homogénéisation par rapport aux modeles
de plaques classiques, les hypotheses, et 'apport méthodologique face a des méthodes numé-
riques. A titre d’illustration, différentes méthodes classiques utilisées pour ’étude des structures
périodiques sont mises en ceuvre sur un exemple simple.
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4 CHAPITRE 2. ETAT DE L’ART

2.1 Plaques raidies en ingénierie

De nombreuses structures utilisées en ingénierie sont de type plaque, par exemple les pan-
neaux composites de type sandwich, les plaques raidies, les treillis de poutres, les plaques per-
forées, ondulées, ou encore stratifiées. Compte tenu de leur large champ d’applications, I'étude
de la propagation des ondes et la compréhension des comportements dynamique revét une im-
portance majeure dans la communauté de la vibro-acoustique.

La premiere équation de plaque fine isotrope en flexion est formulée dans les travaux de
Navier en 1823, bien que la rigidité de flexion n’y soit pas encore correctement définie. Celle-ci
sera établie par Poisson (1828). En 1850, Kirchhoff publie une these sur une théorie de plaques
minces Kirchhoff (1850), dans laquelle la théorie de 1’élasticité tri-dimensionnelle est réduite a
un modele bi-dimensionnel. Des simplifications provenant de I’extension directe des modeles de
poutres et de plaques pour les déplacements plan et hors-plan sont introduites par Love (1888).
Les analyses de différents problemes de stabilité de plaques en flexion sont détaillés dans un
ouvrage fondamental de Timoshenko (1951).

Des études complémentaires concernant la statique de plaques de différentes formes avec
différentes conditions limites sont menées par exemple par Huber (1929). En complément du
modele de Kirchhoff-Love associé aux plaques minces, Reissner (1945) développe une théorie de
plaques épaisses qui inclut les déformations dues au forces de cisaillement. L’ouvrage de référence
de Leissa (1969) sur les plaques présente de nombreux résultats concernant les fréquences et les
déformées de plaques de différentes formes et pour différentes conditions limites.

Les plaques anisotropes ont aussi fait ’objet de nombreuses études. Cette anisotropie peut
provenir soit du matériau lui-méme, auquel cas on parle d’anisotropie naturelle, soit de la géo-
métrie et/ou de la structure interne de la plaque, comme pour les plaques raidies, ondulées,
stratifiées, alvéolées, les treillis, pour lesquelles on parle d’anisotropie structurelle. Les modeles
de comportement décrivent la statique et la dynamique, en considérant toutefois que la longueur
d’onde est bien plus grande que I’épaisseur de la plaque et que le contraste est faible. Les bases
de la théorie générale des plaques anisotropes sont développées par Boussinesq (1879). Huber
(1929) développe une théorie de plaques orthotropes et résout les problemes avec différents types
de chargements (moments, forces distribuées). La contribution de Lekhnitskii (1968) & la théorie
porte sur l'analyse de comportements de plaques anisotropes linéaires et non linéaires.

Les modeles cités ci-dessus rentrent dans le cadre de ’approche phénoménologique. En com-
plément de cette approche, d’autres modeles utilisant des méthodes asymptotiques ont été éta-
blis.

Les fondements théoriques de ces méthodes se trouvent dans les travaux de Bensoussan et al.
(1978) et Sanchez-Palencia (1980). Cette méthode est utilisée par Kohn and Vogelius (1984) pour
analyser la flexion de plaques élastiques fines homogenes avec variation de section, et par Caille-
rie and Nedelec (1984) pour analyser des plaques et des coques périodiques inhomogenes. La
méthode d’homogénéisation asymptotique a été largement utilisée pour construire des théories
de plaques homogenes Trabucho and Viano (1996); Ciarlet (1997) et des plaques composites
périodiques Caillerie and Nedelec (1984). Kalamkarov et al. (2009) présente une large variété de
problemes d’élasticité de composites fins, de plaques raidies, et de coques (Caillerie and Nedelec
(1984); Bakhvalov and Panasenko (1989); Panasenko (2005)). Une analyse treés complete des
modeles de plaques et coques est fournie par Lewinski and Telega (2000); Kalamkarov et al.
(2009); Altenbach et al. (2010).
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Ce résumé n’est qu’un bref apercu du contexte historique et des travaux successifs sur les
théories de plaques. Le lecteur est invité a se référer a I'ouvrage de Sab and Lebée (2015), dans
lequel la chronologie des développements des modeles est expliquée en détails.

Les modeles classiques de plaques sont adaptés aux structures homogenes ou faiblement
hétérogenes. Elles sont aussi représentatives de plaques dont les propriétés mécaniques ou les
parametres géométriques des constituants sont faiblement contrastés. Les difficultés apparaissent
en étendant ces modeles a des situations dans lesquelles les contrastes de propriétés sont élevés.
En effet, en situation de forts contrastes, la pertinence des théories ci-dessus en régime dyna-
mique devient discutable car le contraste de propriétés mécaniques entre les constituants conduit
en particulier a des situations de résonance interne atypique.

Une étude de référence sur la dynamique d’une plaque hétérogene mono-raidie est proposée
par Fahy and Lindqvist (1976) en considérant séparément la plaque et le raidisseur, et en sui-
vant les hypotheses de Ungar (1961) que seule une dynamique de flexion existe dans la plaque,
et d’'une dynamique couplée de flexion/torsion existe dans le raidisseur. La plaque et le raidis-
seur sont deux éléments distincts et leur couplage permet de formuler de maniere analytique les
équations de dispersion sous forme de probleme aux valeurs propres. La résolution numérique
de ces équations conduit aux courbes de dispersion. Cette approche n’aboutit pas & un modele
de plaque, mais donne les équations de dispersion qui doivent étre résolues numériquement. Une
description de type guide d’ondes est utilisée par Orrenius and Finnveden (1996) qui, a partir
d’une plaque bordée de deux raidisseurs, propose une formulation faible. L’introduction de fonc-
tions d’interpolation mene alors aux équations de dispersion. La résolution numérique de ces
équations permet d’identifier des zones pilotées par la flexion ou la torsion des raidisseurs.

Des études semi-analytiques et des modeles numériques ont été développées pour étudier la
dynamique des plaques raidies. Le modele le plus accessible est celui de la plaque orthotrope
équivalente avec une masse moyenne et une rigidité effective, mais ne s’applique qu’en statique
et ne permet pas de décrire la dynamique de la plaque. Avec le développement de méthodes de
type éléments finis, une approche numérique basée sur la théorie de Floquet-Bloch appliquée
a une cellule structure périodique permet d’en obtenir les propriétés de dispersion de maniére
systématique. Cette méthode propagative appelée WFEM est par exemple décrite dans les ar-
ticles de Mead (1973); Waki et al. (2009). Cette méthode éléments finis WFE est mise en ceuvre
par Ichchou et al. (2008) sur une cellule périodique de plaque mono-raidie et confirme en partie
la validité des courbes de dispersion obtenue par Fahy and Lindqvist (1976). Dans le cas de
plaques raidies selon deux axes, la méthode WFEM est utilisée par Mead (1986); Mead et al.
(1988) pour explorer la propagation d’ondes dans une plaque raidie par un treillis orthogonal
de poutres. Il montre que le comportement dynamique en basses fréquences est similaire a celui
de la grille, et les caractéristiques des surfaces de dispersion confirment la nature orthotrope et
résonante de la plaque. La méthode WFEM améliorée par des méthodes de réduction modale
CWFEM (Condensed Wave Finite Element Method) est utilisée par Droz et al. (2016), qui pré-
dit le comportement vibratoire de la plaque bi-raidie, en identifiant la dynamique locale sur les
courbes de dispersion. De nombreux articles traitent de structures de type plaques/membranes
bi-raidie accordables Chen et al. (2017); Langfeldt et al. (2018) et montrent la possibilité de
placer les résonances locales sur un grand intervalle de fréquences.

Le point commun de ces approches numériques mentionnées précédemment est qu’elles ap-
portent des résultats numériques précis pour des géométries données. Elles ont pour objectif la
détermination des caractéristiques de dispersion sur des cas particulier mais n’ont pas vocation a
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construire des modeles génériques prenant en compte la dynamique locale. De plus, la modélisa-
tion numérique de grandes structures possédant de forts contrastes géométriques et mécaniques
s’avere délicate Waki et al. (2009). En effet, elle se heurte a des problemes mal conditionnés qui
entrainent des erreurs de discrétisation Mace et al. (2005) et/ou des effets de repliement Ichchou
et al. (2007). Le besoin de formulations permettant d’identifier le modele sous-jacent qui émerge
a partir de la physique intervenant a l'intérieur de la cellule est alors crucial. La réduction de
modeles par homogénéisation périodique est un moyen de contourner ces difficultés et de définir
explicitement le comportement macroscopique a partir des phénomenes a 1’échelle microscopique.

2.2 Homogénéisation périodique

Cette méthode d’homogénéisation asymptotique est introduite par Bensoussan et al. (1978);
Sanchez-Palencia (1980); Auriault et al. (2009). Cette méthode prend en compte la physique
a I’échelle microscopique dans le modele macroscopique, et les parametres effectifs sont com-
pletement déterminés par la cellule périodique. La pertinence de la description macroscopique
est assurée en considérant les phénomenes physiques aux échelles locale et globale. La méthode
consiste a considérer un domaine incluant un grand nombre de cellules, et les phénomenes fluc-
tuant a 1’échelle macroscopique de taille caractéristique L bien plus grande que la taille [ de la
cellule unitaire. On définit alors le parametre d’échelle e = [/L. Si e << 1, on dit que les échelles
sont séparées. Une caractéristique de ces méthodes d’homogénéisation est qu’elles utilisent des
moyennes locales pour définir les grandeurs macroscopiques. Celles-ci ne sont pas introduites de
fagon arbitraire mais résultent des équations d’équilibre du milieu. Ce point est important : la
forme du modele homogénéisé n’est pas supposée a priori, mais émerge de la microstructure. Les
résultats obtenus par homogénéisation sont d’autant plus pertinents que I’hypothese de sépara-
tion d’échelles est respectée.

Le principe de 'homogénéisation est de faire les développements asymptotiques des champs
du probléme sur le parametre d’échelle adimensionnel e = [/L. Le modele homogénéisé se
construit en remplacant ces développements dans les équations d’équilibre et en résolvant succes-
sivement les problemes aux différents ordres de €. Le comportement macroscopique équivalent est
obtenu pour € — 0 et fait donc intervenir les premiers termes non nuls des développements. Les
termes d’ordres supérieurs signifient que ’hétérogénéité du milieu résulte d’une somme infinie de
champs de déplacements d’amplitudes successivement décroissantes. Au niveau macroscopique,
au lieu d’obtenir des équations d’équilibre (de mécanique continue) homogénéisées, on obtient
de nouvelles équations d’équilibre qui font intervenir des dérivées spatiales d’ordres supérieurs et
qui représentent I'influence de ’hétérogénéité de la microstructure sur le comportement macro-
scopique du matériau. Il est donc possible d’améliorer la précision du modele effectif en prenant
en compte ces termes d’ordres supérieurs : Boutin and Auriault (1993); Boutin (1996); Smysh-
lyaev and Cherednichenko (2000); Andrianov et al. (2008); Kalamkarov et al. (2009).

Cette méthode d’homogénéisation basée sur des développements asymptotiques permet aussi
de traiter le cas de milieux réticulés, pour en donner un modele continu équivalent. Ces struc-
tures peuvent étre modélisées en considérant des éléments poutres au niveau local, comme c’est le
cas pour la méthode d’homogénéisation de milieux discrets périodiques HPDM ( Homogenization
of Periodic Discrete Media). L’homogénéisation asymptotique des milieux discrets bidimension-
nels, dans la continuité des travaux de Noor (1988); Bakhvalov and Panasenko (1989); Tollenaere
and Caillerie (1998), est introduite par Boutin and Hans (2003), puis enrichie par des effets de
résonance interne par Chesnais et al. (2007, 2015b,a). En considérant que la taille de la cellule



2.3. PROPAGATION DES ONDES DANS LES STRUCTURES PERIODIQUES 7

est petite comparée a la longueur d’onde, les variations d’efforts entre deux cellules sont faibles.
Les variables aux nceuds sont écrites comme des valeurs particulieres de fonctions continues. Le
processus d’homogénéisation s’appuie sur les développements de ces fonctions. Le modele final
homogénéisé retenu consiste en une solution au premier ordre, qui peut étre complétée par une
série de termes d’ordres supérieurs.

Les matériaux composites ont souvent une configuration périodique avec une période plus
petite que leurs dimensions globales. I.’homogénéisation asymptotique apparait alors comme une
méthode d’analyse adaptée. Pour rappel, I’avantage décisif de cette approche est de construire le
modele macroscopique sans présupposer la forme du modele final. Cela permet aussi de traiter
le cas de composites tres contrastés et de mettre en évidence leur comportement non conven-
tionnel comme les milieux généralisés Soubestre and Boutin (2012), ou les milieux & résonance
interne . Par exemple, dans les composites 3D, la résonance interne d’inclusions souples dans
une matrice rigide, la masse effective devient tensorielle et prend des valeurs négatives dans des
intervalles fréquentiels centrés autour des fréquences de résonance interne Auriault and Bonnet
(1985); Boutin (1996); Auriault and Boutin (2012). Cet effet apparait aussi dans les milieux
réticulés Chesnais et al. (2012).

2.3 Propagation des ondes dans les structures périodiques

Les structures a matrices périodiques apparaissent en premier lieu en physique de la matiére
ou les études de la structure atomique et de solides cristallins ont amorcé les premiers modeles.
Les premieres formulations établies sont des modeles masse-ressort, et pour les systemes pé-
riodiques infinis, la théorie de Floquet-Bloch permet de réduire ’analyse a une cellule unitaire
périodique. Cette approche est connue sous le nom de Floquet-Bloch, et réunit les théoremes
de Floquet (1883) et de Bloch (1929). Elle a été documentée puis enrichie par Brillouin (1953).

Le point clé est que la propagation d’ondes dans un réseau infini constitué de cellules iden-
tiques peut étre entierement formulée a partir d’une cellule élémentaire (théorie de Floquet-
Bloch). Plus précisément, cette théorie stipule que le nombre d’onde associé & 'onde traversant
la cellule est indépendant de la position de la cellule dans la structure, puisque cette derniere
est infinie. Le nombre d’onde au sein de la cellule est alors lié a la fréquence de 'onde par une
relation de dispersion. Les diagrammes de dispersion sont caractérisés par des bandes interdites
correspondant a des intervalles fréquentiels dans lesquels les ondes ne se propagent pas. La rela-
tion de dispersion est primordiale pour comprendre la propagation des ondes a travers le milieu
périodique.

Il existe deux types de bandes interdites associées a deux mécanismes différents : celles de
type diffraction de Bragg (dont le mécanisme est décrit par Bragg (1915)), et celles de type ré-
sonance locale, décrite analytiquement dans I’article précurseur de Auriault and Bonnet (1985),
et largement étudié depuis les années 1990, par exemple : Sigalas and Economou (1992); Liu
et al. (2000); Goffaux et al. (2002); Hein et al. (2010). Concernant la diffraction de Bragg, les
bandes interdites représentent des zones d’interférences destructives entre les ondes incidentes
et réfléchies qui se produisent lorsque les longueurs d’ondes sont du méme ordre de grandeur
que la cellule périodique. Le mécanisme de résonance locale se produit lorsque la fréquence de
I’onde coincide avec une fréquence propre du résonateur.

Ces caractéristiques d’atténuation sont importantes pour la conception de filtres, en acous-
tique, en mécanique, ou méme en électromagnétisme, et trouvent donc des applications pour
I'étude de métamatériaux (Maldovan and Thomas (2009); Cui et al. (2009); Deymier (2013)).
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La tendance actuelle est d’étudier les systemes a résonances locales car ils permettent de
concevoir des bandes interdites en basses fréquences, c¢’est-a-dire lorsque la longueur d’onde est
supérieure aux dimensions de la cellule périodique. Ce phénomene élastodynamique est mis en
évidence en dynamique des structures, sur des poutres et des plaques périodiques contrastées
car le fait d’associer un résonateur (ou un réseau de résonateurs) permet d’y introduire de
la dispersion. L’intérét croissant pour les matériaux composites, les structures périodiques et
les métamatériaux a conduit a introduire de nombreuses méthodes, qui ne sont pas davantage
détaillées ici. Ces méthodes incluent par exemple les développements en ondes planes Elachi
(1976), les méthodes de type éléments finis Mead (1973), les matrices de transfert Leckie and
Pestel (1960). L’article de Hussein et al. (2014) expose et compare ces méthodes du point de vue
de la conception de métamatériaux.

Les deux sections suivantes mettent en ceuvre les méthodes évoquées ci-dessus sur un exemple
simple de propagation d’ondes longitudinales et de flexion dans une poutre composite.

2.3.1 Application a la compression d’une poutre bi-composite

Cette section se propose de comparer plusieurs méthodes sur une structure périodique simple.
La structure étudiée est une poutre composite illustrée figure 2.1, il s’agit d’un barreau périodique
de période | = lj + [z, et constitué de deux matériaux : A(p1, E1,l1,51), et B(p2, E2,l2,53).

77777777 E1, p1 Es, pa d

@l O
I l2

N o

FIGURE 2.1 — Notations et repere pour la poutre composite périodique

L’illustration porte sur le cas de la compression et de la flexion, en considérant p; =
2700 kg.m ™3, By = 69 GPa, I; = 1 m, d; = 0.02 m, ps = 1200 kg.m™3, E; = 3 GPa, [; =
1 m, di = 0.02 m, ce qui correspond a de I'aluminium et du plexiglas. Les courbes de disper-
sion sont obtenues par quatre méthodes différentes : une méthode analytique exacte 2.3.2, une
méthode analytique d’homogénéisation fondée sur les développements asymptotiques 2.3.3, une
méthode basée sur les matrices de transfert 2.3.4, et une méthode numérique propagative basée
sur des éléments finis 2.3.5.

2.3.2 Approche analytique exacte

L’équation classique pour des ondes longitudinales dans € et Qg est F;0%u — p;w?0u = 0,
avec ¢ = 1,2 Pour un mouvement harmonique de pulsation w, la forme de solution s’écrit
u(z,t) = U(x) exp(iwt) et il vient 02U (x) + k?U(x) = 0 avec k? = w+/p;/E;. En appliquant le
théoreme de Floquet, la solution s’exprime comme une onde caractérisée par sa constante de
propagation p, c’est a dire U;(x) = A; exp(i(k; — p)x) + B; exp(—i(k; + p)x). Il faut ensuite écrire
les conditions de Floquet aux extrémités de la cellule d’une part, et les conditions de continuité
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a la jonction 21 /2y d’autre part :

Ul(—ll) = UQ(ZQ) ot Ul(O_) = U2(0+)
Eldel(—ll) = EldIUl(lg) Elde1(0_) = E2d$U2(0+)

Ces quatre conditions de continuité donnent un systeme homogene de quatre équations

1 1 —1 —1 Aq 0

Z1 —2Z1 —Z9 Z9 Bl . 0
e_i(kl_l-//)ll ei(kl +,LL)11 _ei(kz—,u,)lg _e—i(kz-i-,u,)lg A2 - O
Zle—i(k’l—,u,)ll _Zle’i(kl-i-u)ll _22€i(k2—u)l2 _Zze—i(kz-i-u)b B2 O

qui possede une solution non triviale si son déterminant est nul. L’équation caractéristique
associée est alors :

2 2
A2 G (k) sin(kalo) (2.1)

cos(u(ly + 1)) = cos(kily) cos(kala) —

avec k = w/c le nombre d’onde, ¢ = \/E/p la célérité, et z = pc 'impédance. L’équation 2.1
est établie pour la premiere fois par Krein and Liubarskii (1961).

2.3.3 Homogénéisation asymptotique

Ce cas est une application simplifiée en une dimension de ’étude du stratifié périodique étudié
par Auriault and Bonnet (1985). L’équation régissant les ondes longitudinales dans un élément
poutre s’écrit E@d2u(®) = p(@),292u(9). La continuité des déplacements u() = u(®|y d'une
part, et des contraintes EMo,u) = E(Q)(?mu@)lo d’autre part permet de résoudre le probleme.
Le processus d’homogénéisation asymptotique débute par I'introduction d’un petit parametre e
tel que € = [/ L. La taille microscopique [ correspond a la longueur de la cellule élémentaire, et la
taille macroscopique L est associée a la longueur totale de la poutre. Pour séparer les composantes
des échelles micro- et macroscopique dans la solution, il convient d’introduire une variable lente x,
et une variable rapide y = x /e et de chercher les déplacements sous la forme d’un développement
asymptotique u(® = u(()a) (x) + euga) (z,y) + 62uga) (z,y) + ... Le premier terme ug représente la
partie homogénéisée de la solution. Ce terme varie lentement sur I’ensemble de I’échantillon du
matériau et ne dépend pas de la variable rapide y. Les termes suivants uz(a) ,0=1,2,3,...sont des
corrections de l'ordre €’.La périodicité spatiale du milieu et la séparation d’échelles impliquent
la méme périodicité pour uga) par rapport a y uga) (z,y) = uga) (z,y+1). Au regard des nouvelles
variables, la dérivée par rapport & x devient 8, = 9, + € 19,.

En remplacant les nouvelles variables, la forme du développement asymptotique et 'opérateur
gradient dans ’équation du mouvement et ses conditions limites, puis en regroupant les termes
par ordre de €, on obtient des problemes locaux dont la résolutions conduit aux équations d’onde

macroscopiques aux différents ordres :

0%*u 0*u
0 0 2\ _ 2 0
(€) (B +OE€) =(nw' 53 (2.2)
0*u otu O*u
2 E)y g + L (E)y = () 2.
@) (B Gy 212 (E), T 4 O = ()T (2.
ot les termes (E), et (E), sont les modules d"Young effectifs aux ordre €” et €2 :
EWE® 1, W (E)s (E@)p2 — B ph)2

(E)y =5 (1-¢)

E), = ; 24
Elo = 150 4 B0 2 D (EVED)? @4
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L’expression de (E), est identique a celle du module élastique effectif d'un matériau multi-
couche. Cette valeur est obtenue par une moyenne arithmétique. L’expression du module effectif
a lordre €2 est démontrée par Boutin and Auriault (1993); Andrianov et al. (2008); Chen and
Fish (2000). Le terme (p) = (1 — ¢)p' + cp? est la masse volumique homogénéisée, avec ¢ la
fraction de volume du composant Q2, ¢ = ly/l = 2A/L, A = l2/(2e).

Le terme d’ordre €2 dans (2.3) traduit l'effet de dispersion causée par l'interaction de 1'onde
avec les hétérogénéités locales du composite. Si le matériau est homogene (¢ = 0,1) ou si les
impédances acoustiques des composants sont identiques E® 0> =FE 1) pt, alors (E), s’annule et
I’effet de dispersion disparait. L’égalité des impédances acoustique signifie que ’'onde n’est pas
réfléchie aux interfaces.

En considérant une solution harmonique ug = e
tion d’onde macroscopique d’ordre €” est

kr 1'équation de dispersion associée a ’équa-

2u 2U

2.3.4 Méthode des matrices de transfert

La méthode des matrices de transfert décrit la variation du vecteur d’état, en deux positions
différentes le long du guide d’onde, par I'intermédiaire d’'une matrice de transmission. La mé-
thode est originellement décrite par Leckie and Pestel (1960) et 'obtention de cette matrice est
détaillée dans Pestel and Leckie (1963). Cette méthode est sensible au mauvais conditionnement
numérique comme démontré par Mead (1996).Chaque élément de la poutre bi-composite de la
figure 2.1 est modélisé comme une poutre d’Euler-Bernoulli. L’équation classique d’un élément
poutre d’Euler-Bernoulli admet comme forme de solution uy = Ay sin(kgx) + By cos(krx) avec
k =w/cet k = +/p;/E;. On définit pour chaque segment un vecteur d’état contenant les dérivées
successives du déplacement. Ce vecteur a donc pour contient donc le déplacement, la rotation,
le moment de flexion et 'effort tranchant et il est obtenu par I'intermédiaire d’une matrice de

transfert T :
up Ay,
(Eku§c> = (%) (Bk>

ou T} est la matrice de transfert du segment k telle que :

T, — sin(fBx L) cos(BrL) sinh(fx L) cosh(fxL)
k= Ekkk COS(kL) —Ekkk sin(kkL) Ekkk COSh(kkL) Ekkk sinh(kkL)

Pour un élément £k :
( i (k) ) _ (Rk)< ug(0) )
Eyuy,(Ik) By, (0)
avec Ry, = Tp(1x)Tk(0)~! la matrice de transfert entre les deux extrémités d'un élément. A

I'interface avec le segment suivant k+1, la continuité du déplacement, de la rotation, du moment
fléchissant et de I'effort tranchant s’applique donc :

uk (1) = up41(0) Eyuy(Iy) = Epuy1(0)

et la relation entre les vecteurs d’état aux deux extrémités de la cellule est :

(e i) =9 ()
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ol R = R1Rs est la matrice de transfert entre les extrémités droites et gauche de la cellule.
Pour une onde de constante de propagation pu, les vecteurs d’état de part et d’autre de la cellule
sont liés par A = exp(u), avec A la valeur propre de la matrice de transfert R. L’équation de
dispersion est déterminé par la résolution du probleme aux valeurs propres de la matrice de
transfert.

2.3.5 Meéthode propagative WFEM

Le comportement dynamique d’une structure peut étre interprété soit en termes de modes
(ondes stationnaires), soit en termes d’ondes libres. Le point de vue modal est a la base de nom-
breuses méthodes de réduction de modeles tandis que les approches propagatives s’utilisent pour
la dynamique de structures périodiques en s’appuyant sur la théorie de Bloch. Cette méthode
propagative est appelée WFEM ( Wave Finite Element Method). Il existe aussi une description
couplée modale/propagative appelée CWFEM (Condensed Wave Finite Element Method) Zhou
et al. (2015). Cette méthode décrit la cellule unitaire en termes de modes grace a la synthese
modale CMS (Component Mode Synthesis), et la WFEM exploite la périodicité de la cellule
pour en extraire les caractéristiques de propagation : bandes passantes/interdites, directivité
sélective, surfaces des lenteurs.

L’approche propagative WFE est utilisée pour modéliser des structures périodiques uni- ou
bi-dimensionnelles, et ’exposition qui en est faite ci-apres est empruntée a Waki et al. (2009).

Le point de départ de la méthode est I'obtention du modele éléments finis d’un petit segment
du guide d’onde, représenté sur la figure 2.2, avec pour seule contrainte que les nceuds et degrés
de liberté soient ordonnés identiquement sur les cotés gauche et a droit du segment ; les noeuds
internes peuvent étre supprimés par condensation dynamique.

y er e
A A
T
gyiL : : QR’iR
A

FIGURE 2.2 — Modele éléments finis d’un élément du guide d’onde et repere local associé

En supposant une dépendance temporelle exp(iwt), I’équation du mouvement sur le segment
de la figure 2.2 est :

Dg=f+e avec D = K + iwC — w?M (2.6)

et ¢, f et e sont des vecteurs (2n x 1) contenant respectivement les degrés de liberté nodaux,
les forces nodales internes et externes. D, M, C et K sont respectivement les matrices de raideur
dynamique, de masse, d’amortissement visqueux, de raideur des segments, et n et le nombre de
degrés de liberté de chaque cotés du segment. La matrice de raideur dynamique D (Dynamic
stiffness matriz) peut étre décomposée pour faire apparaitre I'influence des noeuds a gauche et a
droite du segment. En notant L et R les cotés respectivement gauche et droit du segment, (2.6)

se transforme :
Drr, DLR] (QL) <fL> <€L>
= + 2.7
[DRL Dgrr| \gr Ir €R 27)
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Lorsqu’une onde se propage librement suivant I’axe = du guide d’onde (e = 0), la constante
de propagation A\ = exp(—ikA) donne la relation entre les degrés de liberté nodaux gauches et
droits et les forces :

qr =M1  frR=-AfL (2.8)

La constante de propagation A relie tous les degrés de liberté et les forces nodales internes sur
les deux cotés du segment. En remplacant (2.8) dans I'expression matricielle (2.7), le probleme
aux valeurs propres en A obtenu est :

D)1 Lo B, L)
fr fr —Dpgr +DrrD 3D —DgrrDg

ou T est la matrice de transfert. Pour des guides d’onde complexes ayant plusieurs degrés de
liberté a chaque nceud, la résolution de ce systeme demande quelques précautions car des pro-
blemes numériques liés a la discrétisation, aux troncatures, ou au conditionnement des matrices,
peuvent survenir Waki et al. (2009). Les valeurs propres \; apparaissent par paires réciproques
)\j et )\j_ =1/ )\;r, avec des nombres d’ondes k;r et krj_ = —k:;-’, correspondant respectivement
a des ondes aller et retour. A ces valeurs propres sont associés des vecteurs propres d)j et (;Sj_
appelés modes d’onde, et décomposés suivant :

¢; = (Z;)j avec j =1,...,n (2.10)

Les ondes se propageant dans les x positifs sont caractérisées par |)\;“\ <1:

d . .
Re <f£dtq];> = Re(iwfiqr) <0 si |/\j\ =1 (2.11)

La dérivée temporelle de (2.11) signifie que si l'onde se propage dans les x positifs, son
amplitude doit décroitre, ou que si son amplitude reste constante, alors il y a une transmission
de puissance suivant les z positifs. Mace (1984) montre que cette équation inclut aussi les ondes
évanescentes dont I’amplitude décroit exponentiellement avec la distance et qui ne transferent pas
d’énergie. Elles contribuent a la réponse du systeme, mais se transforment en ondes propagatives
ou évanescentes. Les modes d’onde peuvent étre regroupés dans des matrices :

OF = [¢7 ... n], D=[0T @] (2.12)
Les modes d’onde a gauche sont aussi obtenus :

vi=1[r gl;  J=1....n (2.13)
et regroupés dans des matrices :

+
o [
U= [ _] avec ¥* = | (2.14)
Ui

Les modes d’onde gauche et droit sont ensuite normalisés tels que UF®* = 1. Les vecteurs
propres droits et les vecteurs propres gauches sont utilisés pour former les matrices

Vo
OF = ¢y bpnl V= : (2.15)

q .
+
Yan
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Les expressions sont identiques pour <I>chE et \Il}t Ces matrices, et leur propriétés d’orthogo-
nalité, définissent les transformations entre le domaine physique dans lequel le mouvement est
décrit par q et f, et le domaine d’ondes dans lequel le mouvement est décrit par les amplitudes
a™ et a~ des ondes aller et retour.

+
qar a
= ®a avec a = | _ 2.16
] A (210

En analyse modale seules les paires m d’ondes sont retenues, et <I>;E set \I/;IE 5 sont des matrices
de dimensions respectives (n x m) et (m x n).

Si un point d’excitation f. appliqué au guide d’onde, celui-ci génere des ondes aller et des
ondes retour d’amplitudes a™ et a~ qui se propagent du point d’excitation vers les directions des
x positifs et des x négatifs. Les amplitudes de ces ondes sont données dans Waki et al. (2009)
par :

at =Vlf, et a”=-U_f (2.17)
2F , .
Ul ‘

FI‘,_|1.5LH-HHH L B T B A O O N T LIS R IR TR RI RO I IR 1 5 B2 B TR B e
E
= 1 *
)
@ 0.5r 1

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Im(k) [m™]

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Fréquence [Hz]

FIGURE 2.3 — Diagramme de dispersion des ondes de compression dans la cellule unitaire :
analytique exact (—), modele homogénéisé (——), matrices de transfert (), éléments finis WFEM

(©)

Les courbes de dispersion obtenues par les quatre méthodes précédentes sont représentées sur
la figure 2.3. La partie réelle du nombre d’onde représente le déphasage par unité de longueur,
tandis que la partie imaginaire représente l'atténuation par unité de longueur. Les courbes de
dispersion sont tracées uniquement pour les ondes aller avec Re(k) > 0 puisque les nombres
d’onde des ondes aller et retour sont symétriques par rapport a I’axe x, leur relation de disper-
sion est opposée. Lorsque le nombre d’onde est purement réel, les ondes se propagent. Lorsque
le nombre d’onde est complexe, il traduit une atténuation exponentielle des ondes. Lorsque le
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nombre d’onde est purement imaginaire, les ondes élastiques ne se propagent plus. La partie
réelle de k est limitée a la premiere zone de Brillouin [—7/l;7/l]. Ces propriétés permettent
d’identifier les bandes interdites et d’illustrer le phénomene de filtrage fréquentiel. Le modeéle
homogénéisé obtenu montre que le comportement macroscopique est homogene et que la masse
et la rigidité effectives sont simplement les moyennes arithmétiques des masses et des rigidités
des différents constituants de la poutre. Cette description est valable en basses fréquences. En
effet, parmi les limitations, on trouve le fait que toutes les informations relatives aux échelles de
longueur internes sont perdues et que les phénomenes de dispersion ne sont accessibles qu’a ’aide
de correcteurs d’ordres supérieurs et ne concernent que la gamme de fréquences inférieures a la
limite de diffraction. L’article de Boutin and Auriault (1993) démontre que les termes d’ordres
supérieurs introduisent successivement des effets de polarisation, de dispersion de la vitesse et
d’atténuation. Une application de ces résultats sur une poutre bi-composite en compression et
en flexion est proposée par Sun (2016).

La dynamique de la poutre composite en torsion n’est pas présentée ici puisque celle-ci est
pilotée par une équation de degrés 2, analogue a la compression, avec un module de cisaillement
G ala place du module d’Young E. Les bandes interdites dans la poutre bi-composite en torsion
sont mises en évidence par Yu et al. (2006).

2.3.6 Extension a la flexion d’une poutre bi-composite

Les méthodes présentées ci-avant pour l'analyse des vibrations longitudinales de la poutre
illustrée sur la figure. 2.1 sont maintenant étendues aux vibrations de flexion.

Calcul analytique exact

La méthode présentée en section 2.3.2 est ici étendue en flexion. L’équation de flexion dans A
et Best 1y, Baiu— pSa, Buﬂ@fu = 0. Pour un mouvement harmonique de pulsation w, la solution
u(z,t) = U(z) exp(iwt) et E1x p02U(x) + pSa pw?U(x) = 0 ou encore 94U (z) + ijU(x) =0
avec k:jl4 5 = wy/pSap/EIsp. En appliquant le théoreme de Floquet, la solution s’exprime
comme une onde caractérisée par sa constante de propagation p, c’est a dire U;(z) = A; exp(i(k;—
p)x) + Biexp(—i(k; + p)x) + Ciexp((k; — p)x) + D; exp(—(k; + p)x). 11 faut ensuite écrire les
conditions de Floquet aux extrémités de la cellule d’une part, et les conditions de continuité a
la jonction A/B d’autre part, pour le déplacement, la rotation, le moment fléchissant et I'effort
tranchant :

Ur(—11) = Us(la) U1(07) = Us(07)

del(_ll) = deQ(IQ) ot del(Of) = dzU2(0+)

—ELd2U (—1y) = —ELd2Us(ls) —ELd2U1(07) = —EL,d2Us(01)
ELd3U (=) = ELd3Us(ls) ELd3U(07) = ELd3U>(07)

Ces huit conditions de continuité donnent un systeme homogene de huit équations linéaires.

Homogénéisation asymptotique

Pour cette approche, chacun des deux segments est modélisé comme un élément poutre de
type Euler dont I’équation dynamique en flexion s’écrit EI0u + pSO0?u = 0. La procédure
d’homogénéisation asymptotique est détaillée en annexe A.l. L’équation finale homogénéisée
sur une cellule de longueur [ est :

oT° 0?u° 0

el . ~ aq0 — _ 0. 0 - _ z =
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et sous forme condensée, < EI(y) > 0fu’+ < pS > 92u’ = 0. Cette équation est unidimen-
sionnelle, d’ordre 4 comme ’équation initiale, et fait apparaitre deux coefficients homogénéisés :
un parametre effectif de rigidité de flexion < EI(y) > l'ordre O(e) et un parametre effectif de
masse linéique < pS > explicités 2.18. De manieére exactement analogue a la section 2.3.3, ces
parametres correspondent a la moyenne sur la longueur de la cellule, soit :

EiL Esly

< EI >= : S o (1— S . )i
(1—=c)Eals + cErly P ( c)p1S1 + ¢p2Sa ( )

ou c est la fraction de volume du composant B, ¢ = ly/l. Si les sections sont identiques, alors
I; = I et '’équation homogénéisée se simplifie < E(y) > 102,,.u’ =< p > S0%u°

XTI

Méthode des matrices de transfert

La méthode présentée en section 2.3.4 est ici étendue en flexion. L’équation classique d’un élé-
ment poutre d’Euler-Bernoulli admet comme forme de solution uy, = Ay sin(Srz) + By cos(Bz) +
Cy sinh(Brz) + D cosh(Brz) avec /Bﬁ = w?ppSk/ExI}. On définit pour chaque segment un vecteur
d’état contenant les dérivées successives du déplacement. Ce vecteur contient donc le déplace-
ment, la rotation, le moment de flexion et I’effort tranchant et il est obtenu par 'intermédiaire
d’une matrice de transfert 71" :

U Ak
u% Bk
= (T;
—Ep Il (Ti) Ch.
Ekfku’,é’ Dk
ou T} est la matrice de transfert du segment k telle que :
sin(Bx L) cos(BrL) sinh(S5x L) cosh(fxL)
By cos(ByL) ~Besin(BeL)  Prcosh(BL) By sinh(By L)

T = . .
k _EkaB]% Sln(,BkL) Ekfkﬂz COS(,BkL) Ekfkﬁz smh(ﬁkL) Ekfkﬂ,% COSh(ﬁkL)

B33 cos(BrL)  —EplpBisin(BrL) EiplipfB; cosh(BiL) EylipB; sinh(B,L)

Pour un élément k :

Ufe(lk) Uf(o)

uy, () _ uy,(0)
—Ep Ll (1) | (Bx) — Byl (0)
Ep I’ (1x) Ep Iy (0)

avec Ry, = Ti(l1)Tk(0)~! la matrice de transfert entre les deux extrémités d'un élément. A
Iinterface avec le segment suivant k41, la continuité du déplacement, de la rotation, du moment
fléchissant et de ’effort tranchant s’applique donc :

ug(lx) = ur+1(0) U;g(lk) = u;€+1(0)
—Epluy(ly) = —Er1ley1ui 41 (0) By (Ik) = Exp1 vy, (0)

et la relation entre les vecteurs d’état aux deux extrémités de la cellule est :

g1 (U+1) ur(0)
W1 (lhev) = (R) u,(0)
—Epp1 vy (lkrr) — B I,y (0)

Byl piug o (lev1) EIuy(0)
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ol R = R1Rs est la matrice de transfert entre les extrémités droites et gauche de la cellule.
Pour une onde de flexion de constante de propagation p, les vecteurs d’état de part et d’autre
de la cellule sont liés par A = exp(u), avec A la valeur propre de la matrice de transfert R.
L’équation de dispersion est déterminée par la résolution du probleme aux valeurs propres de la
matrice de transfert.

Les courbes de dispersion de flexion de la poutre composite périodique obtenues par les
méthodes détaillées ci-avant sont comparées sur la figure 2.4. Les commentaires faits sur la
figure 2.3 sont aussi valables pour les diagrammes de dispersion des ondes de flexion. La partie
réelle du nombre d’onde est toujours limitée a la premiere zone de Brillouin [—7/I; 7/l]. Le modele
homogénéisé obtenu montre que la masse effective et la rigidité de flexion sont simplement les
moyennes arithmétiques des masses et rigidités de flexion des différents constituants de la poutre.
Cette description est valable en basses fréquences et ne permet pas de prédire les propriétés de
dispersion. Le modele homogénéisé construit ici ne permet pas d’identifier les bandes interdites
de la structure.

4
’
2r ¢ ]
- ll vl
T =
£ 157 o} o o 1
: 4 °+°
é 1 ’# "'o 4
() +
x _| %
0.5¢ % +

T.—. ,0 * *
£ -0.2r . . o o -
< -0.3f o © o 1
§ * * wao

-0.4} o 0 .

‘oo
_05 | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70

Fréguence [Hz]

FIGURE 2.4 — Diagramme de dispersion des ondes des flexion dans la cellule unitaire : modele
homogénéisé (——), matrices de transfert (+), éléments finis WFEM (o)

Il est intéressant d’apporter une interprétation au diagramme de dispersion en tracant la
réponse forcée de la poutre. Les résultats ci-apres sont obtenus avec une poutre de 10 cellules
en conditions encastrée-libre, avec excitation harmonique du c6té encastré. La réponse mesurée
a la troisieme cellule est représentée sur la figure 2.5. Les maximums de la fonction de transfert
indiquent les fréquences de résonances. Au contraire, certains intervalles ne contiennent pas de
résonances : ceux-ci correspondent aux bandes interdites identifiées sur le diagramme de dis-
persion de la figure 2.4, associés au guide d’ondes infini. Ces intervalles sont indépendants des
conditions limites et de la longueur de la poutre, correspondant au guide d’ondes fini.
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La déformée de la poutre en fonction de son abscisse est illustrée sur la figure 2.6, pour deux
fréquences : 22 Hz et 35 Hz, la premiere étant a l'intérieur d’une bande interdite, la seconde a
I'extérieur. Les amplitudes de déformation associées a ces deux fréquences sont représentées en
fonction de la longueur de la poutre. La premiere observation est qu’a U'intérieur de la bande
interdite, ’onde est atténuée de maniére exponentielle, tandis qu’en dehors de la bande inter-
dite, celle-ci se propage librement. Aussi, le diagramme de dispersion de la figure 2.4, la partie
imaginaire du nombre d’onde a 22 Hz est de -0.413:¢. L’amplitude de cette onde évanescente est
alors donnée par e(~{=0-41392) avec 2 Pabscisse de la poutre, et permet de retrouver précisément
I’enveloppe du profil de déformation de I'onde. Le déplacement de la poutre est alors localisé
proche de l'excitation et presque nul loin de la source. Ce type de comportement sera aussi
observé dans la suite du manuscrit.
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FIGURE 2.5 — Réponse en fréquences de la poutre composite encastrée-libre, avec 20 cellules (—),
zone d’atténuation (W)
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FIGURE 2.6 — Déformées de la poutre encastrée-libre a 22 Hz (haut) et 35 Hz (bas), (—), onde
évanescente et enveloppe du signal (— —)
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2.4 Outils d’identification des nombres d’onde

Dans ce préambule, il convient aussi de décrire brievement les outils qui seront utilisés dans
ce manuscrit pour ’estimation des nombres d’onde a partir de données numériques et expérimen-
tales. Il s’agit de la transformée de Fourier bi-dimensionnelle et la méthode de corrélation avec
des ondes inhomogenes IWC (Inhomogeneous Wave Correlation). Les rappels qui en sont faits
ci-apres sont tres largement empruntés a Briggs and Henson (1995); Berthaut (2004); Berthaut
et al. (2005).

2.4.1 Transformée de Fourier discrete : DFT

La transformée de Fourier est I’opération la plus simple et la plus directe a mettre en ceuvre
lorsqu’il s’agit d’accéder au contenu fréquentiel d’un signal temporel. De la méme maniere, cette
méthode permet d’identifier les composantes spectrales d’un champ spatial. La définition et les
propriétés de la transformée de Fourier discrete en 2D sont rappelées ici. Elle s’appuie sur deux
hypotheses :

— le champ de déplacement w(z,y) est connu sur une grille uniforme (z; = iAz,y; =

JAY)o<i<N,—1,0<j<No—1- Az et Ay sont les pas de discrétisation suivant = et y, et N et
Ny sont le nombres de points suivant x et vy,

— en dehors de cette grille, le champ est supposé 2D-périodique (\ désigne le reste de la

division euclidienne), soit :

Vi, j € Nyw(iAz, jAy) = w(i\N1Az, j\N2Ay)
La famille de fonctions exponentielles de nombres d’onde discrets

(kxp = pAkyg, kyq = quy) 0<p<Np-—1,
0<g< Ny —1
avec Ak, = 21 /N1Ax et Ak, = 2m/NaAy une base de fonctions complexes, qui décompose
le champ w sous la forme :

Ni—1 Na—1

w(w,y;) = Z Z W (kap, kyq) exp(i(kepzi + kyqy;))
p=0 ¢q=0

La transformée de Fourier discrete W (kyp, kyq) est alors définie comme

N1—1 Na—1

1 .
W (kap, kyq) = NN, Z Z w(wi, y;) exp(—i(kap®i + kyqy;)) (2.19)
i=0 =0

Cet opérateur a deux principaux avantages et deux inconvénients importants. Ces atouts sont
d’étre i) rapide, car l'utilisation d'un algorithme FFT (Fast Fourier Transform) permet un
traitement presque instantané, et i) bijective, car il est possible de passer du champ spatial a sa
transformée de Fourier discréte, et réciproquement par transformée de Fourier discrete inverse
(Inverse DFT) sans perte d’information. Un premier inconvénient est le repliement, car du fait

de la discrétisation du champ w en A, ,, sa DFT est Azjy -périodique :

W (kas ky) = W ks + 570 ky) = W (ko by + 57)

Cela engendre un mauvais traitement des nombres d’onde compris a l'extérieur du domaine
[—7/Ay, /A et [-7/Ay, ©/A,] . Une seconde limitation est la nécessité de fenétrage, car le
champ physique w étant connu sur un espace fini discrétisé, une onde de composantes (k;, ky),
apparaitra dans la DFT non pas comme une distribution de Dirac, mais comme un sinus cardinal
avec des lobes secondaires.
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2.4.2 Corrélation avec des ondes inhomogenes : IWC

En basses fréquences, le comportement de la structure est décrit par une somme de modes
de la structure, ce qui rend 'approche modale adaptée. A moyennes et hautes fréquences, ou la
densité modale devient importante, I’approche modale devient inefficace et il faut une description
propagative de la dynamique pour identifier les parametres de la propagation des ondes. De la
méme maniere que la méthode de Mc Daniel (McDaniel and Shepard (2000); McDaniel et al.
(2000)), PIWC a été développée pour s’affranchir des limitations de la description modale. Ces
deux méthodes sont basées sur ’hypotheése que le champ spatial solution du probleme libre ne
dépend pas seulement des fréquences propres, mais de toutes les fréquences. L’originalité de
la méthode IWC est de décrire le champ en utilisant des ondes inhomogenes, ce qui permet
de s’affranchir des fortes variations et d’estimer ’amortissement structurel. Le principe est de
projeter le champ vibratoire de la plaque (calculé numériquement ou mesuré expérimentalement)
sur un champ d’ondes inhomogenes virtuel et d’en calculer la ressemblance par un processus
d’optimisation, a I’aide d’un indice de corrélation appelé IWC.

En introduisant des ondes inhomogenes paramétrées par leur nombre d’onde k, leur direction
de propagation 6, et leur coefficient d’atténuation ~, le champ d’ondes planes p est donc décrit
par :

Pk (@59) = exp(—ik(1 + i) (@ cos(8) + ysin(6)))

L’indice de corrélation entre le champ harmonique, c¢’est-a-dire la transformée de Fourier du
champ spatial w, et chaque onde paramétrée t, s’écrit en fonction des parametres de propagation :

x fy w p?k,@,'y)d'rdy’
2

avec t* le conjugué de t. L’opérateur IWC'(k, 0, ) mesure donc la contribution de I’onde ¢t au
champ complet w, soit la part d’énergie de cette onde par rapport a I’énergie totale du champ.
L’expression de cet opérateur valable dans ’espace des nombres d’onde est analogue a celle du
MAC (Modal Assurance Criterion) dans le domaine modal (voir Ewins (1984)). En pratique, on
considére que le champ w est connu en des points discrets. Les intégrales de surface dans (2.20)
sont remplacées par une somme finie et pondérée par la fonction de cohérence :

IWC(k,0,~) = (2.20)

‘Z 1‘2)%) (k:G’y)
\/Z w(zi, y)|> COH;S; . Y, ‘p(k,H,'y)F COH;S;

IWC(k,0,7) =

avec COH; la fonction de cohérence de la mesure au point M;, et S; I'estimation de la surface
autour de ce point. La fonction de cohérence est donc utilisée pour peser ’estimation du nombre
d’onde. Pour rappel, la fonction de cohérence COHgs(w) s’exprime a partir de linterspectre
entrée/sortie Ses(w) et des densités spectrales de puissance des signaux d’entrée Se.(w) et de
sortie Sgs(w) sous la forme COHeg(w) = [Ses(w)]? /See(w)Sss(w). Clest une fonction réelle et
positive, comprise entre 0 et 1. Sa propriété fondamentale est que s’il existe, a une fréquence
donnée wy, une relation linéaire entre I’entrée et la sortie, alors les deux séquences sont cohérentes
et COH,y(wp) ~ 1. C’est donc un indicateur de la causalité entre I'entrée et la sortie du systeme.
Dans un contexte expérimental, il permet de s’assurer que la réponse du systeme provient bien
de la perturbation qui y a été introduite.

L’opérateur IWC est limité par le repliement lié a la discrétisation du champ, et par la
fenétre, pour les méme raisons que la transformée de Fourier. Dans les modeles de poutres et de
plaques, I’équation de dispersion, a fréquence fixée, est une bijection entre k et 6.
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Pour une fréquence f et un angle # donnés, une seule onde est identifiée en maximisant
la fonction (k,0) — IWC(k,6,~). L’algorithme crée d’abord un vecteur contenant des valeurs
discretes de 1'angle 6. Pour chaque angle, le maximum de I'TWC est attribué a un couple (k;, ;).
L’algorithme crée ensuite d’une part la fonction qui & 6 associe la valeur k(6) et d’autre part la
fonction qui a @ associe la valeur v(#), définies sur 'ensemble des valeurs discretes de 6;.

Sachant que le champ proche correspond essentiellement a des ondes inhomogenes, c’est-a-
dire des nombres d’onde imaginaires, I'introduction d’un amortissement permet de différencier le
champ proche du champ lointain. L’algorithme IWC peut donc éliminer les nombres d’onde as-
sociés a des amortissements trop importants, c’est a dire le champ proche. Cela permet d’utiliser
le champ vibratoire de toute la surface et de s’affranchir de la position de la source. En revanche,
concernant ’amortissement, les vérifications de Berthaut (2004) et Egreteau (2011) montrent
que la méthode semble sensible aux conditions limites, si bien qu’il n’est pas possible de conclure
clairement quant a la signification de cet amortissement, ni d’affirmer qu’il est indépendant des
conditions limites. Dans la suite de ce manuscrit, les estimations d’amortissement obtenues par
IWC seront comparées a celles de ’amortissement 7 identifié par la méthode Mc Daniel, dont la
définition n = |Im(k*)/Re(k*)| associe au facteur de perte du matériau McDaniel and Shepard
(2000). Aussi, bien que I'TWC soit fondée des hypotheéses moyennes et hautes fréquences (densité
et recouvrement modal importants), Berthaut (2004) montre que la méthode reste applicable en
situation de recouvrement modal faible.

Cette méthode a été utilisée par Van Belle et al. (2017) pour reconstruire expérimentalement
des courbes de dispersion a partir de mesures effectuées sur une plaque recouverte de résona-
teurs masse-ressort. Les résultats expérimentaux concordent avec les simulations numeériques,
notamment autour des résonances locales.La méthode IWC est aussi valide dans le cas uni-
dimensionnel et sera utilisée sur des données numériques 5 et pour la validation expérimentale
du chapitre 6.

2.5 Remarques finales

Ce premier chapitre situe le contexte de 1’étude et introduit les références bibliographiques
concernant les modeles de plaques, 'homogénéisation, les notions relatives aux structures pé-
riodiques, ainsi que les méthodes qui seront utilisées par la suite. Les deux chapitres suivants
détaillent la construction des modeéles asymptotiques homogénéisés de plaque périodique mono-
et bi-raidie en considérant des situations de contrastes. Ils sont inspirés des idées de couplage
poutre/plaque de Fahy and Lindqvist (1976), de 'homogénéisation de milieux & résonance in-
terne Auriault and Bonnet (1985); Boutin and Hans (2003); Chesnais et al. (2012), et des modeles
asymptotiques de poutres et plaques Trabucho and Viano (1996); Ciarlet (1997). Ces modeles
sont ensuite validés numériquement par la méthode WFEM pour un cas similaire a I’étude
d’ Ichchou et al. (2008); Droz et al. (2016); Zhou et al. (2018), puis expérimentalement par la
méthode de corrélation d’ondes inhomogenes développée par Berthaut (2004).
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Chapitre 3

Plaque raidie

Ce chapitre est consacré a la construction d’'un modele homogénéisé de plaque raidie en
situation de résonance interne. L’analyse préalable des phénomenes physiques sous I’hypothese
de grandes longueurs d’onde permet de déterminer des conditions de co-résonance et de couplage
asymétrique entre la poutre et la plaque. L’analyse dimensionnelle permet ensuite de discuter les
contrastes géométriques et/ou mécaniques favorables a la résonance interne. Les objectifs sont
alors i) de mettre en ceuvre le processus asymptotique pour construire séparément les modeles
homogénéisés de poutre et de plaque et de les assembler en justifiant leur couplage, i) de
modéliser analytiquement les mécanismes présents a 1’échelle globale, enrichis par la dynamique
de plaque a ’échelle locale, i) de mettre en évidence l'effet de résonance interne de la plaque
sur la propagation des ondes de flexion et de torsion par 'intermédiaire de parametres effectifs
déterminés explicitement.
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3.1 Analyse physique

3.1.1 Structure étudiée

La plaque raidie périodique étudiée est illustrée en figure 3.1 et se compose de plaques iden-
tiques (notées P) encastrées a des poutres droites et identiques régulierement espacées (notées
B). La période Q comprend une poutre et un élément plaque, i. e. Q = B|JP, considérés ho-
mogenes. Le contour de la section de la poutre Sy est noté 95y et I'y = I';° UI‘Zr est 'interface
plaque/poutre (ot T et ~ font référence a la direction normale selon a, et —a, respectivement).
De la méme maniere, I'interface plaque/poutre est I'y = T') [ J F;; . Ainsi, I'interface de la cellule
2 avec deux périodes adjacentes est I'g = I',” J F;{ , et I'interface interne est F;r qui coincide avec
', de normale sortante opposée. La poutre B est caractérisée par sa longueur L, son épaisseur
[ et la largeur b, les deux dernieres étant du méme ordre, i.e. b = O(l). Le matériau de B est
élastique isotrope, de module d’Young FEj, coefficient de Poisson vy, et densité py. La plaque P
est de longueur L, d’épaisseur d, de largeur D, est constituée d’un matériau élastique isotrope
de module d”Young E,, de coefficient de Poisson v, et de densité p,. Au regard de la géométrie
de la poutre B et de la plaque P trois petits parametres sont introduits :

— linverse de 1’élancement de la poutre B défini par
a=Il/Lgl

— l’inverse de I’élancement de la plaque P donné par
ep=d/D <1

— l’inverse de I’élancement de la cellule €2 donné par le rapport entre la largeur de la plaque
et la longueur de la poutre qui définit le contraste géométrique € de la plaque raidie

e=D/Lk1

De plus, le contraste de propriétés mécaniques des matériaux constituants la poutre B et la
plaque P sont spécifiés par les rapports de modules et de masse volumique E,,/Ej, and py/pp. La
plaque raidie est caractérisée par un jeu de cinq parametres adimensionnels, {ep, €,, €, E,/Ep,

v/ Pp}-

Le modele sera construit en considérant un régime harmonique et du fait de la linéarité, le
terme de dépendance temporelle exp(iwt) est omis ci-apres.

3.1.2 Définition physique de la résonance interne dans la plaque raidie

L’analyse s’inspire de I’étude de composites élastiques périodiques en situation de résonance
interne développée par Auriault and Bonnet (1985); Auriault and Boutin (2012). Dans ces mi-
lieux, le mécanisme de résonance interne correspond aux situations ou les phénomenes dyna-
miques coexistent a I’échelle microscopique de la cellule et a 1’échelle macroscopique de la struc-
ture. Les articles cités ci-avant montrent que ce régime spécifique appelé régime co-dynamique
apparait lorsque les matériaux hétérogenes ont des propriétés mécaniques suffisamment contras-
tées. Dans un bi-composite, ’élément rigide transmet la grande longueur d’onde en suivant un
régime local quasi-statique, tandis qu’a la méme fréquence, I’autre élément subit un régime local
dynamique. Cette description met en évidence les deux caractéristiques essentielles du régime
de résonance interne : i) la co-existence, a la méme fréquence, d’une grande longueur d’onde
et d’'une courte longueur d’onde dans les différents constituants, et son corollaire, i) un régime
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FI1GURE 3.1 — Plaque raidie périodique a I’étude avec cellule €2 et reperes locaux de coordonnées
associées a la poutre B et la plaque P en contact a l'interface I'.

spécifique a I’échelle de la période quasi-statique dans le constituant rigide qui génere un régime
dynamique avec une cinématique non homogene dans le constituant souple. Ainsi, les déplace-
ments des deux constituants different & 'ordre dominant. Ces particularités indiquent que les
constituants jouent des roles différents et que leur couplage n’est donc pas symétrique. Cette
asymétrie implique que 'un est forcant et ’autre forcé. L’élément forcant est celui qui porte la
grande longueur d’onde tandis que I'élément forcé est soumis aux longueurs d’ondes a l’origine
de la résonance interne.

Le méme principe s’applique au cas des vibrations hors-plan de la plaque raidie. Les poutres
rigides jouent le role d’éléments forcants qui transmettent la grande longueur d’onde, alors que
les plaques (souples) subissent la résonance locale. Cette idée permet d’exprimer les conditions
pour atteindre le régime co-dynamique en fonction des parametres mécaniques et géométriques.
Ces conditions sont basées sur ’analyse dimensionnelle. L’approche est cependant moins directe
que dans le cas de composites élastiques en raison i) des différents petits parametres liés aux
géométries de poutre et de plaque, et i) des différentes orientations de 'onde dans la poutre et
la plaque, comme expliqué ci-apres.

Condition co-dynamique

Le premier prérequis pour avoir des parametres mécaniques et géométriques compatibles
avec la résonance interne est d’obtenir une condition co-dynamique. L’équation dynamique de
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flexion de la poutre B seule selon son axe a; est donné par :
EyL,05 U = —Ayw®U

ot U est le déplacement transverse selon as, I, = bl3/12 est le moment d’inertie autour de as,
Sp = bl est la section de la poutre, et Ay = pp.Sy sa masse linéique. En conséquence, la longueur
d’onde réduite en flexion (longueur d’onde divisée par 27) L, est donnée par :

By
4 bib
aw_o(AM)

La fréquence de résonance fondamentale de la poutre de longueur L est de I'ordre de :

Epl
2 blb
wb:O(AbL4>

Pour la plaque P, ses résonances locales apparaissent suivant la période, définie le long de a,
et de longueur D. Il faut donc considérer I’équation dynamique unidimensionnelle décrivant la
flexion de la plaque P le long de I'axe a5 :

EpL,05,w = —Apyw*w

olt w est le déplacement hors-plan as, E) I, est la rigidité de flexion, avec E), = E,/(1 — v?) le
module de plaque corrigé pour correspondre a des déformations planes, I, = d®/12 le moment
d’inertie autour de 'axe a,, et A, = p,d sa masse surfacique. Alors, la résonance fondamentale
de la plaque de longueur D est de ’ordre de :

/
wr=0 ( Eply >
p Ap D4
La situation de résonance interne est atteinte lorsque la poutre et la plaque résonnent dans la
méme gamme de fréquences, soit w, = O(wy), ce qui donne :

Byl E'd? E d? L4 &
— =02 |, soit oG5 ) =055 (3.1)
puL ppD ELpp > D exe?
Remarque : une relation similaire a un facteur modal pres serait obtenue en considérant des
modes supérieurs au lieu des modes fondamentaux. Pour des plaques infinies, la condition de

régime co-dynamique implique qu’a la fréquence O(w,), la poutre B est en régime dynamique.
En conséquence, la taille caractéristique de son mouvement n’est plus la longueur réelle de la

poutre mais :
EyI, A
Ly =0 —2£D*
“p <E]’DIP Ay

Condition de couplage asymétrique

Comme précisé précédemment, la résonance interne implique nécessairement une cinématique
non homogene due a un couplage asymétrique. En effet, un couplage symétrique introduirait un
régime similaire entre les éléments. Il se produirait alors un comportement global conforme a
une cinématique homogene, mais incompatible avec la résonance interne.

En situation de couplage asymétrique, la poutre est 1’élément forcant qui impose son dé-
placement a la plaque, qui est le systeme forcé. En retour, les forces exercées par la plaque
sur la poutre agissent comme une source surfacique qui charge la poutre. De ce fait, d’apres
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I’équilibre transverse i.e. selon ag, de la poutre chargée par la plaque, le couplage asymétrique
poutre/plaque impose :

00, Ty =O(T,) ie. O (i”) = O(T}) (3.2)

ou T} est l'effort tranchant transverse (en kN) dans la poutre B et T}, est l'effort linéique trans-
verse dans la plaque P (en kN/m). De plus, puisque la poutre est le systéme forgant, son équation
constitutive reste inchangée par la force extérieure. En prenant un comportement de poutre de
type Euler, T}, peut étre évalué

b3 U bi3 U
_ 3 _ . _
Ty = O(Ep1,0,,U) = O <Eb12L3> ; 0, Ty = O <Eb12L4>
Puisque la plaque vibre suivant la direction a, de largeur D, le comportement de plaque mince
de type Kirchhoff-Love permet d’estimer 7}, comme :

d3
T, = O(E,T,03,w) = O <E’ “’)
Les déplacements de la poutre et de la plaque sont identiques a leur jonction, ce qui amene a
considérer que w = O(U). Alors, I’équation (3.1) avec b = O(I) requiert :
O (BEyey) = O (Ezl,eg) (3.3)

Dimensionnements compatibles avec la résonance interne

Les conditions (3.1) et (3.3) peuvent étre satisfaites pour différents choix des cinq parametres
adimensionnels décrivant la plaque raidie, et donnent ainsi des situations rigoureuses compatibles
avec la résonance interne. Parmi les différentes options, deux combinaisons offrent la possibilité
de dimensionnements réalistes pour des applications pratiques.

Un premier choix consiste a supposer que ’élancement de la poutre et du méme ordre que
celui de la plaque, et que les masses volumiques de la poutre et de la plaque sont du méme ordre,
soit

=0()=c<1 dot I/L=0d/D)<1 ; % =0(1)
P
Cette relation indique aussi que ¢ = D/L = O(d/l). Alors, les conditions (3.1) et (3.3) imposent :
Elpy  D? E; l d
2 2 2

qui signifie que le module de la plaque est plus petit que celui de la poutre et que les rapports
de densités étant du méme ordre de grandeur, € = 2. Finalement, nous avons :

2 =¢ tel que d/l=0(D/L) =0,/ E,/Ep) < 1

Le dimensionnement (3.4) décrit une plaque fine et étroite en comparaison respectivement de
Iépaisseur et de la longueur de la poutre. Ainsi, lorsque les conditions (3.4), qui relient les
parametres géométriques aux rapports de rigidités et de densités, sont respectées, la situation
de résonance interne apparait autour des fréquences propres communes de la plaque et de la
poutre. Pour finir, un dimensionnement simple favorisant la résonance interne est donc :

{EbZGPZE, EZ\/ga E;)/Ebzﬂ Pb/Pp:O(l)}
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Le cas ou la plaque et la poutre sont faites du méme matériau est une autre possibilité simple.
Dans ce cas (E, = Eyp, pp = pp) et les conditions (3.1) et (3.3) requierent

a2 1A 6}27 14 p3 el
lQ D4 6552 O( ) ) L4 d3 Eg O( ) (3 5)

soit finalement
e=D/L=0(/d/l)<1 e dD=0(?)

Ces deux derniéres relations définissent la géométrie de la plaque raidie résonante avec des valeurs
données d’épaisseurs d et [.

Dans les deux cas, la plaque est bien plus déformable en flexion que la poutre en raison de sa
faible épaisseur et/ou module d’Young (dans la premiere situation d/l = O(¢); E,/E, = O(g?);
et dans la seconde d/l = O(e?); E,/Ej, = 1). Cela est cohérent avec le fonctionnement de poutre
forcante et de plaque forcée.

Remarque complémentaire sur la condition de co-dynamique

Le comportement singulier de la plaque raidie est associé aux modes propres et fréquences
propres de la plaque. De ce fait, pour une plaque raidie finie de longueur L, il est possible d’at-
teindre différentes situations de co-dynamique selon le mode de poutre ou de plaque considéré.

Pour une plaque raidie encastrée & ses extrémités, la taille £, telle que le n ™ mode
symétrique de la plaque se trouve & la méme fréquence que celle du J™ mode en flexion de

la poutre, s’exprime comme wg, = wy. Par définition :

E'I EpT
Wep, = 02 PP ; wJ:52 b
mTIPAA, B\ A,

d’ol, avec une trés bonne approximation des le second mode, dpD ~ (2n — 1/2)7 , Il ~

(J +1/2)m. Cela implique
J+ 1/2 EbIbAp
~D ¢ .
Lny Dy — 1/2\| E)L,A, (3.6)

Le méme raisonnement permet de déterminer la longueur £/ - telle que la fréquence wyy, du
m~°™° mode antisymétrique de la plaque coincide avec la fréquence du K'*™° mode en torsion

de la plaque. Dans ce cas

Ey 1y ) o = 6! GvTy
Ap 7 b PoJb

2
Wtm — 57)

et, on trouve dpD = (2m + 1/2)7 , dxL) ;- = K, tel que

K [Eply | poJy
=D y 3.7
mK 2m + 1/2 Ab Gbe ( )

La distinction entre comportement en flexion et en torsion sera traitée en détails par la suite.
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3.1.3 Ligne de conduite du processus asymptotique

Un avantage décisif de la méthode d’homogénéisation est sa capacité a décrire des systemes
avec de forts contrastes de propriétés, et dans lesquels les variables “lentes” interagissent avec des
variables “rapides”. En général, ce couplage rend le probleme difficile a résoudre analytiquement,
et aboutit a des formulations numériques mal conditionnées. L’approche asymptotique permet
de séparer les deux jeux de variables et de résoudre les probléemes séparément. Cela permet de
déterminer un modele effectif dont les parametres résultent directement de la microstructure, et
sont facilement calculables. Cette modélisation est intéressante d’un point de vue théorique et
pratique.

La méthode d’homogénéisation se base sur I’hypotheése de séparation d’échelle, qui signifie
que la longueur d’onde est beaucoup plus grande que la taille de la période. Elle s’exprime
explicitement en utilisant des développements asymptotiques des variables et respecte le dimen-
sionnement de 'analyse dimensionnelle précédente. L’application de cette méthode dans des
milieux périodiques amene a la résolution de problemes locaux sur la cellule, Sanchez-Palencia
(1980); Auriault et al. (2009). Dans le cas présent, le couplage asymétrique implique que la
poutre impose son déplacement a la plaque et recoit, en retour, les contraintes exercées par
la plaque. Réciproquement, la plaque est sujette au déplacement de la poutre, et impose ses
contraintes. Ceci permet de décomposer la procédure de résolution en trois étapes :

1. construction du modele de poutre basé sur le parametre €, (section 3.2.2)
2. construction du modele de plaque basé sur le parametre €,, (section 3.2.3)

3. construction du modele de plaque raidie basé sur le parametre e, (section 3.2.4)

Les rapports d’échelles ¢, et € sont définis en considérant la longueur L de la poutre comme
taille caractéristique des variations a grande échelle. Cette définition est pertinente pour une
description basses fréquences, pour ’analyse des premiers modes. Mais, en hautes fréquences, la
taille caractéristique sera la longueur d’onde réduite dans la poutre a la fréquence de résonance
de la plaque L, au lieu de L.

3.2 Homogénéisation de la plaque raidie avec résonance interne

3.2.1 Modeles asymptotiques de poutre et de plaque

Cette partie se concentre sur les deux premieres étapes. L’élaboration des modeles de poutre
et plaque est une application directe de la méthode asymptotique dédiée aux formulations de la
théorie des poutre et des plaques provenant de i) I’élasticité tridimensionnelle du milieu isotrope,
i1) des conditions d’élancement, 4ii) du chargement spécifique par des forces volumiques et/ou
surfacique, dans le prolongement des travaux de Trabucho and Viano (1996); Ciarlet (1997).
D’autres contributions dans le méme esprit concernent les composites contrastés de type poutre
ou plaque Soubestre and Boutin (2012), Boutin and Viverge (2016). Cette procédure asympto-
tique, désormais classique, est détaillée en annexe A. Nous ne donnerons ici que les principales
étapes nécessaires a la compréhension physique.

En effet, dans les modeles de poutre et de plaque issus de la procédure asymptotique, il
faut identifier soigneusement les ordres de grandeur des variables physiques (déplacements,
contraintes, déformations) qui déterminent la qualité des conditions de couplage. Ces conditions
doivent s’exprimer a l'interface en utilisant les variables de poutre et de plaque. Il faut aussi
souligner qu’en plus des petits parametres de plaque et de poutre qui peuvent étre différents, la
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géométrie du probleme est telle que x; (respectivement y3) est une variable macroscopique (res-
pectivement microscopique) pour la poutre et la plaque, tandis que la variable spatiale associée
a ’axe a9 est microscopique dans la poutre mais macroscopique dans la plaque.

3.2.2 Modele asymptotique pour la poutre B

La poutre droite et homogene B satisfait le critere d’élancement pour ¢, = [/L < 1. Le
repére orthonormé de référence (a;,ay,a3) montré en figure 3.1 est orienté en suivant les axes
principaux d’inertie et son origine coincide avec le centre de masse de la section. L’approche
asymptotique est basée sur le fait que la géométrie permet de différencier les directions axiale et
transverse; elle suggere aussi que les phénomenes varient dans I’axe selon L et dans la section
selon [ , et cela a trois conséquences :

— les variables d’espace adimensionnelles liées a la différence des tailles caractéristiques
dans l'axe et la section sont (x1/L,x2/l,x3/l). Le repére de variables d’espace appro-
prié est alors (z1,¥y2,%3), out Yo = (L/D)xq = eljlxa (par convention, les indices grecs
prennent les valeurs 2 et 3, e.g. y = ynq, ). De ce fait, pour une quantité ¢ exprimée
en fonction de (z1,y) Popérateur gradient Vi(z) = (0y,a;)p(z) devient Vo(r,y) =
(001 + € 'Oy, a,)p(71,y). Les autres opérateurs différentiels sont eux aussi modifiés
en conséquence. L’équation d’équilibre contient alors des termes d’ordres de grandeurs
différents en €.

— la spécificité de la direction axiale conduit & décomposer le tenseur (symétrique) des
déformations (e®) ou des contraintes (c) en tenseurs réduits, par exemple pour les
contraintes :

gB:UNQI ®Q1+(QT®Q1 +Q1®Qt)+gs

ou les trois tenseurs réduits sont :

oN = 011 : la contrainte scalaire aziale

a1 = 01a8, : la contrainte 2D vectorielle exercée hors-plan de la section

g = 0aB (@ ® ag +az ®a,)/2 : la contrainte 2D tensorielle dans le plan de la section.

— lexistence de termes d’ordres de grandeur différents dans 1’équation d’équilibre implique
de chercher les variables sous forme de développement asymptotique en puissance de ¢,
par exemple p(z1,y) = go(o)(xl,y) + ebgo(l)(xl,g) + 6§g0(2) (r1,y) + ...

Le processus asymptotique consiste a introduire les développements dans les équations d’équi-
libre. Séparer ensuite les termes selon leur ordre de grandeur génere une série de problemes a
résoudre successivement. La résolution se fait en traitant alternativement le probléme corres-
pondant a I’équilibre dans la section, et le probleme d’équilibre dans 'axe, et ainsi de suite.
La premiere solution non triviale portant sur x; donne 'ordre dominant de la description de
la poutre (voir annexe A.2). En suivant cette procédure, la cinématique d’Euler-Bernoulli en
flexion suivant a; émerge a ’ordre dominant :

u(z1,y) = U(z1)as Y (21,y) = ~y30mUqgy

En ce qui concerne les trois tenseurs réduits, il apparait que leur ordre de grandeur differe a
I’ordre dominant, soit :

U U U
on = 0 <EbL> ; op = egO (EbL> ; Oy = 620 <EbL)
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Ainsi, a I'ordre dominant, le tenseur de contrainte dans la poutre gB s’écrit :
o8 = ol a @ ay + o (e ® a, +a, ®ay) + o0, @ ag +ay ®a,) (3.8)

tel que le vecteur contrainte sur la surface I' en contact avec la plaque prend la forme :

B _ 2 (2 3/,.(3) (3)
0709 = €,071501 + €(0g95-0 + 0g53.03)

A Tissue de la procédure asymptotique, et en se restreignant & I'ordre dominant, les vibrations
transverses de la poutre B suivant a; sont décrites par les équations suivantes, représentant
I’équilibre des forces selon I'axe a3, 1’équilibre des moments autour de a,, et la loi constitutive

en flexion :
O, TP + </ 0523 / 0523) = —Ayw?U(z1)
r r;

b b

3.9
Oy MB + </+ Y30T12 —/ 3/30’T12> ~-T5 =0 (3.9)
r o

b b

p

MP = —Ey 1,02 U(x1)

Le couplage avec la plaque apparait via les termes entre parentheses décrivant les actions

. . . . 3
de contact sur I'p. Il s’agit d’une force de cisaillement associée aux contraintes ogo3 = eg’aggg et

N . 2
d’un moment autour de a4 associé a la contrainte o7y = eg 0;1)2.

Remarque : La contrainte g9y = 6?0’%32)2 normale a I' n’a pas d’effet puisqu’a ’ordre dominant,
la section de la poutre subit un mouvement de corps rigide sans déformation dans son plan. En

particulier, I'; et I'} suivent le méme déplacement U(z1).

3.2.3 Modele asymptotique pour la plaque P

La plaque satisfait le critere d’élancement pour €, = d/D < 1, et sa géométrie diffé-
rencie naturellement les directions dans son plan (a;,as) et hors-plan a4 ; les variations dans
le plan apparaissent suivant D tandis que les variations hors-plan varie suivant d. En consé-
quence, les variables d’espaces décrivant la plaque sont (71, 22,y3), ott y3 = (D/d)x3 = €, Ly,
tel que l'opérateur gradient Vp(z) = (04,a;)p(z) devient Vo(x1,z2,y3) = (0z,01 + Ozya9 +
€ 18y3g3)g0(x1,x2,y3). Cela induit des termes de différents ordres de grandeur et implique de
chercher les variables sous forme de développements asymptotiques en puissance de ¢,, par
exemple, @(z1,22,y3) = 0 (21, 22, y3) + EpSO(l)(-Tla!Ez,ys) + 6?)90(2)((161,1’2,%) +a
Conformément & la géométrie plane, le tenseur de contraintes (¢7) est décomposé (la méme
décomposition s’applique au tenseur de déformations) sous la forme :

a” =g, + (o @az+a3®0,) + onag @ a

ou les tenseurs réduits de la plaque sont (avec les indices a,b = {1,2}) :

o =om(a, @ay+a,®a,)/2 : le tenseur 2D de rang 2 de contrainte (ou déformation) dans
le plan de la plaque,

g, = 0144, : le vecteur 2D de contrainte (déformation) exercé hors-plan de la plaque,

on = o33 : la contrainte (ou déformation) normale scalaire hors-plan
Cette formulation du probléeme permet d’amorcer la procédure asymptotique, et la progression
est similaire & celle de la poutre. La principale différence formelle vient du fait que la variable

spatiale associée & a, est microscopique dans la poutre mais macroscopique dans la plaque. La
résolution a l'ordre dominant fait émerger le comportement classique de Kirchhoff-Love ou la
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variable cinématique dominante est le déplacement hors-plan w(xy,z2)as de la plaque P. Les
tenseurs réduits de contraintes sont d’ordres différents :

_ ) W . _ 2 ) W . _ 3 ) W
g, = epO (Ep5> ; o = €,0 (Ep5> ; on = €,0 (Ep5>

et leurs développements sont impairs (respectivement pairs) en puissance de €, pour g, et oy

(respectivement ¢, ). Ainsi, & 'ordre dominant, le tenseur de contraintes dans la plaque gp
s’écrit :
0" = o) (e, @ ay+ ay @ a,) + ol (a3 @ 0y + a; @ a) + €holPay @ a (3.10)

Par conséquent, le vecteur contrainte a la jonction I'j, avec la poutre, est donné par :

P _ 2 @) 2 _(3)
g .4y = 610(‘7;;12Q1 + 0p2222) + €p0432-03

Le processus asymptotique donne, a ’ordre dominant, que le déplacement hors-plan suivant a;
de I’élément plaque P est décrit par l'ensemble d’équations (3.11) exprimant respectivement,
I’équilibre dans le plan des forces transverses suivant as, I’équilibre dans le plan du tenseur de
moments orientés selon les axes du plan, et la loi constitutive en flexion :

div(T”) = —Ayw’w
dv(MP) + 17 = 0 (310
MP = By L((1 — )e(Vw) + vAwL,)

Dans les équations précédentes, le “tilde” matérialise les opérateurs différentiels réduits aux
variations dans le plan. Ainsi,

~ V. t \V. —~
V = 0y a1 + Opya2;  €(u) = V(u)—;V(u); div(T) = 0z, T1 + 0u, 1o

3.2.4 Modele asymptotique de la plaque raidie

Au regard des éléments ci-dessus, il est possible d’utiliser la méthode d’homogénéisation
asymptotique pour déterminer le modele de plaque raidie. L’hypothese de séparation d’échelles
signifie que la longueur d’onde portée par la poutre de taille caractéristique L (I’élément forcant)
est beaucoup plus grande que la dimension D de la période §2, conformément au petit parametre
D/L=e<x1.

Il s’ensuit que le gradient du déplacement le long de 1 et xo sont significativement différents,
soit 0, U = O(U/L) < 0z,w = O(w/D) tel que, puisque w = O(U) :

Oz, w = 0(£0z,w) K Ogyw (3.12)

De plus, en raison de la séparation d’échelles et de la périodicité de la cellule €2, les variables
physiques prennent les méme valeurs de chaque coté de €2, soit sur I',” et I‘;r . D’autre part,
par construction, les modeles de poutre (3.9) et de plaque (3.11) expriment déja I’équilibre dy-
namique de chacun des constituants B et P, si bien que pour satisfaire I’équilibre dynamique
de la cellule complete €2, il reste a formuler I’équilibre a la jonction I' qui spécifiera la nature
du couplage poutre/plaque. Par suite, le champ dynamique dans la plaque doit étre déterminé
explicitement. On définit pour cela deux modes de fonctionnement : un premier régime dans
lequel le déplacement transverse de la poutre est non nul et induit la dynamique locale de la
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plaque, et un second régime dans lequel le déplacement transverse de la poutre est nul, et seule
la plaque encastrée sur deux cotés opposés est en mouvement.

Remarque : La procédure standard d’homogénéisation consisterait a introduire les va-
riables spatiales adéquates pour la plaque raidie (z1,vy5 = %xg = e l29), et & changer le
gradient dans le plan Vo(z1,z2) par Vo(z1,9b) = (8sa; + 8_18%@2%0(:61,245), et (iii) cher-
cher les variables physiques sous forme de développements en puissance de &, par exemple :
o(z1,9h5) = ©©) (x1,95) + anp(l)(wl,yé) + ..., et finalement remplacer ces expressions dans le
modele de plaque (3.11). Cependant, les termes a 'ordre dominant étant les seuls nécessaires, il

est possible de proposer une résolution directe.

Régime dynamique de la plaque avec poutres actives

Il s’agit maintenant de préciser les conditions limites & ’ordre dominant sur les extrémités
de la plaque I',. Par continuité, les déplacements de la poutre et de la plaque sont identiques
a leur interface, soit W = UF:, et , par périodicité, Wpt = Up-. Mais puisque la section de
poutre est soumise a un mouvement de corps rigide a I'ordre dominant, il vient U = Up+. Ceci
implique une condition de Dirichlet sur I'; qui est W (x1, z2p,) = U(x1), ot W (1, ¥2) représente
le terme dominant de Pexpression de w, soit w(®) (21, 22). De plus, en rappelant que la section
de poutre ne subit pas de déformation dans son plan a ’ordre dominant, le mouvement de la
plaque encastrée a I'interface I', est normal a a,. Alors, la condition d’encastrement s’applique
aux extrémités de la plaque, soit 9., W (z1,z2r,) = 0.

La condition (3.12) 0,, W < 0,,W établit que dans la plaque, les dérivées par rapport a
sont négligeables comparées aux dérivées par rapport a xo. L’équation de plaque bidimension-
nel (3.11) se réduit donc a une équation 1D impliquant zo seulement. Finalement, 1’ensemble
d’équations élasto-dynamiques décrivant la plaque P en condition de séparation d’échelle et de
périodicité se simplifie en :

Dy, TT = prwQW Va1
dans P ey M” +T7 =0 surly ¢ W(z1, z9r) = Ulz1) (3.13)
M? = E) 1,07, W Oy W (21, 22)0) = 0

Il en résulte que i) x; joue le role d’'un parametre apparaissant seulement dans la condition
limite, et ) les équations (3.13) forment un systeéme linéaire ou le déplacement U(z1) est le
terme forcant. Donc, W (z1, x2) prend la forme

W(xlaxQ) = U(x1)¢w($2) (3.14)

ou ¢, (x2) est la solution fréquentielle de ’équation classique harmonique de flexion dans laquelle
apparaissent les nombres d’onde de flexion § (et le nombre d’onde de flexion adimensionnel §*).

§* = Apw?/(E)L,) 5 0*=6D/2

0 b — 0%y =05 du(zar) =1;  Ouydulwar) =0 (3.15)

La résolution de (3.15) est directe. En cherchant ¢,, de la forme

¢u(z2) = Cysin(dza) + Ca cos(dxa) + Cssinh(dxe) + Cy cosh(dz2)
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et en exprimant les conditions limites, la solution du systéme linéaire obtenu est :

cosh(dxa) sin(d*) + cos (dx2) sinh(5*) D D . 0D
w = . . s T o -3 = — 1
O (2) cosh(d*) sin(0*) + cos(0*) sinh(6*) g ST o 2 (3.16)

L’expression de ¢, (x2) met en évidence le caracteére résonant de la réponse de la plaque. En
effet, les amplitudes deviennent infinies lorsque le dénominateur s’annule. Cela se produit a
des fréquences spécifiques associées aux modes impairs, qui sont symétriques, de la plaque bi-
encastrée. Etant donné la symétrie des conditions limites de forcage, les modes asymétriques
ne participent pas au mouvement forcé ¢,,. Il est utile pour la suite d’introduire (¢,,) la valeur
moyenne de ¢,

b (x2)dxs =

1 (b2 2 1
(fu) = D /—D/Q 0% coth(0*) 4 cot(5*) (3:.17)

Remarque : Les fréquences propres {wr} associées aux modes propres {¥’} de la plaque en-
castrée en flexion cylindrique sont données par une série de racines {07}, {I = 1,2,3,...} issue
de I’équation transcendante

F(26") =0 ou F(20") = cosh(20™)cos(26") —1
Puisque cette équation s’exprime aussi comme
F(20™) = (cosh(6%) sin(d*) 4 cos(6*) sinh(§*)) x (cosh(6*) sin(0™) — cos(d*) sinh(6*)),

elle présente les mémes racines que f1(6%)f_(0*) = 0 avec fi(0%) = tan(d*) £ tanh(5*).
En conséquences, les racines {07} sont séparées en deux familles dont 1'une {43, ;} racines de
f+(6%) = 0 associées aux nM® mode impair (I = 2n — 1) symétrique ¥? = ¥2"~1 et 'autre
{63} racines de f_(6*) = 0 associées aux n®™® mode pair (I = 2n) asymétrique ¥ = ¥2",
Pour I > 1 les {57} sont estimées avec une bonne précision par {67} ~ (I +3). Les solutions de
I’équation fréquentielle et leur séparation en parties paire et impaire sont illustrées sur la figure
3.2. Il en résulte que les fréquences propres {ws,} des modes symétriques prennent des valeurs

proches de
1\ /7\2 |E,I
wsnzz(2n—2> (5) N pr . n=(1),2,3,...

tandis que les fréquences propres {wyy, } des modes asymétriques prennent des valeurs proches de

1\? 2 B,
wm%<2n+2) (%) f{p , n=123,...
P

Les pulsations propres successives sont déterminées par w, = (6,D)?, [EL I J/Ap,D4, avec pour
0D >>1, 6, ~ §(2k + 1), comme justifié ci-apres :

dnD (Newton-Raphson) ‘ 4,7300 7,8532 10,9956 14,1372 17,2788 20,4204
onD ~m/2+ kr ‘4.7124 7.8540 10.9956 14.1372 17.2788 20.4204

Remarque : pour les modes symétriques, I’équation de la poutre de longueur L/2 est encastrée-
supportée. Pour les modes antisymétriques, c’est celle de la poutre encastrée-glissiere.
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15 : 5 - —
-=-cos(d D) 1 tan(d DI2)
——1/cosh(3 D) 4 |—tanh(3 D/2) ]
1 - o~ - 1 :| - - - ~tanh(3 D/2)]|
14.1372 - 20.4204
LV - - 4
kA KA
\
1 ) N : .
1 443 10.9956 v 17.2788 - e D
R T S NV S
05~ v 1 Voo v \ 473 10.9956 17.2788
: \ ! \ ,' \ 1 \ -2 B .
\\ I’ U ‘\ ! |
[ ! ) —
-1t fs ‘e N 3
-4
-15 I | | | -5 | ) | = 1
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
3D 3D

(b)

FIGURE 3.2 — Représentation graphique des solutions des équations, (a) cos(dD) cosh(6D)—1 =0
(a), et (b) tan(dD/2) &+ tanh(6D/2) = 0 et intersections trouvées par la méthode de Newton-
Raphson

Couplage poutre/plaque

Cette partie présente le calcul des termes de couplage impliqués dans ’équation d’équilibre
de la poutre (3.9). Les modeles distincts de poutre et de plaque permettent d’identifier les
contraintes pilotantes dans la poutre a associer aux contraintes dans la plaque. D’apres les

modeles asymptotiques, 1'état de contrainte dans la poutre o

s’écrit sous forme explicite :

o8B = (1)

0N + 6%

De la méme maniere, I’état de contrainte dans la plaque gp =€ g](?l) + GIQ,Q(Q) + 63(0(3) o

2 2
‘ U(T1)2 U(T1)3
)
Ch
0131

s’écrit sous forme explicite :

1) (1)
» Op11 Op12 )
a =€ 1) &) +e€
= P o 022 P

B = a0 + 20? + (0P, a?)
3 3
a gz)z g (53)2
3 3
o gs)z g (53)3
)

2
W
Tt23 + 61?;0’7(13)
2 2
o 153% 4 §3% ‘

L’étape de couplage consiste i) & écrire la continuité des contraintes en termes du méme ordre
de grandeur, et 1) & déduire les efforts appliqués a la poutre a partir du champ connu dans la
plaque.

2

(2)

Les composantes encadrées doivent étre continues aux interfaces des deux éléments. La conti-

nuité des contraintes se traduit par €

b9T12 < €pOp12

(1)

d’une part, et €

3 _(3)
9532

2 (2)
= EpO'

135 d’autre part.
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Or, cet équilibrage terme a terme ne peut se faire que si les contraintes sont du méme ordre.

2
€b ‘ € € & | p
: 2
gB =E | ¢ |¢ € gp =E,| & % p (3.18)
2 3 3 2 2 3
& |l€ € & |6 €

(3)

Il faut ici remarquer que la continuité des contraintes non nulles intégrées be 0523 = frb_ E‘ZO’ S93

2 . . R .
et fF;r ot23 = Jr, efpgg% requiert que les termes soient du méme ordre. C’est effectivement le cas

dans I"équation (3.3), qui est alors satisfaite. Ainsi, sachant que les valeurs de référence qui
normalisent les contraintes sont E,U/L dans la poutre et E,U/D dans la plaque, alors,

3 2
3 (3 _ ! v / 2,2 _ 4 u
/FbebaSQ?’_O(l(L) EbL) et i epat32—0<d (D EpD

P

de sorte qu’en égalisant les ordres des deux termes, I’équation (3.3) est retrouvée. De plus, a
partir de I’équation de plaque (3.13)

D/2 D/2
Tf;; — T‘% =— / O, TT Ay = Apw? Wdze = ApD{(¢,)w?U(21) (3.19)
-D/2 -D/2

Le champ de déplacement dans la plaque permet de déduire ’état de contraintes, et donc la
force et le moment sur le bord de la plaque. La contrainte 0,12 dans le plan est :

Up12 = - Z/)yg(]' - Vp)ailxgw

et en raison des conditions d’encastrement 9,,W = 0 sur I',, la contrainte de cisaillement et
le couple autour de a, sont nuls aux bords de la plaque F; et T

p 9
fl—\i y30p12 = 0. La force de cisaillement transverse aux extrémités de la plaque est :
P

soit Opi2pt = 0 donc

18 = [ o= EJLOLIW) g = By, U () @,00) 05
P

En exprimant la continuité des contraintes o8B Qg = QP.QQ a l'interface (c’est a dire I’équilibre

de linterface) et en considérant la périodicité, il vient :
or12)F = Opi2px =0 ; 0S23|pF = Ot23)pk

Alors, le moment et la force exercés par la plaque sur la poutre (bilan (3.9)) s’écrivent :

P
Y3ori2 — Y3oT12 = Y30p12 — Ysopi2 = M- — M7lz+ =0
F+ - s F?; | p | P

b b P

/ 0523—/ 0523—/
i r r

b b
Les résultats ci-dessus (3.20)-(3.19) montrent que la plaque n’introduit pas de moment autour
de a, sur la poutre, mais exerce une force sous forme d’inertie dépendante de la fréquence
provenant de (¢,,). Cette expression est injectée dans (3.9) et donne le modele effectif de la
plaque raidie, ou U(x1) est 'unique descripteur cinématique.

(3.20)

P P
Ot23 — / Ot23 = T‘r — T‘F+
F;’ P P

P



3.3. SYNTHESE DU COMPORTEMENT EN FLEXION 37

Régime dynamique de la plaque avec poutres passives

L’analyse ci-avant supposait implicitement que les poutres bougent et déterminent la dyna-
mique de toute la plaque raidie. Ce mécanisme disparait lorsque le forcage est nul, c’est a dire
quand les poutres sont passives, soit U(z1) = u©® = 0. Un autre mode de propagation avec
poutres passives est cependant possible. Celui-ci est simplement défini par le modele de plaque
(3.11) complété par les conditions limites d’encastrement sur I',, ot le déplacement transverse
W(x1,29) = w9 (1, z3) est la seule variable pilotante. Pour garantir que la poutre reste im-
mobile, les forces exercées par les plaques de part et d’autre de la section de la poutre doivent
se compenser. Cela implique que le mouvement de deux plaques adjacentes est de signe opposé.
Ainsi, la cinématique de toute la plaque raidie est déterminée.

3.3 Syntheése du comportement en flexion

L’analyse du mouvement de flexion de la plaque raidie se conclut donc par une formulation
hybride qui met en évidence deux types de comportements de flexion. Le premier est associé
aux poutres actives qui font vibrer la plaque, alors que le second est associé uniquement au
mouvement des plaques.

— soit les poutres sont actives U(z1) # 0, ce qui donne les modes globaux associés a l'inertie
de flexion de la poutre et une inertie effective qui inclut la masse statique de la poutre
et la masse effective de la plaque qui dépend de la fréquence. Cette derniere représente
la contribution de la plaque au régime local dynamique. Cette situation décrit le régime
co-dynamique et 1’équation correspondante pour le déplacement transverse U(xz1) de la
poutre est :

EyI,03, U(21) = w?(Ap + ApD(¢.)U (1) (3.21)

— soit les poutres sont passives U(z1) = 0, ce qui donne les modes guidés pilotés par
I'inertie de flexion et la masse surfacique de la plaque. L’équation correspondante pour
le déplacement de la plaque w(z1,x2) est :

E;)Iszw = Apw?w avec w(x1, xor,) = 0/Tp;  Opyw(x1, 22r,) = 0/1 (3.22)

3.4 Caractéristiques de dispersion en flexion

3.4.1 Ondes de flexion avec poutres actives
Cette partie met en évidence la forte dépendance fréquentielle de la masse apparente adi-
mensionnelle (¢,,) de P qui intervient dans la masse effective de la plaque raidie Ay, + Ap,D(¢y,).

Selon I'expression (3.17) et connaissant w = 62 E%Z‘“ et 0 =0D/2, il vient :

— {(¢w) — 1 quand dD — 0 soit lorsque w — 0, ce qui est cohérent avec le fait qu’en sta-
tique, la masse apparente de P est sa masse réelle.

— (¢w) — Loo quand tan(6D/2)+tanh(6D/2) = 0 qui correspond aux fréquences {wsy, } des
modes symétriques. Quand w — wy,,, la masse apparente de P tend vers l'infini positif,
et vers I'infini négatif pour w — w,
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— (¢y,) = 0 quand 6* = 7(2n + 1), soit wp, = (2n + 1)? (%)2 E%f’ Alors, dans I'intervalle

[Wsn,won] la masse apparente de P est négative.

En pratique, les singularités de (¢,,) sont atténuées par des effets de dissipation inévitables. Ils
peuvent étre intégrés via un amortissement structurel n introduit comme une partie imaginaire
corrective du module élastique qui devient (14 in)E,. Les quantités deviennent alors complexes
a cause de 'amortissement, et le lissage et d’autant plus grand que 1 est grand.

10

0 R
T .

_10 I I I
0 5 10 15

Re((bw))

0 5 10
w/wy

FIGURE 3.3 — Parties réelle et imaginaire de la masse apparente adimensionnelle (¢,) de la
plaque en fonction de la pulsation normalisée w/ws1, avec amortissement matériel n = 0.5% (—)
,et n=2% (——).

Les propriétés de (¢,,) sont illustrées sur la figure 3.3 qui représente les variations de masse
apparente en parties réelle et imaginaire en fonction de la pulsation normalisée (par rapport a la
fondamentale). Le tracé se limite aux trois premiers modes symétriques. Hormis au voisinage des
modes propres, (¢,) est globalement bornée entre 0 et 1 et la masse modale diminue lorsque la
fréquence w augmente. Entre deux fréquences propres, la plaque parait alors plus légere qu’elle
ne l'est en réalité.

En considérant une onde harmonique de la forme U(z1) = exp(ik,x1) se propageant suivant
x1, Péquation de dispersion des ondes décrites par (3.21) est déterminée par le nombre d’onde
de flexion k,, qui s’écrit :

k4 _ o.)2 Ab + ApD<¢w>
v Eyl,
Du fait de la résonance interne de la plaque P contenue dans le terme de masse (¢,), la

relation de dispersion differe significativement du cas de flexion classique ol k ~ y/w. Dans la
plaque raidie, les changements surviennent au voisinage des modes propres de P. En I'absence

(3.23)
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d’atténuation, le nombre d’onde de flexion deviendrait infiniment grand au voisinage de w,
et infiniment petit au voisinage de wy,, correspondant alors respectivement a des longueurs
d’onde infiniment courtes et infiniment grandes. En particulier, des ondes de flexion dont la
vitesse de phase décroit (comparées a celles dans la poutre B seule, pour lesquelles la vitesse de
phase est toujours croissante) apparaissent autour wg,,, ot {(¢,) > 1, et k est réel. De plus, dans
I'intervalle [wgp, won| dans lequel (¢,,) < 0, apparaissent i) soit de ondes de flexion tres atténuées
( & caractere oscillant, similaires aux ondes thermiques) si |(¢y,)| > 1 car Ay +ApD(dy) < 0 donc
k* < 0 et k est complexe, i) soit des ondes de flexion purement propagatives lorsque |(¢,)| < 1

car Ay + ApD(p.,) > 0 donc E* > 0, et k est réel. Ces grandeurs sont illustrées sur la figure 3.4.

0.5

-1.5¢ 1

T

_2 1 !
0 0.5 1 15 2 2.5
w/wl

FIGURE 3.4 — Partie réelle (—) et module (— + —) de la masse apparente adimensionnelle (¢,,)
en fonction de la pulsation normalisée w/wi, zone d’atténuation (M)

La mise en évidence numérique de ces caractéristiques est détaillée dans le chapitre 5.

3.4.2 Caractéristiques de dispersion avec poutres passives

Examinons le second mécanisme, lorsque les poutres sont passives (3.22). La plaque est
encastrée sur ses deux cotés opposés, mais un mouvement a grande longueur d’onde est possible
suivant la longueur L. Les caractéristiques de dispersion peuvent étre approchées en supposant
la forme du champ dans la plaque, de la méme maniére qu’une approximation de Rayleigh. En
cherchant une solution a variables séparées de la forme

w(wy, w2) = exp(ik),z1) ¥ (xs) ol \Il(:c2|pp) =0 ; 8w2\11($2|pp) =0
la fonction W(x2) fluctue selon la largeur de la plaque D, alors que exp(ik/,x1) varie selon L > D.
A Tordre dominant, I’équation de plaque se réduit au cas 1D (identique a (3.13) sauf pour la

condition limite nulle de ¥ et 0,, %) :

Ep L0,V = Apw® ¥ U(zyp ) =0 ;5 05, V(xar,) =0
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Il s’agit du probleme aux valeurs propres classique de la plaque encastrée sur ses deux cotés
opposés. Les solutions sont les modes (symétriques et asymétriques) W/ (z2) associés a la série
de fréquences wy. De 1a, w(x1,x2) apparait comme les modes propres selon 23 modulés par la
grande longueur d’onde selon x1. Le nombre d’onde selon x1 peut étre déterminé en remplacant
I'expression de w(x1, x2), dans I'opérateur bi-laplacien (3.22) décrivant la plaque P. Pour chaque
mode propre W', et apres simplification du terme exp(ik! x1) :

'L (KD — 2(k)202 W' + 02, 0] = Apw? P!
et, puisque, EI’?II,%Q\IJ[ = Apw?V!

ENL, [(KD*! — 2(K1)202, '] = Ap(w? — wi) P! (3.24)

Nous proposons deux fagons d’identifier une équation de dispersion approchée des modes
guidés :
— la premiere approche consiste a intégrer cette équation sur xo, et en remarquant que
92,9 = (02,9 (22)]|r, = 0, il vient

WIp (K1 (0T) = Ap(w? — w)(WT)
de sorte que 'équation de dispersion approchée associée au mode W' est

Ap

PP

(KD = 22 (2 - w}) (3.25)

— La seconde approche consiste a approcher la forme des modes propres qui sont donnés
par (0 < zo < D et d; =6d(wr)D/2) :

Ul (29) = cos (57 (2;2—1>> —i—%cosh (67 (222 —1)); (I =2n=2,4,6,...)
I

U (25) = sin <51 (222 - 1)) —:i;lil(fgf) i <51 (215';2 >> C(I=2n+1=1,3,5,...)

ol les valeurs de & sont les racines de tan(d%) + (—1)! tanh(d%) = 0. Puisque les racines
47 sont proches de la suite 5 (I + %) la déformée modale est approximée par W!(zy) ~
sm([ T22) telle que 92, W' ~ (%)2‘111 . Ces expressions sont compatibles avec I'inversion
de signe entre deux plaques adjacentes (section 3.2.4). En reportant ces expressions dans
(3.24), 'équation de dispersion des ondes guidées est

2 A
o 2002 (T ) - gl e o (3.26)

Les équations (3.25) ou (3.26) définissent de maniéres approchées les branches des modes
guidés. Ceux-ci se manifestent pour les modes symétriques et asymétriques. Ces caractéristiques
seront illustrées au chapitre 5. En particulier, nous verrons lors de la validation par éléments
finis (section 5.1) que (3.26) fournit une meilleure estimation que (3.25). L’ensemble (numéroté
par le numéro du mode propre I) d’équations (3.26) définit les branches des modes guidés. Les
caractéristiques de ces ondes sont définies par la nature des racines de 1’équation (3.26) qui
dépend fortement de la fréquence. Le discriminant est négatif pour w < w.r et positif ensuite,

wer étant donné par :
2 2 r 2
wr=wi|ll-—— | <w
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Chacune de ces ondes guidées commence donc a se propager aux fréquences de coupures définies
par les fréquences propres de la plaque encastrée. Pour les fréquences inférieures a wey, les
nombres d’ondes sont complexes et correspondent a des ondes propagatives fortement atténuées.
Pour des fréquences dans U'intervalle [w.r, ws], les nombres d’onde sont purement imaginaires et
les ondes sont évanescentes. Enfin, pour les fréquences supérieures aux fréquences propres de
la plaque wy, il existe une racine réelle positive et 'onde se propage sans amortissement. Ces
ondes guidées se répartissent alternativement entre modes symétrique et asymétrique. Leurs
caractéristiques sont illustrées en section 5.1.

3.4.3 Limite de validité du modele hybride en flexion

Il est utile de rappeler les conditions de validité du modele. Comme pour les modeles respectifs
de poutre et de plaque, la fréquence doit étre suffisamment basse pour remplir la condition
d’élancement et de planéité en régime dynamique. Cette exigence est traduite par des restrictions
sur les longueurs d’onde réduites Lz, > [ et Lp, > d qui donnent :

B, EL }

—_—, 2
MY Ayd? (3.27)

w? < Min{
Dans le cas de la plaque raidie, la séparation d’échelle doit étre satisfaite i.e. k,D > 1, qui
correspond a un intervalle de fréquence tel que

w? < Evly
(Ap + ApD(y,)) D

(3.28)

Le modele (3.21) avec poutres actives s’applique seulement si les conditions (3.27)-(3.28) sont
satisfaites. Cependant, le modele (3.22) avec poutres passives et ondes guidées dans la plaque
s’applique si la seule condition (3.27) est satisfaite.

3.5 Comportement en torsion

L’analyse dimensionnelle et la procédure asymptotique peuvent étre reproduites pour étudier
le comportement dynamique en torsion en situation de résonance interne. La figure 3.5 montre
la cinématique de torsion de la plaque raidie : la poutre B en torsion impose sa rotation aux
plaques, chaque plaque P est alors sollicitée en flexion et exerce une force de cisaillement et un
couple sur la poutre. Les conditions & remplir pour atteindre cette situation sont identifiées en
exprimant la condition de régime co-dynamique et de couplage asymétrique.

Ficure 3.5 — Cinématique de torsion avec couple appliqué par la plaque et moment introduit
dans la poutre
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3.5.1 Condition co-dynamique et couplage asymétrique en torsion

L’équation dynamique de la poutre B en torsion (non liée & la plaque) suivant 'axe a; s’écrit
(voir figure 3.5) :
GbIba:%le = —prbCUQH

avec 0 l'angle de rotation, GpZ;, la rigidité de torsion et ppJp le moment polaire, avec Gy =
Ey/2(1 4+ 1), Ty = O(1*), J, = O(I*). La longueur d’onde réduite en torsion L/, est :

Gbe
L% =0
v (prbw2>

Au mode fondamental de torsion wy de la poutre de longueur L', L], = L' telle que :

2 GvLy
wp=0 (PbeL’2>

Concernant la plaque P, de la méme maniére qu’en flexion, sa fréquence de résonance en torsion
E'I . . . . N .

est d’ordre : wf, =0 (AP—DIL). En considérant la situation de co-résonance ou les fréquences
P

fondamentales de poutre B et de plaque P sont du méme ordre, w, = wp,

0 Gl |\ _ 0 E,I,
ppJp L2 A,D*

la condition de co-dynamique est alors :

Gy, E,d’ G d*L”? e
b _o| =2 ie. e — 0 o2 (3.29)
ppJp L2 ppD4 E}py D* g2
Il faut aussi établir la condition de couplage asymétrique précisant que I'action exercée par la

plaque sur la poutre est percue comme un chargement externe. Alors, en considérant 1’équilibre
en torsion suivant a; (le moment de torsion est noté M, dans B), on a

Do My = O(M,) ie. O <A2b> — O(M))

De plus, les variables cinématiques de torsion et flexion sont reliées par # = O(w/D). On a alors

Gyl E,d*
DL/2 = D2

) soit O (Grey) =20 (Eje) (3.30)

Si la plaque raidie est constituée de deux matériaux distincts pour B et P avec ¢, = [/L =
d/D =¢,=¢€, (et ¢ = D/L = d/l) les conditions (3.29) et (3.30) sont satisfaites lorsque

E py g2 E/ €
N o . D _p(c 3.31
G (é) G (=) (3:31)

Si la plaque raidie est homogene avec E, = Ej, pp = pp, (3.29) et (3.30) imposent sur

d D 14/3
5=0 (L> =0 (1:4/3> (3.32)
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Les conditions de résonance interne en torsion (3.29) et (3.30) different de celles en flexion
(3.1) et (3.3). Ceci est dii au fait que la rigidité de flexion est plus faible (d’un facteur €2 ) que la
rigidité de torsion. De ce fait, pour une poutre de longueur donnée, les fréquences fondamentales
en flexion et torsion different de €,. Néanmoins, dans le cas de dimensions infinies (ou de longueurs
suffisamment grandes), les résonances internes en flexion et en torsion peuvent apparaitre, mais
seront associées a des longueurs d’onde tres différentes dans la poutre.

3.5.2 Comportement en torsion de la plaque raidie

De maniere similaire a la flexion, la mise a 1’échelle est faite en introduisant les relations
(3.29) et (3.30). Les développements sont tres similaires. Seuls les points clés sont présentés ici.
D’abord, le modele asymptotique de poutre B chargée en torsion s’écrit :

8x1MB+/ Y20532.112 —/ Y30522.n2 = — ppJpw?0(x1)
Ty Ty (333)

MB = GyT10,,0(x1)

ou les deux intégrales de (3.33) représentent 'action de la plaque sur la poutre, et ny est la
composante de la normale sortante a la section de la poutre et prend les valeurs £1 sur I‘bi.

Par ailleurs, la plaque P en flexion est décrite par le bilan (3.11). En condition de séparation
d’échelle (3.12), la description se réduit a la formulation unidimensionnelle (3.13) sauf pour
les conditions limites. Ces derniéres expriment que i) la section de la poutre subit, a l'ordre
dominant, un mouvement de corps rigide tel que I';” et I‘l')" sont entrainés par la méme rotation
O(x1), et que i) puisque | < D, le déplacement vertical de I'interface plaque/poutre est O(61),
ce qui est négligeable par rapport au déplacement de la plaque W = O(0D). Le probleme de
plaque s’écrit alors :

Op, T = — AW Vay
dansP  { 9, M" —T7 =0 sur T, W (21, z2) =0 (3.34)
MP = —E;,Ip(?gQW 83;2W(x1, $2|F) = 9(.%'1)

La solution de ce probleme linéaire dans lequel la rotation 6(z1) est le terme forgant prend
la forme W (x1,x2) = DO(x1)1(x2) ol 1, (z2) est la solution de

gy + 0Mpy =05 Yulaar,) =03 Opythu(war,) =1/D
La résolution classique donne (pour rappel §* = A,w /(E’ p) et 6" =090D/2)

sinh(dx2) sin(6*) — sin (dx2) sinh(6*)

Vol®2) = S osh(07) sin(0") — cos(0*) smh(8%))
Des amplitudes infinies apparaissent lorsque le dénominateur de 1, (z2) s’annule. Cela se produit
aux fréquences propres des modes pairs, qui sont asymétriques (remarquons que (¢,,) = 0), de la
plaque encastrée. Conformément aux conditions limites antisymétriques, les modes symétriques
de la plaque encastrée ne participent pas au mouvement forcé ),. Il est utile pour la suite
d’introduire les parametres J et C définis par :

—D/2<xz9< D/2 (3.35)

D/2 * * *
. [132 1 coth(6*) + cot(6*) —2/0
Jo = (pWI=5 / Do DYlERdes = G S o) (3:36)
th(0*) + cot(6*)
* = D3 3 - 2 )2 €0 N
Co 8121%4% (26°) coth(d*) — cot(5*) (3:37)
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Le couplage poutre/plaque est établi a partir de la continuité des contraintes o8B Qy = gp.gg

et de la périodicité pour donner OS220F = Op22p et OS23|0F = O123|pk- Ainsi,i’action de la
plaque sur la poutre définie par (3.33) se transforme en

b b b
/ Y20 532.12 =/ 0523—/ —-0S523 = = / Ut23+/ 0423
Ty Tt 2 Fb_ 2 2 > Tt

b P

=5 (77, +77;) @9

—/ Y30522.M2 = —/ Y30522 +/ Y30522 = —/ Y30 p22 +/ Y30p22 = —M@_ +M|F+
Iy Ty Ty Iy ry
(3.39)

Ces équations montrent que le moment effectif agissant sur la poutre comprend le moment
produit par la somme des efforts tranchants de part et d’autre de la plaque, et le moment
différentiel entre chaque coté. A partir de (3.34), il vient d’une part

D/2 D/2
/ a:Q&EQTPda:Q = —prQ/ oWdxy = —A D3( ww) 26(x1) (3.40)
—-D/2 —-D/2

et d’autre part, en intégrant par parties

D/2 D/2 D/2
/ xgaszdez = / 8x2(x2TP)dx2—/ TPdxzy

—D/2 ~D/2 D/2
- - D/2
= TR TR - [ 0t
Finalement, en ré-exprimant la derniere intégrale :
MP, —MP = 2P I+ 4, D3( Yo )w?0(1) (3.41)
‘F+ ‘F_ - 2 |F+ w x1 .

et en remarquant que TF+ =

| |F_ =-E)1,03 ww‘%DH(xl), on a

/ Y20532.102 —/ Y30522.12 = <—E;fp(D+b)D33 Yo + A D} D Ywlw ) 0(x1)
Ty Iy

3.5.3 Modele homogénéisé en torsion

Cette derniere expression remplacée dans (3.33) donne le modele effectif en torsion. Il fait
intervenir la rotation de la poutre #(z1) comme seule variable cinématique et prend la forme
suivante :

— le cas ou la poutre est active, soit 6(z1) # 0, donne les modes globaux associés au terme
d’inertie de rotation effective atypique généré par le couplage plaque/poutre - qui inclut
I'inertie de rotation statique de la poutre et l'inertie de rotation effective de la plaque,
ainsi qu’une rigidité de torsion effective dépendante de la fréquence. Cette situation décrit
le régime co-dynamique poutre/plaque et 1’équation correspondante pour la rotation de
la poutre 0(z1) est :

ELL(D +b)

GvTp02.0 = —w* (ppdy + ApD? ) 0 + 53

ko (3.42)
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ou les parametres effectifs J et CJ sont calculés en (3.36) et (3.37) et sont :

I 1 coth(6*) + cot(d*) — 2/0*

. 5 coth(d*) 4 cot(d*)
Y (26%)2  coth(6*) — cot(6*) ’

coth(6*) — cot(0*)

Cl = (20%)

Comme dans le cas de la flexion globale, cette analyse suppose que la poutre tourne et
qu’elle pilote la dynamique de toute la plaque raidie.

— Cependant, si la poutre est immobile, soit #(z1) = 0, les vibrations dans la plaque sont
tout de méme possibles. Ces derniéres sont régies par (3.11) avec des conditions d’en-
castrement sur I',, et correspondent a des ondes guidées antisymétriques avec poutres
passives, déja décrites par (3.22). Pour garantir la compensation des couples des deux
cotés de la plaque, les mouvements sont alternativement W et —W d’une plaque a ’autre.

L’équation associée aux ondes de torsion (3.42) est atypique. En effet, les termes J} et C
apparaissent comme une inertie de torsion et une rigidité de torsion effectives, et sont tous deux
de nature élasto-inertielle en raison du régime élasto-dynamique de la plaque. Du fait des effets
de résonance, ces termes sont fortement dépendants de la fréquence, avec des singularités. Pré-
cisément, les expressions (3.36) et(3.37) permettent d’établir que :

— J5—= —% lorsque 0* — 0 i.e. quand w — 0. Alors, la contribution de la plaque en flexion

. . < s . . P ApD3
quasi-statique a l'inertie de rotation est négative et prend la valeur —% T

— CF — 12 lorsque 6* — 0. Alors, la plaque en flexion quasi-statique exerce un couple de
12E/,I,(D+b)

rappel correspondant & un ressort de torsion de rigidité positive Vo ,

— J} et Cf — oo lorsque tan(d*) = tanh(0*) i. e. aux fréquences propres {wy, } des modes
asymétriques. Lorsque w — wy,, (resp. wt';), J: et CF — —oo (resp. +00),

— J} = 0 lorsque coth(6*) + cot(d*) = 2/6*. Cela se produit aux fréquences wy,, qui sont
estimées par wyy, & (2n + 3)? (%)2 ,/E/i’ip (tres proche de wy(,41) for n > 1). Dans les
intervalles [w,n,wsn ), Uinertie de rotation effective de P est négative.

— CF = 0 lorsque tanh(6*) + tan(6*) = 0, i.e. aux fréquences propres ws, des modes sy-
métriques. Dans les intervalles [wgy,,w:,] la rigidité apparente du ressort de torsion de la
plaque P est positif, ce qui veut dire qu’au lieu d’exercer un couple de rappel, la plaque
exerce un couple répulsif.

Les propriétés de J et C qui émergent de leur caractere élasto-inertiel sont illustrées sur
les figures 3.6 et 3.7 pour deux valeurs d’amortissement. Ces termes sont présentés normalisés
par leur valeurs statiques respectives sur la figure 3.8. Ces figures mettent en évidence la dépen-
dance fréquentielle et le caractere résonant de J et C aux fréquences {ws,}, ainsi que leurs
valeurs statiques respectivement négative et positive. Dans les intervalles entre les résonances,
les variations de la rigidité du ressort de torsion sont bien plus grandes que celles de I'inertie de
rotation effective.

3.5.4 Dispersion des ondes de torsion

La dispersion des ondes de torsion de la forme 6(x1) = 0 exp(ik,z1) est déterminée par le
nombre d’onde de torsion k. Ce dernier est donné par I’équation (3.42), et s’exprime sous la
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FIGURE 3.6 — Parties réelle et imaginaire de 'inertie de rotation apparente adimensionnelle de
la plaque J en fonction de la pulsation adimensionnelle w/wy ; avec amortissement structurel

n=05%(—),etn=2% (——)

forme :

o ELL(D+b)
, W2 (pudy+ ApDRTS) — B o s
’iw - Gbe ( . )

Contrairement au cas classique d’ondes de torsion non dispersives, la résonance interne de la

plaque P contenue dans les termes J, et C, induit une dispersion atypique. En raison de 'in-

teraction complexe entre w?J* et C, 'interprétation complete des propriétés demanderait la

connaissance de tous les parametres physiques. Des exemples seront donnés en section 5.1. Ce-

pendant, il est d’ores et déja possible de remarquer :

— quand w — 0 alors k2, — —12%?;})6) < 0. Le nombre d’onde est imaginaire est les
ondes correspondantes sont évanescentes jusqu’a leur fréquence de coupure,

— les effets de dispersion notables s’observent au voisinage des fréquences propres des modes
antisymétriques. De plus, suivant la valeur des parametres, des intervalles fréquentiels
d’ondes évanescentes et propagatives se succedent lorsque 2, prend des valeurs négatives
ou positives,

— aux fréquences des modes symétriques J; =~ 0 et C; = 0. Dans ce cas, 'onde de torsion
dans la plaque devrait étre semblable a celle se propageant dans la poutre seule.

Nous ne revenons pas sur les caractéristiques des ondes guidées avec les poutres passives qui
ont déja été décrites par (3.22). Il est possible de séparer les ondes guidées en deux catégories :
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FIGURE 3.7 — Parties réelle et imaginaire de la rigidité de torsion apparente adimensionnelle de
la plaque CJ en focntion de la pulsation adimensionnelle w/wy ; avec amortissement structurel

n=05%(—),etn=2% (——)

celles associées aux modes symétriques qui interviennent sur la flexion de la poutre, et celles
associées aux modes antisymétriques qui interviennent dans la torsion de la poutre. Dans les
deux cas, les poutres sont passives et imposent un encastrement sur les plaques.

3.5.5 Limite de validité du modele hybride en torsion

La validité du modele hybride en torsion impose les restrictions classiques sur les longueurs
d’onde réduites dans la poutre et la plaque, soit E}gw >l et Lp, > d qui donnent :

7, E'I
w? < Min{ Golo  Zp ”} (3.44)

et la condition de séparation d’échelle pour la géométrie de plaque i.e., kK, D > 1, qui correspond
aux intervalles de fréquences tels que

B L(D + b)C + Gy
(pody + ApD3J3) D?

2

(3.45)

La modélisation (3.43) avec poutres actives requiert les conditions (3.44) et (3.45), tandis que
EI,

I’équation (3.22) avec poutres passives et ondes guidées requiert seulement w? < Aot
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FIGURE 3.8 — Partie réelles de I'inertie de rotation apparente adimensionnelle normalisée (7 .,)
(), et de la rigidité de torsion apparente adimensionnelle normalisée D393 Y| D (=) en
2

fonction de la pulsation adimensionnelle w/wy;

3.6 Conclusions intermédiaires

IL’homogénéisation asymptotique appliquée a une plaque raidie périodique permet de prédire
son comportement macroscopique en présence de résonance interne. L’approche micro-macro
fournit un cadre théorique pour analyser le comportement de panneaux ayant des contrastes de
propriétés mécaniques et /ou géométrique. Ces contrastes nécessitent de considérer des situations
de co-résonance et de couplage asymétrique entre la poutre et la plaque.

En faisant 'hypothese de la séparation d’échelles, la procédure aboutit a un modeéle ana-
lytique homogénéisé constitué des équations (3.21), (3.22), (3.42) dont les parametres effectifs
sont déterminés analytiquement & partir des parametres géométriques et mécaniques de la struc-
ture (voir tableau 3.1). Ce modele hybride permet d’identifier distinctement les mécanismes de
flexion et de torsion dans le raidisseur, ainsi que les modes de guide d’onde inter-raidisseurs. Le
comportement dynamique inclut plusieurs mécanismes attribués a des cinématiques enrichies :

— pour les cinématiques de flexion et torsion, deux opérateurs différentiels décrivent i) des
ondes pour lesquelles la plaque et la poutre sont en mouvement, et i) des ondes guidées
pour lesquelles seule la plaque est en mouvement,

— les ondes de flexion avec poutres actives sont affectées par le terme de masse effective
de la plaque résonante, qui prend des valeurs positives ou négatives. Cet effet de plaque
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résonante se traduit sur la dispersion par des singularités associées aux modes propres
symétriques. En particulier, il apparait des intervalles de fréquences ou les ondes sont
fortement atténuées,

— les ondes de torsion avec poutres actives sont affectées par une inertie de rotation effective
et une rigidité de torsion effective apportées par la plaque. Ces deux contributions élasto-
inertielles sont dépendantes de la fréquence et se combinent. De ce fait, le nombre d’onde
de torsion présente des caractéristiques atypiques, avec des fréquences de coupure et des
zones d’atténuation associées aux modes anti-symétriques de la plaque. Il est intéressant
de souligner que seules des ondes évanescentes existent en basses fréquences,

— les ondes guidées sont alternativement associées aux modes symétriques et anti-symétriques
et ne sont propagatives qu’au dela des fréquences propres correspondantes.

L’hypothese de séparation d’échelles, avec les conditions de co-résonance et de couplage asy-
métrique, se formulent en termes de regles de dimensionnement pour concevoir des plaques ayant
des caractéristiques spécifiques a certaines fréquences.

L’extension & une plaque raidie dans les deux directions est proposée au chapitre 4. Les
modeles construits sont exploités et validés numériquement au chapitre 5, et comparés a des
mesures expérimentales au chapitre 6.
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TABLE 3.1 — Tableau récapitulatif du modele homogénéisé associé a la plaque raidie : équations

CHAPITRE 3. PLAQUE RAIDIE

Flexion Equation :
EpI,03, U(21) = w?(Ap + ApD($))U (1)
Parametre de masse effective :
(60) = e
“7 5% coth(6*) + cot(9*)
Torsion Equation :
y E)I,(D+b) .
GpL02,0 = —w? (ppJy + ApD3J5) 0 + ”Tcw 0

Parametres d’inertie de rotation et de rigidité de torsion effectives :

7= 1 coth(d*) + cot(d*) — 2/0*
“ T (20%)2  coth(6*) — cot(6*)

o5 coth(d*) 4 cot(d*)

Co = (207) coth(d*) — cot(6*)

Modes guidés

Equation :
EI’DIpAQw = Apw?w

Conditions limites :
w(x1, xor,) = 0/Tp;  Opyw(x1,221,) = 0/1

macroscopiques et parametres effectifs




Chapitre 4
Plaque bi-raidie

Ce chapitre poursuit la construction de modeles homogénéisés en étendant ’étude au cas
de plaques raidies dans deux directions (bi-raidie). En suivant la méme ligne de conduite qu’au
chapitre précédent, le processus d’homogénéisation s’organise en plusieurs étapes : i) la mise
en ceuvre d’une méthode d’homogénéisation adaptée aux milieux discrets permet d’abord de
formuler un modele pour le comportement hors-plan d’un treillis de poutres orthogonales seul,
it) le couplage entre le treillis et les plaques internes est ensuite introduit en reconsidérant le
treillis chargé par des efforts et des moments exercés par les plaques qui y sont rattachées,
iti) le calcul de la contribution dynamique des plaques résonantes soumises au déplacements
du treillis. L’équation de dispersion est alors déterminée pour différentes conditions limites de
plaques internes. Le modele est aussi enrichi en considérant ’ajout de masses sur les plaques
internes pour placer la résonance interne sur un large intervalle fréquentiel.
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4.1 Structure étudiée

La plaque bi-raidie notée R a I’étude est schématisée sur la figure 4.1 et se compose de
plaques internes P identiques et solidaires d’une grille de poutres orthogonales G. Le repere
défini par les vecteurs (e, €y e,) est tel que e, et ¢, sont dans le plan selon les axes du treillis,
tandis que e, est le vecteur hors-plan.

La poutre est caractérisée par sa longueur L, tandis que ’élément poutre B est caractérisé
par sa longueur [, son épaisseur hy, sa largeur by, et sa section Ay avec k = x,y, et h = O(b).
Le matériau constitutif de B est élastique linéaire isotrope, et possede un module d’Young
Ey = O(E}), un coefficient de Poisson v, et une masse volumique pg. Les plaques internes P
sont de dimensions I, X [,, et d’épaisseur d, possedent un module d"Young E,,, un coefficient de
Poisson v, et une masse volumique py,.

FI1GURE 4.1 — Schéma de la plaque bi-raidie étudiée et cellule unitaire €2

L’élancement de I’élément poutre est calculé sur la période. Les parametres n, et n, désignent
respectivement le nombre de périodes dans la direction x et y. A partir de la géométrie des poutres
B, du treillis G et d’une plaque interne P, trois petits parametres sont définis par

— linverse de I’élancement de la poutre B : €, = by /I, < 1,k = z,y

— linverse de I’élancement de la plaque P : €, =d/l, < 1,k =,y

— Dinverse de la petitesse de la cellule €2, soit, le rapport des dimensions [ de la micro-plaque

et des dimensions Ly de la macro-plaque : e = /L < 1 avec | = O(ly) et L = O(Ly), et
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k=mzy
Les contrastes de propriétés mécaniques des matériaux constituant le treillis G et la plaque
P sont spécifiés par les rapports de modules et de masses volumiques E,/Ey et py/pp. Ainsi, la
plaque raidie est caractérisée par cinq parametres sans dimensions {e, €, €, E,/Ep, pp/pp}-

4.1.1 Condition co-dynamique pour la plaque bi-raidie

L’obtention de la condition co-dynamique est exactement analogue a celle décrite pour la
plaque raidie. L’équation dynamique décrivant la flexion du treillis seul G selon ses axes a; et
as est donné par (voir les axes de la figure 4.1) :

O(ELI,A'U) = O(A,w?U)

ou U est le déplacement transverse selon as, I, = h} /12 est le moment d’inertie de flexion de la
grille dans la direction k, et Ay = pp * h sa masse surfacique. Alors, la longueur d’onde réduite

de flexion L,, est donnée par :
Ei Iy
LL=0
v <Ag""§ >

La résonance fondamentale w, du treillis de dimensions L, X Ly est telle que L, = L et par

conséquent :
BT
2 klk
=0
“e <AgLE‘>

Pour la plaque interne P, les résonances locales apparaissent suivant la période lj. Il faut donc
considérer I’équation dynamique de flexion de P, avec 'opérateur bi-laplacien variant a I’échelle
l.. 11 vient alors :

O(E,I,A"w) = O(Apw’w)

ou w est le déplacement hors-plan de la plaque suivant as, E;Ip sa rigidité de flexion, avec
E,=E,/(1- VS) le module de plaque, I, = d/12 son moment d’inertie de flexion, et A, = p,d
sa masse surfacique. Alors, la résonance fondamentale de la plaque de longueur I, est de 'ordre

de : B
2 _ p°p
=0 (5

En considérant un régime co-dynamique entre le treillis G et les plaques internes P, i.e. O(wy) =
O(wp), il vient la relation suivante :

2 2
Bihic _ o (Ep e, L o (TLY o o (4.1)
prL} pplt o E}pr he 14 ezt '

4.1.2 Couplage asymétrique

En reprenant les arguments énoncés pour la plaque mono-raidie, la condition de couplage
asymétrique treillis/plaque présentée ici correspond au cas ou le treillis est le systeme forgant qui
impose ses déplacements aux plaques internes (systeéme forcé). En écrivant I’équilibre transverse
du treillis chargé par les plaques internes, le couplage treillis/plaque requiert :

div(Tg) = O(Ty) (4.2)

ou Tg est l'effort transverse dans le treillis G (en kN/m) et T}, 'effort transverse dans la plaque
interne P (en kN/m). Puisque le treillis est le systéeme forgant, son équation constitutive reste
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inchangée par la force extérieure. En prenant un comportement de plaque interne de type Kir-
chhoff (plaque mince puisque €, < 1), et en notant V2 = 92 + 65 , Veffort Tg et div(Tg) sont
estimés par :

. U . U
Tg = O(EpIdiv(V?U)) = O (EkaLz> . div(Tg) = O (EkaL?)
Puisque la plaque de dimensions [, et I, = O(l), T}, est évalué comme :
a3 w
_ / : 2 _ !
T, = O(E,I,div(Viw)) = O <Ep1213>

La continuité des déplacements a la jonction entre le treillis et la plaque implique w = O(U).
Alors, a partir de (4.2) et en rappelant que O(b;) = O(hy), on déduit la condition :

bh? d? . E; B ah’

4.1.3 Dimensionnements compatibles avec la résonance interne

De la méme maniere que pour la plaque mono-raidie, les conditions (4.1) et (4.3) peuvent étre
utilisées pour dimensionner la plaque bi-raidie, et se placer ainsi dans des conditions optimales
de résonance interne.

Parmi les différentes options, deux combinaisons offrent la possibilité de dimensionnements
réalistes pour des applications pratiques.

En supposant que I’élancement de 1’élément poutre et du méme ordre que celui de la plaque
interne, et que les masses volumiques du treilis et de la plaque sont du méme ordre, soit

o=0()=c<1 dou I/L=0d/D)<1 ; 2=o0q)
Pp
Cette relation indique aussi que € = [/L. Alors, les conditions (4.1) et (4.3) imposent :
Elp, L4 E;] b d
v _ Ly . b _d_ 4 4.4

qui signifie que le module de la plaque est plus petit que celui de la poutre et que les rapports
de densités étant du méme ordre de grandeur, € = . Finalement, nous avons :

et = tel que O(L/1) = O(y/ B,/ Ep) < 1

Le dimensionnement (4.4) décrit une plaque fine en comparaison de ’épaisseur, mais pas
nécessairement étroite en comparaison de la longueur de I’élément poutre. Ainsi, lorsque les
conditions (4.4), qui relient les parametres géométriques aux propriétés mécaniques sont respec-
tées, la situation de résonance interne apparait autour des fréquences propres communes de la
plaque et de la poutre. Pour finir, un dimensionnement simple favorisant la résonance interne
est donc :

{ee=e=¢ e=ve, E/Ey=¢ p/pp=0(1)}
Le cas ou le treillis et les plaques internes sont constitués du méme matériau est une autre
possibilité simple. Dans ce cas (E, = Ey, pp = pp) et les conditions (4.1) et (4.3) requierent

S P 01 . =2 _0n1 4.5
b2 4 6364 (1) ’ 14 d3 62 () (45)
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soit finalement ¢ = [/L < 1. Ces deux dernieres relations définissent la géométrie de la plaque
bi-raidie résonante avec des valeurs données d’épaisseurs d pour les plaques internes et h pour
les raidisseurs.

Dans ces deux situations, la plaque est bien plus déformable en flexion que la poutre en
raison de sa faible épaisseur et/ou du module d’Young. Cela est cohérent avec le fonctionnement
de poutre forcante et de plaque forcée.

4.2 Homogénéisation du treillis de poutres

La méthode d’homogénéisation des milieux discrets périodiques est mise en ceuvre sur le
treillis de poutre. L’objectif est d’obtenir une description continue équivalente associée dans
le cas de vibrations transversales pour construire le modele continu associé a ses vibrations
transversales. Cette formulation analytique est adaptée a une étude paramétrique et met en
évidence les mécanismes régissant le comportement global. La méthode HPDM s’articule suivant
les étapes décrites au chapitre d’introduction, et détaillées ci-apres.

4.2.1 Discrétisation de I’équilibre dynamique

Le mouvement hors-plan des éléments locaux est décrit par des poutres d’Euler-Bernoulli.
Les mouvements de chaque point connecté & un méme nceud sont identiques et définissent les
variables cinématiques nodales discretes du systeme. La discrétisation consiste a intégrer 1’équa-
tion de poutre en prenant comme conditions limites des déplacements et des rotations inconnus
aux extrémités. On obtient alors une expression explicite des efforts et des moments exercés par
I’élément sur ses extrémités, en fonction de variables cinématiques discretes. L’équation d’équi-
libre étant satisfaite sur chaque élément, il reste & exprimer 1’équilibre des forces et des moments
a chaque noeud. De cette maniere, I’équilibre de toute la structure est réduit a I’équilibre sur un
nombre restreint de nceuds, et ce sans perte d’information.

i
NS

FIGURE 4.2 — Notations pour un élément du treillis : variables cinématiques, efforts et moments
pour la description hors-plan

Dans le repere local de 1’élément, les variables associées au mouvement hors plan du treillis
sont u le déplacement transverse (e, mouvement hors-plan de la grille), et 62, 61, les rotations
autour des axes e, (gradient de la déflexion) et e; (torsion). Les axes (e, e5) définissant le plan,

ils seront associés a ( e,, e,) ou ( ¢, e,), selon l'orientation de I’élément.

=T’

Pour chaque élément poutre, les cinématiques d’extension (ou de torsion) sont liées aux
efforts normaux (ou aux moments de torsion), et les cinématiques de moments fléchissants et
d’efforts tranchants sont liées aux déplacements hors-plan et rotations autour des axes définissant
le plan. En exprimant les variables a gauche et a droite du segment, pour chacun des six degrés

de liberté de chaque nceud, on montre que les variables intervenant dans les mouvements plan
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et hors-plan sont découplées. Cette vérification préliminaire est présentée en annexe B. De plus,
pour un élément poutre de type Euler, les directions axiales et transverses sont découplées, les
cinématiques de flexion et torsion sont indépendantes et sont décrites par :

— vibrations de flexion :

T AePu(s) u(s)  d Aw?
ds. - uts au 4 _ AWT
gﬂ = —T(s) M(s) = —EI ds? ds* o uls) o= EI
ds
— vibrations de torsion :
ds —pJw01(s) M;(s) = GIE Fr —7°01(s) v= a7

Les longueurs d’onde de flexion et de torsion, i.e., A, = 27/ et \y = 27/~ sont liées par
la relation : A} /A2 = (EI/A)/(pJ/GT) = O(A), ot A est la section de 'élément poutre. Alors
Mo/ At = (\F /Ap) impose que la longueur d’onde de flexion est bien plus petite que celle de
torsion, puisque la théorie des poutres implique que I’épaisseur de la poutre est plus petite la
longueur d’onde. Il est d’ailleurs possible d’en obtenir une estimation sans dimension faisant
intervenir 1’élancement [/ VA :

@rl/N)t (@G 1\
e (46)

Ces équations sont intégrées en considérant comme conditions limites des valeurs inconnues
de déplacements et de rotations a l'origine u®, 69,67 et a 'extrémité u®, 05,07 de I’élément. De
cette maniere, les variables duales associées aux mécanismes de flexion et de torsion s’expriment :

{Mo = M (u®,u, 6°,6°) ' {TO = T(u®, u®, 6°, 6°) . {MO = M(6°,06°)
6°)

4.7
Me = M(u€,u®, —6°, Te = T(—uf, —u°,0°,6°) | M®=—M(6°,0°) (4.7)

Pour la suite, on retiendra le formalisme matriciel suivant : en notant le vecteur force f =
(T, M3, M) et le vecteur déplacement v = (ug, 02,61), les forces nodales s’expriment sous la
forme :

iO — QOOQO _"_ QOCQC ; ie — QEOQO + 26626 (4'8)
ot D, D%, D, D dans (4.8) sont les matrices de rigidité dynamiques définies comme
suit :

ELfi(ol)  BLfs(st) 0 ~BLrt) L fs(60) 0
D= &y Bpey o )i De=| Ape) B 0
0 0 GZg1(~1) 0 0 —GZgi(V1)
oe _%ﬂl(él) %;jf(i(él) 0 T neo
D> = | =K fe(0l) —X f5(1) 0 =—"D
0 0 —GZga(v1)

ou A et f, g sont les fonctions associées aux composantes de la matrice de rigidité :

A =1 — cosh(dl) cos(d)
f1(31) = 63(cosh(61) sin(61) + sinh(61) cos(61))  f4(51) = 63(sin(d1) + sinh(d1))
f2(01) = d(cosh(dl) sin(dl) — sinh(dl) cos(dl))  f5(81) = §(sin(dl) — sinh(d1)) (4.9)
f3(31) = 62(sin(61) sinh(41)) f6(d1) = 62(cosh(61) — cos(d1))
g1(71) = —v cot(71) 92(71) = 7/ sin(+1)
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Séparation d’échelle et état quasi-statique local : Du fait de la séparation d’échelle,
les longueurs d’onde de flexion et torsion d’un élément sont plus petites que leurs longueurs,
telles que 6l < 1 et vl < 1 (ici I vaut pour [, ou l). Cela signifie que la poutre est en régime
local quasi-statique et que les matrices de rigidités dynamiques peuvent étre développées selon
ol et ~l.

12E1 6EI 0 __13EIsYT  11EI§*71? 0
3 2 35 210
0o __ 6EI  4AEI 11E15412 EI§413 4 2
D= | 7 0 |+ |50 ~ 105 0 | +0(%7%)
0o o -¢ GII?
i 0 0 3

Drailleurs, des développements contiennent uniquement des termes en puissance de (§1)* =
w?M*/ET et (71)? = w?JI?/GT , c’est a dire en puissance de w?. La matrice dynamique D%
prend alors la forme suivante :

D = K% 4+ WM™ + O(w?) : {a,b} = {0, ¢} (4.10)
avec
12E1  6EI 0 _13A1  11A2 0
oer b a2 Al
E”=|% *° 0 ot M¥= |-G 5 0 (4.11)
& GT = Jl
0 0 = 0 0 b=

Conformément & la relation (4.6), les termes de torsion (i.e. v et J) dans w?M“ sont plus petits
que les termes de flexion (i.e. § et A) d’un facteur de 'ordre de A/I%.

Formulation discréte de I’équilibre du treillis : Ces matrices sont définies dans le repere
local de I’élément. Puisque les éléments sont orthogonaux, l'orientation ¢ de 1’élément dans le
repere global doit étre introduite en définissant une matrice de rotation gw‘ Le vecteur force
généralisé ' = i‘p [ est formulé dans le repere global comme une fonction de V. = £¢Q avec les

matrices de rigidités Qij = g@ Qij £—¢' Les relations force-déplacement (4.8) deviennent alors :

EO — QOOKO + QOEKE ; Ee — QEOKO _|_ QEEKQ (4.12)

L’équilibre des efforts et des moments au noeud (m,p) avec les notations de la figure 4.3
permet de prendre en compte explicitement la géométrie de la cellule. Les nceuds sont rigides et
sans masse.

Le probleme hors-plan fait intervenir 1’équilibre des efforts suivant z, et des moments autour
de = et y (contrairement au probleme plan qui fait intervenir 1’équilibre des efforts suivant = et
y et des moments autour de z). Les segments p(Ey, Gy, ly, by, by, Jz, I, Z,) sont différents des
segments m(Ey, Gy, ly, hy, by, Jy, Iy, T,). Pour la structure schématisée sur la figure 4.3, I'équation
d’équilibre au noeud (m, p) est liée au mouvement des noeuds adjacents (4.12), et celle-ci s’écrit :

Fe(ymp=1) ymp)y _ po(y(mp) ymptl))

m,p
Ee(z(mfl,pki(m,p)) _ EO(K(m,p)’i(m+1,p)) —0 (4.13)

Les équations d’équilibre (4.13) sont vectorielles dont les composantes définissent respective-
ment 1’équilibre des forces suivant z, ’équilibre des moments autour de x et autour de y comme
suit :



o8 CHAPITRE 4. PLAQUE BI-RAIDIE

m—1 m m+1
e, :
""""""" p+1
I, Q
(O] E  =Ree- L @------ p
2z
""""""" p—1

FIGURE 4.3 — Notations (structure)

Efforts suivant z :
T (um=12) (0 g5 P QU P)y g (y(me) g (L) glm) gim L)y
+ T (e =) qlmn) g i)y g (qy () el _pimP) gy — o (4.14)
Moments autour de x :
M?(QYn_Lp)’ 9§m,p)) + M;(_u(m,p—l)’ _u(m,p)’ eé’mzp—l)’ eémzp))
— MO 0y Mg (—umP) D) gimp) gl )y — o (4.15)

Moments autour de y :

MEOPY gIm)y | e (um=1p) g (mop) glm=1p) glmop))
_ MT(%W%P)) egm,p-i-l)) N M;(u(m,p)7 u(m+1,p)’ eém,p)7 Hém-i-l,p)) —0 (4.16)

En remplagant les efforts tranchants et les moments par leurs expressions en termes de
déplacements et de rotation (4.8), les équations d’équilibres (4.13) deviennent des équations aux
différences finies. Par exemple, ’équation d’équilibre des efforts suivant z devient :

12%:1:1:3 |:u(m—1,p) _ 2u(m,p) + u(m+17p) n % (9§m_1’p) B 0§m+1,p)):|
+ 12lE73ny |:u(m,p1) _ 2u(m,p) + u(m,erl) + % (0§m7p+1) B Qg(cm’pl)>:| _0 (4‘17)
Yy

et de méme pour les équilibres de moments autour de x :

G, I,

l eg(cm—l,p) o 20§:m,p) + ef(tm—i-l,p)}

6E,1,
&
et autour de y :
Gy1, [

by

{
m,p—1 m,p+1 m,p—1 m, m,p+1 1
[u( ) + u( ) Y (02( p=1) + 492( P) + 92( ))] =0 (4- 8)

-1, s m,p+1
oim=1p) — 2(mp) 4 gmp >]

6E, 1,
12

T

[_u(m—lup) + g (mtLp) _ %’E (ggjm—lﬁp) + 400mP) 4 9(m+1,73)>] =0 (4.19)

T
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Pour ces deux dernieres, il suffit de traiter ’équation des moments autour de x puisque celle
des moments autour de y est déduite en inversant le role des axes z et y associés a 0, et 0,.

En raison de la séparation d’échelle, le déplacement relatif de deux nceuds adjacents est
supposé petit. De ce fait, les variables nodales sont considérées comme des valeurs discretes de
fonctions continues des variables d’espace = et y :

u(mP) = Ule,x =mly,y = ply)
0P = O, (e, 2 = miy,y = ply)
(

Gym’p) = 0y(e,x = mly,y = ply)

Ces fonctions sont supposées converger lorsque € — 0 et sont recherchées sous la forme de
développements asymptotique en puissance de e. Puisque le treillis est orthogonal et périodique,
ly = eL dans la direction y et [, = el*L avec [* = [, /l, = O(1) dans la direction x. Ces valeurs
sont petites et les incréments des variables discretes d’un nceud a ’autre sont exprimés en série de
Taylor de variables continues. Ceci permet de transformer la formulation en différences finies de
variables discretes en formulation différentielle de variables macroscopiques continues. Comme
'ordre relatif des termes successifs des développements de Taylor est €2, il suffit de développer
les variables en puissances paires de €. Certaines formes apparaissent systématiquement et sont
explicitées ci-apres :

X(m_17p) — 2X(m=p) + X(m+17p)

? 8 8
_ 12 42 62
4 4.20
:ezl*2L2862X+e4l*4L44‘aaX+O( ) ( )
s
2 0t

0? 0?
_ 27272 (0) 4 (Apxda (0) (2) 6
SIS X0 4 L<4'8 XO 4 X )—1—0(6)

et de maniere similaire pour

x(mp=1) _ 9x(mp) 4 x(mp+l)
2 4.21
3X<2>> + O (4.21)

220 L), araf29" 0

Oy?

X (m+Lp) _ x(m—1p)

) X )
=2 L~ X0 4 83 o X© 2~ x®
el 9 +e’l <3' 923 + o7

2 9P 2 93 0
5l*5L5 X(O) 77}((2) 27X(4) 7
5! 95 + 3! O3 * oz +0(e)

(4.22)

x (mp+1l) _ x(mp—1)

d 2 & d
=2eL X0 43 (X0 42 xO
€ 2y +e€ <3' B + oy
)

5:5(20 0, 2 () 7

(4.23)
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X (mp=1) 4 gx(mp) L x(mp+l)

0?
—6x© 422 (L x0 4 x®
=6X"Y 4 €L <6y2X +X > (4.24)

414 2 84 0 82 2 4 6
+e'L (LﬂayélX()JrayQX()JrX( ))—i-O(e)

Développer les variables de cette maniere inclut implicitement les ordres des dérivées macro-
scopiques tels que 9, X = O(X© /L) et 9, X = O(X©/1*L) = O(X® /L), conformément
au fait que L est la taille caractéristique d’évolution du phénomene a ’échelle macroscopique.

Normalisation : Les propriétés de la cellule sont maintenant introduites par une étape de
normalisation, dans le but de décrire la physique locale. En accord avec le fait que la méthode
asymptotique est basée sur le développement et I'identification des termes de méme ordre de €
dans les équations d’équilibre, la normalisation consiste a évaluer les parametres géométriques
et les propriétés mécaniques par rapport a e. Cette normalisation garantit que la nature des
mécanismes identifiés sur le systeme discret de différences finies, est conservée quand ¢ — 0, qui
représente le modele homogénéisé. Dans le cas présent, les contrastes sont tels que :

By bt _pny, ol _he_ ey b he (4.25)
E, ps l. by by Ly Iy

En remplagant les expressions (4.20)-(4.24) avec les ordres de grandeur des parameétres (4.25)
dans les équations d’équilibre (4.13), trois équations en puissances de ¢ émergent. Ensuite, en
réorganisant les termes en puissances de €, puis en résolvant successivement les équations a
chaque ordre, les équilibres de moments autour de x et y permettent de simplifier I’équilibre des
efforts suivant z. En conséquence, I’équation a ’ordre dominant émerge d’abord en impliquant
les mécanismes dominants.

Sur un intervalle de fréquences tel que la longueur d’onde réduite de flexion \,/(27) est
beaucoup plus grande que la taille des éléments poutre, alors la longueur macroscopique est
L =0(\/(2m)) = O(1/6). 1l vient (6L)* = wQ%Lﬂ‘ = O(1), qui donne l'ordre de grandeur des
termes inertiels par rapport aux termes de flexion :

2
W*AU = O <EIIZ> et donc  W?AU = ?%% =20 <E;—TB§U>

De ce fait, pour prendre en compte correctement les grandes longueurs d’onde, les termes
d’inertie dans les développements (4.17),(4.18),(4.19) doivent étre rééchelonnés de £2. Pour rap-
pel, les termes d’inertie de torsion sont plus petits que ceux de flexion, d'un facteur O(A/1?). Ce
facteur est petit mais indépendant de e. Rigoureusement, les termes d’inertie de torsion seront
aussi rééchelonnés de 2 méme s’ils sont négligeables.

Par souci de simplicité et de comparaison avec les modeles existants, ces étapes sont décrites
dans la section suivante pour ’obtention du modele statique. La situation dynamique sera traitée
dans un second temps.

4.2.2 Développements en statique

La description macroscopique est explicitée pour les moments autour de = et y, puis pour
les efforts suivant z.
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Les développements précédents sont introduits dans les équations aux différences finies (4.17),
(4.18), (4.19) décrivant I’équilibre aux nceuds. Cela donne les équations d’équilibre & chaque
ordre, dont la résolution par substitutions successives définit I’équation de comportement ma-
croscopique.

L’équation d’équilibre des moments autour de x devient, aux deux premiers ordres :

( r 0 0
@) B 2<8U —@2)] o o U
Ly oy Ay
] (4.26)
6E, 1 oU? 2 /930 9200 95200
2 yty 02 v _ z I’ —
@ o 2< - @m> +3 ( o~ ) vaz 2% =0

L’équilibre des termes d’ordre € génére une équation imposant une condition cinématique.
Cette condition cinématique identifie la rotation autour de x au gradient de la déflexion le long
de y, ce qui est cohérent avec une cinématique de poutre d’Euler. L’équilibre des termes d’ordre
€2 produit une deuxieme équation qui relie les variables d’ordre 2 aux termes d’ordre 0.

L’équation d’équilibre des moments autour de y se déduit en replagant y par x et inver-
sement.

( r 0 0
(@ 6E, I, 2<8U _@gﬂ Ly . U o

ox Ox v
(4.27)

6E,1 oU? 2 (93u°  0%°@? 9200
2 xtx 2 T
(€?) T 2 < i @y) +3 ( 55 (%;’ + Gyl 8y29 =0

\

L’équilibre des termes d’ordre € génere une équation imposant une seconde condition cinéma-
tique. Celle-ci identifie la rotation autour de y au gradient de la déflexion le long de =x.

Enfin, 'équation d’équilibre des efforts suivant z devient, aux deux premiers ordres :

12B,1, [9?U° 0O
Iy 0x? oz

0 12E,1, [9°U° 0001
(€”) + 3y By =0

ly

12E,I, [02U2 002 2000 ,10°0)
_ + 12— N
Iy 0x? oz T4 9zt 3! 0x3

(4.28)

12E,I, [9°U* 00} N 22 U ,19°6)
ly Oy? oy Y41 oyt Y3l 9y
Syntheése : les développements des équations d’équilibre des moments autour de = (4.26) et

y (4.27) alordre € et € (contenant des termes de flexion et de torsion) permettent de simplifier
I’équilibre des efforts suivant z (4.28), qui s’annule & I'ordre € puisque :

2770 500 2770 0
12E,1, | 0200 09, | | 12B,1, [0°U° _ 06G) _ (4.29)
Ly 9z Oz ly dy* Oy
N’

=0 =0
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et a 'ordre suivant €2, il reste :

12E,I, | & (oU? L\ 12 [18*'TU° ©&°6)
S (S Y2 IO i
. oz \ Ox Y 31\ 2 0zt ox3
12E. T 2 12 1 84y0 300
yly 3<6U _@g> y(‘ﬂi _a@x> =0 (4.30)
ly oy \ Oy 31\ 2 0y o3

Les équilibres des moments suivant x et y & ’'ordre €2 donnent des relations entre les variables
d’ordre 2 et la dérivée du déplacement vertical d’ordre uV :

oU? o _ —GuLill, 9°6 oU? o2 = ~Gulylls ol
Ay v 12E,I, 022’ Ox Y 12E,1,  0y?

puis, en utilisant les deux conditions cinématiques portant sur ©Y et @8, il apparait ’équation
(4.31) dans laquelle le déplacement vertical u® est la seule variable macroscopique :

=0 (4.31)

E.I,0*U° E,L,0U°  (G.I, G,I,\ 9*U°
+ - -
l, Ox* l, Oyt ly l,. ) Oy20x2

On obtient les efforts et les moments par unité de surface de la maille.

Pour se replacer dans le cadre usuel des plaques, ces résultats peuvent se reformuler de la
maniere suivante, ou I’on introduit un vecteur d’efforts tranchants et un tenseur de moments de
flexion et de torsion. Dans le modéle & I'ordre dominant, lexposant (©) des variables est supprimé.

L’équation (4.31) est aussi écrite sous forme force-déplacement, qui émerge implicitement
des les équilibres (4.28), (4.26), (4.27) :

(diV(Ig) = Ml’ff@vx + Mxy,y,x + Myx,x,y + Myy,y,y =0

MI$$ MI
IQ _ _@(MQ) — ( @t y,y)

- Myy » + M,
e vy (4.32)
E.I, GyZ,
20— (Maz Moy} _ [ 1 Usaa la Uiy
= M, M, B Goly Eyl,
yx Yy ; Uy ] Uyy
Yy x

Ce modele de plaque est plus riche que le modele bi-laplacien de Kirchhoff DA?w = 0 pour
une plaque isotrope. La présence de la rigidité de torsion sur les dérivées croisées confirme la
nature orthotrope de la plaque équivalente obtenue. En faisant abstraction d’une dimension, il
ne reste que de la flexion, et le terme central est du méme ordre mais pas de méme nature. Ce
terme sur les dérivées croisées est lié au couplage flexion/torsion schématisé sur la figure 4.4.

Ce schéma montre que lorsqu’il y a, dans une poutre, une rotation due a un moment de
flexion M, cela induit un moment de torsion M dans le segment adjacent, mais cette torsion
résiste car il y a deux moments : i) le moment résistant de la poutre elle-méme via torsion dans
une inertie qu’il faut prendre en compte, i7) le moment de torsion réciproque récupéré par la
poutre du fait de la déformation de la poutre adjacente.

Comparaison avec le modele existant de plaque orthotrope en statique : L’équa-
tion 4.31 obtenue par homogénéisation est analogue & celle d’'une plaque orthotrope équivalente
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FIGURE 4.4 — Schéma du couplage réciproque flexion/torsion entre deux éléments poutre adja-
cents

proposée de Timoshenko and Woinowsky-Krieger (1959). Cette équation de plaque orthotrope
équivalente est établie en considérant que 1’équation d’une plaque naturellement orthotrope
(constituée d’un matériau orthotrope), s’applique aussi & des plaques structurellement ortho-
tropes. En effet, certaines structures faites de matériaux isotropes peuvent étre de nature ortho-
trope, comme les treillis et les plaques ondulées ou raidies, pour lesquelles on parle d’orthotropie
structurelle pouvant étre approximée par une plaque orthotrope équivalente. Dans le cas de
plaques mono- et bi-raidie, cette approximation est correcte si les raidisseurs sont suffisamment
proches pour pouvoir décrire la plaque comme une plaque orthotrope homogene ayant des rigi-
dités réparties sur sa surface.

Les principales étapes de la construction du modele de plaque naturellement orthotrope
sont rappelées ci-apres, en supposant que les directions principales d’orthotropie du matériau
coincident avec les axes = et y définissant le plan de la plaque. Ces calculs sont classiques et
sont empruntés a Timoshenko and Woinowsky-Krieger (1959) et Lekhnitskii (1968). Les relations
contraintes-déformations d’une plaque isotrope ne sont plus valides dans ce cas. Il faut un nouvel
ensemble de relations qui reflete les propriétés d’orthotropie du matériau :

e T, % %, 0 Ty
" E, YE, Y B, "E, e
avec B, By, vz, vy les modules d”Young et les coefficients de Poisson dans les direction x et y
respectivement. G est le module de cisaillement, identique dans les cas isotrope et orthotrope :

o Ny

2(1+ /7

Les rigidités de flexion Dy, Dy, Dyy, Dyy, et la rigidité de torsion D, s’écrivent :

E, h? E, h? E,vy, h3 h3
Dy=—="—— Dy=—2—— Dyy=Dy=—2——  Di=G—
Tl = vy 12 Yl = vy 12 T — 12 ° 12

et les moments permettent de calculer les forces de cisaillement :

OM,, = OM,

oM, oM
oy ox ¢ +

ox oy Iy
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. 0 O*w 0w P 92w 2w
SR A CE =) BEC A 1 G at )

avec H = Dy, + 2D;. L’équation de la plaque orthotrope émerge :

4 4 4
8w+2H 0*w +D8w

D, 24 =
Ox? 0x20y? Y oyt

0 (4.33)

Cette équation est valide pour des plaques faites d’un matériau orthotrope (orthotropie na-
turelle) ainsi que pour des plaques rendues orthotropes du fait de leur structure (orthotropie
structurelle). L’exploitation de (4.33) requiert les rigidités de flexion et torsion de la plaque,
soit faite d’'un matériau orthotrope, soit rendue orthotrope du fait de sa structure. La plaque
structurellement orthotrope est réduite a une plaque naturellement orthotrope équivalente dont
les propriétés élastiques sont les propriétés moyennes des composants de la plaque initiale. En
particulier, cette équation peut étre adaptée aux cas de plaques avec raidisseurs paralleles ou
orthogonaux, ainsi que pour un treillis de poutres en utilisant des expressions de D,, Dy, H
équivalentes.

FIGURE 4.5 — Schéma du treillis de poutre G et notations utilisées par Timoshenko and
Woinowsky-Krieger (1959)

Le treillis illustré sur la figure 4.5 se compose de poutres paralleles & I’axe x, espacées de 1,
ayant une rigidité de flexion B, = FE,I, et une rigidité de torsion C, = G,Z,, et de poutres
paralleles a 'axe y, espacées de t;, ayant une rigidité de flexion B, = FE,I, et une rigidité de
torsion Cy = G4Z,. Timoshenko précise par ailleurs que la taille des mailles doit étre faible
par rapport aux dimensions du treillis, ce qui est identique a notre hypothese de séparation
d’échelles. Ce systeme se transforme en une plaque orthotrope ayant des rigidités de flexion
By/ty et By/t, par unité de longueur, et des rigidités de torsion Cy/t, et Cy/t, par unité de
longueur, suivant les axes x et y respectivement. Les rigidités de flexion et torsion sont alors :

sz%, Dy:Ey_Iy, Dy ~ 0, H:2D5:1<%+%>

ty ty 2\ t, ty
La courbure des poutres dans une direction du plan est liée au moment par unité de longueur M,
et au moment de torsion M,,, et de méme dans I'autre direction. Ces équations sont introduites
dans I’équation d’équilibre de la plaque pour donner une équation aux dérivées partielles d’ordre
4 comparable a celle d’une plaque orthotrope.
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4 4 4
B, 0*w (Cx Cy> 0*w Byaw_o (4.30)

E oxt E ty ) 022002 'ty oyt
L’équation homogénéisée 4.31 régissant le déplacement transverse du treillis est identique a
celle de la plaque équivalente orthotrope 4.34 établie par Timoshenko. Le modeéle homogénéisé

est a présent étendu en dynamique.

4.2.3 Extension en dynamique

En reprenant les équations d’équilibre (4.13) en y ajoutant la contribution des termes dyna-
miques de flexion et torsion portés respectivement par § et v, ’équation d’équilibre des moments
autour de x devient :

( 6E,1, [ (0U° ouY
0 yly 0 0
2 -0 =0 = — =0
@ (-2 T
6E,1, | (oU? 29300 9260 926"
2 Yy 2 Y T T 2 0
2 -0 = — GpLply | = 2 d2lz0, =0
\(6> Ly <3y ””)+3<0y3 32/2) " <3w2>+w[) !
(4.35)
et celle des moments autour de y se déduit en replacant y par x et inversement, pour
donner, & l'ordre €°, une condition cinématique 86—Uy0 = 0Y. L’équation d’équilibre des efforts
suivant z devient
(© 12E,1, (0*U° 99 L 12BL, PU° 085\ _
‘ o 022 Ox L, \o2 oy )
12,1, [ 92U? 00?2 U0 9300 (4.36)
2 iy Y Y 2 0
— E Ll | ——— —2 Agly
(<) ls Ox? Oz + ozt Ox3 Tt “
12E,1, (0?°U* 002 Ul o300 2 0
- —= E L, | —— —2 g Aylyu” =0
+ ly < 8y2 ay + ylyly 6y4 8y3 + w y yu

L’équation €® des efforts s’annule et le report de la condition cinématique dans ’équation &
I'ordre €2 donne :

Oy r 12E,I, 0z2 row Oz Y 12E,1I, 0y? vy

O o _ ~GuLalaly 0?0 opulalaly o OU* 5 —GyTylaly <8;;922 +7§@2>

oy O 12B,I, 022 = 12B,0, © oz Y 12E,I,

qui est ensuite injectée dans 1’équation & I'ordre €2 des efforts :

E. 1, 0'U E,,0'U (G, I, G,I, o*U
+ + +
ly Ozt l, Oy* ly Iy 0x20y?
o [ pads 02U pny82U (A
w ( L, 0y? + l, Ox2)

A
=+ y) WU (4.37)
l, I
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avec le terme de masse homogene a une masse surfacique. Le modele est donc valable pour
une plaque par unité de surface de maille. Le terme dynamique wQU(lmpmeag + lypyJy02) est
représentatif de l'inertie de rotation de la section et (4.48) se réduit a (4.31) en I’absence de
termes dynamiques, w — 0. Par comparaison au cas statique, des termes d’ordres supérieurs
apparaissent comme des correcteurs, mais dont la contribution devient non négligeable lorsque
I’hypothese de séparation d’échelles n’est plus respectée.

Ay | A
div(T9) =w?AU ;A9 = (l”“’ + /’)
Y T

ng—MMg)w?Jg.grad(U):( ot ) o2 (py v ’):0

Myz o + Myy,y PrJzUy (4.38)
E.IL G,
ﬂUm MUQU
- Myz My, ; Uy Ty YU 4y - 0 pzs
\ Y T

En faisant abstraction d’une direction, (4.48) se réduit & l’équation de poutre de Bresse-
Rayleigh, qui reprend ’équation d’Euler-Bernoulli en y incorporant un terme d’inertie de rotation
pJ de la maniere suivante :

s Aw?u(s) ] ,

5 . d*u d*u

T — _aM w2de£ soit EI@ + w%Jw = Aw?u
ds , . ds

M(s) = —E14)

Afin de finaliser le modele de plaque bi-raidie, les modeles de treillis sont enrichis en intro-
duisant la dynamique locale des plaques internes résonantes.
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4.3 Introduction de la dynamique locale

4.3.1 Couplage entre le treillis de poutres et les plaques internes

En utilisant les résultats obtenus concernant le comportement de la plaque raidie en flexion
(3.9) et en torsion (3.42), la contribution des plaques internes est introduite dans le treillis par
I'intermédiaire d’une force F et d’un couple C de la maniere suivante :

div(T9) = —w?A9U (21, 2) — F
(4.39)
T9 = div(M?) + w?J9.grad(U) - C

ou M’ Y et ig restent identiques au cas du treillis seul et les termes de couplage F, C, sont
les actions de contact de la plaque sur le treillis qui s’expriment en termes de contraintes et
d’efforts :

1

F==[onds=—-=[ TPn"dl 4.40
SJr= S Jop (4.40)
1 1 1 1

C==[zxonds=—= | MPaPdl+= [ Z@0in”) (@7 n7)dl (4.41)
S = S Jop— S Jop 2

ot1 b;- se rapporte & la largeur de I’é1ément poutre orienté selon +b,, respectivement +b,, lorsque
nP = +e, respectivement igy.

Ces grandeurs dépendent des conditions limites appliquées aux plaques internes, et il reste
maintenant a les évaluer explicitement en fonction de celles-ci. Les plaques internes sont soumises
au déplacement vertical U du treillis, constant sur les bords de la cellule.

Remarque : le couple zo,, résultant de la contrainte plan o, s’annule a cause de la condi-
tion d’encastrement Jyw = 0 sur I'Z, et de méme pour la poutre perpendiculaire. La contrainte
de cisaillement et le couple autour de x et y s’annulent. Si la plaque n’est pas solidaire de la
poutre, la contrainte o, est nulle puisque I' est une surface libre.

4.3.2 Plaques internes entrainées par le treillis de poutres

On considere que la plaque interne P satisfait le critere d’élancement €, = d/l < 1. L’équa-
tion de ses vibrations transverses est alors identique & celle introduite dans le chapitre précédent
(section 3.2.3), soit

div(T7) = —w2A;,w avec conditions limites sur 0P = I't U F;t
div(M”) - T7 =0 (4.42)
MP = —EyL((1 - vp)e(Vw) + vpAwL )

Du fait des conditions (4.2) et (4.3) le systéme formé par le grillage avec les plaques internes
résonantes est tel que la longueur d’onde dans la grille est grande comparée a la dimension [ de
la plaque. En conséquence, a 'ordre dominant, la cellule du grillage se déplace avec un mouve-
ment de corps rigide défini par la déflexion uniforme U et la rotation dans le plan grad(U). Ce
mouvement es t imposé aux cotés de P encastrés A la grille. Pour rappel, accélération associée



68 CHAPITRE 4. PLAQUE BI-RAIDIE

a la rotation est d’ordre w?|grad(U)|?l = O(w?U)(U/L)(I/L), qui est plus petite d'un facteur
(U/L)(1/L) & I’accélération associée a la translation d’ordre O(w?U). Alors, en condition de pe-
tites déformations U/L < 1 et de séparation d’échelle [/L < 1, & Pordre dominant, la rotation
de corps rigide peut étre négligée, et seul le mouvement imposé par la déflexion uniforme U sera
traitée.

La dynamique de la plaque interne dépend des conditions aux limites sur son contour. Afin
d’explorer I'influence de celles-ci sur le comportement, les plaques internes P seront étudiées
dans trois configurations différentes décrites ci-dessous. Les modeles seront aussi enrichis par la
prise en compte de masselottes ajoutées sur les plaques. L’utilisation de différentes conditions
limites et de masses ajoutées sur les plaques permet de placer la résonance interne dans une
large gamme de fréquences.

4.3.3 Conditions limites internes

Les plaques internes seront successivement étudiées avec trois conditions limites différentes
illustrées sur la figure 4.6 et abrégées comme suit :

— CFCF (Clamped-Free-Clamped-Free) pour la plaque encastrée sur deux cotés opposés et
libres sur les deux autres cotés opposés, donc seulement solidaire des poutres orientées
en x, et libre de contact des poutres selon vy,

— CFFF (Clamped-Free-Free-Free) pour la plaque encastrée sur un c6té et libre sur les trois
autres, donc solidaire sur un seul des coté des poutres orientées en x,

— CCCC (Clamped-Clamped-Clamped-Clamped) pour la plaque encastrée sur ses quatre
cotés, donc solidaire des poutres x et y de la grille.

A7
I’I/;I,"“““‘é\\

FIGURE 4.6 — Déformée modale du mode fondamental pour les conditions limites (a) CFCF, (b)
CFFF, (c) CCCC

Quelles que soient les conditions limites considérées, le probleme élasto-dynamique de plaque
(3.11) (2D (configuration CCCC) ou 1D (configurations CFCF et CFFF)) est un probléeme
linéaire dans lequel la déflexion de la grille U(z,y) est le terme forgant, uniforme a 1’échelle de
la plaque interne P. La déflexion de la plaque interne s’écrit alors :

w(z,y, &) = Uz, y) X () (4.43)

ou § = &re, + §ye, se rapporte au repere local de chaque plaque interne P-plate, et (bff@ ) est la
déflexion pour un déplacement unitaire de la grille. La grandeur qbff(@ est solution du probleme

(3.11) dans la configuration spécifiée par les conditions limites (). Ce probléme est posé pour
une plaque interne indépendamment de la grille. La résolution peut se faire analytiquement dans
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le cas CCCC et analytiquement dans les cas CFCF et CFFF.

La section suivante détaille le couplage entre les plaques internes et le treillis et aboutit a
une formulation générale du mouvement de la plaque globale. Les calculs détaillés concernant
les caractéristiques dynamiques de chaque condition limite seront explicités ensuite.

4.3.4 Formulation homogénéisée du comportement de la plaque bi-raidie en
flexion

L’effet des plaques internes est contenu dans la force F, (4.40), et le couple C, (4.41) et peut
étre déduit de la déflexion de la plaque ¢2°(§).

Concernant la force F : en utilisant I’équilibre des forces transverses de P, (3.11)-a , F
est ré-exprimée comme :

SF(z,y) = — /

Tp.npdlz—/ div(TP)ds:wQA;/ wds
oP P P

i.e., en introduisant la notation (—) = % fp —ds pour la valeur moyenne sur la plaque

F(z,y) = A, <¢£’Jc> WU (z,y) (4.44)

Concernant le couple C : pour calculer C défini par (4.41), I’équilibre des forces transverses
(3.11)-a intégré puis multiplié par la coordonnée locale £ donne :

/Pﬁdiv(TP) ds = wQA;/Pgw ds = wQA;U(x,y)/PEQSZCdS

Avec le théoreme de la divergence et 1’équilibre des moments de P (3.11)-b, le terme de droite
devient :

/ £div(TP)ds = / div(é @ T7)ds — / TP ds = / (E@TP).nP dl —/ div(MP) ds
P P P oP P
tel que
/ ediv(rP)ds= | €@P.nPydl— | MP.n"ds
P P P
Remarquons que § (Ip.ﬂp) = —(%ﬂp)(lp.np) ou I, se rapporte a =£l,, respectivement =1,
lorsque n” = +e,, respectivement +e,). En remplagant ces résultats dans (4.41), il vient :

SC = w’A,, / Ewds + / 3(1n+bn)@7’(17’.@7’)d1
P op 2

De plus, puisque 77 = TFe, + T;’ €, with

T7 = ~Ey103 w(z,y,€) = ~ELLU (e.y) 08 o5& + T) = —EpIU (x,9)0% ol5(€)
alors
/I/
Cloy) = KXU,y) 5 Ko = WP Y — =2 (4.45)

avec K% un parametre effectif élasto-inertiel dépendant de la fréquence et faisant intervenir les
vecteurs HY et C7 . Les composantes de ces vecteurs sont alors explicitées :

ly
c C c lﬂU + b 2 c c
HE = (Gols©) o Cl =S [ (el vl )dG  (140)
2
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et les composantes suivant y s’obtiennent en échangeant x et .

L’analyse du mouvement de la plaque bi-raidie aboutit & une formulation englobant les
mécanismes locaux de flexion et de torsion. Ces mécanismes font apparaitre a 1’échelle globale
les modes associés i) a l'inertie de flexion du treillis enrichie par un terme atypique de masse
effective associé aux plaques résonantes, et i) a l'inertie de rotation du treillis couplée & une
inertie de rotation effective et une raideur de torsion effective introduite par les plaques internes.
En remplacant (4.40) et (4.41) dans (4.39), on obtient le modele effectif de la plaque bi-raidie
qui décrit le comportement du treillis enrichi par la dynamique locale des plaques internes
résonantes :

A, A
div(Z9) + AT+ A (U =0 5 AT = L4
Yy x

g_ (Pvly O
0 PzJz

La résonance interne apparait par l'intermédiaire des parametres effectifs (#0°), et Kb tous

deux associés aux mouvement des plaques internes. Il y a donc un effet de masse apparente non

conventionnel et un effet de rigidité lui aussi atypique qui relie le couple a la déflexion.
L’équation du mouvement prend alors la forme suivante, ot le couple introduit une dérivée

du premier ordre.

div(M9) — T9 — w?J9.grad(U) + K¥U = 0

(4.47)

M

Il

o_ [ Fphov Spraou .
- \GRo0u  Hou ’

\

E.I,0'U E,,0U (G, I, G,/I,\ 9'U
+ + +
ly, 0zt I, Oy* Ly l, ) 0x20y?

2 pny 0*U Prta *U bc ou be ou 2 e Ay 1/ 4be
KOS p RS ) —u? (ST 2 1.4
+w < l$ 81’2 + ly ayQ + Wy Or + Wy ay w ly + lm + p<¢w> U ( 8)

Cette formulation reflete une situation de résonance interne et 1’équation correspondante
associée au treillis de poutres enrichie par la dynamique locale. Elle s’applique a différentes
conditions limites de plaques internes. Il est maintenant possible de considérer successivement
les conditions limites pour déterminer les parametres (¢2°) et Kf’f, et détailler leurs propriétés.

Une premiere estimation des ordres de grandeur des deux termes non conventionnels de
(4.48), permet d’établir, & partir de 'expression (4.46) de K la relation suivante :

E'T
e=)

oD =0 (wyiet) =0

telle que

be be
wme ~© (agm) ~0(z) <

py\Tw P\ w
L’effet non conventionnel apporté par le couple est d’un ordre inférieur & celui de I'inertie. De
plus, en considérant des plaques internes avec des conditions limites symétriques (CCCC ou
CFCF), alors la déflexion ¢%° suit la méme symétrie. Cela signifie que les couples exercés des
deux coOtés de 1’élément poutre sont opposés et s’annulent, et que n’importe quelle condition
symétrique donne Kff = 0. Pour ces raisons, seul I'effet de la masse effective sera considéré.
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La détermination de ces parametres se fait en considérant successivement les différentes
conditions limites schématisées sur la figure 4.6. Nous commencerons pas les cas CFCF (sec-
tion 4.3.5) et CFFF (section 4.3.6) car ils possedent une solution analytique. En effet, la cellule
étant en régime quasi-statique, le déplacement vertical identique sur le contour de la cellule,
donc la plaque est toujours en flexion cylindrique. Le cas CCCC sera abordé en section 4.3.7 de
maniere numérique et analytique approchée.

4.3.5 Plaques internes CFCF

Dans ce cas, la plaque entrainée par la grille sur deux bords paralleles orientés selon y
fonctionne en flexion cylindrique. En conséquence, I’équation bidimensionnelle de plaque (3.11) se
réduit a une équation unidimensionnelle selon z uniquement. Les étapes de calculs sont présentées
succinctement car cette partie est identique aux développements de la section 3.2.4. En conditions
de séparation d’échelles et de périodicité, I’équation de plaque est identique & (3.13) :

(4.49)

0, TP = —pr2w; o, MP — TP =0, MP = —E;,Ipagw dans P
Yy : w(y, zr) = U; Ozw(y, zr) = 0; sur I,

Il en résulte que, i) y (ou x) jouent le rdle de parametres impliqués dans la condition limite,
et ii) les équations (4.49) forment un probléme linéaire ou le déplacement U est le terme forcant.
Le champ w(z) dans la plaque prend alors la forme :

w(z) = Udy(x) (4.50)

ol ¢, (x) est la solution fréquentielle de 1’équation de flexion mono-dimensionnelle harmonique
dans laquelle apparait le nombre d’onde de flexion §* = Ayw?/(E)I,) défini par (et sous forme
sans dimensions 6* = 0l /2) :

Oy — 00, =0 ;3 Gu(rpe) =1 ; udu(aps) =0 (4.51)
La résolution de (4.51) est directe puisqu’en cherchant ¢, sous la forme
¢u(x) = Cysin(dz) + Cy cos(dx) + Czsinh(dx) + Cq cosh(dx) (4.52)

et en utilisant les conditions limites, le systéme linéaire possede comme solution :

cosh(dx) sin(6*) 4 cos (6x) sinh(6*) Uk Uk
- L il 4.
9w () cosh(0*)sin(0*) + cos(6*) sinh(6*) = 2 STy (4.53)
En introduisant (¢,,) la valeur moyenne de ¢,
1 /2 2 1
L) = = ()dz = = 4.54
00 = [, = 5 T e (454

Conformément & (4.54) et en rappelant que w = §2 E%f et 0* = d0lx/2, la masse apparente

(4.54) possede les mémes propriétés qu’a la section 3.4.

4.3.6 Plaques internes CFFF

Ici encore, ’encastrement sur un unique co6té le long de y implique la flexion cylindrique de
la plaque qui fonctionne alors en console. A nouveau, ’équation de plaque (3.11) devient mono-
dimensionnelle. Les équations élasto-dynamiques décrivant la plaque interne P en conditions de
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séparation d’échelles et de périodicité s’écrit :

81,TP — —pr2w; apr — TP = 0; MP = —E;,Ipaiw dans P

vy w(y,a:‘F;) =U ' 8§w(y,m‘ﬁ) =0 cur T (4.55)
: ; P
8asw(y7m|r‘;) = 0 aagsw(y7x‘f‘;r) = 0

Seule la condition limite & 'encastrement differe par rapport au cas précédent. Le principe

de résolution est identique au cas précédent. Le champ w(z) prend alors la méme forme que
(4.50) ol ¢, (x) est & nouveau la solution de I'équation :

Apw? fOlmrz) =15 Oedularz) =0

Elo | 02u(aps) =05 Buleps) =0

Dby — 6 ¢, =0 avec 6 = (4.56)

La résolution de (4.56) est directe, mais I'intervalle de calcul des parametres effectifs differe
du cas précédent. En effet, en 'absence de symétrie, I'intervalle & considérer est [0;1,], et non
plus [—1,/2;1,/2]. En cherchant ¢, sous la forme (4.52) et en ré-exprimant les conditions limites,
le terme de masse apparente (¢, )est défini par :

1 [l 1 cosh(dly) sin(dly) + cos(dly) sinh(dly)

(Pw) = L Jo Pu(z)dz = 5L, 1 + cos(dl,) cosh(dl,,)

(4.57)

, 3 . . ETT s
et tracé sur la figure 4.7. A partir de I'expression (4.57) et en notant w = §2 —+-* les propriétés
P
de la masse apparente sont les suivantes :
— {¢,) — 1 lorsque 6 — 0 i.e. quand w — 0, ce qui est cohérent avec le fait qu’en statique,
q q q q q
la masse apparente de P est sa masse réelle.

— (¢,) — £oo quand cos(dl)+cosh(dlx) = —1 qui correspond aux fréquences propres {wy, }
des modes de la plaque P en console. Quand w — w,,, la masse apparente de P tend vers
l'infini positif, et vers l'infini négatif pour w — w;

2
— {(¢n) = 0 quand 9l =~ 7(n — 1/2), soit (”(227;1)) \/Ej‘{i" entre wy, et wyy1. Alors, dans
Pintervalle [wy,, wo,]| la masse apparente de P est négative.

4.3.7 Plaques internes CCCC

Pour ce cas, I’équation de plaque (3.11) est considérée sous sa forme complete. Les équations
élasto-dynamiques décrivant la plaque P avec ses quatre cotés encastrés sont :

B w(lE) =U(z,y); 8mw(x|rf) =0
EpI,A*w = Apw?w; (4.58)
w(ly) =Ulz,y); dyuw(yps) =0

L’ensemble (4.58) est un probleme linéaire dans lequel le déplacement transverse du treillis
U(z,y) est le terme forgant homogene au premier ordre sur les bords de la plaque. La résolution
de (4.58) n’est cependant pas directe puisque les conditions d’encastrement sur les quatre cotés
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FIGURE 4.7 — Parties réelle et imaginaire de la masse apparente adimensionnelle (¢,,) de la plaque
CFFF en fonction de la pulsation normalisée w/wy, avec amortissement matériel n = 0.5% (—)
,et n=2% (——).

ne sont pas compatibles avec une solution & variables séparées '

Le déplacement transverse de la plaque w(z,y) est alors écrit comme une fonction de = et

y. Il est toutefois possible d’introduire la grandeur (¢,), la valeur moyenne de ¢,, sur la surface
de la plaque, sans que ’expression analytique soit connue :

1 fla gl
@)= 1 /O /0 w(z,y) dedy (4.59)

Cette masse apparente (¢,,) de la plaque CCCC sera calculée par éléments finis puis réin-
troduite dans le modele homogénéisé. En utilisant les résultats du chapitre précédent, on sait

1. Par opposition au cas d’une plaque simplement supportée sur deux ou quatre c6tés (solution de Navier
ou Levy), il n’existe pas de solution exacte & variables séparées lorsque la plaque est encastrée ou libre sur plus
de trois coOtés, ou plus de deux c6tés adjacents. En effet, pour des conditions limites autres que des supports
simples, la recherche de solutions exactes de type Navier ou Levy se heurte & quelques difficultés mathématiques
au niveau du choix de la fonction de forme qui vérifie simultanément 1’équation différentielle et les conditions
limites imposées. Cela est du au fait que le systeme formé par I’équation de plaque et ses conditions limites
(libre ou encastrée) ne peut pas étre séparé. Par exemple, si le déplacement d’une plaque complétement encastrée
est décrit sous forme de variables séparées, et que 'on applique les huit conditions limites pour trouver les huit
constantes, deux conditions limites sont incompatibles et ménent & une solution impossible. On démontre ainsi
par I’absurde que ’hypothese de séparation des solutions est erronée. Il existe cependant des solutions analytiques
approximées donnant les modes propres et fréquences propres. L’ouvrage de Leissa (1969) apporte de nombreuses
informations concernant le calcul de fréquences propres approchées de la plaque CCCC. D’apres Wu et al. (2007),
il semble aussi possible d’approximer le probléme aux valeurs propres d’une plaque rectangulaire par des fonctions
de Bessel préalablement réécrites en coordonnées cartésiennes, mais les résultats de fréquences propres présentés
ne sont pas meilleurs que le calcul par éléments finis, comparé a la méthode de Rayleigh-Ritz
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que (¢,,) — 1 lorsque w — 0 car la masse apparente de P en statique est sa masse réelle, et que
la fonction possede des singularités aux fréquences associées a des modes propres de moyenne
spatiale non nulle (m =1, n =1,3,5,...). Le tableau 4.1 donne les fréquences adimensionnelles

0 = wl? Ap/ E.I, pour une plaque carrée de coté [ = I, = l,,. Ces fréquences sont calculées avec

la méthode d’ Arenas (2003), qui considere que la solution de I’équation de plaque est le produit
de deux fonctions de x et y (produit de poutres).

1 2 3 4
36.1087  73.7372 132.4831 211.3431
73.7372  108.8499 165.9226 244.0287
132.4831 165.9226 220.9063 297.4932
211.3431 244.0287 297.4932 372.5179

= W N =

TABLE 4.1 — Fréquences adimensionnelles w calculées analytiquement pour une plaque encastrée
carrée

Ces valeurs du tableau 4.1 sont classiques et la performance de la méthode est déja reconnue,
mais cette derniere étant fondée sur les modes propres d’'une poutre bi-encastrée, elle n’est
utilisable que pour la détermination des fréquences propres, si bien que la masse apparente ne
peut étre connue qu’aux fréquences propres (et non en fonction de la fréquence). En revanche,
le probleme d’une plaque circulaire encastrée sur son pourtour possede une solution analytique
qui permet de calculer la masse apparente en fonction de la fréquence. Cette approximation est
justifiée par le fait que le premier mode de plaques encastrées circulaire ou carrée sont proches,
comme illustré sur la figure 4.8

L
Uy

(a) (b)

FIGURE 4.8 — Déformée modale du mode fondamental CCCC (a) et circulaire encastrée (b)

4.3.8 Plaques internes circulaires
La formulation empruntée a Leissa (1969) permet de poser le probleme. Pour une plaque
circulaire de rayon a, I’équation du mouvement pour des vibrations libres s’écrit :
0*w 0? N 10 N 1 02
P o2 or2  ror  r2002
A une fréquence donnée w(r,8,t) = W(r,0)exp(iwt), "équation du mouvement devient
DV4w—Apw?W = 0. En posant §* = A,w?/D, 'équation peut s’écrire (V2+62)(V2—862)W = 0.

DV*w + A =0 ou V2 =
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On sépare les variables W(r,8) = R(r)©(0) et on obtient :

d’R  1dR 1 d*0
2 (a1 2 o
" <(dr2+rdr)Ri6> 6a "

Cette expression est satisfaite seulement si chaque expression est égale a la méme constante
k2, et on écrit :

2 1 2 2
>R 1dR ( k>:0 i PO g

- 4+ - — 4R+

dr? * r dr * r? 62
Les solutions en © sont © = A cos(kf) + Bsin(kf) avec 6 constant. Pour des plaques fermées en
0, la solution © doit étre une fonction 27-périodique et kK = n = 0,1,2,.... Les solutions en R

nécessitent d’introduire la variable £ pour écrire I’équation de Bessel

d’R  1dR k2 or pour 62
=tz +R|1- =] =0 avec =
dg? & d¢ ( 52> ¥ . { iér pour — 62

dont les solutions sont sous forme de séries, et classifiées en fonctions de Bessel. Pour £ = dr,
la solution est en termes de fonctions de Bessel du premier et du second genre, respectivement
Ji(0r) et Yi(or). Pour & = idr, la solution est en termes de fonctions de Bessel modifiées
(fonctions de Bessel avec argument imaginaire) du premier et du second genre, respectivement
I (0r) et Kp(or). Pour des plaques fermées suivant 0, soit k = n, la solution R est R(r) =
CJp(6r)+DIL,(0r)+EY,(dr)+F K, (0r). Les fonctions Y, (6r) et K, (dr) sont singulieres en ér = 0
donc pour une plaque sans trou central, £ = F' = 0. La plaque est encastrée sur son bord, les
conditions limites de déplacement et de rotation sont w(r = a,0,t) = U et d,w(r = a,0,t) =0
soit R(r =a) =U et d,R(r = a) =0 et la forme de solution se met sous forme :

Jn(da) I,(da) c\ (U
drJn(6a) d.I,(6a)) \D) \0
Cette équation est satisfaite lorsque le déterminant est nul, soit, apres transformation :
Jn(6a)ly1(0a) + I,(0a) Jpy1(0a) =0 (4.60)

Les racines da de I’équation (4.60) pour n = 0 sont déterminées numériquement par la méthode
de Newton-Raphson : da ~ [3,1962 ; 6,3064 ; 9,4394 ; 12.5771], et permettent de calculer les
fréquences propres de la plaque par la relation :

c . (5a)mn 0 E;)IP
mn=0 """ 9rq?2 Ay

Pour de grands arguments da > 1, Uexpression (4.60) devient Jy(da)+ J1(da) = 0, et en utilisant
le développement asymptotique de J,(da) pour da > 1, il vient tan(da — (2n + 1)77/4) =—1, qui

donne une solution approchée da ~ (n + 2m)m/2, et finalement w = (n 4 2m)*~ 1/E’ /Ay,

avecn =0, m=1,2,3 et f¢ = (2m)? zaz\/ Eplp/Ap avec m = 1,2, 3.

Les conditions limites permettent de calculer les coefficients de la forme de solution R(r)
ci-avant, et, apres intégration de celle-ci sur le rayon, d’obtenir la masse apparente de la plaque
circulaire :

4 Il(5a)J1(5a)

1 a
(o) =g /0 T = S T (0a)Jo(0a) + Io(0a) 1 (5a) (4.61)

. ) _ B,
A partir de l'expression de (4.61), et en rappelant que w = ‘5—2 K ona:
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— (¢,) — 1 lorsque 6 — 0 i.e. quand w — 0, car la masse statique de P est sa masse réelle.

— (¢) — Foo lorsque Jy(0a)l1(da) + Ip(da)Ji(0a) = 0 ce qui correspond aux fréquences
propres {wy,} de la plaque circulaire encastrée. Quand w — w,,, la masse apparente de la
plaque tend vers des valeurs infinies positives, tandis qu’elle tend vers des valeurs infinies

négatives pour w — w;,

. P 2mm)?  [E,l
— (¢w) = 0 lorsque dl, ~ mm, i.e. aux fréquences wg, ~ ( ZZ;) ,/%pp entre wy et wpi1.

Alors, dans les intervalles |[wy,,wop] la masse apparente de P est négative.

Pour rappel, ’approximation proposée consiste a remplacer la masse apparente de la plaque
CCCC calculée par éléments finis par la masse apparente de la plaque circulaire encastrée calcu-
lée analytiquement. Le rayon équivalent r.41 de la plaque circulaire encastrée dont la premiere
fréquence propre fy,_; ,,_¢ est identique a celle du premier mode de la plaque CCCC (fi=1,n=1)
est estimé par r.,q1 = 0.0532 [,. Cette approximation convient parfaitement pour le premier
mode, comme illustré sur la figure 4.9, et le calcul de la fréquence fg,_,, o du second mode
de la plaque circulaire de rayon req indique que lerreur relative est de 6.1% par rapport a la
fréquence f,—1 =3 du second mode de moyenne non nulle de la plaque CCCC. La fréquence
du second mode est alors surestimée de 6.1%. Le rayon équivalent 7.4 de la plaque circulaire
encastrée dont la seconde fréquence propre fg,_,,_ est identique & celle du second mode de la
plaque CCCC (fim=1,n=3) est estimé par rega = 0.0548 ,,. Le calcul de la fréquence fy,_; ,,_o du
premier mode de la plaque circulaire de rayon req2 indique que 'erreur relative est de -5.7% par
rapport a la fréquence fy,—1 ,—1 du premier mode de la plaque CCCC. La fréquence du premier
mode est alors sous-estimée de 5.7%, comme illustré sur la figure 4.9.

10 ‘ ‘ ‘ ;
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~10 . . . . ~10 . . . .
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
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FIGURE 4.9 — Parties réelle et imaginaire de la masse apparente adimensionnelle (¢,,) de la plaque
CCCC calculée par éléments finis (—) et de la plaque circulaire encastrée calculée analytiquement
(%) & partir de (4.61) pour r¢q1 (a) et req2 (b), en fonction de la pulsation normalisée w/w1, avec

amortissement matériel n = 1%
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4.4 Caractéristiques de dispersion

Considérons une onde harmonique de flexion se propageant dans la direction ny = cos(6)e, +
sin(f)e,. Le mouvement U(z) = exp(i(kgny.x) est piloté par (4.48).
Cependant, puisque (i) les termes associés aux moments polaires sont faibles par rapport aux
inerties de translation, et (ii) les termes non conventionnel de couple sont d’ordre inférieurs a
ceux d’inertie, alors ces deux termes peuvent étre négligés a 'ordre dominant. Le nombre d’onde
de flexion kg(w) est donné par :

E,I 7,
ki (Ex[x cos* () + % sin® () + (zex + Gy y) cos®(0) sin2(9))

l B l I,
A, A
— W2 (l + l—y + A;<¢ff>> =0 (4.62)
Yy T

ou le terme <¢ZC> dépend des conditions limites des plaques internes et dont la valeur est
rappelée dans le tableau 4.2 :

Conditions limites Parameétres effectifs :

_i Il(5a)J1(5a)
N da 11(5CL)J0(5(1) + Io(éa)Jl(cSa)

Plaque circulaire équivalente (Pw)

IR
~ 6* coth(6*) + cot(6*)

Plaque interne CFCF (Pw)

) 1 cosh(él,)sin(6l,) + cos(6l,) sinh(61,)
Plaque interne CFFF (Pw) = 5, 1+ cos(al,) cosh(ol,)

TABLE 4.2 — Tableau récapitulatif du parametre de masse effective (¢,,)

L’équation de dispersion (4.62) donne les nombres d’onde dans toute les directions du treillis.
Pour des nombres d’ondes de valeurs (kz, ky), les surfaces formées par w = f(ky, ky) sont les
surfaces de dispersion. Pour une fréquence fixée, I'intersection de ces surfaces avec le plan de la
fréquence donne le contour “iso-fréquence”, appelé espace des nombres d’onde (k-space). Avec
le repere orienté comme sur la figure 4.1, les nombres d’onde dans les axes du treillis sont
ky = k(0 =0) et k, = k(0 = 7/2). Les caractéristiques de dispersion peuvent s’observer soit sur
la courbe de dispersion montrant k(w) a 6 fixé, soit dans I’espace des nombres d’onde montrant
k(0) a w fixée. Le principe de lecture est illustré sur la figure 4.10.

Du fait de la nature orthotrope de la plaque homogénéisée, la propagation dépend de la
direction et en conséquence, le nombre d’onde dans le plan (k;,k,) ne décrira pas un cercle
comme pour une plaque isotrope. De plus, la dynamique locale des plaques internes contenue
dans ( ff), perturbe 1’équation de dispersion ci-dessus, qui differe du cas classique ou k o /w,
et les comportements les plus atypiques sont attendus au voisinage des fréquences propres des
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(b) Espace des nombres d’onde associé aux fréquences fi (—), et fa (——). Nombres d’onde a la
fréquence f1 (<) et fa (o)

plaques internes.

Ces comportements seront mis en évidence ultérieurement lors de ’exploitation du modele
pour sa validation numérique et expérimentale.

4.5 Plaques internes avec masselottes

Des masses ajoutées sur les plaques internes permettent d’abaisser leurs fréquences de ré-
sonance et de décaler la résonance interne dans une large gamme de fréquences. La littérature
fournit peu d’équations analytiques exactes sur les poutres ou les plaques avec masse ajoutée,
mais principalement des raisonnements énergétiques de type Rayleigh. Toutefois, une équation
analytique exacte de la poutre supportée-supportée avec une masse ajoutée en son centre est
démontrée par Harris and Piersol (2002). On se propose alors d’étendre cette formulation &
une équation analytique exacte pour le cas encastré-encastré et encastré-libre en considérant
les mémes hypotheses : i) la masse rigide est fixée de telle sorte qu’elle n’exerce pas de forces
élastiques, i) la fixation ne contraint pas la flexion, 4ii) la masse n’apporte pas de moment
d’inertie.

4.5.1 Cas CFCF

La masse étant au centre, il est possible d’exploiter la symétrie, et seule la moitié du systeme
est considérée. En x = 0, encastrement impose ¢, (z = 0) = ¢/, (z) = 0. La force de cisaillement
a gauche de la masse est négative et s'écrit Fs = —E1¢!]. Par symétrie, cette force est de méme
amplitude et de signe opposé du coté droit de la masse. La différence de cisaillement entre les
deux cotés de la masse doit égaler le produit de la masse et son accélération 2E1¢!) = mgj, avec
¢! et ij considérés & mi-longueur. Pour des raisons de symétrie, la pente au centre est nulle
(cette condition exclut les modes antisymétriques). En prenant une solution y = ¢, cos(wnt),
I'équation du mouvement devient 2E1¢)] = —mw,%qzbw. Les conditions limites permettent d’écrire
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FIGURE 4.11 — Représentation graphique des racines §* de I’équation (4.63) en fonction du

rapport mp/m

la forme de solution (4.52) sous la forme :
¢ () = C1 (sin(dx) — sinh(dx)) + Cs (cos(dz) — cosh(dz))
L’équation du mouvement et la condition de pente nulle au centre donne le systéme suivant :

2E16% [Cy (— cos(6*) — cosh(8*)) + Cq (sin(6*) — sinh(5*))]
= —mw? [C] (sin(6*) — sinh(6*)) + Cs (cos(d*) — cosh(5*))]
0 [C1 (cos(6*) — cosh(6*)) + Co (—sin(6*) — sinh(6*))] = 0

La résolution donne I’équation fréquentielle associée :

2E15° [— sin(6*) cosh(6*) — sinh(6*) cos(6*)] = mw? [cosh(6%) cos(6*) — 1]

n
soit, en fonction du rapport de masses :

my 1 — cosh(0*) cos(6*)
my _ 4
m g sin(6*) cosh(d*) + sinh(6*) cos(d*) (4.63)

avec my = ppVp la masse de la poutre et §* = w%mb/ EIl le nombre d’onde. Les premieres
solutions sont illustrées sur la figure 4.11. L’expression (4.63) contient 1’équation fréquentielle
d’une poutre bi-encastrée 1 — cosh(dl) cos(6l) = 0, ainsi qu'un terme correcteur lié a la masse
ajoutée.

Une comparaison des racines calculées analytiquement et par éléments finis (en adimensio-
nalisant les fréquences par les caractéristiques de la poutre) est présentée dans le tableau 4.3
pour montrer la pertinence de la formulation (4.63).



80 CHAPITRE 4. PLAQUE BI-RAIDIE

my/m
00 4 2 1
(1) 47300 | 4.1804 | 3.8471 | 3.4378
(2) 10.9956 | 10.2627 | 9.9999 | 9.7855
Eléments finis (1) 4.7300 | 4.1804 | 3.8471 | 3.4378
(2) 10.9955 | 10.2627 | 9.9997 | 9.7854

Analytique (Newton-Raphson)

TABLE 4.3 — Racines 26* de I"équation (4.63) calculées analytiquement et par éléments finis en
fonction du rapport my,/m, pour le premier mode symétrique (1), et le deuxiéme mode symétrique

(2)

4.5.2 Cas CFFF

Dans ce cas, la masse est située a 'extrémité de la poutre, la symétrie n’est pas exploitable.
En 2 = 0, 'encastrement impose ¢,,(z = 0) = ¢/, (z) = 0. La force de cisaillement & gauche de
la masse est négative et s’écrit Fs = —EI¢]”. La force de cisaillement de la masse doit égaler le
produit de la masse et son accélération EI¢!"! = mj, avec ¢ et § considérés a 'extrémité. On
considere que le moment & l'extrémité libre est nul. En prenant une solution y = ¢, cos(wnt),
I’équation du mouvement devient E1¢!” = —mw?2X. Les conditions limites permettent d’écrire
la forme de solution (4.52) sous la forme ¢, (z) = C1(sin(dx) —sinh(dx))+Ca(cos(dz) —cosh(dx)).
L’équation du mouvement et la condition de moment nul a 'extrémité libre donne le systeme
suivant :

E153 [C1(— cos(61) — cosh(81)) + Ca(sin(81) — sinh(81))]
= —mw? [C1(sin(81) — sinh(81)) + C2(cos(8l) — cosh(dl))]
62 [C1(—sin(01) — sinh(61)) + Co(— cos(81) — cosh(61))] = 0

La résolution donne I’équation fréquentielle associée :
EI8% (=1 — cos(61) cosh(d1)) = mw? [sinh (1) cos(d1) — cosh(81) sin(61)]
soit, en fonction du rapport de masses :

m _ o sin(d1) cosh(dl) — cos(d1) sinh(d1)
m 1 + cos(61) cosh(dl)

(4.64)

avec my, = ppV, la masse de la poutre et 6* = w2my/EIl le nombre d’onde. Les premicres
solutions sont illustrées sur la figure 4.12. Lorsque la masse ajoutée m est nulle, ’équation (4.64)
se réduit a ’équation classique de la poutre encastrée-libre 1 + cos(dl) cosh(dl) = 0.

Une comparaison des racines calculées analytiquement et par éléments finis est présentée
dans le tableau 4.4 pour montrer la pertinence de la formulation (4.64).
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FIGURE 4.12 — Représentation graphique des racines 6/ de 1’équation (4.64) en fonction du
rapport mp/m

my/m
o0 4 2 1
(1) 1.8751 | 1.5738 | 1.4200 | 1.2479
(2)  4.6940 | 4.2251 | 4.1111 | 4.0311
Eléments finis (1) 1.8751 1.5739 | 1.4198 | 1.2479
(2) 4.6941 | 4.2251 | 4.1113 | 4.0310

Analytique (Newton-Raphson)

TABLE 4.4 — Racines 6l de I’équation (4.64) calculées analytiquement et par éléments finis en
fonction du rapport my/m, pour le premier mode (1), et le deuxieme mode (2)

4.6 Remarques finales

La méthode d’homogénéisation appliquée a la plaque bi-raidie permet de formuler un mo-
dele homogénéisé décrivant son comportement en flexion, en y incluant les résonances locales des
plaques internes. Les contrastes compatibles avec les situations de co-résonance et de couplage
asymétrique entre le treillis et les plaques internes permettent de séparer la construction du
modele en deux étapes, d’abord I’homogénéisation du treillis de poutres, puis 'introduction de
la dynamique locale.

La méthode d’homogénéisation des milieux discrets mene a un modele analytique associé au
comportement hors-plan du treillis de poutres seul, en considérant des éléments de type Euler. La
formulation obtenue en statique inclut les rigidités de flexion et de torsion ainsi que le couplage
flexion-torsion aux intersections, conformément a 1’équation de plaque orthotrope équivalente
établie par Timoshenko. L’extension du modele de treillis en dynamique fait émerger une inertie
de rotation, conformément au modele de poutres de Rayleigh-Bresse. Cette méthode d’homo-
généisation des milieux discrets pourrait permettre d’établir des modeles a partir de géométries
variées comme des treillis a mailles triangulaires ou hexagonales. Quelle que soit la géométrie
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modélisée, la pertinence du modele est assurée tant que la condition de séparation d’échelles
est respectée. Il serait possible d’enrichir le modele de treillis en considérant des éléments lo-
caux de type Rayleigh (flexion+inertie de rotation) ou Timoshenko (avec cisaillement seul ou
flexion+cisaillement). Le formalisme matriciel utilisé ici est tout a fait adapté puisque seule la
matrice de rigidité de ’élément poutre doit étre changée.

L’introduction de la dynamique locale associée aux plaques internes résonantes est effectuée
dans un second temps. La dynamique des plaques internes soumises au déplacement transverse
des raidisseurs est ajoutée au modele de treillis par I'intermédiaire des termes de couplage déja
introduits pour la plaque mono-raidie. Les développements du chapitre 3 donnent alors des
arguments pour le calcul de ces termes de couplage et les parametres effectifs sont détermi-
nés analytiquement a partir des parametres géométriques et mécaniques des plaques internes.
Contrairement au cas de la plaque mono-raidie, le régime de propagation en modes guidés dans
les plaques n’existe pas. Le comportement dynamique atypique en flexion est mis en évidence
du fait de la cinématique inhomogeéne. En effet, les ondes de flexion dans le treillis sont affectées
par la masse effective, l'inertie effective, et la rigidité de torsion effective des plaques internes.
L’effet des plaques résonantes se manifeste par des singularités associées aux modes propres
de la plaque et affecte les caractéristiques de dispersion. Précisément, trois types de conditions
aux limites sont considérées pour les plaques internes : CFCF et CFFF qui sont calculables
analytiquement, et CCCC pour laquelle une approximation de plaque circulaire est proposée.
Cela permet d’introduire une dispersion atypique a diverses fréquences. L’ajout de masse ajou-
tée sur les plaques est aussi traité pour observer la résonance interne en couvrant un intervalle
fréquentiel plus large.



Chapitre 5

Exploitation des modeles et
validation numérique

Ce chapitre porte sur 'exploitation et la validation numérique des modeles homogénéisés
établis aux chapitres 3 et 4. Apres avoir utilisé les conditions de co-résonance et de couplage
asymétrique pour spécifier les parametres géométriques et les propriétés mécaniques de dimen-
sionnements réalistes, ce chapitre vise & i) mettre en ceuvre des méthodes de type éléments finis
pour calculer numériquement les courbes de dispersion et les comparer a celles issues des mo-
deles homogénéisés, i) identifier les fréquences de résonance interne et d’émergence des modes
guidés pour les comparer a celles déterminées analytiquement, 7i) mettre en évidence la nature
propagative, évanescente, atténuée des ondes, ainsi que les couplages des mécanismes de flexion

et de torsion avec les modes guidés.
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5.1 Plaques mono-raidies étudiées

Dans cette section, les phénomenes décrits par le modele homogénéisé, constitué des équa-
tions (3.21)-(3.22)-(3.42), sont illustrés et comparés & des simulations numériques & travers deux
exemples. Le premier se concentre sur la propagation des ondes dans I’axe des renforts en situa-
tion infinie. Les courbes de dispersion sont d’abord calculées a partir du modele homogénéisé,
puis comparées a des approches numériques de type éléments finis (FEM) et éléments finis on-
dulatoire (WFEM). Le second porte sur I'analyse modale d’une plaque raidie de dimensions
finies.

Les deux dimensionnements retenus correspondent aux deux options présentées en sec-
tion 3.1.2 : plaque mono-raidie faite d’'un méme matériau avec plaques et poutres d’élancements
différents, et une plaque mono-raidie faite de deux matériaux différents avec plaques et poutres
de mémes élancements. Ces dimensionnements sont désignés par Rq et Ro, et détaillés ci-apres.
La plaque R est constituée de poutres B; et de plaques P; faites d’aluminium, tandis que la
plaque Rs se compose de poutres By en aluminium et de plaques Ps en plexiglas, beaucoup plus
souple que I’aluminium. Les parametres géométriques et les propriétés mécaniques sont données
dans le tableau 5.1.

E v p Dimensions
R1
Poutre By | 69 x 10 Pa, 0.3 | 2700 kg.m 3 l=b=25cm
Plaque P; | 69 x 10° Pa, 0.3 | 2700 kgm™ | D = 18.78 cm, d = 3.3 mm
Ro
Poutre By | 69 x 10 Pa, 0.3 | 2700 kg.m ™3 l=b=1cm
Plaque P | 3 x10° Pa, 0.3 | 1200 kgm™ | D =123 cm, d = 1.8 mm

TABLE 5.1 — Parametres géométriques et propriétés mécaniques des plaques raidies étudiées

Les fréquences propres fr = wr/(27) des trois premiers modes symétriques et antisymétriques
des plaques P; et Py sont :

fs1 =019 fir1 = 1432 ; feo = 2808 ; fro =4641 ; fs3 =6934; fi3 =9685 Hz pour P,
fsl = 208 X ftl =573 ) fSQ = 1123 ) ft2 = 1857 ) fsg = 2774 ) ft3 = 3874 Hz pour 732

A partir des valeurs du tableau 5.1, les parametres effectifs définis de maniere théorique
par homogénéisation permettent de calculer les courbes de dispersion pour R et Ra (avec un
coefficient d’amortissement structurel n = 0.5%). L’analyse sera présentée en détails pour Ry et
plus brievement pour Ro.

5.2 Caractéristiques de dispersion de la plaque mono-raidie

Les résultats sont présentés en séparant les ondes associées aux modes symétriques et anti-
symétriques, comme détaillé dans I’approche théorique (chapitre 3). Cela permet de comprendre
les mécanismes de flexion de la poutre associés aux modes guidés symétriques, et de torsion de
la poutre associés aux modes guidés antisymétriques.

5.2.1 Ondes associées aux modes symétriques

Les modes symétriques participent aux ondes de flexion dans le régime de poutres actives
et aux ondes guidées dans la plaque avec poutres passives. Les parties réelle et imaginaire du
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nombre d’onde de flexion lorsque les poutres sont actives (3.23) sont représentées sur la figure 5.1

en fonction de la fréquence jusqu’aux deux premiers modes propres symétriques de la plaque P;.
On remarque que :

— en basses fréquences, le nombre d’onde correspond a celui de la poutre B dont la masse
statique linéique serait corrigé par la masse de la plaque raidie. En effet, pour w = 0, la
masse effective est la masse statique linéique de toute la structure (3.21),

— des variations significatives s’observent autour des fréquences propres fs1 et fso des modes
symétriques de la plaque P. Dans les intervalles de fréquences correspondant a une masse
effective linéique négative Acrr = Ap+ApD(¢,), les parties réelle et imaginaire du nombre
d’onde sont presque identiques (la différence provient de I'amortissement 7 introduit dans
le modele). Les ondes de flexion sont alors fortement atténuées,

— au voisinage de fs1 et fs2, les ondes ne sont que tres faiblement atténuées et leur vitesse
de phase est plus faible que celles dans la poutre avec masse totale (limite basse), ou plus
élevée (environ trois fois) que la vitesse dans la poutre seule (limite haute). En dehors
des bandes fréquentielles de résonance, puisque la fréquence augmente, la masse modale
de la plaque P diminue et le nombre d’onde tend vers celui de la poutre seule B.
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FIGURE 5.1 — Nombre d’onde de flexion dans ’axe des renforts de la plaque raidie R calculé a
partir de (3.21), (partie réelle (—) et partie imaginaire (——)). Nombre d’onde de flexion dans la
poutre B seule (—.), et dans la poutre avec masse linéique statique de la plaque adjointe (- --).
Les intervalles de masse effective négative sont représentés en gris (M). La limite de validité du
nombre d’onde de flexion dans la poutre seule est aussi tracé (x)
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5.2.2 Ondes associées aux modes antisymétriques

Les modes antisymétriques participent aux ondes de torsion en régime de poutres actives et
aux ondes guidées antisymétriques dans la plaque avec poutres passives.

Les parties réelle et imaginaire du nombre d’onde de torsion dans la poutre sont calculées a
laide de (3.43) et représenté sur la figure 5.2. Il apparait que :

— sur tout I'intervalle considéré, la contribution de la plaque P en flexion perturbe comple-
tement le nombre d’onde de torsion de la poutre B seule,

— des bandes interdites (zones grises de la figure 5.2) ou le nombre d’onde est purement
imaginaire se localisent en basses fréquences, la suivante apparaissant apreés la premiere
fréquence propre f, des modes antisymétriques de la plaque P. Elles correspondent a des
ondes de torsion évanescentes. Les fréquences de coupure sont déterminées par I’équation
w?(pyy + ApD?J5) = EJL,(D + b)C5/D? dont la résolution numérique donne 750 Hz,
1432 Hz, et 2463 Hz, en accord avec le calcul WFE direct.

— en dehors des zones évanescentes, une forte dispersion se produit au niveau des singula-
rités associées aux fréquences propres des modes anti-symétriques fi,.

40

F oK Kk Kk Kk kK K|k Kk Kk ok kK Kk Kk Kk K Kk Kk Kk Kk K|k Kk Kk ok ok ok ok ok ok Kk ok ok ox k¥

30 y

20 y

Nombre d'onde k , mY
[EEY
o

- 1 /7
——— - 1 - - -
1 -~
1 Vd -
-10F : l/ i
1/
1 !
i1
_20 I I ol I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Fréquence [Hz]

FIGURE 5.2 — Nombre d’onde de torsion (partie réelle (—) et imaginaire (——)). Nombre d’onde
de torsion dans la poutre B seule (—.). Intervalles ou Iinertie de torsion effective est négative
(M). Limite de validité du modele de la poutre en flexion ()
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5.2.3 Modele de guide d’onde inter-raidisseurs

Le modele de guide d’ondes inter-raidisseurs suppose que les guides d’ondes sont indépen-
dants, et que la plaque interne est encastrée aux deux raidisseurs voisins immobiles.

Les courbes de dispersion associées aux guide d’ondes sont décrites par les expressions ap-
prochées (3.25) et (3.26), et sont illustrées sur la figure 5.3 dans le cas de la plaque R;.
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FIGURE 5.3 — Courbes de dispersion du guide d’onde estimées par (a) I’équation (3.25), partie
réelle (——) et imaginaire (---) et; (b) '"équation (3.26) partie réelle (—) et imaginaire (- - -), avec
le dimensionnement Rq

La relation approchée (3.25) indique que les ondes guidées sont de nature évanescente jus-
qu’a leur fréquence de coupure, puis deviennent purement propagatives au dela. En effet la



88 CHAPITRE 5. EXPLOITATION DES MODELES ET VALIDATION NUMERIQUE

figure 5.3(a) montre que le nombre d’onde est purement imaginaire avant la fréquence de cou-
pure, et purement réel apres cette fréquence. La figure 5.3(b) montre que le nombre d’onde est
complexe avant la fréquence de coupure, et purement réel apres cette fréquence. La seconde
relation approchée (3.26) indique que les ondes sont d’abord tres atténuées : leur partie imagi-
naire est plus grande que leur partie réelle, d’un facteur 1.6 pour le premier mode, 2.1 pour le
deuxieme, et 2.5 pour le troisieme. Ces ondes deviennent ensuite purement évanescente dans un
intervalle en dega de leur fréquence de coupure. Au-dela des fréquences des modes propres de la
plaque, ces ondes sont purement propagatives.

A ce stade, il n’est pas possible de déterminer quelle équation ((3.25) ou (3.26)) donne la
meilleure estimation des courbes de dispersion des modes guidés. La section suivante compare
les modeles analytiques avec les résultats obtenus par éléments finis.
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5.2.4 Comparaisons avec la Wave Finite Element Method

La plaque raidie R4 est étudiée numériquement au moyen de la WFEM. Cette approche est
fondée sur la théorie de Floquet-Bloch qui s’applique a des structures périodiques de maniere
exacte pour extraire les courbes de dispersion d’une cellule. La figure 5.4 montre les cellules
utilisées pour le calcul des diagrammes de dispersion.

La cellule unitaire € utilisée pour le calcul numérique est représentée sur la figure 5.4 et
possede une profondeur A. Elle est décrite par un modele tri-dimensionnel et un matériau élas-
tique linéaire isotrope. Des conditions de déphasage sont imposées sur les faces opposées de la
cellule, sous la forme u, = exp(—jkz, A)us ol uy et up sont les déplacements des des faces avant
et arriere, k;, est le nombre d’onde dans la direction a;. Pour une fréquence donnée, 1’équilibre
dynamique formulé a partir des matrices de masse et de raideur, meéne a un probleme aux valeurs
propres dont la résolution permet d’obtenir les différentes branches du diagramme de dispersion.
Par principe, ces approches numériques identifient tout les types d’ondes se propageant dans la
structure.

L’implémentation de ce probléme aux valeurs propres se fait au moyen de la WFEM Ichchou
et al. (2008) améliorée par des méthodes de réduction modale examinées par Droz et al. (2014) et
Zhou et al. (2015) regroupées sous la dénomination CWFEM (Condensed Wave Finite Element
Method). Ces méthodes réduisent le nombre de degrés de liberté et condensent les matrices pour
diminuer le temps de calcul. Par exemple, le temps de calcul est de 400 secondes pour la WFEM
(7932 DDL), et 100 secondes pour la CWFEM (137 DDL).

Conditions limites de Floquet-Bloch

Conditions limites périodiques bords fixes

(a) (b)

FIGURE 5.4 — Cellule périodique utilisée pour le calcul (a) du diagramme de dispersion complet
Figure 5.5 , et (b) des modes guidés Figure 5.8

Le diagramme de dispersion des ondes se propageant dans 1’axe des renforts est calculé par
la méthode CWFEM puis montré sur la figure 5.5. En particulier :

— deux branches linéaires se distinguent facilement et sont attribuées aux ondes de com-
pression et de cisaillement dans le plan. Celles-ci ne sont pas dispersives dans l'intervalle
étudié. Leurs nombres d’onde k. et ks sont donnés par les valeurs moyennes de modules
et de densités de la poutre B et de la plaque P, soit

ke=w ﬁ et ks = w

=

(5.1)

respectivement, ot E = (Eybl + EdD)/S, i = (bl + p,dD)/S, p = (ppbl + ppdD)/S,
S =0bl+dD.
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— les autres branches correspondent a des ondes dispersives associées a des cinématiques
hors-plan.

Cependant, l'identification des mécanismes de flexion ou de torsion a partir des courbes de
dispersion uniquement n’est pas possible. Pour y parvenir, il faut adjoindre au diagramme de
dispersion les cinématiques associées aux différentes branches. Ainsi, pour faciliter la lecture de
la figure 5.5, les cinématiques associées aux modes guidée G1, G2, G3, aux ondes de flexion F1,
F2, F3, aux ondes de torsion T1, T2, T3, aux ondes de cisaillement S et de compression C, sont
illustrées a la figure 5.6
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FIGURE 5.5 — Courbes de dispersion calculées par WFEM (—+) et CWFEM (o), pour la plaque
R1. Nombres d’onde de cisaillement (—) et de compression (—) estimés par (5.1
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ky(7)=9.424778 Eigenfrequency=333.91783 ky(14)=20.420352 Eigenfrequency=2032.997005 ky(17)=25.132741 Eigenfrequency=3738.590822
Surface: Total displacement (m) Surface: Total displacement (m) Surface: Total displacement (m)

ky(26)=39.269908 Eigenfrequency=1570.90923 ky(26)=39.269908 Eigenfrequency=2439.931777 ky(26)=39.269908 Eigenfrequency=3747.584927
Surface: Total displacement (m) Surface: Total displacement (m) Surface: Total displacement (m)

G1 G2 G3

ky(1)=0 Eigenfrequency=664.835305 ky(3)=3.141593 Eigenfrequency=837.54611 ky(7)=9.424778 Eigenfrequency=3416.917852
Surface: Total displacement (m) Surface: Total displacement (m) Surface: Total displacement (m)

T1 T2 T3

ky(4)=4.712389 Eigenfrequency=1824.595448 ky(4)=4.712389 Eigenfrequency=3928.245285
Surface: Total displacement (m) Surface: Total displacement (m)

S C

FI1GURE 5.6 — Cinématiques associées au diagramme de dispersion de la figure 5.5
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Validation préliminaire du modéele de guide d’onde

Les comparaisons avec les nombres d’ondes calculés par éléments finis sont montrées sur la
figure 5.8 dans le cas des plaques R et Rs. Seule la partie purement réelle des solutions données
par la seconde relation approchée (3.26) est conservée. Les deux formulations estiment correcte-
ment le déclenchement de 1'onde a partir de sa pulsation wy, mais la seconde relation (3.26) est
plus concordante avec le calcul éléments finis.

60 - - - a

501

401

301

20

101

Nombre d'onde k , mY

N R R

1=520Hz  ,=1432 Hz 1,=2808 Hz

K

-20

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Fréquence [Hz]

FIGURE 5.7 — Parties réelles des nombres d’onde des modes guidés estimées par les équations
(3.25) (——) et (3.26) (—), et par éléments finis ((J) pour le dimensionnement Ro

Comme pour les ondes dans la poutre, il est possible de séparer les modes guidés dans la
plaque suivant que ceux-ci sont symétriques ou antisymétriques.

La figure 5.9 montre les nombres d’onde des modes guidés symétriques et antisymétriques
calculés avec les expressions approchées (3.25) et (3.26). Les fréquences d’apparition des modes
guidés sont les fréquences propres fs1 et fso des modes symétriques de la plaque. Pour les modes
antisymétriques, les fréquences de coupure sont données par les fréquences propres fi,. En dega
des fréquences de coupure, les nombres d’onde sont purement imaginaires (respectivement com-
plexes) lorsqu’ils sont estimés par (3.25) (respectivement (3.26)). Au-dela des fréquences de
coupure, les nombres d’onde sont purement réels et les ondes sont propagatives. Comme pour
les nombres d’onde estimés par (3.26), seule la partie réelle est affichée.

Pour les deux approximations, les ondes sont atténuées en dessous des fréquences de coupures,
et deviennent propagatives au dela. Selon 'approximation utilisée, seul le régime non propagatif
differe. Pour départager les deux approximations, il est préférable de de comparer leur précision
dans le régime propagatif. On retiendra donc que I'approximation (3.26) est la plus juste.
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FIGURE 5.8 — Parties réelles des nombres d’onde des modes guidés estimées par les équations
(3.25) (——) et (3.26) (—), et par éléments finis ((J) pour le dimensionnement R,
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FIGURE 5.9 — Nombres d’onde des modes guidées symétriques (a) et antisymétriques (b) de la
plaque raidie R; & partir de (3.25) (partie réelle (——) et partie imaginaire (---)), et a partir de
(3.26)) (partie réelle —). Les fréquences propres des modes propres symétriques de la plaque P
sont indiqués par les lignes verticales. Le calcul éléments finis est superposé (OJ).

Validation du modéle complet
La figure 5.10 montre le diagramme de dispersion 5.5 superposé aux branches du modele

homogénéisé. Cette figure est ensuite présentée en séparant les ondes associées aux modes sy-
métriques et antisymétriques.
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F1GURE 5.10 — Diagramme de dispersion complet. Modele homogénéisé avec résonance interne
en flexion (partie réelle (—) et torsion (—)) modes guidés (partie réelle (—)). Simulation CWFEM

()

Les figures 5.11 et 5.12 comparent le modele analytique avec les simulations numériques,
pour les diagrammes de dispersion des modes symétriques et antisymétriques, et la concordance
est tres bonne. Le modele homogénéisé permet de comprendre les caractéristiques de dispersion :
les cinématiques de flexion sont clairement identifiées, avec les transitions entre les différentes
branches, ainsi que les fréquences de coupure des modes guidés. L’activation de la cinématique
de torsion a 750 Hz et 2460 Hz est correctement estimée par le modele analytique.
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FIGURE 5.11 — Nombres d’onde des modes symétriques. Modele homogénéisé avec résonance
interne en flexion (partie réelle (—) et imaginaire (——)) modes guidés (partie réelle (——) et
partie imaginaire (- --). Simulation CWFEM (o)

60

501

401

301

201

101

Nombre d'onde k , m™

——=

_10,

=20

0 500

1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Fréquence [HZ]

F1GURE 5.12 — Nombres d’onde des modes antisymétriques. Modele homogénéisé avec résonance
interne en flexion (partie réelle (—) et imaginaire (——)) modes guidés (partie réelle (——) et
partie imaginaire (- --). Simulation CWFEM (o)
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5.2.5 Courbes de dispersion dans la plaque R,

La méme analyse est menée pour le dimensionnement Ry (voir tableau 5.1). La figure 5.13
montre le diagramme de dispersion superposé aux branches du modele homogénéisé.
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FIGURE 5.13 — Diagramme de dispersion complet. Modeéle homogénéisé avec résonance interne
en flexion (partie réelle (—) et torsion (—)) modes guidés (partie réelle (—)). Simulation CWFEM

(©)

De la méme maniere que pour la plaque R, les ondes sont séparées suivant que celles-
ci sont associées aux modes symétriques ou antisymétriques. La comparaison entre les résul-
tats théoriques et numériques pour les modes symétriques et asymétriques, est montrée sur
les figures 5.14 et 5.15, ou les nombres d’onde de flexion et de torsion sont nettement identi-
fiés. Les fréquences de coupure pour le nombre d’onde de torsion sont données par I'équation
w?(pyJy + NpD?J35) = E1,(D + b)Cl/D? dont la résolution donne 328 Hz, 1184 Hz, 2373 Hz,
4191 Hz, en accord avec la prédiction numérique.

Les deux dimensionnements de plaques raidies R et Ro confirment la validité et la robustesse
du modele homogénéisé. Ce modele apporte un cadre théorique et des interprétations physiques
pour expliquer et compléter la lecture qualitative des courbes de dispersion établie par Fahy and
Lindqvist (1976) et Ichchou et al. (2008).

5.2.6 Influence de ’amortissement

La figure 5.16 illustre de maniere qualitative I'influence de I’amortissement dans la plaque 7,
sur les courbes de dispersion, pour quelques valeurs allant de ﬁEp <n < %Ep. La figure 5.16
confirme que I'augmentation de ’amortissement s’accompagne d’une diminution des amplitudes
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des résonances sur les branches de flexion et de torsion. Concernant les modes guidés, le déclen-
chement de 'onde est d’autant plus progressif que I’amortissement est grand. L’amortissement
sera donc un parametre déterminant pour des applications pratiques.
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FiGURE 5.14 — Nombres d’onde des modes symétriques. Modele homogénéisé avec résonance
interne en flexion (partie réelle (—) et imaginaire (——)) modes guidés (partie réelle (——) et
partie imaginaire(- - -). Simulation CWFEM (o)
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FIGURE 5.15 — Nombres d’onde des modes antisymétriques. Modele homogénéisé avec résonance
interne en flexion (partie réelle (—) et imaginaire (——)) modes guidés (partie réelle (——) et
partie imaginaire(- - -). Simulation CWFEM (o)
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FIGURE 5.16 — Parties réelle (—) et imaginaire (- -) des nombres d’onde de flexion (a), et de
torsion (b), nombres d’onde des modes guidés estimés par (3.25) (c) et par (3.26) (d), pour des
coefficients d’amortissement croissants (du bleu clair au bleu foncé)
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5.3 Validation sur des plaques mono-raidies finies

Cette section aborde maintenant le cas d’une structure finie dimensionnée en accord avec la
condition co-dynamique détaillée au chapitre 3, en particulier en utilisant les équations 3.6 et
3.7.

La figure 5.17 propose une représentation graphique de la co-résonance en flexion et en tor-
sion, pour la plaque R; encastrée a ses extrémités. Les longueurs indiquées correspondent & L/,
L1, n,m=1,2 3 telles que le mode fondamental de la poutre coincide avec un mode donné de
la plaque. Par exemple, pour une plaque de longueur L31, le régime de co-résonance est atteint
pour ws3. Aux fréquences {ws1,ws2}, la poutre est en régime quasi-statique, mais la résonance
interne apparait néanmoins dans la plaque. Ce sera aussi le cas pour les modes antisymétriques
a {wi, w2, ...} puisque les fréquences propres de la poutre en torsion sont plus élevées qu’en
flexion. Enfin, aux fréquences wgy,, n > 3 la poutre est en régime dynamique (mais pas nécessai-

rement résonant) et la plaque est en résonance.

En prenant ’exemple de la plaque R de longueur L = 0.5 m, les fréquences propres en flexion
pour la poutre et la plaque sont proches et apparaissent a [519; 1432; 2808 ; 4641 ;...] Hz, alors
qu’elles different significativement en torsion car les fréquences propres de la poutre en torsion
sont [2840; 5680;...] Hz. En considérant le premier mode de flexion de la plaque P, les cing
parametres adimensionnels sont {e, = 0.05; ¢, = 0.017, ¢ = 0.36, E,/Ey, = 1, pp/pp =1}. La
condition de couplage asymétrique (3.3) est respectée puisque Epef/ Epeg = 1.2 = 0O(1), et les
parametres adimensionnels sont suffisamment petits pour satisfaire la séparation d’échelle.
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FIGURE 5.17 — Distribution des fréquences propres associées a la plaque (— o —) et a la poutre
(— + —) en flexion (a) et en torsion (b), avec les longueurs garantissant la co-résonance

Les modes symétriques conduisent a la condition de co-dynamique en flexion et donnent
L, 55+ Les modes anti-symétriques déterminent le dimensionnement respectant le régime co-

dynamique lorsque la plaque contraint la poutre a une rotation, et donnent Eiup.z e

5.3.1 Réponses en fréquence de la plaque mono-raidie finie

L’implémentation du modele homogénéisé en flexion (3.21) permet d’estimer les fonctions
de transfert (FRF Frequency Response Function) de la plaque raidie de maniere analytique.
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Une fonction de réponse en fréquence décrit une relation de cause a effet entre deux signaux,
calculés analytiquement, numériquement, ou mesurés expérimentalement. Dans notre cas, elle
exprime la réponse de la structure & une force appliquée. L’excitation de la structure en un
point z. avec une force connue F,, et la mesure simultanée de sa réponse X, en un autre point
x, fournit la fonction de transfert H, = X, (z,)/F,(z.). Cette quantité est complexe et sert
a identifier des informations telles que les fréquences de résonance, les déformées modales, ou
encore I’amortissement modal. La suite porte sur la plaque R1, de longueur 0.5 m, encastrée aux
deux extrémités, et en considérant des déplacements harmoniques identiques aux extrémités.

La réponse forcée analytique est comparée a celle obtenue par éléments finis sur la figure 5.18.
Pour cette comparaison, le récepteur est placé au milieu de la poutre z, = 0.25 m et la référence
est prise au point d’excitation z. = 0. La fonction de transfert en déplacements H = U (x,) /U (x.)
est définie comme le rapport des déplacements transverses en ces deux points.

Afin de compléter la visualisation des répomnses, tout en mettant en évidence 'effet de la
résonance interne, les réponses sont présentées sur la figure 5.18 en fonction de la fréquence et
de la position du récepteur. L’extrémité ou est appliquée le déplacement est le point de référence
et le récepteur est localisé en un point quelconque le long du renfort. Ces réponses analytiques
se lisent en fonction de la position du point de mesure sur la poutre (et sur sa demi-longueur
seulement car les conditions limites sont symétriques). En I'absence de résonance interne, les
modes symétriques apparaissent sous forme de bandes a 519 Hz et 2808 Hz. La prise en compte
de la plaque résonante crée des intervalles fréquentiels dans lesquels les ondes sont tres forte-
ment atténuées. En régime co-dynamique, ces zones sont localisées sur les modes propres de la
poutre. Des bandes interdites se répartissent sur toute la longueur de la poutre sauf en x = 0, au
voisinage de I'excitation. En contrepartie deux pics d’amplitudes moindres sont créés de part et
d’autre de I'antirésonance. Les deux pics de la figure 5.18(a) se retrouvent en rouge sur la figure
5.18(b) en bas, a la position 0.25 m.
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FIGURE 5.18 — (a) Fonction de transfert H sur la plaque raidie avec résonance interne : modele
homogénéisé (——), calcul éléments finis (— + —), (b) Représentation des réponses fréquentielles
en fonction de la position du récepteur sur la poutre, calculées pour la poutre seule (haut) et
avec la plaque résonante (bas), en situation CC

En complément de la figure 5.18, la figure 5.19 montre la flexion de la plaque homogénéisée
a 520 Hz (dans la zone d’atténuation), 1500 Hz (hors de la zone d’atténuation), 2770 Hz (dans
la zone d’atténuation) , 4000 Hz (hors de la zone d’atténuation), avec pour chacune des quatre
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fréquences, le cas sans résonance interne et avec résonance interne. Pour les deux fréquences
1500 Hz et 4000 Hz, les FRF's sont quasi-identiques, les déplacements de la plaque avec et sans
résonance interne sont du méme ordre. En revanche, pour les deux fréquences 520 Hz et 2770 Hz
associées aux résonances de la plaque interne, les réponses sont tres différentes. En ’absence de
résonance interne, le déplacement est celui du mode de flexion pur, alors qu’avec la résonance
interne, celui-ci est completement atténué. Il ne subsiste alors que l'effet de couche limite du
déplacement aux extrémités. Ces observations se vérifient aussi sur la figure 5.20 dans le cas
d’une plaque encastrée-libre.

sans RI

30 avec RI

sans RI avec RI

520 Hz

sans RI

avec RI

sans RI avec RI

2770 Hz 4000 Hz

FI1GURE 5.19 — Déformées de la plaque homogénéisée pour différentes fréquences choisies a partir
de la figure 5.18, avec et sans résonance interne (RI)

Les antirésonances apparaissent exactement aux fréquences propres de la poutre car les
mémes conditions limites sont appliquées a la poutre et a la plaque, et que le dimensionne-
ment satisfait le régime de co-dynamique. En associant au modele (3.21) des conditions limites
encastrée-libre et supportée-supportée, la distribution des fréquences propres de la poutre est
modifiée, comme illustré sur la figure 5.21. Ces situations restent dans le cadre de la résonance
interne, mais ne sont pas associées au régime de co-résonance.

5.3.2 Reconstruction du nombre d’onde de flexion

La courbe de dispersion associée aux ondes de flexion dans la poutre et affectées par la
résonance locale de la plaque, comme représentée sur la figure 5.1, peut étre reconstruite a partir
des réponses en fréquences en utilisant la méthode IWC introduite en section 2.4.2. Le procédé est
ici mis en ceuvre sur des réponses analytiques, calculées pour une plaque en conditions encastrée-
encastrée, encastrée-libre, et supporté-supportée. Ces réponses présentent donc les résonances
aux fréquences propres correspondantes a ces différentes conditions limites. En revanche, la
plaque interne demeurant identique, son effet reste localisé autour de 520 et 2800 Hz quelles que
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F1GURE 5.20 — Déformées de la plaque homogénéisée pour différentes fréquences choisies a partir
de la figure 5.18, avec et sans résonance interne (RI)

soient les situations. La figure 5.18 représente, pour ces trois conditions limites, les réponses et
les courbes de dispersion estimées par IWC en montrant systématiquement le cas sans résonance
interne, et avec résonance interne. La courbe de dispersion dans la poutre seule est parfaitement
estimée. La courbe de dispersion avec résonance interne estimée par IWC a partir des réponses
analytiques est elle aussi parfaitement superposée a celle calculée analytiquement a 1’aide de
son expression (3.23). Pour chacune des trois conditions limites considérées, la concordance est
excellente. Ce résultat démontre non seulement que I'TWC n’est pas sensible au conditions limites
(propriété déja vérifiée par Berthaut (2004)), mais que I'algorithme identifie correctement les
zones de résonance interne.
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F1GURE 5.21 — Réponses fréquentielles en fonction de la position sur le raidisseur et nombre
d’onde de flexion avec résonance interne [IWC (+), analytique (—)] et sans résonance interne
[IWC (o), analytique (——)], pour les conditions limites (a-b) CC, (c-d) CF, (e-f) SS
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5.3.3 IWC a partir de réponses calculées par éléments finis

La modélisation porte sur la plaque mono-raidie expérimentale dont le dimensionnement
est donné a la section 6.1. Les réponses sont calculées par éléments finis et servent de données
d’entrée pour 'IWC. La plaque est sollicitée de deux manieres :

— dans le premier cas, le point d’excitation est localisé a I’extrémité du raidisseur

— dans le second cas, I’excitation se fait a I'extrémité de tous les raidisseurs, la sollicitation

est donc synchrone

La comparaison de ces deux configurations est montrée sur la figure 5.22, et comparé au modele
homogénéisé. Un amortissement structurel de n = 1% est introduit dans le modele homogé-
néisé et la simulation éléments finis. Dans le cas de l'excitation sur un raidisseur, la courbe
de dispersion est proche de celle prédite par le modele homogénéisé, en particulier autour de
I’anti-résonance de la plaque. Dans le cas de la sollicitation synchrone entre raidisseurs, la re-
construction obtenue est plus cohérente avec le modele analytique. Cette observation se confirme
en basses fréquences sur 'intervalle [0; 500] Hz, puis en hautes fréquences entre 1500 et 2000
Hz. L’anti-résonance apparait plus nettement car la sollicitation synchrone entre raidisseurs est
plus cohérente avec I’hypothese de périodicité que I'excitation sur un unique raidisseur.

Ce résultat confirme la cohérence entre le modele homogénéisé d’une part, et le modele
éléments finis d’autre part. La modélisation de la cellule unitaire avec des conditions limites
périodiques permet de retrouver la courbe de dispersion associée a la structure infinie, et la
modélisation de la plaque de dimensions finies permet de retrouver, a partir des caractéristiques
globales, cette méme courbe de dispersion.
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FIGURE 5.22 — Courbe de dispersion de flexion prédite par le modeéle homogénéisé (——) et
nombre d’onde reconstruit par IWC a partir du champ simulé par éléments finis : IWC (- -+),
IWC avec moyenne glissante 10 Hz (—). (a) excitation sur un raidisseur, (b) excitation synchrone
entre raidisseurs.
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5.4 Etude de la plaque bi-raidie

Le dimensionnement est réalisé en faisant coincider le premier mode de flexion d’un raidisseur
avec le premier mode de flexion de la plaque interne en configuration CFCF. En choisissant
des dimensions et des matériaux d’une plaque réalisable expérimentalement, cette condition est
satisfaite en prenant par exemple n, = 5 cellules et le dimensionnement détaillé ci-apres, désigné
par R3. La plaque R3 est constituée de raidisseurs identiques B3 en aluminium et de plaques
internes Ps en plexiglas beaucoup plus souple que 'aluminium. Les parametres géométriques
et les propriétés mécaniques sont données dans le tableau 5.2. Ces choix de matériaux et de
dimensions permettent d’illustrer le cas de contrastes mécanique et géométrique.

E v p Dimensions

Rs
Poutre B3 | 69 x 10° Pa, 0.3 | 2700 kgm™> | hy = b, =1 cm, L = 0.56 m
Plaque P35 | 3 x 10° Pa, 0.3 | 1200 kg.m ™3 l,=01m, d=1mm

TABLE 5.2 — Parametres géométriques et propriétés mécaniques de la plaque bi-raidies étudiée

Les fréquences propres f;r = wy/(27) dépendent des conditions limites et seront explicitées en
détaillant successivement les différents cas. A partir des valeurs du tableau 5.2, les parametres
effectifs définis précédemment permettent de calculer les courbes de dispersion pour R3 (avec un
coefficient d’amortissement structurel = 0.5% dans les raidisseurs et 7, = 1% pour les plaques
internes en plexiglas). I’analyse sera présentée pour les différentes conditions limites de plaques
internes illustrées sur la figure 4.6.

5.5 Vérifications préliminaires hors intervalles de résonances in-
ternes

5.5.1 Validation sur le treillis orthogonal

Cette section reprend le modele homogénéisé du treillis (4.48) associé au dimensionnement
Rs décrit dans le tableau 5.2 afin de le valider par éléments finis. L’implémentation du probleme
et la procédure de résolution sont similaires a celle présentée en section 5.2.4, sur une cellule de
treillis avec des conditions limites périodiques sur ses faces. Ce modele est utilisé pour vérifier les
nombres d’onde dans I’axe des raidisseurs § = 0[7/2] et dans la direction oblique 0 = 7/4[r/2],
et les courbes de dispersion associées a des ondes se propageant a 0 et 45 degrés dans le plan du
treillis sont affichées sur la figure 5.23. La comparaison avec le modele homogénéisé montre une
bonne concordance pour les deux directions considérées.

La figure 5.23 montre aussi ’espace des nombres d’onde associés aux ondes de flexion, et
pour différentes fréquences. Contrairement au cas d’une plaque isotrope ou les caractéristiques
de dispersion sont identiques quelle que soit la direction de propagation, les formes obtenues
sont conformes aux résultats connus sur la plaque orthotrope. La vitesse de propagation dans
la direction oblique est plus faible que suivant les raidisseurs, le nombre d’onde y est plus élevé,
puisque la rigidité est plus grande.
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FIGURE 5.23 — (a) Nombre d’onde dans la direction § =0 (=), § = n/4 (——), calcul éléments
finis (o) ; (b) Espace des nombres d’onde associé au treillis & 200 Hz (— e —), 800 Hz (—), 1400
Hz (—-), 2000 Hz (——)

5.5.2 Espaces des nombres d’onde pour le treillis et la plaque bi-raidie

Cette partie montre les espaces des nombres d’onde associés au treillis et a la plaque bi-raidie
avec plaques internes encastrées sur les quatre cotés. Ceci a pour objectif de valider le modele
homogénéisé donnant k() a une fréquence fixée en utilisant les outils de traitement introduits
en section 2.4. Pour les deux structures étudiées, le champ de déplacement transverse est cal-
culé par éléments finis 3D en considérant les plaques de 20 x 20 cellules de cotés. Ces plaques
bi-raidies sont libres sur leur pourtour et sollicitées par une source harmonique et ponctuelle
située en leur centre. Le champ vibratoire est ensuite converti en plan d’ondes (k-space), au
moyen de la transformée de Fourier 2D et de 'TWC. Concernant la transformée de Fourier 2D,
un moyen d’augmenter la résolution du k-space est d’évaluer la transformée de Fourier en aug-
mentant le nombre de points. De la méme maniere que le zero padding consiste a ajouter des
zéros a la fin d’un signal temporel pour faire sa transformée de Fourier sur plus de points, et
en améliorer la résolution fréquentielle, I’approche consiste ici a étendre les vecteurs k, et k.
En effet, I’équation 2.19 n’empéche pas de faire 'opération sur un vecteur contenant plus de
points que les vecteurs du maillage spatial. Par exemple, pour une abscisse = définie de —L, /2
a L,/2 avec N, points de mesures et un pas spatial A, le vecteur d’onde k, est défini comme
[—7m/Ay : 2w /(N — 1)A, : m/A,] Le k-space est alors défini entre —7w N, /L, et 7N, /L, pour
éviter le repliement spectral.

En choisissant trois fréquences suffisamment élevées pour observer distinctement les contours
du plan d’onde, il est possible de superposer le résultat du modele homogénéisé sur celui de la
transformée de Fourier 2D et de 'IWC. Pour des fréquences 800 Hz, 1400 Hz, et 2000 Hz,
les comparaisons pour le treillis seul sont montrées sur la figure 5.24 et les comparaisons pour
la plaque bi-raidie sont montrées sur la figure 5.25. Dans les six cas présentés, la forme du
contour dans le plan des nombres d’onde n’est pas parfaitement circulaire comme pour une
plaque isotrope. Le nombre d’onde plus élevé en dehors des axes d’orthotropie (k7/2) indique
que la vitesse de propagation des ondes y est plus faible. La concordance est trés bonne et met
en évidence la nature orthotrope de la plaque.
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FIGURE 5.24 — Espace des nombres d’onde du treillis seul, DFT2D en arriere plan, modele
homogénéisé (—), IWC (x)
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FIGURE 5.25 — Espace des nombres d’onde de la plaque bi-raidie, DF'T2D en arriere plan, modele
homogénéisé (—), IWC (x)

5.6 Caractéristiques de dispersion de la plaque bi-raidie

5.6.1 Influence des conditions limites des plaques internes résonantes

Cette section propose les comparaisons entre les nombres d’ondes calculés analytiquement
par le modele homogénéisé et ceux calculés par la méthode éléments finis WFEM.

Plaques internes CFCF

Dans cette configuration, les fréquences propres sont calculées analytiquement a partir des
racines de I’équation fréquentielle associée a la poutre bi-encastrée 1 — cos(dlp) cosh(dly). Les
fréquences propres sont comparées a un modele éléments finis 3D dans le tableau 5.3. La dif-
férence entre les fréquences théoriques numériques peut s’expliquer par I’hypothese de flexion
cylindrique. En effet, cette hypotheése néglige la faible variation suivant y, a défaut du calcul
éléments finis, ce qui tend a modifier le comportement de la plaque de maniére croissante avec
la fréquence. Les fréquences calculées analytiquement sont toujours supérieures a celles estimées
par éléments finis, et cet écart croit avec la fréquence.

D’une part, les fréquences de résonance des modes symétriques sont associées aux singula-
rités du parametre de masse apparente. D’autre part, les fréquences de résonance des modes
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| fa—om=1 Jfo—om=2 Jfn—0m=3
Analytique 170.3 Hz 469.6 Hz 920.6 Hz
Eléments finis | 169.2 Hz 466.8 Hz 915.9 Hz

TABLE 5.3 — Fréquences propres de la plaque CFCF obtenues analytiquement et par éléments
finis

antisymétriques sont associées aux singularités des parametres d’inertie effective et de raideur
de torsion effective. Etant donné que I’équation homogénéisée des vibrations de flexion fait in-
tervenir les rigidités de torsion GZ, I’équation de dispersion de flexion contient la contribution
des mécanismes de torsion. En conséquence, la courbe de dispersion de flexion est perturbée
aux fréquences des modes symétriques. La simulation WFEM prédit aussi une singularité au
mode antisymétrique, comme montré sur la figure 5.26. Celle-ci n’est pas décrite par le modele
homogénéisé car elle est associée a une cinématique ou la longueur d’onde est identique a la lon-
gueur de I’élément poutre, ce qui est contraire a 'hypothese de séparation d’échelles. De plus,
la comparaison avec la simulation par éléments finis confirme la validité du modele analytique
et la présence de dispersion atypique aux fréquences propres des modes symétriques uniquement.
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FIGURE 5.26 — Courbe de dispersion de flexion dans la plaque bi-raidie : (a) Nombre d’onde
(partie réelle (—) et partie imaginaire (——)). Nombre d’onde de flexion dans le treillis G seul
(—.), et dans le treillis avec masse de la plaque interne inerte (---). Les intervalles de masse
effective négative sont représentés en gris (M); (b) Courbe de dispersion analytique (—), et
calcul éléments finis WFEM (o)

Plaques internes CFFF

Dans cette configuration, les fréquences propres sont calculées analytiquement a partir des
racines de I’équation fréquentielle associée a la poutre encastrée-libre 1 + cos(dl,) cosh(dl,,) (dé-
nominateur de (4.57)). Les fréquences propres sont comparées & un modele éléments finis 3D
dans le tableau 5.4 :

De la méme maniere que précédemment, ces fréquences de résonance sont associées aux
singularités de la courbe de dispersion en flexion, comme montré sur la figure 5.27. De plus, la
comparaison avec la simulation par éléments finis confirme la validité du modele analytique.
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‘ fnzO,mzl fnzO,mzZ fnzO,sz
Analytique 26.7 Hz 167.7 Hz 469.8 Hz
Eléments finis | 26.4 Hz 162.2 Hz 466.7 Hz

TABLE 5.4 — Fréquences propres de la plaque CFFF obtenues analytiquement et par éléments
finis
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FIGURE 5.27 — Courbe de dispersion de flexion dans la plaque bi-raidie : (a) Nombre d’onde
(partie réelle (—) et partie imaginaire (——)). Nombre d’onde de flexion dans le treillis G seul
(—.), et dans le treillis avec masse de la plaque interne inerte (---). Les intervalles de masse
effective négative sont représentés en gris (M); (b) Courbe de dispersion analytique (—), et
calcul éléments finis WFEM (o)

Plaques internes CCCC

Dans cette configuration, les fréquences propres sont calculées analytiquement a partir du
tableau 4.1. Les fréquences propres sont comparées a un modele éléments finis 3D dans le ta-
bleau 5.5.

‘ fnzO,mzl fnzO,sz fnzO,m:fﬂ
Analytique 2749 Hz 561.5 Hz 1008.9 Hz
Eléments finis | 274.8 Hz  560.2 Hz 1008.5 Hz

TABLE 5.5 — Fréquences propres de la plaque CCCC obtenues analytiquement et par éléments
finis

La courbe de dispersion de flexion tracée sur la figure 5.28 montre les singularités aux fré-
quences de résonance des modes n = 0, m = 1, 3. Ces derniers sont des modes de moyenne non
nulle dont la contribution est incluse parametre de masse apparente. En revanche, 'absence
d’expressions analytiques pour les parameétres d’inertie effective et de raideur de torsion effective
ne permet pas d’observer de singularité a la fréquence de résonance du mode n = 0, m = 2.

En conséquence, la courbe de dispersion analytique de flexion est perturbée seulement aux fré-
quences des modes de moyenne spatiale non nulle, contrairement a la courbe obtenue par WFEM,
sur laquelle apparait la résonance associée au mode n = 0, m = 2. La simulation par éléments
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finis confirme néanmoins la validité du modele analytique et la présence de dispersion atypique
aux fréquences propres des modes de moyenne non nulle.

40 30

35- 275 Hz 562 Hz

w
o
T
N
o
T

25r

y
y

=
(52
T
=
o
T

Nombre d'onde k [m™]
N
=]

Nombre d'onde k_[m™}]
=
[

101

5 o o (-]
S J il o o )
ap
OL L l\ ‘~ L L
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
Fréquence [Hz] Fréquence [Hz]

(a) (b)

FIGURE 5.28 — Courbe de dispersion de flexion dans la plaque bi-raidie : (a) Nombres d’onde
(partie réelle (—) et partie imaginaire (——)). Nombre d’onde de flexion dans le treillis G seul (—.),
et dans le treillis avec masse de la plaque interne inerte (---). Approximation plaque circulaire
(%). Les intervalles de masse effective négative sont représentés en gris (M); (b) Courbe de
dispersion analytique (—), et calcul éléments finis WFEM (o)

5.6.2 Masse ajoutée sur les plaques internes

La masse unitaire des masselottes est de 3 grammes, ce qui représente 25% de la masse de
la plaque interne, de 12 grammes. Dans le cas des plaques internes CCCC, il n’est pas possible
d’estimer les fréquences propres en prenant une masse volumique équivalente. En effet, avec
par exemple une masselotte, la masse volumique équivalente de la plaque interne alourdie est
1500 kg.m™3. A partir du tableau 4.1 la premiere fréquence propre est 245 Hz, alors que le
calcul par éléments finis sur la géométrie exacte donne 179 Hz. Cette approximation n’est pas
utilisable. Dans la suite, seuls les cas CFCF et CFFF seront détaillés en exploitant les équations
analytiques établies & la section 4.5. Cette derniere ayant déja confronté les racines calculées
analytiquement a celles calculées par éléments finis, la validité et la robustesse des formulations
(4.63) et (4.64) n’est donc plus a démontrer. Ces deux expressions sont maintenant utilisées
pour calculer les parametres effectifs en fonction de I’ajout de masselottes de masses m de 3, 6,
9 grammes, par l'intermédiaire du rapport my/m valant alors 4, 2, 1.33.

Plaques internes CFCF avec masselottes

Compte tenu du dimensionnement choisi, les fréquences des premier et troisieme mode de
plaque sont obtenues analytiquement est présentées le tableau 6.3 : La masselotte étant située
au centre la plaque (nceud de vibration), sa présence affecte uniquement les modes symétriques,
mais pas les modes antisymétriques. Le parameétre de masse effective, dont les singularités sont
associées aux modes symétriques, est alors le seul modifié par I'ajout de masse. Les parametres
d’inertie effective et de raideur de torsion effective présentant des résonances aux fréquences
des modes antisymétriques ne sont pas concernés. Ce parametre est alors tracé pour différentes
valeurs de masse ajoutée, ce qui permet de visualiser le décalage des résonances vers les basses
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@ 3 grammes 6 grammes 9 grammes
(mp/m =00) (mp/m=4) (mp/m=2) (mp/m =1.33)
1°" mode 170.4 133.6 113.3 100.1
2" mode 469.6 469.6 469.6 469.6
3me mode 920.7 803.2 762.5 742.1

TABLE 5.6 — Fréquences obtenues analytiquement en fonction de la masse ajoutée a la plaque
en configuration CFCF

fréquences. La courbe de dispersion de flexion présente aussi des singularités a des fréquences
décroissantes pour les modes impairs tandis que la fluctuation due au mode antisymétrique a
470 Hz reste inchangée.

Plaques internes CFFF avec masselottes

Compte tenu du dimensionnement choisi, les fréquences des deux premiers modes de plaque
sont obtenues analytiquement et présentées dans le tableau 6.4 :

%) 3 grammes 6 grammes 9 grammes
(mp/m =o00) (mp/m=4) (mp/m=2) (mp/m =1.33)
1¢" mode 26.7 18.9 15.4 13.3
274 mode 167.7 136.1 128.8 125.6

TABLE 5.7 — Fréquences obtenues analytiquement en fonction de la masse ajoutée a la plaque
en configuration CFFF

Dans cette configuration, la masselotte est placée a 'opposé du coté encastré de la plaque.
Ce cas ne permet pas de distinguer deux familles de modes symétriques et antisymétriques. Les
développements de la section 4.3.6 montrent que le parametre de masse effective présente des
singularités. Ce parametre est alors tracé pour différentes valeurs de masse ajoutée, ce qui permet
de visualiser le décalage des résonances vers les basses fréquences. La courbe de dispersion de
flexion présente aussi des singularités a des fréquences décroissantes.
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5.7 Remarques finales

Ce chapitre de validation numérique compare les modeles homogénéisés de plaques mono- et
bi-raidie construits aux chapitre 3 et 4 a des calculs réalisés par éléments finis. Ces modeles ana-
lytiques sont exploités en y associant d’abord des dimensionnements réalistes pour en extraire
ensuite des grandeurs telles que les fréquences auxquelles apparaissent les différents mécanismes,
les courbes de dispersion, et les réponses en fréquences.

Concernant la plaque simplement raidie, toutes les branches du diagramme de dispersion sont
identifiées a partir du modeéle homogénéisé et chacune d’entre elles est décrite par une équation
de dispersion établie analytiquement sous forme directe et explicite. De plus, les estimations du
modele homogénéisé sont en tres bon accord avec des simulations numériques de type éléments
finis, pour deux dimensionnements réalistes incluant des contrastes mécanique et/ou géomé-
trique. Le modele homogénéisé décrit correctement les résonances locales affectant les nombres
d’onde de flexion et de torsion, ainsi que les fréquences de coupure des modes guidés.

Concernant la plaque bi-raidie, une validation préliminaire du modele de treillis construit
par HPDM est réalisée en modélisant la propagation dans différentes directions. Les solutions
analytiques sont présentées dans le plan de nombres d’onde (k;, k) en y superposant les résul-
tats de la transformée de Fourier bi-dimensionnelle et de 'TWC calculés a partir d’'un champ
spatial simulé par éléments finis. L’ajout de plaques internes résonantes a l'intérieur du treillis
introduit une dispersion atypique localisée aux fréquences propres des ces dernieres. En modi-
fiant les conditions limites des plaques internes et en y ajoutant des masselottes, les effets non
conventionnels sont introduits sur un large intervalle de fréquences. Ces aspects sont décrits
analytiquement et coincident avec les simulations numériques pour chacun des cas.

Cette validation numérique confirme la pertinence des modeles homogénéisés et donne des
résultats prometteurs en vue de la validation expérimentale présentée au chapitre suivant.
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Chapitre 6

Validation expérimentale

Ce chapitre est consacré a la validation expérimentale des modeles construits aux chapitres 3
et 4, et vient compléter la validation par éléments finis menée au chapitre 5. Deux maquettes
sont étudiées : une premiere plaque simplement raidie avec contraste géométrique, et une seconde
plaque bi-raidie avec contrastes géométrique et mécanique. Les objectifs sont i) de comparer les
fréquences propres de la structure a celles déterminées analytiquement et numériquement, i)
d’identifier la résonance interne sur les réponses fréquentielles, 4ii) de reconstruire les courbes de
dispersion des ondes de flexion et en estimer I’amortissement & partir des mesures pour les com-
parer aux modeles homogénéisés. La procédure expérimentale est d’abord exposée (section 6.1),
puis mise en ceuvre sur la plaque mono-raidie (section 6.2) et la plaque bi-raidie (section 6.3).
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6.1 Structures étudiées et instrumentation

Les deux maquettes a ’étude sont schématisées sur la figure 6.1. L’une est une plaque mono-
raidie entierement constituée du méme matériau. La seconde est une plaque bi-raidie et corres-
pond exactement au dimensionnement Rg étudié numériquement. Les propriétés mécaniques et
géométriques des maquettes sont données ci-apres :

— pour la plaque mono-raidie avec raidisseurs et plaque en aluminium (notations de la fi-
gure 3.1) : L =60 cm, b = 10 mm, [ = 5 mm, distance inter-baguettes D = 9 cm. Plaque
750 x 600 x 1 mm, dont la masse totale est 2.386 kg.

— pour la plaque bi-raidie avec raidisseurs en aluminium et plaque en polycarbonate (no-
tations de la figure 4.1) : Ly = 56 cm, hy = by = 10 mm, distance inter-baguettes
lrx = 10 cm. Plaque L = 56 cm, d = 1 mm, dont la masse totale est 2.180 kg.

FIGURE 6.1 — (a) Plaque mono-raidie; (b) Plaque bi-raidie. (dimensions en m)

6.1.1 Assemblage et protocole de mesure

La plaque simplement raidie se compose d’une plaque raidie par des baguettes espacées
régulierement et collées a I'aide d’une résine époxy. Cette configuration permet d’illustrer le cas
d’un contraste géométrique entre plaque et raidisseurs. Les raidisseurs sont tous du méme coté
de la plaque.

La plaque bi-raidie se compose d’une plaque en polycarbonate sur laquelle sont collées des
baguettes en aluminium avec une résine époxy. Cette configuration permet d’illustrer le cas d’'un
contraste géométrique et mécanique. La plaque est raidie dans une direction par des baguettes
collées d’un c6té de la plaque, et dans la direction perpendiculaire par des baguettes collées de
lautre coté de la plaque (figure 6.2). Aucun boulon n’est ajouté aux intersections pour ne pas
introduire d’hétérogénéité.

Pour la plaque bi-raidie, les trois conditions limites différentes des plaques internes illustrées
sur la figure 4.6 nécessitent de dégrader successivement la structure. Dans un premier temps,
les plaques internes sont encastrées sur leurs quatre c6tés, ce qui correspond a la configuration
CCCC. Deux cotés opposés seront ensuite découpés au plus proche des baguettes pour se pla-
cer en configuration CFCF, pour chacune des plaques internes. Un troisiéme coté sera lui aussi
découpé pour que chacune des plaques soit en condition CFFF. La derniere étape consiste a
enlever completement les plaques pour ne conserver que le treillis (I’épaisseur de polycarbonate
sous les raidisseurs subsiste).
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FIGURE 6.2 — Photo de la plaque sous presse pendant le collage des baguettes (a) d’abord d’un
coté dans une direction, (b) puis de 'autre c6té dans 'autre direction

Pour chacune des conditions limites internes, I’ajout de masselottes sur les plaques permettra
d’abaisser leurs fréquences de résonance (cet aspect est décrit analytiquement en section 4.5). Les
masses sont des couples d’aimants positionnés en vis-a-vis sur les deux faces opposées des plaques
internes, comme illustré sur la figure 6.3. Il sont choisis suffisamment petits pour considérer que
la masse ajoutée est ponctuelle et ne perturbe pas la cinématique de plaque. Ces aimants sont
cylindriques, de 10 mm de diametre et 5 mm de haut, et dont la densité moyenne est 7.6 g.cm™>
(donnée par le constructeur), soit un poids unitaire de 3 grammes (vérifié a I’aide d’une balance).
De plus, leur force d’adhérence de 25 N assure que les aimants ne bougent pas au cours de ’essai.
Une masselotte aimantée représente un quart du poids de la plaque interne (12 grammes).

FIGURE 6.3 — Photo de la plaque bi-raidie avec masselottes ajoutées sur les plaques internes
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6.1.2 Montage et instrumentation

Les plaques sont suspendues verticalement a un portique d’essai par du fil de nylon pour
imiter des conditions limites libres sur leur pourtour. Le mode masse-ressort pendulaire hors-
plan de chacune des deux plaques étudiées suspendues est estimé expérimentalement inférieur
a 10 Hz. Au cours des essais, les plaques sont sollicitées par un pot vibrant, lui aussi suspendu,
dont la tige est collée a l'extrémité haute du raidisseur central. Une téte d’impédance vissée
entre la tige du pot vibrant et la plaque permet de controler la force et ’accélération d’entrée.
Avant chaque essai, ’horizontalité et la verticalité de la plaque sont vérifiées a ’aide d’un niveau
a bulle et d’un fil & plomb.

Le déplacement hors-plan de la plaque est mesuré par un vibrometre Laser situé face a la
plaque. Cette mesure sans contact permet de connaitre la vitesse d’un point a la surface de la
plaque. Si la zone visée est suffisamment diffusante, une partie du rayon incident est renvoyée
a la source, puis comparée par effet Doppler au rayon initial pour estimer la vitesse de la zone
mesurée. Des pastilles réfléchissantes sont collées aux points de mesure pour améliorer le rapport
signal /bruit. La masse ajoutée des pastilles est négligeable et ne sera pas prise en compte dans
la suite.

Les réponses mesurées par le vibrometre et les fonctions de cohérence correspondantes seront
les données d’entrée du post-traitement par la méthode IWC introduite a la section 2.4.2. Le
dispositif expérimental est montré sur la figure 6.4 :



6.1. STRUCTURES ETUDIEES ET INSTRUMENTATION 121

Portique
Suspentes

Pot vibrant Téte d’impédance

Treillis

en aluminium

Plaque interne

en plexiglas

Conditionneur

Amplificateur
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FIGURE 6.4 — Photos des plaques raidie (a), et bi-raidie (b) en configuration de mesure
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6.1.3 Mesures préliminaires

Le protocole de mesure et le traitement par IWC sont ici illustrés sur le cas simple d’une
poutre en plexiglass encastrée-libre de 47 c¢cm de long, 4 cm de large, et 5 mm d’épaisseur.
L’excitation se fait au plus proche de I’encastrement a ’aide d’un marteau d’impact muni d’un
capteur de force PCB-208C02. L’excitation au marteau d’impact est une technique rapide et
directe qui fournit des entrées de forces transitoires de courtes durées et large bande pour exciter
simultanément toutes les fréquences dans la structure.

L’accélérometre PCB-M353B18 est situé a lextrémité libre. Les signaux transitent par un
conditionneur PCB-482C, puis une carte NI USB-9215 pour étre traités avec Matlab. En choi-
sissant 2048 points et une fréquence d’échantillonnage de 2 kHz, ’acquisition temporelle dure
une seconde a partir de I'impact, et 5 moyennes sont réalisées. Le traitement consiste a calculer
les spectres puis a les diviser : la fonction de transfert retenue est le rapport de ’accélération
mesurée sur la force injectée (inertance).

La comparaison avec la réponse analytique en module et en phase est montrée sur la figure 6.5.
L’estimation du nombre d’onde par IWC nécessite de mesurer les réponses le long de la structure.
Des mesures complémentaires de 1’accélération en onze points espacés de 4 cm le long de la poutre
permettent alors de déterminer le nombre d’onde de flexion, comme représenté sur la figure 6.5.
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FIGURE 6.5 — (a) Comparaison du module et de la phase de l'inertance a lextrémité de la
poutre : analytique (—) et expérimentale (— + —); (b) Nombre d’onde de flexion dans la poutre :
expression analytique (—) et reconstruction expérimentale par IWC (— + —)

Ces mesures montrent que 'TWC permet d’estimer précisément la courbe de dispersion des
ondes de flexion dans la poutre a partir de réponses mesurées en plusieurs points. Cette esti-
mation ne nécessite pas la connaissance des propriétés mécaniques, les conditions limites, ni les
dimensions de la structure. Pour ces raisons, 'IWC peut servir & identifier les parametres mé-
caniques apparents. Pour assurer la pertinence de ’estimation, le pas de discrétisation spatiale
ne devrait cependant pas étre supérieur a une demi-longueur d’onde.
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6.2 Plaque mono-raidie

6.2.1 Estimation du nombre d’onde : excitation de type bruit blanc

La plaque raidie est suspendue de sorte que les raidisseurs sont verticaux. Le laser balaie
21 points de haut en bas du raidisseur central, soit un pas spatial de 2,8 cm. Le signal d’exci-
tation est un bruit jusqu’a 2 kHz, en considérant 3200 points fréquentiels, soit une résolution
fréquentielle de 0.6 Hz. Pour chaque point, on exporte la mobilité (vitesse/force) et la fonction
de cohérence correspondante. La fonction de cohérence n’est pertinente que si elle est associée a
plusieurs moyennes, ici 50 en chaque point de mesure.

Les réponses mesurées sous bruit blanc sont traitées par IWC et la figure 6.6 montre la re-
construction de la courbe de dispersion. Le résultat brut est ensuite amélioré en utilisant une
moyenne glissante sur une fenétre de 90 Hz. La concordance avec la courbe analytique est cor-
recte : la reconstruction est tres pertinente jusqu’a 600 Hz, la résonance a 800 Hz n’est pas aussi
marquée expérimentalement qu’analytiquement, probablement en raison de ’amortissement ;
I’anti-résonance entre 900 et 1400 Hz est en revanche bien mieux estimée.
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FIGURE 6.6 — (a) Spectre normalisé du bruit relevé en sortie du pot vibrant ; (b) nombre d’onde
analytique (——) et nombre d’onde reconstruit par IWC a partir de FRF expérimentales : courbe
non moyennée (---), et moyennée (—)

Ce premier résultat laisse supposer qu’une excitation impulsionnelle, contenant un spectre
mieux centré en fréquence, permettrait d’améliorer la reconstruction autour de la résonance. Ce
point est abordé dans la section suivante.

6.2.2 Estimation du nombre d’onde : excitation impulsionnelle de type Ricker

L’ondelette de type Ricker est définie comme la dérivée seconde d’une fonction gaussienne :

T(t) _u <6_(t_‘r‘t0>2>” “oit T(t) _ ge*(t:—%)? (4(t _ t0)2 _ 27_2)

_7-4

2.2 .
et sa transformée de Fourier s’écrit TF[r(t)] = R(w) = (U/v2)w?e™ + T /(,/1/72). La fi-
gure 6.7 montre le signal construit avec N = 8192 points et une fréquence d’échantillonnage
fe = 8192 Hz. L’axe temporel est t = [0 : Ay : (N — 1)A;] ou Ay = 1/ fe est le pas temporel, et



124 CHAPITRE 6. VALIDATION EXPERIMENTALE

'axe fréquentiel est f =[0: Ay : (N —1)Af] ot Ay =1/N est la résolution fréquentielle.

La pulsation centrale w. détermine la largeur a mi-hauteur 7, en secondes. L’étude de Wang
(2015) explique que 7 se calcule de maniere approchée avec 7 = 0.88521/w.. Dans notre cas,
la fréquence centrale est 800 Hz. Cette impulsion est tracée avec Matlab puis transférée dans
le logiciel d’interface du vibrometre. Ce signal permet d’avoir une précision accrue autour de la
fréquence ciblée, comme représenté sur la figure 6.7, qui montre le spectre expérimental relevé
au point d’excitation. Le maximum d’amplitude du spectre théorique est atteint a la fréquence

centrale.
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FIGURE 6.7 — (a) Signal temporel et spectre normalisé du signal Ricker; (b) Spectre du signal
de la force recueilli au point d’excitation (—) et spectre théorique (——)

Le nombre d’onde est montré sur la figure 6.8 et comparé a celui obtenu avec 'excitation
bruit blanc. Le résultat est trés proche et ne permet pas de conclure précisément quant au gain
de précision obtenu avec le Ricker. De plus, une simulation par éléments finis permet de s’assurer
que la résonance a 800 Hz est associée a un mouvement de flexion des plaques internes coincidant
avec le premier mode guidé, en accord avec le modele analytique (section 5.2.1).

Les expériences sur la plaque bi-raidie se feront avec une excitation de type bruit blanc car
elle permet une excitation large bande instantanément, contrairement au Ricker qui nécessite de
créer un signal spécifique pour chaque fréquence ciblée.
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FIGURE 6.8 — (a) Nombre d’onde analytique (——) et nombre d’onde reconstruit par IWC a
partir de FRF expérimentales avec excitation bruit blanc (—) et Ricker (— - —); (b) Simulation
par éléments finis de la déformée du mode propre a 800 Hz

6.2.3 Signaux temporels sous excitation sinusoidale

La visualisation des signaux temporels sous excitation harmonique permet ici de vérifier la
cinématique inhomogene. Le signal temporel de la force injectée est relevé sur le raidisseur par
la téte d’impédance, tandis que le signal de vitesse normale est mesuré sur la plaque par le
vibrométre. Les deux points sont & la méme latitude. A la résonance (800 Hz), les signaux sont
en phase, alors qu’a lanti-résonance (1000 Hz), les signaux sont en opposition de phase. La
figure 6.9 montre la superposition des signaux temporels.

Temps [sec] Temps [sec]

(a) (b)

FIGURE 6.9 — Signaux temporels normalisés des déplacements transverses relevés sur le raidisseur
(—) et sur la plaque (——), sous excitation sinusoidale : (a) 800 Hz (résonance) et (b) 1000 Hz
(anti-résonance)
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6.3 Plaque bi-raidie

Cette section présente des résultats expérimentaux de réponses fréquentielles permettant
d’identifier les fréquences propres de la structure et de les comparer aux résultats analytiques et
numériques (section 6.3.1). La courbe de dispersion déterminée pour le treillis seul est d’abord
présentée (section 6.3.2). Les estimations des courbes de dispersion en fonction des conditions
limites sont comparées aux résultats analytiques (section 6.3.3). L’effet de la masse ajoutée sur
les plaques est aussi abordé (section 6.3.4).

6.3.1 Identification des fréquences propres et des résonances locales

Le vibrometre balaie ’ensemble de la plaque selon un maillage régulier de 11 x 11 points.
Cette discrétisation spatiale est suffisante pour différencier les premiers modes de la structure
jusqu’a 1 kHz, ainsi que les premiers modes locaux des plaques internes.

L’objectif ici est de comparer les réponses suivant les différentes conditions limites internes
pour identifier les fréquences propres de la structure d’une part, et les résonances locales d’autre
part. A partir des réponses aux 121 points dans les configurations CCCC, CFCF, CFFF, il est
possible de séparer les 96 points situés sur le treillis des 25 points situés au centre des plaques, et
d’en moyenner la valeur absolue afin de visualiser la contribution relative des plaques résonantes
par rapport au treillis. Le résultat est montré sur la figure 6.10 dans le cas CCCC. Les réponses
obtenues en configuration CFCF et CFFF sont elles aussi séparées de la méme maniére pour
procéder a l'identification des fréquences et vérifier si la résonance interne se manifeste. Pour ce
faire, la figure 6.11 affiche seulement les moyennes sur les 25 points de plaques et les 96 points
de treillis. Dans le cas CFCF, seules les fréquences associées aux modes de moyenne non nulles
se manifestent.

Les premieres fréquences propres de la structure sont déterminées a partir des FRF moyen-
nées sur tous les points et reportées dans le tableau 6.1. Les fréquences propres du treillis sont
aussi calculées par éléments finis. Cette simulation tient compte de I’épaisseur résiduelle de poly-
carbonate sous chaque raidisseur une fois que les plaques sont retirées, ce qui représente environ
76 grammes. Les valeurs de fréquences obtenues sont tres cohérentes pour les quatre configura-
tions testées.

La résonance locale des plaques internes apparait clairement dans chacune des configurations
CCCC, CFCF, et CFFF. Sur la figure 6.10, la dynamique locale (b) se détache nettement du
treillis (c), notamment dans les intervalles de résonance ou le facteur d’amplification moyen est
6 pour l'intervalle [200 280] Hz, et 5,5 pour I'intervalle [800 1000] Hz. En configuration CFCF,
la résonance est tres facilement identifiable, avec des facteurs d’amplification de 4.4 et 4.3 dans
les intervalle autour des résonances. De méme, en configuration CFFF, ces facteurs sont de 5.7
et 8.
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(96 pts)

Fréquences [Hz|

Treillis seul (num.) 56 100 151 266 287 329 ol1
Treillis seul (exp.) 54 97 145 264 289 322 367 519
Treillis et plaques CCCC (exp.) | 52 100 142 259 282 320 411

Treillis et plaques CFCF (exp.) | 51 93 152 250 273 313 511
Treillis et plaques CFFF (exp.) | 54 96 141 251 269 316 412 515

TABLE 6.1 — Comparaison des fréquences propres du treillis calculées numériquement par élé-
ments finis et identifiées expérimentalement dans les différentes configurations

6.3.2 Courbe de dispersion préliminaire dans le treillis seul

Un résultat préliminaire concernant le treillis seul est ici présenté. La mesure est effectuée
en mesurant le déplacement transverse le long d’un renfort, ce qui permet, apres traitement
par IWC, d’estimer les nombres d’onde de flexion et de reconstituer la courbe de dispersion. La
comparaison avec la courbe de dispersion calculée a partir du modele homogénéisé du treillis seul
(4.48) est présentée sur la figure 6.12. L’épaisseur restante de polycarbonate sous les renforts
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est prise en compte & travers une masse volumique équivalente, et permet d’avoir une bonne
concordance entre la reconstruction expérimentale et le modele analytique.
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FIGURE 6.12 — Comparaison du nombre d’onde analytique (—) et reconstruit a partir des mobi-
lités expérimentales (— + —) pour le treillis seul
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6.3.3 Influence des conditions limites internes sur les courbes de dispersion

La plaque bi-raidie est suspendue et le pot vibrant est positionné en haut d’un raidisseur. Le
laser balaie 19 points de haut en bas du raidisseur.L’objectif est de mettre en évidence expérimen-
talement les singularités apparaissant sur la courbe de dispersion. Pour rappel, ce comportement
atypique provient du fait que les ondes de flexion dans le raidisseur sont affectées par la masse
effective de la plaque résonante.

La courbe de dispersion estimée expérimentalement par IWC est comparée a la partie réelle
de celle issue du modele homogénéisé. L’amortissement estimé expérimentalement par IWC est
comparé a la partie imaginaire du nombre d’onde analytique (qui correspond au facteur d’atté-
nuation spatiale dans ’exponentielle).

La figure 6.13 montre des signaux bruts recueillis sur la plaque bi-raidie avec plaques internes
CCCC. 1IlIs sont associés a la fonction de transfert co-localisée, c’est a dire relevée au point
d’excitation. La résonance interne s’identifie sur le module (voir section 6.3.1), et se retrouve
nettement sur la phase de la réponse. Son effet est en revanche relativement faible sur la fonction
de cohérence et laisse penser que la reconstruction du nombre d’onde par IWC (dont on rappelle
qu’elle est pondérée par la fonction de cohérence) sera robuste. Les visualisations des réponses
en d’autres points et pour différentes conditions limites internes confirment ces observations.
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FIGURE 6.13 — Exemple de signaux expérimentaux bruts relevés au point d’excitation : mobilité
en module et phase, et fonction de cohérence associée
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Plaques internes CCCC : La figure 6.14 compare la courbe de dispersion issue du modele
homogénéisé et celle estimée expérimentalement. La mesure est effectuée en trois temps, d’abord
avec un bruit blanc compris entre 10 et 500 Hz, puis entre 500 et 900 Hz, et enfin entre 900
et 1200 Hz. La figure 6.15 montre les agrandissements autour des deux singularités. Pour cette
configuration, la largeur de la fenétre de la moyenne glissante est 30 Hz. Les singularités associées

a la résonance interne apparaissent nettement aux fréquences prédites analytiquement : 280 Hz
et 1000 Hz.
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FIGURE 6.14 — Comparaison du nombre d’onde analytique (—) et reconstruit & partir des réponses
expérimentales (— + —) avec plaques internes CCCC

30 if,=1009 Hz

y
y

Nombre d'onde k [m‘l]
Nombre d’onde k [m‘l]

900 950 1000 1050 1100 1150 1200
= =
UEJ 4 g T T T T T
202 2 02 -
£01r £ 0.1F j
2 o g g
< 100 200 300 500 < 900 950 1000 1050 1100 1150 1200

Fréquence [Hz] Fréquence [Hz]

(a) (b)

FIGURE 6.15 — Comparaison du nombre d’onde analytique (—) et reconstruit & partir des mo-

bilités expérimentales (— + —). Agrandissement autour de la premiere singularité (a), et de la
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Plaques internes CFCF : La figure 6.16 compare la courbe de dispersion issue du modele
homogénéisé et celle estimée expérimentalement. La mesure est effectuée en trois temps, avec un
bruit blanc compris entre 10 et 300 Hz, puis entre 300 et 880 Hz, et enfin entre 880 et 1200 Hz. La
figure 6.17 montre les agrandissements autour des deux singularités. Pour cette configuration, la
largeur de la fenétre de la moyenne glissante est 30 Hz. Les singularités associées a la résonance
interne apparaissent nettement aux fréquences prédites analytiquement : 170 Hz et 921 Hz.
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FIGURE 6.16 — Comparaison du nombre d’onde analytique (—) et reconstruit & partir des réponses
expérimentales (— 4 —) avec plaques internes CFCF
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Plaques internes CFFF : Pour cette configuration, la fréquence fondamentale de la plaque
interne est recalculée en considérant que la découpe enléve 4 mm a la longueur de la plaque, qui
devient alors =~ 30 Hz théorique, la mesure est effectuée avec un bruit blanc compris entre 0 et 300
Hz. Les figures 6.18 et 6.19 comparent la courbe de dispersion issue du modele homogénéisé et
celle estimée expérimentalement. Pour cette configuration, la largeur de la fenétre de la moyenne
glissante est 10 Hz. Les singularités associées a la résonance interne apparaissent nettement aux
fréquences prédites analytiquement : a 29 Hz et 182 Hz.
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FIGURE 6.18 — Comparaison du nombre d’onde analytique (—) et reconstruit & partir des réponses
expérimentales (— + —) avec plaques internes CFFF
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6.3.4 Influence de la masse ajoutée sur les courbes de dispersion
Plaques internes CCCC

La figure 6.20 montre I'effet de I’ajout des masselottes sur les plaques internes en comparant
les mobilités moyennées sur les plaques. La courbe du haut est identique a celle de la figure
6.10(b). Le décalage vers les basses fréquences de la premiere zone de résonance est beaucoup
plus apparent que la seconde. Une comparaison des fréquences estimées par éléments finis et
identifiées sur les courbes de dispersion expérimentales est présentée dans le tableau 6.2.

Masse ajoutée

@ 4 grammes | 6 grammes ‘ 9 grammes
Analytique 274.9
Eléments finis | 274 150 130 105
Expérimental 275 150 128 108

TABLE 6.2 — Fréquences de résonance interne (en Hz) calculées par éléments finis et identifiées
expérimentalement en fonction de la masse ajoutée a la plaque en configuration CCCC

La figure 6.21 montre les courbes de dispersion pour différentes valeurs de masse ajoutée sur

les plaques internes. Les fréquences des résonances locales sont reportés dans le tableau 6.2. Le
décalage en fréquence se manifeste nettement sur les réponses et sur les courbes de dispersion.
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FIGURE 6.20 — Réponses moyennées : de haut en bas, sans masse ajoutée, 4 grammes, 6 grammes,
9 grammes, en configuration CCCC
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Plaques internes CFCF

La figure 6.22 montre I'effet de I’ajout des masselottes sur les plaques internes en comparant
les mobilités moyennées. Le décalage vers les basses fréquences de la premiere zone de résonance
est beaucoup plus apparent que la seconde.

Une comparaison des fréquences calculées analytiquement et identifiées sur les réponses ex-
périmentales est présentée dans le tableau 6.3.

Masse ajoutée

@ 4 grammes | 6 grammes | 9 grammes
Analytique 170.3 126.4 113.3 100.1
Eléments finis | 168 127 110 96.0
Expérimental 170 125 113 99

TABLE 6.3 — Fréquences de résonance interne (en Hz) calculées analytiquement, numériquement
par éléments finis, et identifiées expérimentalement en fonction de la masse ajoutée a la plaque
en configuration CFCF

L’effet de la masse ajoutée sur la courbe de dispersion est montré sur la figure 6.23.

0.2 ‘

S
0.2 ‘

o S SRS
0.2

0.1 |
00 100 A 260 360 460 500
0.2

ey *
0O 100 = 260 — 30(? 460 500

Fréquence [Hz]

FIGURE 6.22 — Réponses moyennées : de haut en bas, sans masse ajoutée, 4 grammes, 6 grammes,
9 grammes, en configuration CFCF
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Plaques internes CFFF

Dans ce cas, la masse est positionnée a ’extrémité libre. La figure 6.24 montre I’effet de 'ajout
des masselottes sur les plaques internes en comparant les mobilités moyennées. Le décalage
vers les basses fréquences de la premiere zone de résonance est beaucoup plus apparent que
la seconde. L’effet de la masse ajoutée sur les courbes de dispersion est montré sur la figure
6.25. Une comparaison des fréquences calculées analytiquement et identifiées sur les réponses
expérimentales est présentée dans le tableau 6.4

Masse ajoutée

@ 4 grammes | 6 grammes | 9 grammes
Analytique 29.0 18.9 16.5 14.2
Eléments finis | 30 18 16 13
Expérimental 29 19 17 14

TABLE 6.4 — Fréquences de résonance interne (en Hz) calculées analytiquement et identifiées
expérimentalement en fonction de la masse ajoutée a la plaque en configuration CFFF
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FIGURE 6.24 — Réponses moyennées : de haut en bas, sans masse ajoutée, 4 grammes, 6 grammes,
9 grammes, en configuration CFFF



6.3. PLAQUE BI-RAIDIE 139

10

1
!
al | f,=29 Hz |
i
1

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Fréquence [Hz]

0 L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Fréquence [Hz]
10
gl f =17 Hz ,

0 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Fréquence [Hz]

% 10 20 30 40 50 60 70 80
Fréquence [Hz]
FIGURE 6.25 — Courbes de dispersion au voisinage de la premiere résonance locale (a) sans masse
(—+ =), (b) 4 grammes (— + —), (c) 6 grammes (—+ —), (d) 9 grammes ( ). Modele
homogénéisé analytique (—), en configuration CFFF



140 CHAPITRE 6. VALIDATION EXPERIMENTALE

6.4 Remarques finales

Ce chapitre conclut le manuscrit par I’étude expérimentale de deux plaques : une premiere
simplement raidie avec contraste géométrique, et une seconde bi-raidie avec contrastes géomé-
trique et mécanique dimensionnée pour I'observation du régime co-dynamique.

Des mesures au vibrometre Laser ont permis de mesurer les réponses vibratoires et d’en
extraire les informations pertinentes pour valider les modeles homogénéisés des chapitres 3 et 4.
La visualisation de ces réponses permet de mettre clairement en évidence expérimentalement
la situation de résonance interne. L’identification des fréquences propres de la structure et des
résonances locales sur les réponses fréquentielles est trés cohérente avec les valeurs déterminées
analytiquement et par éléments finis, et expérimentalement sur les courbes de dispersion. La
mise en ceuvre de 'IWC sur les données expérimentales permet de reconstruire les courbes de
dispersion en flexion.

Deux points importants émergent de cette validation expérimentale : d’une part, les singula-
rités sur les courbes de dispersion sont tres nettement identifiables et en accord avec les modeles
homogénéisés, d’autre part, le systeme est décrit en considérant plusieurs conditions limites in-
ternes et des masselottes ajoutées sur les plaques pour cibler différentes fréquences de résonance.
L’effet des masses ajoutées sur les plaques internes se discerne sur les réponses, bien que celles-ci
soient d’autant plus amorties que la masse ajoutée est grande. Les courbes de dispersion ex-
périmentales et analytiques sont toutes comparables aux modeéles analytiques, et la corrélation
est tres satisfaisante. Les courbes de dispersion dans la configuration CFFF sont moins précises
car les résonances attendues sont de tres basses fréquences et s’approchent probablement de la
limite de 'TWC.

Une analyse plus approfondie pourrait fournir des regles d’échantillonnage spatial pour une
estimation optimale du nombre d’onde. Une étude sur une plaque bi-raidie contenant plus de
cellules et de points de mesure permettrait d’obtenir ’espace des nombres d’onde pour visualiser
les effets de propagation dans des directions spécifiques.



Chapitre 7

Conclusion générale et perspectives

7.1 Conclusion

Les développements présentés dans cette étude ont permis d’améliorer la compréhension du
comportement dynamique des plaques mono-raidies et bi-raidie périodiques en situation de réso-
nance interne. La stratégie adoptée a consisté a mettre en ceuvre la méthode d’homogénéisation
asymptotique, qui permet de construire rigoureusement le milieu macroscopique équivalent a
partir de la cellule unitaire. Le contraste de propriétés mécaniques entre les constituants conduit
a des situations de résonance interne. Dans ces conditions, la longueur d’onde pour laquelle le
régime dynamique est atteint a ’échelle macroscopique est la méme que celle associée a la ré-
sonance a 1’échelle microscopique. Dans ce cas, la longueur d’onde est grande par rapport a la
taille caractéristique de la cellule, et c’est cette condition de séparation d’échelles qui permet
d’homogénéiser la cellule. Les développements s’appuient sur les hypotheses de poutre élancée,
de plaque mince, et de séparation d’échelle.

La théorie de I'homogénéisation asymptotique appliquée & une plaque mono-raidie pério-
dique permet de prédire son comportement macroscopique en présence de résonance interne.
L’approche micro-macro fournit un cadre théorique pour analyser le comportement de plaques
raidies ayant de forts contrastes de propriétés mécaniques et /ou géométriques. Ces contrastes
nécessitent de considérer des situations de co-résonance et de couplage asymétrique entre la
poutre et la plaque. Ces aspects de co-dynamique et de couplage asymétrique permettent d’éta-
blir des conditions qui serviront de regles de dimensionnement. L’analyse dimensionnelle permet
alors de définir des relations entre les parametres géométriques et les propriétés mécaniques de
la plaque et de la poutre, et d’identifier des jeux de parametres compatibles avec la résonance
interne. Les possibilités proposées sont cohérentes avec un fonctionnement de poutre rigide et
de plaque souple.

En faisant 'hypothese de la séparation d’échelles, la méthode d’homogénéisation asympto-
tique aboutit & un modele analytique homogénéisé constitué des équations dont les parametres
effectifs sont déterminés explicitement & partir des parameétres géométriques et mécaniques de
la structure. Le comportement dynamique inclut plusieurs mécanismes attribués a des cinéma-
tiques inhomogenes. En effet, la résonance de la plaque enrichit les modeles équivalents par
I'intermédiaire de termes effectifs dépendants de la fréquence et associés a la plaque résonante.
La masse apparente de la plaque interne résonante n’est pas entrainée dans la méme direction
que les raidisseurs adjacents, ce qui produit des comportements atypiques liés a la masse effective
ou a l'inertie effective.

141
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Les différents comportements dynamiques mis en évidence dans la plaque mono-raidie sont :

— pour les cinématiques de flexion et torsion, deux opérateurs différentiels décrivent des
ondes pour lesquelles la plaque et la poutre sont en mouvement, et des ondes guidées
pour lesquelles seule la plaque est en mouvement,

— les ondes de flexion avec poutres actives sont affectées par le terme de masse effective
de la plaque résonante, qui prend des valeurs positives ou négatives. Cet effet de plaque
résonante se traduit sur la dispersion par des singularités associées aux modes propres
symétriques. En particulier, il apparait des intervalles de fréquences ou les ondes sont
fortement atténuées. En effet, proche des fréquences de résonance, la masse effective tend
vers 'infini et la distance de pénétration des ondes est tres faible,

— les ondes de torsion avec poutres actives sont affectées par une inertie de rotation effective
et une rigidité effective de torsion apportées par la plaque. Ces deux contributions sont
dépendantes de la fréquence. Elles se combinent de telle facon que le nombre d’onde de
torsion présente des caractéristiques atypiques, avec des fréquences de coupure et des
zones d’atténuation associées aux modes anti-symétriques de la plaque. Il est intéressant
de souligner que seules des ondes évanescentes existent en basses fréquences,

— les ondes guidées décrites par le modele de guide d’ondes inter-raidisseurs sont alterna-
tivement associées aux modes symétriques et anti-symétriques et ne sont propagatives
qu’au dela des fréquences propres correspondantes.

L’étude de la plaque mono-raidie du chapitre 3 est étendue au cas de la plaque bi-raidie
dans le chapitre 4. La plaque est alors raidie par un treillis de raidisseurs orthogonaux. Comme
précédemment, les conditions de co-résonance et de couplage asymétrique sont utilisées pour
identifier des régles de dimensionnement en fonction des contrastes géométriques et/ou méca-
niques. A nouveau, la condition de couplage asymétrique implique que le treillis impose son
déplacement aux plaques internes, et recoit en retour les contraintes des plaques internes vi-
brantes. Cela permet de traiter séparément le treillis de poutres et la plaque.

Dans un premier temps, la méthode homogénéisation de milieux discrets HPDM (Homoge-
nization of Periodic Discrete Media) est appliquée & un treillis de poutres pour construire le
milieu continu équivalent a partir d’une cellule unitaire. Cette méthode est analytique et permet
d’identifier 'opérateur différentiel associé aux vibrations transverses du treillis. En utilisant ’hy-
pothese de séparation d’échelles, les développements de Taylor des efforts nodaux d’une part, et
les développements asymptotiques des variables d’autre part, permettent de construire 1’équa-
tion du mouvement de la structure. L’équation obtenue est cohérente avec la nature orthotrope
de la grille. Le modele statique fait intervenir les rigidités de flexion et de torsion des raidisseurs
dans chacune des deux directions ainsi que le couplage flexion/torsion. L’extension de ce modele
en dynamique fait apparaitre un terme d’inertie et un terme d’inertie de rotation. Le modele de
treillis est alors ’équivalent en deux dimensions d’une poutre de Rayleigh.

La seconde étape consiste a examiner le couplage entre les plaques internes et le treillis. La
dynamique des plaques internes soumises, sur leur contour, au déplacement transverse du treillis,
est prise en compte par 'intermédiaire de parametres effectifs. De la méme maniére que pour la
plaque mono-raidie, a ’échelle d’une cellule, la masse de la plaque interne résonante n’est plus
entrainée dans la méme direction que le treillis. Cet effet est contenu dans des termes de masse
effective, d’inertie effective, et de rigidité effective. L’introduction de ces termes de couplage dans
le modele de treillis dynamique est détaillée en s’appuyant sur les résultats du chapitre 3. Une
différence par rapport au cas mono-raidie est toutefois mise en évidence.
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Puisque I’équation de flexion de la plaque équivalente au treillis inclut les mécanismes de
flexion et de torsion, la propagation des ondes de flexion est affectée non seulement par la masse
apparente des plaques internes, mais aussi par leur inertie de rotation et leur rigidité de torsion
effectives. Le modele de flexion de la plaque bi-raidie est donc enrichi par trois parametres effec-
tifs. En revanche, la cinématique associée aux modes guidés est perdue. La courbe de dispersion
associée a la propagation des ondes de flexion dans les raidisseurs présente des singularités.

Différentes conditions limites sur les plaques internes sont envisagées pour placer la réso-
nance interne sur un intervalle fréquentiel plus large : plaques internes encastrées sur deux cotés
opposés et libres sur les deux autres (CFCF), encastrées uniquement sur un coté (CFFF), et
encastrées sur leur pourtour (CCCC). L’ajout de masselottes sur les plaques internes est un
autre moyen de modifier les fréquences de résonances. Deux formulations analytiques sont alors
proposées pour les cas CFCF et CFFF. Les racines issues de ces équations sont comparées a
un calcul de fréquences propres par éléments finis, pour différentes valeurs de masse ajoutée
n’excédant pas le poids de la plaque interne, et la concordance est excellente. Ces formulations
sont directement introduites dans ’expression des parametres effectifs et permettent d’obtenir
la courbe de dispersion de maniere analytique pour différentes valeurs de masse ajoutée.

Les estimations des modeles homogénéisés de plaques mono- et bi-raidies construits aux cha-
pitres 3 et 4 sont ensuite comparées a des diagrammes de dispersion obtenus par la méthode
propagative WFE. Toutes les branches du diagramme de dispersion sont identifiées a partir du
modele homogénéisé et chacune d’entre elle est décrite par une équation de dispersion établie
analytiquement sous forme directe et explicite. La pertinence des modeles homogénéisés est
ainsi démontrée pour trois dimensionnements réalistes incluant des contrastes : deux dimension-
nements de plaques mono-raidies et un dimensionnement de plaque bi-raidie. Dans le cas de la
plaque mono-raidie, le modele analytique décrit bien les résonances locales apparaissant sur les
branches de flexion et de torsion, ainsi que les fréquences de coupures des ondes de torsion et
des modes guidés. La méthode IWC est aussi mise en ceuvre sur les réponses calculées par le
modele homogénéisé, et permet de reconstruire la courbe de dispersion de flexion affectée par la
résonance interne. Concernant la plaque bi-raidie, les prédictions du modele homogénéisé sont
validées pour différentes conditions limites de plaques internes, pour le treillis seul, et pour dif-
férentes directions de propagation, a l’aide de la transformée de Fourier bi-dimensionnelle et de
I'TWC. Cette validation montre que les effets de dispersion atypique sont correctement prédits
par le modele.

Enfin, la validation expérimentale proposée s’appuie sur deux maquettes : une plaque mono-
raidie entierement faite d’aluminium, et une plaque bi-raidie dans laquelle un treillis en alumi-
nium vient rigidifier une plaque en plexiglas. La mesure du déplacement hors-plan au moyen
d’un vibrometre laser permet de mesurer les réponses vibratoires de la structure. L’observation
préalable des réponses confirme les caractéristiques modales estimées par le modele. Une mé-
thode de corrélation par ondes inhomogenes permet d’estimer les nombres d’onde associés aux
vibrations de flexion de chacune des deux plaques étudiées. L’effet des résonances locales sur
le nombre d’onde est nettement identifié expérimentalement et la concordance avec les modeles
homogénéisés est tres satisfaisante. La validation est étendue aux différentes conditions limites
de plaques internes décrites théoriquement, et pour différentes valeurs de masse ajoutée. Pour
chacune des configurations étudiées, les résultats expérimentaux valident les modeles homogé-
néisés développés dans cette these.
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7.2 Perspectives

Etant donné le large champ d’application des plaques raidies ou des matériaux composites
périodiques, il serait intéressant de poursuivre ’étude autour des axes suivants :

Le modele de treillis de poutres a été construit avec des éléments de type Euler-Bernoulli.
Cette modélisation est correcte en basses fréquences. Cependant, si la longueur d’onde de flexion
de I'élément poutre devient de 'ordre de grandeur de la taille caractéristique de section, alors
le mécanisme de cisaillement n’est plus négligeable et la description d’Euler est insuffisante.
En conséquence, considérer des éléments de type Timoshenko au niveau local permettrait de
repousser la limite de validité du modele en hautes fréquences, ou de considérer des éléments
pas nécessairement élancés.

Pour les structures de type treillis, en appliquant la méthode d’homogénéisation des milieux
périodiques discrets, il n’y a pas de difficulté théorique a identifier le modele continu équivalent
a 'ordre dominant. La prise en compte des termes d’ordres supérieurs permettrait d’étendre le
modele a des cas dans lesquels la séparation d’échelles est faible.

L’analyse de l'influence de la cellule unitaire de différentes géométries ou matériaux sur le
comportement dynamique permettrait d’identifier les situations introduisant de I’anisotropie
dans le treillis. Un treillis constitué de cellules hexagonales serait une premiere étape vers la
modélisation de plaques en nid d’abeilles bi- ou tri-dimensionnelles (Cartraud (2003)).

Une autre perspective serait la conception de plaques sandwich ou stratifiées avec résonance
interne. Il est possible d’introduire des résonateurs locaux de différentes natures : des systémes
masses-ressort, des patchs piézoélectriques, des résonateurs de Helmholtz (sur une plaque avec
des cavités internes résonantes, débouchantes ou non). Tous ces aspects sont traités dans la
littérature, mais souvent d’un point de vue exclusivement numérique. L’avantage de ’homogé-
néisation est d’accéder a des modeles permettant de dimensionner des résonateurs performants
a des fréquences spécifiques, ou de prédire le comportement vibroacoustique de structures déja
existantes.

Le modele présenté pour les plaques raidies planes pourrait étre étendu a des géométrie cy-
lindrique. Les modeles éléments finis de plaques raidies incurvées ou cylindriques fournissent de
nombreux résultats montrant les courbes de dispersions. Cela peut constituer une base de travail
pour vérifier la validité d’un modéle homogénéisé.

L’obtention de modeéles analytiques permettrait d’étudier la sensibilité de différents indica-
teurs vibroacoustiques, comme la puissance rayonnée ou le facteur de pertes par transmission,
en fonction de la géométrie de la plaque, des matériaux utilisés, et surtout de I’amortissement,
qui est une question centrale lorsqu’il s’agit d’applications pratiques. Ces études permettraient
de quantifier I'effet de la résonance interne sur le rayonnement acoustique, et d’évaluer la per-
formance de panneaux a résonance interne pour ’absorption acoustique.
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Annexe A

Modeles asymptotiques

A.1 Homogénéisation d’une poutre composite

La structure étudiée est une poutre composite illustrée figure 2.1 et chacun des deux segments
est modélisé comme un élément poutre de type Euler. Les équations d’équilibre d’efforts et de
moments, ainsi que les équations constitutives de la poutre d’Euler sont :

oT 0%u
T pS—— = —?%pS Al
oM
—+T=0 A2
5 (A2)
0%u
M=FEI— A3
52 (A.3)
En prenant z = ey, le développement asymptotique choisi est de la forme
u(z,y) = ul(z,y) + eul (z,y) + Eu?(z,y) + . .. (A.4)
et I'opérateur gradient se transforme et s’écrit alors
0 0 n 4 0 it 0? 0? 49! 0? n 07
— =—+4¢€ — soit : — = — € € ‘—
Oxr Ox oy ox? 0z Oxdy Oy?

Les équations (A.2) et (A.3) deviennent :

M = e 2EI(y) 0?u? 0*ul 0?u? )

MBIy | 5 20—
Oy? te (v) Oy? + Oxdy

0?u? ?ul 9O 9%ud u? 0%l
0 1
+ P EI(y) <8y2 2t ) + ' El(y) <8y2 2ot ) ...

(A.5)
Le moment est alors ré-exprimé comme M — ¢ 2M 2+ e "M~ + OMO + M1 4+ ...
0 0 0
- T = _37]\4'_2 —2 7M—1 7M_2
€ oy + € <8y + 9z
0 0 0 0 0 0
-1 0 -1 0 1 0 1 2 1
— M "+ —M — M+ —M — M+ —M ... (A6
+€ (ay + o >+e (6y + o >+e (ay + o >+ (A.6)
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L’effort tranchant est alors ré-exprimé comme T' = ¢ 3T 3 + e 2T 2 + e 1T 1 4+ 070 4 . ..
Au plus petit ordre : M =2 et T3 sont donnés par (A.2) et (A.3), et en utilisant (A.1),
on a %T_?’ =0 d’ott T73(z) est une fonction de x. En utilisant I’équation (A.2), on a

0 -

T3(x) = ay

d’ou M™% = yT73(z) + M %(x)

Du fait de la périodicité sur une cellule de longueur I : M(y) = M (y + 1)
YT () + M) = (y + DT 3(2) + M~2(2)

0=IT"3(x)

donc T—3(z) = 0. Aussi, M ~2(x) est une fonction de z :

o, 0 0
oy ‘@(E”y) ay?)

et ’équation (A.5) donne :

_ 0*ul M=2(z)  0%u° ou® P M2 (x) oul(0)
M™%(z)=EI = — = dy +
(@) ) Oy? El(y) oy oy~ Jo Elly) T oy
—_——

En utilisant la condition de périodicité :

ou’(0)  ou’(l) g Lo B
dy Oy - oM (x)/o By ™ ~°
donc
—2 auo 0
M™*(x) = 0; Dy a(x); w =ya(z) + b(x)

d’ott u’ = u’(z) et %—1;0 =0. Aubilan, T3 =0, M2 =0

A Dordre suivant , le raisonnement est exactement le méme avec 7-2,M ! et u'. De ma-
niere similaire, le bilan donne 772 =0, M~ = 0.

A Yordre suivant : avec ’équation (A.1), on a

o 1
a7 =0

d’ott T71(x) est une fonction de z. Avec I’équation I’équation (A.2), on a
T Yz)= M dott  M°(z,y) = yT~Y(x) + M°(x)

Du fait de la périodicité
T Yz)=0

et M%(x) est une fonction de z. Avec I’équation I’équation (A.5)

0u? 62u0> MO(z) B 0*u’  0%u?

o oa? B

M) = E1) BT~ =
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ou? /y MO%z) 9% ou?(0)
dy o LEI(y) Ox? Oy

qui devient, en utilisant la condition de périodicité

11 0%u’
0 — — =
M)y /0 Bl ™~ gz =0
2

ou
u?(z,y) = vy O+ u?(0)

d’on u? = u?(z).
A Dordre suivant : avec I’équation (A.1), on a B%TO = 0 d’ott T%(x) est une fonction de .
L’équation (A.2) donne d’une part

0 0 0

—M'+ —M°z)=0 —M°=0
oy + Ox (z) ox
et ’équation (A.5) donne d’autre part
0*ud  0*ul
1 —
M*(x) = El(y) < 92 + 8552)
Du fait de la périodicité,
1 0?ut ou? ou?
Ml — =0: N =0 3 — 3 0
@ gr)~ gz =0 @ =0 )=y @+ w0)

d’ot u? = ud(x).
A P’ordre suivant , en utilisant ’équation (A.1), il vient

2 l l l 2
Oy Dqo_ g0, / 9 +6/ - [ psdt g
0

y oz ot?’ Dy oz Jo o Ot?
0

il reste 70 52,0
T U

——<pS>—=0
T

Avec I'équation (A.2), on a

EMO — _TO
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A.2 Développements pour 1’élément poutre B

A.2.1 Formulation du probleme

La cinématique de poutre est contrainte par le fait que les contraintes tangentielles sont
négligeables sur 05, — I'y. Le vecteur normal associé au contour 95 est n = nqa,, d’ou :

O1aNa = 0/0Sy avec O1a = (O, U1 + Op, Uq)

Puisque 0,01 = O(u1/1) et Oy, Uq = O(tq/L), 'annulation de la contrainte tangentielle o4
on 0S5 implique, pour les composantes de © = u1a; + Uaa, :

0 <ﬂll) -0 <ﬂLa> donc  O(ii1) = 0(iia)

Les déplacements suivant ’axe sont alors d’un ordre inférieur par rapport aux déplacements
transverses. En conséquence, les déplacements sont normalisés en écrivant u; = eyu; de sorte
que O(u1) = O(uq) :

U= €uia; + Ual, (A.7)

Conformément & la géométrie de la poutre, les tenseurs de déformations e et de contraintes o
se décomposent en trois tenseurs réduits : A = Aya; ®a; +(Ar®a;+a; ®AT)1—45 avec Ay = Aqy
la contrainte/déformation axiale (scalaire), Ay = Ajna, sont les contraintes/déformations hors
du plan de la section (vecteur), A ¢ = Aap (an ®ag+ag ®a,) sont les contraintes/déformations
dans le plan de la section (tenseur). La loi constitutive élastique linéaire isotrope est o = A\tr(e)+
2pe, et en notant I, = e; ® ey + €3 ® e3 le tenseur identité dans la section, les tenseurs de
contraintes réduits deviennent :

on = A(tr(eg) +en) +2ueny  op=2pep oo = A(tr(eg) +en)Ly + 2ueg

L’équation d’équilibre local inclut les forces volumiques b et les forces de contact f (f = fr

sur [fet f=f" sur['}):

div,(0) =b dan S,  ; (A.8)

IS

- 0 sur 9S, — I
- [ osur Ty

Exprimé dans la forme a double-échelle , (A.8) se sépare en un équilibre scalaire suivant ’axe
de la poutre (selon a;) :

Oon
Ory

0 oS, —T
+ ¢, 'divy(or) = bia; dans S ; or.n = U Oob R (A.9)
fi1 sur Iy

et un équilibre vectoriel dans le plan de la section (dans le plan (ay,as)) :

dor 1. 0 sur 95, — T
— +¢, div,(0,) = baa, dans S ; g.,n= A.10
Oz, b 7y(:5) - b =5 {faaa sur I ( )

Pour satisfaire la séparation d’échelles, les termes de chargement b et f doivent étre intro-
duits aux ordres by = eybl, b, = e%bi, fi= eg 2 fa = e% f3. En conséquence, les trois premiers
problemes issus de ’équilibre local sont identiques au cas statique non chargé. En dynamique,
le terme de forces volumiques b dans (A.8) donne b = —pw?u ol la composante axiale est portée

par u} et la composante transverse est portée par ul, telles que bl = —pw?ul et b2 = —pw?ul.
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Les équilibres globaux de forces et de moments agissant sur la section sont obtenus en
intégrant les équilibres scalaire et vectoriel sur la section de la poutre S;. Cela définit Na,
l'effort normal N = be onds et leffort tranchant I’ = Tha, = be ards. Le moment de
flexion autour de y2 et y3 : M = Mya, = be gaaNds,a = 2,3 , et le moment de tor-
sion autour de z1 : My = |, 5, YN ords. Les équilibres globaux pour l'effort normal et les
efforts tranchants, les moments de flexion et de torsion, sont écrits dans la direction axiale
a; : % = be bids + be fidy ; Cfi—%l = [ry A ba, et dans les directions transverses (a,as) :
5—% = (fsb bads + be fady)ay, ; j—% —-T = be biyds + be fiydry. Pour obtenir la description
complete, il reste a établir les lois constitutives.

A.2.2 Comportement asymptotique

L’objectif est ici de construire le comportement de poutre par 'approche asymptotique.
Chaque champs du probléme (déplacement, contrainte, déformation) est cherché sous forme
d’un développement asymptotique en puissances de ¢,. En raison de la condition (A.7), les
équations d’équilibres et les conditions limites contiennent des termes en puissances paire (A.9)
ou impaires (A.10) de €. Il est alors suffisant de développer u; en puissances paires de €, :

[e.e] oo oo
= E ' (euitay +ua,), avec @y = E Tt et 1 = E eFiy? (A.11)
i=0 1=0 1=0

De ce fait, les tenseurs réduits dans I’axe et dans la section (respectivement tangentiels) sont
développés en puissances impaires (respectivement paires) de € :

en = e;eg\l,) + eieg\?;) +... oN = eb_laj(v_l) + ebaj(\}) +...
S D . D B
eg = eglgg_l) + e;gg) +... gg= eljlggl) + eigg) + ...

Ces expressions (A.11) sont ensuite introduites dans les équations d’équilibres (A.9) et (A.10).
Cela donne une suite de la forme ), ef)Pi = 0,Ve, << 1, qui implique de résoudre successive-
ment des problemes de la forme P’ = 0. La résolution est faite en traitant alternativement un
probleme dans 'axe et dans la section.

Le premier probléme issu de (A.10) a lordre eb*Q exprime ’équilibre dans le plan de la
section du tenseur Ugl, sans force externe :

dﬂy(ggl) =0 dans Sp; ggl = 2,&%;1 + )\(tr(ggl))lg ;1.@ =0 sur 95,

IS

La résolution montre que le déplacement u° & I'ordre 0 est un mouvement de corps rigide de la
section dans son plan, i.e. translation U° et rotation Q la;.

u’ =ula, = U2x1)a, + Q2 ay Ay

o2

Par conséquent, egy (u®) =0, ggl =0et 0;,1 = 0. Comme la translation et la rotation sont deux
mécanismes indépendants, on peut considérer que Q=1 = 0.

Le second probléme issu de (A.9) a lordre egl exprime 1’équilibre axial de la section.
Puisque 0;71 =0, alors :

divy(a}) =0 dans Sp; b = w0y ui + 0x,U)ag o%n=0 sur 95,
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dont la solution est coherente avec la cinématique d Euler- Bernoulh u! = ula avec ul = —y,0,, U+
Ui (z1), tel que QT =0et QT = 0, et finalement g =0et g = 0.

Le troisiéme probléme issu de (A.10) a 'ordre eg porte sur I'équilibre dans la section du
tenseur o T

dﬂy(gls) =0 dans Sp; gls = Q;ng + )\(tr(gg) +eh) s g}g.@ =0 sur 95

La résolution donne glg
O'le et yao']lv sur S donne respectivement 'effort normal N et la loi Constltutlve des moments
de flexion M :

—VeNI et O'N = EbeN ou eN = 8x1u1 et a = 0. L’intégration de

d2U0
M= / ONYadsa, = —Eplpa——>a,
S

d
N = aNds = EpSy—— Ul 7
931

Sp dx 1

Le quatriéme probléme issu de (A.9) a l'ordre €, concerne ’équilibre dans le plan de QQT
en présence d’'un terme dynamique et d’une force de contact sur I :

0 oSy, — T

Op 0N +divy(a7) = —pw?uj dans S, 03 = w0y ui+05, U)ay, ohn = SHE O TR
fi1 osur Ty

L'intégration de I'équilibre axial sur S donne 0y, [y, oh + Is, divy(07) = —pw? [g ui. De

plus, en notant :

/ divy (o) = / ornr, = | fi
Sh Ty Ty

avec ng la normale sortante a la section (de valeur 1 sur Fbi), on obtient ’équilibre axial
selon a; :

a:v1]\7+ fi= —pr/ u%
Iy Sh

De maniere similaire, I’équilibre des moments s’obtient en multipliant 1’équilibre axial par
Ya, €t son intégration sur S, amene :

8:1:1/ yaO'le+/ yadivyg’%: —prbOJ2/ yau%
Sb Sb Sb

En remarquant

/ Yadivy(a7) = / divy(yao?) — / orgrad (y.)
S S Sp Y

/ dwy(yag%) :/ ya(a%.%):/ Yo f1,
Sp Ty Ty

/ orgrad (ya) = / 0t = Lo
Sy Sp

ce qui donne les moments suivant a,,

89;1M+/ Yaft — Ty = pw2/ yuy
Ty Sh

D’une part

et d’autre part
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Le terme d’inertie est spécifié en précisant que

oU9 ou? ouo
1 B 1 a 2
U] = o Ui (z = / 5 = Eplpa
/Sby 1 /Sb< yyﬁal Y 1( l)) o Sby bLb o

Le cinquieme probléme issu de (A.10) & I'ordre € porte sur équilibre dans la section du

3
tenseur Ty

Opy 07 + div, (o) = —ppw’ (Uag,) dans S, g

L’intégration sur la section S, donne
/ Ouy 07 + / div, (03) = —ppSpw’Uaa,,
Sb Sp
D’une part, le premier terme est 0., T, et d’autre part :

/ divy(“i):/ g:;”F: fatq
Sy Ty Ty

Le terme a,, représentant la dynamique transverse apparait dans ’éffort global sous la forme :
00, Lo = —ppSywUay, — | faly
Iy

Pour résumer, les équations d’équilibre pour la compression, les moments de flexion, 1’équi-
libre des moments suivant a,, et I'effort global sont :

0T+ | fatq = —ppSyw? UL (1)

T

811N+ fl = _pw2/ u% ’
Sp

b 1 ; ax1M+/ yafl _Ia =0 (A.12)
aUu Ty
N = E,S,—+
" day M= gy, %l
V= —Lplp

2
dx]



158 ANNEXE A. MODELES ASYMPTOTIQUES



Annexe B

Découplage des problemes plan et
hors-plan

Cette annexe présente des détails de calculs associés a la modélisation du treillis de poutre
(section 4.2). L’objectif est de montrer que le probléme hors-plan est indépendant du probleme
plan. L’élément poutre de type Euler est schématisé sur la figure B.1.

(o) [ [0] e
A, Ao L om ek TS

F1GURE B.1 — Notations pour un segment du treillis : (gauche) variables associées aux six degrés
de liberté de chaque extrémité; (droite) efforts et moments associés

Le probleme plan met en jeu les variables cinématique (uj,uz,63) associées aux efforts
(N1, T, M3), et le probleme hors-plan met en jeu les variables cinématiques (ug,61,602) asso-
ciées aux efforts (My, T3, M3). En rappelant que les vibrations longitudinales sont régies par

% = pSwu(s)  N(s)=-ESS S = _a2ys)

2 pSw?
o =
ES

les expressions des efforts aux noeuds sont écrites de manieére compleéte :

o __ GIy o _pe . (N ESa o e
MY = sin(wl)( T cos(yl) — 67) ; NY = sin(al)(ul cos(al) — uf) (B.1)
3
T3 Elo (ug(cosh(dl) sin(6l) + sinh(dl) cos(d1))

T 1- cosh(0l) cos(dl)
— us(sin(6l) 4 sinh(d1)) + %(sin(él) sinh(d1)) — %(— cosh(dl) 4 cos(dl))) (B.2)

L’effort T¥ s’obtient en remplagant u$, u§, 05, 05 par u$, u$, 05, 05 respectivement.

159
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- EI6? (
"~ 1 — cosh(61) cos(61)

M3 ug(sin(d1) sinh(d1)) + u§(— cosh(dl) 4 cos(dl))

o

+ %2(— sinh(07) cos(01) + sin(dl) cosh(dl)) — ?(Sin(él) — sinh(d1))) (B.3)

Le moment Mg s’obtient en remplagant u$, u§, 09, 05 par ug, us, 63, 05 respectivement. Les déve-
loppements de Taylor des expressions précédentes sont donnés ci-dessous ; les premiers termes
de ces développements sont des termes statiques, suffisants pour établir des modeles en statique,
tandis que les termes dépendants de (6,7, a) sont des termes dynamiques.

e GI~?l GTIH*3

Mg = =50 - 09) + (207 +07) + =5~ (807 +701) + O(v") (B.4)
s ES, . . ES*,_ . . ES'B_ . 4
, 28I, .  6EI, . FEIS%,_ . o EISYZ .
I3 = —5— (ug —ug) + 7(92 +63) — T(%U:a + 9ug) — W(QQ% — 1365) + O(6")
(B.6)
, 6BI - 2BI . BI§Y oy B 4
Mg = —5=(u§ —ug) + —— (203 +03) — — 50— (13ug + 22ug) — — o (=303 +463) + O(&")

(B.7)

Les couplages entre les efforts et les variables cinématiques sont montrés en écrivant les
expressions ci-dessus sous forme matricielle (B.8). Cette matrice est écrite pour un élément
poutre dans son repere local et les différents blocs sont associés aux mécanismes d’extension
dans l'axe de la poutre, flexion dans les deux directions transverses, et torsion autour de 'axe
de la poutre. En réécrivant cette matrice en fonction de sommes et des différences de variables
cinématiques, la matrice statique (B.9) devient presque diagonale. L’avantage est de mieux
comprendre les mécanismes. De plus, en dynamique, I'effet inertiel intervient et vient remplir
la matrice (B.10). En effet, les développements limités des sommes et des différences des efforts
(normaux et tranchants) et des moments (torsion et fléchissants) permettent de savoir a quel
niveau émerge la dynamique et sur quelle gamme. Par exemple, si les angles de rotation aux
extrémités sont identiques, il n’y a, en statique, pas d’effort tranchant, ce qui n’est pas le cas en
dynamique puisque 'effet d’inertie apparait.
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Matrice de rigidité associée a 1’élément poutre :

0 e 2ES 0 e
NY + Nj I uy —ug
N N L 2IET 2ET uf iy

(9] e o e

[0 e o e
T3 — T3 0 U3 + U3
Mg + Mg 2L 03 — 05

P e 12E1 6EI o 1 pe
M- 0B E l HET OET 05+ 05 (B.9)

[0 e o e *
19+ T3 3 2 Ug — U
19 —T§ 0 ug + us
M3 + Mg —2];31 05 — 05

0 _ e 12E1 6E1 o e
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