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Abstract

OPEN ACCESS
The hydraulic systems that distribute water to users have an important role in their quality

of life. For this reason, the precise determination of the friction factor in pipes is of great
importance in the design of water distribution networks because it directly influences the
calculation of pressure drop (head losses) in hydraulic systems. The objective of the present
work was to evaluate in an experimental manner different correlations that describe, in an
explicit form, the friction factor in a pipe under turbulent flow and the implicit Colebrook-
White correlation. This was done by comparing the numerical values predicted by the
correlations in regard to the experimental value, finding that the Colebrook-White DOL: o

correlation predicts the friction factor with the lowest error percentage among the 27 10.23967/}.rimni.2019.01.001
correlations studied. For the solution of the Colebrook-White equation the Newton-Raphson
method was used, given that it presents a recurrent structure that can be taken to
algorithms and quickly solved by computer programs. In this work, a tool was developed in
the C ++ programming language to solve the Colebrook-White equation.
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Resumen

] ) 1. Introduccién
Los sistemas hidraulicos encargados de la distribucién de agua

a los usuarios tienen un rol importante en su calidad de vida.
Por ello, la determinacién de manera precisa del factor de

En la actualidad el manejo de los recursos hidricos es
importante, por lo tanto los sistemas hidraulicos que lo

friccion en tuberias, es de gran importancia en el disefio de
redes de distribucién de agua debido a que influye
directamente en el calculo de caidas de presién (pérdidas de
carga) en los sistemas hidraulicos. El objetivo del presente
trabajo fue evaluar en forma experimental diferentes
correlaciones que describan, mediante una forma explicita, el
factor de friccion en una tuberia bajo flujo turbulento y la
correlacién implicita de Colebrook-White. Esto se realizd
mediante la comparacién de valores numéricos predichos por
las correlaciones respecto al valor experimental, encontrandose
que la correlacion de Colebrook-White predice el factor de
friccibn con menor porcentaje de error de las 27 correlaciones
estudiadas. Para la solucién de la ecuacién de Colebrook-White
se utiliz6 el método de Newton-Raphson, dado que ésta
presenta una estructura recurrente que puede ser llevada a
algoritmos y resuelta rapidamente mediante programas
computacionales. En este trabajo se desarrollé una herramienta
en lenguaje de programaciéon C++ para resolver la ecuacién de
Colebrook-White.

Palabras clave: Factor de friccion, ecuacion de Darcy-Weisbach,
ecuacién de Colebrook-White, caida de presién en tuberias,
correlaciones para evaluar factor de friccion

distribuyen a las personas, tienen un rol fundamental [1]. En los
sistemas hidraulicos, especificamente en las tuberias y
diferentes singularidades, siempre ocurre friccién, ocasionando
caidas de presion en el flujo a lo largo de su trayectoria. Es
importante conocer esta caida de presion, para una apropiada
estimacion de las presiones de trabajo en los sistemas
hidraulicos, por ello se han efectuado diferentes estudios para
su determinacién y evaluacién [2]. Por ello, la determinacién de
manera precisa del factor de friccién en tuberias es de gran
importancia en el disefio de sistemas de conduccion y
distribuciéon de agua [3]. En el disefo, la longitud de tuberias
permanece como parametro constante e independiente del
factor de friccién en los distintos tramos de las redes de agua.
En contraste a esto, varios pardmetros tales como el didmetro
de la tuberia y el factor de friccion varian durante la vida util de
las conducciones [4]. Al realizar el andlisis de las pérdidas de
carga en los sistemas de distribucién de agua, se debe tener en
cuenta que el factor de friccién es calculado para tres estados
del flujo, esto es, flujo laminar, transicién y turbulento. Para el
flujo laminar el factor de fricciobn es expresado en forma
explicita a través de una simple ecuacion (1)
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f=8 (1)

Donde f es el factor de friccion de Darcy-Weisbach y el valor Re
es el nUmero de Reynolds, que es calculado como se presenta
en la ecuacion (2):

Re=Y-D )

Donde V, Dy u corresponden a la velocidad de flujo promedio
en la tuberia, el didmetro interior de la tuberia y la viscosidad
cinematica, respectivamente.  Colebrook y White (1937)
establecieron para el flujo turbulento la relacién entre las
variables fy Re que es mostrada en la siguiente ecuacién (3) no
lineal [5]:

3)

«/Lf = 21og(Reﬁ) -0,8

Posteriormente, para flujos en transicién y turbulentos, f esta
relacionado con el valor de Re y &/D (rugosidad relativa de la
tuberia) como se presenta en la ecuacion (4) [6]:

e/D , 2,51 ] (4)

1 _
A R

Se puede ver claramente que las ecuaciones (3)y (4) son
expresiones implicitas que requieren una solucién numérica
iterativa para estimar de manera precisa el factor de friccién y
requiere de la aplicacibn de métodos numéricos para su
solucion. En efecto, la ecuacién (4) habitualmente es llamada
ecuacién de Colebrook-White. En este trabajo se ha utilizado el
método de Newton-Raphson para resolver dicha ecuacion [7]
[3], que es ampliamente empleado para este tipo de
resoluciones. Como alternativa a la resolucién de la ecuacién
implicita, varias investigaciones han sido desarrolladas para
aproximar una solucién explicita para la ecuaciéon (4). Por
ejemplo, Anaya-Durand y colaboradores (2014) evaluaron
diferentes correlaciones explicitas que predicen el factor de
friccion para un fluido en una tuberia, mediante la comparacion
de valores numéricos de dichos factores respecto a la ecuacion
de Colebrook-White [2]. Winning y Coole (2013) en su estudio
revisaron 28 ecuaciones explicitas para el calculo del factor de
friccién considerando tanto la precisién de la ecuacién implicita
de Colebrook-White y la eficiencia computacional de las
ecuaciones explicitas [8]. Estos métodos numéricos de solucion
presentan estructuras recurrentes que pueden ser llevadas a
algoritmos y resueltas rapidamente mediante programas
computacionales. En el presente trabajo se desarrollé un
programa en lenguaje C++ para resolver la ecuacién de
Colebrook-White. El lenguaje C++, fue desarrollado por Bjarne
Stroustrup  (1990) y es una extensién del lenguaje de
programacion C, incorporando el concepto de programacién
orientada a objeto, es por ello que desde el punto de vista de
lenguajes de programacién orientados a objeto, es un lenguaje
hibrido. En dicho sentido el término “C++” significa “incremento
de C"y que por lo tanto es una extensiéon de C [9]. Asi, el
objetivo del presente trabajo fue efectuar la evaluacion
experimental de correlaciones para el calculo del factor de
friccion para flujo turbulento en tuberias cilindricas
implementado en laboratorio una experiencia.

2. Materiales y métodos

https://www.scipedia.com/public/Olivares_et_al_2019a

2.1 Equipo experimental y procedimiento

Las mediciones se realizaron en el Laboratorio de Hidraulica del
Departamento de Ingenieria en Obras Civiles de la Facultad de
Ingenieria de la Universidad de La Serena. En la Figura 1 se
muestra el sistema para determinar el factor de friccion
experimental f,,, utilizando la ecuacion (6) de Darcy-Weisbach.
Este sistema consiste en una bomba centrifuga (REGGIO, STM
50), una tuberia de PVC PN-10 de 26 mm de didmetro interior y
codos cortos de PVC de 90°, tees de PVC, dos conectores de
acero para instalacién de las conducciones del mandmetro
diferencial, vélvulas de globo y un estanque graduado de
descarga para medir el volumen. También se utilizd6 un
mandmetro diferencial (PSE-910) y un cronémetro (KENKO, KK-
2802). Se midi6 el caudal usando el método volumétrico, para lo
cual se realizaron 5 mediciones, y en cada una de ellas se
verificé el largo o distancia entre los puntos de control de
presion (L), junto con el didmetro interior (D) y la rugosidad (g)
de la tuberia. En el estanque acumulador de agua con control
de volumen, se midié el tiempo (t) que demoraba en llenar 20
litros. De esta forma con la ecuacién (5) se puede determinar la
velocidad de escurrimiento al interior de la tuberia.

()

V=

MANGMETRO
DIGITAL

PUNTO
CHEQUEO &
PRESION

A

PVC Dint 28mm
LONGITUD 3.60m

PVC Dint 26mm
LONGITUD 1.00m
PVC Dint 26mm

)
PVC Dint 26mm LONGITUD 1.05m

LONGITUD 1.50m

BOMBA ESTANQUE
ACUMULADCR

ESTANQUE
ACUMULADOR

Figura 1. Esquema del Sistema Experimental para determinar el factor de friccién.

Donde Ves la velocidad de escurrimiento en (m/s), Vol es el
volumen igual a 0,02 m> tes el tiempo en (s) que demoré en
llenar el volumen antes indicado, D es el diametro interior de la
tuberia igual a 0,026 my 1t es igual a 3,1416. Al mismo tiempo
se midi6 la diferencia de presién (h) en el mandédmetro
diferencial. Los valores obtenidos se reemplazan en la ecuacion
(6) para poder determinar f,,,

=hxDx2xg (6)

fex‘p L sz

Donde g es la aceleracion de gravedad igual a 9,8 (m/s%) y L es la
longitud de tuberia recta entre los puntos de control de presion
correspondiente a 1,0 m.

2.2 Correlaciones explicitas para el factor de
friccidon encontradas en la literatura

En la Tabla 1 se presentan varias correlaciones reportadas en la
literatura utilizadas para calcular el valor del factor de friccién.

Tabla 1 Correlaciones para determinar el factor de friccion

N° Modelo Correlaciéon Rango de Aplicacién

Filonenko [10]

£=[1,82 log(Re)-1,64] 2 4x103<Re<1x108
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2.3 Calculo del factor de fricciéon en la ecuacién
implicita de Colebrook-White

La ecuacion (4) de Colebrook-White es ampliamente utilizada
para determinar el factor de friccién para flujos turbulentos en
tuberias rugosas. Se puede apreciar que la ecuacién (4) esta

14 | S.E.Haaland £\111 )2 4x103<Re<1x108 expresada en forma implicita para fy requiere una solucién
[19] f={-1,8 log [(%) +R’e]} iterativa para determinar su valor. El método que es adecuado
1x1075<¢/D <0,05 para encontrar una raiz y que ésta sea estable, es el método de

15 | Manadilli [20] 5 235<Re<ix10? Newton-Raphson. La solucién aproximada del método se basa

en el siguiente algoritmo:

&/D
16| R t al £ 3 3 f :f_g(fn) (7)
omeo et al. _{ . ’ £ son ]}*2 3x103<Re<1x10 n+1 =~ Jn g(f )
[21] f=\72 18 | 377065 "Re A "
0<¢g/D <0,05
_ 1 (¢ 4567 En el método de Newton-Raphson, la ecuacién (7) es utilizada
A=log| 3555 (5 ) "Re 108

para calcular el factor de friccion a partir de un valor inicial dado

0,9924 5,3326 09345)] R N L X L, X
((77913 &) *(m) y que permite estimar el siguiente valor de iteracion, con el fin
17 [ Colebrook-whit L 125t e de encont'r’ar la solucién a la ecuacion (4) del factor de friccion.
e 6] 7’ °g’ \/f 37 ] La ecuacién (4) de Colebrook-White puede reordenarse
reemplazando el valor de F=1//fy ser expresada mediante una
18 | Sonnad and 1 0,4587Re .z .
f~0,86861n(m) nueva relacion g( F) tal como se muestra en la ecuacion (8).
Goudar [22] \/7 G
/D , 2,51 (8)
6=0,124Re£ +In(0,4587xRe) g(F)=F+ ZIOg[ £ . ]
- Re
19 | Buzzelli [23]

Si se asume la ecuacion (8) como una funcién que es siempre
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continua y diferenciable, se puede obtener la derivada de la
funcién con respecto aF, cuya deduccién se presenta en el
apéndice y que se muestra en la ecuacion (9).

g(F) =1+ [ 8,06659 ] ©)

(%-Re+9,287-F)

La ecuacién (9) tiene capacidad de rapida convergencia,
particularmente si hay una estimacién adecuada del valor inicial
del factor de friccién [7][3]. En este trabajo la ecuaciéon (4) fue
resuelta utilizando el método de Newton-Raphson, mediante un
programa computacional desarrollado en lenguaje de
programacion C++. Esta resolucién requiere el ingreso del valor
Rey €/D, junto con el valor inicial de iteracion para 1A/fy el valor
de la precision o error admisible en el desarrollo del proceso
iterativo, cuyo diagrama de flujo se encuentra en la Figura 2 y el
cédigo fuente se presenta en al Apéndice B.

Algoritmo ColebrookNewton

Definir ED,Re, X, Xt,error, Precision Como Real

3

<

)

2
"Ingrese el Valor de E/D = '
‘Ingrese el Valor de Re = '

* 2

'Ingrese Valor inicial 1/SQRT(f) para iterar = '

T ,

"Ingrese Valor de precision para el error de iteracion = '

Precision

(Precision<error) Y (i<200)
v

'Valor de xt = ',xt

[ < x- (funcG (x, Re, ED) /derivadafuncG (x,Re, ED)) |

[error < ABS (funcG (x, Re ED) - funcG (xt, Re, ED)) |

'Valor del error = ' error

"La solucion para x = F es igual a ',x

£ < friccion (x)

'El factor de Friccion Colebrook - White es f = ', f

FinAlgoritmo

Figura 2. Diagrama de flujo del programa C++ para la resolucién de la ecuaciéon de
Colebrook-White.

'No hay convergencia'

3. Resultados y discusion

La Figura 3 muestra el gréfico de caja, que presenta la mediana
(linea dentro de la caja), el promedio (cuadrado dentro de la
caja), el primer cuartil (25 % de los datos), el tercer cuartil (el 75
% de los datos), el valor minimo (5% de los datos) y el valor
maximo (95% de los datos) del factor de friccién experimental
medido en quintuplicado utilizando la ecuacién (6), ademas se
calculd su limite de confianza, ecuacion (10).
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Figura 3. Grafico de caja del factor de friccién experimental.
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L .C. = fexpprom + fos S t)
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Donde L.C. corresponde al limite de confianza, f,,, rom al factor
de friccion promedio, tys4al valor t de Student para n-1 grados
de libertad a un 95 % de confianza, s a la desviacién estandar y n
corresponde al nimero de réplicas. En este caso el L.C. para un
95% de confianza es igual a 0,022427 + 0,002190. Cada uno de
los valores del factor de friccion obtenido de las correlaciones
antes presentadas (Tabla1) fue evaluado y comparado respecto
a su error relativo porcentual con el factor de friccion
experimental promedio. El error relativo porcentual se calculd
utilizando la ecuacién (11)

E = fexp:prom _fpred | x 100 1)
fexp,prom

Donde f,.q es el factor de friccion predicho por cada una de las
correlaciones indicadas en la Tabla 1, considerando una
rugosidad (¢) de 0,0015 mm para PVC [31] y &/D (rugosidad
relativa de la tuberia) igual a 0,0000576923. En el caso de la
correlacién de Colebrook- White, el factor de fricciéon fue
obtenido utilizando el método numérico de Newton-Raphson,
como fue descrito previamente, para lo cual se desarrollé un
programa en C++. La Tabla 2 muestra los resultados obtenidos
para el factor de friccibn con cada una de las correlaciones
evaluadas y el error relativo porcentual respectivo. El estudio se
basa en la correlacion que arroje el menor porcentaje de error
con respecto al valor obtenido de forma experimental,
encontrandose que la correlacién de Colebrook-White predice el
factor de friccibn con menor porcentaje de error de las 27
correlaciones estudiadas para un rango de valores de Nimero
de Reynolds comprendido entre 37.079 < Re < 38.703.

Tabla 2. Factor de friccion y error relativo porcentual de cada una de las correlaciones

estudiadas
N° | Correlacion Fac:’tc?rf % Error Relativo
Tebrico Porcentual
1 |Filonenko 0,0223347 0,4104
2 |Altshul I 0,0228318 1,8062
3 |Altshul I 0,0220010 1,8986
4 |Konakov 0,0220148 1,8370
5 |Shacham1 0,0225339 0,4775
6 |Shacham II 0,0224328 0,0269
7 |Chen 0,0224582 0,1403




SCUIPEDIA

A. Olivares, R. Guerra, M. Alfaro, E. Notte-cuello and L. Puentes, Experimental evaluation of correlations used to
calculate friction factor for turbulent flow in cylindrical pipes, Rev. int. métodos numér. célc. disefio ing. (2019). Vol.

4. Conclusiones

En el presente trabajo se construyé un sistema para determinar
el factor de friccién experimental y se compardé con 27
correlaciones utilizadas para obtener de forma teérica el factor
de friccion. De estas correlaciones, 26 eran explicitas y una
implicita, para la cual se desarroll6 un programa en lenguaje
C++ que permite el calculo de factor de friccién utilizando el
método de Newton-Raphson. Para este analisis se calculo el
error relativo porcentual de cada una de las correlaciones
respecto del valor experimental, lo cual permite evaluar la
calidad predictiva de cada una de las correlaciones en forma
experimental, ya que la mayoria de ellas son propuestas
tedricas, siendo las correlaciones de Colebrook-White, Buzzelli y
Shacham 1II las que presentaron el menor error relativo
porcentual y la correlacién de Shaikh la que presenté el mayor
error relativo porcentual. Es importante destacar que la gran
mayoria de las correlaciones presenta un error relativo
porcentual menor al 1%. Las perspectivas del presente trabajo
son desarrollar otras experiencias en el sistema construido para
evaluar otras condiciones experimentales, ademas de entregar
el cédigo fuente en lenguaje de programacion C++ de la
solucion de la ecuacion de Colebrook-White, el cual permitiria su
rapida aplicaciéon en la determinacién del factor de friccion y
ademas se podria aplicar a la resolucion de otras correlaciones
de tipo implicito para el calculo del factor de friccién.
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Apéndice A

Complemento derivada ecuacion Colebrook-
White

Para la determinacién del factor de friccién en flujos

turbulentos para tuberias rugosas es utilizada la ecuacion (A.1)
de Colebrook-White. Esta relacién tiene una forma implicita
para el valor de f, tal como sigue:

L e —Zlog[ 251 , s/D] (A1)

\/f Re\/f 3.7

Donde fes el factor de friccion de la tuberia, Re es el nUmero de
Reynolds y /D es la rugosidad relativa de la tuberia.

Si se reescribe la ecuacion (A.1) reemplazando el valor F=1A/fy
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luego despejando la expresidn, se tiene:

(A.2)

g(F)=F+210g[ 2.51 , s/D]

Re\/]—" 3.7

Derivando de manera implicita la ecuacion (A.2) con respecto a
la variable F, se obtiene lo siguiente:

d(g(F)) _ 1o d e/D . 2,51 (A3)
- §W=1+2 ﬁ(log[ 3,7 Re F])

Utilizando la derivada implicita para F se tiene que:

dlogw) _ yu 1 (A4)

dF In10

Por lo tanto la derivada de la funcién g(F) con respecto a F es:

2,51 (A.5)
= f——Re 1
) =1+2 (2 - 52 7] T
3,7 Re

Reescribiendo la expresién anterior se tiene:

8,06659 (A.6)
€/D -Re+9,287 - F

g(F)=1+[

La ecuacién (A.6) es la derivada de la funcién g(F) que ha sido
utilizada en el programa desarrollado en lenguaje C++y que
permite iterar y encontrar la solucion numérica del factor de
friccion para la ecuacion (A.1) de Colebrook-White [7][3].

Apéndice B
Codigo fuente programa C++

Para la resolucién numérica del factor de friccién de la ecuacién
implicita de Colebrook-White, se ha programado en lenguaje
C++ un cédigo fuente que permite facilitar dicho proceso, para
que pueda ser utilizado por otros investigadores. Este codigo
estd estructurado de tal forma que permite a cualquier
investigador resolver otras ecuaciones modificando incluso el
metodo numérico a utilizar.

#include <iostream> #include <math.h> #include
<fstream> #include <stdlib.h> using namespace std;
double ED, Re, x, xt, error, Precision; //Despeje de la
funcién G(f)=0 //Reemplazo de la variable x=1/RAIZ(f)
double funcG(double x){ return
x+2*log10(((2.51*x)/Re)+(ED/3.7)); } double
derivadafuncG(double x){ return
1+8.06659/(ED/Re+9.287*x); } double friccion(double
x){ return pow((1/x),2); } int main (){ inti=0;
cout<<"\n\n\tIngrese el Valor de E/D ="; cin>>ED;
cout<<"\n\tIngrese el Valor de Re ="; cin>>Re;
cout<<"\n\tIngrese Valor inicial 1/SQRT(f) para iterar =
"» cin>>x; cout<<"\n\tIngrese Valor de precision para
el error de iteracion ="; cin>>Precision; //Impresion
por pantalla e impresion hacia un archivo en la misma
carpet de nombre: resultados.txt ofstream salida;
salida.open("resultados.txt", ios::out); if(salida.fail()){
cout<<"\nNo se pudo abrir el Archivo"; }
salida<<"\n\n\tPrograma para la Determinacion del
Factor de friccion de Colebrook - White"; salida<<"\n\t-

"
]

salida<<"\n\n\n\tDatos ingresados"; salida<<"\n\t--------
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-------- "+ salida<<"\n\n\tValor de E/D = "<<ED<<end|;
salida<<"\n\tValor de Re = "<<Re<<end|;
salida<<"\n\tValor inicial 1/SQRT(f) para iterar =
"<<x<<endl; salida<<"\n\tValor de precision para el
error de iteracion = "<<Precision<<end|;
cout<<"\n\n\tResultados del Proceso de Iteracion";
salida<<"\n\n\tResultados del Proceso de Iteracion";
cout<<"\n\t \n\n";
salida<<"\n\t \n\n"; do{ xt=x;
x=x-funcG(x)/derivadafuncG(x); error=fabs(funcG(x)-
funcG(xt)); cout<<"\tx"<<i<<" ="<<x<<"\tG("<<i<<") =
"<<funcG(x)<<"\t\tError"<<i<<" = "<<error<<endl;
salida<<"\tx"<<i<<" = "<<x<<"\tG("<<i<<") =
"<<funcG(x)<<"\t\tError"<<i<<" = "<<error<<endl; i=i+1;
}while (Precision<error && i<200); if (i==200)
cout<<"\n\nNo hay convergencia"; else
cout<<"\n\n\tLa solucion para x = F es igual a "<<x;
salida<<"\n\n\tLa solucion para x = F es igual a "<<x;
cout<<"\n\n\tEl factor de Friccion Colebrook - White es
f ="<<friccion(x); salida<<"\n\n\tEl factor de Friccion
Colebrook - White es f = "<<friccion(x); salida.close();
return 0; }




