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indice de variables

L: Longitud en reposo.

Lo: Longitud inicial en reposo.

L: Derivada de la longitud en reposo.
1: Longitud actual total.

u: Desplazamiento.

y: Tasa de remodelacion.

€ Deformacion.

T: Retraso temporal.

Toscir. Retraso temporal limite para que empiecen las oscilaciones.

Testap.: RETrAso temporal limite para que las oscilaciones sean inestables.

h: Tamano de intervalos (step-size).
n: NUmero de iteraciones.

t: Tiempo.

to: Tiempo inicial.

ty: Tiempo final.

o: Tension.

Rigidez del material.
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Resumen

Las oscilaciones en los tejidos bioldégicos son muy habituales y se pueden
manifestar de forma mecdnica o quimica. En este informe mostraremos el
modelo de alargamiento activo infroducido por J.Munoz y S. Albo en 2013
[Ref.5], al cual anadiremos una demora para simular oscilaciones en un
sistema unidimensional con una, dos y fres células. En dicho sistema la masa es
despreciable y esta basado en leyes simples de la reologia. Podremos observar
como con diferentes valores de retraso de tiempo obftenemos diferentes
respuestas en la longitud de reposo de la célula (sin oscilaciones, con
oscilaciones estables y oscilaciones inestables). Esto se demostrard analitica y

numéricamente.
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Capitulo 1: Infroduccion

1.1. Estado del arte

Durante las primeras etapas del desarrollo embrionario, se ha podido observar
cambios en la forma del organismo. Estudios recientes han demostrado que los
desplazamientos de las células son de cardcter oscilatorio. Dichas oscilaciones
tienen un periodo de alrededor de minutos y su velocidad de propagacion es
mayor que las de las células que las fransportan.

Uno de los eventos mds estudiados es el cierre del dorsal de la mosca
Drosophila durante el desarrollo embrionario, debido a su similifud con la
cicatrizacion de las heridas [Ref.4]. En la morfogénesis del embrién, las
oscilaciones aparecen antes de producirse cualquier cambio en la forma, y se
cree que este fendmeno es el causante de las invaginaciones del vientre

[Ref.6] o el cierre del dorsal [Ref.1y 2].

DC - dorsal view % Cross section - dorsal half
Epidermis AC AS 5 early ©
= | E
, yolk cell \
—-(‘)-
N late  ZIITNN
9 ©
3 1<
| g i
LE late

Figura 1: Representacion del cierre del dorsal de la mosca. Las flechas representas las fuerzas
producidas por la amnioserosa (azul), actina (rojo) y el cierre de cremallera (verde). (Solo, J.,

2009[Ref.1])

La dindmica de estas fluctuaciones del drea de la célula se asemejan a las
oscilaciones de los fluidos. Sin embargo en los sistemas en los que se generan
estas ondulaciones, la masa y la aceleracién son despreciables, por lo que no
pueden ser causa de términos inerciales. Una de las posibles causas podria ser
la contraccidén de una concentracion de miosina y un refraso de tiempo
producido por la diferencia entre la senalizacion y la respuesta.

En este estudio estudiaremos dichas fluctuaciones considerando un sistema en
equilibrio mecdnico y un retraso temporal en la respuesta de la célula. El

sistema se representa por una ecuacioén diferencial que determina el cambio
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de la longitud en reposo de la célula. Esta ecuacion ya ha sido utilizada en
otros estudios de las oscilaciones en células [Ref.7] y en embriogenésis [Ref.1].
Sin embargo en este proyecto se va a andlizar el estudio realizado por
J.Munoz, M.Dingle y M.\Wenzel en 2018 [Ref.8] que trata de hallar la estabilidad
y condiciones oscilatorias. A este se le anadird el cdlculo analitico para un
sistema de dos elementos y se buscard la respuesta de forma numérica para

un sistema de tres elementos.

1.2. Motivacion

Considerando la dificultad y las limitaciones que existen en las mediciones de
organismos vivos, es motivador hallar las fuerzas responsables de dichos
movimientos y deformaciones.

Es interesante poder participar en un proyecto como este, en el que podré
utilizar y adaptar conocimientos adquiridos durante estos anos.

Oftro punto interesante y que me llamé mucho la atencién, es el utilizar las
matematicas en materiales bioldgicos y micro-estructuras. Hasta el dia de hoy
nunca se me habian planteado de esta manera y creo que es und

oportunidad para entender otros campos de la ingenieria biomédica.

1.3. Objetivos

A lo largo de este frabajo estudiaremos el modelo del alargamiento activo,
infroducido por J. Munoz y S. Albo [Ref.5]. Estos intenta simular la interaccion
entre dos células cuando los tejidos se encuentran en tension.

Con el propdsito de realizar dicho estudio:

* Analizaremos un sistema de un elemento de forma numérica y analitica,
con el fin de simular la respuesta de un tejido bildégico tras un
desplazamiento repentino.

* Efectuaremos una modificacion al modelo anadiendo un retraso
temporal, de tal manera que podremos estudiar cuando aparecen las
oscilaciones y su estabilidad. Readlizaremos el estudio analitica vy

numéricamente en un sistema de uno, dos y tres elementos.
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1.4. Modelo

Los filamentos de miosina son un claro ejemplo del movimiento y el cambio de
forma en los tejidos bioldgicos. Es por eso que un modelo basado en dichos
filamentos nos puede ser muy Ufil.

Munoz, J. y S.Albo en 2013 [Ref.5] propusieron el modelo de alargamiento
activo, en el que un resorte puede modificar dindmicamente su longitud en

reposo L(t) cuando se le aplica una tension.

.—\/W—/—o

Figura 2: Representacién del alargamiento activo

Este modelo simula la capacidad de las células de adaptar su longitud de
reposo.
La formula que nos da la tasa de cambio de la longitud en reposo, es la

siguiente:

L® _
o —Ye® (1]

donde y es un pardmetro de viscosidad y ¢ la diferencia entre la longitud inicial

y la final:

_ U)-L©)
€= © [2]

Teniendo en cuanta la ecuacion [1] y [2], podriamos representar la derivada
de L(f) como:

L) = y(@®) — L(D) [3]

Se ha visto que para pequenas tensiones, esta idea da lugar a respuestas
comparables con el modelo viscoeldstico de Maxwell, el cual ha sido utilizado
también en simulaciones de tejidos embrionarios. Aungue las respuestas de los
dos modelos son muy similares, la principal diferencia entre ellos es la
interpretacion fisica de la viscosidad. En el caso del modelo de alargamiento
activo, la viscosidad puede ser causada por la resistencia de las células a
remodelarse. En cambio, en el modelo de Maxwell, se debe a la resistencia del

fluido a la tasa de deformacion.
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Anadir retraso temporal al modelo

Una de las razones por las que se pueden producir oscilaciones en un sistema
sin fuerzas inerciales, es que hay una demora entre estimulo y respuesta debido
al desfase en la senalizacion. Es decir, hay un retraso entre los eventos
mecdnicos en la senalizaciéon quimica. De esta manera se realiza una
modificacion en la ecuacion [3]:

L) =yt —1) - L(t—1)) [4]

1.5. Desarrollo

1.5.1. Herramientas

Durante este proyecto se utilizard MatlLab, una herramienta de software
matematico con un lenguaje de programacion propio basado en matrices y
arrays. Esta nos permitird implementar todos los algoritmos necesarios vy

representar los resultados obtenidos.

1.5.2. Método por partes
El método por partes es un procedimiento de integracion analitica para
solucionar ecuaciones (EDO) diferenciales ordinarias.

El primer paso de este método es escribir la EDO en forma candnica

() 2+ ap(®y = £ (1) [5)
Sp(6) - L(D) = q(b) 6]
donde p(t) y g(f) son
ao(t)
) =25 7]
()
a0 =55 8]
Si p(t)=0,
L= g™ y®) =[qt)+C [9]

Si no multiplicamos la EDO por un factor integrante u(t) = e/PMdt de tal
manera que:

(1) = e IPOA[[JP®at . (1) - dt + (] [10]
Realizaremos estos cdlculos para hallar la solucidn analitica en todos los

sistemas.
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1.5.3. Método de Euler
El método de Euler es una técnica de integracidn numérica para resolver
ecuaciones diferenciales a partir de un valor inicial dado.

Este se puede expresar de la siguiente manera:

y(@) = f(t,y(t)) (11]

y(to) = yo [12]
Yn+1 =Yn t h - f(tn:yn) [13]
h = s [14]

2

donde ‘h’ es el tamano del los intervalos .
Este método serd utilizado para encontrar la solucidon numérica tanto en el

sistema de un elemento como en el de dos.

1.5.4. Valores utilizados
Con el propdsito de que los resultados obtenidos en cada uno de los casos
puedan ser comparables entre si, definimos ciertas variables que se utilizaran
en todas las configuraciones, a no ser que se indique lo contrario:
y=1,0 (u.t)?

u=0,5u.l

Lo=1 ul

to=0 u.t

n=100

donde ‘u.t’ es unidades de fiempo vy ‘u.l’ unidades de longitud.

En los sistemas con demora, utilizaremos una t=20*t .

10
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Capitulo 2: Respuesta de un sistema ante un

desplazamiento constante

En este capitulo vamos a estudiar la respuesta de un sistema de un elemento a
un desplazamiento constante. Para ello utilizadramos la ecuacioén diferencial de

L(t), la cual resolveremos de forma analitica y numérica.

2.1. Sistema de un elemento

En primer lugar, considerando la representacion del alargamiento activo
(Figura 2) nos imaginaremos la barra en un estado inicial libre de tensién en el

que L=Lo y I=Lo. De este modo L = 0.

A
v

A

Figura 3: Sistema de un elemento

En el primer instante t=0 se aplicard una tensidon que provocard una respuesta
de desplazamiento. En este momento, L(0) continua siendo Lo, mientras que 1
pasard a ser 1(0)=Lo+u, donde u representa el desplazamiento que se ha
producido.

Teniendo en cuenta esto, queremos saber la respuesta de la longitud en

reposo L(t) cuando mantenemos constante la posicion 1(t)=Lo+uo=I.

2.1.1. Resultado numérico
Con la finalidad de enconfrar una solucion numeérica de L(t) aplicaremos Euler.
De esta manera encontraremos Ln+1 aproximando L(t) a la recta tangente en
el punto (tn,Ln):

Lns1 = Lo+ - f(tn, Ly) [15]

donde ‘h' es el tamano del “paso” (step-size):
h = (tpe1 — tp)/n [16]

11
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Considerando esto, conseguimos la respuesta de L(t) para una n=100 y un
tiempo total de 5 segundos, utilizando la funcidn “Euler” agregado en el anexo
2.

15 L(t): Solucién numérica
. T T T

1.45 | ]

1.35 | *

131 *

ERES
-

12 B

1.05 |- *

1 I I I I I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

t(u.t)

Figura 4: L(t): soluciéon numérica

2.1.2. Resultado analitico

Sabiendo que L(t) es una ecuacion diferencial ordinaria, encontraremos L(t)
de forma analitica aplicando la solucion por partes, ya explicado en la
infroduccidn. Este método se encuentra resulto en el anexo 1.

Una vez readlizados todos los cdlculos necesarios obtenemos la siguiente

expresion:

L) =1+ ULo—=1D-e " [17]

Una vez obtenida L(t), adquirimos la respuesta de esta en un periodo de 5

segundos, gracias a la funcidn “Analitical_Function” anadida en el anexo 2.

12
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L(t): Solucion analitica y numérica
T T T T T

1.5

e Analitica
Numérica

1.45 |

135 - .

131 i
S125f 1
-

12 B

111 7

1.05 |- *

1 | | | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

t(u.t)

Figura 5: L(t): solucidn analitica y numérica

Si comparamos la solucidén numérica con la analifica podemos ver que son
semejantes y gracias a la solucidn analitica podemos confirmar que la

respuesta obtenida numéricamente es correcta.

2.2. Sistema de dos elementos

Para un sistema de dos elementos se obtiene una respuesta igual a la de un
elemento tal y como se indica en ofros estudios. En este proyecto nos
centraremos en los sistemas con retraso anadido, los cuales estardn

compuestos por uno, dos y fres elementos.

13
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Capitulo 3: Agregar un retraso de tiempo

En el actual capitulo vamos a analizar la respuesta de un sistema de uno, dos
y tres elementos ante una tensidon repentina, a partir de la ecuacion [4]. Tal y
como se ha explicado en la intfroduccion, esta ecuacion tiene una demora
anadida. De igual manera que en el anterior capitulo, obtendremos dos

resultados, uno resuelto de forma analitica y otro de forma numérica.

3.1. Sistema de un elemento

De la misma forma que en el capitulo 2, vamos a considerar la barra en un
estado libre de tension donde L=Ly y I=L¢. De igual manera, en t=0 la tensidon
aplicada genera una respuesta de desplazamiento de tal forma que 1(0)=Lo+u
y L(0) continua siento L.

Como ahora estamos trabajando con un retraso temporal, tenemos que tener
en cuenta que para te[-dt, 0], L(t) = Ly. Cuando te[0,dt], L(t) empieza a
variar.

L(t)

Lo

' N
v
' N
v

-7 T

Figura 6: Limites de tiempo en L(t) con demora

Oftro factor a apreciar es que la longitud [ es constante, y por tanto se podria
expresar de la siguiente forma:
I(t—1t)=Ly+u (18]

A partir de la expresion [18] podemos modificar la ecuacion inicial [4]:

L) =y - L(t—1)) [19]

14
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3.1.1. Resultado numérico
De igual manera que en el capitulo anterior, para encontrar la solucién
numeéricamente ufilizaremos Euler. En este caso tendremos en cuenta dos
periodos de tiempo tal y como se ha mencionado anteriormente:
- Cuandot—-1<0:
L(t) = Lo [20]
- Cuandot—1>0:
L(t) = L(t —dt) [21]

donde dt = % .

Considerando las ecuaciones [15] y [16] definidas en el capitulo 2,
conseguimos la respuesta L(t) con diferentes valores de t utilizando la funcion

“EulerDelay” también agregada en el anexo 2.

1.6 1.6
1.5 — g 151 e -
o /
/ /
/ /

141 B 141 B
ERKLS 4 31ab i
- -~

12f | g 121 | g

11F 4 110 4

4 . . . . . \ \ y . . . . . \ \
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(u.t) t(u.t)
2.2 40
A
30 N 1

Lu.h)
L(u.)

.40 |

0.8 L L L L L -50 L L L I L L
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

t(u.t) t(u.t)

Figura 7: L(t) con demora: solucién numérica.

a)t=1/,~036,b)t=04,c)t=14,d) =2

15

40
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Las cuatro figuras anteriores son una representacion de los limites oscilatorios y
de estabilidad. Tal y como se puede observar en la figura ‘a’ no hay ninguna
oscilacién, mientras que en ‘b’ aparece la primera ondulacion. En la siguiente
figura ya se pueden distinguir mds oscilaciones pero todavia estables. Y por
Ultimo, en ‘d’ las oscilaciones ya son inestables.

Por tanto, podemos comprobar que el limite oscilatorio y de estabilidad son los
indicados en articulo ‘Mechanical oscillations in biological tissues as a result of

delayed rest-length changes’ de J. Munoz, M. Dingle y M.\Wenzel [Ref.8].

1
Toscil. = Ve ~ 0,36 [22]
Testab. = % ~ 1,75 (23]

Es decir, a partir de 7,44 COmienzan las oscilaciones estables y a partir de
Testap. €NCONTraremos oscilaciones no sostenidas.
Sirepresentamos dL/dt en funcion de L obtenemos los siguientes diagramas de

fases para valores diferentes de T y n=200.

06 06
05
o5 — ] .
N
\\ 04
04l B
03l
\
N\
\
03 | \
- 02f \
3
3 —
o2l \ 17 ot / \
\ / \
/ — \
\ [ ‘ ( @\ )
RES \ , \ /
o \\ L %
0.1 \
\ \ /
\ . y
o |
02 \\ /
N
—
01 . . . . , 03 . . . . — .
1 14 1.2 1.3 14 15 1.6 1 14 1.2 13 14 15 16 17
L L
c)’

dL/dt

Figura 8: Diagrama de fases de L(t)
a)Para =1/, ~ 036, b)Parat =1, c)Parat~ 1,7

16
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El diagrama de fases muestra de forma grdfica si el sistema es estable o
inestable sobre un dominio finito, es decir, no en funcion del fiempo. Si las
lineas se acercan a un punto u orbita significa que es estable, como se puede
ver en la figura ‘b’. En cambio si la lineas de alejan de un punto es inestable,

como es el caso de la figura ‘c’.

Figura 9: Diagrama de estabilidad para un elemento. Solucidn en regidon | es no oscilatoria
(T < Toscir). la region Il es oscilatoria (Tyseir. < T < Testap).Mientras que la regioén lil es oscilatoria
inestable (Tusap < 7). La lineas negras corresponden a la funcién ty = 1/, (limite de la regién Iy Il)
y tv =T/, (limite de la region Iy lll) (Muioz, J., Dingle, M. y Wenzel, M., 2018).

3.1.2. Resultado analitico
Con el objetivo de encontrar una solucion de forma analitica, vamos a
considerar tres periodos de tiempo cuando t € {0, dt}:

- t<0<Tt

- Tt<t<2t

- 2t<t<3t

L(1)

Lo

—T T 2T 3T t

Figura 10: Limites de tiempo en solucion analitica de L(t)

17
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Sabiendo esto obtenemos las siguientes expresiones a partir de los cdlculos
realizados en el anexo 1:

Parat< 0 <

Li(t) =y(l—Lo) - t+C; [24]
Cl = LO [25]
para Tt <t < 2t
2
Lo(t) = =y —Lo) - S+¥y2(U—Lo) Tt +y(—Lo) - t+C,  [26]
2
Co=—y*(~Lo) -5+ Lo [27]

para 2t < t < 3t:

t—-1)3 t2. 3-t72 t?
L3(®) = 3 = L) S = 3 U = L) S+ 73U = L) 5= = Y2 (L — Lo) - S+
Y2 —=Ly)t-1+y(l—Ly) -t +Cq [28]
2
C3 =~y =Lo) > —y*(U = Lo) 5 + Lo [29]

Teniendo en cuenta las anteriores ecuaciones y gracias a la funcion
“Delay_Analitical_Function” anadida en el anexo 2 obtenemos la respuesta de

L(t),parat=0,1yt=0,5.

O) 1.25

121 P |

1.15 - pd :

L(u.l)

1.05 - b

1 I I I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

t(u.t)

18
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1 1 1 1 1 1 1 1
t(u.t)
Figura 11: L(t) con demora: solucién analitica.

a)t=01b).7=0,5

En las dos graficas anteriores se puede apreciar como la solucidn numérica y
la analitica son semejantes, hasta donde esta Ultima existe. Para T = 0,1 no hay
oscilaciones, igual que en la numérica, y ent= 10,5 ya se ha sobrepasado el limite
oscilatorio, por lo que aparecen las primeras oscilaciones.

Para que se pueda observar mejor el final de la solucidn analitica, se ha

trazado una linea de puntos azul.

19
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3.2. Sistema de dos elementos

En este escenario debemos imaginarnos la Figura 3 con dos elementos fijados

por ambos lados y solo el nodo central puede moverse horizontalmente.

VWA VWA

L1 L,

A
v
A
v

1:(0) 12(0)

Figural2: Sistema de dos elementos

De esta manera, mientras un elemento se expande una distancia “u ", el ofro
se contrae “u’.
L=Li+u (30]
l,=L,—u [31]
En este modelo podemos encontrar tres grados de libertad, Ly, L2 y la posicion
donde los dos elementos estan unidos.
Este sistema se puede definir con fres ecuaciones. La evolucion temporal de la
longitud en reposo para cada uno de los elementos
Li(®) = y1(lh(t = 11) — L1 (t — 1)) (32]
Ly (1) = yo (Lo (t — 73) — La(t — 12)) (33]
y el equilibrio mecdnico entre los dos elementos
0, = 02 (34]
Considerando la expresion anterior y ki=ka,
L-Li=lL—-L, [35]

Con la condicion inicial de L(0)=Lo, vemos que el equilibrio mecdnico obliga al
sistema en condiciones simétricas a tener la misma longitud en el elemento 1y
2.

Ly =1,(0) = 1/, [36]
Ly = L,(0) = 1/, [37]
Teniendo en cuenta el hecho de que [; + 1, = I, = c¢nt, el equilibrio mecdnico y

y1 =y, , la expresion [32] y [33] quedan de la siguiente manera:
Ly(8) =L (I = Ly (¢ = 71) = La(t = 7)) [38]

Ly(®) = 2 (lo = Ly (t = 12) = La(t — 7)) [39]
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3.2.1. Resultado numérico
Con el propdsito de hallar un resulfado numérico planteamos dos escenarios

diferentes. Uno en el que t; = 1, y otro en el que 7; # 1,.

Resultado numérico para z; = 7,

De la misma manera que en los anteriores casos, utilizaremos Euler para
encontrar la respuesta numérica, con la diferencia de que en este caso
frabajamos con vectores

¥ {Ll(t — 1) + Ly(t — 1) } 140]

2 [Li(t—1) 4 Ly(t — 1)

Utilizando la funcidén “EulerDelayTwoELements”’del anexo 2, conseguimos la
respuesta de L(t) para diferentes valores de 7 en un sistema de dos elementos

con retraso temporal.

;
i 095 1
1 09 B
1 Soss B
—
1 08 i
1 075
. ‘ , , ‘ . . 07 \ \ \ \ \ \ \ \
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
t(u.t) t(u.t)

5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30 35
Hu.t) tu.t)

Figura 13: L(t) con demora en sistema de dos elementos: solucidn numérica

a)t=1/,~036,b)t=04,c)t=14,d) =2
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De la misma manera que en el sistema de un elemento, se puede apreciar en

las figuras tyscir = 1/e.y Y Testap, = 7T/z oy En '‘a’ se puede observar el limite

oscilatorio y en ‘d’ vemos como al sobrepasar el limite de estabilidad las
oscilaciones se vuelven inestables. Al fijarnos en ‘b’ y ‘¢’ podemos ver como al

incrementar el valor de t las oscilaciones aumentan.

Al representar u en funcién del tiempo, vemos como esta es constante y no

cambia en el tiempo.

2

1.5+ b

u(u.l)

05 I I I I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

t(u.t)

Figura 14: Evolucién de la longitud u en el tiempo

Resultado numérico para ; # 7,
Al igual que en el caso de 1; =1, , vamos a utilizar Euler y trabajaremos con
vectores, pero en esta ocasibn vamos a considerar t; # t,. De tal forma,

modificamos la ecuacion [40].

vy, v | LiE—T) + Lt —T)
L=3h 2 |Li(t — 1) + Ly(t — 13) [41]
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A partir de la funcion ““EulerDelayTwoELementsDifTau” obtenemos la respuesta

L(t) para diferentes valores de 1, y t,.

1 T T T

a)

Solucién numerica L1. tau = 0.1, tau,= 0.7

Solucién numerica L2. tau1= 0.1, tau2= 0.7
0.95 - 4

09F | 8

L(u.l)

08 | |
075F | i

07} .

0.65 I I I I I I

b)11 ; ; ;

Solucién numerica L1. tau1= 0.5, tau2= 1.7

Solucion numerica L2. tau = 0.5, tau ,= 1.7

o5+ |/ .

0.4

0 5 10 15 20 25 30 35
t(u.t)

Figura 15: L(t) con demora en sistema de dos elementos: solucidn numérica con 1, y 1, diferentes

a)t;,=01y7,=07b)1;, =05y71,=17

Como se puede ver en las dos figuras anteriores, el valor de una t no es

suficiente para decidir el resultado de la respuesta.
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Ilgual que para la solucidén con T, = T, representamos u en funcién del tiempo.
a)

0.75
0.74 \\
\

0.73 - \

0.72

3071
>

07f \

0.69 \
0.68 \
067 | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14
t(u.t)
b) 0.75
0.7
\\
0.65 \
3 \
S \
\ T
0.6 \
0.55 i
05 | | | | |
0 2 4 8 10 12
t(u.t)

Figura 16: Evolucién de la longitud u en el tiempo

a)t;,=01y1,=07b)t;, =05y71,=17

A diferencia del resultado obtenido para 1 = 7, , en este caso podemos

apreciar como u no es constante y varia de la misma manera que L(f) para
diferentes.
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T, A

Figura 17: Diagrama de estabilidad de sistema de dos elementos en el plano 14, t,. Regidn | es

no oscilatoria (Tt < Tyeci1). 10 region Il es oscilatoria (tysei. < T < Testap).mientras que la region il es

oscilatoria inestable (T.gtqp < T). (Muhoz, J., Dingle, M. y Wenzel, M., 2018).

3.2.2. Resultado analitico
Para realizar los cdlculos analiticamente, vamos a considerar t; = 1,. Igual que
hemos hecho con un elemento, vamos a tener en cuenta fres periodos de
fiempo:

- t<0<1t

- T<t<27

- 2t<t<3t
A partir de estos periodos y las ecuaciones [38] y [39], obtenemos las siguientes
expresiones de L gracias a los cdlculos realizados en el anexo 1:

Parat< 0 <t

Ly, () =2 =2Ly) -t + €, [42]
Lo, () =L =2Le) -t + G [43]
C1 = LO [44]
parat <t < 2t
.y2 t2 YZ .y2
Li,(t) = —7(1 — 2Lg) -7+7(l —2Lg)-T-t +7(l —2Lg) - t+ Gy [45]
)/2 tZ YZ y2

Ly, () = —7(1 — 2Lg) ~7+7(l —2Lg) Tt +7(l —2Lg) - t+ Gy [46]

2 2
sz—y?(l—ZLO)-%+LO [47]

para 2t < t < 3t:

3-t-72
2

t—1)3 3 £2. 3 2 2
L) =L (0-20) C-L-20) 4L - 20) - L (1-2L0) - S+

3
2

2
y?(l—ZLO)-t-T+g(l—2LO)-t+C3 [48]

25



Estimacion del retaso critico en la senalizacion celular

3 t—1)3 3 2. 3 3.£-72 2 2
Ly =2 (- 2L) - - L (- 2L) S+ L1 -20) - - L (1 - 2L) - S +
> Y
7(1—2L0)-t-‘r+;(l—2L0)-t+C3 [49]
3 2 2
C3=—C(1=2Ly) - 7® =Ll = 2Lo) S + Ly [50]

Considerando las anteriores ecuaciones y la funcion del anexo 2

“DelayAnaliticalFunctionTwoElements” obtenemos las siguientes figuras:

a )1 T T T
Resultado numérico. tau 4=tau,=0.1
Resultado analitico tau =tau ,= 0.1
0.98 - 4
0.96 - 4
Sooaf 1
3
0.92 - 4
0.9 - 4
088 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
t(u.t)
) 1 T T T
Resultado numérico. tau (=tau,= 0.5
Resultado analitico tau, =tau ,= 0.5
0.95 - i
09 i
Sosst .
]
\
0.8 - \ B
0.75 - f
07 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

t(u.t)

Figura 18: L(t) con demora en sistema de dos elementos: solucién analitica
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3.3. Sistema de tres elementos
lgual que en el sistema con dos elementos, debemos de imagindrnoslo fijado
por ambos lados. Es este caso, en lugar de un hodo tenemos dos entre cada

elemento, los cuales se pueden mover horizontalmente.

WO . 1) e (0
L1 | ) Ls

Figura 19: Sistema de dos elementos

Este sistema se puede definir con cuatro ecuaciones. El cambio que sufre la

longitud en funciéon del tiempo en los tres elementos

Li(®) = y1(l(t — 11) — L1 (t — 1)) [51]
Ly(8) = y2(Ip(t — 72) — Ly (t — 72)) [52]
L3(t) = y3(I3(t — 73) — L3(t — 73)) [53]

y el equilibrio mecdnico entre los elementos

01 = 0y = 03 [54]

Considerando la expresion anterior y ki=ka,
ll_L1=l2_L2=l3_L3 [55]

Debido al equilibrio mecdnico, en L(0)=Lo los tres elementos fienen la misma

longitud.
L =140 =1/, [56]
L, = 1,(0) = 1/, [57]
Ly = 15(0) = 1/, (58]

Sabiendo que l; + 1, + 13 =1, = cnt, considerando el equilibrio mecdnico y

y1 =Y. = V3. laexpresion [51], [52] y [53] quedan de la siguiente forma:

Ly(8) =Ll = Ly(t = 71) = La(t = 71) = Ls(t — 71)) [59]
Lo(®) = 2l = Li(t = 72) = Lo(t = 73) = Ls(t — 72)) [60]
L3(6) = 2 (lp = Ly(t = 73) = Lo(t = 73) — L3(t — 73)) [61]
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3.3.1. Resultado numérico

De igual manera que con dos elementos, hallaremos el resulfado numeérico

pOI’OT1=T2=T3y T1¢T2¢T3.

Resultado numérico para t; = 1, = 13

De la misma forma que en todos los puntos en los que hemos hallado el
resulfado numeérico, utilizaremos Euler.

En este sistema en concreto frabajaremos con la siguiente L:

Li(t—1)+ L,(t — 1)+ Ls(t — 1)
L‘=§-10—§ Li(t —7) + Ly(t = 7) + Ly(t — 1) [62]
Li(t—1)+ L,(t — 1)+ Ls(t — 1)

A partir la funcidn “EulerDelayThreeELements” anadida en el anexo 2,

obtenemos la respuesta de L(t) para diferentes valores de .

1 17
09+ 4 o09r
08F | 4 osf |
So7f 1307}
-
\
0.6+ 4 06F
\\ \
05} — 1 os N
04 . \ . . . . . 04 . . . . . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
C) t(u.t) d ) t(u.t)
1.2 50
40 +
1k A g |
[\ “/ P n
[\ [\ /\
[\ \ / 30 -
08F |
‘ 2 / |
AN
\ | \ | \ | \ | \ [\ |
o 1o , [
= \ | \ | \ | \ | \ = / —\\ / \ |
3 | | \ | | | \ | \ 2 _ \ / \ |
- \ | \ | \ | \ | \ ] S P \ / \ |
\ | \ | \ | \ | \ oF—— T~ / \ |
04 | | | | \ | \ | \ 1 - / \ \ |
| | \ | \ | \ | \ ” \ / \ |
| | W | \ \/ | |
Aor / |
02F | | B |
o U 1
30 |- \/
0.2 . . . . . 40 | . . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 ] 5 10 15 20 25 30 35
t(u.t) t(u.t)

Figura 20 : L(t) con demora en sistema de dos elementos: solucidon numérica
a) 1=1/,~036,b)t=04,c)t=14,d)t=2
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Si observamos las cuatro figuras anteriores y las comparamos con las obtenidas

en los sistemas de uno y dos elementos, podemos ver que son iguales tal y

Ccomo se esperaba.

Resultado numérico para t; # 7, # 13

De igual forma que con 1, = 1, = 75 Utilizamos Euler y la ecuacioén [62], con la

diferencia de que 14,1, y 13 son diferentes.

A partir de

L=

Y

3'10

la funcién

Li(t —79) + Lp(t —74) + L3(t — 74)
Li(t —13) + Ly(t — 1) + L3(t — 73) [63]
Ll(t - T3) + Lz(t - T3) + L3(t — T3

““EulerDelayThreeELementsDifTau”

obtenemos la

t(u.t)

Figura 21: L(t) con demora en sistema de dos elementos con t,

29

t(u.t)

T,y 73 diferentes.

respuesta L(t) para diferentes valores de 74, 1, ¥ 73
T T T T T 1 T T T T
Solucién numerica L1. tau = 0.1, tau ,= 0.2, tau ;= 0.5 Solucion numerica L1. tau, = 0.1, tau,= 0.5, tau ;= 0.8
Solucion numerica L2. tau, = 0.1, tau ,= 0.2, tau ;= 0.5 09 Solucion numerica L2. tau, = 0.1, tau ,= 0.5, tau ;= 0.8
r Solucion numerica L3. tau,=0.1,tau,=0.2, tau,= 05| . Solucion numerica L3. tau 4=0.1,tau,=05,tau,=0.8
08l | |
07k |\ i
\ S
L 1 \ 7
= 1\
So06F | 4
|
05r —
04r B
r 1 o3t ]
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Con la finalidad de apreciar que sucede en un sistema de mads de un
elemento con diferentes retrasos, hemos representado la evolucion de la
longitud en:
a) 1, = 0.1 > Por debajo de T

1, = 0.2 = Por debajo de 1,1

T3 = 0.5 2 Entre 1,401 Y Testan.
b) t; = 0.1 = Por debajo de T,

T, = 0.5 2 Entre 1401 Y Testap.

T3 = 0.8 2 Entre t,4ci1. Y Testan.
C)ty = 0.5 2 Enfre tosci1. Y Testan.

T, = 0.8 2 Entre ty4ci1. Y Testap.

73 = 1.7 2> Porencima de Tgiap.
d) Tty = 0.5 2> Entre 14501 Y Testan.

T, = 1.7 2 Por encima de Tastqp.

T3 = 2 2 Porencima de 7qg¢0p.
Como se puede apreciar, no es suficiente con tener un elemento con un
retraso superior 7,4, PAra que aparezcan oscilaciones. Lo mismo pasa con
Testap., S€ NEcCesita mds de una célula con refraso en al respuesta superior al

limite de estabilidad.
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Conclusiones

Tal y como se ha comentado en la introduccién, se ha observado que durante
la embriogénesis los tejidos muestran pliegues repentinos, los cuales se
desconoce su origen. Se ha demostrado que en dichos pliegues se encuentra
una informacién genética que en el resto del tejido no estd presente. La
expresion de estos genes junto con las oscilaciones habituales en cualquier
tejido bioldgico, se cree que puede ser la causa de estas inestabilidades.

Con el modelo planteado, podemos ver como hasta con el caso mds simple
se induce un comportamiento oscilatorio, en ausencia de fuerzas aplicadas,
términos de reaccion o fuentes externas.

El modelo estd representado por una ecuacidon diferencial que determina la
evolucion de la longitud en reposo [3], la cual se utiliza para analizar el
comportamiento oscilatorio. Se integra el retraso entre estimulo y reacciéon en
la ecuacioén [3] para explicar las oscilaciones, pero no analizamos las causas
delretraso, la cual es desconocida por el momento.

Se ha podido observar como los sistemas de n elementos con la misma
demora (t) se comporta exactamente igual que el de un elemento. Gracias a
estos modelos hemos podido hallar la Tgei Y Testap.- EN cambio cuando
tenemos varias células con diferentes retrasos, se puede inducir una gran
variedad de comportamientos. En este caso no es suficiente con tener uno de
los elementos con un retraso superior a los limites para que oscile o sea
inestable. No es ni el minimo ni el maximo de 7 lo que determina la estabilidad,
cosa que es mas realista.

Con las soluciones analiticas, bdsicamente hemos demostrado que los
resultados obtenidos de forma numérica son correctos.

Anadir que algunos de los resultados encontrados durante el proyecto, ya se
han estudiado (Munoz J., Dingle M.y Wenzel M., 2018) ,y en este se ha anadido
el cdlculo anadlitico de L(t) en un sistema de dos elementos con la misma
demora y el sistema de tres elementos. Esta ampliacion nos ha ayudado a
comprobar que los cdlculos son correctos y que 1a Tyscir. Y Testap. SE€ PUEdE
aplicar a sistemas con un niUmero mayor de elementos.

Se podria concluir que la inestabilidad de las oscilaciones puede ser la causa
de las inestabilidades estudiadas en la embriogénesis. AUn asi, esto es

solamente un supuesto y se necesitaria realizar un estudio mds amplio, pero los
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valores limites de T,q.i1 Y Testap. NOS iNdican donde debemos de empezar a

buscar.

Posibles tareas futuras
Hemos podido ver durante todo el proyecto que el estudio de los cambios que
sufren las células durante la embriogénesis es muy complejo y amplio, por lo
que se proponen algunas posibles tareas para ampliar el frabajo:

- Realizar un programa con Maple para ampliar el cdlculo de la soluciéon

analitica para un valor de tiempo mds grande.
- Ampliacién del modelo a tejidos fridimensionales.
- Aplicacion del modelo multicelular, ya estudiado por Munoz J., Dingle

M.y Wenzel M.
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Presupuesto

Es este apartado se expondrd un presupuesto aproximado del coste que

supondria realizar este estudio.

item Precio por unidad | Unidades Total
Ordenador 1505,59 € 1 1505,59 €
Licencia anual de | 800 € 1 800 €
Matlab

Ingeniero 15,73 €/hora 205 horas 3224,65 €
TOTAL 5530,24 €
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Anexo 1: Cdlculos realizados

Sistema de un elemento

Solucién andlitica:

Teniendo en cuenta la ecuacion [3] y el método por partes explicado en la

infroduccioén, el primer paso es escribir la EDO de forma candnica:

Lrp®) LM = q(® [1a]
donde p(t) y g (f) en nuestro caso son constantes:

p() =y [2a]

q®) =yl [3a]

Seguidamente multiplicamos la EDO por un factor integrante u(t) de tal

manera que [1a] queda de la siguiente manera:

e u(®) + p(e) - L(E) - () = q (&) - () [4a]
Si aislamos L(t):
L(®) = 25 [ w(®) - q(©) - dt + C] (5
Y teniendo en cuenta que u(t) = e/ PM dt:
L(t) = e~ Jp®at[[ o[p®Odt . 4(1) . dt + (] [6a]
L(t) = e~ Jyat[felYdt . (y . Ddt + (] [7a]
Solucionamos la ecuacion [7a] de tal forma que hayamos L(t):
L)=1+C-e [8a]
A fin de enconftrar la constante C, calculamos L(t) en el momento t=0:
LO) =Ly=1+C [9a]
C=Ly—1 [10q]
Finalmente encontramos L(1):
L) =1l+(Lo—1D-e [114]
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Sistema de un elemento con retraso temporal anadido

Solucién andlitica:

A partir de la ecuacion [4] y sabiendo que I(t — 1) es una constante=L, + u
calcularemos L(t) en fres instantes de tiempos diferentes.
1) Parat<0<rT:
En este caso L, = L(t — 1), por lo que nos queda la siguiente ecuacion:
Ly =y =Ly =cnt [12a]
A confinuacién calculaomos la integral de la anterior férmula de tal

manera que obtenemos Li:

Lit)=y(U—=Ly) - t+(; [13a]

Seguidamente buscamos L(0) con el propdsito de encontrar C:
L) =Lyo=y(—Ly)-0+C; [14q]
Cy = Lo [150]

Substituimos Ci en [13a]:
Li(6) =y —Lo) - t+Lg [16a]

2) Parat<t<2t1
En primer lugar consideramos que en este punto L;(t —t) = L(t —1) y asi

L2 queda de este modo:
Ly=y-(U=Lo) —y*U~Lo) - (t—7) [17]
En segundo lugar resolvemos la integral de [174a]:

L) =~y L) - S+7?U~Lo) Tt +y(—Lo) t+C;  [18a]
Para hallar C2 calculamos L,(tr) sabiendo que L,(t) = Li(7) = L1(t) =

y(l_Lo) 't+L0'

2
L,(t) = —y2( — Ly) '%4‘)’2(1_140)‘1'2 +y(U—Lo) t+Cr=y(—Lo) - t+Ly [19q]

2
Co=—y*(U~Lo) -5+ Lo [20a]
De esta forma nos queda:

2 2
Ly(t) = =y = Lo) - S+¥2(U = Lg) - T t=y2(L = Lo) - =+ ¥ (L = Lo) - t + Ly [210]
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3) Para2t<t<3rt
En este instante de tiempo L,(t — 1) = L(t — 1), por lo que Lz queda de tal

forma:

. 2 2
Ly =y = (=v2U = Lo) - S+ Y2 = Lo) - 7~ t=y2(L = Lo) - S+ y(L = Lo) - t + Lo ) [227]

Como en los dos anteriores casos, calculamos la integral de Ls:

3-t-72
2

(t-1)°
6

2.7 2
L3(8) =3 = L) = =P = L) S5+ 13 (U = L) 5= = y2 (L= Lg) - S+
Y2 =Ly t-1+y(l—1Ly) -t +Cs [230]
Considerando que L3 (1) = L1(t) = Ly(t) = L3(t) :

2
C3 =y~ Lo) > —y*(U~Lo) 5 + Lo (2401

Sistema de dos elemento con retraso temporal ahadido

Solucién andlitica:

Considerando las ecuaciones [38] y [39] encontraremos L(f) en tres instantes de
fiempos diferentes.
1) Parat<0<Tt:
En primer lugar tenemos en cuenta que Ly = Li(t —1) Yy Lo = Ly(t — 7)

por lo que nos queda las siguientes ecuaciones:

L= g(l —Ly—Lg) = cnt [250]
i, = g(l —Ly—Lg) = cnt [26a]
Calculamos la integral de las dos ecuaciones anteriores:
Ly, () = %(l —2Ly) -t +Cy [274]
Ly, (8) = %(l —2Ly) -t +Cy [28a]
Con el objetivo de encontrar C , calculamos L(0) :
L(0) =L, = g(l —2Ly) -0+ (4 [29a]
C; =L, [30a]
Substituimos Ci en [27a] y [284]:
Ly, (0) =21 =2Ly) -t + Lo [31q]
Ly, (t) = %(l —2Lgy) -t + Ly [32a]
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2) Parat<t<2t1
En este punto consideramos que Ly, (t—1) =Li(t—1) Yy Lp(t—1) =
L,(t — 1) por que las ecuaciones a integrar son las siguientes:

L, =20~2L0) ~L(1~2Ly) - (t - ) 33q]

Loy =L0-2L) L (1~2Lp) - (t~ D) [34al

En segundo lugar resolvemos la integral de [33a]y [34Q]
2 t2 | v? 4
Li,(t) = —7(1 —2Lg) -?+7(l —2Lg) - T-t+5(l —2Lg) - t+ Gy [35a]
v? t2  v? Y
Lzz(t)=—7(l—2Lo)~;+ (l—ZLO)-T't+E(l—2L0)'t+CZ [36a]

2

Con el fin de hallar C2 calculamos Ly, (t) sabiendo que Ly, (1) = Ly, (7):

2 2 2
Ly, (1) = —V?(z —2Ly) -%+Y7(1 —2Lg) - 72 +§(z —2Lo) T+ Cy =§(z —2Lg) -
T+ LO [370]

y2 ‘L'Z
Cz = _?(l_ZLo)'?'i‘LO [380]

De esta forma nos queda:
2 t2 2 2 2
L) = =2 =2L)) -+ 5 (U= 2Lo) Tt + LU= 2Lg) -t = (1= 2Lg) -5+

Lo [39a]

2 t2 2 2 2
Lo,(®) = =2 (1=2Lp) -+ 5 (= 2Lg) -t +2(1 = 2Lg) - t = (1= 2Lg) - S+

Lo [400]

3) Para2t<t<3t
En este instante de fiempo L,,(t — 1) = Li(t —1) Yy Ly,(t —7) = Ly(t —7) ,
por lo que Lsqueda de tal forma:
. 2 2 2 2 2
b= 0-(-L0-2L0) S+TU-2Lp) T t+20-2Lp) -t —L(-2Lp)- S+
Lo) [41d]

. 2 tZ 2 2 2
Lyy= 0= (=5 U=2Lp) S +5(U=2Lp) T t+2(U—-2Lp) -t —L-(l—2Lo)-—+

Lo) [42a]
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Como en los dos anteriores casos, calculamos la integral:

3 t— 3 3 tZ. 3 3.t 2 2
Liy®) =5 (1= 2L0) - = (1= 2L0) T+ 5 (1= 2L0) 25 = T (U= 2Lo)
t? | y? 4
7+?(l—2L0)'t-t+;(l—2L0)-t+C3 [43q]

3 t— 3 3 t2. 3 3.t 2 2
Lag(®) = 5 (1= 2Lo) 75 = 2 (1= 2L0) T+ T (1= 2L0) 5= = T (U= 2Lo)
t? | y? 4
7+?(l—2L0)'t-t+;(l—2L0)-t+C3 [44a]
Considerando que Ly,(7) = Ly, (7):

3 2 2
Cs=-L(1=2Ly) * =L (1= 2Lo) S + Ly [450]
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Anexo 2: Funciones MatLab

Funciones para sistemas de un elemento

Funcidn analitica:

function [t,L]=Analitical Function(gamma,u,t0,tf,L0,n)
t=zeros(1l,1+n); %$matriz de ceros con una fila y 1l+n columnas

L=zeros(1l,1+n);

t(l)=t0; %Primer valor de t

L(1)=L0; %Primer valor de L

1=L0+u;

h=(tf-t0)/n; %tamanyo de los pasos
t=t0:h:tf;
for i=l:length(t) %to=valor inicial, h=steps-size, tf=valor
final
L(i)=1+(L0-1)*exp(-gamma*t(i));
end

end

Funcidn numérica:

function [t,L]=Euler(f,t0,tf,L0,n)

t=zeros(1l,1+n);%matriz de ceros con una fila y 1l+n columnas

L=zeros(1l,1+n);

t(1l)=t0; %Primer valor de t

L(1)=L0; %Primer valor de L

h=(tf-t0)/n;%Step-size

for i=1:n
L(i+1)=L(i)+h*f(t(i),L(i));
t(i+1)=t0+h*i;

end

end
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Funciones para sistemas de un elemento con retraso temporal anhadido

Funcidn analitica:

function [t,L]=Delay Analitical Function(gamma,tO,tf,LO0,n,tau)
t=zeros(l,1l+n); %$matriz de ceros con una fila y 1l+n columnas

L=zeros(1l,1+n);

t(1)=t0;%Primer valor de t

L(1)=L0; %$Primer valor de L

u=0.5; %Desplazamiento aplicado

1=L0+u;

dt=(tf-t0)/n;
t=t0:dt:tf;
for i=l:length(t) %$to=primer valor, dt=steps-size, tf=valor final
if 0<=t(i) && t(i)<=tau
Cl=L0; %Ld(0)=Ld0=gamma(l-Ldo)t+C
L(i)=gamma*(1-LO)*t(i)+C1;
elseif tau<t(i) && t(i)<=2*tau
C2=-(gamma”2* (1l-LO)*((tau”2)/2))+L0;
L(i)=((gamma”2)*(1-LO)*(t(i)*tau))-((gamma"2)*(1l-
LO)*((t(i)"2)/2))+(gamma* (1-LO)*t(i))+C2;
elseif (2*tau)<t(i) && t(i)<=(3*tau)
C3=-((gamma"3)*(1-LO)*(tau”3))-((gamma"2)*(1l-
LO)*((tau”2)/2))+L0;
L(i)=((gamma"3)*(1-LO)*(((t(i)-tau)”"3)/6))-((gamma”3)*(1l-
LO)*((tau*(t(i)"2))/2))+((gamma”3)*(1-
LO)*((3*t(i)*(tau”2)/2)))+((gamma”2)* (1-L0)*tau*t(i))-((gamma”2)*(1l-
LO)*((t(i)"2)/2))+(gamma* (1-LO)*t(i))+C3;

end

end

end
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Funcidn numérica:

function [t,L]=EulerDelay(f,t0,tf,L0,n,tau)

L=zeros(1l,1+n);

t(1l)=t0;%Primer valor de t

L(1)=L0;%Primer valor de L

h=(tf-t0)/n;%Step-size
t=t0:h:tf;%Matriz de ceros con una linea y l+n columnas.

di=round(tau/h);

for i=1:n
if i-di<=1

Lit=L0; %L(t-tau) cuando t-tau<=0

tit=t0;

else
Lit=L(i-di); %L(t-tau) cuando t-tau>0
tit=t(i-di);

end

L(i+1l)=L(i)+h*f(tit,Lit);
end

end
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Funciones para sistemas de dos elemento con retraso temporal ahadido

Funcidn analitica:

function

[t,L]=DelayAnaliticalFunctionTwoElements (gamma,t0,tf,L0,n,tau)
t=zeros(1l,1+n);%matriz de ceros con una fila y 1l+n columnas
L=zeros(2,1+n);%matriz de ceros con dos filas y 1l+n columnas

t(1l)=t0;%Primer valor de t
L(:,1)=LO0;

u=0.5; %Desplazamiento aplicado
1=L0+u;

dt=(tf-t0)/n;
t=t0:dt:tf;
for i=l:length(t) %$to=first value, dt=steps-size, tf=final value

if 0<=t(i) && t(i)<=tau

Cl=L0; %Ld(0)=LdO0=gamma(l-Ldo)t+C

L(1l,i)=(gamma/2)*(1-(2*L0))*t(i)+Cl; %L1

L(2,i)=(gamma/2)*(1-(2*L0))*t(i)+Cl; %L2

elseif tau<t(i) && t(i)<=2*tau

C2=-(((gamma”2)/2)*(1-(2*L0))*((tau”2)/2))+L0;

L(1l,i)=(((gamma”2)/2)*(1l-2*L0)*(t(i)*tau))-
(((gamma”2)/2)*(1-(2*L0))*((t(1i)"2)/2))+((gamma/2)*(1-
(2*L0) ) *t (i) )+C2;

L(2,i)=(((gamma”2)/2)*(1-2*L0)*(t(i)*tau))-
(((gamma”2)/2)*(1-(2*L0))*((t(1i)"2)/2))+((gamma/2)*(1-
(2*L0) ) *t (i) )+C2;

elseif (2*tau)<t(i) && t(i)<=(3*tau)

C3=-(((gamma”"3)/2)*(1-2*L0)*(tau”3))-(((gamma”2)/2)*(1l-
2*L0)*((tau”2)/2))+L0;

L(1l,i)=(((gamma”3)/2)*(1-2*LO)*(((t(i)-tau)”*3)/6))-
(((gamma”3)/2)*(1-2*LO)*((tau*(t(i)"2))/2))+(((gamma"3)/2)*(1l-
2*%L0)* ((3*t(i)*(tau”2)/2)))+(((gamma”2)/2)*(1-2*L0)*tau*t(i))-
(((gamma”2)/2)*(1-2*LO)*((t(i)"2)/2))+((gamma/2)*(1l-
2*L0)*t(1i))+C3;

L(2,i)=(((gamma”3)/2)*(1-2*LO)*(((t(i)-tau)”*3)/6))-
(((gamma”3)/2)*(1-2*LO)*((tau*(t(i)"2))/2))+(((gamma"3)/2)*(1l-
2*%L0)* ((3*t(i)*(tau™2)/2)))+(((gamma”2)/2)*(1-2*L0)*tau*t(i))-
(((gamma”2)/2)*(1-2*LO)*((t(i)"2)/2))+((gamma/2)*(1l-
2*L0)*t(1i))+C3;

end

end
end
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Funcidn numérica:

Para t; = 15:
Function [t,L]=EulerDelayTwoELements(f,t0,tf,L0,n,tau)

L=zeros(2,1+n); %$Matriz de ceros con dos lineas y l+n columnas.

t(1l)=t0;%Primer valor de t

L(:,1)=L0;%Primer valor de L

h=(tf-t0)/n;%Step-size
t=t0:h:tf;
di=round(tau/h);

for i=1:n
if i-di<=1

Lit=L0; %L(t-tau) cuando t-tau<=0

tit=t0;

else
Lit=L(:,i-di); %L(t-tau) cuando t-tau>0
tit=t(i-di);

end

L(:,i+1)=L(:,i)+h*f(tit,Lit);
end

end
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Para 7, # 15:
function
[t,L]=EulerDelayTwoELementsDifTau(f,t0,tf,L0,n,taul,tau2)

L=zeros(2,1+n);

t(1l)=t0;%Primer valor de t

L(:,1)=L0;%Primer valor de L

h=(tf-t0)/n;%Step-size
t=t0:h:tf;
dil=round(taul/h);
di2=round(tau2/h);

for i=1:n
if i-dil<=1
Litl1=L0; %L(t-tau) cuando t-tau<=0
tit=t0;
elseif i-dil>1
Litl=L(:,i-dil); ¢L(t-tau) cuando t-tau>0, en la
primera fila de la matriz
tit=t(i-dil);
end
if i-di2<=1
Lit2=L0; %L(t-tau) cuando t-tau<=0
elseif i-di2>1
Lit2=L(:,i-di2); ¢L(t-tau) cuando t-tau>0, en al
segunda fila de la matriz
end
L(:,i+1)=L(:,i)+h*f(tit,Litl,Lit2);
end

end
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Funciones para sistema de tres elementos

Funcidn numérica pard t; = 7, = 75:

function [t,L]=EulerDelayThreeELements(f,t0,tf,L0,n,tau)

h=(tf-t0)/n;%Step-size
t=t0:h:tf;%Matriz de ceros con una linea y 1l+n columnas.

L=zeros(3,1+n);

t(1)=t0;%Primer valor de t

L(:,1)=L0;%Primer valor de L

di=round(tau/h);

for i=l1l:n

if i-di<=1

Lit=L0; %L(t-tau) cuando t-tau<=0

tit=t0;

else
Lit=L(:,i-di); %L(t-tau) cuando t-tau>0
tit=t(i-di);

end

L(:,i+1)=L(:,i)+h*f(tit,Lit);

end

end
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Funcién numérica para t; # 7, # 3.

function

[t,L]=EulerDelayThreeELementsDifTau(f,t0,tf,L0,n,taul,tau2,tauld)

h=(tf-t0)/n;%Step-size
t=t0:h:tf;%Matriz de ceros con una linea y 1l+n columnas.

L=zeros(3,1+n);

t(1)=t0;%Primer valor de t

L(:,1)=L0;%Primer valor de L

dil=round(taul/h);
di2=round(tau2/h);
di3=round(tau3/h);

for i=1:n
if i-dil<=1
Litl=L0; %L(t-tau) cuando t-tau<=0
tit=t0;
elseif i-dil>1
Litl=L(:,i-dil); %L(t-tau) cuando t-tau>0, en la primera
fila de la matriz
tit=t(i-dil);
end
if i-di2<=1
Lit2=L0; %L(t-tau) cuando t-tau<=0
elseif i-di2>1
Lit2=L(:,i-di2); %L(t-tau) cuando t-tau>0, en al segunda
fila de la matriz
end
if i-di3<=1
Lit3=L0;
elseif i-di3>1
Lit3=L(:,i-di3); %L(t-tau) cuando t-tau>0, en al tercera
fila de la matriz
end
L(:,i+1)=L(:,i)+h*f(tit,Litl,Lit2,Lit3);
end

end

48



