BIBLIOTECA UNIVERSITARIA

::L';_-Ihﬁ-ll H.ﬂ"i

UNIVERSIDAD DE GRANADA

L P -

=

Dpto. de Estadistica € Investigacion Operati%auf"ﬂ‘v “RSIDAD DE GRANADA

Facuitad

0 de Ciencias

METODOS DE GENERACION DE
DISTRIBUCIONES. APLICACION A LA
DISTRIBUCION DE WARING

TESIS DOCTORAL

Juan Antonio Marmolejo Martin

Granada 2002

- e . o - L . o TR o e, - B L L R A 7 - p—— - 2 2
» ¥ L ST e e S A el o ST LS T i ST B e e T el L e e T A T e e e D T T et S T S N s ST T TR T T AR e L T S N LT TR TR S



METODOS DE GENERACION DE DISTRIBUCIONES.
APLICACION A LA DISTRIBUCION DE WARING

Memoria presentada por

Juan Antonio Marmolejo Martin
para optar al grado de

Doctor en Ciencias Matematicas

V° B° del Director de Tesis

| D

N A
,W ‘

Fdo: Dr. Ramoén Gutiérrez Jaimez

Dpto. de Estadistica e Investigacion Operativa
UNIVERSIDAD DE GRANADA

2002




indice Temaético

I Desarrollo del Trabajo. ObJetivos .........covvviuiiiiniiiiiniiinn e,
II. Futuras vias de InvVestiZaciOn .............oceevviiiirnennene.

1 Resultados Generales. Teoremas de QUMACION ..o vvreeeeeeveeeeenneanenns

1.1. Introduccion .. s I e B e o i
1.2. Funciones h1pergeometncas umvanantes
1.3. Funciones hipergeométricas bivariantes .

7 La Distribucion de Waring ..........coooeeveeiiiniiiininen
2.1. CronolOZIa ... .c.vvvvreieniiiinnie e e

3 La Distribucion de Waring Bidimensional ..
3.1. Breve Introduccion ..

3.2. Distribuciones marglnales y condlclonadas DlStl'lbUCIOIl de la

suma .
3.3. Momentos de la BGWD

3 4. Otras propiedades de la BGWD

del Sistema de Pearson Discreto Bivariante .

3 6. ESHIMACION .. vev v vnrvneaenneeesuseeonsarasasssssnesononssenstssosonsansns

4. Distribucion de Waring Multivanante ..
4 1. Definicion. Primeras propiedades ..

4 2. Generacion de la distribucion de Wanng Multlvarlante

4 3 Distribucién limite de una MGWD ..

Bibliografia .........ocovrieriiein i

llllllllllll

o h h

1.4. Funcién hipergeométrica 3F2 ..........oooiviiiiiiiininnee 16
1.5. Funcién hipergeométrica 4F3 ..........ooooiiiiiiiiiiiiene
1.6. Funcion hipergeométrica p1Fp ..o oo

1.7. Funcién hipergeométrica bivariante F3 .............coooviininnnen

24
30
37

. 42

42

-+
. 58

... 60
e 62
. ereeee... 064
3 5. Generacion de la distribucion de Warmg Bldlmensmnal a partlr




Capitulo Introductorio.

1. Desarrollo del trabajo. Objetivos.

Fimpezamos esta memoria dedicando un capitulo completo para hacer
un recorrido sobre los resultados generales y teoremas de sumacion que
conocemos sobre familias de distribuciones discretas generadas por
funciones hipergeomdtricas, contréndonos en aquellas que extienden a la
funcién hipergeométrica de Gauss.

[iste primer capitulo comienza con cl estudio de las funciones
hipegeométricas univariantes. Veremos los rcsultados més conocidos y
después, mis detalladamente, estudiamos la funcién hipergeométrica 372,
primera extension univariante posible de la funcién -F,, la 2fy vy, para
finalizar, la ;) Fp.

Una vez finalizado ¢l estudio sobre la funciones hipergeométricas
univariantes, haremos un amplio recorrido por las bivariantes. [xmpezamos
con la Fy que cs una de las cuatro funciones de Appell, cxtensiones
bivariantcs de la 3 /(. Hay que recordar que una de las propiedadcs de esta
familia ¢s que sus distribuciones marginales pertenecen a la familia de
distribuciones generadas por la 3.7,

La segunda partc del trabajo la dedicamos a hacer un cxhaustivo
recorrido sobre todos los resultados que sc conocen sobre la distribucion
discreta de Waring desde que esta surgid hasta la finalizacion de csle

traba)o.

|.a distribucion generalizada univariante de Waring, UGWD(a, k, p), la
comenzamos recordando un ejemplo dc¢ Newbold {211 en 1925. Esta
distribucién fue cstudiada por Irwin (1968, 1975) [16]. [17], [18] entre
otros. Fntre las propiedades mas importanics que vemos en su estudio esa la
de presentar la distribucion como una distribucion hipergeométrica que

tiene una analoga continua que €s, en general, Pearson 1ipo. 6.

Uno de los autores que mdas aportaciones ha realizado sobre la
distribucion de Waring, unidimensional, bidimensional y multivariante ha
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sido Evdokia Xekalaki [26), [27], [28], [29], [30], [31], [32]. A él le
debemos la mayoria de los resultados conocidos.

Entre otras cosas, en este capitulo veremos:

La UGWD(a, k, p) posee las propiedades de divisibilidad infinita,
integridad y regresion.

La distribucion tiempo de vida puede ser también Waring.

La UGWD(a, k, p) se obtiene como una distribucion especial de
equilibrio.

L.a SGWD puede verse como un flujo de UGWD.

La UGWD(a, k, p) es 1til cuando queremos hacer comparaciones entre
casos psiquiatricos registrados en un mismo pais O incluso en paises
diferentes.

Algunas extensiones bivariantes de la UGWD(a, k, p).

Distribucién de la suma Z = X+Y.

Estimacién de momentos factoriales para la BGWD(a, k, m, p).

llllll

El tercer capitulo lo dedicamos integramente al estudio de la
distribucién generalizada bivariante de Waring BGWD(a, k, m, p).

Sobre la distribucién generalizada bivariante de Waring podemos decir
que ha sido estudiada entre otros por Irwin (1975) y Xekalaki (1983, 1984)
y utilizada en diversos campos. Asi, aparece en modelos de distribuciones
compuestas como en el caso de la distribucién binomial negativa con beta
bivariante, en modelos de “excedencia” para muestras ordenadas o en
modelos de accidentes incurridos por un individuo entre dos periodos nos
solapados de tiempo.

En primer lugar, presentamos la funcién masa de probabilidad de un
vector aleatorio que sigue la distribucion BGWD(a, k, m, p). Calculamos
las distribuciones marginales y condicionadas, asi como la distribucion de la
suma. Después nos centramos en los momentos y en algunas propiedades
que consideramos importantes de la BGWD(a, k, m, p) que expresan la
funcién de probabilidad de la Waring Bidimensional en términos de la
funcion de Appell de primera clase.

La parte fundamental de este tercer capitulo consiste en generar la
distribucién bivariante de Waring a partir del sistema de Pearson discreto
bivariante.

Llegamos a las ecuaciones diferenciales que verifica la funcion
generatriz de probabilidad, encontrando a continuacién las relaciones de
recurrencia entre los momentos, lo que nos permitird obtener el vector de
medias y la matriz de varianzas-covarianzas, asi como la matriz de
correlaciones.
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Cabe destacar también que si los parametros a, k, m tienden todos a
infinito con el mismo orden, la distribucion BGWD(a, k, m, p) puede
aproximarse por una distribucién normal bivariante.

Mas tarde obtenemos también las ecuaciones diferenciales que verifica
la funcién generatriz de momentos y, a través de la funcion generatriz de
cumulantes, obtenemos los primeros cumulantes y los cumulantes de orden
r, concluyendo que los cumulantes de orden mayor que dos son
despreciables para grandes valores de a, k y m.

La parte final de este capitulo la dedicamos al problema de la
estimacion, en la que concluimos afirmando que las estimaciones de los
parametros a y m se obtienen como las raices del polinomio
x% + (a + m%x+ am y la de los parametros k y p como las raices del

polinomio x“ + (kK + p)x + kp.

Por tultimo, el cuarto capitulo estd dedicado a la generacion de la
distribucion generalizada multivariante de Waring MGWD(a; k; p).

La distribucién multivariante generalizada de Waring ha sido estudiada
entre otros por Xekalaki (1986) y utlilizada en diversos campos,
fundamentalemente en teoria de accidentes.

Empezaremos con la definicién y veremos algunas de las propiedades
més importantes de esta distribucién, sobre todo las relacionadas con las

distribuciones marginales y condicionadas, asi como el estudio de algunos
de sus momentos.

La parte fundamental de este cuarto capitulo consiste en generar la
distribucién multivariante generalizada de Waring como un caso particular
dentro de la familia de distribuciones Pearsonianas discretas.

Comenzamos exponiendo brevemente una metodologia de construccion
que aplicamos para un caso particular de los coeficientes del sistema de
ecuaciones en diferencias propio del modelo de Pearson. Despué€s veremos
las ecuaciones diferenciales que verifica la funcion generatriz de
probabilidad y a continuacién comprobaremos que cada distribucion
marginal &; es de tipo UGWD(a, k;, p) y que la conjunta de (5 isC j) es una

BGWD (a, ki kj, p) . Expresaremos la matriz de varianzas covarianzas y la

matriz de correlaciones. El siguiente paso sera obtener la distribucion
condicionada resolviendo el correspondiente sistema. Esto nos permitira
estudiar la superficie de regresion de &; sobre (§1,...:8i-15Git15+-26n)s
que, en realidad, serd un hiperplano de regresién. Despuc€s presentaremos
__los coeficientes de correlacién miltiple y la funcion de densidad marginal de
(E1sen&is15Eip1s-sEn) que es una MGWD(a, ky, ... ki yKii1seeeskns p).
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Después obtendremos la esperanza, varianza, covarianza y coeficientes

de correlacion condicionadas.
Para terminar este capitulo obtendremos la distribucion limitc de una

MGWD que veremos que es una distribucién normal multivariante.

Cabe destacar también que si los parémetros a, k, m tienden todos a
infinito con ¢l mismo orden, la distrivucion BGWD(a, k.m.p) puede

aproximarse por una distribucion normal bivariante.

Miés tarde obtencmos también las ecuaciones diferenciales que verifica
la funcién generatriz de momentos y, a través de la funcion generatriz. de
cumulantes, obtcnemos los primeros cumulantes y los cumulantes de orden
r. concluyendo que los cumulantes de orden mayor que dos son

dospreciables para grandes valores de a, k y m.

La parte final de este capitulo la dedicamos al problema de la
estimacién, en la que concluimos afirmando que las estimacioncs de los
pardmetros a y m se obtienen como las raices del polinomio
x2+(a+m)x+am y la de los pardmetros £y p como las raices del

polinomio x* + (k+ p)x + kp.

2. Futuras vias de investigacion.

Para finalizar cste capitulo introductorio, vamos a destacar algunas
lineas de investigacion que pueden abordarse a partir de ahora, al igual que
lo que pensamos que debe ser mejorado sustancialmente.

* Deben depurarse los métodos de estimacion, debido al alto
nimero de parametros, para que podamos aplicarlos a situaciones reales.

* Ofrecer métodos de estimacion para la distribucion multivariante
de Waring que hasta ¢l momento no han sido estudiados.

* Estudiar mas a fondo la teoria de fiabilidad cuando la
distribucién de tiempo de vida es UGWD(a.k, p).

* Profundizar en los modelos de probabilidad que dan lugar a
formas bivariantes alternativas a la ditribuzion generalizada de Waring,



Capitulo 1

Resultados Generales.

Teoremas de Sumacion.
1.1. Introduccion.

En este primer capitulo vamos a hacer un extenso recorrido sobre los
resultados generales y teoremas de sumacion de las funciones que extienden
a la funcién hipergeométrica de Gauss.

Haremos un estudio general de las funciones hipergeométricas
univariantes y bivariantes para estudiar después de manera mas detenida las
funciones hipergeométricas univariantes 3F2, 4F3, llegando a la
generalizacion p,1Fp. Una vez visto esto pasaremos a estudiar la funcion

hipergeométrica bivariante /3.

Para todos estos casos seguiremos el mismo proceso, es decrr,
estableceremos la ecuacién en diferencias y veremos la funcién solucion,
estudiaremos las condiciones que deben verificar la funcién para convertirse
en funcion masa de probabilidad. Presentaremos la funcion generatriz de
probabilidad y concluiremos viendo que la funcién caracteristica, la funcion
generatriz de momentos y la funcién generatriz de cumulantes verifican una
serie de ecuaciones diferenciales. Para finalizar estudiaremos los momentos
nocentrados. Dedicaremos un apartado especial para los teoremas de
sumaci6n. Con las funciones bivariantes ademas de todo lo anterior haremos
un breve estudio de las distribuciones condicionadas y marginales.

En este capitulo hacemos una completa revision de la metodologia y
resultados ya utilizada en trabajos anteriores (F ajardo, [7], Guti€rrez y
Rodriguez, [10], [11], [12], [14], [15] y Conde, [3]).

1.2 Funciones hipergeométricas univariantes.

1.2.1. Resultados generales.

Sean L y G funciones cualesquiera y f una funcion no conocida. La
ecuacion en diferencias propuesta por Fajardo, [7], que generaliza la familia
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de distribuciones discretas de Pearson, viene establecida de la siguiente
manera:

G(r)fre1 —L(r)fr = 0 (1.1)
donder e Z";L : Zt - R,G:Z* > R-{0} y f:Z" > R.

[La ecuacion en diferencias tiene (Guelforn, [ ] y Jordan, [ ]) la
siguiente solucion:

r—1
JION
P 7o :l;lo G si r21 (12)
fo Si P == {)

siendo f{) es una constante inicial que supondremos distinta de cero.
Si la funcién f, solucion de la ecuacion (1.1) verifica la condiciones:

1. Condicién de positividad.

L(HNG@r) > 0:VreZtsiH={re Z/Lr) =0} =0

L(rG(r) >0, r=0,1,....m si H+ 9. Siendo m = minH.

2. Condicién de convergencia.

o r-l
oy
22§a0<

3. Condicion de normalizacion.

J70)
1+ 21156

(Ilamada constante normalizadora)
podemos decir que es una funcién masa de probabilidad.

Estas son las condiciones bajo las que tenemos que trabajar para que
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una funcion solucién de (1.2) sea una funcioén de probabilidad.

Teorema 1.1, Si L y (; son polinomios en r y r+l respectivamente, de
cualquier orden y se verifican las condiciones 1, 2 y 3 entonces lu funcion
generatriz de probabilidad g(f) asociada a la solucion (1.2) verifica la
ecuacion diferencial.

G(0)g(r) ~ tL(0)g(r) = bofu | | (1.3)

para |t| < 1, siecndo 8 = 1(-%-) con §° = | el operador identidad y by ¢l
término independiente del polinomio G(r + 1).

Ademas la funciéon caracteristica ¢(f), la funcién generatriz de
momentos M(#) y la funcién generatriz de cumulantes k(1) = Ing(1)

verifican las siguientes ccuaciones diferenciales.

G(DYM(E) - e' L(D)M!t) = bofo (1.4)
con D = -::—r*,

G(0,)d(t) — €"L(0,)¢(1) = boJo (1.5)
con @, = D,

G(0,)e*® — e L(0)e™" = bofo (1.6)

Definicion 1.1. Si existen las derivadas y son finitas ent = 1 en o) yen
t = 0 en M(¢t) y ¢(t) definimos los momentos no centrados:

i = [07g(0] ., = [P"M(D)], = [07¢(D]

Gracias al siguiente resultado podemos estimar los parametros de la
distribucién perteneciente al sistema por el método de los momentos.

Teorema 1.2. Consideremos L y G polinomios en r y r+\ respectivamente,
siendo 1 de cualquier orden y G de orden g. Supongamos que los

momentos no centrados de orden k existen con k 2 q.

Entonces se verifica:

q P A j
2 byt - Z‘”(E ( m )”;+"') = bob’fo S
Ja{) fr0) mre=()

para h = 0,1,...k—q y a,, b; coeficientes de 1. y (i respectivamente.
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Ademds si by = 0 la relacién anterior serd sélo de momentos y si
b, # 0 nos encontraremos con la probabilidad /.

1.3 Funcliones hipergeomeétricas bivariantes.

1.3.1 Resultados generales.

Sean L.N:Z*xZ"' - R y G,H:Z'xZ* - R- {0} funcioncs, en
principio, cualesquiera y sea f : Z*xZ* - R— {0} una funcion no conocida.

El sistema de ecuaciones en diferencias parciales viene establecido de
la siguiente manera:

G(ros)fmis = L SYox =0 (1.82)
H(r.s)ro1 = N 85Yrs = 0 (1.8b)
donde
m, Py
L(r,s) = 22 Qe (1.92)
i1 =0 iz=l
n ng
N(ras) = D3 D Cp s (1.9b)
J1=0 j2=0) |
P P2 |
G(",S) - Zzbkhkﬂt(ﬁ])*lsii (].90)
ky() k2=~0

1 92
H(r.s) = i}:d,,,z,:,m, s (1.9d)

I{=Q Iy~

donde dj, 1, b4, 4>-Cj1 j2- A1, € R,y CON Uy mys Opy prs € s @y * 0.

El sistema de ccuaciones en diferencias parciales tiene la sigutente
solucion:
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fijada foo * 0.

Recordemos que f: Z'xZ':» R—{0} es solucion dcl sistema St
verifica la igualdad -

é‘_(r,s'jl: DN(r,s) _ N(r + l,s'!L‘gr,.S'! | (1.11)
Gr.s + DH(r,s) H(@r + 1,9)G(r.s)

vr.s € Z*walquef,, ¥ 0. .

Si la funcién f: Z*xZ* - R - {0} soluci6n del sisiema (1.8) verifica
las condiciones:

1. Condicién de positividad.
L(r,5)G(r,s) 20
N(r,s)H(r.s) =2 0

r.s € H= {(r.s) € Z°xZ*[frs * 0}.

2. Condicion de convergencia.

£ T LOSNOY) . o
S 111+ g
yy=d) 00 ¢’ =0 Cf(f,.‘i’)H(O,{)

1450
(rs)eH
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3. Condicion de normalizacion.

Joo = ' +
0.0 w 5| Ll,s AKO,I:)

podemos decir que f'es una funcion masa de probabilidad.

Teorema 1.3. Si la funcién de probabilidad f,s solucién del sistema se
puede escribir como producto de sus probabilidades condicionadas por

sus correspondientes marginales, es decir
f ;",_.t -~ f r/.tr; Y ﬁ'_.'r s f sh:f r
FEntonces:

a) Las funciones de probabilidaed condicionadas verifican lus ecuaciones
en diferencias:

G(" ' S)f;w-l/.c ""'-L(" v"’)ﬁ'f-v = () Uv & 0)
H( . $) i = N(roSHor =0 (£ > 0)

respectivamente.

b) Calculadas las anteriores, las funciones de probabilidad marginales
verifican las ecuaciones en diferencias:

(_;(r..?)f;,”lfﬁ_] - L(r,8) furfr =0
H(ra-")ﬂis«rlfﬂl —N(P,S)fmfg = ()

respectivamente.

Teorema 1.4. Si L, N son polinomios en las variables (r,s) v G polinomio
en (r+ 1,5) y H polinomio en (r,s + 1) de ordenes cualesquiera y tal que
se verifican las condiones |, 2 y 3, enlonces la funcién generatriz de
probabilidad g(t|.1;)asociada al sistema (1.8) verifica el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
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G(01.02)8(tr, 12) - 11L(81,82)8(11,12) = G(61,02) D_fo, 15
ya()

H(0,.02)g(th,12) — 12N(0,,82)g(t1,12) = H(9|.92)Zfr,()f’i
0
(1.12)

para |f1] < 1.lf2} < |, siendo 8, = t;-£-, i = 1,2.

Ademds la funcion gencratriz de momentos M(fy,f2) Y la funcion
caracteristica @(¢1,7;) verifican los siguientes sistemas dc ecuaciones

diferenciales.

a)G(D|!D2)M(tht2) "'e“L(Dl,D2)M(t|,tz) = G(Dth) E fo'_,e'?"‘

()

HD . DMy t2) — eAN(D 1, D2)M(¢1,12) = H(Dy, D7) Zf,*oe""
| ra=l)

con D, = L, i=12.

PYG(O',0%)p(th. t2) — e L(8),05)p(11,12) = G(87,67) > fose™
S=()

H(O',05)4(t, 12) — €2 N(©}.05)0(t1, 12) = H(8',0%) D _froe"”

()

o el -
Con Gj e ' a‘j 1_’ I’21

siendo

(v |

o
M(tIJZ) - Z ﬁ_.te"ﬁhs
re0 s

0 o0
¢(!1 B 12) = Z Eﬁue‘{hﬂlgs)
r~0 0
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Definicién 1.2. Si existen las derivadas parciales y son finitas para
(= 1yi=12¢n g(t) t2) y para t; = 0 en M(t,,t2) y ¢(t1,12) definimos
los momentos no centrados como siguen.

ﬂ:r,a . [91623(“;‘2)}"_‘2_‘ - [D|.’)2M(I|,lg)]“_‘z_u =
i~ [Gfloaé(thfZ)]hql.o

Gracias al siguiente resultado podemos estimar los pardmetros dc la
distribucién perteneciente al sistema por ¢l método de los momentos.

Teorema 1.5. Sean LN polinomios en las variables (r,s), G polinomio en
la variable (r + 1,8) y H polinomio en la variable (r,s + 1) de ordeney
cualesquiera. Supongamos que los momenios no centrados ., de
cualquier orden existen.

Entonces éstos verifican las siguientes leyes de recurrencia:

P P2 &
Z Z bk;,k; [Z ( f} )lu:h i kyA-m ] -
k=) ky=A) m={) -

S [gg (4)Cm )ui.m.w] -

{yei) [+

y=0)

P2 8 o
N Z bok, [Z ( - )9{ ;"™ (z ::fo,sfi) } :

41 42 g
’z__:?’ E d”"" [§ ( Pf‘!' ) ”;lﬂl 1148 ]
ny m f 8 ’
P IILTDIPD (%) )u},.m,,-,m] i
J1=0 ja=0 n=l) m==()
91 ¥ 4 &
o Edw[Z (5 )91%9% (Zfr.of'i) ] | (1.13)
e S = f1=1

para f,8 € Z".

[l segundo miembro de estas expresioncs s¢ anula excepto para f = 0
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en la primera de ¢llas y g = 0 en la segunda. Ademés si los coeficientes
bok, Y dip son iguales a ccro, las relaciones son Gnicamente d¢ momentos.

1.3.2 Teoremas de sumacion.

kin este apartado vamos a ver algunos resultados parciales (Slater, [ ]
y Prudnikov, [ ]) que seran necesarios mas adelante.

1.3.2.1 Resultados parala 2/

Con los dos primeros resultados podemos sumar cualquier funcion
hipergcométrica de Gauss para A = 1, siempre que ésta sea convergente.

1. Teorema de Gauss:

- i = F(LZF(C"—G':"J)_ ’
2}'|(a,b,c,l) F(cua)["(c'-b) ‘ (1.14)

donde a,.b.¢c € Z~ y Re(c—a—b) > 0.

9 Teorema de Vandermonde:

JFi(a,-mici1) = (“(“;)“-)”' (1.15)

donde m es un nimero natural y ¢ Ho es un entero negativo menor que
a o -m.

3. Segundo Teorema de Gauss:

__1_ ' Lk -
ya (a,b;‘_'l'_g_‘t.ﬁ.;_%.) i f_..(__z__)i( +2‘ ) (1.16)
EDICD

4. Teorema de Bailey:

(et
r('_c_:i-.f!.)x( ' 3:w:-"'-::a.) et
2 2

ZFI(CI,I -a;c;%) o
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1.3.2.2 Resultados para la 3F;

1. Teorema de Dixon:

Fa(ab,el +a-bl +a-cil) =

F(1+4)T(1+4-b-c)I(1+a-b)(l+a-c)

Fh+a(+a-b-or(1+£-b)r(1+4-c¢)

(1.18)
donde Re(a — 2b — 2¢) > -2.
2. Teorema de Watson:
343 (a,b,c;-a-i-%i-l-,ilc; l) =
r(i)r(s+ c.-)r(l-‘t-‘?-i-'l)r( = ; =0 4 c)
TR (5 )
(1.19)
donde Re(1 —a— b +2¢) > 0.
3. Teorema de Whipple:
1Fa(a,b,c;d, e 1) =
- DV W C(ad)I'(e
(e )r(agd)r(e4e)r(454)
(1.20)

dondea+b=1,d+e=1+2cyRe(c) >0

Otros resultados de sumacién que generalizan los que se acaban de
enunciar aparecen ¢n Lavoie, [ ]. Por ejemplo, ¢l siguiente resultado ¢s

“cercano al teorema de Watson:

4. Lavoie, Grondin y Rathie, 1992:

Fy(a,b,c; 482 2¢;1) =
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221+ 7 )r(ﬂ-i'-—gn)r(c- )
(a~b)F ($)T(a)I'(b)

eyt S _r(g)r(h)
(- £)r(e-250) (- #51)r(e-4)

(1.21)

con Re(2¢c —a—b) > 2.

Y el siguiente es contiguo al teorema de Dixon:
5. Arora y Rathie, 1993:

Wa(a,b,ca-b+2,a-¢+ 2;1) =

272t (@-b+2)[(a-c+2)

T - (c-DI(@-b-c+2)(a-2c+2)

[ r(4- b-c+2)r(ﬂﬂ--c) s —b- )l (-E-+l-—c)]
| r(&L)r(s- b+l) r(£)r(4t-»5)

(1.22)

con Re(a—2b—c¢) > ~4,
6. Gutiérroz y Rodriguez, 1997 -
(o, Q2,72 + L 7n7231) =

“Z( )ﬁ::;g;; Fn(u|+i.az+i‘;y|+i;l) (1.23)

{==()

donde v\ > a| +a; + | y ninguno de los pardmetros €s eniero negativo.

Otras functones:

* a . d = = 2 IV =
4.53(a,l+2,b,c,2,l+a b,l+a C,l)
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(1.24)

En Exton, [ ] aparecen resultados para funciones hipergeometricas
2F3 y de orden superior (5F4, Fe, 0 o F ) Por ejemplo, sc tiene el

siguiente resultado:

2. Exton, 1997

i Fo@,a+2,..,a+2qa+la+3,..,a+2q-11) =

o5
(

= n1l(-a~gq) 2 %L.

( )'(120) Tq)

(1.25)

1.4 Funcién hipergeométrica 3 F2 (a1, a2, as: fy, f2. A).

1.4.1 Resultados generales:

Sean G y . polinomios clbicos que podemos expresar de la siguiente
manera:

G(r) = (ry+r)y2+r)(r+1)
L(r) = (&) +r)(az + r)(as +r)A (1.26)

cona,. i = 1.2,3;7,,j = 1,2y Areales, 2n principio, cualesquiera.

la solucién de la ccuacion en diferencias (1.1) viene dada aplicando
(1.2) por:

2 (@;),(az),(a3),A |
fr=to (71),(r2),r! (1.27)

Si la funcién (1.27) verifica las siguientes tres condiciones serd una
funcion masa de probabilidad,
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1. Condicion de positividad.

Impone restricciones a los parametros @/, 7/, A de¢ forma que:
L(r)G(r) 20

2. Condicién de convergencia.

ifo (a 1 )C(az )r(a3 )rli

2O (), (1) !

que es la funciénfo{ 3l-'g(a.,ag,a3;y1,72;l) - l}. Como esta funcion es
un caso particular de las funciones ,F, sera convergentc cuando los

parémetros cumplan las siguientes restricciones:
a) como p = q + |, converge V|i| < I.
b) para |A| — 1, llamandow = ¥ + 72 — (a1 + a2 + ag) se tiene que

@ - |
. ) si w > 0, entonces es absolutamente convergente.
i) si =1 < w < 0, es condicionalmente convergente,

i) si w < —1, es divergente.

3. Condicidon dc normalizacion.

.ﬁ} S 3F2(alsazaa3;‘)’|,'}’2;l)" (‘.28)

De esta ultima expresiébn se observa que para poder obtener las
probabilidades de estas distribuciones es necesario conocer el valor de la

funcion 3F2.

o | La funcion generatriz de probabilidad para distribuciones con funcion
- masa de probabilidad (1.27) tiene la siguiente forma:

N e S (9),(02),(a3) (M)
g(t) gjrt ﬂ) E (7| )r(yl)rr!

cs decir:

Fo(a).@2,@3,71.72:4)
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Fsta funcién es convergente para Jf| < 1, lo cual se verifica atendiendo
a las condiciones anteriores. En concreto, o bien |A] < 1, lo que implica que
Af| < lparaft| < l;obien|d| = 1yy, +72 -~ (a1 +a2+a;3) > 0.

A esta familia de distribuciones se le conoce como la generada por la
funcién hipergeométrica 3/ que es una extension univariante de la funcion

hipergeométrica dc Gauss , F.

Vamos a expresar G en funcién de r+1 y L en funcién de r:
3
G(ry =D _bir+1)’
j=l)

Asi :

by = 1

by = (i —1)+(r2-1)
by =1 —=1)r2—-1)
by = 0

3
L(r) = Za,r‘

=0
De la misma forma:

43 = A
dz = A(al + A +a3)
a, = l(a|a2+a1a3+a2a3)

ap = Al 120 3.

Ya estamos en condiciones de aplicar el teorema 1.1, en consecuencia
la funcion generatriz de probabilidad wverifica la siguiente ecuacion

diferencial:

AMaarasg(r) = (1 — A0 g(f) +
Fl(yy = 1)+ (r2 = 1) — Aa) + a2 +a3)]0%g(@0) +
+{(r1 = 1)(y2 - 1) - Aa1a2 + aray + a203)]08(7).

l.a funcién generatriz de momentos verifica:
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Ae‘a arasM(t) = (1 — e )P M(0) +
+[(r - D)+ (r2-1)~ () +az + a3)].DIM(2) +
+[(y1 = 1)(y2=1) - Ae'(a a2 + @103 + as03)1DM(8).

y Ja funcién caracteristica verifica:

Ae'a ara3() = (1 - Ae")079(1) +
F[(r1 - 1)+ (72— 1) - Ae(ay +az +a3)]. 07600 +

+[(y) = 1)(y2 = 1)~ Ae'(arar +anas + a03)]0:9(1).

Para la  familia  de  distribuciones generadas por
JFola,aa,as; B P d), se verifica la siguiente relacion de recurcneta:

b3ty + b2u'2+h +hy s =

h
= ST (1) {astsem + @2ts2em + @1 Hiim + G0bm}
mr=()

donde a;. b, son los coeficientes polinomiales de L(r) y G(r+ 1)
respectivamente, siendo tinicamente de momentos al ser bg = 0.

Asl, para A = 0, 1,2 las relacioncs que se obtienen son:

bauh + bapth + b1y = aspy + azp; +ay ) + ao

bypth + bopty + by pty = aay + (@3 + @)ps + (@2 + @)y +
+ (@) +ap)it) + do

byt + bopty + by = asps + (2a3 + ar )y + (a3 +2az + a)py +
+ (02 4+ 20] "+ au)u'; > 3 ((1] + .200)].1’1 + Qg

Y si A=1, al ser by =a3 =1, las cxpresiones anteriores  S¢
simplifican de la siguiente manera:
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(by = az)py + (b1 —a))p—do =0

(b2 - g - I)ﬂ;-*'(b] - a3 -01)]1; —(a. +(:¢,)p-5a0 = ()

(by —ay —-2)uy + (b —2a2 a1 - 1) — (a2 +2a, + Ao,
- (ay +2a0)p—ao = 0

Asi que si conocemos u podemos obtencr todos los momentos no

Dado que la media es.
K= "E}";g(f) | -1

se obtiene la siguiente expresion:

-ig(t) - _i 3F2£a|,Q2,03;z IaZZ;I) -
dt dt 3Fay(a,a2,a3:71,72:1)

D tr
- FlanaseurirsD 4 2:——-—-(“‘)"(“’)’(“3*-)’
3 2(a| A2, Q3. 71,72 ) At — (y‘)r(,’,:)rr!

Como:
_d_i_{ﬂ_g)r(ﬂz);(ﬂa):’r _
df rel) (yl)r(Yl’)rr!

(r1)(r2)r! (r ), (r2),(r= 1)t

_ i (@1 )(a; + 1) (a2)(@2 + 1), (a3)(ai + 1),.,{:'_
)i +1), ()2 +1)pr!

£ - (a,),.(ag),(ag)rrt"" N - _g_q_._)_,._g_az),(aa),::__'_*_‘_ _

w0

Asi. sustituyendo para ¢ = 1, se obtienc:

a|aza33ﬁ‘2(a|+‘,a2+lsa3+l;yl+1172+I;l) ( )
rOT L (M

~ ?’17’2;1'_2(&1.!12,03;7“72;1)

Adn no existe un resultado general que nos permila obtener el valor dc
esa funcion hipergeométrica, por lo que no s¢ puede calcular el valor
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explicito de la esperanza, ni de la constante fo.
Otro resultado conocido que es bastante intcresantc es el de la moda,

Sabemos, gracias a una caracterizacion de moda local, que si -jﬁ"—‘ > |
23

y }&'T > 1. existe una moda en el punto m, m > 0.

S utilizamos el valor obtenido en la expresién (1.27) y simplificando
nos encontramos con ¢l sistema de inecuacioncs:

ga.+m-—1!!a2+m—l!!a3 -i-m-—-l.! >F|

(yy +m—1)(y2 +m—1)m

C+mM(yy +m)(m+ | -
(@) +m)(az+m)as +m)

Para m > 0 hay quc comprobar que ?iult]ilz"tz?? - ¥

De estas inecuaciones obtenemos dos parabolas que determinan la
region cn la que se encuentran Jas posibles modas.

Dependiendo del sentido de estas inecuaciones y de que existan raices
reales. se obtienen unos intervalos en l0s que se encuentran las posibles

modas.

[istas pueden ser cualquier nOmero natural situado dentro del intervalo
determinado por las dos rafces reales de la primera pardbola, en ¢l caso de
que éstas existan, siempre y cuando las dos inecuaciones sean mayores quc
cero y fuera del intervalo determinado por las dos raices rcales dc la
segunda parabola de forma que si éstas no existen nos quedamos sGlamente
con las del intervalo determinado por la primera parébola.

Si no existen raices roales de Ja primera pardbola, no hay ninguna
modu.

En el caso de que las dos inecuaciones sean menores que ¢ero, ocurre
exactamente lo mismo pero intercambiando la explicacion referente a cada

parébola.
1.4.2 Teoremas de sumacion:

Teorema 1.6. Sea la funcién hipergeométrica ;Fr(a\.a2,72 + Y 1,Y2:A)
en la que la diferencia entre uno de los pardmetros del numerador y uno
del denominador es un niimero natural n. Para aquellos casos en que la
serie es iInfinita, esto es, ningin pardametro del numerador ¢s eniero
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negativo, se verifica que:

Jo(a, a2, Y2 Y nLY2iA) =

n { |
-y (?)%%S‘(,%%A_ Fu(@ +hay iy +id) (%)
femd) {

Lema 1.1.

sFy(ay,az, 72 + 171,725 4) =

] 1) (@), (a2),A
= Y ASVIATEAUD. Fi(ay +i.ay iy +iA
g(’ (r\)r2), * (@ e )

Lema 1.2.

yFo(a.a2,72 +2;71,7214) =

2
):—:‘( ") (71),(r2), * @y +hay +Ey 1+ 5 )

Realmente este resultado también se puede utilizar para funciones
hipergcométricas cuya serie sea finita, sélo tendremos que verificar que el
parametro y; +n no sea el mayor entcro negativo, pues en es¢ caso la
cxpresion anterior es distinta al operar con sumas finitas. Para poder utilizar
dicho resultado de sumacion es necesario conocer ¢l valor de la funcion , F;
que en él aparcce. Esto nos conduce a los siguientcs corolarios:

Corolario 1.1. Para A = |, si no existen pardmelros enteros negativos en
el numerador podemos utlilizar el resultado (1.14) en el teorema anterior,

de donde:

3['12((1“(12,72 +ﬂ27h7’2;/1) -

=2":(n (El_):(aiz)l FS:Z|+{)r(7\—u;—a2-—_1'_l
e \ i 7 (r1)ir2), Tr -a ) (y) —az)

Corolario 1.2. Para A=+ y v = 3(1 +a\ +az2), emplcamos el

resultado (1.16) en (*) obteniendo:
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l+a, +Q j
3 (@, a2, Y2 + 0, — 5—4~72~%*) .

1"(—'5-)['( | +a:.2+a2 +:')

Sy e o2
J_+f1|+az_) pfltart! *(J.""{Z"Zi
(e (r2); 2 (4 (4% )

Este teorema permite obtener el correspondiente valor de¢ la esperanza
de las distribuciones asf generadas, ya que en la expresion (u) aparece und
funcién hipergeométrica de las consideradas en el corolario 1.1, en concreto:

N a1a2(72 +n)l}Fg(a1 +la+lL,y2+n+ Ly + Ly + 1;2.)_
H 71')’231‘_'2(01,“2,’}’2+";T|,72;1) |

Si no hay pardmetros enteros negativos, n= |, A = | y sustituyendo las
expresiones 3F7, tras operar nos queda:

[ 2+ 1 | = Q —0_2-2)‘_+§al +12§f12,+!)i]

vo(y) = o) —az —2)+a a2

g = aye
Yy~ ~ax—2

Siconsideramos n=2yA = 1 :

DU ' 1 ' E—
F Yy ~a|—a3—3
- (72),(y1 ~ @1 — 2 —2), +araz(yz + )y —~a)y—az2—2)+
- (al)z(az)z

(y2+ 1)(yy—ar—az—3), +
+(ay + 1 )(az2+1)(y1—a —a: - 3) + (a1 ),(a2),
siendo la expresion paran=1y A4 = -1, la siguiente:

(@t )r( gt ) var(S )r(%+1)

) A
® | Teorema de Dixon.

Los pardmetros son de la forma a,,a2,@3; 71 = | +a) —as, y2= 1 +
a, —a3 conay +2(1 —az—a3) > 0. Ademas a,71,72 ¥ Z~, puesto que
la funcion gamma no esté definida en los enteros negativos y dicha
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funcion aparece evaluada en esos parametros en la expresion (1.17). &

Teorema de Watson.

Los pardmetros del denominador son de la forma a,,a2,a3;
vi = (L +ay +@2)/2, y2 = 2a3, con | —a, — @z +2a3 > 0.

Teorcema de Whipple. e
Los pardmetros de la forma a Ll =ay,az sy, L +2a2 -9, conaz > 0.
1.5. Funcion hipergeométrica +Fs(ai, a2, a3, a4; 71,72, 733 A)

Las funciones hipergeométricas 3F; son las primera extension

univariante natural de la funcion hipergeométrica de Gauss. Las soluciones '
de las ccuaciones en diferencias cuyos coeficientes son los polinomios de |
grado 3 vienen en términos de dichas funciones hipergeométricas 3/ tal y .

como hemos visto anteriormente.

Vamos a avanzar considerando L. y G como polinomios de orden cuatro
siendo una de las raices de G el valor —1. Esto va a dar lugar a soluciones
expresadas en  términos de  la funcion  hipergeométrica

41“‘3(01,02,03,04;71,72:?3;'l)-

Estos resultados nos daréan pié para avanzar hacia polinomios de orden
pt+l. |

1.5.1 Resultados generales.
Sean G y L los siguientes polinomios:

Gr) = (r) +r)y2+r)ra+r)(r+1)
L(r) = (@) +r)(az +7)(@s +r)(@s +7)A (1.30)

siendo a;, i = 1,2,3,4; 7,, j = 1.2,3 y A reales, en principio cualesquiera.

L.a solucion de la ecuacién en diferencias (1.1 ) aplicando (1.2) sera:

_ 4 (@1),(02),(03),(24),A"
fr = to (71),(72),,(}/3)’” (1.31)

Como en casos anteriores, si f, verifica las siguientes tres condiciones
serd una funcién masa de probabilidad:
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1. Condicién dec positividad.
Esta condicion va a umponer unas restricciones a

a7, A de forma que:

los pardmetros

L(NG(r) z 0

9. Condicién de convergencia,

iﬁ) (a 1 )E_(_a2 )c(a3 )r(a4 )rlr

r (71),(72),(73),7!

y3;4) — 1. Como csta

que cs la funcion fo{aF3(@,02,03,@437 1,72
scrd convergente cuando

funcién es un caso particular de las funciones pFy
los pardmetros cumplan las siguientes restricciones:

a) como p = q + I, converge V|| < l.

b) para |A| = ), llamando w=7¥, +y2+%2~ () +a; +ay+ag) s€
tiene que

i) si w > 0, cntonces es absolutamente convergente.
i) si =1 < w < 0, es condicionalmentc convergente.
iil) si w <€ —1, es divergente.

3. Condicion de normalizacion.
Jo = 4’“'3(01aazaaaam;?’l,7’2#3;3«)“'} i

De esta ultima expresién se observa que para poder obtencer las
probabilidades de estas distribuciones ¢s necesario conocer el valor de la

funcion 41?3.

La funciéon generatriz. de probabilidad para distribuciones con funcion
masa de probabilidad (1.31) tiene la giguiente expresion:

S S (@), (e2), (@), (@) (A
#(0) §f < f“; (71),-(72),-(73);!

es decir:

3 AL)

(1.32)

-
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Esta funcién para quc exista, debe ser convergente para || < | lo que
se verifica atendiendo a las condiciones anteriores. En concrcto, o bien
Al < 1, lo que implica que |Af| <1 para jff < l; o bien |Al=1 Yy

217]“216!5 > 0.

A esta familia de distribuciones se le conoce como la generada por lu
funcién hipergcométrica 4/ que es una extensién univariante de la funcion

hipergeométrica de Gauss /.

Vamos a expresar G en funcién de r +1 y I. en funcion de r:

4
G(r) = Zb,-(r+ %
=)
Asl
ba = |
by =(@i—1)+@2-1)+(3-1)
by = (r1=1)y2=D)+@1 = D)ra—- 1)+ 2= )(ra=1)

b= = 1)(y2—-1)(r3-1)
by = 0

4
L(?’) - Za,r'
fru{)

De la misma forma

Ay = A
ay = AMa) +a; +az +aa)
dy = A(@102 + 0103 + Q104 + @203 + X204 + A304)

ap = A 120304

Ya estamos en condiciones de aplicar el teorcma 1.1, en consecuencia
la funcién generatriz de probabilidad wverilica la siguiente ecuacion
diferencial:

AMaarazasg(d) = (1 — A04g(r) +
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3 4
+ [Z(‘]’, s l)—-—/’UZa;]BJg(t) e |
fo |

re1

—

3 4
w| - D - D - M am) |0%0)+

i g i fe=|
¥ i4) I

|

{ J ho
i*jrk

La funcion generatriz de momentos verifica:

Ae’maza;;mM(t) = (l — M')I)4M(I) +

+ [Z(‘}’l - 1) - M'Za;]D3M(I) +
fomr ) im |

{ = i j=1
i%) i#f

- -
o o= —1) - e )iy JD?M(r) +

|

4
| - D= D@s-1) -2 Y amar |DMQ).

i J ko= | |
"Fj-fik _

y la funcién caracteristica verifica:

e a arasas() = (1 — 2e")07 () +

4
+ (ri=D)2=1)ra=1)- A Z aajai 0g(1).

27
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1 4

+| -1y - 1) - e Yy (0760 +
ij=1 if=t
|y )

4

+| 1= D2 = Drs=1) - 2e" 3 aiaan |00,
i J =]
i=f2k

Para la  familia  de distribuciones . generadas por
J(a,02,03,04;71,72,Y3:4), 8€ verifica la siguientc ecuacion de
recurcncia:

/ / J !
haflyen + D3p3en + D2y + O1 Mk =

h \

. h \, f J ' ! 4

= E ( m {04[14,”,, +dylzem Y A2 2m ta\fem t “()#m}
in-=(}

(1.33)

donde a;, b;son los coeficientes polinomiales d¢ L(r) y ( s(r + 1)
respectivamente, y que es Ginicamente de momentos al ser by = 0.

Asi, por cjemplo, para h = 0 y si A = |, las expresiones anteriorcs sc
simplifican de la siguiente manera:

(A3 ""3)’-‘5 ¢ & (bz ‘—02)[15 +(h)=—a ) ))p—ay = 0

Conocidos los dos primeros momentos se puede obtener el tercero a
partir de la expresion anterior, y de ahf los siguientes momentos.

La media y el momento de orden dos no centrado tienen la siguiente
forma:
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4

na,'l

ARy (CTR AN Rl IS Tl XL Las+ L7+ Lyt Lya+ 134)
3 (@1, @2, 23,8457 1.7 2.7 33 A)
!_[Tf
-l

p::.

ﬁ(“t)zlz

i1

3
H(Tf)z

juu]

+

L af(e 2,02 2.3 +2,a4+2;71 +2. 72+ 2,73 +214)

4-!"3((1l)a21a3!a4;7|?72$73;1)
(1.34)

Una vez més no existe un resultado general que nos permita obtener ¢l
valor de esa funcion hipergeométrica, por lo que no s¢ pucden calcular los
valores explicitos de (1.34) ni de la constanto fo.

1.5.2 Teoremas de sumacion.
Teorema 1.7. Sea la funcion hipergevmétrica 1Fi(ay,02,ay, Y3+,

y1,72, Y3iA) en la que la diferencia entre uno de los parametros del
numerador y uno del denominador es un ntimero natural n. Para aquellos

hd r

casos en que la serie es infinita, esto es, ningutt parametro del numerador
es entero negativo, se verifica que:

Fa(@1,a2,@3,73 + IV LT2.Y35A) =

n
: ’ 't . - . -
= Z ( 7 )Mm.g.h(m +iaz +i,ay+ Ly +LY2+ ivA)
fo={}

(yy)i(y2)i(¥3)i

El resultado anterior tiene utilidad practica cuando se puede calcular
ol valor de la funcion hipergeométrica 1Fz, por lo que nos interesan
funciones del tipo
sF(@y,a2,y2+m,y3 + MY 1.Y2:Y33A)

con m y n numeros naturales.

Corolario 1.3. En las condiciones del tecrema 1.7 se verifica:
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Fald, a2, 72 + My + MY 1, Y2, 733 A) =

- i ( r: ) (@))i(@z)i(y2 + m)id’ g ( - ) (a) + )@ + ),

e (7 1)i(r2)i(73)s i) i+ r2+i)y

ey it it iy A A

Corolario 1.4.

(@ az, v +mys +myLynral) =

_ s ((n) feia)ilys +m),
;( i) F)y2)i(ra)
i ( m) (alL+M rng +3+£2r!‘r1 e/ Sl / 5 -—] — Q
'.H‘ jJi+0(y2+0); T(ri—an)l(y1 —az)

Este corolario permite obtener el correspondiente valor de la esperanza
y del momento de orden 2 de las distribuciones asf generadas, ya que en las
expresiones (1.34) aparecen funciones hipergeométricas de las
consideradas en dicho corolario.

Corolario 1.5.

4.F3(u|,az,y2 +m,Y3 + n, ‘l' . ai m.&y?:?.‘i%’) =

- g ( :;a ) (allg(az);gp + m); |

(Jﬂ%ﬂ&)i(h)i(’}’a):z' |

i ( m ) (@) +i)(@2 +); |

L ——————— Y

o ARG ) (s + )2
I"({-)I“(——‘-—z-‘+a2+a +i+j)

+i+7 )’

i () N EDEIET)

1.6 Funcién hipergeométrica .1 Fp(as, ..., @p:1: fh, .. B A).
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1.6.1 Resultados generales.

Sean G y L los siguicntes polinomios:

Gr) = (y) +1)(yYp+T)(r+ 1)
L(r) = (a) +7)..(ap) +1)A (1.35)

siendo a.i=1,.up+ 3 ¥j» J=hLeup Y A reales, en principlo

cualesquicra.

[a solucion de la ecuacién en diferencias (1.1 ) aplicando (1.2) seré:

(@1), ~(@pn1) A" (1.36)
(1), - (¥p) |

fr=Jo

Como ¢n casos antcriores, si (1.36) verifica las siguientcs  tres
condiciones serd una funcién masa de probabilidad:

|. Condicidn de positividad.

kista condicién va a imponer unas restricciones a los parametros
a,.7 /s A, de forma que:

L(HG(r) =20

2. Condicién de convergencia.

" (@1), - (@pn), A7
;fo 1), - (),

que es la funcion fo{ ot Fp(@is o @pe13 ¥ 10 ¥piA) = I} que converge
para |A| < |, mientras que para IA| = 1 los parémetros han de cumplir las

signientes restricciones:

i) si w > 0, entonces es absolutamente convergenic.
i) si—1 < w < 0, es condicionalmente convergente.
iii) si w < =1, es divergente.

p+l

p
siendow = Yy — 2 a1
o i
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3. Condicién de normalizacion.

,fO =p+ Fp(als"wawl;yls---17p;3')‘I

De esta Gltima expresion se observa que para poder obtener las
probabilidades dc estas distribuciones es necesario conocer ¢l valor de la

funCiéﬂ ]H'l Fp.

La funcion generatriz de probabilidad para distribuciones con funcion
masa de probabilidad (1.36) tienc la sigutente forma:

_ ¥e o o0 (al)r ...(am!),_(ﬂ.l‘)_'_
&) gﬁl fo; 1)), 7"

esto es.
g(t) _ e rtr - ﬂf}(Ql)---ga[H|;Y|,...57E!;lt) (I ‘37)
r={) P#le(ap, "-aapl];‘)"lg sevy YP;l)

y para que exista, debe ser convcrgente para 1 < 1. lo que se verifica
atendiendo a las condiciones anteriores. En concrcto, o bien || < 1, lo cual
implica que |A7| < T para [f| < 15 0 bien[A| = 1 yw > 0.

A esta familia de distribuciones se le conoce como la generada por la
funcién hipergeométrica . fp que €s una extension univariante de la
funcién hipergeométrica de Gauss 2£7.

Vamos a expresar G en funciénder +1 y L. cn funcién de r.

p
G(r) = Eb;(r-l- 1)’
f=0)

ARf{
bp-fj = ]
p
bﬂ o Z('}'il ~ 1)
{i=]
p
bpt = (i =Drn—1)

{1,721
{212

e
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- o
N

[
~
.
I

b
N
—~
*
‘ﬁ‘

¢

—

De la misma forma

ptl

a), = A E 7 TRRTTL g

T Y
i]*n*ip

(JO = la l -uap

Ya estamos en condiciones de aplicar el tcorcma 1.1, en consecuencia
la funcién generatriz de probabibdad verifica la siguiente ccuacion

diferencial:

Atet . apn (1) = (1= ADOP (1) +

ptl

* 5:(7:'. »1)= ”Zar. 67g(1) + ... +

iy=] =1
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ey
Pl =D =1 -4 Y ai.ai, |00
‘hu.,fp-l
he. =,

[a funcion generatriz de momentos verifica:

Ae'a)...apn M) = (1 = Ae") DM M(1) +

i1=l1 {y=1

P p+l
+ [E(?h -1)=- ),e"za“ ]DPM(I) + ...+

P+

=D p-1)—2e' D a,  a; |PMQ).

" .,_._‘p—'
J}*...*‘p

y la funcién caracteristica verifica:

Aty apnd(f) = (1 = Ae")0T ¢() +

p P\
+ [Z‘(y.-., —1)-2e" Y ay, ]9545(:) PR

i1=1 (=1

p+l

* (71 - l) vos ('}'p""'])"'h“ Z a ...ai, 91¢(I)

il‘..-,",-‘
‘]’#.-*’p

Para la familia de distribuciones generadas por v Fp(@i. . s@pi1i?1s -
.7 ps A), se verifica la siguiente ecuacion de recurencia:

bp"'lp;ﬂ']-i-h + bp#;;...h + ees T bly" h =
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e .
e ot - Z ( ’}:’ ){aw|p;,+,+,,, ‘s apu;m,, L O anyi,.} (1 38)
mi=()

donde a;. b,son los coeficientes polinomiales de L(r) y G(r+1)
respectivamente, y que s Unicamente de momentos al ser by = 0.

Asi, por ejemplo, para h =0 ysi A = 1, las expresiones anteriores se
simplifican de la siguiente manera.

(bﬂ_ap)ﬂ;:*'m"'(bl +al)u—a0 2= ()

Conocidos los p-1 primcros momentos se puede obtcner ¢l momento de
orden p a partir de lla expresion anterior, y de ahi los siguientes momentos.

F1 momento de orden r s¢ define como:

P;' e [Brg(t)]n-l

Asi, la media y el momento no centrado de orden dos tienen la siguiente

forma:
foad
aA |
o = H | pribploy +1, o 0pt LYo+ N TR,
ﬁ'% 1 Fp(@y ooy @p3Y 05 e Y piA)

f= |

|

n(a,)zlz
Hy = M+ S5
- l_ll(i’x)z
jn
| pri Fpla +2, .oy Gpai + 2,142, s ¥p +2:4) (1.39)

ot Fp(@ s ey Gpr1i¥ 1 e ¥pid)

Los momentos factoriales los obtenemos derivando la funcién
generatriz de probabilidad:
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P

(af)rlz
’if] _ ’I.:Il 5 l}-{:]Fp(dl""r, oo ,_Lap-f]:}"_.;‘y‘ +", “er o 7[1+r:l)
r ) ' -
[ ]ﬁ(?’!)r pri Fpl@15 oo 5 @pi1i¥1s oo s ¥pid)

=]

Kendall y Stuart, [ ] mediante las relaciones que ligan los dos tipos de
momentos nos indican como se pueden obtener los momentos no centrados.

Seguimos encontrandonos ol problema de que no existe un resultado
general que nos permita obtener el valor de esa funcion hipergeométrica.

1.6.2 Teoremas de sumacion.

Teorema 1.8. Sea la funcién hipergeométrica pnFp(ay, ..

A1 Yp MY s ¥Ypid) en la que la diferencia entre uno de los
pardmetros del numerador y uno del denominador es un numero natural
n. Para aquellos casos en que la serie es infinita, esto es, ningun
pardametro del numerador es entero negaiivo, se verifica que:

qup(al,---:apan » n;yh---s)’p;l) =

n

(a ),‘ ((1 );‘ I’U : : . :
) Z':‘ (7 (;}), (;,,); pF o1 (@1 + s @p + BY LYot +154)

siempre y cuando y, +n no sea el mayor valor entero negalivo de los
parametros del numerador.

El resultado antcrior ticne utilidad préctica cuando se puede calcular el
valor de la funcién hipergeométrica ,,F,, por lo que nos interesan
funciones del tupo ,,”Fp(ahaz,n+n|,...,y,,+n,,#.1;7|,72,...,7,,;,1) con
nj. j = |,...p— | nomcros naturales, de forma que se llega al siguiente
corolario, aplicando el teorema anterior de forma recurrente,

Corolariol.7. En las condiciones del teorema 1.8 se tiene que:
P"'F}’(a |ﬂa2!y2 . B n]!‘l ey Tp +* "P"" ;?’l 1721-"1 Yp;l) —

Z( i ) (7l)f|(y2)f1'" (Tp)fl |

fourl)
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<- -
i ( np2 \ (a1 +1))i(az + 1)z it tn)n-..
i 4 (vi +i)n(r2 +12)n o

_— (‘}’p..z + i + np_g)hl"
e (Ypa1 f )'-?.

"Z' ( n ) (@) + iy + o +ipad (@2 + 0 + ...‘+_{p_3_)_{£‘,)_.'f'

i 10 iP‘" (71 +i + ...+ ip—-l)!p,.l (72 + J"‘| + ...+ I‘p-g)fp.q
p i

: 2F.(a| + iy + o+ ipa.ay + hy+..+ip1371 T P i;r--l;ar)
(1.40)

Realmente este resultado es aplicable para funciones - hipergeomeétricas
cuya serie sea [inila, unicamente habra que tener cuidado en que &l
pardmetro mayor cntero ncgativo sea a 6 as.

Este teorema también permite obtener el correspondientc valor de la
esperanza y del momento de orden 2 de las distribuciones asf generadas, ya

que en las expresiones (1.39) aparecen funciones hipergeométricas de las
consideradas en el teorema,

1.7 Funcién hipergeométrica bivariante
Fi(ay, a2, 0,52 7 A, Az).

Esta funci6on hipergcométrica bivariante que vamos a estudiar se ha
generado mediante las cuatro funciones hipergeométricas de Lauricella, que
son las extensiones bivariantes de la funcién hipergeométrica de Gauss.

1.7.1 Resultados generales.

Consideremos en el sistema (2.1) Jos siguientes poliu16mios:
L(r.s) = (@) + )1 +1r)A
N(r,s) = (a3 +8)(f2 + 5)Az2
Gr.s) =(r+r+s)(r+1)

H(rs) = (y+r+s)(s+1) (1.41)

con a1.as.B1,02.7.-A1. Ay pardmetros reales no nulos y ¥ no entero
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negativo. L, N, G y H verifican la ecuacion (1.11).
Iin estas condiciones, se obtiene como solucion la siguiente funcion:

ATA3

f (a1) (a2),(B ) (B2),
i (¥)yn, P8

» (ay )r(ﬂl ),- 1{ :
e s2lLy=0 |
for = Joo 0,7 (1.42)

foo Tt s21L,r=0

(r), =l
Joo

r.s > 1

Si la funcidn (1.42) verifica las siguicntes condiciones seré una funcion
masa dc¢ probabilidad:

|. Condicidn de positividad.

Iista condicidén va a imponer unas restricciones a los parametros
ais s 7 Ak

2. Condicién de convergencia:

r~1 51

S TTTT 28 MOL) _ g iFyaraz BroBaiviArAz) = 1)

\ ¥ ’
raow=() I=() ' ={) (J(f,.S') f{(O,f)

rs5+0)
(roy M

y esta suma es convergente para max{|A;[,|Az2|} < 1ysiAd; = A2 =1loes
cuando ¥ > max{a, + Bi.az + B2 }. |

3. Condicion de normalizacion.

foo = Fa(ay,az, B Brridniy)”

donde Fi(ay,az, B, B2:7:A1,A2) es una de las funcioncs hipergeométricas
de Appell que generaliza la funcidn hipergeométrica de Gauss.

1.7.2 Funciones generatrices.
l.La funcién generatriz de probabilidad para las distribuciones con

funcién de probabilidad (1.42) es:

F3(ahazﬁgh!§2;2;1111112‘2)_
WD) = -
&(r1.12) Fi(a, a2, 51, B2,7:41,42)

(1.43)
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que converge para || < Lital <1 si (4] 2 L|Az) = (con

v > max{(a, + f1), (a2 + B2)} para ¢l caso en que Ay = 104y = 1)

A esta familia de distribuciones se le conoce como la gencrada por la
funcién hipergecométrica /73, que es una extension bivariante de la conocida

funcién hipergeométrica de Gauss o F).
Si consideramos:
Gr,s) = (@-D)r+1)+(r+1)s+(r+ 1)? (1.44)
H(r.s) = (y = D)+ 1D)+r@s+ 1)+ (s + 1)?
L(r,s) = a A +(a +B))Ar+ A rt

N(r,s) = azf2A2 + (a2 + B2)A2s + A 52

la funcion gencratriz de probabilidad verifica el siguicnte sistema de
ecuaciones diferenciales parciales:

At Bty ta) = (1 = Ag2)07g(,12) +

+ [y~ 1 = Aty (a1 + B1)]018(0112) +0,028(11,12)

Arta0g Bag(ti,t2) = (1 — A2ty )03g(t) . 12) +

+[y = | = Aata(@s + B2)1028(11,12) + 01 028(01,12)  (1.49)

|.a funcién generatriz de momentos verifica:
et Mt 1) = (1 = A€ YDIM(t),12) +

+|_T' -1~ 2.|£f”(a| "‘ﬁ])]D]M(I[,IQ)-{- I)|I)2M(f|,fz)

Azeuazﬂg.M(ﬂJQ) = (l - 128‘2 )L’%M(ﬂ.fz) +
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T [7 ot B 12‘3'2(“2 +ﬂ2)]D2M(f1J2) +D|DzM(h.12) (].46)

La funcidn caracteristica verificara:

Liea Brg(ty,t2) = (1 —Ae™ )0, 9(t1.t2) +

+[y = 1= A" (ar + Br)]0R(0,12) + 61029(11.12)

Are"ay Pag(ti,12) = (1 - A2e")0F (11, 12) +

+ [7 - | - 126”2((12 + ﬂz )]9’2¢(![ _,fg) + 9’|9f2¢(1| ,fg) (|47)

1.7.3. Relacion de recurrencia entre los momentos.

Expresando los polinomios como en (1.44) y aplicando el teorema 1.5
obtenemos la primera relacion:

R K &
(y =1 )Z ( J’% )Ju’l-lf,m +2 ( f’ )u’l-l-j,',Hm +2 ( }% )”;«iﬁm =
() () m=()

S 8
S (£)(E ) @B Aikm + @1+ BOM Hhonm + AiHrinn)

n(}) =0
(1.48)

Rcemplazando ¢n esta expresién para distintos valores de fyeg
obtenemos relaciones como las que siguen, en donde 4y = Az = 1 :

aify = [y — 1 —(ar+B)IHio+ K,
a By = [y =1 —(ar+B)o+ [y (@ + B, +Hiz - aiPiso,

a = [r—2-(ai +ﬂl)]ﬂ5,n +#§z.1 4+ [a1fr +a) + ﬂl]ﬂr],u
(1.49)

La segunda relacién de recurrencia entre momentos es:
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/ J f
(r - l)E("’;)u:ﬂ"‘f-’.Z ('!{)p'lm, I +R +Z(){)P;.2+&! -
=) () ne()

i 2 , |
=Y > (,f, ) ( £ ) {a2B2Azpinm + (a2 + B2)A2bn1om + A2Hp2em)
() mr)
(1.50)

De nuevo, reemplazando en esta expresion para distintos valores de f'y
g obtenemos las siguientes relaciones, donde Ay = Az =1

arfa = [y — 1 — (a2 +ﬂ2)]}‘:),1 +ﬂ’|,|
a2 =y -1~ (az '*'/32)]#01 + [¥ — (a2 +ﬂ2)]ﬂ| ! "'ﬂzl - azﬁzﬂm

a2f1 = [y — 2 — (a2 + B2)luoa + Hr2 + [a2f2 + a2 + Paluo,
* (1.51)

Asf, si conocemos una de las medias marginales podemos obtener
todos los momentos no centrados.

Como las medias marginales son:

1o = nig(n,tz) P

Moy = —d—g(fl 12) | 1pe

se obtiencn Jas siguientes expresiones:
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ﬂ’l.n = foo =174 Fi(a + Laz,pr+ Ly + 1I1L 1)

Ko,y '-"-fo,nﬂy&'fqa(ahaz +1,01,p2+ iy + 1L 1)

Il

iy =a pr—[y-1-(a "'ﬁl)]l"l,o

I

ﬂfz,l azﬁz#'l.o —~ 1y ={ay+ ﬁZ)]ﬂ’l,'l

My = ayBpg, — [y — (o + B )k

p;,{] - 7_2__(]a| +ﬁl). {alﬂl —ﬂ’z,l +[alﬁl +al++ﬁl]ﬂ?|.{)}

Hoa = I
’ y—2—(az + f2)

{a2Bs — py 5 + [@2B2 + az + B2 lun, )
(1.52)

Como vemos las medias marginales aparecen en funcion de la funcion
hipergeométrica F3, la cual para 1 = 4; = | es una serie. El valor de dicha
serie no es conocido en general, de ahi que sea interesante obtener algunos
resultados que nos permitan sumar esa serie. Precisamente al estudiar las
distribuciones marginales y condicionadas nos encontrarcmos con una
expresion que nos da el valor de esa suma en una amplia clase de funciones.

1.7.4. Distribuciones condicionadas y marginales,

Aplicando el teorema 1.3 obtenemos las distribuciones condicionadas y
marginales que nos da la ecuacion en diferencias que verifica las funcion de
densidad unidimensional condicionada. Las solucioncs en cada caso vienen

dadas por:

f()!.s (al )E(ﬂl 2" A"l- r > |

_ﬂ-/, = (T -+ S)r r!
Jors =z )
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f()/r (02) (ﬁi?-).c 2’5 s> |
Jor = (y +r), s!
ﬁm— A R 0

donde fore = Fi(an By +8:40)7"y fon = Fi (a2, B2iy +riA2)™".

En consecuencia las funciones generatrices de probabilidad seran:

g(0) = fos ;1 (@, By + 5520 1)
o) = for o F' 1 (a2, B2i7 + 85322 1) (1.53)
conr,s € AT,

Por tanto, las distribuciones condicionadas pertenecen a la familia de
distribuciones univariantes generada por la funcién hipergeométrica de
(yauss.

|.as curvas de regresion son no lincales. Asfsi | = A3 = 1 sc tiene:

e
I

t=
=
e

{

‘
i
L

1

v,

b
I
L‘L

2 e (1.54)

e
»N
4
3y
%
{
<
'
I
| S—
-
+
-
IQ
il
=™
| oo
o)
X
l

Al ser decrecientes las curvas, la covarianza y ¢l cocficiente de correlacion
son negativos.

Teoremn 1.9. Las funciones generatrices de probabilidad de las
distribuciones marginales siendo Ay = Ay = 1 son:

' e . 2 Y > B2:Y ™ ¥ ;’
g,(;)=¢3f2*@1.21,z a2 Ez.z 227 B2:1)

(o, Br,y —az — Baiy — a2y = fa; )

sFaaz.fo.y —an =By —aiy = Pii) () 55

£2(0) = sFy(az, B2,y —ar = Briy —any - Pisl)

Ast pues dichas distribuciones pertenecen a la familia de distribuciones
univariantes generadas por la funcién hipergeométrica 31,

Corolario 1.8. La funcion bivariante F'y toma el siguiente valor para

A=Ay =1
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F3(a1,az,ﬂ1,ﬂ2;7;1,1) —

2F1(¢11,ﬂ1;7’;1)-3Fz(azsﬁ2,7—a’1 =By —any — Pisl)
(1.56a)

F3(a]sa25ﬁlsﬁ2;7;lsl) -

2Fl(a29ﬁ2;7;1)-3F2(a19ﬁ]97_a2 _ﬁZ;‘Y —az2,Y _ﬁ2;1)
(1.56b)

Si conocemos el valor de 3F, este resultado se puede aplicar en la
practica.

Si la serie no es finita, utilizando (1.56 a)el teorema 1.9 se podra

aplicar siempre y cuando una de las siguientes expresiones sea un entero
positivo:

a =Yy —Qaj
az — v+ P
B2—vy+a
B2 — 7+ P (1.57)

Anélogamente si utilizamos (1.56 b) podremos aplicar el mismo
teorema cuando una de las siguiente expresiones sea un entero positivo:

a,—y —Qz
a,—7y+p2
pr—7+az
pr—7v+ P2 (1.58)

Cuando uno de los parametros del numerador coincida con uno de los
del denominador, la funcién 3F, se simplifica en una »F;. Por ejemplo
cuandoas; = ¥y —a; 0 B2 = ¥ — Pi.

So@
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Corolario 1.9. La funcién F3(a,y — a, 1, P2;7,1,1) donde
a, B, P27,y —a— P, y— P1 € Z~ toma el siguiente valor:

11y = DO —a = BT - )
Fa(@y = a.pupir. 1) = To)r(r )Xy - Bi - B)

(1.59)







Capitulo 2

La distribucion de Waring

2.1. Cronologia.

En este primer apartado vamos a hacer una introduccion en la que
abordaremos los resultados mds conocidos sobre esta distribucion desde el
punto de vista univariante, bivariante y multivariante desde su aparicion
hasta el momento en el que fue depositada esta Tesis Doctoral.

Habria muchas formas de empezar estas referencias historicas pero
pensamos que es interesante recordar que un ejemplo de Newbold (1925,
1927), [19] en el que indicaba que la distribucion de accidentes de
trabajadores en una factoria de jabon seguia una binomial negativa, fue
ajustado por Irwin (1968), [17] mediante una distribucion generalizada de
Waring Univariante probando que los resultados mejoraban los obtenidos

por Newbold.

Hay un articulo anterior al mencionado, Irwin (1963), [17], en el que la
distribucién de Waring Univariante fue ajustada por maxima verosimilitud.
En este articulo Irwin trabajé con una poblacién de gusanos (Litomosoides
carinii, Liponyssus bacoti). El Dr. Norman Bailey posteriormente ajusto los
mismos datos con la distribucién generalizada de Waring mediante dos

métodos.

La distribucién generalizada de Waring Univariante UGWD (a,k, p)
fue estudiada por Irwin (1968, 1975) entre otros y se utiliza en diferentes
campos, entre los que destaca la teoria de accidentes. Esta distribucion
también puede verse como una distribucién que pertenece a la familia de
distribuciones de Kemp tipo 4. Es una distribucién que tiene una cola
extremadamente larga para ciertos valores, ademas todos los momentos

pueden llegar a ser infinitos.

En tres articulos publicados por la J. R. Statist. Soc. Academy en el afio
1975 y debidos a Irwin, [18] aparece un amplio estudio sobre la distribucion
generalizada de Waring Univariante.

En esta serie, Irwin presenta la distribucién como una distribucion
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hipergeométrica cuya funcién generatriz es la siguiente:

CFla,k,p +a+k,A),

P (k)
cona > 0, k>0, > 0, C=-——"— 2.1
F (p+a)gy (21)

e indica que para ciertos valores de los parametros a, k tiene una cola
extremadamente larga, afiadiendo que de hecho todos los momentos pueden
ser infinitos.

En el primer articulo, distingue varios casos en funcion de los valores
especiales que tomen los tres parametros, ademas aparecen las expresiones
de B, B2 asi como las formas que estos toman en funcién de los valores de
aquellos. Define las distribuciones continuas andlogas a esta distribucion
discreta probando que en general es Pearson tipo 6 aunque en casos
particulares puede ser tipo 3, tipo 4 y tipo 5. Estudia los momentos viendo
que efectivamente todos los momentos de orden r son infinitos si p < r :

o = apnke)
(p-1)(p-2)..(p—T1)

2.2)

Ofrece una tabla de pB;,B2 y la discute para los valores de
P - 89 16,24,32,00, Yqa, 9k = %9 'é"s';_s%'sl
siendo:

_ _ k
=@+ T TP

qda

Para finalizar obtiene la moda de esta distribucion y sus propiedades.

El segundo esta dedicado integramente al estudio de las tabulaciones de
la distribucion en ordenador. En este estudio para distintos valores de los
parametros p,qa,qx Se obtuvieron los porcentajes de puntos absolutos y
relativos superiores para la distribucién generalizada de Waring long-tailed.
En este mismo articulo se tabul6é también la moda, mediana y media para la
misma distribucién y en funcioén de los distintos valores de los parametros
anteriores, asi como la desviacion estindar y el coeficiente de variacion.
Concluye con dos ejemplos de ajuste de la distribucién generalizada de
Waring.

Para terminar con esta serie el dltimo articulo compara la distribucion
generalizada de Waring con el sistema de Pearson de distribuciones de
frecuencias. Aqui, utilizando el método abscisa-ordenada (sistema de
curvas de frecuencias) llega a la conclusién de que las curvas obtenidas con
el método abscisa-ordenada son las distribuciones continuas analogas a la
distribucién generalizada de Waring discreta, llegando a afirmar que la
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distribucién continua analoga es en general Pearson tipo 6 que podemos
escribir de la siguiente manera:

y = Cx%(x+a)™, 0 <x < oo, q: > 0, qx > —1
(2.3)

En los tres articulos anteriores aparecen menciones a las familias de
funciones hipergeométricas que ya estudiamos en el capitulo 1.

Siguiendo esta secuencia historica nos encontramos con lo siguientes
articulos:

En 1983 aparece un articulo de Evdokia Xekalaki, [26] ”Divisibilidad
infinita, propiedades de integridad y regresion de la UGWD”.

En él aparece un estudio de las propiedades estructurales de la UGWD.
Se prueba que es una distribucion infinitamente divisible, que es una
distribucién discreta “self-decomposable” sobre {0, 1,2, ...; en el sentido de
Steutel y van Harn. Se observa que la UGWD es unimodal y que las

probabilidades P,, n = 0,1,2,... de la UGWD (a,k, p) satisfacen la
siguiente relacion:

(n+1) Py =ZPkr,,_k n=0,1,2,... rom >0
k=0

(medida candnica no creciente)
(2.4)

También se prueba que la familia de distribuciones univariantes
generalizadas de Waring es una familia ”limitadamente” completa.

Se hace un estudio de la regresiéon consiguiéndose los siguientes
resultados:

i) SiX ~ UGWD(a,k;p) y Y/(X = x) ~ NH(x;m,n), es decir:




La distribuciéon de Waring 45

entonces:

(p+m+n—-1)y+an

e =1 s y=0,1,... (2.6)

EIX/Y = y] =

ii) Sin=1, P[X = 0] < 1 la regresion de X sobre Y es lineal, es decir,
(EIX'Y=y] =ay+B;y=0,1,..)siendoa < 1+m™ (2.7)

si y sélo si

X ~ UGWD(—EE_L],m+1; a -m)

iii) Si m = n = 1 se reduce a la distribucién discreta uniforme, es decir,

PIY=ylX=x] = - 1l _.y=0,..,x (2.8)

Con lo que se establece de manera indirecta una relacion entre la
distribucion discreta uniforme y la UGWD (a, k, p).

Por ultimo, se afiade que la UGWD (a,k, p) es simétrica respecto de
sus parametros a y k, es decir UGWD (a, k; p) ~ UGWD (k,a; p).

En 1983 aparecen dos nuevos articulos ambos de Evdokia Xekalaki,
[27], [28]:

1. ”Funciones de riesgo y distribuciones de vida en tiempo discreto™
Aqui aparece un resultado interesante:

Caracteriza la distribuciéon de tiempo de vida T cuya funcién de riesgo
es de la forma:

A1) = a -ll- bt

Afiadiendo que tales distribuciones deben ser bien geomeétrica, o bien
hipergeométrica negativa o bien Waring.

En el caso de la Waring (b > 0) T tendré funcién de probabilidad de la
siguiente manera:
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(a—l )(‘)

P; — — [ = 0,1,... (2.9)
a
a(b +1)(:)
1

En el andlogo continuo obtiene cuando A(?) = — 57 °°n te [0,400) y

b > 0 la distribucién es Pearson tipo 6, estableciendo incluso la forma que
tendra la funcién de densidad:

S

» .
j(x)=—(11-(1+-gx) b~ x € (0,+x); a,b € R, a >0
(2.10)

También indica que si b < 0 (caso de la hipergeométrica negativa) el
analogo continuo es Pearson tipo 1.

2. "La UGWD respecto a la teoria de accidentes: propension,
”hechizos” o contagio”.

En este articulo se consideran dos extensiones derivadas de la UGWD
en el contexto de accidentes. Estos estdn basados en una hipdtesis de
»contagio” y una hipétesis de “hechizo” respectivamente.

En él prueba entre otras cosas que si bien la UGWD es un modelo
creible si es aceptada la propensiéon de accidentes como un hecho
establecido, un ajuste satisfactorio de este modelo no puede considerarse
evidente para la validez de la hipétesis de propension.

En el afio siguiente, 1984 encontramos el articulo “En el proceso

hipergeométrico de nacimiento y algunas implicaciones sobre la
representacion de la distribucién gamma” debido a Carlo Ferreri, [8].

Aqui se indica que la UGWD se obtiene como una distribucion
especial de equilibrio, en concreto, tiene la forma:

[ = M 2.11)

que es la funcién generatriz de probabilidad de la UGWD(a,k; p) tomando
a= %-,k= Byp=y—-a-k.

Un poco después, en 1987 nos encontramos con el articulo de Harold

Boxenbaum, Grancine Pivinski y Stephen J. Ruberg, [1] “Proporcion de
publicaciones cientificas farmaceuticas. Aplicacion de la distribucion de
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Waring”.

Aqui se afirma que hay que poner un énfasis particular en la
distribucion de Waring y sus implicaciones en la proporcion de
publicaciones dinamicas.

Se proporciona la funcién masa de probabilidad de la distribucion
Waring que fue ajustada para la frecuencia de datos de publicaciones:

P[X = i]= 0 2 0,1,2,3,.
(a+k)[f]

donde P es la funcién de probabilidad, X es la variable aleatoria para el
namero de publicaciones, a y k son los parametros de la distribucion y:

Los parametros a y k se estimaron usando una técnica similar al método
de los momentos.

Si x es la media muestral para el nimero de publicaciones y fo es la
fraccion observada de cero publicaciones, entonces:

AN T
fo(x+1)—1

Las frecuencias de publicaciones de autores no senior no estan bien
caracterizadas por la distribucion de Waring y estos resultados no
aparecieron en este articulo.

Este estudio finaliza con las siguientes conclusiones:

El promedio de publicaciones per capita del total de publicaciones en
1984 fue 3.56, con el 26.9% de los criticos que no publicaron nada en
absoluto durante el afio. El promedio de publicaciones per capita de
primeros autores en este estudio fue 1.17, siendo el porcentaje de criticos
que no publicaron un papel como autor senior incrementado a un 50.4%. El
llamado frupo élite de cientificos consisti6 en el 12.8% y 11.7% de la
muestra de articulos del total y autores senior respectivamente. En este
articulo se comprobé que las distribuciones Waring son adecuadas para
caracterizar los datos. El esquema conceptual conduce a que la distribucion
de Waring asume tres caracteristicas fundamentales: 1°. Propiedad de
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reproduccion. La proporcion de nuevas entradas es proporcional al tamafio
de la comunidad. 2°. Propiedad ”ventaja acumulativa” o el éxito engendra
al éxito”. Los cientificos que han publicado con mas facilidad
probablemente publicardn su préximo articulo antes que los cientificos
menos publicados. 3°. Propiedad “fuga” uniforme. Todos los cientificos,
indiferentes a la proporcién de publicaciones, tienen la misma posibilidad de
caer fuera de la publicacion de la comunidad.

Un afio despues, 1988, aparece el articulo de Edward J. Danial, [4]
titulado ”Generalizacién de las condiciones suficientes para que una
variable aleatoria sea infinitamente divisible™.

Las unicas aportaciones interesantes en este trabajo sobre lo ya
conocido, son una serie de condiciones distintas a las ya anunciadas por
Xekalaki, para que la UGWD (a, k; p) sea infinitamente divisible.

La UGWD (a,k; p) es infinitamente divisible para todos los valores de
sus parametros que satisfacen:

a>0,p>0y0<k<]
o Si

k>0, p<0y0<acx<l

Sin embargo, no se satisface la infinita divisibilidad parak > 1 ya > 1.

Continuamos ahora con el articulo aparecido en el afio 1989 debido a J.
Panaretos, [22] y titulado “Algunas propiedades y aplicaciones de la
SGWD”.

La SGWD puede verse como un flujo de UGWD y nace en conexion
con esquemas de urna que contienen bolas de dos colores (negras y
blancas).

La funcién de probabilidad de la SGWD tiene la siguiente forma:

C a k
. (Z""‘) (Z"") iy
P[X"’ ] (a +C)(Z’"i) kZ (a +C+me)(2xi) 1:___11 x;!

(2.12)

siendo su funcién generatriz de probabilidad:
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G(s)-——czg'l"i-)——F smy,...m 'a+zk:m-+c's s2,...,8*
- (@+¢)(ym,) i e

=1

(2.13)

donde Fp es la serie hipergeométrica de Lauricella de tipo D, es decir.

FD(a;ﬂlsmﬂk;a'l'Zﬁf+7;sl’""sk) .
0 0 G(Zri)ﬂl(’l)"'ﬁk("k) S’;’ S?

B>

rn=0 =0 (a+2_PBi +_';) () “ry! !

(2.14)

Isi| < 1; i = 1,....k.
Si k = 1 obtenemos la UGWD.

Como puede observarse, la SGWD puede verse como la distribucion
conjunta k-variante de distribuciones generalizadas univariantes Waring.

El siguiente articulo no aparece hasta que en 1992 Luc Devroye, [5] ve
publicado ”Variables aleatorias generadas por las distribuciones digamma y
trigamma”.

El objetivo de este articulo es discutir métodos eficientes para la
generacion de variables aleatorias para las distribuciones digamma y
trigamma de Sibuya.

Durante este proceso se obtienen algoritmos eficientes para una
variedad de distribuciones incluida la UGWD obtenida paraa=16 b =1
donde:

n@+cnb+c) (a),(b),
n(a+b+c)n(c) nl(a+b+c),

|V

P, = n>0  (2.15)

siendo P, la funcién de probabilidad de la familia hipergeométrica
generalizada tipo B3 o GHgB3 que es una distribucion discreta de enteros
no negativos.

También en 1992 nos encontramos con el articulo de Dietmar
Wolfram, [25] ”Aplicacién de las caracteristicas informétricas de bases de
datos IR al disefio del sistema de archivacién, parte I: Modelos
Informétricos™.

Fn este estudio se examinan las caracteristicas informétricas del
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sistema de base de datos IR y se observa como puede ser utilizado para
ayudar al disefiador del sistema ha decidir que tipos de estructuras de
archivos actuarian mejor en un determinado tipo de sistema de informacion.

Son seleccionadas cuatro distribuciones para ajustar una coleccion de
datos. Entre las seleccionadas aparece la distribucion generalizada de

Waring ajustada:

Ax) = ng+a!ng+v-—121"gx+Q—12 =12
~ B(a, rwI'x+v+a+p-1)x-1)" B
(2.16)

donde a, B y v son constantes, ['(*) representa la funcion gamma y B(x, * )
la funcién beta.

Ias colecciones de datos observados fueron ajustados por las distribuciones

seleccionadas (distribucién simple de Zipf, distribucion de Mandelbrot-Zipf,
distribuciéon binomial negativa ajustada y distribucién generalizada de
Waring ajustada) para determinar cual modelaba mejor los datos. La técnica
utilizada para estimar los pardmetros fue la estimacion minimo cuadratica

A diferencia de estudios precedentes que estudiaron grupos pequefios
de datos con cientos de documentos, este estudio utiliza grandes bases de
datos que contienen miles de términos, por lo que adecuar este modelo se
hace mas dificil debido al gran nimero de términos.

Ajiferuke (1989) y Nelson (1989) demostraron que la distribucion
generalizada de Waring es bastante flexible para el modelaje de los datos
bibliometricos y la adecuacién de estos datos confirma su conclusion.

La distribucién generalizada de Waring ajustada, es el modelo que
mejor se adecua de las cuatro distribuciones, actuando considerablemente
mejor que el tradicionalmente usado, es decir, el modelo Mandelbrot-Zipt.

También se indica que el modelo binomial negativo ajustado que aqui
se presenta se ajusta muy bien para modelos de datos obtenidos mediante
preguntas.

Siete afios mas tarde Luisa Canal y R. Micciolo, [2] (1999) ven
publicado su articulo ”"Modelos probabilisticos para analizar contactos

psiquiatricos”.

Se estudian tres modelos (Poisson, Binomial Negativa y Waring) para
analizar la distribucién del nimero de contactos de pacientes llevados a
cabo usando un caso psiquiatrico registrado en el Psiquiatrico Sur-Verona
durante el periodo 1/01/79 a 31/12/91. Sobre un total de 6913 contactos en
3454 sujetos se aplicé un test chi-cuadrado para la bondad de ajuste
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obteniéndose sélo un resultado no significativo para la Waring. En las
conclusiones, se destaca que la distribucién de Waring es la mejor de las
tres presentadas, afiadiendo los autores que es util cuando queremos hacer
comparaciones entres casos psiquidtricos registrados en el mismo pais o
incluso en paises diferentes.

En el afio 2000 aparece publicado el articulo de Hans-Peter Duerr y
Klaus Dietz, [6] "Modelos estocasticos para procesos de agregacion”.

Aqui se presentan tres modelos estocasticos de agregacion
SAM(o0,q,0),SAM(a, B,0) y SAM(o,q,r) que describen la agregacion de
objetos en grupos y las distribuciones de los tamafios de los grupos y el
nimero de grupos dentro de su habitat.

Estos modelos proporcionan como casos especiales de procesos de
coagulacién-fragmentacién, una nueva procedencia para la distribucién
geométrica cero-truncada y la distribucion cero-truncada de Waring.

Ya en el afio 2001 tenemos el articulo de Andrienne W. Kemp [19]
titulado ”La distribucién q-beta geométrica como un modelo para la

fecundabilidad™.

Este articulo versa sobre la no concepcion de parejas sexualmente
activas y se estudia el nimero de ciclos exigidos para lograr el embarazo.

Weinberg y Gladen estudiaron el caso particular donde la distribucion
para el niamero de ciclos necesarios para la concepcion tiene una
distribucién beta-geométrica con funcién masa de probabilidad:

1 -7 1
n(— +x—2)!(-9—)!
(-1—'-;—’-7-— 1)!(%- +x—1)!
x=1,2,.. (2:17)

PIX = x] =

en notacion de Griffiths.

Irwin ya habia deducido el modelo beta-geométrico con soporte
0,1,2,... como una generalizacién de la distribucién de Yule.

El usé la extension de Waring (c—a)™! =c¢ ' +ac'(c+ 1) +....y
obtuvo la funcién generatriz de probabilidad:

G(s) = (£32 ), Fi(l,a;c + 1;s)

- W e . -
siendo a = g Yc=17 (2.18)
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E
Asi de G(s) obtenemos
X . : _a(@a+1)...(a+x-1)
P [ no concepcién durante el primer ciclo x] = ccri)(crx—T)
x =1
(2.19)

Ademas

P [ concepecién durante el ciclo x /no ha habido concepcion previamente] = Ry
Ry = -Eﬁ_gT que decrece mon6tonamente a cero cuando x — .

Por ultimo haremos referencia al trabajo de Gutiérrez Jaimez R. y
Rodriguez Avi, J. ”Inclusiéon de la distribucién generalizada de Waring
Univariante en la familia de Pearson. Aplicacion a situaciones en el
deporte”.

En el se observa que considerando los siguientes polinomios:

Gr)=(a@a+k+p+r)(r+1) y L) = (a+r)k+r)
donde a, m y p son niimeros reales positivos, la solucion de la ecuacion en
diferencias (1.1) viene dada por:
i (a)r-i-s (k )l" >
ﬁﬂfo(a+k+p),r! rz0
que es la funcién masa de probabilidad de una distribucion generalizada de
® Waring Univariante de pardmetros a, k, p.

La funcién generatriz de probabilidad tiene la expresion:

< zFlga,k;a+k+ p;t)
g(r) = »Fi(a,k;a+k+ p;1)

y en consecuencia, se concluye, que es una distribucién perteneciente a la
familia de distribuciones generadas por la funcién hipergeométrica de
Gauss.

También se obtiene un sistema de ecuaciones que permite la estimacion
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de los parametros mediante el método de los momentos.

Este articulo finaliza con una modelizacién de los goles marcados por
los futbolistas en la Liga Espafiola de Futbol 1989/1990.

Debemos recordar que la UGWD ha sido usada en una amplia variedad
de campos cientificos tan remotos y diferentes como la linguistica ( p.e.
Simon, Haight), la biologia (Irwin), la bibliografia y estudios econémicos
(Kendall) y la mencionada teoria de accidentes.

Siguiendo con nuestro repaso histérico pasamos ahora a la
Distribucion Generalizada de Waring Bivariante BGWD(a,k,m, p).
Esta distribucién ha sido estudiada entre otros por Irwin (1975), Xekalaki
(1983, 1984) y utilizada en diversos campos. Asi, aparece en modelos de
muestreo para poblaciones tricotomicas, en modelos de distribuciones
compuestas, en modelos de “excedencia” para muestras ordenadas o en
modelos de accidentes incurridos por un individuo entre dos periodos no
solapados de tiempo.

En el articulo publicado en el afio 1983 de Evdokia Xekalaki, [26] que
antes mencionabamos “Divisibilidad infinita, propiedades de integridad y
regresion de la UGWD” aparece el siguiente resultado:

Si YX=x~ NH(x;m,m) y X~ UGWD(a,m+n,p) entonces el
vector aleatorio (¥, X - Y) tiene una distribucién bivariante con funciéon de
probabilidad:

RO T W . . R W Lons)
fF=pi—tw=g] (a+p),., ¥ 2z (@+tm+n+p)

(2.20)

y=0,1,.. z = 0. 1,..
que es la distribucién bivariante generalizada de Waring.

En 1984, aparece publicado en la J. R. Statistics Society Academic un
articulo también de Evdokia Xekalaki, [29] titulado “La Distribucion
Generalizada de Waring Bivariante y su aplicacion a la Teoria de
Accidentes”.

En él, Xekalaki comienza haciendo un repaso al trabajo de Irwin sobre
el modelo propensién-responsabilidad en el estudio de la Teoria de
Accidentes al que antes hicimos mencioén y los problemas a los que da
lugar, para continuar con la presentacion de la distribucién bivariante y su
relacién con la teoria de accidentes. Para finalizar, estudia una serie de
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aplicaciones de esta distribucion a los datos sobre accidentes en carretera
(accidentes de 183 conductores de autobus de una Compafiia de Belfast en
el Norte de Irlanda durante el periodo 1952-1955. Los datos estan
colocados en una distribucién bivariante donde las marginales corresponden
a los periodos 1952-53 y 1954-55). Un apéndice posterior expresa la
funcién generatriz de probabilidad en términos de la funcion Appell de

primera clase:

G(s.f) = —P&m __F (a;k,m;a+k+m+pis,t)  (221)
(a + p)(k+m)

Por ultimo y dentro del apéndice, afiade propiedades de esta
distribucion.

En 1985, aparecen publicados dos articulos.

El primero bajo el titulo “Algunas extensiones bivariantes de la
distribucidn generalizada de Waring” se debe a Evdokia Xekalaki, [31].

En él, se consideran algunos modelos de probabilidad que dan lugar a
formas bivariantes alternativas a la distribucion generalizada Waring.

El primer modelo consistente en dos variables aleatorias no negativas
X,.X, entero valuadas sobre {0, 1,2,..3x{0,1,2,...} cuya funcion de
distribucién conjunta es la Poisson doble de parametros 4, > 0 y A, >0
asumiendo que 1; y A, son dos variables aleatorias independientes gamma.
La funci6n generatriz de  probabilidad  tiene la  forma

2(s,f) = exp{Ai(s— 1) + A2(t—1)}.

Como conclusion se obtiene que la distribuciéon condicionada
(X1,X2)v (v > 0) sigue una distribucion binomial negativa:

aN(k Ti5m 1)

m
v 7 1+v

También se obtiene que si v sigue una distribucién beta II de parametros a'y
p

(X] ,X2 ) - BGWD(G, k, m, p)

Otro resultado es, que en determinados casos, la BGWD tiende a la
distribucién bivariante beta II de pardmetros k, m y p 6 a una distribucion
bivariante gamma incorrelada de parametros k, m, 1,1.

El segundo modelo considera A1 = Ap, A2 = Ag, cOn A,p,q > 0Oy
funcién generatriz de probabilidad g(s,?) = exp{A(p(s—1)+q(t—1))}
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con p +q < 1. En este segundo modelo se supone que A es una variable
aleatoria con distribucion gamma.

Una de las conclusiones a las que se llega es que :

a _bp _bg
(X1.X2) /b (b > 0) BN(a, L

Si ahora consideramos que b sigue una distribucion beta II de
parametros k'y p entonces:

(X1,X2) ~ BGWD(a;k,m;p)

También se obtienen resultados para las marginales, condicionadas y la
distribucion de la suma, siendo todas UGWD.

El tercer modelo supone que (A;,A4;) tiene una distribucién bivariante

gamma Yy el cuarto modelo que A;,A, son variables aleatorias
independientes beta II obteni€éndose como resultado mas significativo que nmi
las condicionadas ni la distribucién de la suma seran UGWD para ambos
modelos.

El segundo articulo, también debido a Xekalaki, [30] que aparece en
1085 se titula “Estimacién de momentos factoriales para la distribucion
bivariante generalizada de Waring’.

Aqui se discute un procedimiento de estimacion basado en el primer y
segundo orden de los momentos factoriales, para ajustar los datos a la
distribucién. Aparecen expresiones para los errores asintOticos estandar de
los estimadores de los parametros de la distribucién, asi como de los
estimadores resultantes de las componentes de la varianza, que representan
los valores de los factores ”contribuciéon”, “exposicién al riesgo” y
”propension” a una situacion de acidente.

Una de las publicaciones sobre esta distribucién mas importantes es la
que aparece en el libro “Bivariate Discrete Distributions” de Kathleen

Kocherlakota y Subrahmaniam Kocherlakota, [20] en 1992.

En este texto se hace un amplio estudio de la Distribucion Bivariante de
Waring. Se recogen entre otros los resultados de Irwin y de Xekalak.

Aparecen las propiedades de la BGWD(a,k,m,p), entre las que
destacan que la  distribucion de la  suma Z=X+Y
(si’endo (X,Y) una BGWD(a, k,m, p)) es una UGWD(a,k+ m,p), las

distribuciones condicionadas (X/Y es UGWD(a+s,k,p+m) y Y/X es
UGWD(a +r,m,p +k)) y los momentos. A continuacion se estudia la
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estimaciéon recordando que Xekalaki (1984) propuso el método de los
momentos, finalizando con el estudio de los principales modelos de la
BGWD(a,k,m,p), a saber, modelos urna, modelos mixtos y el modelo

exceedance.

Por tltimo se estudian las formas limite de las distribuciones conjuntas:

a'y p tienden a oo bajo la restriccion:

= _a|_ 5 es igual a un determinado valor

6 todos los parametros tienden a oo bajo las restricciones:

a ;
a+p sl

_am__ * o
g¥p W S5

ak .
m-—*k < 00

Para finalizar este apartado vamos a recordar algunos resultados de la
Distribucién Generalizada de Waring Multivariante MGWD (a;k; p). Esta
distribucion ha sido estudiada entre otros por Xekalaki (1986) y utilizada en
diversos campos, fundamentalmente en teoria de accidentes.

En 1986 la Commun. Statistic-Theor. Meth., publica el articulo "La
distribucién generalizada de Waring” cuyo autor €s Evdokia Xekalaki [32].
Aqui se hace una extension de la distribucion generalizada de Waring
mediante una generalizacion multivariante de la extension de Waring y se
estudian sus propiedades. Demuestra que las distribuciones marginales
(condicionadas y no condicionadas) son distribuciones generalizadas de
Waring univariantes y estudia algunas propiedades mas (La suma de las
variables que componen el vector €s también UGWD, ...). Aiiade que la
distribucién generalizada multivariante de Waring surge en la teoria de
accidentes como la distribucién conjunta de accidentes incurridos por una
poblacién propensa a ellos, expuesta a una variable externa riesgo de
ocurrencia sobre una serie de de periodos de tiempo no solapados. Ademas
prueba que usando esta distribuci6én multivariante se pueden “medir” las
contribuciones de propensién , riesgo de exposicién y cambio de una
situacion dada de accidentes.

Hasta la fecha no han aparecido nuevos trabajos que introduzcan
novedades sobre la Distribucién Generalizada de Waring Univariante,

Bivariante o Multivariante.

Debemos destacar algunos trabajos relacionados con este apartado y
que son referidos en los articulos y textos antes mencionados:
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*Modelos para Distribuciones Gaussianas Hipergeométricas™ debido
a Adrienne W. Kemp y D. Kemp (1975).

»Estimacion de parametros en algunas extensiones de la familia de
Katz de  distribuciones  geométricas  incluyendo  funciones
hipergeométricas” debido a Jhon Gurland y Ram Tripathi (1975).

*»Una Familia General de Distribuciones Discretas con
Probabilidades Hipergeométricas” debido a Jhon Gurland y Ram Tripathi
(1976, 1977).

»Familia de distribuciones discretas de Pearson generadas por la
funcion hipergeométrica univariante 3Fh(ay,a2,a3371,Y2;A4)” debido a
Gutiérrez Jaimez, Ramoén y Rodriguez Avi, José (1997).

_.§__




Capitulo 3

La distribucién de Waring Bidimensional.

3.1. Breve introduccion.

Esta distribucién nace al introducirse nuevos conceptos en el estudio de
accidentes (Irwin, [17]). Estos conceptos fueron la propension y la
responsabilidad en accidentes.

Un poco mas tarde (Xekalaki, [29]) fueron estudiados los accidentes
ocurridos en comercios por un individuo en dos periodos de tiempo no
solapados. En este sentido, asumimos que los comercios estan expuestos a
dos factores.

El caso bidimensional nace como una aproximacién natural de la
definicion original de la version univariante de Irwin.

En la versién univariante el punto de arranque fue la extension de
Waring:

1~ 4@
xX—a ; X (1) .1)

Irwin generaliz6 esta extension de la siguiente forma:

1 _ % apke) 1
-(;_a)— Z X (ker) _;-T a,k> 0 (3.2)
(%) r—0

Ahora considerando p = x —a > 0 y multiplicando ambos lados de la
igualdad por p ) se obtiene la UGWD(a, k; p).

Una variable aleatoria X sigue una distribucion univariante
generalizada de Waring de parametros a, k' y p (UGWD(a,k; p)) cuando su
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funci6én masa de probabilidad es la siguiente:

_ N P® anke 1
fir)y=P{X=r} @t Py @kt pyg 7! (3.3)

r=0,1,... a,k,p>0

donde x(») = H%l, x > 0, r € R; siendo I'(.) la funcién gamma.

La funcidn generatriz de probabilidad de X es la siguiente:

_ P& .
G(S) (a+P)(k) 2F1(a,k;a+k+ p,s)

El objetivo ahora es definir la BGWD(a; k, m; p).

Sea Af{x) = flix + 1) — Ax). Entonces para k,m,a > 0 tenemos:

Lt
(x — a)(k+m)
= (1+A)° w1 — =

X (a+m)

33 e tomo G4
(x) rl '
r=0 =0 (ki)

Teniendo en cuenta que x > 4, la serie doble, en el lado derecho de esta
ecuacion, es convergente. Si consideramos ahora que p=x-a>0y
multiplicamos ambos lados por pm), obtenemos una serie doble de
términos positivos que converge a la unidad, pudiendo considerar que su
término general define una distribucién de probabilidad discreta bivariante.

Asi, podemos llegar a la siguiente definicion:

Definiciéon 3.1. Decimos que un vector aleatorio (X,Y) sigue una
distribucion bivariante generalizada de Waring de pardmetros a, k,my p
(BGWD(a;k,m; p)) cuando su funcion masa de probabilidad es la

siguiente:
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fir,s)=P{X=rY=5} =

P (k+m) ki me) agss) (3.5)

~(@+p),, r s Ve

r=0,1,..;s5s=0,1,...;

donde
y=a+p+k+m
y donde
B v SRREL.
['(x)

siendo I'(.) la funcion gamma.

3.2. Distribuciones marginales y condicionadas.
Distribucion de la suma.

Veamos ahora cuales son las distribuciones marginales de Ia
BGWD(a;k,m;p).

Definicién 3.2. Si (X, Y) ~ BGWD(a;k,m; p) entonces:

X ~ UGWD(a,k; p) e Y ~ UGWD(a,m; p)

siendo
Py e —P®__ kodn 1
r) =Pl X=rl= — 3.6
fx(r) =Pl ] (a+p), (a+p+k), 1 3.8
a1,
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P (m) ms)4(s) 1
s) = PlY = sfp ———b—— ——— 3.7
fY( ) P[ ] (a'l‘P)(m) (a+p+m)(’) 5! ( )

s=0,1,...

Una vez estudiadas las distribuciones marginales hagamos lo propio
con las condicionadas.

Ia funcién masa de probabilidad condicionada de X dado Y = y tiene
la siguiente expresion:

(y —a—k) (a +y)(-") k(x) (3.8)

xly) = —————
el Y=k+¥)p +¥)e X

x=0,1,..
luego (XY = y) ~ UGWD(a +y,k;y —a — k).

La expresion de la funcion masa de probabilidad condicionada de Y
dado X = x tiene una expresion totalmente andloga a la de (3.8).

_ (r-a-m), @+x),, mg
G e A ) AT 9

y=201,..
En consecuencia (Y/X = x) ~ UGWD(a + x,m;y —a — m).

Estudiemos ahora las expresiones que tienen las regresiones de X sobre
Y yde Y sobre X:

- Regresion de X sobre Y:
a+
- Regresion de Y sobre X:

BTX = ) = et E) (3.11)

y—a—m—1
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Ambas regresiones son lineales.

- Coeficiente de correlacion:

_ km
p"z"”_ (y—a-k-1)(y—-a-m-1) (3.12)

Una pregunta que cabria hacernos ahora es jcudl es la expresion de la
sumaZ =X+ Y?

Podemos afirmar que dado el vector (X, Y) ~ BGWD(a; k,m; p)
entonces Z ~ UGWD(a; k + m; p), siendo su funcién de probabilidad:

h(z) = _Pm)  Aek+tm)q 1 (3.13)
(@a+p),. Y @ z! '

z=0,1,...

3.3. Momentos de la BGWD(a; k, m; p)

Establezcamos en primer lugar la funcién generatriz de probabilidad
para (X,Y) ~ BGWD(a;k,m;p) que fue estudiada por Irwin, y mejorada
por Erdelyi y otros:

(t,12) = ELE) Fla;k,m;a+ p + k+m;t,12] (3.14)
(a+p)(k+m)

siendo

o0 o0 k - ,
Fla;kmia+p+k+mt 1] = ZZ :;) M) Aes) grys
it deat. ¥l "W

dondey = a+k+m+ p.
Ademas:

i) Si #; = t, =t entonces F[a;k,m;y;t,t] = ,Fi[a,k,m;t] que es la
funcion hipergeométrica de Gauss.



La Distribucion de Waring 63

ii) Si ademas en la expresion anterior t = 1:

1 11 M)
F[a,k,m,r,l,l] (y—k_m_a)(k-l-M)

siendo 7(1,1) = 1.

Para determinar los momentos factoriales debemos establecer la
derivada parcial de orden (x , y) de n(¢;,7,) respecto de sus argumentos:

,r(xy)(t] ,;2) -

_ p(k+m) Zz_ﬁima(rﬂz

rl sl Y(res)

(r=x+1),(s—y+ 1), (3.15)

Considerando #; = #; = 1 en la expresion (3.15), el momento factorial
de orden (r,s) sera:

o = Kirym s)a(r+s)
= - (p-2)(p-r-5)
_ _kpymsagss) (3.16)
(P —r= S)(r-l—s)

ra=ll,.. 8=01,..

este momento existira cuando p > r + s.

En particular:
”ELOJ - fl
#[01] = E[Y] = 1
a;k(__a+£—1!gk+ - 33
ﬂ[:O] Var[X] = £ =

(p-1)*(p-2)
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: akm(a+ p — 1
w1 = Cov(X,Y) = _J___l
el (p-1)*p-2)

k;mlIZ

P = T k- D(prm—T01 G17)

Dado que p > 2 para que los momentos centrales de segundo orden existan,

se deduce que la covarianza o xy es positiva, lo que implica que X e Y son
siempre positivamente correlados.

3.4. Otras propiedades de la BGWD(a; k,m; p) .

La funcién generatriz de probabilidad de la distribucion bivanante
generalizada de Waring puede expresarse en términos de la funcion de
Appell de primera clase:

G(s,t) = ——p("—+”—'L—F1 (a;k,m;a+k+m+ p;s,t) (3.18)
@+p)m

donde

Que p > 0 implica que G(s,?) es convergente para todos los valores de a, k,
menel area [-1,1] x [-1,1].

Por el teorema de Gauss:

a+
Fi(a;kkmia+k+m+p;1,1) = £ pgf.);%ﬂ)' (3.20)

Las probabilidades sucesivas de la BGWD(a;k,m;p) estan
relacionadas por una relacién de recurrenciade primer orden, es decir
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Pin,j _ (@a+i+j)(k+i) (3.21a)

Pi j (@+k+m+p+i+j)i+1)

Py ____(atitm+))
Pij (a+k+m+p+i+j)j+1) (3.21b)

3.5. Generacion de la distribucion de Waring bidimensional
a partir del sistema de Pearson Discreto Bivariante.

Partiendo de la expresion (1.8) y teniendo en cuenta la igualdad (1.11)
llegamos a la siguiente solucion:

r—-1 s-1
o L(t,5)N(o,1')
Jrs = foo 1;[1_[ G(t.5)H(o.7) r,s € N

=0

entendiendo que sir = 0 6 s = 0 el correspondiente producto vale 1 y fijada
foo para que sea distinta de cero.

Recordemos que la funcién anterior, f,;, serd una funcidon masa de
" probabilidad cuando verifique las condiciones de positividad, convergencia
y normalidad.

Ya vimos en el teorema 1.4 que si L, N, G y H son polinomios de
6rdenes cualesquiera en determinadas variables, la funcion generatriz de

probabilidad g(z,,#;) verificaba el sistema de ecuaciones en derivadas
parciales (1.12):

G(01,02)g(t1,12) — t1L(01,602)g(t1,82) = G(01,02) Z Lfo,sl“i
yol)

H(6,,02)M(t,,t;) — 1,N(60,,02)g(t1,t2) = H(01,62) Z l,fr,of'i'
0

para |f;| < 1,|fz| < 1, siendo 6; = t;-2-, i=1, 2.

Si en el sistema de ecuaciones en diferencias generador de la familia de
distribuciones de Pearson discretas consideramos los siguientes polinomios:



K
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G(r,s) = (a+k+m+p+r+s)(r+1)
H(r,s) = (@a+k+m+p+r+s)(s+1)
L(r,s) = (@+r+s)k+r)
N(r,s) = (a+r+s)(m+s)

siendo a, m, k, p nimeros reales positivos, dado que se verifica la condicion
necesaria, la solucion viene dada por:

_ (@) (k) (M),
Jrs -fo,o-—————"'—(a_l_ T T r,s >0 (3.22)

que es la funcion masa de probabilidad de una BGWD(a; k, m; p).

Esta funcién es una funcién masa de probabilidad pues verifica las
condiciones de positividad, convergencia y normalizacién, al ser los
coeficientes de los polinomios positivos y al ser la funcion masa de
probabilidad para cada r, s fijos, un término de la funcién hipergeométrica
Fi(a,k,m;a + k+m+ p;1,1) que es convergente pues p > 0.

En consecuencia:

1 IR
Joo Fi(a,k,m;a+k+m +p;1,1)

I'k+m+p)l(a+p)
INa+k+m+p)I'(p) a3

Por tanto, su funcién generatriz de probabilidad es:

F ga,k,m;a+k+m+ 3E1,12)
g(tl,t2)= 1 Psli1582

Fl(a,k,m;a+k+m+p;1,1)

con lo que concluimos que es una distribucion perteneciente a la familia
de distribuciones discretas generadas por la funcion hipegeométrica
bivariante F,(a;p,p';y;u,v) extensién de la funcion hipergeométrica
de Gauss.

Por aplicacién del teorema 1.4 y tras expresar los polinomios G y H en
las variables (r+1,s) y (r, s+1) respectivamente, las ecuaciones
diferenciales que verifica la f. g. p. son, tal y como ya habiamos escrito:
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G(61,0,)g(t1,t2) — 11 L(01,02)g(t1,12) = G(6,,02) Z L/o,s"i
=0

H(91=92)M(11J2) _tZN(GlsQZ)g(tlatZ) - H(GI:GZ) 2 :.)r,th
r=0

para |t;| < 1, |f2| < 1, siendo 6; = t;->,i = 1,2.

Efectuemos los calculos:

Empezamos con la primera ecuacion:

G(0,,0;) = (@a+k+m+p+6, +02)0,+1) =
=ab,+a+kO@, +k+ml; +m+p0,+p+01+60,+6,0,+0, =

= +(@+k+m+p+1)0;+0,02 +0,+(@+k+m+p).

L(91,92) = (a+ 0, +92)(k+ 91) = ak + a6, + kB +9% + kO, + 60,0,

Asi:
t1L(01,02) = akt, + abt; + kO1t, + 03t; + k01t + 0,02t =
= 0%t + t1(a + k)0, + 0,021, + k021, + akt,.
Por lo tanto:

G(01,60,)g(t1,t2) — 11L(01,02)g(11,12) =

B (1-6,)03+[a+k+m+p+1—-ti(a+k)]0, + (1 —-1,)0,02 + e(tr.12)
+(1 —1,k)0, —akt, + (a+k+m+ p) S

con lo que tenemos el primer miembro de la ecuacion.

Veamos el segundo:
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Sabemos que para r,s > 1 (1.42) la funcién masa de probabilidad se
puede expresar de la siguiente manera:

gltit2) = D D _[frstits =
r=(0 s=(

o 303 @) (@), B1), (Ba), ith)” (o)’
r=0 s=0

(7) s 78!

donde'y =a) +az +ﬂ1 +ﬁ2.

S1 lo trasladamos a nuestro caso:

gt 12) = fon 3 3 Qe B), ), (), ity ) (afa)
r=0 s=0

(¥ ) s 75!
»
dondey = a+ k+m+p.
Sir = 0 entonces:
- (K), (p); (Aata)’
gt 02) = fop 2, =-EAE St D
ZO: (7)s s
Por otro lado, parar = 0y s > 1 (1.42):
k A3
. f;',s =_f0,0 ( )s (p).s' 2
(7)3 S
® entonces:
- - (k), (p), (Aat2)’
o Sty = 3 o B0 G2 _
5=0 s=0 (7)s s

=f0,o§—(£)-i-g-———(py);’?!2tﬂi)i = g(t1,t3) para r=0

Como:
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G(0,,0,) =0?+(a+k+m+p+1)0, +60,02+0, +(a+k+m+ p)

El segundo miembro, G(01,602) X_ f, , 3, serd igual a
=0

[((@a+k+m+p)+0:]g(t,12).

Pasandolo todo al primer miembro obtenemos que una de las
ecuaciones diferenciales que verifica la funcién generatriz de probabilidad

CSe

|: (1-t))03+[a+k+m+p+1—-t1(a+k)]0; +

t1,tpb) =0
+(1—t1)9192—t1k92—ak11 :|g(l 2)

Veamos ahora la segunda ecuacion:

H(G],Gz) = (a+k+m+p+91 +92)(92+ 1) =
=a0, +a+kO, +k+mby +m+p0r+p+03+6,+6,0,+6, =

=02 +(@+k+m+p+1)0,+60,0,+6; +(a+k+m+p).

N(Q],Gz) = (a+91 +92)(m +92) = am +092 +m91 +9% +m92 +9192.
Asi:

tzN(G],ez) = amt, + al>t, + mb,t; + 9%!2 + mO,t, + 0,0>1, =

= 9%!2 + th(a + m)92 +610,1) + mO,t, + amt,.
Por lo tanto:
H(01,07)g(t1,t2) — t2N(01,02)g(t1,12) =

= {(1 —t2)9% +[a+k+m+p+ 1 —tz(a+M)]92 +(1 —12)9192 +
+ (1 =t;m)0, —amty + (a+k+m+ p)rg(t,12).

con lo que tenemos el primer miembro de la segunda ecuacion.
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Veamos el segundo:

Sabemos que la funcioén generatriz de probabilidad se puede expresar
de la siguiente manera:

dnr) = oo 3030 @1 @), B1), (Ba), Gutr)” Gata)*
r=(0 s=0

(7 ) s Tls!

dondey = a; + a2 + B1 + B2

Si lo trasladamos a nuestro caso:

€)= foo 37 37 (@ (), (), (p), s (ata)”
r=0 s=0

(V) s T's!

dondey =a+k+m+p.

Si s = 0 entonces:

- (a)r (”’)r (lltl )r
t ,t - — b e e e e .
g(t,12) = fop Z : &), 7

Por otro lado, paras = Oy r = 1:

_ o (@), (m), A}
Jrs —fb,o--—zy—);-;!-—l“

entonces:

o0

o~ (@), (m), (A111)"
;‘ﬂ’oﬁ i Z.;fo’o (¥), !

I

=f0,0§%§%ﬂz" = g(t1,t2) paras = 0

O Como
H(0,,0,) =03 +(a+k+m+p+1)0,+60,0,+0, +(@+k+m+p)
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El segundo miembro sera igual a

[(a+k+m+p)+0,]g(t,12).

Pasandolo todo al primer miembro obtenemos que una de las
ecuaciones diferenciales que verifica la funcidén generatriz de probabilidad
es:

{(1-1)0+[a+k+m+p+1—t(a+m)]f, +

+ (1 —t2)9192 — 1m0 —amtz}g(tl,tz) = ) (3.25)

Si consideramos y =a+k+m+ p y aplicamos el teorema 1.5
podemos encontrar las relaciones de recurrencia entre los momentos:

g g g
g g g _
(V_I)Z(j )”;+ﬁj+2(j )”;+ﬁ,1+j+2(}' )”éﬂ;; =
=0 J=0 J=0

A |
Z Z (f) ( g) [akﬂ;j + (a + k)l-‘:‘+1j + kﬂ:',]ﬁ + ﬂ’l+f,l+j T A“'2+ij]
=) j=0 ! J

S f f
= 1)§ ({)ﬂ;:-]*‘g b ; ({)“flﬂ; l4g T ; ({)”:’,Ztg -

S g g
Z Z ({) ( j ) [amﬂ:‘j +{a+ m)ﬂ:‘,1+j + mﬂ:'+1j + ﬂ’1+:',1+j + ﬂ;,2+j]
i=0 =0

lo que nos permite, desarrollando las primeras ecuaciones, obtener el vector
de medias y la matriz de varianzas-covarianzas:

ak
1
u=(’§n)
p—1

ak(atp—1)(ktp-1) akm(at+p—1)
. (p—1)(p-2) (p-1)%(p-2)

Z o akm(a+p—1) ak(a+p—1)(k+p—1) (3.26)
(p-1)%(p-2) (p-1)*(p-2)
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asi como la matriz de correlaciones:

1 ,___ﬁr_n_____
(k+p—1)(m+p-1)

N = (3.27)
_ fkm 1
(kt+p—1)(m+p—1)

Pasando al estudio de la regresion, y mediante la aplicacion del teorema
1.3, obtenemos que las funciones de probabilidad condicionadas, que son

soluciones del sistema en diferencias:

(a+k+m+p+r+s)r+1)fuus—(@+r+s)k+r)fus =0

(a+k+m+p+r+s)(s+ D) far—(@+r+s)(m+s)fsir =0
(3.28)

tienen las siguientes funciones masa de probabilidad:

(a+s),(k),
(a+s+k+m+p),r!

ﬁ/s o f 0/s

- (@a+r),(m),
Jsir = Jor (a+r+k+m+p),s! (3.29)

y por tanto, calculando igualmente las marginales, se obtiene que las
distribuciones marginales y condicionadas son del tipo:

frus = UGWD(a + s,k; p + k)
for = UGWD(a +r,m;p + k)
fr - UGWD(a,k; p)

fs = UGWD(a,m;p)

al ser distribuciones de Waring univariantes, las curvas de regresion son:
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&1 = E[61/62 = 5] = ‘b%i_)_—ﬁ—
Er = E[E2/6 =] = —%’—;J“T"):'-"l— (3.30)

siendo por tanto, la regresion lineal.

Igualmente, si a, k, m tienden a infinito y todos con el mismo orden,
O(a), la distribucion BGWD (a,k,m,p) puede aproximarse por una
distribucién normal bivariante, con vector de medias y matriz de
varianzas-covarianzas las  correspondientes a la  distribucion
BGWD (a,k,m, p). Para demostrarlo, partiremos de la funcion generatriz de
cumulantes.

Segun el teorema 1.4, la fig.m. verifica el sistema de ecuaciones
diferenciales (cony = a+ k+m + p):

(1-e")Di+[y+1—-e""(a+k)]D; + a(tity) = 0
+ (1 — el )D]Dz —e'"kD, — ake®

[ (1-e)D} +[r + 1 —e(a+m)]D; + j|g(n,tz) -0

+ (1 —e2)D D, — e2mDB; — ame"
(3.31)
Veamoslo:

Sea la funcion Generatriz de momentos M(#,,7,) que sabemos que
verifica el siguiente sistema:

G(D1,D2)M(t1,1;) — e L(D1, D2)M(t1,12) = G(D1,D2) D fose"
s=0

H(D,,D;)M(t,,t;) "‘etzN(Dl,Dz)M(tl,tz) = H(D,D;) E f,.,oe‘”'
r=0

para |t;| < 1,|t2| < 1, siendo D; = -2, i=1, 2.

Efectuemos los calculos:
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Empezamos con la primera ecuacion:

G(D],Dg) = (a+k+m+p+D1 +D2)(D1 + 1) =
—aD,+a+ kD, +k+mD; +m+pD;+p+Di+D1+D D2+ D; =

=D*+(a+k+m+p+1)Dy+D D+ Dy +(a+k+m+p).

L(D1,D,) = (a+ Dy + Dy)(k+ D;) = ak+aD, + kD + D% + kD5 + D D;.
Asi:
e"L(D,,D;) = ake" +aDe" + kDe" + D%e" + kDye" + D1Dje" =
= D?e" +e"'(a+k)Dy + D1Dye" + kDze" + ake"
Por lo tanto:
G(D1,D2)M(t1,12) — e L(D1,D2)M(t1,12) =

={(1-e")D?+[a+k+m+p+1—-e'(a+k)]D1+(1-€")DD; +
+ (1 —e""k)D, — ake” + (a+k+m+ p)pM(t,12).

con lo que tenemos el primer miembro de la ecuacion.

Veamos el segundo:

Sabemos que la funcién generatriz de probabilidad se puede expresar
de la siguiente manera:

v o) a0
M(t1,12) = D D frse"™
=0 s=0

Sir = 0 entonces:

o0
M(tlstZ) - E L)O,setzs
5=
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Como
G(D,,D;) =D?*+(y+1)Dy +D1Dy+ Dy +a+k+m+p

El segundo miembro sera igual a
[a+k+m+ p+ Dy IM(2,12).

Pasandolo todo al primer miembro obtenemos que una de las
ecuaciones diferenciales que verifica la funcién generatriz de momentos es:

|: (1—e")D? +[a+k+m+p+1—ei(a+k)]D; +

M(t,t2) =0
+ (1 — el )D]Dz — e kD, — ake® } l 2)

Andlogamente se obtiene la otra ecuacion:

(1-e2)D3+[a+k+m+p+1—-e?2(a+m)]D; +
+ (1 —eh VDD, —e"2mD, — ame"

]M(h,fz) =0

tal y como queriamos probar.

Si A = logM, haciendo el cambio, tenemos:

(1 —e")[D? +D1D;y]eM + [y + 1 —e" (a+k)]Die -

—e""kD,e? — ake'e® = 0

Aplicamos las derivadas a los tres primeros sumandos pues al cuarto no
le afecta:

Sumando primero:
(1 —e")[D? +DD;le?

[D? + D1D;]e? = -—Qt%-e‘\ 0__0 oA -
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2
A OA Al O2A AI:_Q_ILQ_/_\_ 0% A ]=
) (atl) e ( ot? )+e ot Oty " Ot, 0t

i (@_)2+Q2.A+QA_@A.+&_
6{% ot; Ot Ot 01,

(1-e" )[D% +D1D2]€A =

ey Q/_\_)z 0’A , OA OA , O°A
ik b [(6:'1 Yo Ton o T 6t16t2:|

Segundo sumando:
[y +1-e"(a+k)]De

yD,e? + Die* —e"'(a+ k)D et =

_ 0 A, B oA _gn 9
7at1e +6tle e (a+k)atle

= yeAQ—A— +eh QA _ on (a+ k)e“ﬂ

Ot Ot Ot
el o OA . OGN 4 OA | =
=@ [7&] + ot e‘(a+i’c)6tl ]

=erMy+1—-e'(a+ k)]-g-;A—-
1

Tercer sumando:

e'"kD,e?
t A _ Lt __a___ A _ oh A_QA_
e'"kD,e e lkat2 e el ke ot

Uniendo los cuatro sumandos:

_onvor| (OA) L B2A L OA OA . DA
(1=et)e [(61‘1 o *ot o, Tonon |

+ery +1-en(a+k)] A —e"ke"g}(—:— — ake'ieM = 0
1

Entonces:
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(1—eh) (aA) L O?A L OA OA , _3*A
A 61% ot Oty Ot 01

+[r+1-e""(a+ k)]—-gﬁ—}- "kgf: ake"

Despejando:

(1—en)| 2A L A (m + OA OA
8:2 atlafz Ot Ot Ot>

+[y+1-e" (a+k)]-g{}— ‘lkgf: —ake" =0  (3.32a)

Analogamente con la otra ecuacion:

(1-et)| 24 ﬂ_,r(_/x_ QA A |,
atz Ot 101> ot» 6t1 6t2

+[y+1 -—e‘z(a+m)]% e2m-Z2 61} —ame” =0 (3.32b)

por tanto, los primeros cumulantes se obtienen haciendo t; = 0:

92A 02A

at% I‘l=0 + 0t101> Ill=0 T
1 —e%) > +
e
T ) e v
oty a:, Ot t1=0
12=0

+r+1-e@+ b1 |0 — %G | o —ake® = 0

Ot
entonces:
7 +1-(@+B]ZA |10 —kGA | —ak=0
asi:

(m+p+ I)K'Lo—kK'OJ = ak

Haciendo lo mismo con la segunda ecuacion:
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92\ 92A
oz 1170 ¥ Buan ln-o +
0 Iz=0
(1-¢") y +
+( oA ) | 4 OA A |
ot 12=0 ot, o, 'n=0
12-0

+[7+1—e°(a+m)]g%- | +,=0 —4'-3010*:%;]L | =0 —ame® =0

entonces:

[7+1—(a+m)]-g—2— | ,=0 —m-g-i-\;- |40 —am = 0

asi:
(k+p+ 1)k, —mKk,, = am (3.33b)

Si imponemos que a, k, m tiendan a infinito y con el mismo orden,
O(a), entonces los primeros cumulantes son también de orden O(a). Si
consideramos las 27 ecuaciones que se obtienen al diferenciar el sistema de

cumulantes r; veces con respecto a f;, 2 veces con respecto a f;, con
ri +r, =r—1 y substituir #; por cero, obtendremos los cumulantes de

ordenr:

Z K,,0@)+ Z(cum.orden < r)(cum.ord < r)O(1) +

ryr2 rnra

+ Z(cum.orden < r)O(a) = constante[orden < O(a*)]
ryr2

(3.34)

Como todos los cumulantes de primer orden son de O(a), por induccion
se sigue que todos son de O(a) a lo sumo. Luego, como las varianzas y
covarianzas son de O(a), haciendo el cambio:

Xox1; Max (3.35)

queda que los cumulantes de orden impar de Y son cero y los de orden
2r (r = 2,3,...) son de orden O(a)/O(a?) = O(a’™) < O(a™"). Por tanto,
los cumulantes de orden mayor que 2 son despreciables para grandes
valores de a, k, m, lo que implica que la distribucién limite de Y es tal que
todos sus cumulantes de orden superior a 2 son cero, es decir, que la
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distribucién limite de Y es una normal bivariante, con vector de medias y
matriz de varianzas-covarianzas los mencionados con anterioridad.

El mismo proceso que hemos seguido para obtener el sistema de
ecuaciones diferenciables en diferencias parciales para la funcion generatriz
de probabilidad o para la funciéon generatriz de momentos se puede hacer
para obtener sendos sistemas de ecuaciones diferenciables en diferencias
parciales para la funcién caracteristica.

En este caso, el sistema que verifican es el siguiente:

Funcién Caracteristica ¢(#1,72) :
G(6',05)(11,12) — e L(61,02)(t1,12) = G(61,62) D _fose™
=0

H(6',05)¢(t1,12) — e N(6},05)¢(t1,12) = H(0),05) D froe™”
=0

1 2
i alj

con 0 = ,j=12.

Siendo

o0 o0
¢(t1:t2) = Z E f,-',,e"(‘l”‘zs)
r=0 s=0

Efectuemos los calculos:

Empezamos con la primera ecuacion:

G(07,05) = (a+k+m+p+0;+605)0;+1) =
=af)+a+ k0 +k+mb; +m+pl; + p+07 +0 +6010, + 6, =

=07 +(a+k+m+p+1)8,+607,05,+05+(a@+k+m+p)

L(607,05) = (a+0) +05)(k+80)) = ak+ ab'| + kB + 0 + kb, + 665.

Asi:
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e [(0),0,) = ake™ +afie™ + kf\e™ +0%e™ + kfre™ + 6105e™ =
= 0%e™ +e™ (a+ k)0 +0105e™ + kOre™ + ake™ .
Por lo tanto:
G(0',05)9(t1,12) — e L(01,03)9(11,12) =

= {(1-e")0? +[a+k+m+p+1—e"(a+k)]0] + (1 —e™)010; +
+ (1 —e™k)@, — ake™ + (a+k+m+ p)rd(t1,12).

con lo que tenemos el primer miembro de la ecuacion.

Veamos el segundo:

Sabemos que la funcién generatriz de probabilidad se puede expresar
de la siguiente manera:

©
¢(tlst2) - Z E :’r,sef(nﬁrzs)
r~0 =0

Sir = 0 entonces:

[+ 8]
P(t1,12) = 2 :JO,se“zs
=0

Como
G@0,,05) =02 +(a+k+m+p+1)0) +6,0;, +05 +(a+k+m+p)

El segundo miembro sera igual a
[(@a+k+m+p)+603]p(t1,12)

Pasandolo todo al primer miembro obtenemos que una de las
ecuaciones diferenciales que verifica la funcién generatriz de momentos es:

(1-en)02+[a+k+m+p+1—-e“(a+k)]0) + AR o
+(1 —e™)0',0), — e™" kO, — ake™ ¢(t1,12) =

(3.36)
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Analogamente se obtiene la otra ecuacion:

(1-e")0? +[a+k+m+p+1—e™(a+m)lo; +

+(1 — e'2 )9’]9’2 —_— elfzmg’l . ameltz 1 2)

(3.37)

3.6 Estimacion.

En este ultimo apartado, vamos a estudiar el problema de la estimacion.

Comenzaremos con el caso univariante y estudiaremos el bivariante en
ambos casos para la distribucion de Waring.

Existen distintos métodos para estimar los parametros de una
distribucién discreta, entre ellos el método de los momentos, el método de
maxima verosimilitud, métodos basados en el calculo de cocientes de
probabilidades, ....

El método de maxima verosimilitud nos lleva a unas ecuaciones que no
son resolubles y el basado en los cocientes de probabilidades presenta como
mayor inconveniente la complejidad del sistema de ecuaciones que hay que
resolver para estimar los parametros (Conde, [3]).

Debido a lo explicado anteriormente, vamos a centrarnos en el método
de los momentos.

3.6.1. Relacion de recurrencia entre los momentos.

Utilizaremos las funciones hipergeomeétricas en el caso unidimensional
2Fila,kia+k+p;1) y  Fi(ay,az,B1,P2:7:A41,42) en el caso
bidimensional.

Considerando A; = A, =1, nos quedan cinco parametros
ay,2,B1, P2,y que estimaremos por el método de los momentos.

Las relaciones de recurrencia entre momentos las calcularemos gracias
al teorema 3.5.
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3.6.1.1. Caso univariante.
Sabemos que a partir de la relacion de recurrencia:

q P h h
S bl -z;a.-(z: (h )u:-m) bt
=0 i=0 m=0 __

que ya vimos en el primer capitulo, es relativamente facil estimar los
parametros mediante el método de los momentos.

En primer lugar se plantea un sistema lineal con 2p + 1 ecuaciones
(namero de pardmetros estimables) en donde las incognitas son los
coeficientes de los polinomios L(7) y G(r + 1). Después se obtendran los
parametros a través de su relacién con los coeficientes hallados
anteriormente. Este es el proceso que se sigue para la estimacion de la

familia 5+ Fp con A = 1.

La distribucién univariante generalizada de Waring esta generada por la
funcién o F(a,k;a + k + p; 1) (Rodriguez, [23]).

Utilizando la relacién de recurrencia entre momentos dada por:

L B P e o ™ T P — -
- - —

-l!_ ih" :f'\,_ PI™ Py % 3 Pee B o Lo "
L A L N = [ 9 B L ¥ i 3 d - 2 = = W i K I e

’ : r— 1 UNIVER
b3ﬂ3+h +b2”2+h+blﬂ]+h = SIS R el

™)

. Z ( ?’:? ){a3u;+m + a2u’2+m + alﬂ’lﬂn + boﬂ:’”}; 3 1 BLi., 287

h' *’ﬂ* E l".‘ -1 F ." """'r _ # . | wll @ i

; 5 . A — . L ra
AL ST 11 1 N Y
o Iy Nt et - W o W

i
i

T e L — o L S [y

P e L T T DRl S T e —— |

para h=0,1,2 obtenemos un sistema de tres ecuaciones con tres |

incgnitas, que son los coeficientes de los polinomios L y G.

Dicho sistema es el siguiente:

(b] —al)p—ao = 0
(b] + a —-—I),u’z—(al +a0)u—ao = ()
(b] — daj -—2)}1’3 —(201 + ag + l)p’z-—(al +2a0)y—a0 = ()

A continuaci6n se despejan los parametros de las relaciones siguientes:

by =(-1) (*)
ai =a+ﬁ
ao=aﬁ

de donde:
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by =a+k+p-—1
a =a+k

ag=ak

es decir, que el pardmetro y — 1 se obtiene como raiz del polinomio de
primer grado x + b;, mientras que los parametros a,f son las raices del
polinomio de segundo grado dado por x* + a;x + ao.

Los parametros se obtienen de la siguiente manera:

1°. Se calculan los momentos no centrados u, 5> y p3 de la distribucion
y se sustituyen en (**). De esta manera obtenemos los valores de by,a; y

do.

2°. Obtenemos los pardmetros estimados resolviendo el sistema de
ecuaciones (¥).

3.6.1.2. Caso bivariante.

Teorema 3.1: Sean L, N polinomios en las variables (7,s); G
polinomio en (7 + 1,s) y H polinomio en (7, s + 1) de ordenes cualesqulera y
tales que verifiquen las condiciones de posmvndad convergencia y
normalizacién. Si existen los momentos no centrados y,; de cualquier orden

r, s, éstos verifican:

P1 P2

53 bun| 32 (5 acinm |-

k1=0 k=0

DI [é; () (G Yiomam ] )

i1=0 i=0
P1 P2
8 [ (Ear)]
k=0 k=0 12:]
q1 g2 J
; g dh,lz |:§ ( {)#Elﬁh),(lzhg) ] -
1 2

hy h;

523 cnn| 3 (4) (5 b | -

J1=0 j2=0
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q 92

f o0
— ZZd:,,zz |:Z (-};)gglwh)egﬁg) (Zfr,oﬂ) :I
h=0 r=(0 =l

I1=0 I,=0
fr=1

(3.38)

para f,g € Z* y siendo:

m m>

L(r,s) s 2 : 2 :afl,fzrhslz iy, € R; Amym; ¥ 0
i1=0 i=0
hy hs

N(r,s) = 2 : 2 :cjl.fz rls2 Cjrj2 € R Chih, 0
J1=0 j2=0
P1 P2

G(r,s) = Zzbkb"z(r"' 1)k sk b, x, € R; bp,p, ¥ 0
k1=0 k=0
q1 92

H(r,s) = szh,’zrh (s + 1)12 di, € R; dgq, # 0
1,=0 1,=0

De forma anéloga al caso univariante, la estimacioén de los parametros
puede hacerse por el método de los momentos. Para ello basta considerar un
sistema lineal formado por tantas relaciones de recurrencia independientes
entre momentos y como parametros tenga la distribucion, siempre que los
momentos existan y sena finitos y el sistema sea compatible determinado.

Expresando los polinomios como siguen:

Gr,s)=(-Dr+1D)+@+1)s+@F+1)°
Hr,s) = (r— D+ 1) +r(s+1)+(s+1)?
L(r,s) = a1 Br1A1 + (a1 + Br)Air + Ay r?
N(r,s) = azf242 + (a2 + B2)A2s + Azs?

la primera relacion quedaria:

g g g
=12 () Hiam + 3 (5 ) Hisgrem + 2 (5 ) Hougm =
m=() m=() m=(

S 8
=2 (ﬂ)(f, ){a1B1A1ttnm + (@1 + B1)A1 Hisnm + A1 M4}
=0 m=0
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Reemplazando en esta expresion para distintos valores de fyg
obtenemos relaciones como las que siguen, endonde A, = A2 =1 :

aipr=[r—1-(a +ﬂ1)]#'1,o +ﬂ'1,1
a1B1 =[r—1-(ar+B1)Iuo + [y — (@1 + B1)lui, + My, — a1 Bip,
a1B1 = [y —2—(ar+ B1)ubo + Hoy +[@1B1 + a1+ Br]uio

La segunda relacion de recurrencia entre momentos €s:

f f f
(¥ - I)Z ({;)”:':Hg*'z (5)”;+n,1+g+z (5)”;',21“8 =
n=0 n=0 n=0

S g
— ZZ (’f;) ( fx ){azﬂglzp:m + (a2 + P2 )lzﬂ;;,lm + 2'2”::,2+m}
n=0 m=0

De nuevo, reemplazando en esta expresion para distintos valores de f'y
g obtenemos las siguientes relaciones, donde Ay = 42 = 1 :

afr =[r—-1-(az2+ 52)]#6,1 * #’1,1
afr=[r—1-(az+ ﬁZ)]ﬂ:),l + [y — (a2 + ﬁZ)]ﬂrl,l + ﬂfz,l - ‘1'2[32#’1,0
@Bz = [y -2 — (a2 + B2) o2 + M1 + [@2B2 + a2 + P2 ]uo,

Asi, si conocemos una de las medias marginales podemos obtener
todos los momentos no centrados.

Como las medias marginales son:

r d
ul,O = t] ?}Tg(tl:tz) lll-=1

r d
Ho1 = fz—d;;g(fl,fz) | £p=1

se obtienen las siguientes expresiones:
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o = foo BPLFs(@r + 1,02, B + 1By + 151,1)

Ho1 = Jfoo azyﬂz Fi(ay,az + 1,1, P2+ Ly +151,1)

pip=aipr—[r-1-(a + B1)IH10
ﬂfz,l - azﬁzﬂfl,o -y — (a2 + ﬂ2)]P’1,1

Wy = ar1Bipg, — [y — (@1 + B1)lui;

o | ! '
Hyo = y—2-—(a1+ﬁ1){a‘ﬁ‘ psy +[a1pr+ar+Brluoy

poz = .
0.2 y-—2—(a2+ﬂ2)

{a2B82 — u'l,g +[a2p2 +az + ﬁ2]ﬂ:{),l}

Como vemos las medias marginales aparecen en funcion de la funcion
hipergeométrica F3, la cual para A; = A, = 1 esuna serie.

Sustituyendo la ecuacion:

a1B1 = [y —1-(ar+B1)iio + Ky,
en la ecuacion:
a1Bi1 = [y—1-(ar +B1)Iuio + [y — (@ + B1) My + M1 — a1 Bikto;

obtenemos:
[y =1 = (a1 +B1)IH10 + M1y =
= [y —1-(ay +B1)ho + [y — (@1 + B, + 112~
- {[T —1— (a1 +B1)Hio+ !—"1,1}!16,1;

[y—1-(a1+ P )](!1’1,0 = ﬂfl,o + #’1,0#:),1 )+ ufl,l e
= [y = (a1 + B1) My + M1z + BiiHoss
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[y —1—(a; +ﬂl)]p’1,0”:),] -
=[y-1- (a1 + B )]#’1,1 +ﬂ’1,2 = ﬂll,lﬂf),l;

[y —1— (a1 +p1)] (”’I,Ou:},l = Au’l,l) - ﬂ’l,z - ﬂrl,lﬂa,l;

Despejando:
/ ! /
Hi2 — H11H0,
y=1—(ar+B1)] = —————
: ( )] ufl,Oﬂi),] . #’1,1
Como:
Hi1 = M1 — HioHo,1
Concluimos:

/ / /
Hi1Ho1 — Hi12
y-l-(a1+p1) = —p—

Reemplacemos ahora:
a iy = [y —1-(ai+P1)uio + K1,

KMoy — B2
y-1-(e1+p1) = ——p 77—

en la siguiente ecuacion:

87

(1)

(2)

a1 pr=[r—-2-(a; +ﬁl)]ﬂ;a,o +ﬂ’2,1 + [a1 51 +a; "'ﬂl]#a,o (3)

Empecemos sustituyendo (1) en (3):

(y=1—=(a1 +B1))Ho+ H11 =
=[y—=2-(a;+B1)]uao + M2y +
+[(r = 1= (a1 + B1))Hro + Hry + a1 + B 1o

[y = 1= (a1 + B1)1 (o = tbo — (10)?) + My + Moo =

= ﬂ’z,l "'Hfl,lﬂ’l,o + (a1 + B )ﬂr],()
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Utilizando ahora (2):
1oy — M2
(———,m———-) (o — Mo — (W10)" ) + Moy + 120 =
[Ty 1#31 x I—l’l,z
e ﬂ’2,1 "+ ﬂfl,llu’l,o ™ (""—"‘m'l_'_‘ ey l)ﬂ’l,o;

Agrupando:

#3,1#5,1 = 11’1,2
(—T ) (M10(2 = H10) — H20) +

+* Jufl,] (1- ﬂfl,o) + ﬂfz,o = ﬂ’2,1 -

= (v — i
Despejando ¥ obtenemos:
Y 1 Mo 1M
y = 1+__}__ -1%3-3[;:3,0(2—u3,o)—u’2,o]+
H1,0 +uy (1 = ﬂfl,o) 4 #’2,0 - ﬂrz,l

Ademas si de:
aifr=[r—1-(ar+B1)IK10+ Hi,

sustituimos en :

/ ! /
Hii1Ho,1 — Hi12

y operamos se tiene:
/ / /
Hii1Ho,1 — Hi12 ' "
e1f) = | g g T B

/ ! / / / /
Hi1Mo1M10 — Hi2H10 T H1,1H1,
a1p = TER ;
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Como:
/ /
Hi1 = H’l,l — H10Ho,1
entonces:
! f / /
ﬂfl,lﬂa,m’l,o 5 !1’1,2#’1,0 + M (ﬂl,l — Hi0H0,1 )
a1p = Hi1
luego:
!/ J
11?,1 —Hi2H10
ap = —— T
Ademas de:
/ ! I
Hii1Ho1 — Hi12
r=1-(@+p1)=—mr
obtenemos

M2 — H11Mo
(a1 +B)=y—-1-——F 77—

Asi pues las estimaciones de los parametros a,B; se obtienen como
las raices del polinomio x? + (a; + f1)x + a1 B1.

De igual forma se obtienen las estimaciones de los parametros a; y

P2 :

S1i sustituimos la ecuacion:
afr =[y—1-(az2+ ﬁ2)]ﬂf),1 + ﬂfl,l
en la ecuacion:

azBr = [y—1- (a2 + B2)]uo, +
+[y = (az + B2) 111 + M2y —@2B21)

operando se obtiene:

/ / !
Hii1H10 — H2
y=1=(@+P2) = —pmr——
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Si reemplazamos ahora:

afr =[y—-1-(az+ ﬁZ)]HB,I o ﬂ’1,1
yll,l”’l,o 2 #5,1
y=1=(Ga+Pa) ™ ——pr—

en la ecuacion:

afr =[y—2-(az+ ﬂ2)]ﬂ:),2 + ﬂ’l,z 3
+ [a2B2 + a2 + P2 1o,

nos queda una ecuacion en la que si despejamos y obtenemos:

! ! /
HiiHio — H21

y =1+ } TER [10,1(2 — Mo,1) — Ho2] +
Fo +uy (1 - Ho1) + Hoz — 1o

Ademas si de:

aBs = [y —1— (a2 + B2)IHo1 + M1

sustituimos en:

/ / [
Hii1H10 — H21
y—1-(a2+B2) = =

se tiene que:

) ! /
~ Hi1 T B2,180,
@b =——m;

Por lo tanto:

/ / /
Ha1 — Hi,1H10
(a2+B2) =7 -1~ ——p——
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Asi pues las estimaciones de los parametros a;, 2 se obtienen como
las raices del polinomio x? + (a2 + B2)x + a2 B>.



Capitulo 4
Distribucion de Waring Multivariante.

® 4.1. Definicién. Primeras propiedades.

4.1.1. Definicién de la MGWD (a;k; p).

Definimos, tal y como hicimos con el caso bivariante, la extension

multivariante de la distribucién generalizada de Waring, a través de una
generalizacion multivariante de la extension de Waring:

1 _ % 490
xX=a Z X (r+1) (4.1)
r={()
Ahora, Xekalaki [32], veremos una generalizacion de (4.1) que dara

lugar a la versién multivariante de la distribucién generalizada de Waring.

Para k;, i = 1,...,n, nimeros reales positivos y distintos, definimos una
funcion real de x como:

= gt s [Jor—idet .l
(Zh) - (x+Zkf)

J=0 (ki)

Sabemos que para una funcién real g(x) siendo a > 0:

g(x—a) = (1 +A)™g(x) (4.3)

92
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y
A"g(x) = g(“" )(z)gj%l-_ll 4.4)
r=20,1,...

donde Ag(x) = g(x + 1) — g(x).

Ademads, si g;(x), i = 1,...,n son funciones de x:

- n i—1
A"'I:l—[g;(x):‘ - ). m!l_[A’fg:(x+er) (4.5)
i=1 Yor-m =0

7‘0=0

Mediante (4.4) puede probarse que:

r 1 ('—1) I(") .
M = S50 - 0,1,2,. (4.6)

Combinando (4.2), (4.3), (4.5) y (4.6) obtenemos (Xekalaki [32]):

II

Tagy YT

. g P x(Z"HZkf)(rl)!---(rn)!

es decir:

. (*=a) (3 k) Z acy ) k) (Rn) )

o037 R, (x+Zk)(Z N1 (n) &5

La serie multiple es convergente para x > a.

Aqui hemos obtenido una serie multiple que converge a 1 y ademas sus
sucesivos términos definen una distribucién discreta multivariante.

Considerando x=a+p, p>0 obtenemos la  distribucion
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multivariante generalizada de Waring de parametros a,k = (ki,....kn) ¥y

p:

MGWD(a;(kyy....kn); p) = MGWD(a;k ;p)

Definicién 4.1. Un vector aleatorio X = (Xi,...,Xn) de componentes

no negativas entero-valuadas, decimos que sigue una
MGWD (a;k;p); a, p, ki>0,i=1,...,n, si su funcion masa de
probabilidad viene dada por:

P (3 k) a3 n) D)y End ey
@+p) (3 k) (a+p+Zk)(Z NEOL(ra)!
(4.8)

fo) = P{r =

La funcién generatriz de probabilidad de la MGWD (a; k; p) puede

expresarse en términos de la funcién hipergeométrica de Lauricella tipo D:

P _ n
G(t) = ——_'_—-(-—Zﬂ———FD(a;kl,...,k,,;a+Zk;+p;£) (4.9)

i=]

donde

) Bt
(a B1,B2s.es Bns 75t ) Z (y)(zr) l—]I (rf)'
F,..-sTn : o

Que p > 0 asegura la convergencia de (4.9) para todos los valores de
los parametros a,ki,....k, y p parat; € [—1, 1], 1= 1,2,.:50

Para terminar este subapartado indicaremos que, légicamente, cuando n
=2 1la MGWD(a;k; p) se convierte en la BGWD(a;ki,k2;p) y en la

UGWD(a;k; p) (ki - k) cuandon=1.

Ademéas debemos indicar que la MGWD(a;k; p) tal y como esta

definida en (4.9) es un miembro de la familias de distribuciones
hipergeométricas multivariantes generalizadas de Sibuya y Shimizu (1981)
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y de Janardan y Patil (1972).

4.1.2. Propiedades.

Sea X un vector aleatorio que sigue una MGWD (a; k ;p) entonces se

verifican las siguientes propiedades:

a) X; ~ UGWD(a,ki; p). f= 1,50

b) D Xi ~ UGWD(a, )_ki; p) dir 02y sds ¥ G A1, s} s < n.
=1 =1

¢) (Xi,, Xiys s Xi,) ~ MGWD(a; kiy s ... ki3 P)

{i],fz,...is} - {1,...,”} s < n.

d) (Xi , Xiyyeos Xi,) | (XipysXipzs - Xi, ) Sigue una distribucion:

MGFVD(G + Zx,}.;kﬁ,...,ki‘,;P E 3 Z kif)
J=s+1 J=s+l

{il,izairniS} U {i5+19i3'|"23 -"in} = {1, .--,n} A) S n.

e)(X,—,EXj) ~ BGWD(a: ki, _ kj; p) i=1,...n
I i

NXi | DX ~ UGWD(a+Exj,kf;p+ij) i=1,..,n.

Como implican las propiedades a, b y d las distribuciones marginales
(condicionadas y no condicionadas) asi como sus convoluciones son de la

misma forma (UGWD).

Se puede observar que las propiedades d y f son equivalentes para el
caso s = 1, lo que implica que:

E(X; | {X;=x5j+i}) =E(X" | ;‘Yj:;xj) i
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(a + ij)kf
. S (4.10)

p+2kj—1
JEI

01 =02 =01 5% = T ) -
J#Fi JEI

k,-(a+2xj)(p+2kj— 1)(a+2(kj+xj)+p— 1)
J*+I J*i JFE

—M ———

(repe-t) (poze2)

4.11)

Las medias y varianzas marginales (por la propiedad a)) son
respectivamente parap > lyp > 2 :

= ak,-
#Xi p___l
ol = aki(p+a-1)(p+ki—1) (4.12)

" (p—-1)*(p—-2)
i=1,2,....n

También por la propiedad d y para s = 2, las covarianzas seran:

_a(p+a- 1)kik; (4.13)

ij=12,.,mi*j, p>2

Dado que 0, existe s6lo si p > 2 el vector aleatorio X estara siempre

correlado positivamente.

LLos momentos factoriales de la MGWD (a; k; p) se pueden obtener

parar; = 0,1,...; i = 1,2,... mediante la siguiente expresion:
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a(z ri) I';l[(ki)("i)

Fdm) = AN —Y (0= '7r.) -
Hewrm = 00 ") (p - 2)(p - 1or4) -

Légicamente son finitos sélo para p > D r; que es la condicion
necesaria para que la serie

Fp(a +er;k1 +Plyeeeskn+rpia+p +Z(k,- +r,—);1)
i=1 =1 -

sea convergente.

4.2. Generacion de la distribucion generalizada de

Waring Multivariante.

En este apartado llegaremos a la distribucién multivariante generalizada
de Waring (MGWD) como un caso particular dentro de la familia de
distribuciones Pearsonianas discretas y estudiaremos sus propiedades de
acuerdo con su pertenencia a tal familia. Comenzaremos exponiendo
brevemente una metodologia de construccion y la aplicaremos para un caso
particular de los coeficientes del sistema de ecuaciones en diferencias
propio del modelo de Pearson.

Pearson (1985) propuso para el caso discreto el estudio de funciones
obtenidas a partir de la solucién de un sistema de ecuaciones en diferencias,
que en el caso n-dimensional se expresa de la siguiente manera:

Gi(T1ses?n Wro. bl gn —Li(P1secsPalr,re = (4.15)

donde:
Li:(Z")" > R
G; : (Z*)" - R— {0}

son funciones coni = 1,...,n.

La condicién necesaria para que la funcién f sea solucién del anterior
sistema es que las funciones L;, G; verifiquen:
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E,[Er(fr,..rn)] = E, [E.f] i+j=1,..,n

........................................................................

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

Ey [Epyo[Er,(D]] = wore = Ep,[Em1..[Er, (D] (4.16)

Frg >0

En este caso, la solucién viene dada por el siguiente teorema:

Teorema 4.1. Si la funciéon f- N* - R es la solucion del sistema,
entonces podemos escribirla de la siguiente forma:

¥ Li(t1,r i L L;i(0, !
I\l1s7 25 i
f 'ﬁ) o tl:! Gi1(t1,7r2,... ) I—[ Gi (0
1 n=0
= L,(0,...,0,1,
.- Gn(0,...,0,2,)
(4.17)
parar; >0, i=1, .., ny para conveniente notacion indicaremos que si

algun r; = 0 el correspondtente producto vale 1, fijando fo o para que
sea distinta de cero.

La condicién necesaria para que una tal funcion f, solucion del sistema
anterior, sea una funciéon masa de probabilidad es que verifique el siguiente:

Teorema 4.2. Sea H = {(r1,....,r») € N" tq f,...,, # 0}. La funcion f,
solucion del sistema (4.15) dado en (4.16) es una solucién probabilidad
discreta multivariante si y solo si se verifican las siguientes condiciones:

1. Condicion de positividad.
Lf(?'],...,l‘n) Gf(r],u.,rn) 2 0

V(?‘],...,I‘n) e H

2. Condicion de convergencia.
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a0 rl""'l Fpn—

Ly(ty, ... ) L,(0,. .
Z > IE HGI(tll, *“Gn(0.. 'T,.%"

l"1=0 rn%) ‘l#) tl‘l'=0

ri+..+rp, 0

3. Condicion de normalizacion.

So,.0 =

1 + Z i ﬁ 1_[ Ml’.'"’r"l _!’_’_!_(09 "-_stn)

o e ¥ YL WM A R < ¥ (N

?‘1 + ese + rn > O
Si las funciones L;, G; son polinomios entonces:

Teorema 4.3. Si g (¢,,...,t,) es la funcion generatriz de la funcion f
que es la solucion del sistema (4.15), y L;,G; son polinomios en (r1,...,7n)
y (r1,....7i + 1,...r,) respectivamente, de ordenes cualesquiera y tal que
las condiciones dadas en el teorema 4.1 se verifican, entonces g(t,,...,t,)
verifica el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

G,‘(gl, — gn)g(tl — tn) — t;L;(BI ik 9n)g(tl — tn) =

00 o0 Q0 a0
= Gf(els'-'ael’l) Z"' Z Z ks E :]"l,---,"f-lrf-l—l-""nt? ""t:iﬁll l'-:-+]l'"t;"

r1=0 ri-1=0 ris =() rn=0
(4.18)

para |t;| < 1;0; = t,-—gff j=1,....M.

De la misma forma la funcién generatriz de momentos y la funcién
caracteristica verifican:

Gi(Dyyee.y Dp)M(t1,....t5) —€"Li(Dy,....Dy)M(t,...,1,) =
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* &) 0 8 (0 8) Q0
— Gi(Dl o Dn) E - E E - E fr],...,fj_]rj+]...rnetlrl ".efi—lri*—-l e‘i+lri+l _"etnrn

r1-=0 l"j-1='0 I"H.]-O rn=0
(4.19)

COHD;' = 3‘3‘; ] = 1,...,n.

Gi(0),.00)P(t1, s tn) = 1iLi(6), s On)P(115 s n) =

Q0 (v 0] a0 Q0
Z ne. Z Z iaite Zf;"l, oo Li=1Ti4l- - In’

/ /
=Gi(919---:9n) rn=0 ri=0riu=0 r»=0

.eﬂlrl — ef‘i—lri-l ei‘i+lri+l "_ef‘nrn

(4.20)

t b P
con@; = - 30 j=1,..,n.

Del estudio del sistema (4.15), pueden calcularse las funciones de
probabilidad condicionales, asi como las ecuaciones diferenciales que
verifican sus funciones generatrices y sus superficies de regresion, siempre
y cuando sean racionales.

Teorema 4.4. Si la funcion de probabilidad solucion del sistema
(4.15) puede escribirse como el producto de una condicional con sus

respectivas marginales obtenemos:

a) La funcién de probabilidad condicional verifica el sistema de
ecuaciones parciales:

Gi(rla-"a rn)f(rl,...,ri_l,.,.rg)/(rk...l,...,rn) i Li(rla-"s rn)f(rl,...,rg)/(rhl,...,rn) =0
4.21)

-----

b) Una vez calculada la funcion de probabilidad condicional, las
marginales verifican el siguiente sistema de ecuaciones en diferencias:

Gi(r 15eees? ﬂ)firl,.‘.,r;_l,...rk)/(rk-l-l,---:"ﬁ-l:---"u)f(rkﬂ,-*-’rj‘*'l )

g Li(rla sesy rn)f(rl,...,r,,)!(r;,+1,...,r,,)f(rhl,_,_,rj ,...r,.) =0 (422)
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conj=k+1,....,n

Consideramos los siguientes polinomios:

Gi(F1s.estn) = (@+k1 + ..t kn+p+ri+ .. +7) (i + 1)

L,‘(?’],...,?’n) = (a += P 1t o T r,.)(k,- + 7',')

donde a,ki,....kn, p > 0. Por el teorema 4.1 sabemos que la solucion del
sistema de ecuaciones en diferencias viene dado por:

.f;"l ..... 'n —fo .0 (a+k] i +k _*_'I))]Pl ,’. !"'rn! (4.23)

donde ry,...,7» son enteros,y ademas sabemos que es la funcion masa de
probabllldad de la MGWD(a,ki,....kn,p). Esta funciéon verifica las
condiciones del teorema 4.2 dado que los coeficientes de los polmomlos son
positivos, y dado que la funcién masa de probabilidad para cada r,...,7»
fijado, es un término de la funcion hipergeométrica:

Fg')(a,k],...,k,,;a +ki+..+kn+p,1,..,1)

que es convergente a cero al ser p > 0.

En consecuencia;

fo.0 = _llu_"'k +p)'(a+p) (4.24)
’ Ta+ky+...+kn+p)I'(p)

La funcién generatriz de probabilidad es:

_ Fg')(a,k], k,,;a+k1 + ...+ kp, + Pyl15005in )
Y(a,kys....knsa+ky +. t+kn+p,1,...,1)
(4.25)

con lo que es una distribucién perteneciente a la familia de distribuciones
discretas generadas por la funcién hipegeométrica:

FMaky,..kna+ ki + ... +kn+p,1,...,1)
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que es una extension de la funcion hipergeométrica de Gauss.

Vamos por tanto a obtener sus propiedades principales mediante la
aplicacion de los resultados anteriores.

Por aplicacion del teorema 4.3 y tras expresar los polinomios G; en la
variables (71,...,7i + 1,...rn), las ecuaciones diferenciales que verifica la
funcion generatriz de probabilidad, a cuya expresion hemos llegado
haciendo las mismas operaciones que en el capitulo 3, son las siguientes:

(1 —tf)i&@f + [a+ (Zk:kj) +pr 1 —'t,‘(a+k,')]9,' o
k=1 J=1

—t:k; Z 9,— — t;ak;

i#=1

g(tl,...,tn) = {

(4.26)
dondei = 1,....m; |t:;| < 1;0; = t; -2

De nuevo, por aplicacion del teorema 4.3 podemos obtener
lasdistribuciones marginales y condicionadas. Asi, si estudiamos la variable
aleatoria (&1, ...&» ) con una distribucién de este tipo obtenemos:

a) Cada distribucion marginal &; es de tipo UGWD(a, ki, p), y de esta
forma, el vector de medias sera:

u=| (4.27)

b) La distribucién conjunta de (£;,&;) es la BGWD(a, ki,ki,p) y asi, la
matriz de varianzas covarianzas tiene la siguiente forma:

aky(@+p-1)(ki+p-1) akykn(a+p—1)
] )2 2) .......... (p_l)2 2)
Z L L S S (p—l)z(rz)

..........

(4.28)
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siendo la matriz de correlaciones:

= E e ky 22—
R = (k2+p—1)(kn+p—1) (4.29)

llllllllllll

Para obtener la distribucion condicionada, recordemos que fue obtenida
resolviendo el siguiente sistema:

n n
(a tp+ Z ki + er)(rf + 1 rrsrict ki1 ern)

j=1 j=1

n
- (a + Z rl ) (k' + r' )f.(rlr"rrk)/(rk-'b-l:---:rﬂ) m O
=1

cuya solucion es:

(G‘l‘ 2": rj) (k),

i#=1

Jrirr,...rm) = Jolrr....rm) - e (4.30)

(a+p+ > ki+ Zr,-) ri!
%=1 =1 :
donde:
apt " . i |
f0/('1,---,rf—1,rf+1,---,rn) o - - -
2F1(0+p+ 2 rj;k;;a+p+2k,-+ Z rj;l)
=1 j=1 i#j=1

que corresponde a una UGWD(a + > rpkizp+ 2. kj)

=1 =1

Esto nos permite estudiar la superficie de regresiéon de &; sobre

(51 3 seey 5!'—] 55!'—!-] 3 eees én):
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Si = (a+,§=:1"j)k,-
(p'"1+ ank,-)

i#=1

que es una funcién lineal en r; y, por consiguiente, es un hiperplano de
regresion.

Los coeficientes de correlacion multiple son:

. 12
(£4)e
i=1
0i(l,....i-1,i+l,..,n) = T .. & X\
(k,+p—1)(p— 1+ 2 k})
i+=1
4.31)

La funcién de densidad marginal de (&1, ...,&i-1,&i+15----&n) que viene
dada por el teorema 4.4, tiene la siguiente forma:

MGWD(G, k] o sovg kf_l ° k,'+1 g soo9 k,-,; p)
La funcién de probabilidad condicionada de:
519---5§m/€m+1 e rmla-'-sén = rn

por el teorema 4.4 es la solucién del sistema de ecuaciones en diferencias
parciales:

n n
(a + p + Z k; + Z rj) (7i + 1 riittmryrn) —
Jj=1 Jj=1
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De manera aniloga se obtiene el caso n-dimensional, siendo sus
distribuciones caracteristicas condicionadas:

a) El valor esperado de la variable &; condicionado a las variables
(Ems1,--»En) tiene la siguiente expresion:

a+ Z rj)k,-
E(EdEmsr = Pratlsoln = Fn) = ——e (4.32)
p—1+2 ks
j=1

b) La superficie de regresion de la variable &; consideradas las
variables (&Emt15--s6n), €S UNA combinacion lineal de variables

(Ems15----En ), asi, esta superficie de regresion es el hiperplano de regresion.

¢) La varianza de la variable &; condicionada a las variables
(Emst15---»En) Viene dada por:

V(‘Sflgmﬂ = ers---sén . r,,) —

(a+ ¥ rj)k;(a+p—l+ij+2rj)(k,-+p—l+ 3y kj)
", J=m+] J=1 J=1 j=m+1

(p—- ] +§kj)2(p—2+§]kj)

(4.33)

d) La covarianza de las variables &;,&; condicionadas a las variables
(Ems1,----En ) tiene la siguiente expresion:

Cov(.‘,“,—/&ml = Ptls ol = rn;§1/§m+1 = Pmtlseeeson = Fn) =

(a+ b r,-)kik;(a+p— 1+> k+2D.r

e ¥ e (4.34)
(p—1+2kj) (p—2+ - kj)
J=1 Jj=m+1

e) Asi, podemos calcular los coeficientes de correlacion de las variables
(&i,&;) condicionadas a las variables (Sm+1, ...,&n ) cuyo valor es:
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172

 kiks

Qil(m+l,..n) = —— - —
(kf+p—-1+ p kj)(kz+p— 1+ ), kj)

J=m+1 J=m+1

(4.35)

coni+1l=1,...m.

Estos coeficientes son las coeficientes de correlacion parcial que representan
la correlacién entre las variables 1 y 1, una vez eliminada la influencia de las

variables (§m+] g sesh én )

La funciéon de probabilidad marginal de (Emt1s----En) se obtiene
mediante la aplicacion del teorema 4.4 y es la siguiente:

MGWD(G, km+] g ssey kn;p)
y la funcién de probabilidad de la variable aleatoria = (51 + ... + En) es:

UGFVI)(a,k], ...,kn;p)

4.3. Distribucion limite de una MGWD.

Veamos ahora que si a,k;,...,k, tienden a infinito y todos con €l mismo
orden O(a), la distribucién multivariante generalizada de Waring puede
aproximarse mediante una distribucién normal multivariante, con vector de
medias y matriz de varianzas-covarianzas las correspondientes a la
distribucién multivariante generalizada de Waring correspondiente. Para
demostrarlo, partiremos, como en el caso bidimensional, de la funcion

generatriz de cumulantes.

Segin el teorema 4.3, la f.g.m. verifica el sistema de ecuaciones
diferenciales (cony = a+kj + ... +kn + p) :

(1—e")Y . DiD; +[y +1—e"(a+ki)]D;
" ) M=0 (4.36)
. —e'k; >, D; — akie"

i#=1

Si A = logM, haciendo el cambio, la funcién generatriz de cumulantes
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satisface:

—e" + OA OA — e
(1-e )Z[ oot | ot o ]’“[7“ e (a+ Bk -

— e'ik; Z %ﬁ— —akie’ =0 (4.37)

Veamoslo:
Si A = logM, (4.36) nos quedaria:

[(1 - e‘f)kaD,- ]GA + {[7 +1 - e"'(a + k,-)]D,—}eA
k=1

- [Btiki ZDj]eA - (ak;e‘* )8A = ()

=1

Aplicamos las derivadas a los tres primeros sumandos pues al cuarto no
le afecta:

Sumando primero:

|:(1 —e'i) kaD,- :le“
=1

k=1
- 0L O A A - - .
ot ar,-e +...+ ar,? Ay, ..+ T 6t,-e
_ 0 [.a0A o [ ,A0A 0 A.@A_]=
Ot ; [e Ot 1 ]+ . 6:,[ ot; Fa== Ot ; [e Ot ,,

_ Af_0_0OA am) Al 8 BA 62/\)
e ( _ + + oo + € (51, ot at? +

0 OA _O*A ) _
ot; Oty 6:, Ot

_ [ 9N , OA aA]
otot, T ot; ot

Por tanto:
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|:(1 - eti)kaDf ]BA =
k=1

T8Iy [ _02A . 0A 9A
- )[eA ;[ oo, T ot; ot :”

Segundo sumando:
[7 +1—e (a+ k;‘)]D,‘BA

yDie® + D;e™ —e'i(a+ k-)D-eA =

s a A a A 8 _—
Yo ta ¢ —€@+hg, -

= yeA%ﬁ—\_- +6A%% -—e"(a+k,~)eA—g%- =

= e [ gﬁ+aAtl— e"(a+k)at!]

=elMy+1-e‘i(a+ki )]2A 6t

I:e‘fkf Z D; }3"
=1

[e‘ik:‘ Z Dj i|¢?A = e‘*‘k;(Dl + ...+ Dy + Dig +... + Dn)QA =
i#=1

Tercer sumando:

— e‘ikl-(D]eA + ... + Di_leA -+ Df+leA + ... + D,,eA) -

— 0 __A O A, O _A 0 A:I
ek[ale + . +6t,_1e +6t,-+le + .. +5tu

|

Eagry A_A_ A_OA A_OA A6A:|
e k,[ +..+e Bt +e 51:+1 +..+e ot
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Uniendo los cuatro sumandos:
t O2A BA OA
~ |: Z[ Ot 0t} T ot Ot ]il 4

+ery+1—-efi(a+ k,*)]%j;\_- — e"k,-( %%)eh — (ak;e')eM =
i g1 O

Entonces:

(1-e") [Z[ o, + gﬁ%]] *

. ['}’ + 1 ——e‘f(a+ k,)]'%% -—-e‘fk;( Z %‘g—) -—-akfe"'

i+=1

eA

Despejando:

e o %A + OA OA
1 e”) Z[ Ot;0t; 6:; ot; ]+

+ [y + 1 —e"'(a+k,~)]-3tAf —e"'k,-(z ‘33 ) —akie' =0

i#=1

Andlogamente con las otras n-1 ecuaciones.

Calculemos ahora los primeros cumulantes haciendo #; = 0 :

Y O*A , OA OA
Lt )[Z[ Ot;0t; Ot at,] 1y=0 ]+

F

+[7+1—e°(a+kf)]-@aﬁ—\_- | =0 —e“k:( gzt\ | =0 )-—ak,-eo =0
i J

+#7=1

entonces:
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= A =
r+1-(@+ k)1 1o —k,-( D )—ak,--

asi,comoy = a+kj; + ...+ kn+ p:

(P +1+ Z kl')xo ..... 1Gy0 ki Z Ko, 1450 — ak; (4.38)

Si imponemos que a,ki, ..., kn tiendan a infinito y todos con el mismo

orden, O(a), entonces los primeros cumulantes son también de orden O(a).
Si consideramos las n” ecuaciones que se obtienen al diferenciar el sistema

de cumulantes r; veces con respecto a 71, ....,7» VECES CON respecto a #,, con
71 +..+r, =r—1 y substituir #; por cero, obtendremos que las n’

ecuaciones en los n” cumulantes de orden r son del tipo:

oA o™ 1A
1 - : ~ D=L + ...
[y +1 =@+ k)l 50 _or (@+k) g o

y asi, los cumulantes son de la siguiente forma:

Z K, .00+ Z(cum.orden < r)(cum.ord < r)O(1) +

r\ra

+ Z(cum.orden < r)O(a) = constante[orden < O(a?)]
(4.39)

Como todos los cumulantes de primer orden son de O(a), por induccion
se sigue que todos son de O(a) a lo sumo. Luego, como las varianzas y

covarianzas son de O(a), haciendo el cambio:

Y = '&:‘& Xml; Hnx1 (440)

queda que los cumulantes de orden impar de Y son cero y los de orden
2r (r = 2,3,...) son de orden 0(a)/O(a?) = O(a"™") < O(a™). Por tanto,
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los cumulantes de orden mayor que 2 son despreciables para grandes
valores de a,ki,...,kn, lo que implica que la distribucién limite de Y es tal

que todos sus cumulantes de orden superior a 2 son cero, es decir, que la
distribucién limite de Y es una normal multivariante, con vector de medias y
matriz de varianzas-covarianzas los mencionados con anterioridad.

_§_
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