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SOBRE O CURSO

Prezado(a) aluno(a), bem vindo a disciplina “Calculo I” do Curso de Licenciatura em Matematica — EaD.
Depois de ter passado pela disciplina de “Introducado ao Calculo”, chegou a hora de aprendermos um pouco
de uma teoria muito importante para a Matematica e para as outras ciéncias, que é o calculo diferencial.
Osproblemas,emtodasasareasdaciéncia, estao se tornando cada vez maiscomplexos; consequentemente,
os pesquisadores que investigam solucdes eficientes para os mesmos necessitam de conhecimentos
diversificados que, em geral, vao além da area especifica de suas atuacbes profissionais. Um dos
conhecimentos imprescindiveis na resolucdao de problemas esta relacionado aos métodos e teorias do
Calculo Diferencial, fundamental para alunos de graduacao.

Este material é seu guia principal para direciona-lo no estudo. A leitura deste guia ndao corresponde a
leitura de um livro de cabeceira. Quero dizer com isso que, numa primeira etapa de estudo individual,
vocé deve ler este guia munido de lapis e papel, para conferir contas, completar raciocinios que aqui
aparecam, fazer anotacdes de dulvidas; além de consultar materiais complementares sugeridos. Numa
segunda etapa, vocé podera se comunicar com seu tutor, com os colegas da turma e comigo por meio do
Ambiente Virtual de Aprendizagem — AVA (Moodle). Além disso, vocé deve estar atento as orientacdes
gue recebera ao longo do curso, por meio do seu tutor.

Neste guia pretendo apresentar as nocdes elementares do Calculo Diferencial, divididas nos seguintes
conteldos programaticos:

e Limite de uma funcdo: Mddulos 1 e 2;
e Continuidade: Médulo 2;

e Sequéncias: Mddulo 3;

e Derivadas: Mddulos 3 e 4.

Cada um desses mddulos tem a duracdo de duas semanas, conforme vocé vera no cronograma geral
e nos mapas de atividades. Nossas atividades iniciam-se sempre as segundas e finalizam-se sempre
aos domingos, para que tenhamos um acompanhamento quinzenal. Tenha sempre em mente essas
referéncias temporais, para a organizacao de seus estudos. Procure ler com atengcao o material e fazer as
atividades propostas.

Desejamos-lhe sucesso em mais esta etapa do curso!
OBJETIVOS DA DISCIPLINA

O objetivo desta disciplina é o de familiarizar o aluno com a linguagem, idéias e conceitos relacionados ao
estudo de limite, continuidade e diferenciacdao de funcdes de uma variavel real, que sdao conhecimentos
fundamentais no estudo das ciéncias basicas e tecnoldgicas. Além disto, pretende-se apresentar ao aluno
as aplicacbes do calculo diferencial em varias areas do conhecimento.

PRINCIPAIS MATERIAIS DIDATICOS UTILIZADOS NA DISCIPLINA
1. Guia;
2. Ambiente Virtual de Aprendizagem — Moodle;
3. Materiais complementares.
TEMPO DE DEDICACAO A DISCIPLINA

Calculo | 9



Sugiro aqui uma distribuicdo do seu tempo no decorrer dos estudos, baseada na carga horaria de 90
horas da disciplina, distribuidas em 4 semanas. Assim, sugiro reservar entre 22 e 23 horas de estudo por
guinzena para cada médulo, entre o estudo deste guia e a realizagdo das atividades.

PRINCIPAIS FORMAS DE AVALIACAO

A avaliacao sera processual e ocorrera ao longo de todos os médulos do curso, sendo considerados dois
critérios para a aprovagao no curso:

e a participagdao em, pelo menos, 75% das atividades programadas.

e aobtencdo de, pelo menos, 60% dos pontos distribuidos nas atividades avaliativas.

As atividades propostas durante o desenvolvimento da disciplina, avaliativas ou nao, serdo divididas em
listas de exercicios, féruns, chats e provas. Elas serao realizadas pelo AVA e presencialmente; divididas da
seguinte forma:

¢ 60 pontos — prova presencial, individual e sem consulta
¢ 40 pontos — atividades complementares

APOIO E ACOMPANHAMENTO

Durante todo o desenvolvimento da disciplina, vocé terd o apoio pedagdgico e tecnoldgico para:
e Desenvolver as atividades propostas;
e Entrar no ambiente virtual de aprendizagem Moodle;
e Participar de féruns, chats e demais atividades comunicativas;
e Enviar materiais relativos as atividades de colaboracao;
e Realizar as avaliacdes;
e Esclarecer quaisquer dlvidas sobre a disciplina.

Algumas a¢bes permanentes do aluno ao longo desta disciplina:

Leitura frequente do quadro de avisos;

Leitura frequente da caixa de e-mail;

Envio de mensagens para desenvolvimento das atividades;
Desenvolvimento de atividades colaborativas.
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INFORMACOES

Prezado(a) aluno(a),

Ao longo deste guia impresso vocé encontrara alguns “icones” que Ihe ajudara a identificar as atividades.

Figue atento ao significado de cada um deles, isso facilitard a sua leitura e seus estudos.

=

Leituras
Indicadas

=, Atividades Atividades
Multimidia Guia [mpresso Ambiente Yirtual

eernt )

Pesquisando
narede

Saiba Mais

Referéncias

Destacamos alguns termos no texto do Guia cujos sentidos serao importantes para sua compreensao.

Para permitir sua iniciativa e pesquisa ndao criamos um glossario, mas se houver dificuldade interaja no
Forum de Duvidas.

Calculo | 11



AGENDA

MAPA DO DESENVOLVIMENTO DOS CONTEUDOS E ATIVIDADES

Curso: Matematica na modalidade a Distancia
Disciplina: Calculo |

Carga horaria: 90 horas
Professor(a): Erika Maria Chioca Lopes

Médulo 1 -
Limites —
definicdo e
operagoes

Atividade 1 — Participar do
férum de apresentacao

Atividade 2 — Assistir a video
aula introdutdria do médulo 1

Atividade 3 — Leitura do texto
basico

Atividade 4 — Participar do
féorum para discussao da lista de
exercicios

Atividade 5 — Envio de arquivo

Atividade optativa — Leitura do
texto complementar

As atividades 4 e 5 serao avaliadas:

Atividade 4 — 4 pontos
Atividade 5 — 6 pontos

Médulo 2 -
Limites
infinitos e
Continuidade

Atividade 6 — Assistir a video
aula introdutdria do médulo 2

Atividade 7 — Leitura do texto
basico

Atividade 8 — Participar do
féorum para discussao da lista de
exercicios

Atividade 9 — Envio de arquivo

As atividades 8 e 9 serao avaliadas:

Atividade 8 — 4 pontos
Atividade 9 — 6 pontos
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Médulo 3 -

Sequéncias e
Derivadas

Médulo 4 -

42 AplicacOes
das
derivadas

Atividade 10 — Assistir a video
aula introdutdria do mdédulo 3

Atividade 11 — Leitura do texto
basico

Atividade 12 — Participar do
féorum para discussao da lista de
exercicios

Atividade 13 — Envio de arquivo

Atividade optativa — Leitura do
texto complementar

Atividade 14 — Assistir a video
aula introdutdria do mdédulo 4

Atividade 15 — Leitura do texto
basico

Atividade 16 — Participar do
féorum para discussao da lista de
exercicios

Atividade 17 — Envio de arquivo

As atividades 12 e 13 serao avaliadas:

Atividade 12 — 4 pontos
Atividade 13 — 6 pontos

As atividades 16 e 17 serao avaliadas:

Atividade 16 — 4 pontos
Atividade 17 — 6 pontos

Calculo |
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ANOTACOES
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SUMARIO QUINZENAL

MODULO 1

Contetdos basicos do médulo 1
1.1 Definicao de limite
1.2 Limites laterais
1.3 Operagbes com limites
1.4 Teoremas do confronto e da conservacao do sinal

1.5 Limites fundamentais

Objetivos do médulo
Ao final do estudo do médulo 1 da disciplina Calculo |, esperamos que vocé possa:
* apresentar o conceito de limite de uma fungdo num ponto;
* apresentar o conceito de limites laterais;
* operar com limites.
¢ aplicar os teoremas do confronto e da conservacao do sinal do limite.

e reconhhecer os limites fundamentais.

Prezado(a) aluno(a),

comecamos este primeiro mdédulo da disciplina de Calculo | com a nocado de limite de uma funcdo em
um ponto, fundamental para o entendimento de tudo o que vem a seguir. Usamos limites para descrever
como uma funcao f varia. Algumas fungdes variam continuamente, ou seja, pequenas mudancas em x
produzem apenas pequenas mudancas em f(x). Outras funcbes podem ter valores que saltam ou variam
erraticamente. A nocdo de limite fornece um caminho preciso para distinguir esses comportamentos.
Trabalharemos neste inicio tanto com a abordagem algébrica como também com a grafica, de uma maneira
mais intuitiva. Depois veremos os limites laterais e, por fim, as operacdes com limites, que nos permitirao
calcular limites algebricamente.

Principais materiais
Além deste guia de estudos, vocé assistira a uma video aula de apresentacao do Mddulo 1 e realizara
atividades no Ambiente Virtual de Aprendizagem.

Tempo de dedicacdo neste médulo
Para desenvolver as atividades deste mddulo, recomendo uma dedicacao de, pelo menos, 22 horas de
estudo, distribuidas entre a leitura do material didatico e realizacdo das atividades.

Principais avaliaces
Participacao nas atividades propostas para o mdédulo e envio de arquivo contendo exercicios resolvidos
para uma das atividades.

Calculo | 15



TEXTO BASICO

1.1 Definicdo de limite

Primeiramente vamos ver alguns exemplos em gue aparece a hogao intuitiva de limite.

-

Exemplo 1: Desenhe um circulo de raio igual a um centimetro e centro num ponto dado C:

Etapa O:

Na préxima etapa, desenhe outro circulo com mesmo centro C, de raio igual a metade do anterior,
ou seja, 0,5 cm:

Etapa 1:

Depois, desenhe outro circulo com mesmo centro, de raio igual 3 metade do anterior, ou seja, 0,25
cm:

Etapa 2:

Continuando dessa forma, sucessiva e indefinidamente, o que vocé acha que vai acontecer?

16 Calculo |



E bem provavel que vocé tenha percebido que, desenhando circulos com raios iguais & metade do anterior,
se pudéssemos fazer isso “para sempre”, esses desenhos tenderiam a um ponto: o centro C dos circulos.
Dizemos, entdo, que o limite desse desenvolvimento, quando o raio do circulo tende a zero (ou, de forma
equivalente, quando o nimero de etapas tende a infinito), é o ponto C.

-

Se vocé tiver qualquer dlvida, converse com o seu tutor, ele estd aqui para lhe auxiliar durante todo
o curso.

Caso vocé tenha alguma critica ou sugestao para melhorar o nosso curso, envie-as para o seu tutor!

Criticas e sugestoes sao sempre bem-vindas!

. J

Exemplo 2: Em Fisica, temos os conceitos de velocidade média e velocidade instantanea. A velocidade
média de um corpo em movimento durante um intervalo de tempo é obtida dividindo-se a distancia
percorrida pelo tempo gasto para percorré-la.

Considere que um projétil é lancado de uma plataforma e que, nos primeiros 100 segundos, sua disténcia
da plataforma, em metros, é dada por d(¢) = t*, onde t é o tempo, medido em segundos.

r
a) Com base nestes dados, calcule abaixo qual é a velocidade média do projétil entre os instantes
t=10set=20s.
b) Calcule agora a velocidade média entre os instantest=10set=11s.
c) Agora calcule mais algumas velocidades médias:
i) entre osinstantest=10set=10,5s;
i) entre osinstantest=10set=10,1s;
iii) entre os instantes t=10se t=10,01s;
" J
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Vocé deve ter percebido que estamos fazendo um processo de aproximacao, calculando velocidades
médias com intervalos de tempo cada vez menores. Vamos conferir os resultados:

_d(20)-d(10) 20> -10> 400-100

m =30m/ s
2010 20—10 10
d(11)—-d(10) 11> -10* 121-100
b) v, = L i )z = =21m/s|
11-10 1111 1
d(10,5) -d(10) 10,5 -10* 110,25-100
q i, ~ eS0T =2 =20.5m /s
105-10 105-10 0.5
1(10,1) - d(10) 10.1> —=10° 102,01-100
i) v, = 200D ~d00) _ 10, =— =201m/s
10.1-10 10.1-10 0.1
d(10,01)-d(10) 10,01* -10> 100,2001-100
i) v, = i =— =20,0lm/s

10,01-10 10,01-10 0,01

ssim, percebemos que, a medida que o intervalo de tempo tende a zero, as velocidades médias se
aproximam de 20 m/s, que vai corresponder entdo a velocidade instantdnea do projétil no instante t = 10
s. Ou seja, a velocidade instantdnea num dado instante é o limite das velocidades médias calculadas com
inicio naquele instante, quando o intervalo de tempo tende a zero.

Exemplo 3: Consideremos a fungdo exponencial f: R — R dada por f(x)= [—J , cujo grafico esta
representado abaixo. 3
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Pela observagao do grafico, podemos dizer que, a medida que x vai assumindo valores cada vez maiores,
o grafico se aproxima do eixo x, ou seja, f(x) tende a zero. Também podemos dizer que, a medida que x se
aproxima de 0, f(x) tende a 1.

Em todos estes exemplos, aparece a ideia de aproximag¢ao do valor de uma fungao. Podemos entao falar

da definicdo informal de limite:

r ®—

Defini¢do 1: Seja D — R o dominio de uma fun¢do f:D — R.Dizemos que o limite da fun¢do f ,
quando x tende para a € R, é o valor real L se podemos fazer f(x) ficar arbitrariamente préximo
de L paratodos os valores de x suficientemente proximos de a. Quer dizer que f(x) se aproxima
de L, quando x tendea a.Indicamos por Iim f(x)=L.

X—»a

\_ J/

Vamos analisar mais um exemplo de funcao.
2

se comporta proximo de x = 27

Exemplo 4: Como a fungdo f(x)= * >
X —

Esta fungao esta definida para todo x real, exceto para x = 2 (nao podemos dividir por 0). Entao, para todo
x = 2, podemos simplificar a fungao da seguinte maneira:

(x+20 x-2)

fx)= x+2

Passemos entao a analisar seu comportamento préximo a x = 2, algébrica e graficamente.
Algebricamente: construimos uma tabela, atribuindo valores para x cada vez mais préximos de 2 e
calculando suas correspondentes imagens f{(x).

X f(x)=x+2

1,9 3,9

2,1 4,1
1,99 3,99
2,01 4,01
1,999 3,999
2,001 4,001
1,9999 3,9999

Assim, quanto mais préximo x estiver de 2, mais préximo f(x) estara de 4.

Graficamente: tragamos o grafico da funcdo f, que é idéntico ao grafico de g(x) =x + 2, excetoem x = 2,
onde f nao esta definida. Esse ponto @ apresentado como um “buraco” no gréfico da funcao f.

Calculo 1 19



Embora f(2) ndo esteja definida, esta claro que podemos tomar o valor de f(x) tdo préximo de 4 quanto
guisermos, escolhendo x suficientemente préoximo de 2.

. x*—4
Portanto, podemos escrever 11n_1 >
X—d x —

=4,

PARE
PP
O valor do limite ndo depende do modo como a funcao é definida em a. Pense nas fungoes
2
5 x -4
x -4 ——,s5ex#2
J)="7, g =x+2 e hx)=1 2 .
1, sex=2

\_ ,
r

Antes de passar para a préxima secao, va ao ambiente virtual de aprendizagem para exercitar um pouco
a hocao de limite discutida até aqui. Vocé vera que a Atividade 4 consiste de uma lista de exercicios
gue sera usada para seu estudo, individual e coletivo. Acesse a lista desta atividade e tente fazer os
primeiros exercicios, referentes a esta secdo. Se tiver dlvidas, volte aos exemplos apresentados neste
guia, peca ajuda ao tutor e discuta com os colegas da turma no férum aberto para isto.

\_ /

1.2 Limites laterais

Agora que ja entendemos a idéia informal do limite de uma funcdo em um ponto a € R, podemos

considerar os limites laterais, que sao os limites de uma funcdo quando a variavel x se aproxima de a pela

direita (ou seja, x > a) ou pela esquerda (ou seja, x < a). Assim, o limite lim f(x), estudado no tépico 1.1, é
X—»a

também chamado de limite bilateral, pois a varidvel x neste caso se aproxima de a pelos dois lados. Vamos
ver entdo as definigbes para os limites laterais.

20 Calculo |
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4 . N\

Defini¢do 2: Se f(x) é definida em um intervalo (c,b), onde ¢ <b, entdo dizemos que o limite a
direita de ¢ da funcdo f (ou o limite de f, quando x tende a c pela direita) é o valor real L se
podemos fazer f(x) ficar arbitrariamente préximo de L para todos os valores de x suficientemente
préximos de ¢ e maiores que c. Indicamos por Iim f(x)=L.

\. J

’

r ®—

Definicdo 3: Se f(x) é definida em um intervalo (a,c), onde a <c, entdao dizemos que o limite
a esquerda de ¢ da funcdo f (ou o limite de f, quando x tende a ¢ pela esquerda) é o valor
real /. se podemos fazer f(x) ficar arbitrariamente préximo de L para todos os valores de x
suficientemente préximos de ¢ e menores que c¢. Indicamos por lim f(x)=L.

\_ y,

Vamos ver alguns exemplos.

L. X [ LLsex>0
Exemplo 5: Considere a fungdo /(X) ==+ , cujo grafico esta representado abaixo:
1] |~Lsex<0

=)
h
t

o4

Pela observagdo do gréfico no ponto x = 0, vemos que lim f(x)=1eque lim f(x)=-1. No entanto, se

pensarmos no comportamento desta funcao préximo ao ponto x =2, vemos que lim f(x) =1 e também
x2"

lim f(x)=1.
x—2 p 1 N
Exemplo 6: Mostre que y = senL—J nao possui limite quando x se aproxima de zero de ambos os lados.
x |’/ \l
Quando x se aproxima de zero, seu inverso, 1/x, cresce sem limitagdo, e os valores de y = se;1L—)| se
i

repetem ciclicamente de -1 a 1. Observe o comportamento desta fungao perto de x = 0 através do grafico.
Nao hd nenhum nimero L do qual os valores da fungao ficam cada vez mais préximos quando x se aproxima
de zero, mesmo se nos aproximarmos por apenas um dos lados do zero (a direita ou a esquerda).
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- ®—
Teorema 1: Sejam a </ , onde / é um intervalo de B, f uma funcdo cujo dominio contém 7 —{a}

e L € . Entdo o limite lim f(x) existe e é igual a L se, e somente se, os limites laterais Iim f(x) e

xXa x>a’

lim f(x) existem e sdoiguaisa L.

Xodd

\. J

No exemplo 5 anterior, temos que ndo existe lim f(x) e que lim f(x)=1.

x-pld X

Antes de passar para a préxima secdo, va ao ambiente virtual de aprendizagem para exercitar um
pouco a nogao de limite lateral discutida aqui. Acesse a lista de exercicios disponivel para a Atividade
4 e tente fazer os exercicios deste assunto. Como nos primeiros exercicios, vocé pode usar o espago
do férum desta atividade como um estudo em grupo.

. J

1.3 Operagdes com limites

Depois das definicdes de limites, podemos comecar a pensar em operagdes com limites, ou seja, nas
propriedades para somar, subtrair, multiplicar, dividir, fazer poténcias, etc. com limites de funcdes. As
propriedades listadas a seguir podem ser demonstradas a partir da definicao formal de limite, mas, por
fugir dos nossos objetivos, serdao omitidas aqui. Elas serdo utilizadas para calcular limites sem a definicao,
o que torna este trabalho vidvel e mais rdpido em muitos casos.
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vi)

vii)

viii)

ix)

®—

Teorema 2 (Propriedades dos limites): Sejam f e g fungdes, a um ndmero real e suponha que existem
numeros reais L e M tais que lim f(x) =1 e lim g(x) =M . Entdo:

im[ f(x)+g(x] =lim f(x)+1im g(x)

lim{ £ (x) - g(x] = lim £(x) - lim g(x)

lim[c- f(x] =c-lim f(x) para todo nimero real c

lim[./(x)- g(x] =[lim £(x] -[lim g(x]

' lim f(x)
se lim g(x) %0, entdo lim? ) =
x—a r—sa g(X) 1\11;1;1 g(x)

Hm[ £(x] " =[lim f(x] "’ para todo niumero natural n

, para todo nimero natural n, se L > 0; ou para todo nimero impar

lim/(x) = 4/lim /(x)

nselL<0

i)~ fim 2

limc = ¢, para todo ndmero real ¢

Xx—>a

limx=a

X—>a
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Exemplo 7: Calcule os seguintes limites, usando as propriedades.

a) Hm(4x’+5v-7) = lm(4x”)+lim(sx) - lim(7) = 4lim(x’)+5ltim x)-lim(7) =

il x—2

= 4fimef +sfims)-7 = 42)*+52)-7 = 16+10-7 =

vi, ix 2 w—2

= 19
2 2 im(z* + 5¢ + 3)
b) ]jmi/r +25t+3 _ 3\/]jmt t5r+3 N =il _
r—3 t — ]_ vii t—3 t“ 7]_ v ]Jn}(t = 1)
r—>.
lim(¢*) + lim(51) + im(3) (tim ¢ + 5[1in;1 )+ lim(3)
= t— . t:) . — = 3 =3 . Vi . i— -
Y me)-io =y fmf-in

_ 3 +5-3+43 941543 127
x 3*-1 9-1 8

Observe que no caso desta letra b, pudemos aplicar a propriedade v, pois o limite do denominador
nao é zero. Caso o limite do denominador seja zero, devemos tentar transformar a funcdo em outra
equivalente a ela, mas que nao tenha o limite do denominador nulo. Veja o préximo exemplo.

tim? % 49 fo F— IR+ lm(y+7) < Imy+lim7 = 7+7=14

C
) y—7 y— 7 y—7 7 — 7} —)7 y—7 ix,x

E possivel demonstrar que os limites laterais tém as mesmas propriedades do limite, isto &, as dez
propriedades continuam valendo se trocarmos lim por lim ou por lim .

X—a x>a x—a

Que tal praticar? Va ao ambiente virtual de aprendizagem para exercitar um pouco as operacdes
elementares com limites. Continue a lista da Atividade 4. Vocé pode também comecar a se aventurar
a ensinar um pouco do que ja aprendeu, ajudando os colegas no férum.
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1.4 Teoremas do confronto e da conservacao do sinal

O proximo teorema diz respeito a trés fungdes f, h e g tais que h(x) esteja entre f(x) e g(x). Se fe g tém um
limite comum L quando x tende para g, entdo, conforme afirma o teorema, h deve ter o mesmo limite.

y = g(x) '
" ®
Teorema do Confronto (ou do sanduiche):
Suponhamosque f(x) < A(x) < g(x),paratodoxnum
intervalo aberto contendo a, exceto possivelmente
y=h(x) no proprio a. Se lim f(x)=L= l1mg(x) entdo

limh(x)=1L. o

X—da

: L \_ J

)

(1)
Exemplo 8: Vamos usar o teorema do confronto para provar que lim x* sen| —J =0.
\

x—)

' 1 ‘\

Como —1<sent <1, para todo ndmero real 7, entao
1 .
-1< sen(—zj <1, para todo x = 0. Multiplicando estas
X

desigualdades por x* (que é positivo, pois x ndo é zero),
1 \

)

temos que — x° < x’sen

Esta desigualdade implica que o grificode y = xzsen[in
X
estd entre os gréficosde y =—x"ede y =x"(veja a figura

ao lado).
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1
Como 11m( x)=0e hm(x )=0, pelo Teorema do Confronto, segue que lim x’ sen(—J:
X

x—0

Outra propriedade importante dos limites é dada pelo teorema a seguir.

/4

Teorema 3: Se f(x) < g(x), para todo x em um intervalo aberto contendo a, exceto possivelmente
no proéprio a, e os limites de f e g existirem quando x se aproxima de g, entdo lim f(x) <lim g(x).

1.5 Limites fundamentais

Dois limites envolvendo as fungdes seno e cosseno serdao chamados de fundamentais. Eles envolvem
quocientes da forma 0/0 e serado utilizados mais adiante no estudo das taxas de variagdo das fungdes
trigonométricas. Por fugirem dos objetivos deste curso, as demonstragoes serao omitidas.

e Ilim senis =1, onde 6 é medido em radianos.
H—)
. cosf -1 ,onde @ é medido em radianos.
. lim—==" =0
H—s0 0
r

Quando o dngulo @ é medido em radianos, sua medida é o comprimento do arco determinado no
ciclo trigonométrico. Veja na figura abaixo. Além disso, senf é a medida da ordenada do ponto P.
Assim, a medida que @ se aproxima de zero, ou seja, a medida que @ fica muito pequeno, podemos
ver na figura que estas duas medidas ( senf e ) se aproximam, ou seja, tendem a ficar iguais. Por

, send
isso, T tende a 1.

\_ y

sent
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Exemplo 9: Calcule os seguintes limites, usando as propriedades e os limites fundamentais:

X + senx X Senx

a) lim——— = lim—+lim =1+1=2
x—0 X i x>0 X x—0 X x
b) liml—cczs2 X _ lim sen;x _ lim(senx)(senx\ _ l‘im(senx)l.. . senx\ _
x>0 X dR:lT.E;gggEzgﬁ x>0 x x—#.!k X X Vool x Xy X
=11=1
c) sen2x | (2/) senx (2/) sen2x b
_ = -1 = (/) 1 =
IvI-IIJI X XILI(} 2/ ). 5x iii 5 x1—>i) 2x 5 A

Para exercitar um pouco os teoremas vistos aqui e utilizar os limites fundamentais no calculo de
outros limites, va ao ambiente virtual de aprendizagem. Acesse a lista de exercicios disponivel para a
Atividade 4 e continue nos exercicios sobre limites.

Il - ATIVIDADES DO TEXTO BASICO

Para vocé que foi estudando de acordo com as orientacdes deste guia, agora é o momento de
finalizar a Atividade 4. Se vocé ainda nao fez os exercicios, primeiro é preciso tentar fazé-los. Depois,
todos devem postar a resolucao de pelo menos um exercicio da lista no férum desta atividade. Vocé
pode comentar as solucdes apresentadas pelos colegas, esclarecer dividas ou apresentar solucbes
alternativas.

IIl = LEITURA COMPLEMENTAR

E sempre bom conhecer um pouco das origens do que estamos estudando e das pessoas importantes que
contribuiram para o desenvolvimento das ciéncias, vocé nao acha? Sugiro a leitura do texto “Alguns fatos
histéricos sobre os Limites” (ao clicar no link o aluno devera ser direcionado para o seguinte endereco
http://ecalculo.if.usp.br/historia/historia_limites.htm). Esta é uma atividade optativa do AVA.
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Il - SINTESE DO MODULO

Neste mddulo vocé viu:

® anogao intuitiva de limite de uma funcdo em um ponto como uma aproximacao para os valores da
funcao para pontos préximos ao ponto;

e as nocOes intuitivas de limites laterais de uma fungcdo em um ponto, do ponto de vista geométrico;

e como operar (ou seja, somar, subtrair, multiplicar, dividir, fazer poténcias, ...) com limites de
funcbes em um ponto;

e osteoremas do confronto e da conservacao do sinal dos limites;

e 0s limites fundamentais.
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SUMARIO QUINZENAL

MODULO 2

Conteudos basicos do médulo 2
2.1 Limites infinitos de funcgdes
2.2 Limites no infinito
2.3 Assintotas horizontais e verticais
2.4 Continuidade num ponto e num intervalo

2.5 Teorema do valor intermediario

Objetivos do médulo
Ao final do estudo do médulo 2 da disciplina Calculo |, esperamos que vocé possa:
e Calcular limites infinitos e no infinito de funcdes;
¢ Calcular assintotas horizontais e verticais e utiliza-las para a construcao de graficos de funcoes;
* Entender o conceito de continuidade, tanto pela definicdo como graficamente;
* Aplicar adequadamente o teorema do valor intermediario.
Prezado(a) aluno(a),

neste segundo mddulo da disciplina de Calculo |, continuaremos tratando dos limites de funcdes, mas agora
associados a ideia do infinito. Estudaremos o comportamento da fungao nos seus extremos: veremos o
que acontece com f(x), quando x cresce indefinidamente (ou seja, quando x tende a infinito) e quando
x decresce indefinidamente (ou seja, quando x tende a menos infinito). Também veremos como avaliar
o limite de fungdes em pontos x, quando f(x) cresce ou decresce indefinidamente.

Este estudo nos ajudara muito a entender como construir o grafico de uma funcdo. Vocé aprenderad a fazer
graficos de funcbes, sem a necessidade do professor te dizer antecipadamente como é o seu formato
(quem nado se lembra do professor de Ensino Médio dizendo: “O grafico da funcdo de 12 grau é uma reta”,
“0 grafico da fungdo de 22 grau é uma parabola” e dai vocé fazia o grafico a partir desta informacgdo?).
Sugiro que vocé faca manualmente esbocos de todos os graficos apresentados neste material, além dos
graficos que aparecem nos exercicios das atividades no AVA. E claro que é sempre possivel programar
um programa computacional para fazer estes graficos por nds, mas a habilidade de desenhar graficos e
de raciocinar a partir do desenho serd mais desenvolvida naqueles alunos que enfrentarem este desafio
com empenho. Nao se preocupe se seu grafico ficar um pouco torto, o mais importante é o formato, que
demonstra o comportamento da fung¢do ao longo do seu dominio.

Além disso, veremos o conceito de continuidade. Como foi dito no inicio do médulo 1, algumas func¢des
variam continuamente, ou seja, pequenas mudangas em x produzem apenas peguenas mudangas em
J(x). Outras fun¢des podem ter valores que saltam ou variam erraticamente. A nogdo de limite fornece
um caminho preciso para distinguir esses comportamentos e a usaremos neste ponto para definir
formalmente o que significa uma fungao ser continua em um ponto. Trabalharemos também tanto com a
abordagem analitica como também com a grafica, de uma maneira mais intuitiva.
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Principais materiais

Além deste guia de estudos, vocé assistird a uma video aula de apresentacdo do Mddulo 2 e realizara
atividades no Ambiente Virtual de Aprendizagem.

Tempo de dedicacdao neste médulo

Para desenvolver as atividades deste mddulo, recomendo uma dedicacdo de, pelo menos, 22 horas de
estudo, distribuidas entre a leitura do material didatico e realizacdo das atividades.

Principais avaliaces

Participacdo nas atividades propostas para o médulo e envio de arquivo contendo exercicios resolvidos
para uma das atividades.
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Caro(a) aluno(a), convidamos vocé a voltar ao AVA agora para conhecer um pouco mais sobre o
conteldo a ser trabalhado neste médulo. Assista a video aula de apresentacdao do Médulo 2,

correspondente a Atividade 6.

TEXTO BASICO

2.1 Limites infinitos de fungoes

Algumas vezes o limite de f(x) quando x tende para a cresce ou decresce indefinidamente.

1

~ X)=— . ~ L.
Exemplo 10: Considere a fungao Jx) x° . Vamos avaliar o valor da fungdo para valores de x préximos
de 0, tanto pela direita quanto pela esquerda.

x f@=Y, x f@=)

0,1 100 -0,1 100

0,01 10.000 -0,01 10.000
0,001 1.000.000 -0,001 1.000.000
0,0001 100.000.000 -0,0001 100.000.000

Pela tabela de valores acima, podemos observar que, a medida que x se torna muito préximo de 0, f(x)
vai ficando cada vez maior. Dizemos entdo que o limite de f(x), quando x tende a 0, é igual a mais
infinito. Em simbolos, temos lim f(x)=4 .

x—0

Podemos utilizar este limite para esbogar o grafico da fungdo f nos valores préoximos a 0 (o grafico

completo serd construido mais adiante).
8TV

74

(=]
'
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PARE

P
- :
lim f(x) = %

Ao escrever =0 , hdao estamos dizendo que o limite existe. Nem estamos dizendo que ha
um ndmero « real, porque tal niUmero nao existe. Em vez disso, estamos dizendo que lim f(x) =%
x—0

nao existe porque f(x) cresce e se torna arbitrariamente grande e positivo quando x tende a 0.

. J

Motivados por este exemplo, podemos entender a definicao (informal) dos chamados limites infinitos de

funcdes:

r ® —

Defini¢do 4:Sejam aele f:I—-{a}— _,onde I é um intervalo aberto de _. Dizemos que o limite
da fun¢do f , quando x tende para @, é mais infinito se podemos fazer f(x) ficar arbitrariamente
grande para todos os valores de x suficientemente préximos de a. Quer dizer que f(x) cresce
indefinidamente, quando x tende a a. Indicamos por lim f(x) =%

X—it

. J

r ®—

Defini¢do 5:Sejamacle f:I—{a}—|_,onde I éumintervalo aberto de! . Dizemos que o limite
dafungdo f ,quando x tendepara a, é menosinfinito se podemos fazer f(x) ficararbitrariamente
pequeno para todos os valores de x suficientemente préximos de a . Quer dizer que f(x) decresce
indefinidamente, quando x tende a . Indicamos por [im f(x) ==

X—»a

\_
(
Podemos também pensar em definicdes informais para lim f(x)=4% , lm f(x)=% ,
lim f(x)= € lim f(x)=% .Que tal tentar? i S
. /
(r)=—
Exemplo 11: Considere a fungao g™ x — 3 . Vamos verificar o comportamento da fungao g para valores

de x préximos de 3, tanto pela direita quanto pela esquerda.
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g(x)=—
X - X

x—3 g(x) =

4 x—3
X)=
gx)=——

3,1 40 2,9 -40
3,01 400 2,99 -400
3,001 4,000 2,999 -4.000
3,0001 40.000 2,9999 -40.000

Pela tabela de valores acima, podemos observar que:

e a medida que x fica suficientemente proximo de 3 a sua direita (ou seja, por valores maiores que
3), g(x) vaificando arbitrariamente grande. Dizemos entdo que o limite de g(x), quando x tende
a 3 pela direita, € igual @ mais infinito. Em simbolos, temos [im g(x)=#%
x—3"

e ja a medida que x fica muito proximo de 3 a sua esquerda (ou seja, por valores menores que 3),
g(x) vai ficando cada vez menor. Dizemos entdo que o limite de g(x), quando x tende a 3 pela
esquerda, é igual a menos infinito. Em simbolos, temos ilj? g(x)=% -

Também podemos construir parte do grafico da fungdo g, nas proximidades do ponto 3 (completaremos
o grafico mais adiante).

v

X

\
\
\
\
\
\
\
\
|
\
\
\
\
R e
4 , 1112
5 6 7 8 9 10 11 12
\
\
\
\
\
\
|
\
\
\
\

\
Vale um teorema para limites infinitos andlogo ao teorema 1 do Mddulo 1:

4

r ® —

Teorema 4: Sejam ac ] ,onde / é um intervalode e f uma fun¢do cujo dominio contém I —{a}
.Entao:

lim £ (x) = %

e limf(x)=% < limf(x)=% =lim f(x)

\_ J

< lim f(x) =9 =lim f(x)
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Assim, no exemplo 11 anterior, podemos dizer que ndo existe lim g(x) .
x—3

5x

Exemplo 12: Considere a fungao x —1 . Vamos verificar o comportamento da fungao s paravalores
de x préximos de 1, tanto pela direita quanto pela esquerda.

h(x) =

Sx Sx
: h(x):x—l : h(x):x—
1,1 55 0,9 -45
1,01 505 0,99 -495
1,001 5.005 0,999 -4.995
1,0001 50.005 0,9999 -49.995

Pela tabela de valores acima, podemos observar que:

e a medida que x fica suficientemente proximo de 1 a sua direita (ou seja, por valores maiores que
1), h(x) vai ficando arbitrariamente grande. Dizemos entdo que o limite de /4(x), quando x tende
a 1 pela direita, é igual a mais infinito. Em simbolos, temos lim A(x) = %

x->1"

e ja a medida que x fica muito proximo de 1 a sua esquerda (ou seja, por valores menores que 1),
h(x) vai ficando cada vez menor. Dizemos entdo que o limite de A(x), quando x tende a 1 pela
esquerda, € igual a menos infinito. Em simbolos, temos lim A(x) = s

x-»1"
De outra forma, poderiamos pensar sem necessariamente fazer uma tabela de valores, que o numerador
da fracdo {(que é 5x ) tende a 5 —quando x tende a 1 tanto pela direita quanto pela esquerda — e que o
denominador {(que é x —1) tende a zero:

a) por valores positivos, quando x tende a 1 pela direita;

b) por valores negativos, quando x tende a 1 pela esquerda.

c)
Assim — pensamos — um nUmero cada vez mais préoximo de 5 dividido por um nimero cada vez mais
préximo de O fica cada vez maior (desconsiderando o sinal). Logo, a fracdo tendera a:

a) +%,quando x tende a1 pela direita;
b) —,quando x tende a 1 pela esquerda.

Pelo teorema 4, podemos dizer que nao existe limA(x).

x—1

Mais tarde, usaremos estes limites e outras informacdes para construir o grafico da funcao.

PARE
. PP
1 1
« . e =% . o
Por abuso de notacdo, costumamos dizer que 0 eque O , querendo dizer, no primeiro

caso, que uma fracao cujo numerador tende a 1 e cujo denominador tende a 0 por valores positivos
tendera a mais infinito e, no segundo caso, que uma fracdo cujo numerador tende a 1 e cujo
denominador tende a 0 por valores negativos tendera a menos infinito.

Seguindo esta linha de raciocinio, podemos simbolizar estas ideias dos limites infinitos da seguinte
forma:
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- a
i) —=e ,8a>0

i) L —e . g a<0 v) L - . 8 a<0
0 0

0
No entanto, se a =0, dizemos que o limite representado por 6 € uma indeterminacao. Isto significa
gue o limite de uma fracdo cujo numerador tende a 0 e cujo denominador também tende a 0 serd
determinado em cada caso especifico, ndo sendo sempre o mesmo.

Para ilustrar, volte no exemplo 7, letra ¢, que a principio é do tipo 0, mas que no desenvolvimento
das contas ficou igual a 14. Ou ainda o limite fundamental i sen@ X gue também é da forma 0.
im = Al

Hsi) 9 O
\ ___/

r
Antes de passar para a préxima secdo, va ao ambiente virtual de aprendizagem para exercitar um

pouco o calculo de limites infinitos. Acesse a lista de exercicios disponivel para a Atividade 8 e tente
fazer o primeiro exercicio.

2.2 Limites no infinito
Vamos considerar agora limites em que a variavel :cresce ou decresce indefinidamente.

Exemplo 13: Voltemos a fungao Jf(x)= 2 do exemplo 10. Vamos avaliar o valor da fungao para valores
de x muito grandes ou muito pequenos.

x 1 x 1
fx)=— J)=—=
X X
10 0,01 -10 0,01
100 0,0001 -100 0,0001
1.000 0,000001 -1.000 0,000001
10.000 0,00000001 -10.000 0,00000001

Pela tabela de valores acima, podemos observar que, a medida que x cresce indefinidamente, f(x) vai
ficando cada vez mais préximo de 0. Dizemos entdo que o limite de f(x), quando x tende a mais infinito, é

igual a 0. Em simbolos, temos lim f(x)=0.Da mesma forma, a medida que x decresce indefinidamente,
X—>490

f(x) também vai ficando cada vez mais préximo de 0. Dizemos que lim f(x)=0.

Com estes limites calculados, podemos completar o grafico da fungdo f:
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Observe que nas extremidades do eixo x, tanto a direita como a esquerda, o grafico se aproxima do eixo,
o que significa que f(x) esté se aproximando de O (por valores positivos).

r ® —

Definicdo 6: Sejam a<l_, f:(a,4 )—>|_ umafuncdoe L el _. Dizemos que o limite da funcio f
, quando x tende para infinito, é igual a / se podemos fazer f(x) ficar arbitrariamente préximo
de L para todos os valores de x suficientemente grandes. Quer dizer que f(x) se aproxima de L,
quando x cresce indefinidamente. Indicamos por lim f(x)=1L.

\ J

’

r ® —

Defini¢do 7: Sejam ael _, f:(s ,a)—|_ uma fungdo e L €l . Dizemos que o limite da fun¢do
/ ,quando x tende para menos infinito, é igual a L se podemos fazer f(x) ficar arbitrariamente
proximo de L para todos os valores de x suficientemente pequenos. Quer dizer que f(x) se
aproxima de L, quando x decresce indefinidamente. Indicamos por [im f(x)=L-

. /

4
o 8 =——
Exemplo 14: Voltando a fungao X—3 do exemplo 11, podemos pensar no comportamento da
fungao g nas extremidades do eixo x.

Para valores de x muito grandes (ou seja, tendendo a infinito), x —3 continua sendo um ndmero muito
grande (imagine, por exemplo, 1.000.000 — 3). Neste caso, 4 dividido por este nimero tao grande tendera
a 0. Logo, dizemos que {;y, 2(x)=0"

X

Ja para valores de x muito pequenos (ou seja, tendendo a menos infinito), x —3 continua sendo um
numero muito pequeno (imagine, por exemplo, — 1.000.000 — 3). Neste caso, 4 dividido por este nimero
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tdo pequeno tenderd a 0. Logo, dizemos que lim g(x)=0.
X—>%0

Podemos visualizar este comportamento no grafico da fun¢do g, que agora fica completo:

4 5 6 7 8 9 10 11 12

Observe que, nos extremos do eixo x, o grafico da funcao se aproxima deste eixo. E mais:

e quando x tende a mais infinito, g(x) tende a 0 por valores positivos (veja que o grafico da fun¢ao
estd acima do eixo x, se aproximando dele);

e quando x tende a menos infinito, g(x) tende a O por valores negativos (veja que o grafico da
funcdo esta abaixo do eixo x, se aproximando dele).

E possivel demonstrar que os limites no infinito tém as mesmas propriedades do limite vistas no
teorema 2, isto &, as dez propriedades continuam valendo se trocarmos lim por lim ou por lim .

X—a X—¥50 X—>%0

Por abuso de notagdo, costumamos dizer que + eque —® , querendo dizer, no primeiro
caso, que uma fracdo cujo numerador tende para a e cujo denominador tende para + o tendera a
0 e, no segundo caso, que uma fracdo cujo numerador tende para a e cujo denominador tende para
— o tenderd a 0.

Seguindo esta linha de raciocinio, podemos também simbolizar as seguintes ideias dos limites no
infinito
“~ J
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i) +oo—(® )=% +oo=9% iv) —00—00 =8

v) +oo-a=(® )-(—a):+—oozae ,Va>0  vi) tooa="T 2w ,Va <0
a

a
vii) +oc-d0 =(0 )-(0 )= Vii) +00-(s0 ) =90
viii) W+_oo:ao ,Vnel_ ix) WZ:@O , Vnimpar
t oo

No entanto, dizemos que os limites representados por £ e +w — o s3o indeterminacdes. No
primeiro caso isto significa que o limite de uma fracdo em que numerador e denominador crescem
indefinidamente sera determinado em cada caso especifico, ndo sendo sempre o mesmo. No segundo
caso, dizer que + o — o0 é uma indeterminacao significa que o limite da diferenca de duas fungdes que
tendem a crescer muito ndo é conhecido previamente. Veja os limites do exemplo 15.

J

Exemplo 15: Calcule os seguintes limites:

2 3
lim X b) lim =1 ¢) lim (7x +3x%)
a) xaw 2yt 3 D i | e

Solugao:

a) Observe que,quando x cresce indefinidamente, x* cresce maisaindae 5x*> também. Nodenominador,
temos que 2x° cresce indefinidamente e, subtraido de 3, continua crescendo. Ou seja, este limite é
a avaliacdo de uma fragdo em que numerador e denominador crescem muito. Nestes casos (fracdes
do tipo o/ ), temos uma indeterminagdo, ou seja, ndo podemos afirmar nada sobre o resultado do
limite. E preciso primeiramente modificar a expressdo da funcdo, de maneira a obter um limite que se
pode determinar. Vejamos como fazer isto neste caso:

5x°
2 2
fim Y —fim ¥ fm =2 =2 .2
xsm Qx T —3  xow Dx -3 xow 2 3 T ; 3 2-0 2
= — 7 4T m-
x> X Xy

b) Neste caso também temos uma indeterminacdo do tipo — /o e procederemos, como na letra a,
dividindo numerador e denominador por uma poténcia adequada de x:

x’ +1 N 1
8 — X+—
+1 . 2
lim —— = lim —*—= lim Y —w
x>0 ]  xow x° — x> 1
x? x’

c) Agora obtemos uma indeterminacdo do tipo +w —o. Colocando x° em evidéncia, ficamos com
o produto de duas funcBes, x> e 7+3x, a primeira tendendo a + e a segunda, a — . Logo, o
produto tende para —:

lim (7x° +3x°) = lim X (7+3x) =

ey
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Vamos exercitar? V4 ao ambiente virtual de aprendizagem para trabalhar com limites no infinito.
Acesse a lista de exercicios disponivel para a Atividade 8 e tente fazer os exercicios sobre limites
infinitos. Lembre-se do espac¢o do férum para discussao.

2.3 Assintotas horizontais e verticais
Se a distancia entre o grafico de uma fungao e alguma reta fixa se aproxima de zero quando um ponto fixo

do gréfico se afasta cada vez mais da origem, dizemos que o grafico se aproxima da reta assintoticamente
e que a reta é uma assintota do gréfico.

Exemplo 16: Ao olhar para o grafico de y =e”*, vemos que o eixo x é uma assintota horizontal.

Defini¢do 8: Uma reta Y=t & yma assintota horizontal do grafico de uma fungdo y = f(x) se
lim f(x)=5 ou lim f(x)=5.

Exemplo 17: Agora, ao olhar o grafico de y =In(x), vemos que o eixo y é uma assintota vertical.
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Defini¢do 9: Uma reta x =a é uma assintota vertical do gréfico de uma fungdo y = f(x) se
lim f(x)=d °Ylim f(x)=% -

\

. - ~ | C . . .
Exemplo 18: Vamos analisar se o grafico da fungdo f(x)=— possui assintotas horizontais ou verticais.
X

Calculando os limites no infinito, temos:

lim f(x)= lim 1 =0 e Iim f(x)= lim ! =0
X< x> X X X X
Logo, a reta y =0 (ou seja, o eixo x ) é uma assintota horizontal do gréficode f.

Calculando os limites laterais nos pontos onde a fungao nao estd definida (ou seja, pontos fora do dominio
da fungdo, neste caso no ponto x =0), temos:

1
lim 7(x) = lim — = % e lim f(x)=limL=ew
x—0"

x>0t X x>0 x> X

Logo, a reta x =0 (ou seja, o eixo v ) € uma assintota vertical do graficode f.

Portanto, podemos usar os limites calculados para construir o grafico da funcao:
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b
w4
N
w

. . o Sx . . . .
Exemplo 19: Vamos analisar se o grafico da fungdo A(x) = — possui assintotas horizontais ou verticais.

Calculando os limites no infinito, temos:

Sx
Sx _ .
lim A(x) = lim —— = lim —X_ = lim ——=_>_~—5
P x>0 x—] x> X— 1 x40 1- l 1-0
X X
Sx
. . B - .
lim A(x) = lim Y~ fim —X =11mi=i:5
x> x>0 X — xae X —1 X 1- l 1-0
X X

Logo, a reta y =5 (ou seja, uma reta paralela ao eixo x ) é uma assintota horizontal do grafico de 4.

Para os limites laterais nos pontos onde a fun¢do ndo esta definida (neste caso, no ponto x =1), ja fizemos
os calculos no exemplo 12, obtendo:

limh(x)=% € limh(x)=«
x—>1"

x—1*

Logo, a reta x =1 (ou seja, uma reta paralela ao eixo y ) é uma assintota vertical do grafico de 4.

Portanto, podemos usar estes limites para construir o grafico da funcao, obtendo:
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Este € um bom momento para uma pausinha no conteldo! V4 ao ambiente virtual de aprendizagem
e calcule limites para fazer muitos graficos. Acesse a lista de exercicios disponivel para a Atividade 8.
Depois de terminado, me responda: vocé nao se sentiu mais poderoso, fazendo graficos de tantas
funcbes, que vocé nem imaginava como seriam? E sem precisar de um computador ou do professor
te contar como ficaria o formato! No Ultimo médulo iremos apurar melhor a construcao de graficos.

J/

2.4 Continuidade num ponto e num intervalo

Intuitivamente, dizemos que uma fung¢do f é continua num ponto a de seu dominio se nesse ponto o
grafico da funcao nao da “saltos” nem apresenta “furos”. Vejamos alguns exemplos graficos.

Exemplo 20:

J(x)

4+

2+

g(x)

b — — —
%)

=

o+

o

b 4— —
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=3

Pelos graficos vemos que, no ponto x =2, f & continua, g é descontinua (pois seu grafico tem um
“salto” neste ponto) e # também é descontinua (pois seu grafico tem um “furo” neste ponto).

Observemos que a funcao / estd definida em 2, ou seja, existe f(2).Além disso, também existe lim 7'(x)
e temos que lim /'(x) = /(2). 2

A funcdo g estd definida em 2 (g(2) =3 ), mas ndo existe lirrzlg(x) , pois lIimg(x)=1e lim g(x)=3.
x—> x—2" x—2"

/4

® —

Defini¢do 10: Uma fungdo f é continua num ponto a de seu dominio se, e somente se, as seguintes
condi¢Oes sao satisfeitas:

Ja afungdo A ndo esta definida em 2, ou seja, 7(2) nao existe, embora exista limA(x) .

x—2

r

i. existe lim f(x);

i,  mfx)=7(a)

4

Defini¢do 11: Dizemos que uma fungdo f é continua se f é continua em todos os pontos de seu
dominio.
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Observando os graficos ja conhecidos de algumas funcdes, podemos rapidamente citar varios exemplos

de funcgdes continuas:

a) Toda fungdo polinomial p(x)=ax"+a, x"' +--+a,x’ +ax+a,é continua em R, pois

lim p(x) = p(a).

b) Afungdo exponencial f:R — R, dada por f(x)=a", onde a>0 écontinuaem R.

c¢) A fungdo logaritmica f: R~ — R, dada por f(x)=log,x,onde a>0 e a#1 é continua em seu

dominio.

d) Todas as fungdes trigonométricas (seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante) sdo
continuas em seus respectivos dominios.

e) Afungdo f(x)= !x! é continua em R.

i

|

L

-
o+
w

=

o Aan

f) Afungdo f: =~ — dada porf(x)ZVx, onde » € um nUmero natural, é continua em seu
dominio. Observe gque no ponto 0 apenas o limite lateral a direita da funcao esta definido. Como
im V; 0= % , entdo consideramos que f é continua também neste ponto.

x—0"

v
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]3x para x <2

Um exemplo de funcao descontinua em um ponto é a fun¢ao definida por ‘3 para x < 2, cujo
grafico segue abaixo. Neste caso f(2) =6, mas nao existe hm f(x), pois os limites laterais sdo diferentes.
Portanto esta fungdo é descontinua em 2.

F

w
|
t

(S
'

g
"
(ST =
%)
o
T
=N
1
2}

Em decorréncia das propriedades dos limites, seguem as propriedades andlogas para fungdes continuas.
Assim, se f e g sao fungdes continuas em um ponto a, segue que f+g, f—g, k-f (onde k é
constante), r.,, f/ sdocontinuas(se g(a)#0)e go f sdo continuasem a.

/&

Volte ao ambiente virtual de aprendizagem para fazer um exercicio sobre continuidade. Acesse a
lista de exercicios disponivel para a Atividade 8. Vocé pode analisar o grafico ou calcular o limite da
funcgao.

2.5 Teorema do valor intermediario

FuncOes continuas em intervalos possuem propriedades que as tornam particularmente Uteis na
matematica e suas aplicagdes. Uma delas é a propriedade do valor intermediario.

Teorema do valor intermediario: Se f € uma fungdo continua em um intervalo fechado [a, 5] e se
Y, € qualquer valor real entre f(a) e f(9),entdo y, = f(c), paraalgum ¢ em [a,h].

>
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Geometricamente, o teorema do valor intermediario diz que qualquer reta horizontal y = y, que cruza o
eixo y entre os nUmeros f(a) e f(b) cruzardacurva y = f(x) pelo menosuma vez nointervalo [a,b].

J®)

Como conseqiiéncia, temos que, se uma funcdo continua muda de sinal em um determinado intervalo,
entao sabemos que ela tem uma raiz neste intervalo.

Exemplo 21: Mostre que a fungdo polinomial f(x)=x"—x—1 tem uma raizentre 1 e 2.

N 13 — = 3 — — | = .
Como J(D=1"~-1-1=-1<0 4 J@)=2-2-1 5>O, vemos que y, =0 & um valor entre j(1) e
f(2).Umavez que f écontinuaem R, o teorema do valor intermediario garante que existe pelo menos
um c €[1,2] tal que f(c)=0. Isto significa que existe uma raiz da fungdo entre 1 e 2.

Il - ATIVIDADES DO TEXTO BASICO

Chegou o momento de compartilhar os conhecimentos deste médulo com os colegas e tutores. Acesse
a pagina do nosso curso e complete a Atividade 8, que consiste de uma lista de exercicios usada para
seu estudo, individual e coletivo. Resolva pelo menos um exercicio da lista e poste a solugao no férum
desta atividade. Vocé pode comentar as solucbes apresentadas pelos colegas, esclarecer dlvidas ou
apresentar solucdes alternativas. Eu sugiro que vocé resolva TODOS os exercicios desta listal

\. w,
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Il - SINTESE DO MODULO

Neste médulo vocé viu:
e o conceito de limites infinitos e no infinito de uma funcao;

e como calcular as assintotas horizontais e verticais e utiliza-los na construcao do grafico de uma
funcao;

e 0 que significa uma funcao ser continua em um ponto, analiticamente e graficamente;

e sob que condigOes aplicar o teorema do valor intermediario.
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MODULO 3

SUMARIO QUINZENAL

Conteudos basicos do médulo 3
3.1 Sequéncias: definicdo e convergéncia
3.2 Definicao e interpretacao de derivadas
3.3 Derivabilidade x Continuidade
3.4 Regras de derivacao
3.5 Regra da cadeia
Objetivos do médulo
Ao final do estudo do médulo 3 da disciplina Calculo |, esperamos que vocé possa:
* Apresentar o conceito de limite de uma sequéncia e calcula-lo;
* Apresentar o conceito de derivadas e interpreta-lo;
 Discutir sobre a derivabilidade e a continuidade de funcdes;

¢ Calcular derivadas laterais e analisar se uma dada funcao é derivavel em um intervalo;

» Aplicar as regras de derivacao para calcular derivadas de fungoes.

Prezado(a) aluno(a),

comecamos este moédulo discutindo a nogado de limite de uma sequéncia de niUmeros reais, fundamental
para um estudo posterior sobre séries numéricas e muitas aplicacdes matematicas. Usamos limites para
descrever o comportamento de uma sequéncia infinita de nimeros e sua convergéncia ou nao.

A seguir, passaremos ao estudo das derivadas, que serao definidas formalmente a partir dos limites de
funcoes. A derivada é uma das ideias fundamentais em célculo e é utilizada para resolver uma ampla
gama de problemas, por isso faremos aqui as interpretacoes fisica e geométrica das derivadas. Também
confrontaremos os conceitos de derivabilidade e continuidade e aprenderemos a usar regras para calcular
derivadas de um grande ndmero de funcgoes.

Este mdédulo é o cerne desta disciplina, visto que as discussdes realizadas nele o acompanharao durante
toda a continuacgao de seu estudo do Calculo Diferencial e Integral e também nas suas aplicacdes.

Principais materiais

Além deste guia de estudos, vocé assistird a uma video aula de apresentacdao do Médulo 3 e realizara
atividades no Ambiente Virtual de Aprendizagem.

Tempo de dedicacdao neste médulo

Para desenvolver as atividades deste mdédulo, recomendo uma dedicacao de, pelo menos, 23 horas de
estudo, distribuidas entre a leitura do material didatico e realizacdo das atividades.

Principais avaliacbes

Participacdo nas atividades propostas para o médulo e envio de arquivo contendo exercicios resolvidos
para uma das atividades.
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A

Caro(a) aluno(a), convidamos vocé a voltar ao AVA agora para entender um pouco mais do que
serd estudado neste mdodulo. Assista a video aula de apresentagdo do Mddulo 3, correspondente a
Atividade 10.

| - TEXTO BASICO

3.1 Sequéncias: definicdo e convergéncia

N\

Defini¢do 12: Uma sequéncia é uma lista infinita de ndmeros reais a,,d.,...,a,,...em uma ordem
determinada. Cada a,, com ie N é chamado um termo da sequéncia. Logo, g, € o primeiro termo
da sequéncia, a, é o segundo termo, e assim por diante. O n-ésimo termo a, € chamado de termo

geral da sequéncia.

\_ W,

Exemplo 22: Represente os primeiros 6 termos de cada sequéncia abaixo, dada por seu termo geral.

-1
a,=2n b) b, = 10" cc, = "
a) n
Resolugao:
a) Paran=123,475,6,temosasequéncia 2,4 6 8 10,12,...
| | 1 1 1

b) Paran=123,4,5 6, temos asequéncia |, —,—, . ,
107100 1.000° 10.000° 100.000

c) Paran=12345 6 temos a sequéncia O,% 2345

2 2 2 > o> y¥

’

e ® —

— : A . lima, =L
Definicao 13: Dizemos que uma sequéncia {an} converge para o limite /., e denotamos ,» ” ,

se a diferenca entre a, e L pode ser feita arbitrariamente, desde que n seja suficientemente grande.
Também dizemos neste caso que a sequéncia {an} € convergente. Caso contrario, dizemos que {an
é divergente.

\_ J
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Exemplo 23: Determine se cada sequéncia dada converge ou diverge. Caso convirja, determine seu limite.

an :27’1 b) bn = 101'” C) Cn — n—_l

a) n

Resolugao:

a) Asequéncia {2n} diverge, pois Iim2n =

=il

. ) w4 1
b) Asequéncia{ 10 } converge para 0, pois ,1;1_1.210 :Plil_{rxl 1o =0,

_ 1

: -1 .
¢) Asequéncia {n_ > converge para 1, pois llmn— =lim| 1- —J =1-0=1.
n J L 1es n 7 )'(‘\ n

;
A base dos logaritmos naturais € o niUmero irracional representado por e, chamado nimero de Euler.

Ele é o limite da sequéncia {a”} de nimeros reais, dada por , _ [1 +lj e explicitada abaixo:

n

(o) Gt (4 (F g o
1 2 . 3 4 10 100
2 \: \ 2 \ 2

2,0000 22500 23703 24414 23937 2,7048

1
L, , liml+—| =e
Assim, é possivel mostrar que , P :

J

\

Como as sequéncias podem ser vistas como fungdes reais cujo dominio é o conjunto dos nimeros naturais,
entdo as propriedades operatérias com limites de sequéncias sdo as mesmas ja citadas no médulo 1 para

limites de fungoes.

4

é h
Teorema5 (propriedades dos limites de sequéncias): Sejam {an} e {bn } duassequéncias convergentes
e seja ce .
limc=c
a) n—w
lima , =clima,
b) n—w n—sx
| lim(a, +b,)=lima, +limb, e lim(a, —b,)=lima, —limb,
C n—>x n—>% > n—>x n—> n—>
3
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lim(a, -b,)=lima, -limb,

d) [Caa n—>0 n—500
lima,
e) Se b, #0,Vne Ne limb, #0, entdo lim—2 =222
n—>0 Nyt bn hm bn

n—yt)

lim—ck—:O, se k>0
f) n—>= p

g) Se !a! <1, entdo lima” =0 e se !a! >1, entdo {a"} diverge.

1>t

\_ _/

Exemplo 23: Analise a convergéncia das sequéncias.

30 +Tn+11] b) | 2" ) |’ +5n |
) 8w’ —sn+3 | 137 | 170 +1]
Resolugao:
) 3n2+?n+11 - 11
a 2 —g+t—pt=g
1imw —lm- A 1 _|im

= 8 —Sn+3 =8 Sm 3 =g 5 3 "8-0+0 8

3 3

—
n n i

b) fim 2 _=limL.[2 zl-nm(g ~Lo-o
ez N3 3) T3 E) T3

:
% B L31050 3
5
n

n  Sn - 5
lim 2 g’ n
c) mowTn 4l mowTnt 1 now - 1~ ,logo esta sequéncia diverge.
i 3 )
n n n

Antes de passar para a proxima secao, va ao ambiente virtual de aprendizagem para exercitar um
pouco a nocao de convergéncia de uma sequéncia discutida aqui. Vocé vera que a Atividade 12
consiste de uma lista de exercicios que sera usada para seu estudo, individual e coletivo. Acesse a lista
desta atividade e tente os primeiros exercicios. Se tiver duvidas, volte aos exemplos apresentados
neste guia, peca ajuda ao tutor e discuta com os colegas da turma no forum aberto para isto.
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3.2 Definig¢do e interpretacdo de derivadas

Usaremos o conceito de limite para discutirmos dois problemas: encontrar a taxa de variacdo de uma
guantidade variavel e achar o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma fungcdo num ponto
dado.

Problema 1: Taxa de variacdo

Suponha que um automével é dirigido através de uma estrada da cidade A para a cidade B e seja d = f(7)
a funcdo que determina a distancia percorrida por ele a partir de A em fungdo do tempo 7 gasto desde
o inicio da jornada. Escolha e fixe (temporariamente) um valor de 7. Depois, deixe decorrer um pequeno
intervalo de tempo adicional /. Assim, entre os instantes 7 e f + A, temos:

Distancia percorrida: Ad =d,, ,—d,, ..., = f{t+h)— f({)

Ad  f(t+h)-f(1)

A h

Quando o intervalo de tempo 4 vai diminuindo, as velocidades (marcadas no velocimetro do automovel)

Su+h)-fQ@
h

Velocidade média: v, =

vao se tornando cada vez mais préximas e a velocidade no instante 7 é dada por w(1) = lhlg(}
, chamada de velocidade instantanea.

Se vocé voltar no Exemplo 2 do Mddulo 1, recordara que calculamos a velocidade instantanea de um
projétil que é lancado de uma plataforma num dado instante a partir de um limite como o que esta escrito
aqui, ou seja, a velocidade é a taxa de variacao instantadnea da distdncia em relagdo ao tempo.

Generalizando esta ideia, podemos considerar quaisquer quantidades x e y taisque y = f(x), onde f
€ uma funcdo. Fixando (temporariamente) x e chamando de # uma pequena variacdo em x, teremos a
taxa de variacdao média de y emrelacdo a x, quando x sofre uma variagdo /, definida por

Ay _ feth)— f(x)

Ax h . Quando A tende a zero, esta taxa serda chamada de taxa de variagao instantanea
. A ) x+h)— f(x
de y emrelacdo a x e serd dada por lim = = lim it )= /(%) )
. h—0 h—0 h

Exemplo 24: Um cubo de metal com aresta x é expandido uniformemente como conseqiiéncia de ter sido
aquecido. Calcule:

a) ataxade variacdo média de seuvolume em relacdo a aresta quando x aumenta de 2cm para 2,01
cm.

b) A taxa de variacdo instantanea de seu volume em relacdo a aresta no instante em que x =2 cm.

~ s 3
Resolugdo: O volume de um cubo de aresta x é dadopor J/ =x".

AV 2007 -2° ;
a) —=———=12,0600cim” /cm
Ax 0,01

b) 1AV B =2 . 8+12h+ 6k + i -8

=0 Ay R0 h -0 h

= 1in01(12 +6h+h)=12cm’ / em

Obs.: este limite sera a derivada de V em relacdo a x no ponto x =2cm, que sera definida mais
adiante.

52 Calculo |



Problema 2: Coeficiente angular da reta tangente ao grafico

Dada uma fungdo f:/ — R,onde / é umintervalo abertode Re x, €1, queremos calcular a equagdo da
reta tangente ao grafico da fungdo que passa por P(x,, f(x,) . Paraisso, é preciso calcular o coeficiente
angular m de tal reta.

A ideia que usaremos é de aproximar a reta tangente por retas secantes. Se 2 é um nimero real pequeno
o suficiente para que x, + 7€, entdo a reta secante que corta o gradficoem P(x,, f(x,) e

Ay _ SOt - f(x)

Q(x, +h, f(x, +h) tem coeficiente angular igual a m, =

h

y= )

O(xy +h, f(x,+h))

Xp X, +h x

Se fizermos 7 — 0, entdo o ponto () se movera no grafico de f e tenderd a P, de forma que a reta
secante ird tender a reta tangente ao graficode f em P .Assim, o coeficiente angular de tal reta sera dado
Ay Sxo+h) - f(x,)

h

por m=limm, =lim—— =1lim

n—sll sl n—sih

, desde gue este limite exista.

Exemplo 25: Qual o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f(x)=x" no ponto (1,1)? E no
ponto (0,0)?

Resolugao:

Para o ponto (L1), substituimos x, =1 na férmula deduzida acima:

m =1lim
h—0

B 2 12 2_
f(1+h2 SO M 1:Hmw:nm(2+h):2

h—0 h h—0 h h—0

Para o ponto (0,0), substituimos x, =0 na férmula deduzida acima:
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m=lim O =S _y Orh) =0 L iy =0

h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Se observarmos o grafico desta fungao e as retas tangentes ao grafico nestes dois pontos, vemos que a
reta tangente no ponto (0,0) é horizontal (o que confere com o coeficiente angular O calculado) e que a
reta tangente no ponto (1,1) é crescente (0 que estd coerente com o valor positivo encontrado para o
coeficiente angular desta reta).

b2
w 4

-3 -2 -1 / 1

Podemos perceber que os dois problemas sao resolvidos pelo calculo do mesmo limite. Limites da forma

. Ay a . . (. . ~
11m—']/ aparecem com tanta freqliéncia no célculo que é necessario introduzir uma notagdo e uma

Ax—»0)

r ®—

Defini¢do 13: Dada uma fungdo f:/ — R, onde I é um intervalo aberto de R e a €7, chamamos

fla+h)—f(a)
h

terminologia especial para eles.

de derivada de / no ponto a ao nimero real f (a)=lim

, desde que tal limite
h—0

exista. Neste caso, também dizemos que f é derivavel em a.

. >

Exemplo 26: Determine a derivada de f(x) = M no ponto x=0.

Calculando esta derivada pela defini¢ao, temos:

-0 |A
lim— =lim~—

f (O) - llm h—0 h h—0 h

hi—0l

JO+h)-f0) _
h
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[h, seh=0

Lembrando que |/| =" , separamos os limites laterais para calcular este limite:

|~k seh <0
N Y S T B
lIim—=Ilm—=Iml=1e lim~—=lm—=lm(-1)=-1
st h 0 o B 0" h PRI ) h—0"

Como os limites laterais sdo diferentes, entdo o limite ndo existe. Isto significa que nao existe f'(O), ou
seja, a funcao nao é derivavelem x=0.

Obs.: Quando o gréfico de uma fungao apresenta um “bico” —como no caso da fungao modular — podemos
concluir que a funcdo nao é derivavel neste ponto.

\

~ . ~ . 4
Outra notagdo para a derivada de uma fungdo y = f(x) numponto x=a é Zf(a) ;
X

3.3 Derivabilidade x Continuidade

’

r ®—

Definicdo 14: Dizemos que f € uma fung¢ao diferencidvel se / é derivdvel em todo ponto de seu
dominio. Assim, podemos falar na fung¢do derivada, representada por f , que associaacada xe/ a

VACSRORVAC)
. .

derivada f (x) =1lim

h—>0

\. v

Exemplo 27: Calcule a funcdo derivada f ,se f(x)=x.

f=tim I h;_fm B () s o e

=11 :2“ i
i kl_I’I&(Zx+h) X Assim, se

A I h—) h

quiséssemos calcular £ (1), poderiamos substituir x =1 na fungdo derivada: f (1)=2-1=2.
Como a derivada existe para todo x real, esta fungao é diferenciavel.

Da forma semelhante ao que foi feito no exemplo 27, poderiamos calcular pela definicdo a derivada
das fungdes diferencidveis mais conhecidas. Para economizar nosso tempo, vou apresentar apenas os
resultados aqui e, se vocé tiver interesse ou curiosidade, pode consultar um livro de Célculo para ver as
demonstragdes.
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Funcdo constante: f(x)=c,comce R=> f(x)=0
Fun¢do identidade: f(x)=x = f (x)=1
Funcdo de 12 grau: f(x)=axth = f(x)=a
Fungdo poténcia: f(x)=x".com nc B= f(x)=n "'
Fun¢des trigonométricas:

o J(x)=sen(x) => f(x)=cos(x)

o J(x)=cos(x) = f(x)=—sen(x)
Funcdo exponencial: f(x)=¢" = f(x)=¢"
Funcio logaritmica: f(x)=In(x) = [ (x)= ;l

Observe que todas as fungdes listadas acima sao continuas em seus dominios (e também diferenciaveis).
Vamos ver um exemplo de funcao para confrontar estes dois conceitos.

Jl572x, sex<3

Exemplo 28: Considere a fungdo #y(.) - L
i 4x—13,sex>3

. Temos que f é continua em 3, pois:

lim f(x)=lim(4x—-13)=4-3-13=-1

,logo lim f(x)=—-1= £(3).
lim f(x)=1m(5-2x)=5-2-3=-1 80 *-‘f( ) 76
x—3 Xar

fB+h)-1f03)
h

No entanto, ndo existe f (3) = lhim , pois:
—0

i A TR g, B 18 0D g LB 1H1 0 W g
h—0" h h—0" h h—0" h h—0" | h—0"

i JCED @) 57264 (D S6-2htL o kLo,
h—0" h h—0~ h h—0~ h =0t | h—0*

Logo, f nao é derivavel em 3.

’

r ®—

Definigdo 15: Seja [a,b] um intervalo contido no dominio de uma fungdo 1.

f (a)=lim Jla+h)—j(a)
i) Definimos a derivada a direita de /' no ponto a como sendo /+'*/ ~ ;" h .

ii) Definimos a derivada a esquerda de /" no ponto a como sendo f (a)= lim f(aJrh; aAC) .

h—0
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Observe que, como toda derivada é um limite, pelo Teorema 1, a derivada de f num ponto a existe e é
iguala L se, e somente se, existem as derivadas laterais de f em a e elas sdoiguaisa L. Noexemplo 28,

' . . , —2.sex<3

f.(3)=4 e f (3)=-2.Mas, para pontos x # 3, temosque f. (x)= f (x)=f (x)= I , isto

é, f é derivavel nestes pontos. 4, sex23
Teorema 6: Seja f uma funcdo derivdvel em a.Entdo f é contihuaem a. ]

J

A reciproca deste teorema nao é verdadeira: o exemplo 28 mostra uma fung¢do que é continua em 3, mas
nao é derivavel em 3.

3.4 Regras de derivacao

Partindo das propriedades operatérias dos limites de fungdes (Teorema 2) e da definicao de derivada, é
possivel mostrar como ficam as propriedades operatérias para as derivadas de fungoes reais.

f ®—

Teorema 7: Sejam f e g duas fun¢des derivaveis em a e seja c€ R. Entdo:

a) f +géderivdvelem a e (f+g)‘ (@)= f(a)+g(a)
b) c- J éderivdvelem a e (c-f)'(a):c-f'(a)
o) f-géderivavelem a e (f-g)'(a) = f(a)-g(a)+ f(a)-g (a)

ij' - @-2@) - [(@-g @
g [g(@)]

'

d) ié derivavelem a e L

Toda fungdo polinomial do tipo p(x)=a, +a,x +a,x* +---+a, x" é derivavel.

Exemplo 29: Calcule f (x) em cada caso:

a) f(x)=3x"—4x> +2x-1 b) f(x):@JJcos(x)
c) f(x)=xe' d) f(x)=1g(x)
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Resolugao:

a) Usaremos as letrasa e b do Teorema 7 para calcular a derivada de cada parcela da soma:

F@)=3-(x*)—4-() +2-(x) —(1) =3-5x* —4-3x> +2:1-0 =15x* —12x% +2

b) Da mesma forma que na letra a:

|

S(x) = -(Inx)' +72. (cos x)' 2 =15x* -12x* +2

+2-(—senx) = *_ 2senx
¢ 3x

| =
| -
-

c) Usaremos agora a regra do produto de funcdes (letra ¢ do Teorema 7):
f(x)=(x)-e* +x-(ex) =l-e"+x-¢* =e*(1+x)
d) Como f(x)=tg(x)= senxcosx' usaremos a regra do quociente (letra d do Teorema 7):

(senx)' -COS X — senx - (COS X)I _ COSX-COSX —senx - (—SQHX) _ COS2 X+ senzx

f(x)=

(cosx)’ cos” x cos” x

f(x)= ]'2 =sec’ x
cos’ x

(Faga vocé mesmo a deducado das seguintes derivadas das outras fungdes trigonométricas:
f(x)=cotg(x) = f (x)=—cossec’(x)
J(x) =sec(x) = f(x) = sec(x)- 1g(x)
f(x)=cossec(x) = f (x)=—cossec(x)-cotg(x)

N\ /

Dé uma paradinha na teoria: va ao ambiente virtual de aprendizagem para calcular algumas derivadas,
incluidas na lista da atividade 12. Se tiver duvidas, volte aos exemplos apresentados neste guia, peca
ajuda ao tutor e discuta com os colegas da turma no férum aberto para isto.

3.5 Regra da cadeia

Varemos agora como calcular derivadas de funcbes que sao compostas de outras fungdes.
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Teorema 8: Seja g uma funcao diferencidvel no ponto a €/, onde / é um intervalo aberto contido
no dominio de g tal que g(/)=.J e J é um intervalo no dominio de uma fungdo f.Se f é uma
fungao diferenciavel em g(a), entdo a fungdo composta f o g é uma funcao diferencidvel em a e

(f g) af

(fog)(@)=f(g@a) g (a) ou (@=" (s(@) % (a)
dx

\_ J

Exemplo 30: Calcule a derivada de A(x) = sen’x em x = % rad.

Podemos escrever que A(x)=(f o gl x),onde g(x)=senx e f(y)=y".Dai, f(y)=3y’ e g (x)=cosx
. Substituindo no Teorema 8, segue que:

g>’<%>=f‘(g(%))-g'(%):3(sen(%))z.cos(%):_;(@ﬁ.?z:%g: 5

Exemplo 31: Calcule a derivada de A(x) = sen(x3) em x = % rad.

Agora a composigdo fica diferente do Exemplo 30: A(x)=(go f§ x), onde g(y)=seny e f(x)=x".Dai,

g(y)=cosy e f' (x) = 3x? - Substituindo no Teorema 8, segue que:

(eo V=5 rlz,)) 1 ‘(”4):‘:05[(%”3(% :°°’"’(§_;)'3 %: %C 3(24]

Exemplo 32: Calcule a derivada de A(x) = In(x* +5).

Temos que A(x)=(fogf x), onde g(x)=x"+5e f(¥)=Iny.Como g (x)=4x" e f(}) :—]-, entdo
pelo Teorema 8, segue que: Y

| | , | . 4
h(x)=7(8(x) g ()=——-4x :x4X+5

Obs.: E facil ver que (fogoh) (a)=f (g(h(a)))-g (h(a) -h (a) e da mesma forma para a composta de
n fungoes.

Exemplo 33: Calcule a derivada de /(x)=e"*'

Podemos escrever h(x)=(f, o f, o fil X),onde f,(x)=x", £.() =4y e f;(t)=€".Como f (x)=4x>,
()= l = I‘_ e f,(1)=e', pelo Teorema 8, segue que:
27 Ty
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2x36\/?

NES

B ()= Fi(H 0N Fo(f(x) - i) =e' - Jx_ Ayt =

No caso da fungdo f ser bijetora e derivdvel em um ponto a, € possivel usar o Teorema 8 para calcular a
derivada da fun¢do inversa — ( »-1} —no ponto f '(a), a partir da derivada de f no ponto a.
iy J

<l ® ~\

Teorema 9: Sejam f uma fungdo bijetora, g sua fungdo inversa e a um ponto no dominio de g. Se

f édiferencidvel em g(a) e f (g(a) #0 entdo g é diferencidvel em a e g (a) :ﬁ
J (gla
- W,

Exemplo 34: Seja f: g — Rrdada por FO) =X Esta func¢do € bijetora (vocé pode verificar isto!), logo ela
possui inversa, que é a fungdo g: R — Rrdada por g(x)= 3/x . Temos que f (x)=3x", logo

f(gx) = 3(3\/;)Z #0, para x#=0.Como f é diferencidvel, podemos aplicar o Teorema 8 para calcular a

derivada de g. Temos:

I U S | :
fem @@y sfxf 3

Observe que, se tivéssemos calculado diretamente a derivada de g(x):%[x pela regra da poténcia,
encontrariamos este mesmo resultado.

g (x)=

Usando este teorema da derivada da funcao inversa, podemos calcular agora a derivada de fun¢des
exponenciais de outras bases diferentes de e, do tipo g(x)=a”. Para isso, primeiro vamos encontrar a
derivada da funcéo f(x)=1log, x, cujainversaé g.

Exemplo 35: Determine a derivada da fungao f(x)=1log, x,onde a>0 e a#1.

Pela propriedade de mudanca de base do logaritmo e lembrando que lny=Ilog,» | temos
log,.x Inx 1

f(x)=log, x= ——=——-1Inx. Logo, aplicando a letra b do teorema 7, podemos calcular sua
leg,a Ina Ina
derivada:
. | A | Eop | ]
f(x)y=—-(lnx) =——=
Ing Ing » xlna

Exemplo 36: Determine a derivada da fungdo g(x)=a", a>0 e a=1.

Como y=a" < x=log,y, entdo g é a inversa da fungdo f do Exemplo 34, que é diferencidvel. Pelo
Teorema 8, temos:

g (x)= 7 (glr(x)) = i =g{(x)-lna=a"-lna
g(x)-Ina
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Il - ATIVIDADES DO TEXTO BASICO

A

Mais exercicios! E a Gnica forma de se aprender bem o Calculo. Acesse a pagina do nosso curso e faca
a Atividade 12.

lIl = LEITURA COMPLEMENTAR 1

LEITURA INDICADA

Para saber mais um pouco da histéria do Calculo e dos grandes pensadores que contribuiram para o seu
desenvolvimento, sugiro a leitura do texto “O Nascimento do Calculo” (ao clicar no link o aluno devera
ser direcionado para o seguinte endereco http://ecalculo.if.usp.br/historia/historia_derivadas.htm). Esta
€ uma atividade optativa do AVA.

IV - SINTESE DO MODULO

Neste médulo vocé viu:
e exemplos de sequéncias numéricas e aprendeu a analisar sua convergéncia;
e que a derivada de uma funcdo em um ponto é dada por um limite do tipo /0 e que ela pode
significar duas coisas: o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da funcao no ponto ou a

taxa de variacao instantanea da fungcdo no ponto;

e adiferenca entre funcdes continuas e diferenciaveis e aprendeu a usar as derivadas laterais para
analisar a diferenciabilidade em um ponto;

e como calcular a derivada de um grande numero de func¢des, a partir de propriedades operatdrias
com algumas funcoes elementares.
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SUMARIO QUINZENAL

MODULO 4

Conteudos basicos do médulo 4
4.1 Teorema de Rolle e teorema do valor médio
4.2 Derivadas de ordem superior a um
4.3 Construcao de graficos de fungoes
4.4 Maximos e minimos locais e globais
4.5 Regras de L'Hopital
Objetivos do médulo
Ao final do estudo do médulo 4 da disciplina Calculo |, esperamos que vocé possa:
* entender e aplicar corretamente os teoremas de Rolle e do valor médio;
e calcular derivadas de ordem superior a um;
 usar derivadas e limites para construir graficos de diversas fungoes;
* entender o sighificado geométrico e calcular valores maximos e minimos de funcoes;

¢ aplicar adequadamente as regras de L'Hopital.

Prezado(a) aluno(a),

sabemos que funcoes constantes tém derivadas iguais a zero, mas poderia existir uma funcao mais
complicada cujas derivadas fossem sempre zero? Responderemos a essa e outras perguntas neste modulo
por meio da aplicacdo do teorema do valor médio. Primeiro, veremos um caso especial, conhecido como
teorema de Rolle, que é usado para demonstrar o teorema do valor médio.

A seguir, passaremos ao estudo das aplicagdes das derivadas em dois problemas importantes em muitas
areas: a determinacdo de valores maximos e minimos de uma funcdo (problema de otimizacdo) e o tragado
do grafico de uma funcao com mais detalhes.

Por fim, voltaremosao calculo de alguns limites apresentados como indeterminagdes, que serao eliminadas
por meio de um método conhecido como regra de L’Hopital. E uma regra bastante simples, que utiliza
de derivadas de funcdes para eliminar indeterminacdes no calculo de limites. Faremos alguns exemplos
ilustrativos desta regra.

Principais materiais

Além deste guia de estudos, vocé assistird a uma video aula de apresentacdo do Mddulo 4 e realizard
atividades no Ambiente Virtual de Aprendizagem.
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Tempo de dedicacdao neste médulo

Para desenvolver as atividades deste mddulo, recomendo uma dedicacdo de, pelo menos, 22 horas de
estudo, distribuidas entre a leitura do material didatico e realizacdo das atividades.

Principais avaliaces

Participacdo nas atividades propostas para o médulo e envio de arquivo contendo exercicios resolvidos
para uma das atividades.
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Caro(a) aluno(a), convidamos vocé a voltar ao AVA agora para entender um pouco mais do que
serd estudado neste modulo. Assista a video aula de apresentacdao do Mddulo 4, correspondente a
Atividade 14.

| - TEXTO BASICO

4.1 Teorema de Rolle e Teorema do valor médio

Observando o gréfico representado abaixo, se uma fungao derivdvel cruza uma reta horizontal em dois
pontos diferentes, existe pelo menos um ponto entre eles em que a tangente € horizontal ao grafico e a
derivada é zero. Ela pode ter apenas uma tangente horizontal (letra a) ou mais de uma (letra b).

¥ ¥

fl(c1): 0

o ——
/

/

®—

Teorema de Rolle: Suponha que y = f(x) seja continua em todos os pontos do intervalo fechado
[a,b] e derivdvel em todos os pontos de seu interior (a,b). Se f(a)= f(b), entdo hd pelo menos
um numero ¢ €(a,b) tal que £'(¢)=0-

Observe nos graficos abaixo que as hipoteses do teorema de Rolle sdo essenciais. Mesmo que elas
nao sejam verdadeiras em apenas um ponto, o grafico pode nao apresentar uma tangente horizontal.
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descontinuidade em uma
descontinuidade em um
extremidade de [@.0] . .
ponto interior de [a,b]

\
\
\
\
\
|
a d b X

continuidade em [aab],
mas nao é derivavel em
um ponto interior

O principal uso do teorema de Rolle é na demonstracdao do teorema do valor médio. Este Ultimo foi
estabelecido por Joseph-Louis Lagrange e corresponde a uma versao inclinada do teorema de Rolle. Ele
garante a existéncia de um ponto onde a reta tangente é paralela a corda AB.

reta tangente com

coeficiente angular /(¢

[ o [
/‘|/ corda 4B com coeficiente
/ | angular ”3’ @
| =
l \
\ | \
\ | \
\ | \
\ | \
\ | \
\ | \
/ a c b 6.4
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Teorema do valor médio: Suponha que y = f(x) seja continua em todos os pontos do intervalo
fechado [a,b] e derivavel em todos os pontos de seu interior (@,b) . Entao, hd pelo menos um
ndmero c € (a,b)tal que f (¢)= M.
-a
\ J

(

3
Exemplo 37: Seja a fungdo f definida por J()=x"=8x=5 calcule diretamente um ndmero € € (1.4)
tal que a tangente ao gréficode f noponto (c, f(c) seja paralela asecante entre os dois pontos (1, f(1)

e (4./(4) .

Sendo f um polindmio, ja sabemos que esta fungao é continua em [1,4] e diferencidvel em (1,4).0
-, : , v J)=Jjla)
teorema do valor médio garante que existe um nimero ¢ € (1,4) tal que f (¢)= B d
—-a

a=1e b=4.Pelas regras de derivagdo, temos que f (x)=3x>—-8,logo f (c)=3c’> —8. Além disso,

fO-f@ _ OB _(F-84-59-F-81-5 27-(1) 13,
b 41 3 3 '

f@B)-fla) _, ., 2 2 2
f(C}=T:>3C —E=13=3c" =2l = -?ﬂﬁ':iﬁ-.Considerandoque ce(l,4),

concluimos que ¢ = J7.

Exemplo 38: A fungdo f definida por f(x)=x" & continua para 0 <x <2 e derivével para 0 < x<2.
Como f(0)=0e f(2)=4, oteorema do valor médio diz que, em algum ponto ¢ €(0,2), a derivada

f (x) =2x deve ter o valor f(2; _ g(O) = A ; 0 =2 . Nesse caso, podemos identificar ¢ resolvendo a

equagao 2c =2 para obter ¢ =1. Veja o grafico.

v
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Nem sempre é facil calcular algebricamente, apesar de sabermos que ele sempre existe.

e ® —
f(b)~ f(@)

Significado fisico do teorema do valor médio: Podemos pensar no nimero B como a
—a

variacdo média de /' em [a,h] e em / (¢) como uma variagdo instantdnea. O teorema do valor

médio diz que, em algum ponto interior, a variagao instantanea deve ser igual a variagdo média ao

longo de todo o intervalo.

\. J

Exemplo 39: Se uma moto que acelera a partir de zero leva 8 segundos para percorrer 100 metros, sua
velocidade média no intervalo de 8 s é 100/8 = 12,5 m/s. Segundo o teorema do valor médio, em algum
momento durante a acelera¢do o velocimetro devera marcar exatamente 12,5 m/s.

Noinicio da sec¢ao, perguntamos que tipo de fun¢ao teria uma derivada nula ao longo de todo um intervalo
dado. A primeira conseqliéncia (corolario) do teorema do valor médio fornece a resposta: somente fungoes
constantes possuem derivadas zero.

Corolario 1: Se 7 ()=0 g todos os pontos de um intervalo aberto (a,b), entdo f(x)=c, para
qualquer x e (a,b), onde ¢ é uma constante.

f

Vocé pode tentar demonstrar este coroldrio 1: tomando dois pontos x, e x, dointervalo (a,b), com

X, < X, , use o teorema do valor médio para demonstrar que /(%) = f(x,).

\_ /

Uma pausa na teoria para praticar: va ao ambiente virtual de aprendizagem para iniciar os exercicios
da Atividade 16, referentes a esta secao.
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4.2 Derivadas de ordem superior a um

Ja vimos que se r(7) é a posi¢ao de um projétil em movimento, entao sua velocidade é definida como
P R - . dar . . .
a taxa de variagdo instantanea de r em relagdo ao tempo, ou seja, v(i)= E(; )=7r{t). Alémdisso, a
{
aceleracao do projétil é a taxa de variacdo instantanea da velocidade em relagdo ao tempo. Logo,

a(t) - _( = i(ﬂ( )] ou a(t)=v(t)= (f"(l‘))', isto é, para encontrar a aceleracdo, devemos derivar a

di\ dt
posicao duas vezes em relagdo ao tempo.

- . . . ’ df
Em geral, se f/ é uma fungdo diferencidvel em todo o seu dominio, escrevemos f (oui l para sua

funcdo derivada. Se f também é diferenciavel, podemos calcular sua derivada, que serad chamada de

o 2
segunda derivada de f e simbolizada por f l ou d”J ‘ Continuando, se for possivel, obtemos f
dx_‘
\ J

2

3 b Y
(ou -~ | e assim por diante.
L @,

Exemplo 40: Encontre as trés primeiras derivadas de cada funcgao.
J : 5 5 1
a) S(x)=15x —8x" +3x" -2x+4 b) g(x)=2x —l—?

Resolugao:

a) Como estafuncdo é um polindmio, entdo ela é diferenciavel e suas derivadas também serdo polindmios.
Logo, poderiamos derivar quantas vezes quiséssemos.

‘” = 60x° - 24x% + 6x -2
2

‘;{ =180x" —48x +6

d’ f

)) = 360x — 48
7 ) x

b) Considerando que x=0 para que esta funcdo seja definida, podemos deriva-la escrevendo
primeiramente g(x)=2x" +x > © depois usando as regras da soma e da poténcia.

2

3
X

—(JL) dx —2x~ =dx-—
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L2 =4-2(-3x")=4+6x" :4+%

e X
d’g . ¥ 24
(@)= 6 4x%)= 245 = =

Em outras disciplinas serao utilizadas as derivadas de ordem #, para n qualquer. Por enguanto, nesta
disciplina de Calculo 1, trabalharemos apenas com as derivadas de primeira e segunda ordem.

Volte ao AVA para se divertir com exercicios desta secao, continuando na lista da Atividade 16.

4.3 Construgao de graficos de fungoes

Depois de tantos conceitos aprendidos até aqui, vamos usa-los como ferramentas que refinam mais a
construcao do grafico de uma funcao. Antes de estudar Calculo, vocé provavelmente construia graficos
usando aquele procedimento aprendido no ensino Médio: atribuir alguns valores para a variadvel x,
calcular suas imagens f(x), marcar os pares ordenados (x, /(x) no plano cartesiano e por fim “ligar”
os pontos para formar o grafico. Agora, veremos gque para esbocar o grafico de uma funcao derivavel,
podemos utilizar a primeira e segunda derivada da funcao, obtendo um grafico que ressalta as principais
caracteristicas da funcao.

4.3.1 FungOes crescentes e decrescentes

Ao esbocar o grafico de uma fungdo derivavel, convém saber onde ela cresce (sobe da esquerda para a
direita) ou decresce (cai da esquerda para a direita) ao longo de um intervalo.

Exemplo 41: Observe as duas fungdes representadas pelos seus graficos. A primeira é crescente e a
segunda é decrescente em R.

v
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Teorema 10: Seja f uma fungao continua em [a,b] e derivdvelem (a,b) .
i)Se 1 (x)>0 paratodo x e(a,b), entdo f écrescente em [a,b].

i)y Se /' (x) <0 paratodo x e(a,b), entdo f é decrescente em [a,b].

Ja sabiamos determinar quando uma funcao de 12 grau — cujo grafico € uma reta — é crescente ou
decrescente, por meio do sinal do coeficiente angular. Agora também podemos ver isto através de
sua derivada. Compare os dois métodos.

Exemplo 42: Determine os intervalos onde a fungdo f(x)=x’—-3x+1 é crescente ou decrescente e
esboce seu grafico.

Resolugdo: O primeiro passo é calcular a primeira derivada de f e estudar o sinal desta fungao.
Temos que f (x)=3x>-3=3(x"-1)=3(x—1§ x+1), que é uma func¢do de 22 grau cujas raizes s3o 1 e

-1. Como o coeficiente de x* é igual a 3 (positivo), sabemos que o grafico desta funcdo é uma pardbola
voltada para cima. Dessa forma, podemos descobrir o sinal de f* em cada intervalo:

Intervalo x<—1 —l<x<l x>1

- - +

Sinal da funciio /'

Crescimento de f crescente decrescente crescente

Assim, f(x) écrescente para x <—1 ou para x>1e f(x)é decrescente para —1<x <1.
O segundo passo é calcular a imagem dos pontos nos quais / troca de sinal, ou seja, nos pontos -1 e 1.

Temos que f(-1)=(-1)-3(-D+1=3e f()=1"-31)+1=-1.

O terceiro passo para completar o grafico da fungao é calcular os limites no infinito. Temos:

lim (x* ~3x +1) = lim :‘-3-[1— = +—_]‘:x,pois lim x* =+x e 1imf1——7+7 =1-0+0=1

X—>+eo X—ytoc) X—p+or e X X

= —x,pois lim x" =-x ¢ lim(l— -
X—p—a0 Fsen x—' X

lim (x* - 3x +1) = lim '\--‘.[1_ % +L]

X—p—0
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Por fim, podemos usar todas estas informacgdes para esbogar o gréfico desta fungao:

4y

3 A

4.3.2 Concavidade

Outroaspecto que pode ser analisado para a construcao do grafico de uma fungao € a sua concavidade, que
sera definida abaixo. Veremos como a segunda derivada nos fornece informagoes sobre o modo como o
graficode umafun¢aoderivavel entorta ou mudadediregao. Juntando o conhecimento sobre o crescimento
da fungdo — visto na segao anterior — e o comportamento das assintotas — visto no mdédulo 2 — podemos
agora esbocar um gréfico preciso de uma fungao. Ao organizar todas essas ideias em um procedimento
coerente, fornecemos um método para esbocar graficos que revela as principais caracteristicas da funcao.
A analise grafica e interpretacao de dados tem um papel importante nas aplicagdes da matemadtica em

diversas areas do conhecimento.

e ®—

Definicdo 16: Seja / um intervalo aberto contido no dominio de uma fungao f'.

i) Dizemos que o graficode f tem a concavidade voltada para cimaem / se f é crescenteem / .

i) Dizemos que o graficode f tem a concavidade voltada para baixo em / se f é decrescente em

\_ ,

Exemplo 43: Observe os gréficos representados abaixo. No primeiro, vemos que o grafico da fungdo tem
a concavidade voltada para cima. Podemos perceber que a definicdo 16 estd adequada, pois a derivada
desta funcdo é sempre crescente, ja que os coeficientes angulares das retas tangentes ao grafico da
fungdo aumentam a medida que x aumenta. No segundo grafico, vemos que sua concavidade é sempre
voltada para baixo, o que corresponde a definicdo 16 também, visto que a derivada neste caso é sempre
decrescente (o coeficiente angular da reta tangente ao gréfico diminui a medida que x aumenta). E no
terceiro grafico, vemos que a fungcdo muda de concavidade no ponto x=0.
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concavidade

N concavidade
para cima

para baixo

- concavidade
para cima

S

(=
I

concavidade

para baixo
4+

Veremos no teorema abaixo que € possivel analisar a concavidade do grafico da fungao a partir do sinal da
segunda derivada dela.

Definicdo 17: Um ponto (c, f(c) do grafico de uma fungdo f é chamado ponto de inflexdo se f é
continua em c e existe um intervalo aberto contendo ¢ no qual o gréficode f muda de concavidade.

Assim, o ponto x =0 é um ponto de inflexao do terceiro grafico acima.

r ®—

Teorema 11: Seja f uma fungdo duas vezes diferencidvel em um intervalo aberto /.

i)Se f (x)>0,paratodo x e/, entdo o grafico de f tem a concavidade voltada para cima em 7 .

iiySe f (x)<0, paratodo x </, entdo o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em 7 .

\. 7
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Exemplo 44: Estude a concavidade no graficode f(x) =12+ 2x% — x* e esboce seu gréfico.
Temos que f (x)=4x—4x’ e f'(x)=4-12x".

} o 3 .
Como o graficode f (x)=4(1-3x7) é uma parabola voltada para baixo cujas raizes sdo +—— (verifique
esta afirmagdo!), o estudo do sinal de / nos fornece: 3

Intervalo x<—£ ——3<x<—3 x>£
3 3 3
Sinal da funciio - + -
Concavidade do . ) . ) . )
i Concavo para baixo Concavo para cima Concavo para baixo
grafico de f

Assim, pelo teorema 11, podemos dizer que o grafico de f tem a concavidade voltada para cima para

V3 B V3 V3

5 <x< Y e que o graficode f tem a concavidade voltada para baixo para x < Y oux > BN

. ~ , . . a 3 . .
Como f é uma fungdo continua em todos os reais, segue pela definicdo 17 que £+—— sdo as abscissas
dos pontos de inflexao. 3

Para esbogar o grafico de f com mais precisdo, ainda podemos estudar o sinal da primeira derivada e
calcular os limites no infinito. Vamos [3?

Como f (x)=4x(1—x*)=4x(1-x§ 1+x), podemos estudar o sinal de cada parcela deste ltimo produto
de funcdes e depois multiplicar os sinais em cada intervalo obtido:

Intervalo Y <—1 ex<0 0<x<l el
Sinal da funcio 4x - - + +
Sinal da funcio 1—x + + + -
Sinal da fungio 1+ x - + + +
Sinal da funciio f + - + -

Crescimento de f crescente decrescente crescente decrescente

Assim, concluimos pelo teorema 10 que f é crescente para x <—1 ou O<x <1 e que f é decrescente
para —1<x<0 ou x>1.
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Quanto aos limites no infinito, temos:

. v =0 g z H ‘12 2
]Jm(12+2x2x4)]_1m|:x4(—4+ 3‘1) == bois lim x* =+ e I_im'l—_+;2-—1J—O+O—1_—1

e =¥+ . X. X dl X—>+o0 X+ X

P_I)lilr(12+2x2 _x4) = }J__)n:lr|:x4(i_%+jz _1) — _30' pOis lim X4 — 41w e lim d
. ] # | et on LA L X

(%‘F 2 1J0+011.

Além disso, € bom calcular as imagens destes pontosonde f e f mudam de sinal para plotar no grafico:

/
V3
2 ) |

4 9 3

V3) 113
= |-

Jz%, fE)=13, fO)=12, FQ)=13

Por fim, podemos agrupar todas as informagdes obtidas e montar o grafico da fun¢ao:

—
L=

— b
S = b
—+—+ : —t+—t+—=

O

e LTI SN e -]
P T T S R

X
|||||||||||||

-1514-13-12-1+10-9 -8 -7-6 -5-4-3

2345678 9101112131415

]
L. I
=3
"
=

2

L Lo g ) |
O e~ & Wk
P

—10+
11+
% i

- "\

Diretrizes para a construcao do grafico de uma funcao

Para esbogar a mao o grafico de uma fungao /, devemos tentar responder as seguintes perguntas:

v Qual o dominio de f'? Determinar os valores de x para os quais f existe. Nestes pontos,
calcular os limites laterais, que poderao ser assintotas verticais.

v" Em que pontos (se existirem) f é descontinua? Nestes pontos, calcular os limites laterais,
gue poderao ser assintotas verticais.

\_ J/
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v Onde o gréfico de f intercepta os eixos coordenados? Basta fazer x =0 e depois y=0, se
possivel.

O graficode f possuialguma assintota horizontal? Basta calcular os limites no infinito.
Em que intervalos f é crescente? E decrescente? Basta estudar o sinalde f .

Em que intervalos f é cOncava para cima? E para baixo? Basta estudar o sinal de f .

f

Chegou a hora de praticar bastante: no AVA, trabalhe com exercicios para construcdo de alguns
graficos, continuando na lista da Atividade 16. Siga as diretrizes listadas acima, mas nao se preocupe
se nao for possivel responder a todas as perguntas. Mesmo assim € possivel construir o grafico. E veja
guantos graficos vocé é capaz de fazer agora que aprendeu um pouco de Calculo!

\_ J

4.4 Maximos e minimos locais e globais

Nesta secao veremos como identificar e localizar valores extremos {(maximos ou minimos) de uma fungao
a partir de sua derivada. Este assunto € de extrema importéncia nos problemas de otimizagao, nos quais
o pesquisador procura identificar a melhor forma de fazer algo. Por exemplo: a quantidade de material
necessdria para uma producdao no menor custo, a forca que deve ser aplicada numa particula para que o
deslocamento ocorra no menor tempo.

r ®

Defini¢do 18: Seja f: D —|_umafuncioe ceD.

i) Dizemos que f tem um valor maximo absolutoem cse f(x) < f(c¢), paratodo x € D . Neste caso,
¢ é chamado de ponto de maximo absoluto de f.

ii) Dizemos que f tem um valor minimo absoluto em cse f(x)> f(c), para todo xe D . Neste
caso, ¢ é chamado de ponto de minimo absoluto de f .

\_ J

Exemplo 45: Nos gréficos abaixo, podemos observar se as fungdes f e g tém valores maximos e minimos
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f@)=2*-3

(53
!

.)

N

t

O dominio da funcdo f é o conjunto dos nimeros reais. Neste caso f tem o valor minimo absoluto igual
a —3 e nao tem maximo absoluto. O ponto x =0 é o ponto de minimo absoluto.

Ja a fungdo g tem como dominio o intervalo [—2,2] e neste intervalo g tem o valor minimo absoluto
iguala —3 e o valor médximo absolutoiguala 1. O ponto x =0 é o ponto de minimo absoluto e os pontos
x=-2 e x =2 sao os pontos de maximo absolutos.

~ ®
Defini¢do 19: Seja f: D — Rumafungdoe ceD.

i) Dizemos que f tem um valor maximo local (ou relativo) em ¢ se f(x) < f(c), para todo xem um
intervalo aberto contendo c.

ii) Dizemos que f tem um valor minimo local (ou relativo) em ¢ se f(x) > f(c), paratodo x emum
intervalo aberto contendo c.

\_ /

Exemplo 46: No gréfico abaixo, podemos ver que esta funcdo f tem valores extremos locais. O ponto
X =a é um ponto de maximo local da funcdo, j4 que perto dele ndo ha valor de f maior que f(a).Da
mesma forma, o ponto x =c¢ também é ponto de maximo local de f. Ja os pontos x=5b e x=d sdo
pontos de minimo locais de f . Perto de x = b ndo hd valor de f menor que f(b).

No entanto, considerando todo o dominio de f - que neste caso é R - a fungdo nao possui nem valor
minimo nem valor maximo absolutos.
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Um mdaximo absoluto também é um maximo local pois, sendo o maior valor de todos, é também o maior
valor numa vizinhanga sua. Assim, uma lista com todos os maximos locais inclui automaticamente o
maximo absoluto, se houver. De modo andlogo, uma lista de minimos locais inclui automaticamente
o minimo absoluto, se houver.

[\ 7

Se voltarmos aos graficos dos exemplos 43 e 44, poderemos observar que a reta tangente em todo extremo
(local ou absoluto) serd sempre horizontal. Motivados por essa caracteristica, podemos dar nome para os
pontos onde isto acontece e ver no teorema a seguir que esta de fato é uma caracteristica de todos os
extremos locais.

4 ‘ N\

Definigdo 20: Dizemos que um ponto ¢ no interior do dominio de uma fun¢do f é ponto critico de
f se f(c)=0ouse f (c) nao existe.

Teorema 12: Seja f uma fungdo diferenciavel em ¢, onde ¢ é um ponto no interior do dominio de
f.Se ¢ ¢ um minimo ou maximo local de f, entdo f (c)=0.

\_ J

Exemplo 47: J4 sabemos que o grafico da fungdo f(x)=x" é uma parabola voltada para cima com vértice
na origem.
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Da observagao do grafico podemos dizer que 0 é ponto de minimo local da fungdo. Podemos calcular a
derivada da funcao neste ponto e verificar a validade do Teorema 12:

f(x)=2x = f(0)=2-0=0

Assim, 0 é ponto critico da funcao.

Cuidado! O teorema 12 nao diz que os pontos criticos sempre serao pontos de maximo ou minimo da
funcdo. Se pensarmos no gréfico da fungdo f(x)=x’, vocé vera que x =0 é ponto critico, mas ndo
€ maximo nem minimo local dela. Ele sera na verdade um ponto de inflexao.

Vamos ver nas segOes a seguir critérios que utilizam as derivadas da fungdo para identificar extremos
locais e absolutos dela.

4.4.1 Extremos absolutos

Algumas fungdes podem nao ter maximos ou minimos absolutos. Mas, se estiverem definidas num
intervalo fechado de R, o teorema abaixo garante a existéncia destes extremos absolutos.

Teorema 13: Se f é continua em um intervalo fechado [a,b], entdo f atinge um valor mdximo e
um valor minimo em [a,b]. Ou seja, existem numeros ¢,,c, €[a,b] tais que f(c)< f(x)< f(c,),
para todo x €[a,b].

Assim, pelos teoremas 12 e 13, os Unicos pontos do dominio que poderao ser pontos de maximo ou
minimo de uma fungao definida num intervalo fechado e limitado sao os pontos criticos e as extremidades.
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Diretrizes para determinar extremos absolutos de uma fun¢do continua / em um intervalo [a,)]:

v' Calcule os pontos criticos de f .
v" Calcule a imagem de cada ponto critico e das extremidades a e b pela fungdo f .

v’ Compare os valores obtidos: o maior deles serd o valor maximo de f e o menor deles serd o
valor minimo de f.

\_ .

Exemplo 48: Determine os maximos e minimos absolutos da fungdo f(x) = Vo—x* em [-3,3].

Esta fungao é continua em [-3,3] (por qué?), logo pelo Teorema 13, os extremos absolutos de

f existem neste intervalo.

Vamos primeiramente calcular os pontos criticos de f(x) = (9 -x° )]3 . Usando a regra da cadeia, temos

que f (x) :1(9—x2)yf1 (-2x)= Y Logo, f (x)=0se, e somente se, x =0. Isto significa que o
2 Jo—x*

Unico ponto critico de f é 0.

Agora calculamos a imagem deste ponto critico e das extremidades do intervalo [-3,3]:

f0)=3, f(-3)=0e f(3)=0.

Por comparagdo, concluimos que 0 é ponto de mdximo de f com valor méximo correspondente 3 e que
3 e -3 sdo pontos de minimo de f com valor minimo correspondente 0.

Vocé pode, como complemento deste exemplo, esbocar o grafico desta funcao e visualizar no grafico estes
extremos absolutos.

Exemplo 49: Uma caixa sem tampa sera construida recortando-se pequenos quadrados congruentes dos
cantos de uma folha de estanho que mede 12 X 12 polegadas e dobrando-se os lados para cima. Que
tamanho os quadrados das bordas devem ter para que a caixa tenha a capacidade maxima?

Ly
F__I
|
el
|
|
>l

]
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Desenhando uma figura onde os quadrados nos cantos tém x polegadas de lado, o volume total da caixa
é uma funcdo de x, dado pelo produto da drea da base pela altura da caixa:

V(x)= x(12-2x)? = 144x - 48x2+4x°

Como os lados da folha de estanho medem 12 polegadas, entdao x < 6. Assim, o dominiode }” é ointervalo
0<x<6.

Esta fungao }” é continua em [0,6] (por qué?), logo pelo Teorema 13, os extremos absolutos de }” existem
neste intervalo e queremos determinar um ponto de maximo de 1.

Calculando os pontos criticos de |7 :
V(x) = 144x - 96x+12x> = 12(12 - 8x + x?)

V(x)=0 & x=20ux=6

Desses dois pontos criticos, apenas x =2 pertence ao dominiode }J.

Calculando as imagens deste ponto critico com as extremidades do intervalo [0,6]:
V(2) = 2(12-2.2)>=128, V(0) =0(12-2.0)*=0 e V(6)=6(12-2.6)>=0

Comparando estes valores, concluimos que o volume maximo da caixa € de 128 polegadas cubicas, obtido
guando os quadrados dos cantos sao recortados com 2 polegadas de tamanho para os lados.

Assim como este Ultimo exemplo, existem muitos problemas em que se quer encontrar um valor
maximo ou minimo de uma func¢ao, chamados problemas de otimizacdo. As derivadas sao utilizadas
na solugdo destes problemas, que aparecem em dreas como matematica, fisica, economia e negdcios.

g

4.4.2 Extremos locais (ou relativos)

- ®—

Teste da primeira derivada: Seja / uma fungdo continua no intervalo aberto (a,b). Seja c € (a,b) e
suponha que f seja diferencidvel em todo ponto do conjunto (a,b), exceto em c.

i)Se f(x)>0, paratodo xe(a,c) e f (x)<0, paratodo xe(c,b), entdo cé ponto de maximo
local de f.

ii) Se f(x)<0, paratodo xe(a,c) e f(x)>0, para todo x e (c,b), entdo cé ponto de minimo
local de f.

(N J

Se voltarmos ao Teorema 10, este teste da primeira derivada fica bastante natural. Veja o caso i): se f (x)
passa de positiva para negativa no ponto ¢, significa que f passa de crescente para decrescente neste
ponto. Pensando no significado gréfico desta ultima afirmacao, € natural concluir que ¢ € ponto de maximo
da fungao.
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Exemplo 50: Encontre os pontos de maximo e minimo locais de f(x)=x’ —2x>+x+1 e esboce seu
grafico.
Para usar o teste da primeira derivada, devemos inicialmente estudar o sinal desta derivada:

1 (x)=3x>—4x+1

f(x)=0 < x=1o0u x:;%

1 1 x>1
Intervalo res Sy <]
3 3
Sinal da fungdo f + - +
Crescimento de f crescente decrescente crescente

Pelo teste da primeira derivada, vemos que x = % é ponto de maximo local de f e que x=1 é ponto
de minimo local de f.

Além disso, podemos calcular os limites no infinito para depois esbogar o grafico de f:

]jm(x372x2+x+1): lim x?’-{l— %Jr =+ 3_)]._+oo

X—+0 X+t

]jm(x3f2x2+x+l): lim xz'(l%+iz+i3j—00

X x5 X

X—>—0 X——C

Por fim, calculamos f(%]: (1’3r = 2(13)' + /1; 1= 3%? e f(D=1"-2-"+1+1=1 e podemos

esbogar o graficode f:

et
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Outra forma de identificar extremos locais de uma fungao é verificar o sinal da segunda derivada aplicada
nos pontos criticos da fungdao, chamado de teste da segunda derivada.

r ®—
Teste da segunda derivada: Seja f/* uma funcdo diferencidvel num intervalo (a,b) e seja c € (a,b) tal
que f (¢)=0 etalque f (c)exista.
i)Se f (c)>0,entdo cé um ponto de minimo de f .
ii)Se f (c) <0, entdo c é um ponto de maximo de f .

\_ J

r

A vantagem deste teste é que precisamos analisar o sinalde /"~ apenasem ¢, enquanto que no teste
da primeira derivada era preciso estudar o sinal de /' em um intervalo contendo c. A desvantagem é
que o teste é inconclusivo quando £ (c)=0 ou quando f (c) ndo existe. Quando isso ocorre, deve-
se utilizar o teste da primeira derivada para identificar os extremos locais.

. J

2

.- .. . ~ X ™
Exemplo 51: Encontre os pontos de maximo e minimo locais da fungdo f(x)= e esboce seu grafico.

x*+1
Desta vez vamos aplicar o teste da segunda derivada.

Calculando as derivadas:

_ 2x(x2 + 1)— (x2 —l)Zx _ 200 +2x-2x7+2x  4x

N () N )

4 +1] ~4x 20 +1Px  dx* 4827 +4-16x" —16x7  —12x" —8x’ +4

= ¥ +1) x2+14 - x2+14
S (

Calculando os pontos criticos de f':

Logo, 0 é o Unico ponto critico de .
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Aplicando o teste da segunda derivada:

~8.0"—8-0° +4

f(0)= (02+1)4 =4>0

Portanto, 0 é ponto de minimo local de .

Calculando os limites no infinito:

; 1
: 1[1__@ -
a1 x x°
Iim = lim =1
x>0 x° 4] x—=+ec 7[ ]_J X—+e0 1
| 1+ — —
2
5 1
e
x2 1:hm 1 = lim ll 1
T x2(1+j) T
x X

Logo, a reta y =1 é uma assintota horizontal do gréfico de f .

Calculando a imagem de O, temos que f(0)=—1 e dai podemos esbogar o graficode f:

Neste exemplo 49 é possivel estudar o sinal de f' e / para fazer o gréafico bem detalhado. Vocé

pode verificar isto?
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Volte ao AVA para fazer exercicios sobre extremos — locais e absolutos — de fungdes, disponiveis na
lista da Atividade 16.

4.5 Regras de L'Hopital

Bernoulli descobriu uma regra usando derivadas para calcular limites de fragdes cujos numeradores e
denominadores se aproximam de zero ou de infinito. Ela € conhecida hoje como regra de L'H6pital, em
homenagem ao nobre francés que escreveu o primeiro texto introdutdrio de cdlculo, onde ela aparece.

r ®—

- . . 0/ . . . -
Regra de L'Hopital (para a forma indeterminada %) ): Seja I umintervalo aberto contido no dominio
de uma fun¢ao diferenciavel /', seja J um intervalo aberto contido no dominio de uma fungao

diferencidvel g eseja aelnJ.Se lim f(x)=0, limg(x)=0, g (x)#0, paratodo xe.J \{a} e
J (x)

lim = existe, entdo
x—a g X .
limj(x) = lim‘f,('x)
e g(x) e g (x)
\ _J
Exemplo 52: Calcule os seguintes limites:
lim% b) lim In x
a) Y X =1 2x =2
Resolugdo:

a) Ao substituir x por 0 na fungao, obtemos uma indeterminagao da forma O{), logo podemos aplicar a
regra de L'Hopital: #

. senx LE  cosx
Iim = Imm =1
x50 X X0 1

b) Também neste caso temos que o limite é da forma y, entdo pela regra de L'Hbpital segue que:

1
LH
lim b x = limézl
sl 2x =2 =122

Observagoes:

1) Esta regra de L'Hopital também é valida para limites laterais, isto é, podemos substituir lim por
lim ou por lim no teorema anterior que o seu enunciado continua valido. e

x—a’ x—a

o . - . . .. lim
2) Esta regra de L'Hopital continua védlida para limites no infinito,isto é, podemos substituir -
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[im lim
por x>« (ou por x>« ) no teorema anterior. Nesse caso, devemos supor que [ e g sejam
diferencidveis em um intervalo da forma (M ,«) (respectivamente, (¢ ,M)) e que g nao se
anula neste intervalo.

3) E possivel aplicar a regra de L’Hépital sucessivas vezes, desde que se continue obtendo limites da
forma ¢/ .
/0

5
Exemplo 53: Calcule o limite limx - sen\( j
\x

X—>i

Neste caso, temos uma indeterminacdo na forma « -0, mas podemos transforma-la em O/O para aplicar

L'Hopital:

5/).1-5
lim x- sen(Sj lim Senl(%) L:H lim COS(/} ( /2)—5 lim 005(7) 5:1=%
e 37 X—+0 A X—+0 — 4 5 X—+C

f ®—

Regra de L'Hopital (para a forma indeterminada % ): Seja I um intervalo aberto contido no
dominio de uma funcao diferenciavel f, seja ./ um intervalo aberto contido no dominio de uma

fungao diferenciavel g esejaacslnJ.Se = +w, g (x) %0, para todo

xeJ\{a} e 11mf( X) existe, entdao |im J(x) limf:(x)
e g (x) e g(x) =g (x)

= 400,

hm 2(x)

\. J

Valem também as mesmas observagoes feitas para a primeira regra de L'Hopital.

Exemplo 54: Calcule os seguintes limites:

. 1-Inx e’
lim ——— iy -
a 5 b) lim
) x—=0 e% ) = X3
Resolugdo:

1,
a)Como limInx = —o e lim e¢’* = +x, entdo o limite pedido é da forma 03/ Usando L'Hopital, temos:
x>0 10"
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b) Este limite também é da forma 3%0 e teremos que aplicar L'Hopital trés vezes:

X LH R LH X LH ]
0 e . [ . [+ [
1m > = 1m ~ = 1m — = — = 400
v g Tt Jyet x—+= x4

PARE
“
Cuidado: a regra de L'Hopital é simples, mas ndao pode ser aplicada em qualquer situacdo, apenas nas

indeterminacdes do tipo % e %

e —

Il - ATIVIDADES DO TEXTO BASICO

Estamos chegando ao fim desta disciplina! Volte a pagina do nosso curso e complete a Atividade 16.
Aproveite os tutores e colegas para discutir as questdes.

Il - SINTESE DO MODULO

Neste médulo vocé viu:
e como aplicar corretamente os teoremas de Rolle e do valor médio;
e como calcular derivadas de ordem superior a um;

* 3 aplicacao dos teoremas sobre derivadas e dos conceitos de limites lateriais e no infinito para
construir graficos de diversas funcdes;

* 0 sighificado geométrico e o método analitico para calcular valores maximos e minimos de
funcoes;

e como aplicar adequadamente as regras de L'Hopital no calculo dos limites de algumas
indeterminacoes.
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