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INFORMACOES

Prezado(a) aluno(a),
Ao longo deste gui a i mpresso vocé encontrard alguns “i cones” que |he aj udard a i dentificar as ativi dades.

Fi que atento ao si gni ficado de cada um deles, i sso faci li tard a sua lei tura e seus estudos.
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Audi 1 Leituras
udio Video Indicadas
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Multimidia Guia Impresso Ambiente Virtual
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-

Ry

Referéncias

Destacamos alguns termos no texto do Gui a cuj ossentidos serdo i mportantespara sua compreensao.
Para permi tirsua i ni ci ativa pesqui sando cri amosum glossari o,mas se houver di ficuldadei nteraj ao
Férum de Duvidas.
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PARA COMECO DE

CONVERSA

Seja bem-vindo!

Este materi alde Fundamentos da Matematica Elementar 1 f oielaborado para estudantes de Matematica,
sej asua partici pacaopresenci al,em sala de aula, ou a di stanci aj nteragi ndcom o computador. O
Unico requisito para a aprendizagem deste material é boa vontade de adquirir novos conhecimentos e
persisténcia na solucdo dos exercicios.

Sabemos que em todo li vrode Matemadtica é i mpresci ndi vaBo colocar as demonstracdes de teoremas
importantes. Este material ndo seria diferente e, por isso, ndo desanime ao encontrar-se com alguns deles.
Mui tasvezes,as demonstragdes seguem um cami nhomui totécni co,porém o autor tem pensado ni ssoe
de alguma forma facilitard o entendimento.

Este material esta divido em cinco capitulos, que iniciam com os conceitos de Trigonometria, seguido dos
Nimeros Complexos, Equagdes Poli nomi ai s, Logari tmos e Progressdes e Matematica Fi nancei ra.

Bons estudos!

Lucio Borges de Araujo
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CRONOGRAMA

) Capitulo 5
) ) Capitulo 3 ) .
Capitulo 1 Capitulo 2 . Capitulo 4 Progressdes
. . . Equagodes . "
Trigonometria Numeros complexos ) o Logaritmo e Matematica
polinomiais ) )
Financeira

AGENDA DOS
CAPITULOS

CARGA-

HORARIA Atividades

Capitulo
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16 HORAS

1) Partici pagao no f 6rum de di scussao regi strando o que sabe sobre
Numeros Complexos — Ativi dade 1

2) Lei tura do texto de apoi o — Ativi dade 2

3) Reali zacaala Ativi dade3 ( li stasle exerci ci ogJi sponi bi li zadwos AVA
em 04/03/2013

4) Web-conferéncias com os alunos nos dias: 05/03/2013 e 12/03/2013
das 21h00mi n as 22h00mi n;

5) Assi stir vi deos i ndi cados no AVA.

6) Pesqui sarna i nternet:Apli cagdesde nimeros complexos ( Entregadi a
15/03/2013)

1) Partici pacdo no f 6rum de di scussao regi strando o que sabe sobre
Logari tmo — Ativi dade 1

2) Lei tura do texto de apoi o — Ativi dade 2

3) Reali zagaala Ativi dade3 ( |i stasle exerci ci ogji sponi bi li zadwos AVA
em 25/03/2013 das 21h00mi n as 22h00mi n;

4) Web-conferéncias com os alunos nos dias: 26/03/2013
5) Assi stir vi deos i ndi cados no AVA.

As li stasde exerci ci ogue serdo di sponi bi li zadas AVA deverdo ser entregues em datas especi ficadas
posteriormente no AVA para que os tutores possam corrigir.

Desej amos a todos os alunos um étimo curso.

Bons estudos
Lucio Borges de Araujo

Fundamentos da Matematica Elementar 1



Capitulo 1

Trigonometria

1.1 Introducdo
Prezado aluno

Comecgamosa partir de agoraumavi ageni nteressantee o nosso pri mei rponto de parada é a tri gonometri a.
“A palavra trigonometria é uma combinacdo de duas palavras gregas, trigonon, que si gni ficdtri angulo’e
metron, que si gni ficdmedi r”A palavraapareceu nai mprensaem finai sdo século XVI quando f oiusada como
titulo de um trabalho de Bartholomaeus Pi tiscus,publi cadopela pri mei r&#ezem 1595 como suplemento de
um livro sobre esferas. A palavra grega para “angulo” é gonia, e antes falava-se de goniometria como sendo
a ci énci ala medi dados angulos. (| nTom Apostol, Os Pri mérdi osla Hi stori ada Humani dade, Boletim da
SPM-no 47).

I ni ci almenteamoster que passar por algumasdefini ¢cdesgue sdo de extremai mportanci para nosso curso.

1.1.1 O conceito de angulo

A nocaode anguloencontra- seri gorosamentecaracteri zadana obra de Eucli des,matematico e ge6metrada
antigui dade,chamada Elementos. Essa obra encontra- sedi vi di dam trezeli vrosNesse trabalho de Eucli des,
encontramos a segui nte defini ¢dao de angulo:

Definicdo: Um angulo plano é a inclinagdo mutua de duas retas que se cruzam num mesmo plano.

Por esta defini cagpodemos observar que o concei tode angulo mede, basi camente,a i ncli nagacelativa de
duas retas que se cruzam.

Além disso, a rotacdo plana de uma reta em torno de um ponto descreve um angulo positivo se a rotacao
ocorrer no sentido anti- hordri d anguloa, na figura 1) .Se a rotagaoacontecer no sentido horari oo angulo
descrito diz-se negativo (angulo 8, na figura 1) .

\a’
B

Figura 1l
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Como os angulossdao medi das,preci samoster alguma uni dadede medi dapara descreveressa quantidade.
Assim, existem trés unidades de medidas, a saber: graus, radianos ou grados. Quando, através de uma
rotacdoplana, em sentido anti- hordri ode uma reta ori entadaem torno de um ponto pertencente a esta

reta, retorna pela primeira vez a posicdo inicial, o dngulo descrito € igual a 360° (trezentos e sessenta
graus). Vej a Fi gura 2, 2mtradi anos ( ou 2rmrad) ou 400 grados.

Figura 2

Se a rotacdo plana da reta anterior descrever apenas 180°, it radianos ou 200 grados, a reta fica di sposta
na mesma direcdo embora com uma orientagao oposta (Figura 3). Este angulo é chamado angulo raso.

ma

Figura 3

Se a rotagdo plana da reta em questdo descrever 90°, ri/2 rad ou 100 grados, diz-se que o dngulo descrito
é um angulo reto (Figura 4).

N @

Figura 4

Ossi stemade medi dade angulosem graus é desi gnadagoelo si stemasexagesi malpo qual as f ragcGesde grau
sdo expressas por minutos (angulares) e segundos (angulares). Como se sabe, nos sistemas sexagesimais,
60 minutos (ou 60’) correspondem a 1° e 60 segundos (ou 60”’) correspondem a 1 minuto.

12 Fundamentos da Matematica Elementar 1



Exemplo: Expresse em graus e radianos, 50 grados.

Para resolver esta situacdo b, fazer uma regra de trés, ou seja

90° ><1 00 grados

x° 50 grados
assim,
X -100=90°50
20530
x 90 100
50 grados 100 grados X =437
e
x° 50 grados
) T das B
X _ A ) X-1004 ; 30
50 grados 100 grados _
—-30
)
x =2
100
® ='__"' 50 - L
2 100
o 1
i
¥ =Zrad

1.2 Fungdes trigonométricas

Mui tosf endmenosda naturezapodem ser estudados por mei ode uma f ungdode angulos. As f ungdesque
estudaremos sdo: seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante.

1.2.1 FungOes seno e cosseno para angulo agudo

Paracomecaraconversarsobre asf ungdesri gonométri casonsi deredoi stri angulogetangulossemelhantes,
quaisquer:

Fundamentos da Matematica Elementar 1 13



da geometri a plana, que estudamos no ensi no médi o, podemos retirar as segui ntes relagdes:

m*| S

Observagdo: uma vez que os tri angulosao semelhantes, eles partilham entre si a i gualdadedos quoci entes
dos comprimentos dos lados.

Dessa forma, torna-se possivel associar a cada angulo o ou 8 de um tri angulalesse tipo, qualquer um daqueles
qguoci entes. Assi m, as func¢des Seno, Cosseno e outras f ungdes tri gonométri cas podem ser defini das.

Seja o triangulo retangulo tal que a é o angulo defini do pela hi potenusa e um dos catetos:

b

Fei tas as suposi ¢Oes, temos as segui ntes defini ¢des:

Definicdo: A f ungaoseno é defini dacomo sendo o quoci enteentre o compri mentodo cateto oposto ( que
tem comprimento a) ao angulo a e o comprimento da hipotenusa (que tem comprimento c):

cateto oposto a
sengg =————=—

hipotenusa ¢

Defini¢do: A f uncaocosseno é defini dacomo sendo o quoci enteentre o compri mentodo cateto adj acente
(que tem comprimento b) ao angulo a, e o comprimento da hipotenusa (que tem comprimento c):

cateto adjacente b
cosa = =—

hipotenusa c

Exemplo: Determine o valor da fungdo seno de a supondo que a tenha o valorde 0, /6, /4, /3 e /2
radianos.

Comecemos por observar que quando a tem o valorde 0 radi anoso seu cateto oposto tem um compri mento
nulo. Dessa forma:

sen 0= =0.

o |lo

14 Fundamentos da Matemadtica Elementar 1



Quanto ao valorda f uncdoseno, quando a tem o valorde i/ 6radi anos,consi deremoso tri angulaequi latero
a seguir:

c

Como j dsabemos, a soma dos angulos i nternosde um tri anguloé i guala i radi anos.Assi m,se em um
tri anguloi sésceles,o0s angulos i nternos8 sdo iguais a 8 = i/ 3, logo, no tri anguloda figura, a = /6. Se
utili zarmos a defini ¢ao de Seno,

1
sen —
2

N
o |I\>\n

para determi nar seno de 1t/ 3, pri mei ramente preci samos calcular a altura do tri angulo.

c c
2 2

Consideremos, agora, o quadrado de lado a, seguinte:

Fundamentos da Matematica Elementar 1 15



temos assim que a =m/4 e ¢ = Va2 +a* =\24* =av2. Logo,

T a 1 2

Sen—=—==—==—
4 a2 2 2

Finalmente, observemos que quando a =1/ 2,0 compri mentodo cateto oposto torna- sei guabo compri mento
da hipotenusa. Assim,

sent/2=1

Vamos, entdo, colocar esses resultados na seguinte tabela:

Angulo Seno
0 0

/6
1
bz
/4 \/5 /
2

/3 \/‘%

/2 1

1.2.2 Relagdes entre o seno e cosseno

As f ungBeseno e cosseno relaci onam- seli retamentee para entender essarelagdo,consi deremosovamente
a segui nte figura de tri angulo retangulo:

Por defini ¢ao,

sena=a/c e cosB=bs.

Por outro lado, se a e 8 representam os angulos internos adjacentes a hipotenusa temos que:

8 =(r/2)- a,

assim,

16 Fundamentos da Matematica Elementar 1



sen a =a/b= cos B = cos(rn/2 - a),
isto é,

sen a =cos(rn/2 —a).

Por outro lado, se na expressao anteri or fizermos
6=n/2-a
entdo,

o =r/2- 6.

Isso nos permite obter a expressdo equivalente

sen(r/2- 8)= cos 8.

Essas i mportantesex pressdes permi tem- noobter o seno ou o cosseno de um angulo o se conhecermos,
respectivamente, o cosseno ou o senodo angulon/2 a.

Observagdo: o angulomn/2 a é chamado de dngulo complementar de o para i/ 2.

Exemplo: Determine o valor da fun¢do cosseno de 8, para 8 igual 0, /6 ,t/4, /3 e /2 rad.
Sabemos que
O=mn/2-a, paraa=T1/2,
n/6=n/2-a, paraa=r1/3,
n/4=n/2-a, paraa=r1/4,
n/3=n/2-a, paraa=T1/6,

n/2=mn/2-a, paraa=0.

Por outro lado,
sen a = cos(r/2- a).
Como base, no exemplo anterior temos:
cos 0 = cos(n/2-m/2)=sen(r/2) = 1,

cos /6 = cos(rn/2-m/3)=sen /3 = \/§ /2

Fundamentos da Matematica Elementar 1 17



cos /4= cos(rt/2-m/4)= sen(r/4)= JE /2
cos ni/3= cos(rn/2-n/6)= sen /6 =1/2
cos /2= cos(rt/2- 0)=sen 0 = 0.

Assim, podemos resumir os resultados de senos e cossenos, na seguinte tabela:

Angulo Seno COSSeno
0 0 1

/6 % \/’%
/4 J2 A 2 4
/3 \/EA %

/2 1 0

1.2.3 As fungOes secantes e cossecantes para angulo agudo

De acordo com as fungdescosseno e seno, defini das anteri ormente, podemos obter outras fungdes
denomi nadas de secante e cossecante, que sdo defini das para angulos entre 0 e it/ 2 rad.

Definicdao: As f ungdes secante e cossecante sao defini das como:

1
e cossec x =
COS X sen x

S€C X =

Supondo as defini ¢des anteri ores e o segui nte tri angulo retangulo

c
a
x
o 5 3
temos que:
1 ¢
sec o = =—=—
cosa Y b
1 1 ¢
cossec @ = =—=—
sena Y a

Exemplo: Determi neo valor da secante e cossecante quando a assume os valores0, i/ 6,1/ 4, i/ 3e i/ 2rad.

18 Fundamentos da Matematica Elementar 1



Tendo como base a tabela de valores para f ungGesseno e cosseno para os angulos ref eri dospbtidos no
exemplo anteri or, e as defini ¢Oes das f ungdes secante e cossecante, temos que:

Angulo sen X Cossec x = 1/sen x COS X Sec x = 1/cos x

0 0 Ndo definida 1 1

/6 % 2 3 % 23 %
Z 72/ NG 7/ A

/3 \/’% ) \/’% % 2

/2 1 1 0 Ndo definida

1.2.4 As fungOes tangentes e cotangentes para angulo agudo

Temos ai ndaoutras duas fungdes,a saber, tangente e cotangente, que sdao i mportantes.Essas f ungdes
também podem ser defini das, para angulos entre 0 e t/ 2 radi anos, recorrendo as f ungdes seno e cosseno.

Definicdo: As f ungOes tangente e cotangente sdo as f ungdes defini das, respectivamente, como:

sena 1 cosa
g a= e cotga=——=
cos o iga senca

Supondo as defini ¢des anteri ores e o segui nte tri angulo retangulo

c
a
o 3
b
temos que:
g o= sena. % a _ cateto oposto
cosa Y b cateto adjacente
cosa % b cateto adjacente
cotg a = =—=—=

sena % a  cateto oposto

Exemplo: Determi neo valorda tangente e cotangente quando a assume os valores0, i/ 6,1t/ 4,1/ 3e i/ 2rad.

Consi derandoos valoresdas f ungdeseno e cosseno para esses angulose as defini ¢dedangentee cotangente,
temos:

Fundamentos da Matematica Elementar 1 19



Angulo sen X COSs X tg X =sen X/cos X cotg X = cos X/sen x
0 0 1 0 Ndo definida

6 A B f% NE]
/4 2 4 2 4 1 1
/3 f% % 3 f%

/2 1 0 Ndo definida 0

1.2.5 O Circulo trigonométrico

O circulo trigonométrico é um circulo de raio unitario, centrado na origem de um referencial cartesiano. Os
angulossdao medi dosentre o semi - ei x@osi tivodos x e um vetorapropri adoque sei ni cirma ori gemdo plano
cartesi ano.Se a medi ¢ad oref etuadano sentido anti- horari @ angulo é posi tivo.Caso contrari oé negativo.

Adi ci onalmente ci rculotri gonométri cpermi te- nogenerali zams f ungdestri gonométri caanteri ormente
defini das para argumentos entre 0 e 1/ 2 radi anos a outros angulos.

1.2.6 As fungbes trigonométricas no circulo trigonométrico

A figura abai xarepresenta um ci rculotri gonométri coom um tri anguloretangulo cuj ahi potenusaconstitui
um raio com inicio na origem e comprimento unitdrio.

Seja a 0 angulo medi dono sentido anti- horari centre o semi - ei xposi tivox e a hi potenusado tri angulo
retangulo representado, sejam também, a e b os comprimentos dos catetos do tridngulo retangulo.

h
y
e=1 =sena
o
=
b+cosa

Como a hi potenusado tri angulorepresentado tem o compri mentoc = 1, entdo por defini ¢aoé i medi ato
conclui r que para um angulo entre 0 e it/ 2 rad

sen a =a/c=a/1=a

cos o =b/c=b/1= b.

20 Fundamentos da Matematica Elementar 1



ou sej a,0 compri mentoa e b dos catetos representados na figura anteri orcorresponde exatamente aos
valores das f ungdes seno e cosseno do angulax.

Para outros angulos, as f unc¢des seno e coseno, sdo defini das de f orma analoga, ou sej a, como:

sena=a

cosa=b
em gue os comprimentos a e b sdo medi dos de acordo com o sentido dos ei xos correspondentes.

Ao acompanharmos a evolu¢daodos compri mentosdos catetos do tri anguloda figura anteri or,percebemos
gue a medidaque o angulo avari apodemos i dentificarvalorestipi cosdessas f ungdes algumasi nteressantes
propriedades.

| lustramos a segui r os graficos das f ungdes seno e cosseno no i ntervtar, .

Fungéo Seno Fungéo Coseno

q 1
L / """" \\ 08 /’ \\
0.6 - e e 06
A
T O W O [ \ | . / )\
O [ \| . / \
0 0
. // \\
08 74 N
5 B A58 2B A2 B B 0 W6 B 2 B 5 =
Funcao seno Funcgao cosseno
Com base nestas figuras, notamos que:
Angulo Seno cOsseno
0 0 1
/2 1 0
T 0 -1
3n/2 -1
2 0 0

Outra caracteri stica que se pode regi strarobservando a evolu¢do dos compri mentos dos catetos é a
peri odi ci dad#a f ungdo. Tanto dungdo seno quanto af ungao cosseno temperi odo2m. Nas figuras a segui r
pode- se veri ficar esta propri edade.
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Fungdo Sano

Fungdo Coseno

0B8R

DEF

pAaF

024

1
D.B[
8]

L

o.2F

|

o

0.2F = 024
04f i I
D6p g L6
-08F - -0af
R e R o R e == M S T T T R B T T

Funcao seno Funcao cosseno

Tem- se, assi m, para qualquer angulo a

sen o =sen (a + 2rm)

cos a =cos (a+2n).
ou de uma forma mais geral

sen a =sen (a + k2m)

cos a = cos (a + k2mn)
para todo angulo a e k niUmero inteiro.
Pode- se ai nda veri ficar que para todo o anguto

sena=-sen (-a)

cos o = cos (-a) .

em outras palavras, a f ungdaoseno é uma f ungaol mpare a f ungaocosseno é uma f ungaopar. Nas figuras a
segui r veri ficamos, como base na i nterpretacado do ci rculo tri gonométri co, estas propri edades.

Y y
: o {L0) .
X — & b 4
cos(—ar)

22
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Por outro lado também é possivel observarmos que

sen (m-a)=sena

sen (m+a)=-sena.

Graficamente podemos veri ficar estas propri edades, na figura a segui .

)?
(0.1)
Seno
. (N (o) :
X ‘e X

sen(A+a@

E também,

cos o =-cos (m—-a)=-cos (rm+a).

Graficamente, temos que:

¥
cos(m—a)| cosux
(10 NN @ (1.0)
= : *
T+e, X
cos(T+0f

Outra caracteri sticaleva em conta o Teorema de Pi tdgoras.Observando o ci rculotri gonométri cdeduz- sea
chamada relagao fundamental da trigonometria:

1=c?=ad?+b’=sen’a+cos’a
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isto é
sena+cos?a=1
para qualquer angulo a.

Bom, anteri ormentef alamossobre f ungGessenos e cossenos, mas agoravamosf alarsobre as outras f ungoes
trigonométricas: tangente, cotangente, secante e cossecante.

Vamos comecar com a tangente e secante. Para isso consideremos o circulo trigonométrico com um triangulo
retangulo com hi potenusai guala um. Sej aa o angulo medi dono sentido anti- horari centre o semi - ei xo
posi tivodos x e a hi potenusado tri anguloretangulo representado e b o compri mentouni tari alo cateto
adjacente do triangulo retangulo representado. Os comprimentos a e b dos catetos sdo medidos de acordo
com os sentidos dos correspondentes ei xos.

y a=tga

I~

o
Il
—

Como o cateto adj acenteao anguloa é uni tari @ atendendo a defini ¢aale Tangentee Secante para angulos
entre 0 e 1/2 obtemos que:

tga=a/l=a

seca=c/l=c.

ou sej a,0 compri mentodo cateto oposto e da hi potenusado tri angulorepresentado na figura anteri or
correspondem aos valores da tangente e da secante do angulo a, respectivamente.

Para outros angulos as f uncdes Tangente e Secante sdao defini das da segui nte f orma:

tga=a/b

seca=c/b

em que os compri mentos a e b sao medi dos de acordo com o sentido dos ei xos.

Os graficos das f uncdes Tangente e Secante, no i ntervalo [-m, m], estdo i lustrados na figura a segui r.
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Fungao Tangente Fungédo Secante

T T T —T b I — T ! —
8 : I i (BN O -
e / f _____
A i N '
. [
NTEw® D0 a2 A8 aB 0 6 W8 2 o Bk x ML

Funcao Tangente Fungdo Secante

Com base nestas figuras, podemos deduzi r osegui ntesvalores das f ungcdesTangente e Secante para alguns
angulos de interesse:

Angulo tangente Secante
0 0 1
/2 Nao definida Ndo definida
T 0 -1
3n/2 Nao definida Ndo definida
2n 0 1

E possivel notar que:

tg a =a/b=(-a)/(-b)=tg (a + m),

ou sej a, afuncdo tangente é peri ddi ca com peri mdou seja,

tg a =tg (o + k)

para todo angulo a e k nimero i ntei ro. Na figura a segui r podemos veri ficar a peri odi ci dade desta f uncgao.

Fungdo Tangente
1 T

0.2F

0.4F -
0.6F 4
-0.8f 4

L L L L L i L i A i
m  -5nf3 4=f3 -m -2m/3 -m3 o w3 2x3 n 4xi3 Sw3 2n

Funcdo Tangente
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Ja para a funcdo Secante temos que:
sec a =¢/b=(-c)/(-b)= - sec (m+a) = - (- sec (m + (m + a)))

sec a =sec (2t + a),

0 que mostra que a f ungacsecante também é peri ddi cale peri odo2rm. Isto é, sec a = sec (a + 2krmt) para todo
angulo o e k nimero i ntei ro. Esta propri edade é i lustrada na figura a segui r:

Fungdo Secante

w0 3
‘--_._________'

4 L L L L i L L A i i
“2x Baf3 Auf3 et -2ml3 -ni3 w3 2=/3 n 4=/ 5nl3 2n

Funcdo Secante

Em relagdo a estas duas f ungdes, temos que

tga=-tg (-a)

sec o = sec (-a),

0 que mostra que a f ungdotangente é uma f ungao mpare a f ungdosecante uma f ungadopar. Vej aa figuraa
seguir.

y | secer 3
©o.n /
! tgor
(-L0) z
i ) X
tg(—a)
sec(—a)
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Também, percebemos que

tga=-tg(n-a)

sec a =c¢/b =-c/-b=-sec (m-a)=-sec(m+a).

tg(mr —ar) e
g

o *

te(r + o)

Utili zando o Teorema de Pi tagoras, observando no ci rculo tri gonométri co, deduzi mos que:

c’=sec’a=a’+b’=tg?a+1,

isto é
sec’a=tg’a+1,
para qualquer o angulo a.

Até agora j destudamos as f ungdesseno, cosseno, tangente e secante. Falta ai nda,consi deraras f ungdes
cotangente e cossecante. Para i sto,consi deremosa figura a segui que representa um ci rculotri gonométri co
com um tridngulo retangulo. Seja o 0 angulomedi dono sentido posi tivoentre o ei xgosi tivax e a hi potenusa
do triangulo retangulo representado e a o comprimento unitario do cateto oposto do triangulo retangulo.

y

Como o cateto oposto ao anguloa éi guall, atendendo a defini ¢aale cotangente e cossecante para angulos
entre 0 e 1/2, temos que:
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cotga=b/1=b

csca=c/1=c.

Estes resultados si gni ficamgque os compri mentos do cateto adj acente e da hi potenusado tri angulo
representado na figura anteri orcorrespondem aos valores da cotangente e da cossecante do angulo a, para
angulos entre 0 e /2, respectivamente.

Para outros angulos as f ungdes cotangente e cossecante sao defini das da segui nte f orma:

cotg a =b/a

csc o =c/a

Uma i lustracdo grafica € mostrada em segui da com os graficos das f ungGes cotangente e cossecante no
i ntervalo[-m, 1.

Fungso Cotangents Fungio Cozecants
1
T T T T T

R g e T P S Pl T e A0 L

PO LA - N
R T T R L R ¥ w3 a2 I« bwb  x

Fung¢do Cotangente Fungdo Cossecante

Com a atencdo voltada para os comprimentos a e b dos catetos, podemos obter os valores das f uncdes
cotangente e cossecante para alguns angulos de interesse:

Angulo cotangente cossecante
0 Ndo definida Ndo definida
/2 0 1
T Nao definida Nao definida
3n/2 0 -1
2r Ndo definida Ndo definida
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Pode-se observar também que:
cotg a = b/a = (-b)/(-a) = cotg (a + 1),
i sto é, afuncao cotangente é peri 6di ca com peri mdou seja

cotg a = cotg (o + ki)

para todo dngulo a e k niUmero i ntei ro. Esta propri edade esta representada na figura a segui r.

Fungio Cotangente

o |

=3 2a3 = 4u3 Sefd 2n

Funcdo Cotangente

Seguindo o mesmo raciocinio, temos também que:
csca=c/a=(-c)/(-a)=-csc(m+a)=-(-csc(m+(n+a))
csca =csc (2 + ),
0 que mostra que a f ungao cossecante é peri édi ca com peri oda. Ou seja:
csc a = csc (o + 2km)

para todo angulo a, e k € um nimero i ntei ro. Parai sto, vej a a figura a segui r:

Fungdo Cosacante

CELEE L EEe COCEECE LT CETTE Sy
2x

I e S T R W S R

Funcao Cossecante
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Por outro lado

cotg a = - cotg (-a)

csc o =-csc (-a),

0 que mostra que a f ungaocotangente e a f ungaocossecante sdao f ungdesi mpares.Esta propri edadepode
ser observada na figura abai xo.

cotgax

CsCoyf \>\1
LT ;

csc(—af) /1

A

~

ﬁ_}
cotg(—a)

Usando essa propriedade temos que:

cotg a = - cotg (m - a)

csca=c/a=(-c)/(-a)=-csc(n+a)=csc(n-a)

Utili zando o Teorema de Pi tagoras no ci rculo tri gonométri co, obtemos que:

c=csc?a=a’+b*>=1+cotg’ q,
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isto é
2 - 2
csc’ a =cotg® o + 1,

para qualquer angulo a.

1.2.7 FungOes trigonométricas para angulos arbitrarios

Vi mosanteri ormentequeasf ungdedri gonométri cdsasi casdoperi ddi cade peri od®mnemn. Adi ci onalmente,
se uma funcdoé peri odi cale peri odom entdo, essa f ungadotambém é peri ddi caom peri odo2m. Logo,
podemos conclui rque todas as f ungdestri gonométri cabasi castém peri odo2rt. Assim, poderemos calcular
o valordessas f ungdes para umanguloarbi trari ce soubermos os valores dasf ungodes tri gonométri camara
angulos noi ntervald0, 2t [ ( ou[0, 360°] ), bastando para tal reduzir o angulo dado a um valor no intervalo
[0, 2t [ (ou@, 360°]).

Tal reducgdo é feita calculando-se o resto da divisdo inteira do angulo dado por 2 ou 360°. O angulo obtido
(resto da divisdo) diz-se congruente com o dngulo dado mod 2rt, ou mod360° .

Exemplo: Reduza ao i ntervalo@, 3°60°] o angulo de - 1082

Ao dividir -1080° por 360° temos um resultado igual a -3 e o resto da divisdo é 0° o que mostra que -1080°
é congruente com 0° (mod 360°).

Exemplo: Reduza aoi ntervald 2] o angulo25m /4 rad.

Ora, ao dividir 251t /4 por 2m temos um resultado igual a 3 e o resto da divisdo é 1 /4, o que mostra que 251
/4 é congruente com 1t /4 (mod 2nm).

Exemplo: Calcule cos (-1080°).
Sabemos que -1080° é congruente com 0° (mod 360). Entdo cos (-1080°) = cos 0° = 1.

Dado um circulo trigonométrico, podemos dividir o circulo em partes que sdo chamadas quadrantes, como
mostrado na figura a segui r.

//\
/ \\
// \\
/ 22quadrante 10 quadrants \\

I \
| /

\

\\ 32guadrante 40 quadrante /
Y /
\

\ 4
\ /
o e

%
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Em certas si tuagcdesé necessari oreduzi um angulo de uma f ungdotri gonométri cao 1° quadrante. Para
i sso,e recorrendo as propri edadesdas func¢destri gonométri cag possi velrelaci onaros valores que as
f ungdestri gonométri caassumem no i ntervalo[0, 2rt[ ( ou[0, 360°] )com valores no i ntervalo[0, t/2[ ( ou
[0, 90°] ) Tal procedi mentodesi gna- sgor redu¢cdode uma dada f ungaatri gonométri cao 1° quadrante (do
circulo trigonométrico). Esse procedimento pode ser conveniente, uma vez que conhecemos os valores das
di f erentes f ungdes tri gonométri cas para di f erentes angulosrquadrante.

Exemplo: Reduza ao 1° quadrante cos (180° - 359).

Tomemos cos (180° - 35°) = - cos (35°). Note que 35° pertence ao 1° quadrante.

Exemplo: Calcule sem (291t /4)
Sabemos que di vi di ndo 291 /4 por 2rté i gual a 3 com resto ( 51/4) = ( i+ Eqtdp,

sen(29rmt /4) = sen(5mt /4) = sen(nt + it /4) = -sen(n /4) = - \/5/2

1.3 Identidades Fundamentais

Na tri gonometri &xi stemalgumas i dentidadesque nos aj udamna solucdo de mui tosproblemas. Algumas
delas ja foram vistas na sec¢do anterior, a saber:

a) sena +cos’a =1
b) secca=tg’a+1
c) csca=cotg’?a+1

A segui r,aprenderemos sobre i dentidadestri gonométri cague nos auxi li ararmo calculo de f uncdesda
soma e da subtracdo de angulos quaisquer.

1.3.1 Seno da soma

Uma i mportantef 6rmuladatri gonometri @ a que estabelece o segui ntaesultado, conheci dosugestivamente
por “o seno da soma”:

sen (a + 8) = sen a cos B + sen B cos a.

Observando esta f drmulavemos que ela relaci onao seno de uma soma de anguloscom o seno e o cosseno
de cada uma das parcelas. Para nos convencermos que este resultado é verdadei roconsi deremosa figura
abaixo:
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Tridngulo C

Tridngulo B

cosysenfi =
cos@ senfi

sen{ax + f)

cos S

Trangulo A

Esta figura representa trés tri angulos:o tri anguloA, o tri anguloB e o tri anguloC, sendo que a hi potenusa
do tridngulo B tem comprimento unitdrio. Naturalmente, nessas circunstancias, o comprimento do cateto
oposto ao angulo o + 8, representado a traco interrompido, serd sen (a + 8). Mas, este valor é igual a soma
do comprimento do cateto oposto ao angulo a (que é sen a cos 8) com o comprimento do cateto adjacente
ao angulo y (que é cos y sen 8), isto é:

sen (a + B8) = sen a cos B + cos y sen B.

Comoa=y,jaquep+O=nmcome=m/2-o0aed=mn/2+y, que resulta em

n/2-a+n/2+y=nt>a=y,

a f érmula procurada fica em

sen (a + B8) = sen a cos B + cos a sen 6.

Exemplo: Mostre que sen (a — 8) = sen o cos 8 — cos a sen 8.

A partir da f drmula do seno da soma e, notando que o seno é uma fungdo i mpar e o cosseno uma funcao
par, temos que:

sen (a - 8) =sen (a + (-8)) = sen a cos (-8) + cos o sen (-6)

sen (o — B8)=sen o cos 8 — cos a sen 6.

Observagao: Esta expressao é conhecida como formula do seno da subtracao
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1.3.2 Cosseno da soma

Qutra f drmulai mportanteda tri gonometri & a que estabelece um resultado conheci dosugestivamente por
“o cosseno da soma”:

cos (a + 8) = cos a cos B - sen o sen 8.

Como se pode observaresta f drmularelaci onao cosseno de uma soma de anguloscom o seno e o cosseno de
cada uma das parcelas. Para nos convencermos de que este resultado é verdadeiro consideremos a seguinte
figura:

Tridngnlo B

Tridngulo C
________.-l- U

& = Tridngulo A
=
cos(a+ ) senysenfi=
sena senfi
- ——
v
cosarcos

Esta figura representa trés tri angulos:o tri anguloA, o tri anguloB e o tri anguloC, tendo a hi potenusado
triangulo B um comprimento unitario. Naturalmente, nestas circunstancias, o comprimento do cateto
adjacente ao angulo a + 8, serd cos(a + 8). Mas, a soma deste valor com o comprimento do cateto oposto ao
angulo y (que é sen y sen B) é o valor cos o cos 8, isto é:

cos (o +8) +seny sen B =cos a cos 6.

Deduzimos, entdo, que:

cos (a + 8) = cos a cos 8 - sen y sen 6.

Comoa=y,jaquep+=mcome=mn/2-aed=mn/2+y, que resulta em

T/2-a+/2+y =mSa=y,

a expressao, entdo, fica

cos (a + 8) = cos a cos B - sen o sen 8.

Exemplo: Mostre que cos (a - 8) = cos a cos 8 + sen o sen 6.
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Com base na f drmula do cosseno da soma e notando que o seno é uma f ungdo i mpar e o cosseno uma
funcao par, deduzimos que:

cos(a-PB) =cos(a+(-B)) =cosacos(-B) -senasen(-P)

cos (a-B) =cosacos P +senasenp.

Observagao: Esta expressao é conhecida como formula do cosseno da subtracao

1.4 Equagoes trigonométricas

Em di versasci rcunstanci apode ser util resolver equacdes proveni entesde f un¢destri gonométri casNa
sequénci a estudaremos algumas técni cas destinadas a resolu¢do deste tipo de equacao.

1.4.1 Equacao do tipo sen x =sen a

Vamos supor que pretendemos determinar os valores de x que satisf azema equagdosen x = sen a, para certo
angulo a conheci do. Tendo em conta as propri edades da f ungao seno sabemos que:

sen x =sen a
se

X =a + 2k, com k inteiro,

jaqueafuncgdoseno é peri ddi ca de peri odo f undamental 2. Por outro lado, se:
sen x =sen a,
também

senx=sen (- a),

novamente, devido a periodicidade da funcdo seno

X =1 - o + 2k, com k inteiro.

Assim, os valores x que satisf azem a equacao
senx=sen a
serao

X=a+2nt Vv x=m-a+2mm, comne m inteiros,
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em que Vv, significaai nser¢cdo das duas solugdes.

Na figura abai xo estdo i lustradas as solu¢des i ndi cadas.

Fungao Seno

N/ |
6 / : \ /fm \

04

ol xa \l FIu’ tn..,];%; :
NN WY RS
\ | L]
06h \ / \ / L

y | \\ / '

2 B3 Anfl m  2xfl =3 w2 2x)3 = 4xl) Sn/3  2n

08

Exemplo: Resolva a equagdo sen x = sen /4.
Como vimos acima, a solucdo desta equacdo serd
X=m/4+2nn v x=n—mn/4+2mm, comnemintei ros <

X=1/4 +2nrt v x = 3n/4 + 2mm, com n e m inteiros.

Exemplo : Resolva a equacdo sen x = 0.

Como, sen x =0 <> sen x = sen 0° pois sen 0 = 0.

Entdo, tendo em conta a solucdo conhecida para a equacdo anterior
x=0+2nt v x=mn-0+2mm,comnemintei ros <

X=2nm v X=7m+2mm, comnemintei ros <

x = krit, com k inteiro.

1.4.2 Outras equagoes

Consi deremos agora o problema de determi nar os valores de x que satisf azem a equacao:
cos X = cos a

para um certo angulo a conheci do. Levando em conta as propri edades da f ungdo cosseno sabemos que,
CoS X = cos a

se
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X = a + 2k, com k inteiro,
jaqueafungado cosseno é peri édi ca de peri odo f undamental 2it. Por outro lado, se
COS X = COS Q,
também

cos x = cos (-a),

de onde se deduz, novamente a periodicidade da funcdo cosseno, que

X = —o + 2k, com k inteiro.

Assim, os valores x que satisf azem a equagdo

cosx=cosa

serao

X=a+2nm Vv X=-a+2mm, comn e m inteiros.

Notando que sec x = 1/cos x e cscx = 1/sen x, o lei torpodera veri ficalf aci Imenteue as solugcdesdas equagdes
do tipo

secx=seca

CSCX =Ccsc a
sdo respectivamente

X=a+2nm Vv X=-a+2mim, comn e m inteiros.

X=a+2nt Vv x=m-a+2mm, comne m inteiros.

Quanto as equagdes do tipo
tgx=tga
ou

cotg x = cotg a
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as solugoes serao
X = o + ki, com k inteiro

o que atende a periodicidade it destas ultimas f ungdes.

Exemplo: Resolva a equacgdo cos x = cos i/3.
Como vimos, a solucdo desta equacdo serd

X =1/3+ 2nm v x = -1i/3+ 2mrm, com n e m inteiros.

Exemplo: Resolva a equagdo cos x = sen /3.
Comecemos por observar que

sen /3 = cos(r/2 — /3) = cos /6.

Entdo, resolver a equacdo em questdo é equivalente a resolver a equacao
cos x = cos /6
cuja solucdo sera

x =m/6+2nmt v x = -1/6 + 2mm, com n e m inteiros.
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Capitulo 2

Numeros
Complexos

2.1 Introdugdo

Vamos i ni ci aste capi tulopensando um pouco sobre os outros tipos de nimeros. Temos 0s numeros
Naturais, nUmeros Inteiros, nUmeros Racionais, numeros Irracionais e niumeros Reais.

O surgimento dos numeros Naturais estd relacionado a necessidade do homem de relacionar objetos a
quantidades. Os elementos que pertencem a esse conj unto sdo:

N={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, ...}
Ozero surgi u posteri ormente, com a finali dade de expressar algo nulo no preenchi mento posi ci onal.

A proposta dos numeros naturai sera si mplesmentea contagem. No comérci osua utili zagdacesbarrava
nas si tuagdesem que era preci soexpressar prej ui zosAssi m,com o i ntui tale resolver tal si tuacao,os
matematicos da época, cri aram o conj unto dos niumeros i ntei ros, si mboli zado por:

z={.,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}

Agora com este conjunto os lucros e/ou prejuizos comerciais podiam ser calculados. Por exemplo:
30 - 35 =-5 (prejuizo)

—87 + 107 = 20 ( lucro)

—1030 + 1010 =— 20 ( prej ui zo)

Com o avangodos calculos, o conj untodos nimeros i ntei romdo satisf azi anai salgumasoperagdes.Assi m,
f oinecessari oestipular outro conj untode nimeros, que f oidenomi nadoconj untodos nimeros raci onai s.
Para estipular esse conj untof oinecessari ouni ro conj untodos nimeros naturai scom o conj untodos
numeros inteiros mais os numeros que podem ser escritos em forma de fracdo ou em forma de niumeros
decimais.

Q={...;-6; ...;-3,2;, ...;-1,...;0;,...;3,92;, ...;5; ...}

Em algumas si tuagcdesos numeros deci mai 3o podem ser representados na formade fragcdo.Assi m,
esses numeros ndao pertencem ao conjunto dos racionais, eles fazem parte do conjunto dos numeros
i rraci onai fesse conj untoexi stemalguns numeros de extrema i mportanci @ara a Matematica, como,
por exemplo, o nUmero pi (aproximadamente 3,14).

A unido dos conjuntos dos niumeros Naturais, o conjunto dos Inteiros, o conjunto dos Racionais e o conjunto
dos Irracionais forma o conjunto dos nimeros Reais.

O conj untodos numeros Reai sfoicri adoao longo de todo o processo de evolugcdoda Matematica,
atendendo a sociedade em suas necessidades. Uma dessas necessidades é originaria da necessidade da

Fundamentos da Matematica Elementar 1 39



resolucdo de uma equacdo do 2° grau. Como ilustracdo resolveremos a seguinte equacdo 2x2 + 2x + 6 = 0,
aplicando a formula de Bhaskara:

N

X
2a
e 2427 —4x1x5
2x1
e —2+4/-16
2

Percebemos que, ao desenvolver a formula de Bhdskara, nos deparamos com a raiz quadrada de um nimero
negativo, o que torna i mpossi vel resolucdodessa rai zquadrada dentro do conj untodos Reai s,poi sndo ha
um numero negativo que elevado ao quadrado f ornegacomo resultado um nimero negativo. A resolugcao
desse problema sé f oiresolvi dacom a cri acaados numeros complexos. O conj untodos numeros Complexos
é representado pela letra C e a forma de representacao mais conhecida com o nimero da letra i (denominado
unidade imaginaria), sendo designada nesse conjunto a seguinte fundamentacgdo: i = -1.

Alguns estudos sobre esses numeros levaram os matematicos ao calculo das rai zesquadradas de nimeros
negativos, pelo f atode utili zar termo i %= - 1,que também é conheci docomo nimero i magi nari @bserve
o procedimento:

V=16 ==1x16 ==1x4* =1 x4

Temos:
J-1=i
Ja =4
Assim,

J-16 = 4i

Logo, o conjunto dos numeros Complexos é o maior conjunto numérico existente.
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em que: N: é o conj untodos numeros Naturai s;Z: é o conj untodos nimeros | ntei rosQ: é o conjunto dos
numeros Raci onai sf: é o conj untodos numeros | rraci onai §: é o conj untodos numeros Reai s;e C: é 0
conjunto dos niumeros Complexos.

2.2 Suas representacoes algébricas e geométricas

Os numeros complexos podem ser representados tanto algebricamente como geometricamente. A seguir,
vamos ver como sao f ei tas essas representagdes.

2.2.1 Representagdes algébricas

Os numeros complexos sdo formados por um par ordenado (a, b) onde os valores de a estdo situados no eixo
x (abscissa), que é denominado de eixo real, e os valores de b no eixo y (ordenadas), que é denominado de
eixo imaginario. Sobre o eixo x marcamos os pontos relacionados a parte real do nimero complexo e sobre
0 eixo y os pontos relacionados a parte imaginaria.

R
0 a x

Sejam (a, b) as coordenadas do ponto de P, que refere-se a um nimero complexo. A forma algébrica pela qual
i remosrepresentar um numero complexosera a + bi de modo que a e b € R. O plano no qual representamos
os complexos é chamado plano de Argand-Gauss.

A grandevantagemda f ormade representagaoalgébri cale um nimero complexoé pratici dadee af aci li dade
de calculos.

Chamamos de unidade imaginaria e indicamos por i o ponto (0,1) e sua propriedade basica é i*=- 1.

Assim temos que:

=1 =i 2=(1).=1
i'=i P=it.i=1.i=i
P=- P=it.2=1.(-1)=-1
P=.i=-1.i=- 7= P=1(-)=-i

Observe que as quatro poténcias de i na coluna da esquerda se repetem nos quatro casos seguintes na
colunadadireita(1, i, -1, -i). Esseci clo se repete i ndefini damente.

Mas, geralmente, para todo n € N, temos que:

i"=1 il = i =1 i = i
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A segui rdefini remosas partes que formamum numero complexo z = g + bi. Chamaremos z um numero
complexo qualquer; a é a parte real do nimero complexo z, representado por Re (z) b é a parte imagindria
do numero complexo z, representado por Im (z).

Abai xoapresentamos alguns exemplos de como i dentificara parte real e a parte i magi naride um numero
complexo:

z=-4+2i
Re(z) =4
Im(z) =2
z=-15+1j
Re(z) = -15
Im(z) =1

z=1/2+(1/3)i
Re(z) =1/2
Im(z) =1/3

Assim, os valores (coordenadas) a e b podem assumir qualquer valor do conjunto dos numeros reais e,
dependendo do valor que as coordenadas assumirem, o nimero complexo receberd um nome diferente:

Quando a e b forem diferentes de zero dizemos que o niumero complexo é imaginario. Por exemplo: z=7 +
10i

Quando o valor de a é igual a zero e o valor de b é diferente de zero dizemos que o nimero complexo é
imaginario puro, por exemplo: z=0 + 10i = 10i

Quando a for diferente de zero e b igual a zero dizemos que o nimero complexo sera real, por exemplo: z =
7-0i=7

Na sequéncia, apresentaremos outros exemplos:

Exemplo: Determi ne o valor de k para que z =(k-6) +(7k)i, sej aum:

a) Numero Real

Para que o complexo sej a um numero real devemosfazerb=0ea#0.
k-620e7k=0

entao:

k#z6ek=0

b) Imaginario puro

Para que um numero complexo sej ai magi ndriopuroa=0e b # 0, entdo podemos di zer que:

k—-6=0e7k#0
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entdo:

k=6ek=z0

2.2.2 Representagdes trigonométricas

Seja um ponto P no plano cartesiano associado ao numero complexo z = a + bi. A parte real pode ser
representada por um ponto no ei xoreal ( ei xa) ,e no ei xovertical ( ei xg) .Representamos por um ponto, a
parte imaginaria.

Observe a seguir, representacdo geométrica dos nimeros complexos:

Com base na representacao geométrica, podemos calcular a distancia entre os pontos O e P, que chamaremos
de o, ( letra grega: r6). Ao apli carmos o Teorema de Pi tdgoras no tri angulo retangulo, temos que:

pr=a’+b> > p=+a’+b’

Omoaddulo de z é representado pela grandeza 0, mas também pode ser representado por [z/ (/z/=p).

A angulo @ (0< @ < 2n) ,f ormadopelo ei xoreal e a reta do segmento OP, é chamado de argumento de z (z
# 0), sendo indicado por Arg(z). Com base nestas defini ¢cGespodem- seestabelecer as segui ntesrelagdes na
interpretacdo geométrica dos complexos:

0= Arg(z)
cos(d) = a
Jo,
sen(f) = b
Yo,
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Exemplo: Calcule

i) Mddulo

a=1leb=2

isso implica que:

(o)

modulo e o argumento do numero complexo

poa b —FR

p=A5

0 =Arg(z)
cos(f) = % = g
sen(0) = % = g

0=

Z
4

Ograéfico que representa o nUmero complexoz =1+ 2 é:

z

44
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Sabemosque um nimero complexopossuif ormageométri cd guahz=a+bi gm que arecebe adenomi nagao
de parte real e b parte i magi naride z.Por exemplo, para o nimero complexoz =3+ 5i temosa=3eb=5

ou Re(z) =3 e Im(z) = 5. Os numeros complexos também possuem uma forma trigonométrica ou polar, que
sera demonstrada com base no argumento de z (paraz #0).

Anteriormente vimos a representa¢do geométrica de um numero complexo. Considere, o nUmero complexo
z=a+bi,em que z # 0, e consequentemente que:

cos(d) =2 sen(0)=2
p p

Assi m essas relagGes podem ser escri tas da segui nte f orma:

a= pcos(f)

b= psen(0)

Substitui ndo esses valores dea e b em z=a + bi.

z=pcos(9)+ psen(@)i > z=p(cos((9)+isen(67))

Essa é f orma tri gonométri ca de um nimero complexo e tem grande utili dade em alguns calculos.

Exemplo: Represente o nimero complexo z = 1 +i na forma trigonométrica.

Resolucao:

Temosquea=1eb=1

p=1I+1
=2
cos(@)zizﬁ
2 2
sen(@)zizﬂ
V22

portanto, @ = 45°
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Assim, a representacao tri gonométri ca do complexoz =1+i é:

z2=+[2 (cos(45°) +i sen(45°))

Exemplo: Represente trigonometricamente o complexo z=—+/3 +i .
Resolucao:
Temosquea=—3 eb=1

p=(=3)+1°
p=~4=2
3

cos(f) =——
2
1
sen(0)=—
2
portanto, @ =150°
Assim, a representacdo trigonométrica do complexo z = —+/3 +i é:

z =2 (cos(150°) +i sen(150°) )

2.3 Operagoes envolvendo nimeros complexos

Os nimeros complexos sdo escritos na sua forma algébrica a + bi. Sabemos que a e b sdo numeros reais e que
o valor de a é a parte real do nimero complexo e que o valor de bi é a parte imaginaria do nimero complexo.

Com esses numeros podemos ef etuaras operagdesde adi ¢aosubtragado,multipli cacdaee di vi sd@mbedecendo
a ordem e caracteri sticas da parte real e parte i magi nari a.

2.3.1 Oposto
No conjunto dos nimeros reais o seu oposto é o seu simétrico: o oposto de 10 é -10; o oposto de -5 é +5. No
caso dos numeros complexos, essa mesma regra deve ser respeitada. Assim, o oposto do nimero complexo

zserd—z.

Exemplo: Dado o nimero complexo z = 10 — 2i, o seu oposto sera: -z =- 10 + 2i.
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2.3.2 Conjugado

Quando representamos o numero complexo pelo oposto da parte imaginaria, determinarmos o conjugado
de um numero complexo. Assim, o conjugadode z=a + biserd z =a - bi

Exemplo:
z=7—7i, 0seu conjugado sera: Z =7+7i

z=—-—3-17i, o seu conjugado sera: ; =3+17i

2.3.3 Igualdade

Dois numeros complexos serdo iguais se, e somente se, respeitarem a seguinte condicao:

1) Partes imagindrias iguais

2) Partes reais iguais

De uma forma geral, dados os numeros complexos, quaisquer, z, =a +biez,=d +ei, z, e z,, eles serdo iguais
se, somente se, a =d e bi = ej.

Observagoes:

1) A soma de numeros complexos opostos serd sempre igual a zero: z + (-z) = 0.

2) Oconj ugado do conj ugado de um nimero complexo serd o propri o numero complexp= z

3) Ndo é possivel estabelecer a relacdo de ordem no conjunto dos nimeros complexos, e assim ndo podemos
dizer qual nimero é maior.

Exemplo: Dado o nimero complexo z =- 2 + 6i, calcule o seu oposto, o seu conjugado e o oposto do conjugado.
Oposto:-z=2-6i

Conjugado: ;= -2-6i _
Oposto do conjugado : -z = 2+6i

Exemplo: Determine a e b de modo que -2 +9; =q + bi .

Precisamos estabelecer a propriedade da relagdo de igualdade entre eles. Temos ainda que: g + bi = a — bi
Entdo:
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2.3.4 Adigao

Dados dois numeros complexos quaisquer z, = a + bi e z, = ¢ + di, ao adicionarmos teremos:

z,+z,=(a+bi)+(c+di)=a+bi+tc+di=a+c+bi+di=(a+c)+(b+d)i

Portanto, z1 + z2 = (a + c) + (b + d)i.

Exemplo: Dados dois numeros complexos z, = 6 + 5i e z, = 2 — i, calcule a sua soma:

(6+5i)+(2-i)=6+5i+2—-i=6+2+5i—i =8+ (5-1)i=8+4i

Portanto, z, +z,=8 + 4i.

2.3.5 Subtragao

Dados dois numeros complexos quaisquer z, = a + bi e z, = ¢ + di, ao subtrairmos teremos:

z,-z,=(a+bi)-(c+di)=a+bi—c—di=a—c+bi—di=(a—c)+(b-d)i

Portanto, z, -z, = (a - c) + (b - d)i.

Exemplo: Dados dois numeros complexos z, =4 + 5i e z, = -1 + 3i, calcule a sua subtragdo:

(4+5i)—(-1+3i))=4+5i+1-3i=4+1+5i—-3i=5+(5-3)i=5+2i

Portanto, z, -z,=5+ 2i.

2.3.6 Multiplicacao

Dados dois numeros complexos quaisquer z, = a + bi e z, = ¢ + di, ao multipli carmos teremos:

z1.22 =(a +bi). (c+di)=ac+adi+ bci +bdi2 =ac + adi + bci + bd (-1)

=ac+adi+ bci—bd =ac - bd + adi + bci = (ac - bd) + (ad + bc)i

Portanto, z, . z, = (ac + bd) + (ad + bc)i.

Exemplo: Dados dois numeros complexos z, =5 +ie z,=2 -1, calcule a sua multipli cagdo:
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(5+1i).((2-1i)=5.2-5+2i—-i#=10-5+2i+1=10+ 1 -5+ 2i =11 - 3i
Portanto, z,.2,= 11-3i.

2.3.7 Divisao

Ao di vi di rmodoi s numeros complexos devemos escrevé-losem forma de fragdaoe multipli carmos o
numerador e o denominador pelo conjugado do denominador. Veja como:

Dados dois numeros complexos z, e z,, para efetuarmos a divisdo dos dois devemos seguir a seguinte regra:

A4 5

Z, 2z, z

Exemplo: Dados dois nimeros complexos z, = 3 + 2i e z, = 4i, calcule a divisdo de z, por z,

z, 3+2i 342 (—4i) -12i-8° -12i+8 8 12i 1 3i

z, 4 4i (-4i)  -16i 16 16 16 2 4

Portanto,

Exemplo: Dados dois nimeros complexos z, = 1 +i e z, = 1+2i, calcule a divisdo de z, por z,

zp 14 1+i (1-20) 1-2i+i-2i" 1-i+2 3-i

z, 1420 1420 (1-2)  1-4*  1+4 5

Portanto,

De uma forma geral podemos demonstrar a divisdao de dois nimeros complexos por:
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Dado z, =a + bie z,=c + di a divisdo de z, por z,sera:

zy _a+bi (c—di) _ ac — adi + cbi — bdi’

zZ, c+di'(c—di)_ ct—d*i’
z; _ac+bd+cbi—adi _ac+bd+(cb—ad)i
z, c+d? c+d?

2.4 Potenciagao e radiciagdo de nimeros complexos

2.4.1 Potenciacao

Em mui tassi tuagOesé necessari ocalcular a poténci ade um nimero complexo. Para tal, é aconselhdvel
escrevé-lo na forma trigonométrica.

Sendo assim, consideremos o numero complexo nao nulo:

z =a+bi=p(cos(¢9) +isen(@))

e onumero n €N. Dessa forma, escrevemos:
2"=222.2

ou
z =p-p-p---p(€05(t9) +isen(@)).(cos(B) +isen(@))....(cos(@) +isen(B).
Dai, pelas propriedades trigonométricas, temos que:
2= p'lcos(0+6+0+..+0) + i*sen(@+0+0+..+0)],
e concluimos que:
Z'=p" [cos(n@) + i*sen(n@)]
Essa igualdade é chamada 12 Formula de Moivre.

Em si tuagdegque envolvem(a + bi)", essa expressaoé mui toi mportante.Caso ndo exi stissedeveri amosusar
0 bi ndbmi o de Newton, o que acarretari a em cdlculos trabalhosos.

Observagdo: para utilizar a formula de Moivre para calcular a poténcia de um numero
complexo, deve-se escrever 0 numero complexo na sua forma  trigonométrica.

Exemplo: Dado o complexo z =— 2 — 2i, calcule z%°.

Temosquea=-2eb=-2
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cos(0) = =2 —Q
w2 2
sen(0) = =2 _ —Q
22 2
portanto,
0 =225= 7
4

Assim, representagdo trigonométrica do complexoz=-2-2j é:
z =2\/§ (cos(STfr) +i sen(%”))
Logo,
410 = (2\/5)10 [cos(10.57”) + i*sen(10.5Tﬂ)]
710=21025 [cos(20z ) + i*sen(30z )]
Z0=215 [cos(%Tﬂ) + i*sen(zSTﬂ)]
222" [cos(12 7 + £) +i*sen(12 77 + Z)]
70=015 [cos(z) +i*sen(z)]
7190=2 15 [0 + j*1]

710 =j* 15

Exemplo: Dado o numero complexo z = -1 —4/3i, determine z%°.

Temosquea=-1eb=-y/3

p =y +(—B)
p=~4=2

1
cos(f) = 3
sen(0) = —?

portanto,
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9:240":4—7T

Assim, a representagdo trigonométrica do complexo z = -1 —f3i é:
z=2 (cos(4z) +i sen(4z))

Logo,

7% =2% [cos(15. 4Trr) +i*sen(15. 47”)]

215=21025 [cos(6OTﬂ) + i*sen(@Tﬂ)]

215 =21 [cos(20x) + i*sen(207)]

7 =215 [cos(y) + i*sen(o)]

75 =21 [1 +j*0]

715 =015

2.4.2 Radiciagao

Dado um niimero complexo z, chama-se raiz enésima, e denota-se por %/ , um nimero complexo z, tal que

n— 5.
Zk =2

(/7=Zk(—>Z=ZZ

Assim, imediatamente surge uma duvida: “quantas sdo as raizes enésimas de z e como determind-las?”. Para
responder a esta pergunta, suponha um nimero complexo:

z=p(cos(9) +isen(@))
e um numero natural n (n22), e entdo queremos determinar todos os complexos z, tal que ¢/; =z,.
Sendo z,, um numero complexo, ele pode ser escrito da seguinte forma:
z, =r ( cos(w) + i sen(y)).
Assim, precisamos determinar o valor de r e w.
Assi m, utili zando a 12 Formula de Moi vre temos que:
2" =z=r"(cos(nw) +isen(nw)) = p( cos(0) +isen(0))

Desse modo, é necessario que:

r'=p—or= Q/;
cos(nw) = cos(#) 0 2krx
>mw=0+2kr >w=—+—
sen(nw) =sen(6) n o n
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Dessa forma,
z, =r(cos(w) +isen(w))

=4p (cos(—+—)+lsen(g+2kT7[))

gue é chamada 22 f drmula de Moi vre.

Observacdo: Para se obter todos os z,, basta fazer k = 0, 1, 2, 3, ..., n-1, pois o n valores de w sdo ndo
congruentes por estarem todos no intervalo [0,2r]

Exemplo: Calcular a raiz quadrada de z =-1.

Temos que: £ =1 ¢ O=r
Assim,
2T =Vicos(Z + 27 4 i sen(Z 1+ 2K
2 2 2 2
- (cos(% k) + isen(% + k)
Assim,

= (cos(%) +i sen(%)) =i

z = (cos(% )+ isen(% 7)) =i

Exemplo: Calcular as raizes quartas de z = -8 + S\Bi.

Temos que: P =16 ¢ 9:2_7T
3

Assim,

Iw\u

e

2km 2z 2kn
+isen| +——1)
4 4 4
km) . n kr
+— |+isen| —+—)
2 6 2

z, =2(cos (%) +isen (%j) =3 +i

NS

Z, = 2(003(

Assim,
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3 3

4 =2(cos(2ﬂj+isen(2ﬁ>:—1+i\/§

~J
-

Z, :2(cos(%j+isen(% =—3-1i
T

Z, = 2(c0s( )+isen[5?j) =1-i3

w|g
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Capitulo 3

Equacgoes
Polinomiais

3.1 Introdugao

O obj etivodeste capi tuloé o estudo das equacgdes algébri cas( i steé, equa¢des da formap( x)= 0, onde p
€ uma f uncdopoli nomi al)Equagdes desse tipo ocorrem naturalmente nas apli cagdescomo no exemplo a
seguir:

Exemplo: Cortando-se quadrados em cada canto de uma folha de papeldo quadrada, com 18 cm de lado, e
dobrando- seconf ormea figura, obtém- seuma cai xaetangularsem tampa. Qual deveser olado do quadrado
a ser recortado para que o volume da caixa seja igual a 400 cm3?

L X N
x| ‘\%

As di mensdes da cai xa f ormada quando se recorta um quadrado de lado x sdo dadas por:
Di mensdes da base: 18-xe 18-2x,
Altura da caixa: x;
Logo o volume da caixa é (18-2x)*x e a condicdo estabelecida pelo problema é expressa pela equacdo:
(18-2x)’x=400
ou, equivalentemente,
43— 72x°+324x — 400 = 0
ou, ainda

x3—18x*+81x—-100=0
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3.2 Polindmios

3.2.1 Definigoes

Para poli ndbmi opodemos encontrar vari agefini ¢dedi f erentesomo: Poli nbmi @ uma expressaoalgébri ca
com todos os termos semelhantes reduzidos.

Dada a sequéncia de nimeros complexos (a, a, a,... ,a ), consideremos a fun¢do f1€ —C gada por
f(x)=a,+ax+a,x’+..+ax". A fungdoé denomi nadafungdopoli nomi alou poli némi cassoci ada a
sequéncia dada.

Os nimeros a, @, a,... ,a, sdo denomi nadoscoefici entese as parcelas a,, a,x, a,x* e a,x" sdo chamadas
termos do poli nébmi ¢.

Exemplos: As segui ntes apli cagdes sdo poli ndbmi os
1) f(x)=1 + 2x + 3x*-5x°, onde a =1, a,=2,a,=3 ea=-5
2)g(x)=1+7x’,ondea,=1,a=0a,= a=0ea,z=7

3) h(x)= 5x + 3x* -5x°, onde a =0, a,=5, a,=3 e a,=-5

3.2.2 Igualdade

Bom, o préxi mopasso sera defini ra i gualdadede poli n6bmi osmas antes temos que saber a defini ¢aode
poli n6mi aulo. Podemos di zemue um poli nd6mi @& nulo ( oui denticamentenulo) quando f assume o valor
numeérico zero para x complexo, ou seja:

=0« f(x)=0,vxe(C

Apreendi da esta defini ¢dopodemos di zerque doi spoli nOmi o e g sdo i guai { oui dénticos)quando
assumirem os mesmos valores numéricos para qualquer valor de x complexo:

f=g f(x)=g(x),VxeC

Assi m,doi spoli n6mi ofe g sdaoi guai se, e somente se, os coefici entesde f e g f oremordenadamente i guai s.
Seja

X)=a,+ax+ax*+..+ax"
0 1 2 n

g(x)=b, +bx+b,x* +..+bx"
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Assim, f(x) e g(x) serdo iguais se a, =b,, a,=b,, a,=b,,...,a,=b

n

Exemplo: Calcular a,b e ¢, sabendo-se que x?- 2x+1 = a(%x+1) +( bx+c) (x+1) .
Eliminando os parénteses e somando os termos semelhantes do segundo membro temos:
x2-2x+1 = ax’+ax+a+bx*+bx+cx+c
1x?-2x+1 = (a+b)x*+(a+b+c)x+(a+c)

Agora i gualamos os coefici entes correspondentes:

a+b=1
at+b+c=-2

a+c=1

Substitui ndo a 12 equacdo na 22:
1+c=-2 => c=-3.

Colocando esse valor de ¢ na 32 equacao, temos:
a-3=1 => ag=4.

Colocando esse valor de a na 12 equacdo, temos:
4+b=1 => b=-3.

Resposta: a=4, b=-3 e c=-3.

3.2.3 Operagoes

Em mui tassi tuagGestemos doi spoli ndmi og desej amosreali zamlgumas operagdes ari tméticas,o que serd
defini do a segui .
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3.2.3.1 Adicao

Suponha que estamos interessados em fazer a soma de f(x) + g(x)= (f+g)(x). Para i sso utili zaremoso
procedi mentoque envolvea técni cade redugaode termos semelhantes, j ogade si naloperagcdesenvolvendo
si nai s guai & si nai i f erentes.Observe os exemplos a segui r,consi derando os segui ntespoli ndbmi os
f(x)=4+3x+x" e g(x)=5-3x" +x".

f(x) + g(x)=(4+3x+x?)+(5-3x*+x*)= 4+3x+x? + 5-3x*+x*
=(4+5)+( 3x)+( x*-3 x*)+( x*)
=9 + 3x -2 x>+ x*

De uma forma geral, dado:

f(X)=a,+ax+ax’+..+ax

g(x)=b, +bx+b,x* +..+bx"

Teremos que:

(f+8)x)=(a,+by)+(a, +b)x+(a, +b2)x2 +...4+(a, +b,)x"

3.2.3.2 Subtragao

Tendo em vista a operacao anterior e seguindo a mesma técnica de reducdao de termos semelhantes, jogo
de si nal,operagdes envolvendosi nai $ guai & si nai sli f erentestemos que a subtracdode doi spoli n6mi os
f(x)=4+3x+x" e g(x)=5-3x"+x" é:

f(x) - g(x)=(4+3x+x%)-(5-3x?+x*)= 4+3x+x?— 5+3X-x*
=(4-5)+( 3x)+( x*+3 x?)+(- x*)
=-1+3x+4 x> x*

De uma forma geral, dados
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f(x)=a,+ax+a,x’ +..+ax"

g(x)=b, +bx+b,x* +...+b x"

Teremos que

(f —g)x)=(a,—b,)+(a,—b)x+(a, _bz)xz +..+(a, —b,)x"

Exemplos: Consi derandoos poli ndmi of(x) = 6x3 + 5x? — 8x + 15, g(x) = 2x> — 6x?—9x + 10 e h(x) = x3 + 7x* +
9x + 20, Calcule:

f(x) +g(x) + h(x)

Se D(x) ¢ divisor de P(x) < R(x)=0

(6x3 + 5x%—8x + 15) + (2x3 — 6x%>— 9x + 10) + (x> + 7x?+ 9x + 20) =
6x3+5x2—8x+ 15+ 23— 6x?—9x + 10 + x> + 7x*+ 9x + 20 =
6x3+2x3+ x>+ 5x?— 6x2+ 7x?—8x—9x + 9x + 15+ 10+ 20 =
9x3 + 6x2—8x + 45

Assim,
f(x) + g(x) + h(x) = 9x* + 6x>— 8x + 45

b) f(x) - g(x) - h(x)

(6x3 + 5x%—8x + 15) — (2x3 — 6x%— 9x + 10) — (x> + 7x?+ 9x + 20) =
6x3+5x2—8x+15-2x3+6x2+9x — 10— x3>—7x*—9x - 20 =
6x3—2x3— x>+ 5x? + 6x2 — 7x*—8x + 9x —9x + 15-10-20 =
6x3—3x3+ 11x?—7x?—17x +9x +15-30 =

3x3+4x?—-8x—-15
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Assim,
f(x) - a(x) - h(x)= 3x* + 4x* - 8x — 15

3.2.3.3 Multiplicagao

Paraf azem multipli caga@ntre mondmi os poli ndmi oapli camos propri edadedi stri butivda multipli cagao.
Por exemplo, suponha que estejamos interessados em f(x) = 3x? por g(x) = 5x° + 8x* — x . Assim,

f(x).g(x)=(3x?) . (5x3 + 8x*—x) = (3x?. 5x°) + (3x?. 8x?) — (3x? . x) = 15x° + 24x* — 3x°

De uma forma geral, dados

f(xX)=a,+ax+ax’+..+a,x"

g(x)=b, +bx+b,x* +...+b x"

Teremos que:

b )xm+n

m-n

(f2)(x) = (ayh,) + (ayh, + aby))x + (a,b, + ab, + a,b,)x* +...+(a

Exemplo: Faca a multipli cacdo déf(x)= (x — 1) por g(x)= (x* + 2x - 6)
(fa)(x) =(x—1).(x*+2x-6)=x*> . (x—1)+2x . (x—1)—6.(x—1)
=(x3=x?) +(2x? = 2x) — (6x—6) =x3—x?+2x* - 2x—6x + 6

=x*+x*-8x+6

3.2.3.4 Grau de um polindmio

Teri amogjueaprenderagorasobrealltimaoperagcaoentrepoli ndmi ogdi vi sdopasantespreci samosprender
sobre como determi naro grau de um poli némi oPara i ssosuponha que f(x)=a, +a,x+a,x* +...+a x" seja
um poli némi @do nulo. Chama- segrau de f, representado por df ou gr f, o numero natural p tal que a,# Oe
a =0 paratodoi>p. Assim, ograude um poli némfié@o i ndi ce do “ultimo” termo ndo nulo dé
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Exemplo: Determi nar o grau dos segui ntes poli nbmi os:

a) fix)=4+7x+2x3-6x* > Of=4
b) f(x)=-1+2x+5x*> > 0f=2
c) fix)=1+5x-3x*+(a-4)x> > 0f=2,sea=4o0udf=3,seaz4

Propriedades

1) Sef, g e f+g sdo poli nébmi osndo nulos, entdo o grau de f +g € menor ou igual ao maior dos nimeros
Jdf ou dg.

2) Sefegsdopoli ndbmi omdonulos, entdoo graude fg é igual a soma dos graus de fe g ( d(fg) =0f + 9g).

3.2.3.5 Divisao

Sej amdoi spoli n6mi o#(x) e D(x), com D(x) ndo nulo. Efetuar a divisdo de P por D é determi nardoi spoli né
mios Q(x) e R(x), que satisf acam as duas condi ¢des abai xo:

12) Q(x)D(x) + R(x) = P(x)
22) R < 0D (ou R(x)=0)

P(x) | D(x)
R(x) O

Nessa divisao:

P(x) é o dividendo.
D(x) é o divisor.
Q(x) é o quociente.

R(x) é o resto da divisdo.
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Observagdo: Quando temos R(x)=0 dizemos que a divisdo é exata, ou seja, P(x) é divisivel por D(x) ou D(x) é
divisor de P(x).

Para reali zam di vi sdde doi spoli n6mi osexi stemvari asmanei ras.A pri mei rgue estudaremos é conheci da
por método da chave. Para entender esse método, suponha que estejamos interessados na divisdao de P(x)
=x*+ x3- 7x*+ 9x - 1 por D(x) = x> + 3x - 2. Para realizar esta operacdo deve-se proceder da seguinte forma:

1° Grupo de operagdes

. . ~ 4 ’ . . .
Formamos o primeiro termo de Q(x) pela operacdo x_:xz e construimos o primeiro resto parcial
2
X

R (x) = P(x)—x’D(x) =-2x"—5x> +9x—1, que tem grau maior que 9D.

2° Grupo de operagbes

3

Formamos o segundo termo de Q(x) pela operacdo =-2x e construimos o segundo resto parcial

R,(x) =R (x)—(-2x)D(x) = x* +5x -1, que tem grau maior que dD.

3° Grupo de operagbes

2
Formamos o terceiro termo de Q(x) pela operagdo x_2:1 e construimos o terceiro resto parcial
X

Ry(x)=R,(x)—1D(x)=2x+1  que tem grau menor que D e, portanto, esta encerrada a divis3o. A respos-

taé: Q(X)=3x>+4x-1eR(x)=-3x+2

Asegui r apresentamos a di sposi ¢ao pratica das operagdes reali zadas anteri ormente:

X =7x+9x—1 X +3x—2

—x* =3x +2x° ¥ =2x+1 - 0O®K)
—2x"—=5x" +9x -1

+2x° +6x* —4x

x*+5x—1
—x?—3x+2
2x+1 — R(x)
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Veri ficamos que:

x4 x0T +9x-1 = (X7 +3x-2) (X -2x+1) + (2x+1)
[ —
P(x) D(x) 0(x) R(x)

Na sequénci atratamos da di vi sade um poli n6mi @or um bi ndmi @a f ormaax+b. Para isso, consideremos
a divisdo de P(x)=4x3-2x+3 por D(x)=2x-1.

Utili zando o método da chave temos:

4x* —2x+3 2x—1

—4x* +2x 2x

Logo: R(x)=3

A raiz do divisor é 2x-1=0 => x=1/2.
Agora calculamos P(x) para x=1/2.
P(1/2) = 4(1/4) — 2(1/2) + 3= 3
Observe que R(x) =3 =P(1/2)

Portanto, mostramos que o resto da divisdo de P(x) por D(x) é igual ao valor numérico de P(x) para x=1/2, isto
é, a raiz do divisor.

Assim, temos os seguintes teoremas:

Teorema do resto: O resto da di vi sdde um poli ndmi &( x )pelo bi ndmi ax+b é igual a P(-b/a), em que —b/a
€ a raiz do divisor.

Exemplo: Calcule o resto da divisdo de x?+5x-1 por x+1.
Achamos a raiz do divisor:

x+1=0 => x=-1
Pelo teorema do resto sabemos que o resto é igual a P(-1):

P(-1)=(-1)*+5.(-1)-1 => P(-1) =-5 =R(x)

Fundamentos da Matematica Elementar 1 63



Portanto R(x) = -5.

Teorema de D’Alembert: Um poli ndmi o P(x) é di vi si vel pelo bi néxabse P(-b/a)=0

Exemplo: Determinar o valor de p, para que o poli némi B(x)=2x3+5x?-px+2 seja divisivel por x-2.

Se P(x) é divisivel por x-2, entdo P(2)=0.
P(2)=0 => 2.8+5.4-2p+2=0 => 16+20-2p+2=0 => p=19

Outro método mui toconheci doé o di sposi tivde Bri ot- Ruffhi Servepara ef etuara di vi sade um poli némi o
P(x) por um bi némi o da f orma (ax+b).

Exemplo: Determi nar o quoci ente e o resto da di vi sdo do poli n6rR{xg=3x3-5x>+x-2 por (x-2).
Para a resolugdo desse problema seguimos os seguintes passos:

1°) Colocamos a rai zdo di vi soe os coefici entesdo di vi dendordenadamente na parte de ci mada “cerqui
nha”.

2°) Opri mei ro coefici ente do di vi dendo é repetido abai xo.

3°) Multipli camosa rai zdo di vi sopor esse coefici enterepetido abai xoe somamos o produto com o 2° coe-
fici ente do di vi dendo, colocando o resultado abai xo deste.

4°) Multipli camosa rai zdo di vi sopelo nimero colocado abai xado 2° coefici entee somamos o produto com
o 3° coefici ente, colocando o resultado abai xo deste, e assi m sucessi vamente.

5°) Separamos o ultimo nimero f ormado,que € i guaho resto da di vi s3@& os nimeros que ficam a esquerda
deste serdo os coefici entes do quoci ente.

Resolugdo:
RAIZD DIVISOR COEFICIENTE B P(x)
—
2 | 3 -5 1 | -2
| 3 3(2)-5 1(2)+1 | 3(2)-2
| 3 1 3 | _ 4
COEFICIENTE D QUOCIENTE Q(x) RESTO

Observe que o grau de Q(x) é uma unidade inferior ao de P(x), pois o divisor é de grau 1.
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Resposta: Q(x)=3x*+x+3 e R(x)=4.

3.3 Equagodes polinomiais de grau: 1, 2, 3en
Equacdo polinomial ou algébrica é toda equacdo da forma p(x) = 0, em que p(x) € um poli nébmi o:
p(x)=ax"+a x"'+..+ax+a,comnz21.

onde x é a i ncogni ta,os coefici entesa, sdo nimeros reais, complexos, e o nimero n é chamado o grau da
equacao.

Resolver a equagdo consiste em encontrar quais sdo os elementos x que tornam a equagdo verdadeira
(p(x)=0) . Esses elementos sdo chamados solu¢des da equagado poli nomi al.

Assi m, podemos f azer a segui nte classi ficagdo de uma equagao poli nomi al:

° Se n = 1 dizemos que a equacdo é do primeiro grau ou linear e tem a seguinte forma: ax + b =0

° Se n =2 di zemogjue a equac¢doé do segundo grau ou quadratica e tem a segui ntef orma:ax? + bx +
c=0

o Se n = 3 dizemos que a equacgdo € do terceiro grau ou cubica e tem a seguinte forma: ax®+ bx? + cx +
d=0

o Para um n > 3 dizemos que a equagdo € de grau e tem a seguinte forma:a x"+a_x"'+..+ax+a,=0

Veja alguns exemplos:

a) 10x + 3 =0 (equagdo de primeiro grau)
b) x?—x+10=0 (equacgdo de segundo grau)
c) 2x3 + x? - 4 = 0 (equacdo de terceiro grau)

d) x*+9x?—10x + 3 =0 (equacdo de quarto grau)

e) 10x° — 2x° + 6x* + 12x3 — x*> + x + 7 = 0 (equacdo de sexto grau)
f) x8 —x¢— 6x + 2 =0 (equagdo de oitavo grau)
g) x1°—6x? + 9 = 0 (equagdo de décimo grau)
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3.4 Propriedades relacionadas as equagdes polinomiais

Com os conheci mentos adqui ri dosresta- nos veri ficaralgumas propri edades relaci onadasas equagdes
polinomiais.

3.4.1 Raizes

As rai zesde uma equacado poli nomi atonstituem o conj untosolu¢cdo da equagao, ou sej a,é o conj unto
de valores composto por todos os valores de x tal que p(x)=0. Para as equa¢cdesem que o graué 1 ou 2, o
método de resolugaoé si mplese pratico. Nos casos em que o grau dos poli nGmi oé mai orou i guaB, exi stem
expressdes para a obtencdo da solugdao, mas esses métodos ndo sao tao si mples.

3.4.2 Numero de Raizes

A seguir serd enunciado um dos teoremas mais importantes da algebra e a demonstracdo desse teorema foi
a tese de doutoramento de Carl Fri edri clGauss, apresentada no ano de 1798. Embora outros matematicos
j a tivessem tentado f azer essa demonstracdo, Gauss foi o pri mei ro a reali za- la com perfei ¢ao.

Teorema Fundamental da Algebra: Toda equac3o poli nomi ap( x)= 0, de grau n onde n > 1, admi tepelo
menos uma raiz complexa.

e a consequéncia deste teorema é que de grau n,

#0

_ 2 n
P(x)=a,+ax+a,x" +...+a,x _com %

pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau, isto é:

P(x)=a,(x=1)(x=1)(x=1).(x=1,)

emaquer,r,..,r,sdo asraizes de P(x). Este resultado é conhecido como teorema da decomposicdo
Exemplo: Fatorar o poli nébmi @(x)=5x°> — 5x* — 80x +80, sabendo que suas raizes sdo: 1, -2, 2, -2i, 2i.

Pelo teorema da fatora¢do temos que:

P(x)=5(x — 1)(x+2)(x — 2)(x+2i)(x — 2i)

3.4.3 Multiplicidade de uma raiz

Consideremos a equacdo polinomial (x — 3)(x — 1)*(x — 4)® = 0, que apresenta seis raizes sendo: uma raiz igual
a 3, duas raizes iguais a 1, e trés raizes iguais a 4. Dizemos que 3 é raiz simples, 1 é raiz dupla e 4 é raiz tripla
da equacdo dada.

Assim, quando decompomos P(x) e uma mesma rai zocorre mai sde uma vez,a denomi namosrai zmultipla
de P(x).

66 Fundamentos da Matematica Elementar 1



Exemplo: Se P(x) = (x-1)%.(x-3), dizemos nesse caso que das 3 raizes de P(x), a rai z1 tem multipli ci dad&
enquanto que 3 é uma raiz simples

3.4.4 Relagdes entre coeficientes e raizes

Consideremos a equagdo do 2° grau: ax’ + bx + ¢ =0, cujas raizes sdo r, e r,. Vimos que essa equagdo pode ser
escrita da forma: a(x -r )(x-r,) =0

Assim,
ax’*+bx+c=a(x-r)(x-r)
ou

X2 +(b/a)x +(c/a) = x*—(r +r,x-r,r,

)

portanto :
(r,+r,)=-(b/a)
r,r,=(c/a)
sao as relagdes entre as rai zes e coefici entes da equagao.

Estas relagcdes podem ser generali zadaspara qualquer poli ndbmi @ grau n. Para i ssoconsi derea equagao
algébrica:

n n-1 n-2 2 -
ax"+a x"t+a x?+..+ax’+ax+a,=0 ()

Se fizermos a decomposi ¢do poli nomi al obteremos:

-1 -2
a X"+ (rAr A )X+ (rr o tr r )X+ (-1)a . (1)
Igualando-se (I) e (Il), temos que:
r+r,t..+r=-a _/a
rrtrrt..+r r=a./a

Estas relagdes sao chamadas de relagdes de Gi rard
Exemplo: Determi nar as relagdes entre as rai zes e os coefici entes da equacao:
2x°-4x°+6x+10=0

Temos que:
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a=a=2

a.,=b=-4
a,=c=6
a ,=d=10

Pelas relagbes de Gi rard, temos que:

Soma das raizes =>-b /a =4/2 =2
Soma dos produtos2a2=>c/a=6/2=3

Produto das raizes => (-1)%. d/a =-10/2 = -5

3.4.5 Raizes Complexas

Vamos expor aqui algumas propriedades que relacionam entre si as raizes complexas e ndo reais de uma
equacao poli nomi al de coefici entes reai s e aj udam a determi nar as rai zes da equacao.

Suponha que uma equacdo P(x) = 0, de coefici entesreai s,apresente uma rai zcomplexa (a+bi). Podemos
afirmar que o seu conj ugado §-bi) também serd raiz de P(x), e com a mesma multipli ci dade.

Observagoes:

1) Oresultado anteri or so se apli ca a equagdes poli nomi ai s com coefici entes reai s;

2) O numero de rai zexomplexasde um poli n6mi &@(x) = 0 com coefici entesreai sé necessari amente
par.

3) Num poli némi dP(x) com coefici entes reai s e grau i mpar ha, no mi ni mo, uma rai z real

Exemplo: Calcular as raizes da equacdo x* - x3 - 5x + 7x + 10 = 0, sabendo que (2+i) é uma das raizes

Se (2+i) é uma das raizes, o seu conjugado (2-i) também é raiz da equacao.

Usando a forma:

P(x) = (x-r ).(x-r,).Q(x) = 0
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temos que:
P(x) = [x - (2+i)].[x - (2-i)].Q(x) = 0
P(x) = [(x-2) + i]. [(x-2) - i].Q(x) = 0
P(x) = [(x-2)* - 7].Q(x) = 0

P(x) = [(x? - 4x +4) - (-1)].Q(x) = O

P(x) = (x? - 4x +5).Q(x) =0

Como o poli nbmi alado é de grau n=4 e sabemos, agora, que é di vi si vebr x° - 4x + 5, restam duas raizes
a se descobri r. Essas rai zes produzem um poli ndmi o do tpd+ bx + c.

Assim, podemos dizer que:

x*-x3-5x?+7x+ 10 = (x?-4x + 5).(ax?* + bx + c)

X=X =5x+ 7x + 10
xX’—4x + 5

= ax’+ bx + c=0Q(x)

Logo Q(x) =x*+3x+2
Fazendo Q(x) = 0, temos que x, =-2 e x, = -1

Assim, as raizes da equagdo sdao S={-2, -1, 2+i, 2-i}

3.4.6 Raizes Racionais

Vamos desenvolveraqui um raci oci nique permi teestabelecer se uma equacaopoli nomi ale coefici entes
i ntei ros admi te rai zes raci onai s e, em caso posi tivo, vamos obter tai s rai zes.

Sej a a equacao poli nomi al de coefici entes i ntei ros:
ax"+a x"'+..+ax+a =0, (coma #0)
n n-1 1 0 n

Seo racioNnaI p/a, (p e g primos entre si) € raiz dessa equagdo, entdo: p € divisor de g, e g é divisor de a .
Observacoes:

1) O teorema ndonos garantea exi sténci de rai zesaci onai de uma equacaode coefici entes ntei ros.
Apenas, em caso de exi stirem rai zes raci onai s, ele nos mostra todas as possi bi li dades de tai s rai zes.

2) O teorema anteri orsé se apli caa equagdes poli nomi aide coefici entesi ntei rog todos) Nao é
sufici ente que oa_ e a, sejam inteiros.
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3) Se a equacdo P(x) = 0, com coefici entesi ntei rosadmi teuma rai zi ntei ra = (r/1), entdo r é divisor
dea .
0

4) Se a equagdo P(x) = 0, com coefici entesi ntei roe a_= 1, admite uma raiz racional (p/q), entdo essa
raiz € necessariamente inteira pois g = 1.

Exemplo: Resolver a equagdo x*-5x*+9x - 5=0
Pesquisemos alguma raiz racional, sabendo que:
p pertence a {+1, -1, +5, -5} e;

g pertence {+1, -1} ;

onde p/q pertence {+1, -1, +5, -5}

Logo:

f(1) =0, f(-1) =-20, f(5) = 40, e f(-5) = -300

Entdo, a Unica raiz inteira da equacdo é 1

Logo, (x*-5x?+9x-5)/(x-1)=x?-4x +5
Calculando as outras duas raizes, temos que, se x? - 4x + 5 = 0 as raizes sao:
X, =2-iex,=2+i

Finalmente, o conjunto solucdo sera: S ={ 1, 2+i, 2-i}
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Capitulo 4

Logaritmos

4.1 Introdugdo

O obj etivodeste capi tuloé o estudo dos logari tmosOs logari tmosf oramcri adoscomo i nstrumentospara
tornar mai ssi mplescalculos ari tméticoscompli cados,sendo que posteri ormenteveri ficou- sea grande
apli cabi li dade dessa f erramenta na matematica e em outras ci énci as.

Os primeiros autores a publicarem tabuas de logaritmos foram John Napier (1550-1617) em 1614 e Jost
Bilirgi (1552-1632) em 1620. Esses autores publicaram seus resultados de forma independente, ou seja,
nenhum sabia no que o outro estava trabalhando. Uma tabua de logaritmo consiste em uma tabela de
duas colunas de numeros, em que para cada nimero da coluna da esquerda ha um correspondente na
coluna da direita, que é chamado de logaritmo. Por exemplo:

n° Log n° Log n° Log n° Log

1 0,00000 17 1,23045 33 1,51851 49 1,69020
2 0,30103 18 1,25527 34 1,53148 50 1,69897
3 0,47712 19 1,27875 35 1,54407 51 1,70757
4 0,60206 20 1,30103 36 1,55630 52 1,71600
5 0,69897 21 1,32222 37 1,56820 53 1,72428
6 0,77815 22 1,34242 38 1,57978 54 1,73239
7 0,84510 23 1,36173 39 1,59106 55 1,74036
8 0,90309 24 1,38021 40 1,60206 56 1,74819
9 0,95424 25 1,39794 41 1,61278 57 1,75587
10 1,00000 26 1,41497 42 1,62325 58 1,76343
11 1,04139 27 1,43136 43 1,63347 59 1,77085
12 1,07918 28 1,44716 44 1,64345 60 1,77815
13 1,11394 29 1,46240 45 1,65321 61 1,78533
14 1,14613 30 1,47712 46 1,66276 62 1,79239
15 1,17609 31 1,49136 47 1,67210 63 1,79934
16 1,20412 32 1,50515 48 1,68124 64 1,80618
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A potenciagdo é conceito ja conhecido e consiste em elevar um nimero ou expressao a uma dada poténcia.
De uma forma geral suponha que a sej aum numero real posi tivo.Dado um i ntei ra > 0, a poténcia a” é
defini da como o produto den fatores iguais ao numero a. Ou seja:

a"=a.a.a ... a (n fatores)

Em um caso particular da defini ¢do aci ma podemos calcular o produto de 6 por 6:
62 =36

Com base na situagdao acima, muitas vezes podemos estar interessados em resolver uma equagao:
8 =64

Assim, para o caso mais genérico, qual seria o valor de x, na seguinte situacao:
a=y

Diante desta situacdo, sendo a e y niUmeros reai se posi tivos,a # 1, o logaritmo de um nimero na base a,
é o expoente x a que se deve elevar de tal modo que a* = y. Neste caso escreve-se:

x=log y

e |é-se: x é o logaritmo de y na base a.
Assim, podemos escrever que:
—_ X —
x=log y<>a=y

ou seja, pode-se dizer que x = log_y € 0 mesmo que a*=y.

Exemplos

1) log,8=3 pois 23=8

e i 211
2) log, e 2 pois 3?= =
3) log,5=1 pois 5!=5
4) log,1=0 pois 7°=1

5) |0g48 = %E pois 4z 4z = (2.'): (2_-}: =23-8

“1

6) log,,25=-2 pois (0,2)?= G)_:@)_:= 52 = 25

4.2 Caracterizacao do logaritmo via area

4.2.1 Area de uma faixa de hipérbole

Consi deremosno plano um si stemade coordenadas cartesi anas.Cada ponto do plano ficara caracteri zado
por um par ordenado (x,y) de numero reais, x sendo a abscissa e y a ordenada do ponto. Por simplicidade,
diremos apenas o ponto (x,y) em vez de o ponto cujas coordenadas sdo x e y.

Seja H o ramo posi tivo do grafico da f uncdo:
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ou sej a,uma f ungaaeal que associ aa cada numero real posi tivax >0, o nimero y = 1/x. H é o subconjunto
do plano constitui do pelos pontos da f ormax, 1/x), onde x > 0. Podemos escrever ainda que:

H={(x,y) ;x>0, y =1/x}

Geometricamente, H é o ramo da hipérbole xy = 1 que estd contida no pri mei ro quadrante.

Figura 5: Ramo da hipérbole H

Uma faixa de hipérbole é obtida quando fixamos dois nimeros reais positivos a e b, com a< b, e
tomamos a regidao do plano limitado pelas duas retas verticais x = a e x = b, pelo eixo das abscissas, e
pela hipérbole H. Denotaremos essa area pelo simbolo Hab.

—_—

=

Figura 6: A faixa Hab.
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Portanto, a faixa H_, consiste dos pontos (x,y) cujas as coordenadas cumprem simultaneamente as
condi ¢bess < x < b e 0<y<1/x. Nanotagdo da teoria de conjuntos, temos

H={(xy);asx<b,0<y<1/x}

Em mui tassi tuag8esestamos i nteressadosem calcular a drea da fai x#f ® Para isso, por meio de pontos
i ntermedi ari odecompomos o i ntervalda,b] num nimero fini tode i ntervalog ustapostos.Com base em
cadaumdosi ntervalodc,d] da decomposi ¢dd ondec < d), considera-se o retangulo de alturaiguala 1/d. O
vértice superi ordi rei taesse retdngulotoca a hi pérboleH. E o que chamaremos de um retangulo inscrito
na faixa Hab. A reuni dodesses retangulos i nscri togonstitui o que chamaremos um poligono retangular
inscrito na faixa H °.

Figura 7

E facil calcular a drea de um poligono retangular inscrito numa faixa, quando conhecemos os pontos de
subdi vi sao doi ntervalo [ a, b] . Vej a os exemplos a segui r:

Figura 8:
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Exemplo : Seja a faixa H*>. Setomarmos a decomposi ¢aodo i ntervalo[ 1, 3htravés dos segui ntespontos
intermediarios 1, 3/2, 2, 5/2, 3, obteremos um poligono retangular cuja area é igual a soma das areas dos
quatros retangulos acima hachurados, ou seja:

1. 1 1 1 57
3747576760

se, porém, ef etuarmos uma subdi vi sdo mai s fina do i ntervalo [ 1, 3], por mei o dos pontos:

1,5/4,6/4,7/48/4,9/4,10/4,11/4, 3

[ S D S Ty [T I [

Figura 9
obteremos um poligono retangular inscrito em H_? formado por 8 retangulos justapostos, cuja area total
vale

1 1 1 1 1 1 1
ottt —t—+

L1 184813
576 7 8 910 11 12 83160

ou seja, 1,019 aproximadamente.

Assim, cada poligono retangular inscrito na faixa H_ * fornece um valor aproximado (por falta) para a area
Ha". Este valor serd mai s aproxi mado, quanto mai s fina f or a subdi vi sdo do i nter\glo [

4.2.2 Logaritmos

Seja x um numero real posi tivo.Defini remoso logari tmonatural de x como a area da faixa H.*. Assim, por
defini ¢do, quand® >0, temos:

In x =Area (H )

Usaremos o simbolo In para indicar o logaritmo natural.
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Figura 10

Observacgado: Para o caso de 0 < x < 1, é possivel mostrar que:
Area (H) = - Area (H 1)
Que i mpli cem ter areas negativas, ou sej a,quando 0 < x < 1 temos que /n x < 0 (para saber mais detalhes

consultar o capi tulo5 do i vroLogari tmosda Cole¢dao Fundamentos de Matematica Elementar, do autor
Elon Lages Lima de 1980).

1 E

Figura 11
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Em particular, quando x = 1, H !, reduz-se a um segmento de reta, portanto tem drea igual a zero. Entéo,
podemos escrever que:

In1=0;

Inx>0 sex>1;

Inx<0 se0<x<1;

Ndo estd defini do/n x quando x< 0

Ologari tmo que estamos defini ndo é, por alguns autores, chamado degaritmo neperiano.

Exemplo: Calculemos um valor aproximado para In 2.

Parai sso, vamos subdi vi di roi ntervalo[1, 2] em dez partesi guai s, utili zando os segui ntes pontos:
1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2

Os valores de 1/x para os onze valores acima sdo:

1 0,909 0,833 0,769 0,714 0,666 0,625 0,588 0,555 0,526 0,500

Assim, uma aproximag&o para In 2 serd fornecida pela drea do poligono retangular inscrito na faixa H?,

f ormadopor 10 retanguloscuj asbases medem 0, le cuj asalturas sdo os dez ultimos valoresda li staaci ma.

Logo,

H?=0, 1x0, 909 + 0, 1x0, 833 + 0, 1x0, 769 + 0, 1x0, 714 + 0, 1x0, 666 + 0, 1x0, 625 +
0, 1x0, 588 + 0, 1x0, 555 + 0, 1x0, 526 + 0, 1x0, 500

H?=0,6685
Portanto, uma aproximagado paraoln 2 =0,6685
Fi ca assi m defini da, uma funcao real
In: R" SR

cujo dominio é o nimero R”, dos nimeros reai s posi tivos.
A cada numero real x >0, a fungdo In faz corresponder seu logaritmo, In x, defini do aci ma.

4.3 Logaritmos: propriedades operacionais
Vejamos agora as propriedades que tornam vantajoso o emprego de logaritmos nos calculos.

1) Logaritmo do produto

Em qualquer base a (0 < a # 0) ,0 logari tmodo produto de doi sf atoresreai sposi tivosé i guala soma dos
logaritmos dos fatores.

Se0<a#0,b>0ec>0,entdo

log, (b.c)=log b+ log, c
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Demostragéo:

Fazendo: log b=x, log c=yelog (b.c)=2z provemosquez=x+y

Assim,
log,b=x—>a*=b
log,c=y—a’'=c (—>a=a"a’>a"=a">z=x+y
log,(bc)=z—a’ =bc
Observagoes:

a) Esta propriedade pode ser estendida para o caso do logaritmo do produto de n (n >2) f atoresreai se
posi tivos, i sto é:
Se0O<a#0eb, ,b,,..b , e R", , entdo,

17727

log,(b.b,..b,)=log, b, +log, b, +...+log, b,

b) Devemos observar que:

Seb>0ec>0entdo b.c>0evaleaidentidade

log, (b.c) =log, b +log, c

mas, se soubermos somente que b.c > 0 entdo temos que

log, (b.c) =log, [b] +log, [c|

Exemplos
) log, (3.4) = log, (3) +log(3)
i) log, (3.(-4).(-5)) = log, ( 3) +log|- 4|+ log |-5|
i) log, (x.(x-2)) = log, (x) +log (x-2)| se e somente se, x>0 e x-2>0, isto & , x>2

2) Logaritmo do quociente

Em qualquer basea (0<a#1) ,0logari timodo quoci entede doi snumeros reai sposi tivo®i guab di ferenca
entre o logari timo do di vi dendo e o logari timo do di vi sor.

Se0<a#0,b>0ec>0,entdo

log, (g} =log,b—log,c

Demostragdo:

Fazendo: log b=x, log c=ye log, (2] =z, provemosquez=x-y
c
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Assim,

log,b=x—>a*=b .

a _
log,c=y—>a’=c (>a*=——>a"=a"">z=x-y
a

log (2J=z—>az=é
“\e c

Observagoes:

a) Fazendo b =1, escrevemos:

log, [%J =log,l-log,c=-log,c

b) Devemos observar que:

Seb>0ec>0entdo (é] >0 e vale ai dentidade
C

loga(gJﬂogab—logac, com0<a#1

b ~
mas se soubermos somente que [_ >0 entdo temos que
C

loga(%Jﬂoga |b|—log, |c|,comO0<az1l

Exemplos

log, (%] =log,2—log;3
i)

i) log[%)=log2—(log3+log5)=log2—log3—log5

iii) x+1
log{—x_l]=10g3(x+1)—10g3(x—1) ,seesomentese,x+1>0ex—1>0,istoéx>1
iv)

3) Logaritmo da Poténcia

Em qualquer base a (0 < a # 1) ,0 logari tmode uma poténci ade base real posi tivae expoentereal é i gual
ao produto do expoente pelo logaritmo da base da poténcia.
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Se0<a#0,b>0ea <R, entdo

log, b* =a.log, b
Demostragéo:

Fazendo: log b=x e log,b* =y , provemos que y = a .x

Assim,

log,b=x—>a*=b

Observagoes:

i) Como corolario desta propriedade, decorre que:

Em qualquer base a (0 < a # 1) ,0 logari tmoda rai zenézi male um numero real posi tivoé i guabo produto
do inverso do indice da raiz pelo logaritmo do radicando.

Se0<a#0,b>0enel’, entdo

log, 4/b =log, b = lloga b
n

ii) Devemos observar que:
Se b>0entdo b* >0, para todo a real e vale a i dentidade

log, b* =a.log, b
mas se soubermos somente que b >0 entdo temos que:

log, b* =a.log, |b|

Exemplos
i) log, 2’ =3.log 2

s 51
i) log, 2 =log,2 =g.log32

.\ ,seesomentese,x-1>0,istoéx>1
ii) log(x—l) :4.10g(x—1)

As propri edades apresentadas anteri ormente, vali dascom as devi dasrestri ¢Gespara a, b e ¢, nos
permitem obter o logaritmo de um produto, de um quociente ou de uma poténcia, conhecendo somente
os logaritmos dos termos do produto, dos termos do quociente ou da base de poténcia.

Notemos a impossibilidade de obter o logaritmo de uma soma ou de uma diferenca, por meio de regras
analogas as dadas. Assim, para encontrarmos
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log,(b+c) e log,(b—c)
devemos, respectivamente, calculari ni ci almentter(c) e (b - c).

1.1 Grafico da Fung¢ao Logaritmo

Dado um nimero Real a ( 0 < a # 1) chamamos fungdo logaritmo de base a a fungdo f de In: R, em R que
associa a cada x o numerolog,, x .
Em simbolos:
f: R*+ =R
x >log, x

Se0<a#1entdoafungdof de R*+ em R defini dapor f(x)=1log, x admite a fungdo inversa g de R em
R*+ defini da porg(x) = a*. Logo f é bijetora e, portanto, a imagem de f é:
Im=R

Assi m, em relagdo ao grafico castesi ano da(x)=log, x (0<a# 1), podemos di zer:
i) Estatoda a direita do eixo y (x > 0) ;

ii) Corta o eixo x no ponto de abscisssa 1 (log,1=0, paratodo0<a#1);

iii) Se a>1é uma funcdo crescente ese 0<a<1é umafuncdo decrescente;

iv) E simétrico em relacdo a reta y = x ( bi ssetri z dos quadrantes i mpares) do grafico da f ungé® = a*;
v) Toma um dos aspectos da figura:

1.

log,x
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T
-~ O<g<1

Exemplos: Construi ro grafico cartesi anoda fungdo f(x)=log, x (x > 0). Construimos a tabela dando

valores inicialmente a y e depois calculamos x.

* y=log, x * y=log, x
-2 1/4 -2
-1 172 -1
0 — 1 0
1 2 1
2 4 2
3 8 3

Marcando esses pares ordenados temos a segui nte figura:
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Para Saber mais assista aos videos:
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http://www.youtube.com/watch?v=HifrYF7cKsQ&feature=relmfu
http://www.youtube.com/watch?v=yC0q4mO9co0&feature=fvwrel
http://www.youtube.com/watch?v=2s1qFnkM3ak&feature=relmfu
http://www.youtube.com/watch?v=udvX4J5LGA0&feature=fvwrel

Anotacoes
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Capitulo 5
Progressoes

e Matematicas
financeira

5.1 Progressdes aritméticas

Sao comuns, na vida real, grandezas que sofrem aumentos iguais em intervalos de tempos iguais. Por
exemplo, a produgdo de uma fabrica que aumenta em 100 unidades por més, as economias de Eduardo
que crescem todo més 500 reais etc...Neste capitulo trataremos de sequéncias que representam valores
dessas grandezas, ou seja, de sequéncia (a ) =(a,, a,..., a_,...) nas quai scada termo € obtido do anteri or
por um aumento constante.

Uma progressdo € uma sequéncia de numeros (a,, a,,..., @ _,...) na qual é constante a diferenca entre cada
termo a_, e o seu antecedente a . Essa diferenga constante € chamada razdo e sera representada por r.
Assi m,uma progressdo ari tmetica( P. A.de razdor € uma sequéncia (a ) naquala . - a =r, paratodon
natural.

1

Exemplo 1: S3o exemplos de sequéncias:

(2,7,12,17,...) (Cada termo é igual ao anterior mais 5)
1 1 11 . .
—,—,—,—,...) (Todos os termos iguais
( 133’3 ) ( guais)
(8,5,2,-1,-5,...) (Cada termo é igual ao anterior menos 3)

Exemplo 2: A populagdo de certa cidade tem um crescimento anual de 500 habitantes. Sendo P, o numero
de pessoas que habita na cidade atualmente e P_a populagdo daquia n anos, a sequencia (P, P, P,,...)
sera uma progressao ari tmética de razao 500.

Exemplo 3: Os lados de um tri anguloretangulo f ormamuma progressao ari tmética.Calcule- os,sabendo
que o perimetro do triangulo vale 24.

Suponha que estes lados tenham os seguintes valores: x-r, x, x+r (veja que poderia ser quaisquer outros
valores, desde que este, estivesse de acordo com uma P. A.de razdor, que ndo conhecemos. Assim, temos
gue o perimetro deste triangulo vale 24, ou seja:

(x-r) +x (x+r) =24 =>3x=24=>x=8

Como este triangulo é retangulo temos a seguinte relacdo pelo teorema de Pitagoras (sabemos que a
hipotenusa é o maior lado do tridangulo retangulo, logo x+r é a hipotenusa deste tridangulo):

(X-r)?+x2=(x+r)>=>x*=4rx=>64=32r=>r=2
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Em mui tassi tuagGespreci samosobter o valor do n-ésimo termo de uma P.A. por exemplo, no caso do
segundo exemplo deste capitulo, temos atualmente 10.000 pessoas em uma cidade e que a populacao
dessa cidade cresce de acordo com uma P.A. de razdo 500, qual serd a populacdo dessa cidade daqui a 18
anos?

Para o caso generico, considerando uma P.A. (a ) de razdo r, temos:
a,—a,=r

a,—a,=r
a,—a,=r

a—a  =r

n n-1
Somando essas n-1 igualdades, termos que a_—a, = (n - 1)r, ou seja,
a=a+(n-1)r

Neste caso, observa-se que se o primeiro termo da PA. foia,:

a =a,+nr
Voltando ao nosso exemplo, na cidade em questao, daqui 18 anos sua populacdo sera:
P,=P,+nr=>P =10.000 + 18x506> P  =10. 000 + 9000
P, =19.000

Em outros casos é necessari ocalcular a soma de todos os termos de uma progressao ari tmética.Por
exemplo, somar a progressao ari tmética(1,2,3,4,5,...,99,100).

Quando o grande matematico Carls F. Gauss (1777- 1855)kinha sete anos de i dade,seu prof essorlhe
pediu que calculasse a soma dos inteiros de 1 até 100, ou seja, calcular a soma de todos os termos da
seguinte P.A. (1,2,3,4,5,...,99,100). O professor, esperando que o trabalho durasse pelo menos uma hora,
ficou surpreso quando, em poucos mi nutos,0 pequeno Gauss anunci ouque o valorda soma é era 5050. A
resposta estava correta e, curioso, o professor Ihe perguntou como conseguira fazer o calculo t3o rapido.
Gauss explicou: Primeiramente somou:

1+100=101

2+99=101
3+98=101

50+51=101
Assi m, obtivera 50 somasi guai sa 101 e a resposta era 50 x 101 = 5050.

Baseados nessai dei gpodemos calcular a soma dos termos de uma progressaoari tméticaqualquer. Assi m,
qual a soma dos n pri mei ros termos de uma progressdo ari tmeética () = (a, a,..., a_,...)?

n
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Para isto, temos que:

S,=a,+a,+a,+..+a_,+a_
S =a+a
n n n-

+d
1 n
+a ,+..+a,+a,+a,

1
Somando essas duas equagdes:
25 =(a,+a)+(a,+a )+(a,+a )+..+(a _+a)

Assim, todos os parénteses sdo iguais ao primeiro, (a,+ a ) e, logo:

25 =(a,+a).n S (@ +ayn
" 2

Exemplo: A soma dos vi nte pri mei ros termos da progressao ari tmética(2, 5, 8, 11,...) é....

Para usarmos a expressdo deduzida precisamos primeiro conhecer o qual € o valor de a,, Para isto,
sabemos que a, =2 e r = 3. Logo,

a,,=a,+19r=2+19x3 =59
Assim,

=61x10=610

g _(@+a,)x20 (2+59)x20
20~ 2 N 2

5.2 Progressdes geométricas

Nesta secdo trataremos de sequéncias que variam com uma taxa de crescimento constante. A taxa de
crescimento entre os pontos a e b é defini da por:

b—a
a

Assim, a taxa de crescimento é a razdo entre o aumento da grandeza e o seu valor inicial.
Exemplos:

i) A taxa de crescimento de uma grandeza que passa do valor 5 para 8 é:

i)
8-5_

- ~0,6 ou 60%

| W

iii) Suponha que a populagdo de uma cidade aumente 3% ao ano. Entdo a populagdo P_da cidade no
n sera igual a populagdo P_  do ano anterior mais o aumento de popula¢do, que € igual a 3% da
populagdo P__, ou seja:
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P=P +0,02xP,

P =102xP |

Em resumo: A populacdoem cada ano é i guala populagaodo ano anteri ormultipli cadapela constante
1,02.

iv) Uma bomba a vdcuo retira, em cada sucgdo 4% do li qui deexi stenteem certa camara. Se G_ € a
guantidade de li qui do restante na camara ap6# sucgdes, temos

G =G _-004G _=096G

Isto &, cada termo da sequéncia (G ) € i guako termo anteri ormultipli cadopela constante 0, 97 Note que
a taxa de crescimento de G_¢é -0,03.

Os resultados dos doi sultimos exemplos podem ser resumi dosna segui ntepropri edade:Sej auma
sequencia (G ) com uma taxa de crescimento constante e igual a/, se e s se

G =(1+)G_,
para todo n natural.
Por defini ¢do,uma progressao geométri ca( P. G. § uma sequénci ana qual é constante o quoci enteda
di vi sade cada termo, a partir do segundo pelo seu antecedente. Esse quoci enteconstante é representado

por g e chamado razao.

Exemplos: As sequénci as a segui r sdo exemplos de progressdoes geométri cas

1,2,4,8, 16, ... (cada termo é igual ao dobro do anterior) — P.G. com razdo igual a 2
18,6, 2,2/3, ... (cada termo é igual a terca parte do anterior) — P.G. com razdo igual a 1/3.
4,4,4,4, .. (todos os termos sdo iguais) — P.G. com razdo igual a 1

Em vista da equagdo: G_= ( 1+i) G_pode- sedefini ruma P. Gde razdo1+i como sendo uma sequéncia cuja
taxa de crescimento é constante e igual a i.

Baseado nas consi deragcdesanteri ores,consi deremoso segui nteproblema: Sej auma ci dadeque tem um
crescimento de 4% ao ano e que hoje essa cidade tem 400 mil habitantes. Qual sera sua populagao daqui
a5anos?

Bom, como sabemos que essa cidade cresce 4% ao ano temos que:

b

“2=1,04
A
LY
F,
B 2104
B
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LR

4

Assi m, multipli cando as i gualdades aci ma, temos:

BB BB 04x1,04x1,04x1,04

R B B D

L 1,00y° f= X000
R

Como P, =400.000, temos que a populagdo dessa cidade em 5 anos serd de P, = 400.00x (1, 04)* ~ 467.943
habitantes

Essa relagdo pode ser generalizada. Assim, para uma progressdo geométrica (a ) de razdo g, tem-se para
todo n natural que:

— n-1
a=a.q
Essarelagcdopode ser demostrada, utili zando- se mesmo procedi mentagpara resolvero problema anteri or.

Observagdo: Se tivéssemos enumerado os termos P. G. a partir de g, teriamos a seguinte relagdo para
determinar o n-ésimo:

- n
a=a,.q

Se a grandeza G varia de acordo com a taxa de crescimento constante igual a/, o valor de G na épocané G_
=G, (1+/)". Observe que a fungdo que associa a cada natural n o valor de G_¢é simplesmente a restri¢do
aos naturai sda f ungcaoexponenci alGg( x)= G( 0)( 1+ /) *. Se i> 0 temos uma funcdo crescenteesei<0a
fungdo é decrescente, como podemos observar nas figuras a segui r:
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Em mui tassi tuagOespraticas é i nteressantesaber qual a soma de todos os termos de uma P. A.Assi m,a
soma dos n primeiros termos de uma progressdo geométrica (a ) de razdog# 1 éi gual a

1—
S =a,. 9
l-¢
Averaci dade desta i gualdade é obtida, consi derando que:
S,=a,+a,+a,+... & (equagdol)

Multipli cando a expressdo aci ma pog, temos:

q5,=qa,+qa,+qa, +. .. +q
gS,=a,+a,+a,+..+a+qa_ (equagdo 2)
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Subtraindo (equacdo 2) da (equagdo 1), temos que:
S,-q5,=a,-qa =a,—a.q"
ou seja,
S,(1-q)= a, (1-q")

assim, obtemos:

desde que g # 1.

Exemplo: Diz a lenda que o inventor do xadrez pediu como recompensa um grao de trigo pela primeira
casa, dois graos pela segunda casa, quatro grdos pela terceira casa e assim sucessivamente, sempre
dobrando a quantidade a cada casa nova.Como o Tabulei rode xadreztem 64 casas, a quantidade de graos
pedida pelo inventor do jogo é a soma dos 64 primeiros termos de progressao geométrica cujo primeiro
termo é 1 e cuja razdo é 2, isto é,

1_264
1-2

1. =2%-1

Calculando, obtemos um grande nimero de vinte digitos: 18 446 744 073 709 551 615 graos de trigo.

5.3 Conceitos gerais em matematica financeira

A operacdo basi cada matematica financei raé a operacdao de empréstimo. Alguém que di spdede um
capital C (chamado de principal) ,empresta- oa outro por certo peri odode tempo. Apds esse peri odo,
ele recebe o seu capital C de volta, acrescido de renumeracao J pelo empréstimo. Essa renumeracdo é
chamada de juro. A Soma C + J é chamada de montante e sera representada por M. A razao

J
C

=

é a taxa de crescimento do capital e serd sempre referida ao periodo da operacdo e chamada de taxa de
juros.

Para i lustrara defini ¢daaci ma,consi dereuma si tuagdaem que Pedro tomou emprestado RS 100, 00Doi s
meses apos pagou RS 110, 00. Os j uros pagos por Pedro sdo de RS 10, 00 e a taxa de j uros é

10

— = 10%
700 0,10 (ou 10%)

ao bi mestre.O pri nci palgue é a di vi dani ci ale Pedro, é i guala RS 100, 00e o montante, que é a di vi da
de Pedro na época do pagamento, é i gual a RS 110, 00.

No contextofinancei roplei tordeveficaratento paraof atode que odi nhei rque Pedrotomou emprestado,
que é RS 100, 00, noni ci do bi mestretem o mesmo valor, R$110, 00,no final do bi mestre.E i mportante
notar que o valor de uma quantia depende da época a qual ela se ref ere.Na si tuacad lustrada,quantias
di ferentes ( RS 100, 00 e RS 110, 00) ref eri das a épocas di versas, tém o mesmo valor.

Em mui tas si tuagcdes é comum cometer os segui ntes erros financei ros:
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a) Pensar que R$110, OOvale mai sque RS 100, 00 Esta afirmacgdoé verdadei rase nos ref eri mos mesma
época. Ref eri dos épocas di f erentesRS 110, 00pode ter o mesmo valor que RS 100, 00ou até mesmo
um valori nf eri oFodos nds pref eri ri amaeceber RS 100, 0O0agorado que RS 110, 00daqui a sete anos.
Com razdo,mesmo que ndo houvesse i nflagdoRS 100, 00colocado em uma caderneta de poupanca
aj urosde 0, 5%ao més, apds 84 meses ( 7anos) os RS 100, 00transf ormar- se- i a@m RS 152, 00( Para
obter esse valor, note que temos uma P.A. com a, = 100 e g = 1,005 e determinamos o termo a,, da
PA.).

b) Acredi tarque RS 100, 00tem sempre o mesmo valor que RS 100, 00.Na verdade, RS 100, 00hoj evale
mai s que RS 100, 00 daqui a 10 anos.

¢) Somar quantias ref eri das épocas di f erentesPode ser verdade que comprar em trés prestagoes de
R$100, 00sej amelhor que comprar em sei sde RS 51, 00,apesar de 100 + 100 + 100 < 51 + 51 + 51 +
51+51+51.

Pensado em uma nova si tuagdosuponha que Pedro tomou um empréstimo de RS 100, 00com uma taxa
de j urosde 10% ao més. Apds um més a di vi dale Pedro sera acresci dade 0, 10x 100, 00= 10 reai sde
juros (J = i.C) ,passando para RS 110, 00.Se acontecer algum i mprevi staom Pedro e ele deci di adi aro
pagamento da di vi da emtmai sum més e mantida a mesma taxade j uros,0 empréstimo sera qui tado doi s
meses depoi sde contrai ro empréstimo. O valor da qui tagdoapds doi smeses sera de RS 121, 00,poi s
agora os j urosrelativos ao segundo més serdo de 0, 10x 110, 00= 11 reai s.Esses j urosaqui calculados
sdo chamados de juros compostos. Mais precisamente, no regime de juros compostos, os juros em cada
periodo sao calculados, conforme é natural, sobre a divida do inicio desse periodo.

Para um caso geral, no caso de regime de juros compostos de taxa i, um principal C, transf orma- seapos n
periodos de tempo, em um montante igual a

C,=C,(1+0)"
Para j ustificar esta expressdao, note que a di vi da apdperiodos de tempo é:
C,=C_+iC _,=(1+i).C ,
Assim, C é uma progressdo geométri ca de razdo ( It Logo, C, =C (1+i)".
Exemplo: Cri stinatoma um empréstimo de RS 150, 00a j urosde 12% ao més. Qual sera a di vi dde Cri stina
trés meses depois?
C, =C,(1+i)* =150(1+0,12)° [1 210,74 reais.
Outro modo de ler a equagdo C, =C,(1+i)" é que o valor C, valera apds n peri odosde tempos C;(1+1)"

, OU sej a,uma quantia que atualmente vale A, no f uturo( apdésn peri odosde tempos) valera

Af érmula f undamental da equi valénci a de capi tai s di z que: F=A+i)

i) Parase obter um o valor f uturo, basta multipli car o valor atual pait +:)";

ii) Para se obter o valor atual, basta dividir o futuro por (1+i)";

Exemplo: Geraldo Tomou um empréstimo de RS 300, 00a j urosmensai sde 5% Doi smeses apds, Geraldo
pagou RS 150, 00e um més apds esse pagamento, li qui doseu débi to.Qual o valordo ultimo pagamento?
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Os esquemas sdo equi valentes.Logo, RS 300, 00na data 0, tém o mesmo valor de RS 150, 00doi smeses
apods, mai s um pagamento i gual a P, na data 3.

300 150 P

Igualados os valores na mesma época (0, por exemplo) dos pagamentos nos dois esquemas, temos:

150 P
00= >+ 3
(1+0,05)" (1+0,05)

Dai , temos que P = 189, 79 reai s

Exemplo: Telma tem duas opg¢des de pagamento na compra de um telef one celular: trés prestagdes
mensai sde RS 100, 00cada, ou sei sprestacdes mensai sde RS 51, 00cada. Se o di nhei rovale 2% ao més
para Telma, ou seja, Telma considera indiferente pagar (ou receber) 100 reais agora ou 102 reais daqui um
més, qual forma de pagamento ela deve preferir?

100 | 100 |100 51 51 51 51 51 51

0 1 2 0 1 2 3 4 5
Para comparar, vamos determinar o valor dos dois conjuntos de pagamentos na época 2. Assim:

V, = 100( 1+0, 02} 100( 1+0, 02) + 100 = 306, 04

51 51 51

V,=51.(1+0,02)* +51.(1+0,02) + 51+ + ~+ -
(1+0,02)  (1+0,02)> (1+0,02)

=303, 16

Assi m, Telma deve pref eri r o pagamento em sei s prestagdes.
Em outras si tuacdespodemos estar i nteressadosem descobri rem quanto tempo o capi tali ni ci akingi ra
determi nadovalor. Por exemplo, i nvestindoi nci almentauma quantia C,, em quanto tempo este valor
dobrarad? Assim,
C, (1+0, 08)=2C,
Ou seja,

1,08"=2

aplicando In em ambos os lados dessa igualdade temos que:

In2
n= ~
In1,08

assim, em nove meses seu capital serd dobrado.

Suponha agora, que tomamos um empréstimo com uma taxade j urosde 12% ao més e, entdao, queremos
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saber o quanto vamos pagar de j urospor um peri odode um ano. Logoao final de 12 meses, teremos o
seguinte acréscimo ao valor emprestado:

(1+0,12)*=3,90=1+2,90
ou seja, em um ano pagaremos uma taxa de juros de 290%.

Este resultado pode ser generali zadoPara uma taxade j urosrelativa a um peri odode tempo ser /, a taxa
de j uros relativa an periodos de tempos é / tal que

1+/=(1+)"
Um erro muito comum é pensar que juros de 12% ao més equivalem a juros 12 x 12% = 144% ao ano. Taxas
com 12% ao més e 144% ao ano sao ditas taxas proporcionais, pois a razao entre elas é igual a razdo dos
periodos aos quais elas se referem.
Observagao: Taxas proporcionais ndo sGo equivalentes
Em algumas poucas si tuagdesusam- sej urossi mplese ndoj uroscompostos. No regi mede j urossi mples,

os juros sao calculados, em cada periodo, sobre o principal e ndo sobre o montado do periodo anterior.
Atabela a segui r mostra a evolugio de um pri nci pal de RS 100, 00 a j uros de 10%ao més.

Epoca Juros simples Juros compostos
0 100,00 100,00
1 110,00 110,00
2 120,00 121,00
3 130,00 133,10

Observe que:

a) A juroscompostos, os montantes constituem, uma progressdao geométri ca,e a j urossi mples,uma
progressdo ari tmética ( de razaoC)

compoatzo O o= 14

Sk C wC b
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a) No regime de juros simples, taxas proporcionais sdo equivalentes. Juros de 10% ao més equivalem a
juros de 20% ao bimestre, de 30% ao trimestre, etc.

Na vi dareal, j urossi mplessao raramente usados. Di antedi sso,um humori sta,defini u,a “regrade ouro”
da Matematica Fi nancei rae da vi da:“Na vi daguem tem o ouro é quem f azas regras”.O grafico mostra
o0 motivo: os montantes a j uroscompostos s3o mai oresque os montantes a j urossi mples.E, portanto de

interesse dos detentores do capital que os juros sejam compostos.

5.4 Calculos de taxas utilizando Excel®

Para calcular a taxa de juros de uma série uniforme de pagamentos, inicialmente devemos clicar na tela
do menu f,.

Apos cli car neste i cone aparecera a segui nte j anela:

Inzenr funcao o S

Frocure pod ums furcsa:

Chgite umia breve desarican do oue desejs fager £ dgqueem Tr | ir |

£ seledone uma Categonia:r  Meis Recertemente Lisada El

Salegone ura fungdo:

AEATORIO -
SOMA

NEDLA

SE =
:-I[-‘-‘EE.L[!:i-I':
ﬂ[;l.‘hil_."\l!:!-'l
i - ]

OONTARYAZIOmtervalo)
Lontas o ndmerc de o2hilae vszan emum interyaio de cdhdas espenficaco.

#juds sobre etz funcio [ (14 ] [ Cancear

Na opc¢do “Ou selecione uma categoria” escolha a op¢ao “Financeira”.
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| e

Inserir funcdo

Brooure por uma funcao:
Digrte uma breve desoicdo do gue desesa fazer e digue em 'TF H Ir '

1ou seledone uma mtemra[ Mais Recentemente Usads -

Seledone ura fungia:

h ALEATORIO
SOMA
‘r-'EE-IA

SE
‘H[FEP.L[I’:IE
‘CDHT.NIJM

MEAXTMO bl
CONTARNAZTOintervabs)

iZonta o nlrero de clulas vazizs em umintervak de cdulas espedificade,

L]

Sjucs sobre =sts I:ungén

Entao aparecera a seguinte janela:

Insarir fungdo 7 :

Brocure par uma funcan:
Digite um= breve desdigdo do que dessia fazer e cioue em 'Ir’ ‘ ﬂ Ir !

Dwu seledone wra cetegonia: | Fnancera H

Selecone uma fungda:
AMORDECRC

CUPDATAANT
| CUPDATAPA -
AMORDEGRC[custoydata_aquisicdo:prim_periodorecuperacdo...)

Retornz a depreciacdo inear pro rata de um abive para cada periodo contzbil,

—— i
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Em segui da, na barra de rolagem a di rei ta, procure pela f ungdao TAXA e cli que em, OK.

[nzerir fungdo Iiu

Procurs por uma fungdo:

iﬁgt& uima brege deﬁﬁgﬁn do qu.e.daseﬁ fazer e dioue em It | r |

Ou celacione uma categana; EFhEnl:Era £

Srfecians uma funcao

AMORDEGRC{cusboda ba_aguisicao; prim_penodorecuperacao;.... ] [
Retomis & depreciscio insa oro rats de um abve pars cada perodo conkzbi,

Apds seleci onar a f ungdo Taxa, aparecerd a segui nte tabela e serd necessari o preencher alguns valores.

Argumertas da funcio | ¥ a8 |
| Taxa
| Nper E = il -
rote | ] - e ]
Vo @ = ngmern -
W E gl P Aes
Too | ] = namoro -

| Betorma » fmne de s por perado em um emprésieo sy irmeeshmentn, Por exemplo, use 5994 parn pagaTening
irimesiTias & UrmA FEws de 65 TRA,

Hper £onumets totsl d= sedodos de pagamento & U emprds s ou um
mvestmentn,

| Resdinds da frmula =
AP o] (o
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Nesta janela, temos que:
Nper: nesta opcdo vocé colocard o numero total de termos que existem na série uniforme.
Pgto: Nesta lacuna, vocé colocara o valor de cada prestacdo (cada termo da série uniforme)

Vp: Nesta opc¢do vocé colocard o valor presente da divida, com sinal contrdrio ao Pgto. Se o Vf for
preenchi do, esta célula deve ficar em branco.

Vf: Nesta opgao vocé colocara o valor futuro da divida, com sinal contrdrio ao Pgto. Se o Vp for
preenchi do, esta célula deve ficar em branco.

Tipo: Aquivocé preencheracom0ou 1, conforme os pagamentos sejam postecipados ou antecipados.
Se for deixado em branco, o Excel assumira 0, considerando os pagamentos postecipados.

Observagao: O Excel trabalha com a “Légi cado contador”, na qual os pagamentos e recebi mentos
devem ter si nai sontrari 0os.Logo,se o valor presente é um valor posi tivo,0 valor das prestagdesdeve ser

obri gatori amente negativo.

Exemplo: Qual ataxade j urosna compra de um vei culocuj oprecoa vi staé de RS 8. 000, 0@ é pagoem 24
pagamentos de RS 400, 00, sendo que o pri mei ro pagamento é ef etuado um més apds a compra?

Assi m,Nper = 24, Pgto = 400 e Vp = - 8000 ( vej ayue o Ti poé omi tido,poi so pri mei rgpagamento é
postecipado)

Substitui ndo esses valores no Excel temos que a taxa sera 1, 51%ao més.

Exemplo: Qual ataxade j urosna compra de um vei culccuj oprecoa vi staé de RS 8. 000, 0@ é pagoem 24
pagamentos de RS 400, 00, sendo que o pri mei ro pagamento é ef etuado no ato da compra?

Assim Nper = 24, Pgto =400, Vp=-8000 e Tipo= 1

Substitui ndo esses valores no Excel temos que a taxa sera 1, 56%ao més.
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