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U radu se razmatraju odredeni modeli loksodrome na elipsoidu, lopti i projekcionoj ravni. Po de-
finiciji u geodeziji i kartografiji, loksodroma predstavlja krivu liniju na Zemljinoj povrsi koja prolazi i
sece svaki meridijan pod istim uglom. Takode, ona ima i druge nazive u literaturi. U ovom radu su po-
sebno opisani matematicki modeli loksodrome na datim povrsima. Prikazane su formule za racunanje
duzina loksodrome na datim povrsima. U ravni Merkatorove projekcije loksodroma se prikazuje pra-
vom linijom i u navigaciji ima dugu tradiciju i prakticnu primenu.

Kljuéne reéi: loksodroma, elipsoid, lopta, projekciona ravan, navigacija.

1. LOKSODROMA I NJENA OSNOVNA
SVOISTVA

Loksodroma (engl.: rhumb line, loxodromic cu-
rve, line of constant bearing; nem.: loxodrome; rus.:
loksodromija) je kriva linija koja na povrsi Zemljinog
elipsoida ili lopti, sve meridijane se¢e pod istim ug-
lom (azimutom). Ovo svojstvo loksodrome ¢ini je po-
desnom za navigaciju, jer omogucéava da se po njoj
putuje (plovi ili leti) sa konstantnim kursom.

Slika 1 - Graficki prikaz loksodrome

Loksodroma za navigaciju je veoma znacajna, jer
omogucava da se pri kretanju koristi stalni kurs (pra-
vac) plovidbe brodova i leta vazduhoplova. Ova pre-
dnost posebno je izrazena na kartama uradenim u Me-
rkatorovoj projekciji, gde je dovoljno pravom linijom
spojiti krajnje tacke.

Medutim, negativna osobina loksodrome je Sto
nije najkrace rastojanje izmedu dve tacke na elipso
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idu, sto znaci da putovanje po loksodromi traje duze i
samim tim je skuplje. U nekim slucajevima, posebno
za kartografske potrebe, umesto elipsoida moze se

uzeti povrs Zemljine lopte, ¢iji je radijus izvesna fu-
nkcija parametara nekog elipsoida.

2. MATEMATICKA INTERPRETACIJA
LOKSODROME NA ODREDENIM POVRSIMA

Iz definicije loksodrome ocigledno je da ona ne
predstavlja najkracu vezu izmedu dve tacke, $to znaci
da je put po loksodromi duzi, odnosno da je skuplji.
Ipak, loksodroma je, zbog nepromenljivosti kursa, ve-
oma pogodna za navigaciju. Sa druge strane, kod ne-
kih kartografskih projekcija, loksodroma se prikazuje
kao prava linija, Sto omoguéava njeno kombinovano
kori§¢enje sa ortodromom u navigacijske svrhe, uz
prednosti koje pruzaju ortodromski najkraéi put i
loksodromska stalnost kursa.

1z tih razloga bi¢e razmatrani matematicki mode-
li, odnosno jednacine loksodrome na elipsoidu, lopti i
projekcionoj ravni. Takode, bi¢e izvedeni i prikazani
izrazi za ra¢unanje duzine loksodrome na pomenutim
povrsima, kao i interpretirani odgovaraju¢im matema-
tickim i grafickim modelima na njima.

2.1 Jednacina loksodrome na elipsoidu

Razmotrimo prvo jednacinu loksodrome na elip-
soidnoj povrsi, kao i formule za racunanje duzine lo-
ksodrome na datoj povrsi. Na slici 2. dati su elementi
loksodrome na elipsoidu.

Ako je a ugao koji loksodroma zaklapa sa me-
ridijanima, onda ¢e iz beskonacno malog pravouglog
trougla ADC, koji mozemo uslovno smatrati ravnim,
biti:
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CD _ Ncospda
Mdp

tga = (1)

Slika 2 - Elementi loksodrome na elipsoidu

Veli¢ina M predstavlja poluprecnik krivine po
meridijanu, a N polupre¢nik krivine po prvom ve-
rtikalu. Takode, veli¢ina ¢ se odnosi na geografsku
Sirinu, a veli¢ina A na geografsku duzinu. 1z izraza (1)
dobija se sledeca diferencijalna jednacina:

Mde 2)

dA = tga ,
& N cos ¢

pri cemu je fga=const., a reSenje podintegralne fu-
nkcije glasi (Jovanovi¢, 1983):

jM:ZnU,
N cos ¢

gde je:

(45" +92)
A
ta¢ (45" +%)

Znacenja pojedinih elemenata funkcije U su: ¢ -
geografska Sirina, y - geocentricna §irina, e — prvi
brojni ekscentricitet, a veza izmedu ¢ i w data je
slede¢om jednacinom:

Siny =esin@ 3)

Imajuéi u vidu diferencijalnu jednacinu (2) kao i
prethodno izvedene izraze, na kraju se dobija konacno
reSenje:

2, 2
jdi=iga] 220 @
2 1 Ncosg

odnosno:
A=A, =tga(lnlU,-InU,). (5)

Pod pretpostavkom da je A4 pocetna tacka lokso-
drome, tj. p4=¢;=0 1 A,.~=A;=0, a koordinate naredne
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tacke C mogu se obeleziti sa pc=@,=¢ Ac =1,=4,
pa se u tom slucaju moze napisati:

tg(45" +2)
A=tgalnlU =1tgaln 2 (6)

tg° (45" + %)

Izraz (6) predstavlja zapravo jednadinu lokso-
drome na povrsi elipsoida. Ovu jednacinu mozemo,
polaze¢i od znacenja logaritma, pisati i na drugi na-
¢in:

g(45' +2)
o 27 (7)

L=ﬁctga:ln
tga

tg° (45" +¥)

2
odnosno, jednacina loksodrome na elipsoidu ¢ée po-
primiti slede¢i matematicki oblik:

te(45" +92)
e/lctga — 2

. (8)
1o (45" + % )

Na osnovu jednacine (8) nije tesko utvrditi da je
loksodroma na elipsoidu spiralna kriva linija sa ka-
rakteristikama o kojima je ve¢ bilo re¢i na pocetku
rada. Medutim, kada je u pitanju duzina loksodrome
na elipsoidu i njena prakti¢na primena, ona se moze
dobiti na osnovu sledeé¢ih razmatranja.

Naime, iz elementarnog trougla na elipsoidu (sli-
ka 2) moze se napisati diferencijalna jednacina:

ds =M do

=M dop seca. (9)
cos o

Nakon integrisanja diferencijalne jednacine (9),
dobija se konac¢na jednacina:

— Q%
s =S, seca, (10)
koja sluzi za racunanje duzine loksodrome na
elipsoidu. Simbolom S(flz oznacena je duzina luka
izmedu paralela sa Sirinama ¢; i ¢, na kojima se
nalaze krajnje tacke loksodrome.

2.2 Jednacina loksodrome na lopti

Polaze¢i od slike 2, gde je zapravo prikazana ele-
mentarna figura ABCD na elipsoidu koja nastaje pre-
sekom para beskona¢no bliskih paralela i meridijana,
uocavamo elemenat loksodrome ds; koji predstavlja
diferencijalni pomak izmedu tacaka 4 i C. Naime,
jednacinu loksodromske krive na lopti mozemo dobiti
opet na osnovu diferencijalne jednacine:
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Mdp (11)

di=tga .
& Ncos ¢

Medutim, radi jednostavnijeg izvodenja, jednaci-
nu (11) ¢emo pisati kao da se odnosi na povrs lopte.
U tom slucaju je: M=N=R, odnosno R predstavlja
odgovarajué¢i radijus Zemljine lopte. Imajuéi ovo u
vidu, diferencijalna jednacina glasi:

di=1ga do. (12)

cos @

Odredenim sredivanjem i integrisanjem, dobija se
konaéni matematicki izraz:

A, -4, =tga [ln tg(45”+%)—ln tg(45”+%)} (13)

koji predstavlja jednacinu loksodrome na Ze-
mljinoj lopti. Uzme li se tacka 4 za pocetnu tacku
loksodrome, tj.: 4,=0 i ¢;=0, a koordinate tacke C
obelezimo respektivno sa 1= 4 i ¢,;= ¢, dobija se
jednostavniji oblik iste jednacine:

A=tgaln tg (45%%). (14)

Ova jednacina predstavlja matematicki model lo-
ksodrome na Zemljinoj lopti. Analizom jednacine
(13) i (14), mogu se izvesti odredeni zakljucci. Prvo,
za @1= @), bice: tga= » ili a = 90° Sto odgovara
krugu paralele. Drugo, za A,=4,, bice: tga= 0, ilia
= 0°, odnosno dobija se meridijanska linija. I trece, za
@ =90°, veli¢ina 4, - 4;, postaje beskonacna, §to znaci
da je loksodroma spiralna kriva koja beskonacno
mnogo puta obilazi oko Zemlje presecaju¢i meridija-
ne pod istim uglom, odnosno priblizava se polu kao
asimptotskoj tacki (slika 3).

Slika 3 - Graficki prikaz loksodrome i ortodrome na
lopti

Jednacinu (14) mozemo preurediti i prikazati na
slede¢i nacin:

A cga=ing(45°+ L), (15)
iga 2
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odnosno, mozemo transformisati dati izraz i1 dobiti
matematicki model jednacine loksodrome na lopti u
drugom obliku:

e =ig(45" + 2. (16)

Na osnovu jednacine (16) nije tesko utvrditi da je
loksodroma na lopti, takode spiralna kriva linija sa
karakteristikama o kojima je ve¢ bilo govora kod eli-
psoida. Takode, kada je u pitanju duzina loksodrome
na lopti 1 ona se dobija na slican nacin kao na eli-
psoidu. Naime, iz elementarnog trougla na slici 2, sle-
di:

ds=M dop (17)

=M do sec a,
cos a

odnosno, nakon integrisanja diferencijalne jednacine
dobija se:

s =8, seca, (18)
§to predstavlja kona¢nu jednacinu za racunanje
duzine loksodrome na elipsoidu. Simbolom S¥7 ozna-
¢ava se duzina meridijanskog luka izmedu paralela sa
Sirinama ¢; i ¢, na kojima se nalaze krajnje taCke
loksodrome. Medutim, za racunanje duzine lokso-
drome S; na Zemljinoj lopti, uzima se radijus vredno-
sti R i sraCunava po jednacini:

(19)

Na osnovu datog izraza lako se dolazi i do jedna-
¢ine za racunanje duzine loksodrome na lopti od

s =R(p,—¢,) seca.

ekvatora (¢; =0) do pola [% _r J , odnosno:

s, =R = seca - (20)

Y

2.3 Jednacina loksodrome na projekcionoj ravni

U prethodnom delu izvedena je i prikazana je-
dnacina loksodrome za elipsoidnu povrs i povrs lopte.
Sada treba razmotriti jednacinu loksodrome na pro-
jekcionu ravan, kao i formule za duzinu loksodrome.
Na slici 4., dati su elementi loksodrome na elipsoidu i
na projekcionoj ravni. U ovom slucaju se razmatra ra-
van u Merkatorovoj projekciji.

0 M b,
q+dt
o' C grae
2 & <& |dx
o /‘{ i
A | * A+dA

Slika 4 - Elementi loksodrome na: a) krivoj povrsi i b)
projekcionoj ravni (Merkatorova projekcija)
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Jednacina loksodrome u ravni projekcije moze
dobiti razmatranjem loksodrome u Merkatorovoj pro-
jekeiji, prikazanoj na slici 4, odnosno pod b):

Iga = Q (21)
dx
ili:
dy =tga dx . (22)

Ako se koordinate tacaka A’ 1 C'" obeleze sa: A’
(x,y) i C' (x;=x+dx, y;=y+dy), onda se nakon inte-
grisanja diferencijalne jednacine dobija konacna je-
dnacina:

(23)

koja predstavlja matematicki model linije pravca koji
prolazi kroz tacke A"1 C', a sa osom 0X zaklapa ugao
o. Time se dokazuje svojstvo loksodrome u Merka-
torovoj projekciji, odnosno da je ona prava linija iz-
medu dveju bilo kojih destinacija.

y—y, =(x—x)iga ,

3. PRAKTICNA PRIMENA LOKSODROME I
ZAKLIJUCAK

Ne treba posebno naglasavati Sta je za sigurnost
kretanja znacilo koriS¢enje loksodrome u nedalekoj
proslosti, kada su mogucénosti navigacije u poredenju
sa savremenim tehnologijama (satelitska navigacija i
dr.) bile neuporedivo skromnije. Medutim, negativna
osobina loksodrome je $to nije najkrace rastojanje iz-
medu dve tacke. Najkrace rastojanje je deo velikog
kruga, tzv. ortodroma, koja se u projekciji najcesce
prikazuje kao kriva linija viSeg reda, pa je nepodesna
za navigacijske ciljeve.

Za navigaciju, uzimajuci u celini (na vodi i u va-
zduhu) veoma je vazno kako se u praksi, odnosno na
karti preslikavaju loksodroma i ortodroma. U Merka-
torovoj projekciji ortodroma je kriva linija (duza od
loksodrome), sa konveksnom stranom okrenutom pre-
ma blizem polu (slika 5). Medutim, kada se krajnje
tacke ortodrome nalaze sa jedne i druge strane ekva-
tora, ortodroma je kriva linija u obliku slova S, sa ta-
¢kom fleksije na preseku sa ekvatorom. Dakle, nega-
tivna osobina loksodrome je §to nije najkrace rasto-
janje izmedu dve tacke na lopti ili elipsoidu, §to znaci
da putovanje po loksodromi traje duze i samim tim je
skuplje.

Razlika duzina izmedu loksodrome 1 ortodrome,
na velikim rastojanjima i velikim geografskim Sirina-
ma, dostize znatne iznose. Tako, na primer, od Rta
dobre nade (Cabo d'bona Esperance) na jugu Afrike
do Melburna u Australiji put po loksodromi iznosi 6
020 morskih milja, a po ortodromi 5450 milja. Ra-
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zlika od 570 milja, odnosno 1050 km, ni u kom slu-
¢aju nije za zanemarivanje (Jovanovi¢, 1983).

Graat Circ » Regre -
Frertrad Niskran

Rhumt Line -
Corsstant Comaaes

Slika 5 - Graficki prikaz loksodrome i ortodrome u
Merkatorovoj projekciji

Takode, treba imati u vidu da nema kartografske
projekcije u kojoj bi se loksodroma i ortodroma isto-
vremeno prikazale kao prava linija. Medutim, da bi se
iskoristio ortodromski najkra¢i put i loksodromska
stalnost kursa, odnosno kretati se loksodromski po or-
todromi, potrebno je na karti u Merkatorovoj proje-
keiji iscrtati odgovaraju¢u ortodromu. Ovo se postize
pomocu karte uradene u centralnoj perspektivnoj pro-
jekceiji, na kojoj se Zeljena ortodroma deli na potreban
broj odsecaka i za njihove krajnje tacke ocitaju geo-
grafske koordinate, pomocu kojih se iste tacke pre-
nose na kartu u Merkatorovoj projekciji. Spajanjem
taCaka dobija se kriva ortodrome koja se zatim deli na
odgovarajuci broj izlomljenih pravih linija-parcijalnih
loksodroma. Sasvim je razumljivo da je za ovu svrhu
potrebno na kartama jedne i druge projekcije naneti
nesto guscu mrezu meridijana i paralela. To je po-
sebno znac¢ajno u primeni na velikim rastojanjima.

Primeni Merkatorove projekcije za pomorske
karte doprinele su njene osobine koje je Cine pode-
snom za upotrebu, posebno u navigacijske svrhe. Ova
projekcija, pored jednostavnog oblika i konstrukcije
kartografske mreze i konformnosti, ima i jednu, za
navigaciju veoma znacajnu osobinu: jedino u njoj se
loksodrome preslikavaju kao prave linije. Podsetimo
na to da je loksodroma spiralna kriva linija na povrsi
elipsoida ili lopte, koja sve meridijane sece pod istim
uglom (azimutom), $to za navigaciju moze biti veoma
znacajno, jer omogucava da se pri plovidbi koristi
stalni kurs (pravac) plovidbe. Ova prednost osobito je
izrazena na kartama uradenim u Merkatorovoj proje-
keiji, jer je dovoljno pravom linijom spojiti krajnje
taCke plovidbe i ugao preseka ove linije (loksodrome)
sa meridijanima (uvek isti) koristiti za odrzavanje
pravca pod kojim brod ili avion treba da plovi.
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Duzina i azimut loksodrome na sferi, elipsoidu i  ovih relacija ka nekim od vecih gradova Evrope i
projekcionoj ravni racunati su na test primeru JAT-  Afrike. Analizirane relacije date su na slici 6.

ST, 3
> L
acaacnl” OSSO

Slika 6 - Graficki prikaz test prime.

15

ra JAT-ovih relacija

Za raCunanje duzine i azimuta loksodrome na sfe- U tabeli 1. mogu se videti rezultati racunanja du-
ri, Beselovom elipsoidu i u ravni Merkatorove proje-  Zine i azimuta loksodrome na sferi, Beselovom elip-
kcije koris¢en je skript napisan u Matlab-u ¢ija je  soidu i u ravni Merkatorove projekcije.

osnovna sintaksa: Vizelni prikaz radunanja duZine i azimuta u Me-

[lattrkrh,lontrkrh] = track2('rh',lat1,lon1,lat2,lon2); rkatorovoj projekciji pomoéu skripta napisanog u
[dist,az] = distance (track2,...) Matlab-u moze se videti na slici 7.

Tabela 1: Racunanje duzine i azimuta loksodrome na sferi, Beselovom elipsoidu i u ravni Merkatorove projekcij

Racunanje duzine i azimuta loksodrome
. na Sferi na Elipsoidu u Projekeiji
Relacije - - - - - -

Duzina [km] Azimut [°] Duzina [km] Azimut [°] Duzina [km] Azimut [°]

Beograd - Madrid 2256.832 256.1885 2262.091 256.2366 2262.362 256.2368
Beograd - Stokholm 1794.583 354.4001 1795.574 354.3861 1795.780 354.3861

Beograd - Moskva 1917.576 45.0844 1920.649 45.1623 1920.876 45.1626
Beograd - London 1886.327 296.0014 1890.629 295.9342 1890.856 295.9340
Beograd - Pariz 1601.189 288.3713 1605.147 288.3176 1605.340 288.3174
Beograd - Berlin 1115.049 328.8328 1115.876 328.7588 1116.005 328.7585
Beograd - Kairo 2105.202 149.8418 2103.281 149.7374 2103.512 149.7371
Beograd -Tripoli 1642.189 204.8899 1640.493 204.9786 1640.674 204.9789
Beograd - Prag 823.278 322.8374 823.994 322.7529 824.089 322.7526
Beograd - Ankara 1285.411 117.9375 1287.620 117.8509 1287.772 117.8506
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Slika 7 - Graficki prikaz loksodroma u Merkatorovoj
projekciji

Medutim, najnovija istraZivanja pokazala su da je
za izradu navigacijskih karata podesnija Lambertova
konformna konusna projekcija. Ovo se posebno odno-
si na vazduhoplovne karte i primenu tzv. Elektronske
navigacije pri kojoj se pozicije vazduhoplova odre-
duju presekom radiofarova, Cesto na velikim rasto-
janjima.

Slika 8 - Graficki prikaz loksodroma u Lambertovoj
projekciji

U ovoj projekciji ortodroma je priblizno prava li-
nija, §to znaci da je prakti¢no, svaka prava linija ucr-
tana na karti u ovoj projekciji bliska ortodromi, a na
duzini od nekoliko stotina kilometara moze se sma-
trati ortodromom. Sli¢no je i sa loksodromom, iako se
ona, kao i ortodroma, teorijski uzimajuéi preslikava
kao kriva, koja od odgovarajuce prave linije najvise
odstupa kada su njene krajnje tacke na pravcu istok-
zapad. Kada je u pitanju merenje udaljenosti i odre-
divanje pravaca, odnosno nanoSenje (ucrtavanje) ra-

SUMMARY

dio-smerova ka nekoj tacki ili od nje, karte uradene u
Lambertovoj konformnoj konusnoj projekciji pode-
snije su od karata u Merkatorovoj projekciji, §to je i
razlog da se u novije vreme ogotovo po pravilu kori-
ste za vazduhoplovne karte. Danas se ¢ak smatra da je
Lambertova projekcija bolja i za pomorske karte. No,
treba imati u vidu ¢injenicu da je Merkatorova pro-
jekcija u upotrebi nekoliko stotina godina i da je na
njoj bazirana sva postojeca literatura i prirucnici za
potrebe pomorske navigacije, pa bi prelazak na novi, i
ne u svemu savrseniji sistem plovidbe, bio veoma ko-
mplikovan i nesvrsishodan.

LITERATURA

[1] Borisov, M., (2002): Utvrdivanje i otklanjanje de-
formacija sadrzaja geografskih karata, Stru¢ni cla-
nak, Vojnotehnicki glasnik br.1, Beograd, str. 73-
81.

[2] Bozi¢, B, Gucevi¢, J.: Vasovi¢, O.: Popovié, J.
(2005): Tehnologija globalnog sistema za pozicio-
niranje u funkciji geodetskog premera, Pregledni
rad, Tehnika — gradevinarstvo, Op. 3, YU ISSN
0350-2619, COBISS.SR-ID 1047044, ctp.11-16.

[3] Bugayevskiy, L., Snyder, J., (1998): Map Projecti-
ons, A Reference Manual, UK.

[4] ESRI (1994): Map Projections, A Reference Manu-
al, USA.

[5] Hlert, A., Wilski, 1., (1995): Integration and harmo-
nization of contributions to a European dataset, 17"
International Cartographic Conference 10" General
Assembly of ICA Proccedings 1, Barselona, Espa-
nia, pp. 805-813.

[6] Jovanovi¢, V. (1983): Matematicka kartografija,
Univerzitetska knjiga, Beograd.

[7] Kennedy, M. , Kopp, S. (2000):Understanding Map
Projections, A Reference Manual, ESRI, USA.

[8] Robinson, A., and other., (1995): Elements of Carto-
graphy, Sixth Edition, USA.

[9] STANAG 2011, (2000): Geodetic Datums, Proje-
ctions, Grids and Grid References North Atlantic
Treaty Organization, Military Agency for Standa-
rdization, Edition 6.

[10]Zivkovi¢, A. (1972): Visa geodezija, Univerzitetska
knjiga, Beograd.

MATEMATICAL MODELS OF RHUMB LINE AND THEIR APPLICATION

The paper analyses some models of rhumb line on the ellipsoid, sphere and map projection. In geodesy
and cartography, rhumb line is a complex curve on the earth's surface that crosses every meridian at
the same oblique angle. Also, it is called a loxodrome. Specially, this article described some
mathematical models of rhumb line on the different surfaces. So, there are some equations and
examples how to calculate distance along rhumb line. In the Mercator projection, rhumb line is
displayed as line and it is used in navigation traditionally.

Keywords: rhumb line, ellipsoid, sphere, projection, navigation.
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