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Ce papier présente une méthode de reconstruction de la pression pour les écoule-
ments incompressibles qui se propose d’améliorer l’approche commune aux tech-
niques fondées sur l’équation de Poisson. Cette méthode s’affranchit du choix, sou-
vent heuristique et délicat, des conditions aux limites pour la pression, tout en
gardant les propriétés avantageuses de filtrage spatial des erreurs de mesure par
des opérateurs elliptiques. Le principe de cette méthode repose sur la ré-écriture
des équations de Navier–Stokes sous la forme d’un problème de Stokes forcé, dont le
terme de forçage est alimenté par les données PIV, et pour lequel les conditions aux
limites sont posées naturellement sur le champ de vitesse, connu par défaut dans
tout le volume de mesure. Suite à une discrétisation aux éléments finis, la pression
est calculée par la résolution du complément du Schur associé. Après avoir donné
les détails mathématiques et numériques de la méthode, ainsi que sa validation,
nous présentons les résultats obtenus par application à des données PIV synthé-
tiques issue de simulations numériques 3D IDDES (Improved Delayed Detached
Eddy Simulation) autour d’une profile NACA0015 à forte incidence.

1 Introduction
Depuis l’avènement de la PIV Tomographique [1], il est devenu envisageable de déterminer expérimen-
talement et sans ambiguïtés le champ de pression régnant dans tout un volume de mesure, à partir
de la mesure non-intrusive de son champ de vitesse. Cette technique expérimentale offre des perspec-
tives extraordinaires, allant de l’étude fondamentale de la dynamique de la turbulence et du rôle des
corrélations pression-vitesse, à la reconstruction de sources de bruit aéro-acoustique, en passant par des
applications plus concrètes comme le calcul d’efforts s’appliquant sur une structure immergée dans un
écoulement.

Le principe de base pour calculer un champ de pression à partir de données Tomo-PIV consiste à
intégrer le bilan de quantité de mouvement pour le fluide, dans lequel les termes inertiels et visqueux
agissent comme un terme de forçage calculé à partir des données expérimentales. Deux approches
sont généralement rencontrées pour résoudre ce problème [2], [3]. La première consiste à intégrer di-
rectement le gradient de pression, tandis que la seconde consiste à dériver une équation de Poisson en
invoquant le caractère incompressible de l’écoulement. Quelque-soit l’option choisie, il reste nécessaire
d’imposer des conditions aux limites sur la pression afin que le problème soit correctement posé. Si
l’intégration spatiale du gradient de pression peut théoriquement se faire à partir d’un unique point où
la pression est imposée (par exemple à partir d’une mesure locale, ou de l’équation de Bernoulli dans une
zone potentielle de l’écoulement [4]), cette approche propage rapidement les erreurs à chaque incrément
spatial, et nécessite un algorithme omnidirectionnel pour obtenir une solution fiable [5]. A l’inverse,
l’approche se basant sur l’équation de Poisson requiert d’imposer les conditions aux limites sur tout le
contour du domaine, ce qui est délicat à obtenir expérimentalement parlant. En effet, les sondes de
Pitot ne donnent que des mesures locales, intrusives et non résolues en temps, tandis que les volumes
de mesures de Tomo-PIV sont généralement trop petits pour pouvoir supposer que leur contour inter-
secte partout une zone où l’écoulement est potentiel. Par ailleurs, imposer des conditions aux limites de
Neumann déduites du bilan de quantité de mouvement évalué à la frontière n’est pas une option, car
conduit en fait à un problème mal posé [6]. Dans ce contexte, Pan et al. [7] ont montré en particulier
que la précision finale d’un champ de pression reconstruit dépendait de manière intrinsèque du type de
condition aux limite utilisée (i.e. Dirichlet vs. Neumann).
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En fait, la formulation mathématique rigoureuse des conditions aux limites pour l’équation de Pois-
son de la pression conduit à une formulation de type intégrale [8], dont l’implémentation numérique est
délicate. Une approche équivalente, qui utilise la méthode de découplage pression-vitesse de Glowinski
& Pironneau [9] a été récemment proposée par Auteri et al. [10] pour reconstruire le champ de pres-
sion d’écoulements 2D. La méthode présentée ici s’inscrit dans la continuité du travail de Auteri et al.,
et peut s’interpréter comme une version algébrique ou "discrète" de cette dernière approche, avec les
avantages d’une formulation mathématique plus simple, ainsi que de meilleures performances de calcul
attendues pour les cas 3D. Nous commencerons par présenter les détails mathématiques et numériques
de la méthode dans la Section 2 ainsi que un cas de validation analytique, puis nous analyserons ses
performances sur des données PIV synthétiques issue de simulations numériques 3D IDDES (Improved
Delayed Detached Eddy Simulation) autour d’un profil NACA0015 à forte incidence dans la Section 3.
Les conclusions et perspectives seront données en Section 4.

2 Méthode
2.1 Formulation mathématique
L’idée à la base de la méthode proposée, consiste à ré-écrire les équations de Navier-Stokes incompress-
ibles sous la forme d’un problème de Stokes forcé par la combinaison des termes de dérivé matérielle
et de divergence du tenseur de Reynolds, suivant le type de données PIV (instantanées, moyennées en
temps ou en phase) et le régime de l’écoulement considéré (laminaire ou turbulent):

−∇2v +∇p̃ = g,

∇ · v = 0, dans Ω

v
∣∣
∂Ω

= u,

(1)

où Ω dénote le volume de mesure PIV dans lequel on souhaite reconstruire le champ de pression. La vari-
able p̃ correspond au champ de pression divisé par la viscosité cinématique ν, et v représente le champ
de vitesse, traité formellement comme une inconnue dans le membre de gauche. Une notation différente
u, est introduite pour indiquer le champ de vitesse provenant des mesures PIV, supposé connu dans
tout Ω. Le terme g du membre de droite correspond au champ de forçage volumique issu de la dérivée
temporelle, du terme convectif et du tenseur de Reynolds (dans le cas turbulent). De manière assez
générale, par rapport aux différents types des données PIV et aux différents régimes de l’écoulement, on
définit g comme:

g = − 1

ν

[
∂u

∂t
+ (u ·∇)u+∇ · ⟨u′ ⊗ u′⟩

]
, (2)

où ⟨u′ ⊗u′⟩ représente le tenseur de Reynolds défini en accord avec l’opérateur de moyenne utilisé dans
le cas turbulent. Les conditions aux limites pour le problème de Stokes (1) sont simplement données par
des conditions de Dirichlet pour v, grâce à la connaissance de u dans tout Ω, et notamment sur son bord
∂Ω. Aucune condition aux limites n’est requise pour le champ de pression p̃ (déterminé à une constante
près), ce qui représente l’un des avantages de cette méthode. En introduisant une discrétisation par
éléments finis du champs de vitesse v et de pression p̃, le problème (1) se traduit dans un système
linéaire de la forme suivante: [

Lu G̃

GT 0

](
v

p

)
=

(
g

0

)
. (3)

Les termes v, p et g correspondent aux tableaux des dégrés de liberté de champs v, p et g discrétisés, et
les matrices Lu, G̃ et GT à la discrétisation des opérateurs Laplacien, gradient et divergence en forme
faible et suite à l’imposition des conditions aux limites pour la vitesse, ce qui fait que G̃T ̸= GT (en raison
de la modification des lignes de Lu et G̃ associées aux dégrés de liberté’ de vitesse sur ∂Ω). À partir du
système (3) on peut dériver un problème réduit aux seuls degrés de liberté de la pression p,(

GTL−1
u G̃

)
p = GTL−1

u g, (4)

ce qui permet d’obtenir, après résolution numérique, la reconstruction de la pression dans tout le do-
maine Ω, conformément à la représentation aux éléments finis utilisée.
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Figure 1: Validation de la méthode présentée en utilisant la solution analytique (5) des équations de
Navier-Stokes. À gauche: pression reconstruite sur la grille la plus fine (n = 30). À droite: convergence
de l’erreur en norme infinie sur la pression reconstruite par rapport à la résolution spatiale.

2.2 Aspects numériques et validation
L’implémentation numérique mise en œuvre ici utilise les bibliothèques FEniCs [11, 12] et PETSc [13]
pour la discrétisation aux élément finis. La résolution des systèmes linéaires qui en résultent bénéficient
du parallélisme de ces deux bibliothèques. Plus précisément, la discrétisation des équations de Stokes
est faite sur un maillage tétrahédrique du domaine Ω par des éléments finis classiques de Taylor-Hood,
avec une représentation quadratique pour le champ de vitesse, et linéaire pour le champ de pression.
La condition inf-sup est ainsi correctement prise en compte, ce qui assure que le problème de Stokes
discret est bien posé. Un schéma centré (au deuxième ordre en temps) est utilisé pour la discrétisation
de la dérivé temporelle dans (2), grâce à la connaissance a priori, de toute l’histoire temporelle de u. La
matrice du système algébrique (4), i.e. le complément de Schur de la pression, n’est jamais explicitement
assemblée en raison de sa structure dense (bien que les matrices Lu, G̃ et G soient creuses) et la méthode
itérative du GMRES est utilisée pour résoudre ce système. L’inversion de la matrice Lu peut s’effectuer
soit par une approche directe de factorisation LU, en utilisant la bibliothèque MUMPS, soit par une
approche itérative, en utilisant la méthode GMRES avec un préconditionneur multigrille algébrique.
Cette deuxième approche devient indispensable pour traiter les cas de plus grandes tailles, pour lesquels
la factorisation LU reste ingérable en termes de mémoire et de temps de calculs, même en parallèle.
Une validation de la méthode est présentée dans la Figure 1. On considère dans ce cas des expressions
analytiques pour les champs de pression et de vitesse données par

u(x, y, z) =

 sin(2πx) cos(2πy) cos(2πz)
−0.5 cos(2πx) sin(2πy) cos(2πz)
−0.5 cos(2πx) cos(2πy) sin(2πz)

 , p(x, y, z) = π cos(2πx) cos(2πy) cos(2πz), (5)

qui sont solution exacte des équations des Navier-Stokes sur le domaine Ω ∈ [0, 1]3, auxquelles est ajouté
le terme de forçage f(x, y, z):

f(x, y, z) =

10π2 sin(2πx) cos(2πy) cos(2πz)
−8π2 cos(2πx) sin(2πy) cos(2πz)
−8π2 cos(2πx) cos(2πy) sin(2πz)

 . (6)

La Figure 1 (droite) montre la convergence de l’erreur en norme L∞ sur la pression reconstruite par
rapport au nombre n1 de cellules dans chaque direction du domaine Ω. Une précision du deuxième ordre
par rapport à la résolution spatiale est clairement vérifiée. Le résultat obtenu pour le champ de pression
reconstruit sur le maillage le plus fin (n = 30) est aussi montré dans la Figure 1 (gauche).

1À noter que le nombre total de cellules tétrahédriques dans Ω est de 6n3
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3 Résultats préliminaires
La validation préliminaire de la méthode présentée ici est faite grâce à une base de données PIV syn-
thétique. Nous nous basons sur la solution numérique d’un écoulement autour d’un profil d’aile obtenue
par IDDES. La géométrie considérée ici consiste en un profil NACA0015 de 80mm de corde et 140mm
d’envergure, placé à 30o d’incidence dans une veine de 230mm x 230mm de section. La vitesse de
l’écoulement à l’entrée est fixée à U = 1, 25m/s, ce qui correspond à un nombre de Reynolds basé sur
la corde de Rec = 100000. Les données numériques sont extraites dans trois volumes cartésiens de type
PIV avec une résolution spatiale de 1mm (cf. figure 2). De plus amples précisions sur cette base de
donnée peuvent être trouvées dans la contribution de Gomit et al. [14].

Figure 2: Volumes PIV extraits de la base de données synthétiques.

Le champ de pression a été reconstruit dans les volumes 2 et 4 qui apparaissent dans la figure
2. L’intérêt de ces deux volumes est de pouvoir évaluer les performances de la méthode dans deux
configurations différentes: d’une part en présence d’un obstacle rigide (volume 4), et d’autre part dans
un sillage (volume 2). Les calculs ont été effectués sur un super-calculateur de l’ONERA. Le cas le plus
gourmand en ressources informatiques (volume aval) a requis de résoudre un système linéaire de taille
689778×689778 pour la pression, et 15843927×15843927 pour la vitesse, dont la convergence fut atteinte
en 83 itérations. A titre indicatif, la résolution complète n’a nécessité qu’une vingtaine de minutes grâce
à la parallélisation du travail sur 250 nuds de calculs. La mémoire maximale requise pendant ce calcul
a atteint 152 GB.

La figure 3 donne un premier aperçu qualitatif des performances de la méthode de reconstruction
du champ de pression par la méthode du complément de Schur. Plus précisément, cette figure compare
le champ de pression numérique de référence donné par le calcul CFD (gauche) à celui reconstruit à
partir des données de vitesse (droite). Le volume choisi pour cette représentation est le volume 4 qui
englobe le saumon de l’aile. Cette première comparaison permet de mettre en évidence la capacité de la
méthode à retrouver les caractéristiques classiques d’un écoulement autour d’une aile en incidence, et
en particulier la zone de surpression sur l’intrados, associé à une zone de dépression sur son extrados.
Il est également intéressant de noter que la méthode semble capable de capturer les petites structures
qui composent le sillage de l’aile.

La figure 4 permet d’avoir une vision un peu plus quantitative des performances de la méthode,
en donnant des coupes 2D provenant des plans médians des volumes 4 et 2 respectivement. La partie
supérieur de la figure 4 donne les champs de pression reconstruits, tandis que la partie inférieure donne
l’écart relatif entre le champ reconstruit et le champ de référence. Cette figure permet de constater que
la précision de la reconstruction n’est pas uniforme à travers l’écoulement et dépend fortement de la
résolution des gradients de vitesse. En effet, on peut constater que la précision de la reconstruction est
dégradée par la présence de parois solides où la condition d’adhérence est respectée, ainsi que dans les
zones où l’écoulement est dominé par des structures tourbillonnaires intenses telles que dans le sillage.
Une estimation globale de l’erreur relative pour la méthode peut être définie dans chaque volume à
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Figure 3: Comparaison qualitative entre le champ de pression numérique de référence (gauche) et le
champ de pression reconstruit par la méthode du complément de Schur à partir du champ de vitesse
uniquement (droite).
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Figure 4: Champs de pression reconstruits (Haut); Erreur relative locale entre champ reconstruit et
solution numérique de référence (Bas). Les cartes du côté gauche correspondent au volume intersectant
le saumon d’aile, celles de droite correspondent au volume aval dans le sillage.
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partir de la norme L2 usuelle: ϵ = ∥pPIV − pref∥2/∥pref∥2. On trouve alors ϵ = 2.7% dans le volume 4 et
ϵ = 10% dans le volume 2.

4 Conclusion et perspectives
Nous venons de présenter une méthode permettant de reconstruire un champ de pression à partir d’un
champ de vitesse 3D. Cette méthode s’écrit sous la forme d’un problème de Stokes forcé par un terme
source provenant des données PIV. Elle requiert ainsi uniquement des conditions aux limites sur le
champ de vitesse qui est connu par défaut, et permet de s’affranchir du problème des conditions aux
limites sur la pression. Cette caractéristique est un atout majeur dans un contexte expérimental où de
larges volumes sont mesurés, car permet (du moins formellement) de calculer différents sous-volumes
indépendamment les des autres sans introduire de source d’erreur supplémentaire venant des conditions
aux limites.

Cette méthode a été testée sur des données synthétiques provenant d’une simulation numérique,
et les résultats préliminaires montrent un bon accord entre champ de pression numérique et champ de
pression reconstruit à partir du champ de vitesse. Une étude plus approfondie des performances de cette
méthode, et de sa sensibilité à la résolution spatiale des données et au bruit de mesure sera trouvée dans
la contribution de Gomit et al. [14].

Dans le futur, cette méthode sera validée sur des données expérimentales provenant de mesures
tomo-PIV effectuées sur l’extrados d’une maquette de la géométrie SACCON (cf. [15]). La validation
expérimentale consistera à reconstruire le champ de pression dans le volume de mesure, puis à extraire
le profil de pression moyenne le long de l’extrados, où des prises de pression statique ont été installées.
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