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letx = ref nil in
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���� ��� 	���	��
� x �� �

����� �� � ���� ���� �� ����� 
������
nil" '� <���/� 
�������� �
����� ��� y ��	�����	 �� ������ !� 	���	��
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letx = ref nil in
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��� �	������ ������ !���� ��	���	��
��� ���	��	� ����	��� ���� ���
	�
�	��#� ��&����� �#������� 
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���� �� ������" '� �	�
��
�� 
�����	�
	�
���$� ��� �����$� ��� 
��� ����� � 	�
�	��#� ��&������� ����
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������" G	 ��� �������� 	�
�	��#� ��&����� x1 = e1 . . . xn = en� &	��� ��� #���� � ��
� ��&�����
����� !� 	��	������� �� 	������� !� � ���� ���
���� !�
� � �����
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���
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� i� ��� 
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�� 
������� ��� 	�
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� ��� 
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�	��#� ��&����� f = (f 0) �� 	�-�
���" ,� ��� ���� ���
	��������� ���� ����
��� ������� � f "
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�� �	� 
���� � ��� ����� !�
��� �������� ���� �� ���
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��� �	��� ����
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��� ��	�
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�����	 � �������� 	�
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����
�	���
��!�� ���� ��� #����� � ��� �(�	������ e1 ��� e2 ���� !� 	��	������� �� 	������ !� ����
���
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����� ��� �	�����
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�� ����� �� 
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� � ��$� �� ���� ����!��
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������ ������ ��� !�� � ��� ���
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���� �� ��� ��	� ����������� �����	 ������ D:�E� ���
� �� 
���� ������� �
����� 	�����" '�
�� � #�	���� � ��� ������
� ������ �
����� ���
� �	�#���� ����������� ������ !� ��������$��� ���
����� !�
�� ���� ��	
� #�����" 7 ���� #���� �� � #���� ���� 
�� !� ��������$�� ���� � #����
� ��� ���� ����� ���
� ���� ���� 	����� ��� �(
����� )��������&���������&�����" 7 ����
����� �� ��&��� ��� ��#��� ��� ���� 
�������"
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G�	���	�	�� �� �� ����H
���� � ������ ����� ��� ������
� ������ �
���� ���� ��������� ����
�����$���� � ���� #�����" '������ ���� 	����	�� ���� ��� ��� 	�
�	��#������&��� ������ 
�����
��� ���� #������ ��� ��� �(����� �� G��" : 
������ ��� ����� �	��� ���
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� ������ �
����
�� �����" '� 	��	 � 
����� � 	�
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�� � ������ ������� �� ��� ������� �����"

-�*������ � ./��
��� ���������0
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�� ��	� �� ���� ��� 
������ 
�� ���" G	 ��
� ��&����� X =[n] m � ����
��$� n� �� ����������$�� ���	� !�
� � ��$� n �� ���
����� ��� !��� � X �� ��� �������" �����
��� &	�� ��&����� �� 
������� ���
� ��#�� � #���� v" '� ���� ��&����� ��� � ���� ��$� n� ���� v
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���	� e1 ��� e3 �	� �(��
��� � �#������ � !�
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��	�" ���� #���� �� 
���� � ��� 
		�������� ����� !�
�" ����� ��� #���� v2 � e2 �� 
������"
��� 
�������� 
�� 	���	 � !�� ����� !�
��� ��� 
�� ��� ��	���� ������ � x1� !�� ��
� x2" G������� ��� #���� v3 � e3 �� 
������ ��� 
���� � ��� 
		�������� ����� !�
�"

12����� �
��� ������� �� ���� �� ������� �� ��������� �
����� 	������ ��� ����� ������ �
����� �� � ��
���	��� �� ���� �
 	
���������� �� �� ��� ��
������ ��� ��!

!. � ��� � � ��� ����������� .#

��� + � ����� � ��

!. � ��� � � ���������� ��� ������ .#

��� � � + ��

������ !+" /� � ��� * �� *0#-

���

"���� ����� � ��
���� �
 �
���	���
 ���� �������� � 
�� ���� ���� �� �� � #� $��	�� � ��
���	��� �� ���� �
 	
���������� �� �� ��� ����	����
 �� � ������ ������ �
 ����� �� +� ���� ����

�� ��� ��� 	
�
������ �� ����� ��	�� ��� 	����� ����� ��� ���� � �
� +� %��� ������� ���� �

��� �
���� �� ��	����� ���	���� � ��	�� ���� � �
��
 �� �� �
� ��� ������� ��	�� �� ��&���� ��
�	� ���� �������

��� ��������� ������
� ������ �
���� ���������� �	� ��&������ ���� �	�#��� ���" �	��
#�	� �� �� ��� ������	 ���� ��� 	���(�� ������
� ������ �
����� ���
� ������ ���� �	��	� 	���
�	��
�� ���� � ������ 
�������� ��� &���� � ���
����� 	 ��$� �����" ���� -����&�� ��� ���
� ��������� ������
� ������ �� ���� ����	" ������� �� �	����$� �	 ���� ������ �	 � ��������

����� λ◦� ��������� �	���� �� F�	�
����$/� +�8 ������ DBE� ���
� �����	�� ���	��� ����� 	��

�	��#� ��&������ � 	��	����� )*���/� 	�
�	��#� ������� ��� ���
� �� 
�����!�� #�� ���������
������
� ������"

� ��� ����
��� λ◦

��� ������

��� �����( � λ◦ �� ��&��� �� G��" �" ��� �����#�	��!��� X ��� x 	���� #�	 ����� ��� #�	��!����
	����
��#���" N�	��!��� �	� ���� �� !����	�� �� �����" ����� �	� ���� �	 �

������ 	�
	� &����� ��
�� �(��	��� ����	��
� � ���	 ��	�� � ��� �(�	�����" G���	� � ��� 	�
���������� ��� �����#�	��!���
��� ������� �� ���	��
� �� ��� 	�������	 � ���� ��
���" ��� �����( ��
����� ��� λ�
��
����

���	�
��L #�	��!��� x� �!��	�
��� λx.e� ��� �����
���� e1 e2" ��� �������� ��� ��
����� 	�
	���

@



:" +	�����
����%

• • •x1 x3

�" *������� e1%

v1

• • •x1 x3

;" J������� x1 ���� v1%

•x1 x3

=" *������� e2 ��� !������ ��� #���� � x2%

•x1 x3

x2

�" *������� e3%

•x1 x3

x2

v3

>" J������� x3 ���� v3%

x1 x3

x2

G���	� =% ��� 	�&��� ������
� ������ �
����

C



x ∈ Vars N�	��!��
X ∈ Names ����

M(�	�����%
e ∈ expr ::= x | λx.e | e1 e2 λ�
��
����

| {X1 = x1 . . .Xn = xn} | e.X ��
	��
| let rec x1 �1 e1 . . . xn �n en in e ��
�	��#� ����

?�$� ����
����%
� := =[n] |=[?] �n � ����	�� 

���� #�	��!���%
s ::= X1 = x1 . . . Xn = xn ��
	�
b ::= x1 �1 e1 . . . xn �n en <������
B ::= X1 � x1 �1 e1 . . . Xn � xn �n en ?�	�
��	�

?����
��
 ����	%
struct X1 � x1 �1 e1 . . . Xn � xn �n en end �����

= let rec x1 �1 e1 . . . xn �n en

in {X1 = x1 . . . Xn = xn}

G���	� �% ?����( � λ◦

	�
	� ����
��� e.X ��� � !������ 
���	�
� �	����� let rec" � �������� ��� �	����$���� ���
������ ��� � �(�	����#������ 	�
	�� �	� 	���	�
��� � 
����� ��� #�	��!���� �"�"� !� � ��� �����
{X1 = x1 . . .Xn = xn}" <������� ��#� ��� ����� let rec x1 �1 e1 . . . xn �n en in e� ���	� �	!��	�	�
�(�	������ �	� �����
��
���� ������ �� ��� 	��������� ���� � � ��&������ ��� �#�	� ��&����� ��
�������� ���� � �� � �
������
 �" 7 ��$� ����
���� 
�� !� �����	 ��� ������ ��$� ����
����
=[?]� 	 � ���� ��$� ����
���� =[n]� 
�������� � � ����	�� ���!�	"

�������� �	������� ����������� ��
	�� s = (X1 = x1 . . . Xn = xn) ��� !������� b =
(x1 �1 e1 . . . xn �n en) �	� 	����	�� � !� &���� ����% � 	�
	� �� � &���� ��� �	� ����� �
#�	��!���� ��� � !������ �� � &���� ��� �	� #�	��!��� � �(�	������" �����	��� 	�
	�� �	���"
!������� � !� &���� ���� ����� ���� ���� ����� �� !��� ��� ���� ���� �	���" #�	��!�� ���
�"
����� 
������� �	� �����
���� ������� �� ��� ������" ,� 	���	 � 	�
	�� ��� !������� 
���
��#���
�� ��'	�
��"

'� � let rec !������ b = (x1 �1 e1 . . . xn �n en)� �� ��� ���� ���	� �� � ������� ������
� � xi

� xj �� i ≤ j ��� xj ∈ FV(ei)" 7 �	��	� 	���	��
� � xi � xj �� �����
��
���� �	!������ �(
���
���� �j �� � ���� ��$� ����
����� �"�" �j �= =[?]" ���� 
������ ����� !� 
���	 �� ����� � ���

�������� �
���� �(������� �� ?�
�" �" �	�#�	� �� 	����	� ���� ��&������ � ���� ��$� �	�
�� #�	��!���� ���� ��� �	 ��
� xi =[n] ei �� b� ei �� �� � #�	��!��"

)��������� �3��������� ,� 
�����	 �(�	������ ����#����� �� � α�
�#�	��� � !������
#�	��!��� �� ���
���� ��� let rec �(�	������" '� ��� �������� �(
��� �� ������ ���	����� ����
�� ��� � !������ 
���	�
�� �� �����
���� 
��� � 	��	��������#� ����� �	��� #�	��!��� �"	"�" ���

���(�"

)�'� ,� ��#� ���� ���� let rec�!��� ��&������ 
�� !� �������� ���� ����	�� ���!�	�
	��	�������� ����	 ��$��" ��� 	�� � ����� ��$� ����
����� �� � ��
��	� �� ��#��
� ��� �(��
��� ��$��
� ��� ���	� !�
�� 	��	�������� ��� #����� � ��&������" G	 ��&������ ���� �	� �� �	��	�
	���	��
�� �	� �	�#��� ��&������� ���	� �� � ���� �	 ���������" 8�	��� ��� �#������� �
� ���� � ��&������� ���� ��� 
�		����� �#������� ��&����� !�
��� � #����� ���� ��� 	��� ��$� ��
���
��� ������� ��� �����
��
 ��$� ����
����" '� ���� �	� ��� ����� ���� �#������� 
��������
���	����� �� ���� ���
�" ���� �� ��� ���	� �� � ���� � ��$� �� λ◦"

B



N����� ��� �����	�
v ∈ values ::= x | λx.e | {s} V alue
a ∈ answers ::= v | let rec bv in v Answer

G���	� >% 7����	� �� λ◦

4	�������� � .)�'� �� λ◦0
(� ���	�� ����
 � ������� �	
���
 Size◦ ���� λ◦ ���	�� �� 
��	��� 
	������ 	
���
�� �
 ����������

��� ��������� ���� #�	��!��� ��#� ������ ��$�� �� 	������ � ��� ��
� ���� ��&������ ��
�
�� x = x �	� �� ������� !� ������
� ������" )�	 �������
� ���	��	� ������������� #�	��!�� ���
���#�	��!�� #�����"

��� �������  ������� 

5�����6 ���
���6 ��� ��'�� ,� �� ��&�� ��� ������
 �������
� � λ◦" 7� ��&��� �� G��" >�
λ◦ #����� 
��	��� #�	��!���� ���
���� λx.e ��� 	�
	�� {s}" '� λ◦� �� �#������� ��&����� ��
���
���� ��� ��$� ����
���� �� �� �			� �� ��� ����� ���� �� �	�#���� ��	���	 	���
����" ����
!���#�	 �� ���	
�� !� �� 
�����	��� ��
� ��&������ �� #���� �#������� �����	�% � !������
��&���� ��� #����� �� 
�����	�� #���� ��� �� �� ������� �� ��� �� ��� ������� �����"

-�*������ � .(����� ��������� ��'��0
� ��
��
� b ���
�
� �
�� ���	�� ������� �� �� �) ��� ��� ���
����
 (x =[n] v) ∈ b� Size◦(v) ��
���
�� �
� �'	�� �� n�

,� ��� bv 	���� #�	 !������� 	����
���� ��$��� �	����� ���� ��
��
�� �	 
�
�������" ��� 	��
���	����� ���� �#������� !������� 	����
� ��$�� ��� �� ��������� 
�������
��" G�	��� ��� ��$�
����
����� �	� 
		�
� �	 ��� ��	���� �#������� ��&������" ?�
��� �	 � ��&����� (x =[n] e)� ���
����� 
���	�
�	 � ��� #���� � e ���� !� ����	����� !� �	�#��� ��&������" G	 ������
�� ��
n = Size◦(λx′.x′)� ���� ��� !������ (x=[n] λx′.x′, y=[n]x) �� #����� !�
���� ��� ����� 
���	�
�	
� ��� ��&����� � y� λ� �� ����	����� !� ��� �	�#��� ��&����� x" )� ��� 
��	�	�� ��� !������
(y =[n] x, x =[n] λx′.x′) �� ��#����% x 
���� !� 	����
�� ���� ��� #����� �

	���� � ��� 	���
���
	������ ��&��� !���" ����� 
���	����� ���� λ◦ 
�����!�� ���� ��� ������
� ������ 
��������
�
����"

7� ��&��� !���� ���	� �� � 	��� �	 ����������� let rec �� λ◦" M#������� !������� ���� 	�����
�� �����#�� �� ��� �(�	����� ��� ��� �� �����	�" ���� ��	#� �� � ���� � ����� 	 	�
�	��#� 	���
���� ��#�	�����" '� G��" >� � #���� �����	 a �	 ��� �#������� � � λ◦ �(�	����� �� ��&��� � !�
� #����� ����!�� ��		����� !� �� �#������� !������ 	����
���� ��$��" '� ���� 
�� ��#� ��� �����
let rec x1 �1 v1 . . . xn �n vn in v"

5���� ������ <������ ��� ���������	� ���� � ��$�� ��� ������
 �������
� � λ◦ �� �������
�� ��� �������� � let rec !�������� ���
� �� ������� �	� ��� ��������� ���	� � D:E" ���� ���	�
	����� � ��� ������� &#� ����������� ��������� ���
� 	����!�� ��� 	���� �	���� !� D�:E"

:" ��� &	�� ������� �� let rec �����
�" '� ����� � let rec ��� �� �� ��#�� �� �� �(�	�����" G	
�(������ �� �(�	����� � ��� ����� e1 (let rec b in e2) �� ������� ���� let rec b in (e1 e2)"

�" ��� ��
�� ������� �� �
���
�� �����
�" '� � !������� ���� �� � ��� ��&����� !�����
���� �����	 !������� ���� ���� !������ 
�� !� ��	��� ���� ��� ��
����� ��" 7� �(�	�����
� ��� ����� let rec b1, x = (let rec b2 in e), b3 in f �� ������� ���� let rec b1, b2, x =
e, b3 in f � �	#���� � #�	��!�� 
����	� 

�	�"

;" ��� ���	� ������� �� �����
�� �����
�� ���
� ��	��� �� 
���
���#� !�������" 7� �(�	�����
� ��� ����� let rec b1 in let rec b2 in e �� ������� ���� let rec b1, b2 in e� �	#���� �
#�	��!�� 
����	� 

�	�"

:�



���� 
���(�%
L ::= � e | v � | �.X

������ ���� 
���(�%
F ::= � | L [F ]

M#������� 
���(�%
E ::= F

| let rec bv in F

| let rec B� [F ] in e

<������ 
���(��%
B� ::= bv, x ��, b

7���
 ��	���	��
��� 
���(��%
A ::= � v | �.X

8�	���	��
��� 
���(��%
D ::= E [A ]

| let rec B=[n] in e

G���	� @% M#������� 
���(�� � λ◦

=" ��� ��	�� �������� �����
�� �	�����	���
� ����� � 	����
� #�	��!��� ��&��� �� �� ���

����� !������ ���� ����	 ��&������" A�#�� � 
���(� C � �� �(�	����� � ��� �����
let rec b in C [x] �� ������� ���� let rec b inC [e]� �� x = e �����	� �� b ��� C ������	

����	�� x �	 ��� �	�� #�	��!��� � e"

�" ��� ���� �������� �
���
�� �	�����	���
� ����� � 	����
� #�	��!��� ��&��� �� ��� ���� !����
��� ���� ����	 ��&������" A�#�� � 
���(� C � �� �(�	����� � ��� ����� let rec b1, y =
C [x], b2 in e1 �� ������� ���� let rec b1, y = C [e2], b2 in e1 �� x = e2 �����	� �� b1, y =
C [x], b2� ��� �� x �� �� 
����	�� !� C � ��� � #�	��!�� 
����	� 

�	�"

��� ����� �� �� � �		���� ����� ��	����� � ���� ��� �#������� ����	�������
 ��� � ����	�
���� �� 	��
��� ��� �����	 ���� �� �(����" )�	 
��
� 
�� !� �����	�$�� �� �����" G�	��� !�������
���� �	� �� �� �����#�� �� ��� �(�	����� ���� !� ������ !��	� ����	 �#������� 
�� !����" �����
��� ��� �����#�� !������ 
�� !� �#�������" 7� �� �� �� � ��� ��&������ ���� �#��������
�#������� 
�� �	
��� ���� ��� ��(� ��� 	 ���� ��� ��
���� �(�	����� �� ���	� �� � ��&�����
����" '� �#������� ����� � !������ ������ ��� 
�����	�� �(�	������ ���� ���� !������ �� ������ �
��� �� ��#�� � ��� �(�	������ 	 -��� !��	� ��� �����#�� !������ �� ���	� �� ��" '� ���� 
���� ��
�� ��	��� ���� ��� �����	� ����	����� 	 �(��	������ �

	���� � ��� 
���(�" M(��	��� ��� ����	���
��!��������� ��� ���� � 
�� �� � ��� ��	���� �#������� ��&������ � ��� �����#�� !�������
���� ���� �	� ������ !� ��� �#�������� ��� �	� ���� � 	���� ���"

�����, � .7����	 �� ������������ ��� ������	������0
��� ��� ���� �	�����	���
 �� �
�� ��������� ���
 
����� �� ��� ����	����
 ���� 
�� �
������
��� ��� ���� λ◦ �� ����������	�� �
����� �
�� ���	�� ��� ������ �
� �
� ���������
 ������ ��
��� ����	����
 �� ����������� ����	����� ��� ��� ���� ����	���� ���
����
� ��� 
�� �����������
�	�����	��� ���� ����� ���	�� �
 ��� ���� �� ��� ���������
 �� ������ � ������ �� �����
�����
� �

�����	���� �� ������ λ◦ �� �������� �������
� ��	����� ���� ���	�	����

)�	 ��	����� �� ����������� !� �� 	�������% ��� �
������
 �������
 �, �������� 	���
����
������ ��� �(�	������� ��� ��� ���	���
 �������
 −→� �������� �����#�� 	���
����" ,� �	����+

�	���" �∗ �	 ��� �	������#� �	���" 	�I�(�#� �	������#� 
���	� �� ��� 	������ �� ��� ������	�� �	
−→"

��� ����������� �������� ��� �������
� � 	�
	� ����
��� ��� � ���
��� �����
���� �	�
��&��� �� G��" C� !� �
������
 	����� ��&���� ��� �
�� �
������
 �������
 �" ��
	� �	-�
���
����
�� ��� ���	�	���� &��� �� ��� 	�
	� �	��� ������� " ��� �����
���� � � ���
��� λx.e � �
#���� v 	���
�� � ��� !�� � ��� ���
���� ���	� ��� �	������ ��� !��� !��� � x !� let rec
�	��� ���� " ���� 	
�� ���
	�!�� �� let rec !������� �	� ������ �� � ��� �� � ��� ��	�" *���
�
����� L �	� ��&��� !�

L ::= �.X | � e | v �
���� 	
�� ������ ���� �� �(�	����� � ��� ����� L [let rec b in e] �#������� � let rec b in L [e]�
�	#���� � #�	��!�� 
����	� 

�	�" G	 
�#�����
�� �� ���	��
� ��� �	���
��� #� ���
� ����
�K ��� �� �	������� �	� ���-���� ����"

::



*��	�
��� 	����

{s}.X � s(X) (�������)
x /∈ FV(v)

(λx.e) v� let rec x=[?] v in e
(����)

dom(b) # FV(L )
L [let rec b in e]� let rec b in L [e]

(	
��)

����
��� 	����

e� e′

E [e] −→ E [e′]
(������)

dom(b1) # ({x} ∪ dom(bv, b2) ∪ FV(bv, b2) ∪ FV(e′))
(let rec bv, x � (let rec b1 in e), b2 in e′)

−→ (let rec bv, b1, x � e, b2 in e′)

(��)

dom(b) # (dom(bv) ∪ FV(bv))
(let rec bv in let rec b in e) −→ let rec bv, b in e

(��)
D (x) = v

D [x] −→ D [v]
(�����)

7

��� �� �#������� 
���(��

(let rec bv in F )(x) = bv(x) (��) (let rec bv, y � F , b in e)(x) = bv(x) (��)

G���	� C% 8�����
 �������
� � λ◦

��� ��������� �������� ��� 	���
��� 	������ �� ��&��� �� G��" C" ���� ������ �(�����
��� 
��	�
��� 	������ � ��� �#������� 
���(�" M#������� 
���(�� �	� ��&��� �� G��" @" ,�

��� � 
����� ���� �
���� F � ��	��� � ���� 
���(��" ,� 
��� � ��
��
� �
���� B� � ��$� � � !������
(bv, x ��, b) ���	� ��� 
���(� ��� � 
		������ � ��� ��(� ��&����� � !� �#�������� ��� ����
��&����� �� �������� !� �" 7� ����	����
 �
���� E �� � ������ ���� 
���(�� ����!�� �����	���
�� ��� ��(� ��&����� � �#������ �� ��� �����#�� !������� 	 ��
���� ������ � ����� �#�������
�����#�� !������" ���� ������� �	������� � �#������� 
���(�� ���	
�� ��� ����	������ � ���
	���
��� 	������" ��� ���� �� ���� �#������� ��#�	 ����� ���
� ������ 	 ����	 � let rec� �(
���
��� �����#�� ��" )���	 !������� ������ ��� �(�	����� &	�� ��#� � !� ������ � ��� �� !� 	���
	
��� ��� ���� ��	��� ���� ��� �����#�� !������ �� ���� !� 	���� �� ��� ��" '� ��� �����#��
!������ �� � ��� ����� bv, x � (let rec b1 in e), b2� 	��� �� ����� � ��	�� b1 ���� ��� !�������
bv, b1, x�e, b2" ,��� �� ����	 !������ ��� !��� ������ � ��� �� ��#��� �� ���	� �� ��	���� � �����#��
!������� ���� ��� �� !������� �	� ��	��� ������	 !� 	��� ��" ���� ���������� ��� ��	�����
���	����� ���
	�!�� �!#�"

G������� 	���� ������ ��� ��� �� ���
	�!� �� ��� #�	��!��� ��&��� !� ��� �����#�� !����
��� �	� 	����
�� ���� ����	 #����� ���� ������� �"�" ���� ���� �����	 �� � ��������
�
� �
�
����" 8�	���	��
��� 
���(�� ��� ���� �� �	��" ���� 
�� !� !������ 
���(�� � ���� ��$�
let rec bv, x=[n]�, b in e. ���� �� 
�������� ���� ��� ��
� ���� � ��&����� � ��� ����� (x=[n] y)
�� �� 
�����	�� ����� �#�������� ������� y �� ������ � #����" '������� ��� 	��������� ���� � �
��&����� � ��$� n ���� �#�������� !� 	����
�� ���� � ���#�	��!�� #���� � ��$� n" 7���	����#����
�#������� 
���(�� 
�� !� ����� ��������
�
� �
����� �	����� !� �� �#������� 
���(�� �"�"�

���(�� � ��� ����� E [A ]� ���	� A ::= � v | �.X "

'� λ◦� ��� #���� � � #�	��!�� �� 
���� ��� ���� ������ �	 ���
��� �����
���� 	 	�
	�
����
���" ��� #���� � � #�	��!�� x �� ���� �� ��� 
�		��� �#������� 
���(�� !� ����� �	 ���
&	�� !������ � x �!#� ��� 
������ ����� �� �	����$�� !� ��� ���� � �

��� �� �#������� 
���(��"
���	� �	� �� ����� � �

�����"

• '� ��� 
��� � � 
���(� � ��� ����� let rec bv in F � �� ��� 
����� #�	��!�� x �� !��� �� ���
�����#�� !������ bv� ���� bv(x) �� ��� 	�������� #����"

• '� ��� 
��� � � 
���(� � ��� ����� E [let rec bv, y � F , b in e]� �� ��� 
����� #�	��!�� x ��
!��� �� ��� !������ bv� ���� bv(x) �� ��� 	�������� #����"

:�



��� ���
! ��� ��
	� 

��� �� ��� ������ �(������ ������ �� � ��
�� 	�
�	��#� ������ �� λ◦" )���	 �(������ � λ◦
�	�	��� ��� !� ���� �������	� D:�E" G�	��� � 
�	�� λ◦ ����� � ���� �������� 	�
�	��#� ����
��	�
��	��� ���
� �� ��
����	� �� 	��	 � �

��� �	 	�
�	��#� ������" G	 ������
�� ����� ���
�����
��
 ����	 struct B end �� G��" �� �� ��&�� �� ������ 
�������� �� �������� 	�
�	��#�
���
����%

let rec Even=[?] struct
even � even=[?] λx.(x = 0) or (Odd .odd (x − 1))

end,
Odd =[n] struct
odd � odd=[?] λx.(x > 0) and (Even .even (x − 1))

end
in Even.even 56

����	� n �� ������� � !� ��� 	���� ��$� ����
���� " ���
� ���� ��� ���
��� ��&������ ���
��� &	�� ����� � �� ���� � ��#� ���� ��$��� ���
� ��� ��� �	��	� 	���	��
� 
�
�	�� ���
��
�� ����� Odd "

���� �(����� ��	���� ����� � ��
�� ��� �(������ ���� 	�
�	��#� ������� !�� �� ���" '��
����� ���� �	�
��
�� ���� � 	�
�	��#� ������ ��
���� ���
�	 �����
�����" G	 ������
�� 
�����	
����� ��� �(����� �� G��" :" 7!��	�
���� #�	 ��� �����
 ��	�� �� ��
�� �� �� λ◦ !�

let rec A=[?] struct
compare � compare=[?] . . .ASet .compare . . .

end,
ASet =[n] Set .Make A

in . . .

����	� n �� ������� � !� ��� 	���� ��$� ����
���� " O��� ���� �� ��� ��
���� � ��(�� �������
���� �(�	����� �#������� 
		�
��� !�
���� Set .Make ��� ����� � �����	 � ��� �	������ � 	���	�
� 
		�
� 	�����"

� �������� 	����� ������

?�
��� � !��� ��&��� � ���� ������ �	 λ◦� ���
� �� #�	� �(�	����#� �"	"�" ������ ��������
����
���
� �� ����� � ���� ��� !������� ����	���� !� ��� �
�� &(������� ��
���� � ��(�� ������ DBE"
���� ���� ������ 	����� � � ���� � ���	��� ���
� �� ��� ���� !� ��� ������	 ���� ������
�	������� �� ?�
�" >" ����� �� ���	� !� �� �!��	�
� �	��������� � ��� ���	���
�� �	��	���� �
���	���"

��� ���
���� 

��� ��	��� � ��� ���	�� ���	� ���	��
�� �� ��� ��(� ��� ��
���� �� ��� ��������
� �������� �
!�������" ���� ���	� ����� !� �!��� ��#�� � !������ b = (x1 = e1 . . . xn = en)� � �����	 ��������
���� P��� ��� �#������� � xi 	����	� ��� #���� � xjQR� ������ ��� �

��� ��� ����!����� � ����	�
�
��������
�"

G	 ������
�� 
�����	
b = (x = {X = z}

y = x.X.Z
z = {Z = {}}).

8�	�
���� y ��	���� ������� � x� ��� x ������ ������� � z ����
� {X = z} �� � #���� " ����
��&��� ��� ��	�
� ��������
� �	��� � b� ���
� ��� �� 
����� ��� !�
���	� ��	�� ��������
���"
F��#�	� ��� �#������� � ��� !������ ��� �	��� ���
� �� 	���
�� �� �� ����� �

:;



b = (x = {X = z}
y = z.Z
z = {Z = {}}).

���	� y ��	���� ������� � z" )�	 �������� ����� ��
� 
���� ��� �

���� !� 
�����	��� ���
�	������#� 
���	� � ��� ��	�
� ��������
� �	���" 7 ���� � ��� ��	�
� 	������ 
		������ �
�� ���� ��!���� ���� ��� ���� ���	��" ����� � !�
���	� ���� ������ ���� � ��	�� ��������
�
����� !� 
�����	�� �����	��" ,� ���� ���	��
� � ���� � !������ 
		�
����� 
		��������
� ��� �!���
� � ��
� �����" G	 ��(�� ������� ���
� !������� �	� ��	��	��� 
		�
����� 	����	

		������ � ��� �(�����
� � �� 	��	� ��
� ���� ��� !������ !������ �� 
		�
�"

G�	���	�	�� ���� b �� �����	���� ��� �� �(�	������ �� �� let rec b in e� �� ���� !� �!��
� 
�����	 ��� 	����� �� �� ��&����� � � ��� !������ b′ = (b1, x = (let rec b in e), b2)" ���
�#������� � b′ ����� �� �������#��� ����#����� � b′′ = (b1, b, x = e, b2)" ����� �	 ����� �
���	(����� ��� �	��� � b′ 
������ �� 
�����	��� ���� � b′′� ��� ���� ����	����$� dom(b) ��� x"
,� � ���� !� 
�����	��� ��� ��� � ����� ������� �	� ��� #�	��!�� y � #�	��!��� dom(b) ∪ {x}"
������� �	 ��
� y� �� 
�����	 ��� ���� ���� ������� ���	�� �� ���� ���� ��� 	��	����� �� �� ���
�	��� � b′ !� �� ���� �	� y � x� ���� ���� ���	��" ���� ���� �� ����� ��� �	�� 
��� ��� �

����
��� ����	�� 
		�
�����"

G������� ���� ��!��������� 

�	 �� !�������� ��� � ��� ��!�������� 	����� ��� ��������
�
�	��� �#�#��" ,� �������� �� 	��	��� � �	����� ��
� ���� ��������
� �	���� ��
	���� ���� ���
��!�������� 	����� ��� ��
	������ �	���	#�� 
		�
�����"

��� �� �� ��"����� 

,� &	�� ��&�� ��� ���� � ���	�� ��	�
��	�"

-�*������ � .-� ����0
� ��� Degrees ��� � ��	�
��	� � ���	��� �) �� �� � ����� ����������� +����� � ������� ����� ���� �
���� ��������
,� �
� ��� �����
�� ��� ��������
�� �
�� �������� �
� 
������� �����
��� �������� �
��
���
� ������� ���
 
������� �
��� �����
� �� ��� ������� ������

,� &( �� �	!��	�	�� �!��	�
� ��	�
��	� � ���	��� Degrees �	 ���� ��
���� ���� �������� �	�
������ !� χ� 	��	��� �� ������ !� ≥� �	������ ���	 !��� ��	���� �� ������ !� ∧" ,� �����
!� Positive ��� Negative ��� ���� � �����#� ��� ������#� ���	���� 	����
��#���" <� ��&������ �	
��� χ1 ∈ Positive ��� χ2 ∈ Negative� �� ��#� χ1 ≥ χ2" ��� ���� #�	��!��� χ⊕ ��� χ� 	����
��#���
	���� #�	 �����#� ��� ������#� ���	���"

-�*������ " .-��������	  ����0
� ��������
� �	��� ���� � ��� �� 
���� Nodes �� � �
��� �	���� �� Nodes×Nodes×Degrees� ���� ���
� �
���� ����
��� ������ ������� ���� �������� -����� ��� �
������� �'	�����
� ���	�� ��� �������
�
�'	����
!

N1 N2 N1 N2

χ1

χ2

χ1 ∧ χ2

��� ���� � ��������
� �	���� �	� �� 	���#��� � ��� �	��	���� �� ���� � ����!����� �
�� � �� 
���	��� ���� �� ���" ,� ����� ���� !� N � ��� ����� &���� ���� � ���� !� P "

G	 �	� 	����!������ �� ���� �	��� ��� ����� � � �	��� N1
χ−→ N2 ������� � (N1, N1, χ)� ���	�

N1, N2 ∈ Nodes" ,� ����� ��� ��� � ���� � � �	��� → !� Nodes(→)" ��� ��� � ��	���� � ���
����� � � �	��� → �� ������ !� Targets(→)� ��� ������	��� ��	
�� �	� ������ !� Sources(→)"
��� ���� #�	��!�� G ���� ��� 	���� #�	 �	����� �� 
���(�� ���	� ��� �	����
�� ������ → ��
����������"

:=



8���������� ,� �� ��&�� �� ����� � 
		�
����� �	 ��������
� �	����"

-�*������ # .���������� �������0
(� ���
� ��� ���
������ ���	�� �
 ����
��
� ������ �� ��� ��������
� �� ��� ��������
 ���� ����

�
 ���� N1
χ2−→ N3 ��� ��� ���� �� ����� N1

χ1−→ N2 �
� N2
χ2−→ N3 �
 ��� ���	��
� →�

���� &(������� �� ������ �������&���� ���
� ��� 
�����	�� ��	���� ��� �� ���	��
� ���
���	�� 	 ���� � ��� ���!�	 � ����� � ��� ����	���� �	���� �� !�����" ��� �	������#� 
���	�
� � �	��� → �� �	����� →+"

?�� ����� � ����� �	� ��&��� �� �����"

-�*������ % .7����0
� ���� �� ��� ����
��
� ����� → �� � �������� ����� ���� �� �
��	���� ������ ��� ��
��� �� ���

	���� �� ������ �� ��� ���� �� 
�� ������ ���
 ��� ������ �� ���
�� �� ��� ������ �� ��� ���� �����
� ��� �� � 
�
������ ���� ����� ��	�� �
� ������ 
���� ��� ��� ����� (� ���
� →∗ �� ��� ���
�� ����� �� →�

,� ����� ����� !� δ� ��� ��� ����� ���� !� ε" ��� ���	�� χ � � �������� ���� δ ��
�	����� �� �� �������� δχ" ��� 
�
�������� � �� 
���
���#� ����� �� �	����� δ1; δ2" G	 �

��������
� �	��� →� � ���� �� ��� �� ���� � →∗" ,� �	��� N1
χ−→+

N2 �	 � �������� ���� �

���	�� χ �	� N1 � N2" 7��� ��� 
�
�������� � � �������� ���� N1
χ1−→+

N2 ��� � ����!��

����� ���� δ �	� N2 � N3 �� �	����� N1
χ1−→+

N2; δχ2 � ���	� χ2 �� χ1 �� δ �� ������ ��� ���
���	�� � δ ���	����" G������� ���� ��� �� ���� � 
�
�������� ����� 	 ����� �	� �����
��
����

��� ����� �� ��	�� ����" G	 ������
�� ��� 
�
�������� N1
χ1−→+

N2; N2
χ2−→∗

N3 �� ��� �	�����

N1
χ1−→+

N2
χ2−→∗

N3"
��� �� ���	��
� ��� ���� � �����
��� �	 ��������
� �	����" '� 	����� � ��� ���� � �

���� 
�
��% � 
�
�� �� ���� �� ��� ��� ����� �	� ��!���� ���� �����#� ���	���" )���	����� ��� 
�
��
�� ���� � !� ����
�"

-�*������ ! .8����������0
� ����
��
� ����� → �� ������ ������
 �→� �� �� ���� 
�� �
���
 �
� ����
� ����

���� ���� �� 	������ � ��� ������� ���� � 	��	�� 
		�
������ ���
� 	����� � �� 	��	
#�	 ����" )	��	� � ���� �	� ������ !� ��� ���!� �" ����	 ��	�
� #�	���� �	� ������ !�

�" G	 ��� ��������
� �	��� →� ���
�−→ !� ��� ��� � ����� � → ���� �	� ��!���� ���� ������#�

�����" '� 
�� !� ���� �� � !���	� 	������ � ����" �	�#�	� �� �	���
�−→+

�	 ��� 	������
(−→+)� ���� �	������#� 
���	� ��� �����	 �	�
����
� ���� ��� ���	�� �������� "

-�*������ $ .9������ �����������0
� ����
��
� ����� → �� 
		�
� ���� 	����
� � ��� 	��	 �� �� 	����
�� ��� 	��	 �� ��

�−→+⊆��
(� ����� � (→,�) �� � (→,�)�

,� ��#� ��� ������� ����#����
�"

7���������� � .12������� �� � ������� ������� 0
�→ �) ����� ������ �
 ������
� � �
 Nodes(→) �	� ���� � (→,�)�

� �	#� ��� �� ���	��
� ��� ���� � � ������� ���� ��� � !�
���	� ����"

-�*������ : .(��,
��� �� �� ��� �����0
-���
 � ����
��
� ����� → �
� �
 ����� � �
 
����� �
 ���� N1

χ−→N2� �� � ���� N1
χ−→∗

N2

�� ���� �� �� ������� �� N2 � N1�

����� � �	��� �� 
		�
� ���� 	����
� � � �� �� ��� � !�
���	� ���� ��!���� ������#���"
7�����

:�



• '� � (→,�)� ���� �→" <� 
��	������#�" 7����� → ��� � 
�
�� ���� �� ���� � ���	��
χ ∈ Negative" ��� N !� ��� ��	��� � ���� ����" ����� ��� �	������#� 
���	� →+ � → ���

�� ���� N
χ−→+

N ���
� �� !�
���	�� �
�−→+

�� �� ��
����� �� �� ��� ���	��	� � (→,�)
��� �� ���"

• '� �→� ���� ��� �����
�� �	� � → ��#�� �� 	��	 ��
� ���� ��� ��� !�
���	� �����

�	� �� 
�
���� !�� �� → �� ������� 
		�
�� ����� ����� ��� ��#� �����#� ���	���� �
�−→+

��
��
����� �� �"

�

)�� ����� ,� �� ��&�� ��� 
�#������ ������� �	 	���		��� � ��!�	����"

-�*������ �; .&���� ����������� ��� ��������������0
��� �
� ����
��
� ����� G �
� ��� �� 
���� P �

• G‖P ��
���� ��� ���������
 �� G �� ����� �����
� �� 
���� �
 P �

• P‖G ��
���� ��� ���������
 �� G �� ����� ������
� ���� 
���� �
 P �

• G‖−P ��
���� ��� ���������
 �� G �� ����� �����
� �� 
���� 
�� �
 P �

• P−‖G ��
���� ��� ���������
 �� G �� ����� ������
� ���� 
���� 
�� �
 P �

• �� D �� � ��� �� �������� ���
 GD �� ��� ��� �� ����� �� G ���� ������ �
 D�

7� ���� !� ��� ������� �	��	��� ����� ��	����� 
������ � �� �	��� ���� ������
�	�
����
�� �"�"� P‖G‖Q"

7���������� �
��� �������
� �'	������� ����

• P−‖G = (Nodes \P )‖G�

• G‖−P = G‖(Nodes \P )�

• (P‖G)‖Q
= P‖(G‖Q)�

• P‖(GD) = (P‖G)D�

• (GD)‖P = (G‖P )D�

-�*������ �� .8������������ ��  �����0
��� �
���
����
 G1; G2 �� ��� ����
��
� ������ �� ��� ��� �� ����� {N1

ξ2−→ N3 | N1
ξ1−→G1

N2
ξ2−→G2

N3}�

&���� �������� ��(�� �� ��&�� �� ��	���� 
����� ��������� � ��������
� �	����� ���� 	����
	�
�� ��� ����� ������� � � ��� ���	� �����	 ���" ���� ���� �� ��
���
���� ������ �� ���
�������� �	�"

-�*������ �� .&���� �������� 0
*�� GN1�N2 = (G‖−{N1}) ∪ {(N3, N2, χ) | (N3, N1, χ) ∈ G}�

���������'����  ���� ,� ��� ���� ��� ���� � �
���
��� ���� ������ ���
� �� ���� �	 ��������
��� ��������
��� � !�������"

-�*������ �� .���������'����  ����0
*�� P �� � ��� �� 
���� �
� � 
��� N /∈ P � � ����
��
� ����� G �� ������ ����	����$�!�� �� P
���� �
��� ���
� N �� P‖G ⊆ G‖P∪{N}�

:>



&����� 
������ �� ����

-�*������ �" .<��������  ����� �� ���������	  �����0
�
 	
������� ����� �� ������ �� � ����
��
� ����� �� �
������
� ��� ��� ����� ������� ���� �
	
�'	�� 
������� �������

J���!���� �	���� ��#� �� ����	������ �	��	�� �"	"�" 	��	�� 
		�
�����"

7���������� � .9������ ����������� �� ���������  �����0
��� �
� ����� �
 
���� � �
� 	
������� ����� G = G1 ∪ G2� � (G,�) �) � G1� �
� � G2��

7����� 7 !�
���	� ���� 
�� ��� !� !�
���	� �� ���	� �� �� ����� �� !�
���	� ����" �

��� #!��� ����!� �

-�*������ �# .&���� ����������0
(� ���
� →1→2 ��! ��� ��� N1

χ−→2 N2� ����� ������ χ′ ≤ χ �	� ���� N1
χ′
−→+

1 N2�

-�*������ �% .&���� ����� ����������0
(� ���
� →1 ∗ →2 ��

• ��� ��� N1
χ�
−→2 N2� ����� ������ χ ≤ χ� �	� ���� N1

χ−→+
1 N2

• �
� ��� ��� N1
χ⊕
−→2 N2� ����� ������ χ ≤ χ⊕ �	� ���� N1

χ−→1 N2�

(� ��� ���� →1 �� �	� 	���	�
��#� ���
 →2�

7���������� "
• �� →1 ∗ →2� ���
 →1→2�

• �� →2⊆→1� ���
 →1 ∗ →2�

• �� ��� ��� N1
χ−→2 N2 ����� ������ χ′ ≤ χ �	� ���� N1

χ′
−→1 N2� ���
 →1 ∗ →2�

���
� ���� ����� 	������� �	� �	������#� ��� 	�I�(�#�� !�� �� ����������	�
� �� ���� !� ���
������� �� �	����� ���
� �	� 	������ !� ∗ ��� �∗� !�� �	� !#����� �� ��� ����"

N1 N2

N3

χ⊕

χ⊕
χ�

N1 N2

N3

χ⊕

χ⊕
χ�

,� ��#� ��� �������#� �	��	�� ���� � ���� 	���	�
��#� �	��� 	����
�� ��� ��� 	��	� � �	�
	���	�
��#� �� 	����
��"

7���������� #
�� →1→2� �
� � (→1,�)� ���
 � (→2,�)�

7����� ,��� →1→2� �	 ��
� ���� �� ��� �	������#� 
���	� � →2� ���	� �� � ���� ���� �
������	 ���	�� �� ��� �	������#� 
���	� � →1" �

:@



����% τ ::= τ1
ξ−→ τ2 7������� ���
��� ����

| {X1 : τ1 . . .Xn : τn} ��
	� ����

A���	���$�� ���	��% ξ ∈ GDegrees ::= �∞ | n | ∞

G���	� B% ?����( � λ◦ �����

������� �
�������#� 

ξ ∧ ∞ = ξ
ξ ∧ �∞ = �∞

m ∧ n = minN(m, n)

8����������

ξ @ �∞ = �∞
ξ @ ∞ = ∞
ξ @ ξ′ = ξ �� ξ′ �= ∞, �∞

)�����������

ξ{∞} = ∞
ξ{ξ′} = ξ �� ξ′ �= ∞

=�����

∞ ⊕ n = ∞
�∞ ⊕ n = n
m ⊕ n = m +N n

)���

if�∞(�∞) = �∞
if�∞(ξ) = ∞ �� ξ �= �∞

�����������

∞ � n = ∞
�∞ � n = �∞
m � n = m −N n �� m > n
m � n = �∞ �� m ≤ n

7���

�∞ + 1 = �∞
∞ + 1 = ∞
n′ + 1 = n′ +N 1

�����

0 − 1 = �∞
�∞ − 1 = �∞
∞ − 1 = ∞

(n +N 1) − 1 = n

G���	� :�% )��	����� � ����	���$�� ���	���

� � �� ���
� ���� ������

,� �� ����� λ◦ ���� � ���� ���� ������ ���� ���	������ ���� ��� 	�
�	��#� ��&������ �	� 
		�
��
��� ���� ���� ���
� ��� �(��
��� ��$��" <��� D�E ��� ���	� ��
� � ���� ������� ���#�	 ���
�	���� ��� �� ������ ��$��� 	�������� �� � ���� �H
���� 
�������� �
���� D;E� ��� �� ��� ��
�����
��
� 
�		��� ���
��� �����
����� ���� ��H
���� �	�
���� �	 �	 ��	����" '������ 
�		���
���
��� �����
����� ���� (λx.λy.λz.x y z) x y �	� 
�����	�� � ��	���� ������ � x� ���
�
�	�#���� �(�	������ ����	���� !� ��� �
�� &(������� ��
���� � !� ����������" F�	�
����$ ���
��	� D:�E ��&�� � 	�&��� ���� ������ �������� 
�		��� ���
��� �����
������ !�� �� ��������
��$�� �����	" F��
�� �� �� ��&�� � ��	���	 	�&������ � ����� ���� �������� ���� ����� !��
���	��� 	�
�	��#� ��&������ ��� ��$��"

�	��� ������ �	����� τ � ��#� ��� �����( ��&��� �� G���	� B" 7		� ����� �	� �������� ����
��
����� �� ������� ξ� ����
����� �� � ���
��� ���� ��� �	������" ���� ���� � P����	���$��
���	���R �� �� 	������ ���� <���/� ���� � ���	��� ���
� �	� ����	���$�� !� ���� ����" G	

������
�� � ���
��� ��
� �� λx.x + 1 ��� ���� int
�∞−→ int� !�
���� ��� #���� � x �� �����������

������ ����	 �����
����� ���	��� λxyz.x + 1 ��� ���� int
2−→ . . .� !�
���� ��� #���� � x ��

�� ������ ������ �� ����� 2 �	� ���
��� �����
����� �	� ��	�	���" ,� ��&�� �� 	��	 �
����	���$�� ���	���� ��� ��� ���� ���� ��#� � ���	�� ��	�
��	�� ���� �∞ �� ������ ������#�
���	��" �,� 
��� ����	���$�� ���	��� ������ ���	��� �� ��� ������� ��� ������
��� ���� ��� ���	���
� MM ����� !� 
���	 �	� ��� 
���(�" 
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-�*������ �! .9������  �������'�� �� ����0
.��
� ��� ����� �
 ��
����� �� ������� �� ��� �������� ��/������ ���
������ �������
 �	� ���� ���
�
� ξ ∈ GDegrees �
� n ∈ N!

�∞ ≤ ξ ≤ ∞
n ≤ n + 1.

,� ����� !� ξ1 ∧ ξ2 ��� �	������ ���	 !��� � �� ����	���$�� ���	��� ξ1 ��� ξ2"

7���������� % .-� ��� ���������0
-�
����� �� ������� ���� � ���	�	�� �� ������ ���� Negative = {�∞}�
��� ������ -������� �� � ��� �	� Γ � e : τ / γ� ���	� Γ �� �� �
����
��
�� ���� ��� � &����
��� �	� #�	��!��� � ������ ��� γ �� � ����� ������� �	� #�	��!��� � ���	���� 
����� � ������
�
����
��
�" '� ����
���� �� e ���� ��
� #�	��!��% �������#����

• γ(x) = 0 ����� ���� e = x� 	 ���� e = { . . . X = x . . . } �x �� ���� ��� �� � �����	 L

• γ(x) = ∞ ����� ���� x �� �� �	�� �� eL

• γ(x) = �∞ ����� ���� e ��	���� ������� � xL

• ��� γ(x) = n + 1 ����� ���� ��� #���� � x �� ������ ��� ����	 n + 1 ���
��� �����
������
�"�"� x 

�	� �� e ����	 �� ����� n + 1 ���
��� �!��	�
����"

��� 	���	�
��� γ|P � � ���	�� ��#�	����� γ � � ��� � #�	��!��� P �� ��� ���
��� ���� 	���	��
γ(x) � ��� x ∈ P � ��� ∞ � ��� x /∈ P " ��� 
�	���	�
��� γ\P �� ��&��� 
�#�	����" ��� �	�����
supp(γ) � � ���	�� ��#�	����� γ �� ��� ��� Vars \γ−1(∞) � #�	��!��� � ���	�� ��K�	��� �	� ∞"
,� ����� ���� ���	�� ��#�	������ !� � &���� ����	�% �	 ��� ���	�� ��#�	����� γ� ��� ���
supp(γ) = {x ∈ Vars | γ(x) �= ∞} �� &����" ��� ��
�� rng(γ) � � ���	�� ��#�	����� �� ��&��� ��
�����"

G������� �� ���� �� ��������� ��������� 	������ � �����" G�	��� �� ������ ���� ���
����
��� 	�
	�� #���� ��#� ���� ��$��"

4	�������� � .)�'� �� ��������� ��� ������� λ◦0
(� ���	�� ���� ��� �
� s� Size◦({s}) �==[?]�

?�
��� �� ������ ���� ��� ��$� � #����� 
�� !� ������� �	� ����	 �����"

4	�������� � .)�'� �� �	���0
(� ���	�� ����
 � ����� �	
���
 TSize◦ ���� λ◦ ����� �� �� � �
������
�� $� ��	�� �� 
������
�
�
��
 �� � �
������
� ��� ���
����� ���� ��� 
��	��� 
	���� ���� �����

��� !�
�� 
		�������� � #����� � ��� ��#�� ���� τ ���� ��� ��#� ��$� TSize◦(τ)� ���� ��
�� ����" ���� ���� !� ���	
�� !��� !� F�������� ="

�	��� ����� ��� ���� ������ �	 λ◦ �� ��&��� �� G���	� ::� ����� ��� ����� ��&��� !�

���� �� G���	� :�"

���� ����� �(�	����� ���� ��� #�	��!�� x �� �� �	��
��� !� ��� ���
��� �!��	�
��� #�� ���
���� 
������ γ(x) ≤ 0"

G��
��� �!��	�
��� �	��� ����� ��
	������ !� 1 ��� ���	�� � ��� #�	��!��� �����	��� �� ���
!��� �(
��� �	 ��� �	��� ��	�����	 x� ���� ���	�� �� 	������� �� ��� ���� � ��� ���
���" ,�
�	��� γ � 1 �	 ��� ���
��� y �→ γ(y)� 1� ���	� ���	�� ��!�	�
��� �� ��&��� �� G���	� :�" ���
�
���� 1 � 1 = �∞� ���
� 
�� !� ��	�	�����" '� ��
�� �� ������ ������ ���� ����	 �� �����
����� �
#�	��!�� �	��
��� !� �� ���
��� �!��	�
��� �� �� 
�����	�� �	��
��� ����	�� �� �����	� ��
λx.x + 1 �	 ������
�"

���� ����� ����� ���� ���
��� �����
����" '� ��� ���
��� ��	� e1� ��� #�	��!�� ���	��� �	�
��
	������� !� :� ���
� ��� �����
���� 	��#�� �� ��#�� � �!��	�
���" ��� ���	��� � ���
�	������ ��	� e2 �	� 
�!���� ���� ��� ξ �������� � ��� �		� ���� � e1 #�� ��� @ ��	�����
��&��� �� G���	� :�" '������#���� �� 	��	����� ��� 
��	�!���� � ��� �	�� #�	��!��� � ��� �	������
� ����	 ���	��� �� ��� �����
����" <�
���� � 
����!��#����� ��	�� ��������
��� �� e2 �γ2(x) = �∞ 

:B



γ(x) ≤ 0
Γ � x : Γ(x) / γ

(�����)
Γ + {x : τ ′} � e : τ / (γ � 1)〈x �→ ξ〉

Γ � λx.e : τ ′ ξ−→ τ / γ
(�����)

Γ � e1 : τ ′ ξ−→ τ / γ1 Γ � e2 : τ ′ / γ2 γ ≤ (γ1 � 1) ∧ ξ @ γ2

Γ � e1 e2 : τ / γ
(�����)

dom(I) = dom(s) γ′ ≤ (γ + 1) ∀X ∈ dom(s), Γ � s(X) : I(X) / γ

Γ � {s} : {I} / γ′ (��������)

X ∈ dom(I) γ ≤ γ′ − 1 Γ � e : {I} / γ′

Γ � e.X : I(X) / γ
(��������)

res � �	��� #�	��!�� Γ + Γb � e : τ / γe

Γ + Γb � b : Γb / G �λ◦ (G, b) γ ≤ (G ∪ (γe −→ res) � dom(b) � res)
Γ � let rec b in e : τ / γ

(��	�����)

Γ � ε : ε / ∅ (�������)
Γ � e : Γ(x) / γ Γ � b : Γb / G

Γ � (x=[?] e, b) : Γb + {x : Γ(x)} / G ∪ (γ −→ x)
(�� !�")

Γ � e : Γ(x) / γ Γ � b : Γb / G γ−1(0) = ∅ TSize◦(Γ(x)) = =[n]

Γ � (x =[n] e, b) : Γb + {x : Γ(x)} / G ∪ (γ −→ x)
(��#�")

G���	� ::% ������ 	���� �	 λ◦

	����� ��	�� �� ��� �����
����% ξ @ �∞ = �∞ �	 ��� ξ" N�	��!��� �� �	�� �� e2 �γ2(x) = ∞ 
� �� 
��	�!��� ��� ��������
� � ��� �����
����" ��� ����	������ 
��� �� ���� � � #�	��!�� x
���� ���	�� ξ′ �= ∞, �∞ �� e2� �"�" �� ����������� ������" ,� � �� ��� �� ���� ����� ���
���
��� e1 �� ���� � ����� ��� �	������ ������ ��� !��" F��#�	� �� ��� ���� �� ���� �� � �
!��	� ξ �	� �����
����� � e1 e2" F��
�� �� 
�� ���� ξ �	 ��� ���	�� � x �� e1 e2" G������� ���

��	�!����� �	� ��� ���
��� ��	� �γ1 � 1 ��� ��� �	������ ��	� �ξ @ γ2 �	� 
�!���� ����
��� ∧ ��	��	� ���
� �� ��������� �������"

�����, � .������� �2���������0
��� ξ1 @ ξ2 ��������
 �	�� �� ���
�� �� if�∞(ξ2) ∧ ξ1{ξ2}� ����� �	�����	���
 ·{·} �
� ���� if�∞()
��� ���
�� �
 ���	�� #0� ��� ������ �
����
��
� �
 ��� �
�	���
 �� ��� ����� �
 ���� ��
������
 (γ1 � 1) ∧ if�∞(γ2) ∧ ξ{γ2}�

1����
����
!

• ��� �	
���
 ���� ����� �
� ����� �� ���������
� ���
� ��� γ1 � 1 ����2

• ��� ���	��
� �� ��� �	
���
 �	�� �� ���	���� �
� ���� �� �������
��� �� ��� if�∞(γ2) ����2

• ���
 ��� ���	��
� �� ��� �	
���
 ������� � �������� �� ������ ξ� �� �
������ �� ��� ���� �� ���
�	
���
� ��� ��������
 ·{·} ���	��� �
 ������������
 �� ��� ���	���
� ������ �
����
��
��
(��
 � �������� ��� 
� ���� �	���
� �
 ��� ���	��
�� �
� �
 ������ ���� �� ��� ������ ∞�
(��
 �� ��� �
 �	���
� �
 ��� ���	��
�� �� �����
 �� ��������

> �� ξ = �∞� ���
 ��� ���� �� ��� �	
���
 	��� ��� ���	��
�� �
� �� �� 
�� �
�� ���
��
� ����� �� �	�� ����� ��� �� �� �� �������� ���� ���
 ��� ������ �� �
� �������� �
 γ2�

> �� ξ = n + 1� ��	����� �� �
�� ���� �� �
 ������ ����� ��� ���	�� n ������ �	� ���
� ��
����� ������ �� ������ �� �� 
�� �
�� ��� ��� ���	��
� �� ���
� �� �� 	���� �� �� ���
������� �� �����������
� ��� ��� ������� �
 supp(γ2) �� n + 1�

��



> �� ξ = 0� ���
 �� ����������� ��� ��� ������� �
 supp(γ2) �� 0�

�� ξ = 0� �
 ���� �� �	�� ������
 �	� ������������
! �
 ���
����� �� �
������ ���� ��� ����
�� ��� �	
���
 �� ���� �� ���� ��� ���	��
� ��������� �� �� ���	�� �� ���� �� ��	�� ��� �������
�� ��� ���	��
� ������� ���� ��	�� ���� ��� �	�� 0 @ ξ = ξ� ����� ��� �� ����� ��� �����
�
��� 
�� ���
� �����

> ������ �� ���� ��� ���� � ������ ���
���� �����
�
� �������� �
 ������� �����! �
� �

������ ������� ���� �
������ ������� �
 � ����
� &	����
�� �����	� ������
� ��� ������
�������� ��� �������� �	�� �������� ��� ����
�� �
��'	�
��! �� �� 
� ��
��� ��	� ����
��� @ ��������
 �� ��
���
� �
 ���� �� ��� ���	��
��� �
����� �� ���� 0 ≤ 3� �	�
3 = 3 @ 5 ≤ 0 @ 5 = 5� ��� �
��'	�
�� �� ���� ��� 	
�����
�

> 3��
�� �
� �� �� �����
�� ������� �� ��� ���� �����
� ������
�
� �	� ������������

����� �� ��� ����� ��� ����
��
� ������� ����	���	� ��� ������� �� ���� ���� ���� ���

����
 �� ���
������ ���	�� �� ����
��
� ������ �
�� ����� �
�� ��	
� ��� ������ ��
��� ���� ����� �� ������ 4�
����� � ������ ���� �
������
 ����! e1 = (λx.x)(λy.z)
�� �
������ �� e2 = let rec x=[?] λy.z in x� (��� ��� �������� �	��� ��� ������ �� z
�
 e1 �� ∞∧ 0 @ 1 = 1� "������� �
 e2� �� ���� ��� ����� ���� �
� ��� �� �
����� ���
�������
� ����
��
� ������ ����� res �� � ����� ��������!

z x res
1 0

�� ��� � ���� ���� z �� res� �� ������ 0� �� ��� ������ �� z �
 e2 �� 0 �� ����� ��	�� ���
�������� �	�� ������ ���� �����������
� 	
���� �� ��
�� ��� 
����
 �� ���
������ ���	��
��� ����
��
� ������� ���� �� 	

������� ��� �	� �	�������

��� 	��� �	 	�
	� 
���	�
��� �	��� �������� �� ��	������	��	�� ���
� �� ��� �� �����
��� ���	�� ��#�	�����" ��� 	��� �	 ����
��� �	��� �������� ����� ��� 
������� � ��� 	�
	�
���� � 
��� ���	�� ��#�	����� γ′� ���
� ���� �� ��#� ���	�� 0 � ��� #�	��!��" ��� &���
���	�� ��#�	����� ��� � !� ����	�	 � γ′" ��� 	������� �	 ��� 	���	�
��� � γ′ �� �(�������
!� ��� ������� �(�����" *�����	 e = x.X " '� �� ��� ��� 	���	�
���� e ��� ���� τ �� ���
��#�	����� Γ ��
� ���� Γ(x) = τ � �� ��� ���	�� ��#�	����� γ = {x �→ 0}� ���	��� ��� ���	�� �
x �� e ���� � !� �∞" G	 ������
�� 
�����	 ��� �(�	����� e′ = (λy.{})x.X " <� 	��� ������ ��
�� ���������� �� ��� ����� ���	�� ��#�	����� {z �→∞ | z ∈ Vars}� !�� �� ���
� ���
� � #���� 
��
!� ���� �	 x"

��� ��� 
����( 	��� �� ��	����� �	 �������� 	�
�	��#� ��&������" G	 ������ � let rec
�(�	����� let rec b in e� ��� ��	����� 	��� ���	��
�� � ������ ��#�	����� Γb ���� �����
dom(b)� ��� ���� �� � ��� ������� ��#�	����� Γ" '� ���� ��	�
��� ��#�	������ �� �� 
��
��� ����
e ��� ��� &��� ���� τ � �������� � ���	�� ��#�	����� γe" ����� ��� ������ � b �� ��������� �
��� ����
���� -�������� 
�������� � 	���� �������� �� !�"� ��� ��#�"" G	 ��
�
��&����� (x �x e) � ��� !������� ����� 	���� ����	� ���� e ��� ��� �(��
��� ����� �������� ���	��
��#�	������ γx" ,���� ������ ��� !������� ��� 	���� !���� � ��������
� �	��� G� ����� �⋃

x∈dom(b)

(γx −→ x)� ���	� γ −→ x ������ {y γ(y)−→ x | γ(y) �= ∞}" ?������������� ��� 	���� 
��
�

���� �	 ��
� ��&����� � ���� ��$� x =[n] e� Γb(x) �� ������ � ��$� n� ��� ��� γx
−1(0) = ∅"

���� ���� #�	�&
���� �� �� #�	� �������#� �� &	�� ������ !�� 
�� !� ����	��� �� �����" '� λ◦�
!������� ���� 	����
� ��$��� �� ��� ����� � ?�
��� ;"�" ����� �	 � !������ ���� (b, x =[n] y, b′)� y
����� �� !� ��&��� �� b′" '������ �� ���� ���� ��� �������� #���� � x �� ��� �	�&( (b, x=[n] y)
����&���" ��� 
������ γx

−1(0) = ∅ ����	�� ���� ���� 
���� ������" '������ ���� ������ ���
��&����� x =[n] y� y 
��� �����	 ��#� ���	�� �∞ 	 0� !�� ���� ��� 
������� �� ��� 
�� ��#�
���� �∞� ���
� �	
�� y � !� ��&��� !��	� x"

)�
� ��� !������ �� ������ 	��� ��	����� 
��
�� ���� ��� �	��� G �� 
�����!�� ���� ���
	��	 � ��&����� ��� ��� ��$� ����
����� �� b� ���
� �� ������ !� �λ◦ (G, b)" ��� �b ����� ���
	��	 � ��&������ �� b� ��� �λ◦ (G, b) ���� ���� � (G,�b)� �� ��� ����� � 	��	�� 
		�
�����
���� 8�&������ C ��� := "

7� ���	���� 	���	� �� ���� ��� �!���
� � !�
���	� ��������
��� � ��&������ � ������
��$� �� �	�#����� �	���	#�� !� 	���
���� !�
���� ��������
��� !�
�� ���� !�
���	� ���� ���

�:



	���
���" ����� �� � �� ���� � 
��
� �� �(���
���� �� ��� ���� ������� ���
� �� �� ��	� �
�����
��
 
		�
�����"

G������� ��� ���� �(�	����� �� ��#�� ���� τ � �� � 
����( ���	�� ��#�	������ 
������ �	�
��� �	��� G ∪ (γe −→ res)" ��� �(�	����� let rec b in e 
�� ������ � � #�	��!�� y �� ��#�	��
����"

• ��� #�	��!�� y 
�� ��#� �� 

�		��
� �� e ��	�
���" ����� ����� � γe −→ res �	� y � res
���� ���� ��������
�"

• 7��� �� 
�� ��#� �� 

�		��
� �� �� � ��� !������� � b� ��� x" ����� ����� � ��� �	���
���	���� ���� ���� ���� y−→x ���� ���� ��������
�" +���� ������� � res ���� !� 	�I�
���
�� ��� &��� ���	�� ��#�	������ !�� ����� ������� �� � !������ �� b ��� ���� � !� 	�I�
���
�� ���� ��#� � ������#� ���	��" '������ ���� 
���� !� ��	� � ��� 
�
��"

G	������ ��� ���	�� ��#�	����� �	 ��� ���� �(�	����� �� 	����	�� � !� � �	����	 ���� �
(G � dom(b) � res)� ���	� (G � dom(b) � res) �� ��� ���	�� ��#�	����� �
���
��� �
� dom(b)
��� res � ��&��� �� ������ �	 ��� ����	�� ���	�� ��	�
��	�� � ��� ��� � ����"

-�*������ �$ .���������'�� �� ��� �����������0
*�� G �� � ����� �
���
��� ���� �� P ���� �
��� ���
� N � ��� ������ �
����
��
� �
���
��� �
� P
�
�� N �
 G ��

(G � P � N) =
∧

N2∈P

{N1 �→ χ� | (N1
χ�
−→ N2) ∈ P−‖((G‖P )+)}

∧ {N1 �→ χ | (N1
χ−→ N) ∈ P−‖((G‖P )∗; G‖{N})}.

��� �	��� P−‖((G‖P )+) �� ��� ��� � ����� � (G‖P )+� �"�" ��� ��� � �������� ����� � G‖P �
���� � �� !���� ���� � ��� �� P " '� ���	 ��	��� ��
� ���� � P−‖((G‖P )+) 
		������ � ��
���� � P−‖G‖P ; (G‖P )∗ 	 ����#������� P−‖G‖P ; (P‖G‖P )∗" '� ��
�� �� P‖G ⊆ G‖P∪{N}� �� 
��
��� !� #����� �� P−‖G‖P ; (G‖−{N})∗"

7� �����
��� �� ������ ���� ��� ���
��� ��#��� ��� ��$� � ����� 	���	�� ��� 	���� ��$��"

4	�������� " .)�'� �� �	���0
(� ���	�� ���� ��� �	
���
 TSize◦� ���� λ◦ ����� �� �� � �
������
�� �� �	� ���� �� Γ � v : τ �
�
� v �� 
�� � ��������� ���
 TSize◦(τ) = Size◦(v)�

,� �� ����� ��� ������ ��������	� ������"
��� ������	� ���� ��������� ��� ��	���������� ������ �	� ��	������	��	�"

=���� � .�	�� ����������� 
��,���� 0
�� Γ � e : τ / γ� �
� dom(Γ′) # FV(e)� ���
 Γ + Γ′ � e : τ / γ�

=���� � .�	�� ����������� ����� ������ 0
�� Γ + Γ′ � e : τ / γ� �
� dom(Γ′) # FV(e)� ���
 Γ � e : τ / γ�

,� ���� 	���	� ���� ��� ������ -������� ����� ���� �� ��� ���	�� ��#�	����� γ �� 	����
��
!� �����	 ��#�	����� γ′ ≤ γ� 	 �� ��� ���	�� γ(x) � �� ������ #�	��!�� x �� 
������"

=���� � .-� ��� ����������� 
��,���� 0
�� γ′ ≤ γ �
� Γ � e : τ / γ� ���
 Γ � e : τ / γ′�

��� �� �	#� ���� ��� ��� ��
����	� ���	����� �	#���� !� ���	�� ��#�	������ 
�
�	��
��� �	�� #�	��!��� � ��� 
�����	�� �(�	�����" )���	 ���	������ 
��� !� ���	��"

=���� " .-� ��� ����������� ����� ������ 0
�� Γ � e : τ / γ� P ⊇ FV(e) �
� γ′|P = γ|P � ���
 Γ � e : τ / γ′�

G������� �� ����� �� ������ ���� �	� ������ �	 �	#��� ��� �������� � ��� ������	 ����
������ �	������� �� ��� ��(� ��
���"

��



����% σ ::= σ1 → σ2 G��
��� ����
| {X1 : σ1 . . .Xn : σn} ��
	� ����
| [σ1 . . . σn] ⇒ σ′ ?��� ���
��� ����

G���	� :�% ?����( � ������&�� λ◦ �����

=���� # .n ������������0
��� �������
� ����
� �	�� �� ���������� ��� ��� ���� ������ �� λ◦�

Γ + {x1 : τ1 . . . xn : τn} � e : τ / (γ � n)〈x1 �→ ξ1 . . . xn �→ ξn〉
Γ � �λ(x1, . . . , xn).e : τ1

ξ1⊕(n−1)−→ τ2
ξ2⊕(n−2)−→ . . . τn

ξn−→ τ / γ

=���� % .n ������������0
��� �������
� ����
� �	�� �� ���������� ��� ��� ���� ������ �� λ◦� �������� ��� ��� i� ξi �= 0�

Γ � e : τ1
ξ1⊕(n−1)−→ τ2

ξ2⊕(n−2)−→ . . . τn
ξn−→ τ / γ Γ(xi) = τi ��� i = 1, . . . , n

Γ � e(x1, . . . , xn) : τ / (γ � n) ∧ {x1 �→ ξ1 . . . xn �→ ξn}

! � ������� ���� ������

��� �	�#��� ���� ������ �� � 
����( � !� ����������� �� ��
�� �	 ������
� �� ��� )*���
����� ������" ,� �	��� � �	� �	���
�� 	���	�
���� ���
� ������� ��� ��� 
��� 
����"

���� ������ 	����� � �������
� �	���� ���� � ���� �(�	����#� ��� � ���	���% ��	�� �������
���
�	� ����� !� •� ��� ���� ��� !� ◦� ���
� ��#� �� � ��� ��� � ���	��� ���� ��� �� ��������
��� ���� ◦ ≥ •"

$�� %���  � ���

�	��� ����� ��#� ��� �����( ��&��� �� G��":�" 7 ���
��� ��� � ���� [τ1 . . . τn] ⇒ τ ′ ����
��� #����� � ��� n �	������� �	� �� ������ ����	 n ���
��� �����
�����" )���	���� �� ��� ����
τ1 → τ2" G	 ������
�%

• λx.x + 1 ��� ���� int → int

• λxy. let rec z = x + 1 in z + y ��� ���� int ⇒ int → int% ��� #���� � x �� �� ������
����	 �� �����
����� !�� ��� #���� � y �� ������ ����	 � �����
�����

• λxy. let rec z = x + 1 in λt.t + z + y ��� ���� int ⇒ int ⇒ int → int% ��� #���� � x ��
�� ������ ����	 �� �����
���� !�� ������ ����	 � �����
������ ��� #���� � y �� �� ������
����	 � �����
�����

• λxy. let rec f = λz.x + 1 in λt.t + y + x ��� ���� [int, int] ⇒ int → int% ��� #����� � x
��� y �	� �� ������ ����	 � ���
��� �����
�����

�	��� ����� ��� ������ 	���� �	� ��#�� �� G��" :;"� 
��
� �� � ���
��� �� P����R� �� 
�����	
��� �������
� �	��� � ��� !��% �� ���	� �� � ��	�� �������
� �� �� � ��� #�	��!��� ��"�" �� ���	�
�� � ���� ����� ���� � • ���� ��� ��	
� �� {x1 . . . xn})� ��� ���
��� �� ����� [σ1 . . . σn] ⇒ τ �	���
�������� " ��� !������ b � � let rec b in e �� ��� 
��
��� �	��� 	����� " 7� � 
�#������
������� �� �	��� τ1 . . . τn �	 ��� 
		�������� ���� � ������ ����� �� n = 0" ?�����	��� �� �	���
[τ1 . . . τn] ⇒ τ �	 τ �� n = 0� ��� ��� �(��
��� ���� ���	����" '� 	��� ���� ��� ������ σ′ � σ
������ �����	 σ′ → σ� 	 [σ′, σ1 . . . σn] ⇒ σ0� ���� σ = [σ1 . . . σn] ⇒ σ0" ?�����	��� �� ����� ���

�!������ � ���� ��� ������ ���
��� ����� !� [σ1 . . . σn]� σ0" 7��� �� �	��� Γ � e : σ :: γ �	
Γ � e : σ ��� Γ � e :: γ"

�;



M(�	������ Γ � e : σ

Γ � x : Γ(x) (���)
rng(s) ⊆ Γ

Γ � {s} : Γ ◦ s
(������)

Γ � e : {I}
Γ � e.X : I(X)

(������)

Γ + {x : σ′} � e : σ

Γ � λx.e : σ′ → σ
( ��������)

Γ � e1 : σ′ � σ Γ � e2 : σ′

Γ � e1 e2 : σ
(���)

Γ′ = Γ + {x1 : σ1 . . . xn : σn} n ≥ 1
Γ′ � struct B end : σ Γ′ � Bind(B) :: G Sources(G+•) ⊆ DV(B)

Γ � λx1 . . . xn. struct B end : [σ1 . . . σn] ⇒ σ
(��������)

Γ + Γb � e : σ Γ + Γb � b : Γb Γ � b :: G G+•‖ dom(b) ⊆�b

Γ � let rec b in e : σ
(	�����)

<������� Γ � b : Γb

Γ � ∅ : ε (�����)
Γ � e : Γ(x) Γ � b : Γb

Γ � (x =[?] e, b) : Γb + {x : Γ(x)} ( !�")

Γ � e : Γ(x) Γ � b : Γb TSize◦(Γ(x)) = =[n]

Γ � (x =[n] e, b) : Γb + {x : Γ(x)} (#�")

M(�	����� �������
� �	��� Γ � e :: γ

v �� �� � #�	��!��

Γ � v :: ◦| FV(v)

($�%��!) Γ � e :: •| FV(e) ($�����&)

p ≥ 0 n ≥ m ≥ 1 e = x.X1 . . .Xp Γ � e : [σ1 . . . σn] ⇒ σ

Γ � (e x1 . . . xm) :: (•| {x} ∧ ◦| {x1...xm})
($����)

res /∈ dom(b) ∪ FV(b, e) Γ � (b, res=[?] e) :: G G+•‖ dom(b) ⊆�b

Γ � let rec b in e :: FV(let rec b in e)‖G+ ($�������)

<������ �������
� �	��� Γ � b :: G

∀x ∈ dom(b), Γ � b(x) :: γx

Γ � b ::
⋃

x∈dom(b)

(γx −→ x)
($��
�)

G���	� :;% ?����� ������ 	���� �	 λ◦

�=



�����
�{I}� = {�I�}
�σ′ → σ� = �σ′� �∞−→ �σ�

�[σ1 . . . σn] ⇒ σ� = �σ1�
n−→ . . .

2−→ �σn�
1−→ �σ�

8��	���
�•� = �∞
�◦� = 1

8��	�� ��#�	������
�γ�(x) = �γ(x)� �� x ∈ dom(γ)
�γ�(x) = ∞ �� x /∈ dom(γ)

A	����

�G� = {x �χ�−→ y | x
χ−→G y}

G���	� :=% �	��������

-�������	  ���� ������������ ����� N�	��!��� �	� ����	���� ����� •� �(
��� �� �G��" :; %

• �� �� �	��
��� !� �� �!��	�
��� �	��� $���� 

• �� �� �� �	������ � � ���
��� ����� [σ1 . . . σn] ⇒ σ �	��� $���� 

$�� �
����  

'� ���� ��
��� �� ���� �	#� ��� �������� � ���� ������ !� ��-�
��� ��� ��� �	�#��� ��" ���
�	�������� �� ��#�� �� G��" :="

,� ����� &	�� � �	�#��� �	������ ���� �������
� �	��� 
���	�
��� 	���� ��#� ��	�
��� ���
�	� "

7���������� ! .)���� �� ���  ���� �� �� �2��������0
�� Γ � e :: γ� ���
 dom(γ) = FV(e) �
� γ ≤ ◦| FV(e)� �	������ �� ���� ��� �������
��

• �� e �� �� ��� ����� e′.X �� �� � ��������� ���
 γ = •| FV(e)�

• *�� m > 0 �
� p ≥ 0� �� e �� �� ��� ����� (x.X1 . . . Xp x1 . . . xm)� ���
 γ ≤ •| {x}∧◦| {x1...xm}�

,� ��� 	���	� ���� ��� �	�������� ��#�	 ��#�� ���	�� 0 � ��� #�	��!��"

7���������� $ .-� ����  ���� �	 ��� �����������0
��� ��� ������
� ����� γ� rng(�γ�) ⊆ {�∞, 1,∞}�

������� � .)�������� �� ��� ������ �	�� �	����0
�� Γ � e :: γ �
� Γ � e : σ ���
 �Γ� � e : �σ� / �γ��
�� Γ � b :: G �
� Γ � b : Γb ���
 �Γ� � b : �Γb� / �G��

7����� ��� �	� �� !� ������ ����
��� � e ��� b� ��� 
��� �������� � ��� ���� ������ 	���"

• ���
,� ��#� e = x� ���� !� +	�" @ �� ��#� �γ� S �∞| {x}� ���� !� 	��� ������ �� ��#�
�Γ� � x : �Γ�(x) / �γ�"

•  ��������
,� ��#� ���� e �� �� �(�	����� � ��� ����� λx.e′� σ = σ1 → σ2� ��� γ ≤ ◦| FV(e) ���
dom(γ) = FV(e)� !� +	�" @" ? �� ��#� (�γ�� 1)〈x �→ �∞〉 = �∞| FV(e)∪{x}. ��� γ′ = •| FV(e′)
L �� ��#� �γ′� ≥ (�γ� � 1)〈x �→ �∞〉 ��� Γ � e′ :: γ′" <� ����
��� �� ��#� �Γ + {x : σ1}� �
e′ : �σ2� / �γ′�� ���
� !� ����� ; ��#�� �Γ + {x : σ1}� � e′ : �σ2� / (�γ� � 1)〈x �→ �∞〉� � !�

	��� ������ �� ��#� �Γ� � λx.e : �σ1�
�∞−→ �σ1� / �γ�"

��



• ���
,� ��#� ���� e �� �� �(�	����� � ��� ����� e1 e2� ��� Γ � e1 : σ′ � σ� ��� Γ � e2 : σ′" ,�
�	
��� !� 
��� �������� � ��� ���� 	��� � ��� ��	�#���� � Γ � e :: γ" ,� ��#� �� 
����%

> $����" '� ���� 
���� e1 ��� ��� ����� e3 x1 . . . xm−1� ���� n ≥ m ≥ 1� e2 = xm ���
e3 = x.X1 . . . Xp� ��� �� ��#� Γ � e3 : [σ1, . . . σn] ⇒ σ′′" ?� �� ��#� ��� 	�
	�
����� I1 . . . Ip� ��
� ���� Γ(x) = {I1}� ��� �	 ��� i ∈ {1 . . . p − 1}� Ii.Xi = {Ii+1}� ���
Ip(Xp) = [σ1, . . . σn] ⇒ σ" <�� !#������ ���� ���� �� ��� ��� ��	�#�!�� ���� �	 e3� �
σ′ = σm� σ′ � σ = [σm, . . . σn] ⇒ σ′′� ��� σ = [σm+1, . . . σn] ⇒ σ′′"
<� 	��������� �� !���� �Γ� � x : {�·�◦I1} / �∞| {x}� ��� ���� !� ��

����#� �����
����

� 	��� ��������� �Γ� � e3 : �σ1�
n−→ . . .

2−→ �σn�
1−→ �σ′′� / �∞| {x}" G������� !�

����� >� �� !���� �Γ� � e : �σ� / �∞| {x} ∧ 1| {x1...xm}� ���
� �� ��� �(��
��� 	�����"

> )���	����� ��� ���� 	��� ������� �� 	��� $�����&� ��� �� ��#� γ = •| FV(e)" <�

����
��� �� ��#� �Γ� � e1 : �σ′� �∞−→ �σ� / �γ1� ��� �Γ� � e2 : �σ� / �γ2�� ����
γi = •| FV(ei)" <�� �γ� = �∞| FV(e)� � �γ� = (�γ1�� 1)∧ �∞@ �γ2�� ���� !� 	��� ������
�� ��#� �Γ� � e1 e2 : �σ� / �γ�"

• ������
,� ��#� � ��	�#���� � ��� �����%

rng(s) ⊆ dom(Γ)
Γ � {s} : Γ ◦ s

G	 ��� X ∈ dom(s)� !� 	��� ������ �� ��#� �Γ� � s(X) : �Γ�(s(X)) / γ′� ���� γ′ = 0| rng(s)"
<�� !� +	�" @ �� ��#� γ ≤ ◦| FV({s})" ? �γ� ≤ 1| FV(e) = γ′ + 1� � !� ��������� �� ��#�
�Γ� � {s} : �Γ� ◦ s / �γ�"

• ������
,� ��#� ���� e �� � ��� ����� e′.X � ��� !� +	�" @� γ = •| FV(e) = •| FV(e′)" ,� ��#�
Γ � e′ :: γ !� 	��� $�����&� � !� ����
��� �� ��#� �Γ� � e′ : {�I�} / �γ�" ? !� ��
������� �Γ� � e′.X : �I(X)� / �γ�−1" <�� �� ��#� �γ�−1 = �∞| FV(e′)−1 = �∞| FV(e′) = �γ��
� �� ��#� �Γ� � e′.X : �I(X)� / �γ�"

• ��������
<� +	�" @� �� ��#� γ ≤ ◦| FV(e)" <� ��#�	���� �� ��#� e = λx1 . . . xn. struct B end ���
Γ′ S Γ + {x1 : σ1 . . . xn : σn}� ��
� ���� Γ′ � struct B end : σ′� ���� σ = [σ1 . . . σn] ⇒ σ′"
G�	���	�	�� !� ������ � struct B end� �� ��#� G ��
� ���� Γ′ � b :: G ���� b = Bind(B)�
��� Sources(G+•) ⊆ DV(B)" G������� !� 	��� ������� �� ��#� Γ′ � {s} :: γs ����
γs = ◦| FV({s})"

����� ������ res � �	��� #�	��!�� ��� ������� H = G∪(γs−→res)� �� ��#� !� 	��� $�������
���� Γ′ � struct B end :: FV(struct B end)‖H+"

<�� �� ��
�� ��� �	���� FV(struct B end)‖H+ ��� FV(struct B end)‖G+ �	� �����" '������ 
�����	

��� ���� x
χ−→+

H y� ���� x ∈ FV(struct B end)" '� ���� ���� 
������ � ���� � res� ����
�� �� �� FV(struct B end)‖G+" )���	�����

> ���	� �� � ���	 ���� � res�

> �� �� ��� ���� ���� � ��� �����

> ��� χ = ◦� !� 
���	�
��� � H "

<�� ���
� rng(s) # FV(struct B end)� ���� ���� ���� �� �� ��� ��� ���� � ��� ����� � ���

���� 
�� !� ��
����� ��� x
χ1−→+

G z
χ−→H y" ?� ���	� �� � ���� ���� ��	
� x �� G� ����

���	�� �� ��
����	��� ���� ���� 	 ����� � ◦� ���
� ��#�� ��� �(��
��� 	�����"

�>



����� ���
� Sources(G+•) ⊆ DV(B)� �� !���� ���� �� � ���	�� ��#�	������

FV(struct B end)‖G+ = ◦| FV(struct B end)� � �� ��	�#� Γ′ � struct B end :: ◦| FV(struct B end)�
��� !� ����
��� ���������� �� ��#� �Γ′� � struct B end : �σ′� / 1|FV(struct B end)"

?� !� ����� �� �� ��#� �(�
��� �Γ′� � e : �σ� / (n + 1)| FV(e)� ���
� ��#�� ��� �(��
���
	����� !� ���������"

• 	�����
,� ��#� ���� e �� � ��� ����� let rec b in e′" <� ������ ���������� �� ��#� Γb ��� G
��
� ���� ������� Γ′ = Γ + Γb� Γ′ � b : Γb� Γ′ � e′ : σ� ��� Γ � b :: G"

�	�#�	� !� ��� ��
�� ���������� �� ��� H ��� � �	��� #�	��!�� res ��
� ���� Γ � (b, res=[?]

e′) :: H " <� 
���	�
���� ���� H 
�� !� ���� �� ��� ���� � G′ ��� γ′ −→ res ��
� ����
G′+•‖ dom(b) ⊆�b� Γ � b :: G′ ��� Γ � e′ :: γ′� ���
� !� ��������� ������� Γ′ � b :: G′ ���
Γ′ � e′ :: γ′"

<� ����
��� ���������� ���� ��#�� �Γ′� � b : �Γb� / �G′� ��� �Γ′� � e′ : �σ� / �γ′�" �	�#�	�
�G′+•� = �G′�+�∞� � �λ◦ (G′, b)"

G������� �� ��#� �γ� = �FV(e)‖H+� = FV(e)‖�H�+ ≤ (�H� � dom(b) � res)" '������ !�
��&����� � � ���	�� ��#�	����� ����	����$����� ��#�� x ∈ dom(�H� � dom(b) � res)�
�� ��#� x ∈ FV(e) ��� ���	� �	� �� ����!�������% �����	 ���	� �(���� y ∈ dom(b) ��
� ����

x
�∞−→+

�H� y� 	 x
ξ−→

+

�H� res " '� !�� 
����� �� ��#� � ���� ���� ��� ���� ���� ��� �� ���

��� ���� ���	�� �� FV(e)‖�H�+"

����� �� 
�� ����� 	��� ��	����� � ��	�#� �Γ� � e : �σ� / �γ�"

•  !�" ��� #�"

M��� !� 
���	�
��� � ��� �	���� � !������� ��� +	�" @"

�

� "�������#�	 	������

,� �� ��	� � �	#��� ��� �������� � ��� �	���� ���� ������"

&�� ����	� �!��!��� ' ����!�	���� ���!�� 

,� ���	� ��� �	� ���� � ���!�	 � ����!	��
 ������ � ���	��� ��� ���	�� ��	�����" ���
������� ������ ����� !� 	��� �� ���#�	����� ������&�� #�	 ��� ���	��� ξ, ξ′, ξ1, ξ2, ξ3" ,�
���� ��� 
�#����� ���� @ ��� ������� �	�
����
�� ������ !� ∧� ��� ���� ⊕ ��� �"

=���� !

#� (ξ1 ⊕ 1) @ ξ2 ≤ ξ1 @ ξ2 ⊕ 1�

5� (ξ1 ∧ ξ2) @ ξ3 = ξ1 @ ξ3 ∧ ξ2 @ ξ3�

�� ξ1 @ (ξ2 ∧ ξ3) = ξ1 @ ξ2 ∧ ξ1 @ ξ3�

6� (ξ1 @ ξ2) @ ξ3 = ξ1 @ (ξ2 @ ξ3)�

7� (ξ � n) @ ξ′ = ξ @ ξ′ � n�

8� �∞� 1 ⊕ 1 = 1� 0 � 1 ⊕ 1 = 1� 0 ⊕ 1 � 1 = �∞�

9� �� ξ �= 0� ���
 ξ ⊕ 1 � 1 = ξ�

:� �� ξ /∈ {�∞, 0}� ���
 ξ � 1 ⊕ 1 = ξ�

�@



;� �∞ @ ξ ≤ ξ�

#0� �� ξ ≤ ξ′ ���
 ξ ⊕ 1 ≤ ξ′ ⊕ 1 �
� ξ � 1 ≤ ξ′ � 1 �

##� �� ξ ⊕ 1 ≤ ξ′ � 1 ���
 ξ ⊕ 2 ≤ ξ′�

#5� (ξ1 ∧ ξ2) � 1 = (ξ1 � 1) ∧ (ξ2 � 1)�

#�� �� ξ1 ≤ ξ2� ���
 ξ @ ξ1 ≤ ξ @ ξ2�

#6� ξ + 1 − 1� ξ − 1 ≤ ξ� (ξ ∧ ξ′) − 1 = (ξ − 1) ∧ (ξ′ − 1)�

7�����

:" '� ξ2 = �∞� �� !���� �∞ ≤ 1 ���
� �� �	��" '� ξ2 = ∞ �� !���� ∞ ≤ ∞" )���	����� ���

���� 	���
�� � ξ1 ⊕ 1 ≤ ξ1 ⊕ 1"

�" '� ξ3 = �∞� �� !���� �∞ � !�� ����� � ��� ��������" '� ξ3 = ∞� !�� ����� �	� ����� �
∞" )���	���� �� ��� ξ1 ∧ ξ2 � !�� �����"

;" '� ξ2 = �∞� !�� ����� �	� ����� � �∞" '� ξ2 = ∞� ���� ξ2∧ξ3 = ξ3 ��� ξ1 @ ξ2 = ∞� � !��
����� �	� ����� � ξ1 @ ξ3" )���	����� �� �	��� !� 
��� � ξ3" '� ξ3 = �∞� ���� �� !���� �∞
� !�� ������ ��� �� ξ3 = ∞� �� !���� ξ1 @ ξ2 �	 !�� �����" )���	����� ξ2 ∧ ξ3 = n �= �∞�
� ξ1 @ (ξ2 ∧ ξ3) = ξ1 = ξ1 ∧ ξ1 = ξ1 @ ξ2 ∧ ξ1 @ ξ3"

=" '� ξ3 = �∞� !�� ����� �	� ����� � �∞" '� ξ3 = ∞� �� !���� ∞ � !�� �����" )���	�����
!�� ����� �	� ����� � ξ1 @ ξ2"

�" <�� ����� 	���
� � ∞ �� ξ′ = ∞� � �∞ �� ξ′ = �∞� ��� � ξ � n ���	����"

>" <� ��&����� � ⊕ ��� �"

@" <� ��&����� � ⊕ ��� �"

C" <� ��&����� � ⊕ ��� �"

B" '� ξ = �∞ 	 ξ = ∞� !�� ����� � ��� ���������� �	� ����� � ξ" )���	����� ��� ���������� ��
����#����� � �∞ ≤ ξ� ���
� �� �	�� �	 ��� ξ"

:�" <� ��&����� � ⊕ ��� �"

::" ?��
� ξ ⊕ 1 ≥ 1� ξ′ � 1 ≥ 1 � ξ′ ≥ 1� ��� � !� '��� C� ξ′ = ξ′ � 1⊕ 1� ��� ��� 	����� �����
!� �������� +	��	�� :� � ξ ⊕ 1 ≤ ξ′ � 1"

:�" <� ������	�� �� 
�� ������ �"�""�" ���� ξ1 ≤ ξ2" ���� ξ1 ∧ ξ2 = ξ1� ��� !� +	��	�� :��
(ξ1 � 1) ∧ (ξ2 � 1) = ξ1 � 1"

:;" '� ξ2 = ∞� ���� ξ @ ξ2 = ∞� ���
� �� ��
����	��� �	����	 ���� ξ @ ξ1" )���	����� �� ξ2 = �∞�
���� ξ1 = �∞� ��� ξ @ ξ1 = ξ @ ξ2 = �∞" )���	����� ξ2 �� � ����	�� ���!�	� � ξ @ ξ2 = ξ"
<�� �� ξ1 ≤ ξ2� ξ1 �= ∞" F��
�� �� ξ1 = �∞� ���� ξ @ ξ1 = �∞� ���
� �� ��
����	��� ����	�	 �
ξ @ ξ2" )���	����� ξ1 ��� ξ2 �	� !�� ����	�� ���!�	�� � ξ @ ξ1 = ξ = ξ @ ξ2"

:=" <� ��&�����"
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,� ��� ����	����$�� ���	�� ��#�	������ � ���� ��� �� 	���
��� 	���� �� ��� ��#�� � ��������
�
�	����" A�#�� G� ����	����$�!�� �� P ��� N � ����	����$��� P ��� N �� G ��� 
		������ � ��
��	���� � G" ��� ���� �� ���� !� ��� ������� ��&����� � �
���
��� �� �����"

-�*������ �: .���������'��  ����0
*�� G �� � ����
��
� ����� �
���
��� ���� �� P ���� �
��� ���
� N � *�� ��� ����� �
���
��� �
� P
�
�� N �
 G ��

Internalize(G, P, N) = P−‖G‖−P∪{N} ∪ ((G � P � N) −→ N).

��� 
���
��� ���� ����	����$�� ���	�� ��#�	������ �� �(������� !���"

�����, " ./�� ����� ���������	 �����0
�
���
��� �� ������ �
����
��
�� �� 
�� ���� �
�� ��	
� ��� ����
��
� ����� ������
� ������ ���
�
�� ������ N ���� ���� � �������� ������� ���� ���
���
� �� ������ ���
���� �
� �� �
 ������

�� ���� �
 �������� ��� �������� ��� e = let rec x =[n] (λy.λz.{}) x in {}� (� �����
�� ��
�
e �� �� ����������� �
� ����� x �� ���� ������ ∞ �
 ��� ���������
 (λy.λz.{}) x� ���� �� ����
��� ���� ������ ����� ��
� ∞ @ 0 = ∞� "������� �
����� 
�� ��� ���	� e′ = let rec x =[n]

(let rec y=[?] x in (λz.{})) in {}� �� ��� ��������
 (· � · � ·) ���� ��� ����
��
��� �
�� ��	
��
��� ������ �� x �
 let rec y=[?] x in (λz.{}) ��	�� �� 0� ��	� ������
� ���� �����������
�

%���� ���� � �������� �� ������ ∞ �
 �	� ���� �
 ��� �
������� ���������
� ���� �� ��������
���	��� ��
� ����� ��������
 ����
��
��� �

�� �� ���� �� �
� ���! ����� ���
����
� ���
 x
�

�� ����
� �
 y� �
� ��� �
��
��� �
� ��� x ���� 
�� ����
� �
 y ������ +�� �� �'	�� �� λz.{},�
"������� ���� ���
���
�
 ����� 	� �� �����
��� ������� ����
��
��� �
 ���
����
� �� 	
�
��

�� � �
����
��
���� �����	�� �
� �	�� ���� ����� ���� �� �	�� �� ��
� �� �����
�
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�
�������

'� ���� ��
���� �� �	#� ��� �	��	���� � ����	����$�� �	���� ��� ���	�� ��#�	������" G	
�	� ����	������ �� 	���� � �� �	!��	�	� ��� � ����� ������� ��� 
�����	�� ���	�� ��	�
��	�
	������ ���� � ����	���$�� ���	���" ?� � ���	�� ��#�	����� �� � ���� ���
��� �	� ���� �
����	���$�� ���	���� � &���� ����	�" �	�#�	� �� 	���	� ���� ����	���$�� ���	��� 	����
� ���
������� ���������"

7���������� : .<��3�� �� ����� �� ���0
(� ���	�� ���� ��� �
������� ������ ���	�	�� ��� � 	
�'	� 
������� �������

'���	����$�� ���	�� ��#�	������ ��� �	���� ��#� ��#�	������ ��� �	���� ���� 
����� �����
���	����� �	 ����	��� ��� 
		�
����� � ��� ������� �	����� �� ��� ����� ���� ���� ����
� ���
��������
��� 
�
��� 
�������� ������#� ���	���� ��� ���� ���� 
		�
��� �	���
� ��� ��������
���
����	 	���
���" ���� �� ���� !� ��� ��(� �� ������� ���
� ��� ��� ������� �	��	��"

7���������� �; .8������� ���������'��  ����0
*�� G �� � ����� �
���
��� ���� �� P ���� �
��� ���
� N � ��� ��� ���� N1

ξ−→+
G N2 �� G� ����

N1 /∈ P �

• ������ N2 ∈ P �
� ξ ∈ Positive�

• �� N2 ∈ P � ξ ∈ Negative �
� N1
ξ−→

+

Internalize(G,P,N) N �

• �� N1
ξ−→

+

Internalize(G,P,N) N2�

7����� ,� �	
��� !� ����
��� � ��� ���!�	 � ����� �� �� P−‖G‖−P∪{N}"

• '� ��� ����� �	� �� P−‖G‖−P∪{N}� ����� �	�#����� N1
ξ−→+

Internalize(G,P,N) N2"

�B



• '� n + 1 ����� �	� ������ P−‖G‖−P∪{N}� ��� N3
ξ2−→G N4 !� ��� &	�� � �����" ,� ��#�

N1
ξ−→+

G N2 = N1
ξ1−→∗

G N3
ξ2−→G N4

ξ−→∗
G N2� ���� N1

ξ1−→∗
Internalize(G,P,N) N3" ,� ���

���� N3 /∈ P ��� N4 ∈ P ∪ {N}" ,� ����������� ��� ������� ��	�� 
����"

> N4 = N " ����� (G � P � N)(N3) = ξ2� � N3
ξ2−→Internalize(G,P,N) N4� ��� �� 
�
����

!� ����
��� ��������� � N4
ξ−→

∗
G N2"

> ��� 	��� � ��� ����� N4
ξ−→∗

G N2� 
������ ��� ���� �� P � �"�"�� �� � ���� � P‖G‖P "

∗ '� ξ ∈ Negative� ���� N3
ξ−→ Internalize(G,P,N) N � � N1

ξ−→+
Internalize(G,P,N) N % �� �	�

�� ��� ��
�� 
���"

∗ )���	����� �� �	� �� ��� &	�� 
���"

> ��� 	��� � ��� ���� N4
ξ−→∗

G N2 �� � ��� ����� N4
ξ3−→∗

P‖G‖P
N5

ξ4−→
P‖G‖−P

N6
ξ−→∗

G N2"

<� ���������� �� P‖G‖−P = P‖G ∩ G‖−P � �� ��#� P‖G‖−P ⊆ G‖P∪{N} ∩ G‖−P =

G‖{N}� � N6 = N � ��� N3
ξ4−→ Internalize(G,P,N) N6" '� ��� ���� ���� N6

ξ−→∗
G N2 ��

������ ���� ξ4 = ξ� ��� �� �	� �� ��� ���	� 
���" )���	����� !� ����
��� ����������
���	� �	� ��	�� ����!�������"

∗ N6
ξ−→+

Internalize(G,P,N) N2� ��� N1
ξ−→+

Internalize(G,P,N) N2% �� �	� �� ��� ���	� 
���"

∗ N2 ∈ P ��� ξ ∈ Positive� ��� �� �	� �� ��� &	�� 
���"

∗ N2 ∈ P � ξ ∈ Negative� ��� N6
ξ−→+

Internalize(G,P,N) N � ��� N1
ξ−→+

Internalize(G,P,N) N %

�� �	� �� ��� ��
�� 
���"
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*�� G �� � ����� �
���
��� ���� �� P ���� �
��� ���
� N � *�� � �� � ����� ����� �
 Nodes(G)� �	�
����

• P � N �

• ��� ��� N ′ /∈ P � �� N ′ � N � ���
 N ′ � P �

• � (Internalize(G, P, N),�)�

• �
� � (P‖G‖P ,�)�

(� ���� � (G,�)�

7����� ,� �	#� ���� ��� ������#� ����� � G �	� �	��	�" ��� N1
ξ−→+

G N2 � ���� � G� ����
ξ ∈ Negative"

• '� N1 /∈ P � !� +	��	�� :�� ��� �� ξ ∈ Negative� ���	� �	� �� ����!�������"

> N2 ∈ P ��� N1
ξ−→+

Internalize(G,P,N) N " <� ���������� � (Internalize(G, P, N),�)� �

N1 � N � ���� !� ���������� ���� ������� ���� N1 � P � � N1 � N2 ��� ��� 
�����	��
���� �� �	��	�"

> N1
ξ−→+

Internalize(G,P,N) N2� � N1 � N2 !� 
		�
����� � Internalize(G, P, N)� ��� ���


�����	�� ���� �� �	��	�"

• '� N1 ∈ P "

> '� ��� ���� � ��� 
�����	�� ���� �	� �� P � ���� �� �� ��
����� �� P‖G‖P � ��� �� �	��	�
!� ���������"

> )���	����� 
�����	 ��� &	�� ��� �� �� P % �� �� ��
����	��� N !�
���� P‖G ⊆ G‖P∪{N}"

? ��� 
�����	�� ���� �� � ��� ����� N1
ξ1−→∗

P‖G‖P∪{N} N
ξ−→∗

G N2"

;�



∗ '� ��� ��
�� ��	� � ��� ����� N
ξ−→∗

G N2� �� ������ ���� ���� 
�����	�� ���� ��
�	� N1 ∈ P � N � ��� !� ��������� N1 � N "

∗ )���	����� ��� ���� 	������� �� �!#� ������	���� ���� N � N2� � !� �	�����
��#��� � �� �� ��#� N1 � N2"

�

=���� : .8������� ���������'�� �� ��� �����������0
*�� P �
� Q �� ���&��
� ���� �� 
����� N ∈ Q� �
� G � ����
��
� ����� �
���
��� ���� �� P ����
�
��� ���
� N �
� �
���
��� ���� �� P ∪Q ���� �
��� ���
� N0� �	� ���� Targets(G) ⊆ P ∪Q∪{N0}�
�
� Sources(G) # {N0}� (� ����

(Internalize(G, P, N) � Q � N0) ≤ (G � (P ∪ Q) � N0).

7����� <� ���������� �� ��#� N0 /∈ P ∪ Q� ��� P‖G ⊆ G‖P∪{N}� P∪Q‖G ⊆ G‖P∪Q∪{N0}" ���
γ = (Internalize(G, P, N) � Q � N0) ��� γ′ = (G � P ∪Q � N0)" ��� G1 = Internalize(G, P, N)"
G�	��� ���
� ���� ��� 
������� � G ����� ���� Targets(G1) ⊆ Q∪{N0}� ��� Sources(G1)#{N0}"
*����������� Q‖G1 ⊆ G1‖Q∪{N0}" ? ��� �� ���	�� ��#�	������ �	� �������&���"

G	 ��� ��� N1� ��� ξ = γ′(N1)� ��� ��� R = P ∪ Q" ���	� �	� �� ����!�������� !� ��&�����
� (· � · � ·)"

• N1
ξ1−→

R−‖G‖R
N2

ξ−→∗
R‖G‖R

N3 ��� ξ ∈ Negative" ,� ��#� N1 /∈ P � � !� +	��	�� :��

���	� �	� �� ����!�������"

> N3 ∈ P ��� N1
ξ−→+

G1
N � �� �� N ∈ Q� γ(N1) ≤ ξ"

> N3 /∈ P ��� N1
ξ−→+

G1
N3� �� �� N3 ∈ R \ P � �� ��#� N3 ∈ Q ��� γ(N1) ≤ ξ"

• N1
ξ1−→∗

G‖R
N2

ξ−→G‖{N0} N0� ���� N1 /∈ R" <� +	��	�� :� ������ �� N0 /∈ R� �� ��� ����

N1
ξ−→+

G1
N0� � γ(N1) ≤ ξ"

�

��� ��(� ����� ����� ���� �(��	��� ��	���� �	���
��� 	��� �� " '� ��
�� ���� 	���
��� 	��� ��
��� ������ ��	��� ����	����$��� ���	�� ��#�	������" G	 ������
�� 
�����	 ��� 	���
��� ����
(let rec b1 in let rec b2 in e) −→ (let rec b1, b2 in e)" ,��� 	����
� � ���	�� ��#�	�������
��� 	���( ����	����$�� b2 ��� ���� b1� ����� ��� 	���
� ����	����$�� b1 ��� b2 �� �
�"
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*�� P �
� Q �� ���&��
� ���� �� 
����� �
� N /∈ P ∪Q� �
� G �� � ����
��
� ����� �
���
��� ����
�� P ���� �
��� ���
� N � �	� ���� Targets(G) ⊆ P ∪ Q ∪ {N}� �
� Sources(G) # {N}� (� ����

(Internalize(G, P, N) � Q � N) ≤ (G � (P ∪ Q) � N).

7����� ��� γ = (Internalize(G, P, N) � Q � N) ��� γ′ = (G � P ∪ Q � N)" ��� G1 =
Internalize(G, P, N)" G�	��� ���
� ���� ��� 
������� � G ����� ���� Targets(G1) ⊆ Q ∪ {N}�
��� Sources(G1) # {N}" *����������� Q‖G1 ⊆ G1‖Q∪{N}" ? ��� �� ���	�� ��#�	������ �	�
�������&���"

G	 ��� ��� N1� ��� ξ = γ′(N1)� ��� ��� R = P ∪ Q" ���	� �	� �� ����!�������� !� ��&�����
� (· � · � ·)"

• N1
ξ1−→

R−‖G‖R
N2

ξ−→∗
R‖G‖R

N3 ��� ξ ∈ Negative" ,� ��#� N1 /∈ P � � !� +	��	�� :��

���	� �	� �� ����!�������"

> N3 ∈ P ��� N1
ξ−→+

G1
N � � γ(N1) ≤ ξ"

> N3 /∈ P ��� N1
ξ−→+

G1
N3� �� �� N3 ∈ R \ P � �� ��#� N3 ∈ Q ��� γ(N1) ≤ ξ"

;:



• N1
ξ1−→∗

G‖R
N2

ξ−→G‖{N} N � ���� N1 /∈ R" <� +	��	�� :� ������ �� N /∈ R� �� ��� ����

N1
ξ−→+

G1
N � � γ(N1) ≤ ξ"

�

��� ��(� �� 	������ 
�
�	� ���	�� ��	����������" ��� ���� �� � ����	� ���� ��� ��� �	��
#�	��!��� �����	 �� ���	�� ��#�	������"

7���������� �� .-� ��� ����������� �����������0
*�� P �
� Q �� ���&��
� �
��� ���� �� ���������� � 
��� N /∈ P ∪ Q� �
� G �� � ����
��
� �����
�
���
��� ���� �� P ���� �
��� ���
� N � (� ���� (G � P � N)|Q = ((P∪Q‖G) � P � N)�

7����� ��� G′ = P∪Q‖G� γ = (G � P � N)|Q ��� γ′ = (G′ � P � N)" G�	�� ���
� ����

supp(γ′) ⊆ Sources(G′) \ P = Sources(G) ∩ Q ⊇ supp(γ)" ?� �	 ��� ��� ������ Q� !�� 	���	�
∞"

����� ��� G1 = Q‖G‖P " ��� G′
1 = Q‖G′‖P " <�� G′ = P∪Q‖G� � G1 = G′

1"
?�����	��� ��� G2 = P‖G‖P ��� G′

2 = P‖G′‖P " ,� ��#� G2 = G′
2"

��� G3 = P‖G‖{N} ��� G′
3 = P‖G′‖{N}" ,� ��#� G3 = G′

3"
��� G4 = Q‖G‖{N} ��� G′

4 = Q‖G′‖{N}" ,� ��#� G4 = G′
4"

��� �	 ��� N0 ∈ Q� γ(N0) �� ��� ������� � ��� ��� � ���	��� ξ ��
� ����

N0
ξ1−→G1

N1
ξ−→∗

G2
N2 �� ξ �� ������#�� 	 N0

ξ1−→G1
N1

ξ2−→∗
G2

N2
ξ−→G3

N � 	 N0
ξ−→G4

N "

<��� �� �� ��#� ����� ��
� � ����� ����� 
		������ � � ���� � ��� �	� N0
ξ1−→G′

1
N1

ξ−→∗
G′

2
N2

	 N0
ξ1−→G′

1
N1

ξ2−→∗
G′

2
N2

ξ−→G′
3

N 	 N0
ξ−→G′

4
N " ? γ′(N0) ≤ γ(N0)" ��� 
�#�	�� �	������

���� ���� γ(N0) ≤ γ′(N0)� ��� ���	��	� γ(N0) = γ′(N0)" �

8�������	 � .&���� ? -� ��� �����������0
*�� P �
� Q �� ���&��
� �
��� ���� �� ���������� N0 /∈ P ∪ Q� �
� ��� ��� N ∈ P ∪ {N0}� γN �� �

������ �
����
��
�� *�� ��� ��� N ∈ P ∪ {N0}� γ′
N = γN |P∪Q� G =

⋃

N∈P∪{N0}
(γN −→ N)� �
�

G′ =
⋃

N∈P∪{N0}
(γ′

N −→ N)� (� ���� (G � P � N0)|Q = (G′ � P � N0)�

����� �� ����� ��� ��
���
�� ������ ���� � �	#� ��� ��!-�
� 	���
��� �	��	��" G�	��� ��
��#� � ��H
���� 
������ �	 ����	����� �� ����	����$�� ���	�� ��#�	������ �� ��� ������� �����"

7���������� �� .&���� ����������0
*�� G1 �
� G2 �� ��� ����
��
� ������ �	� ����

• N /∈ Sources(G1 ∪ G2)�

• Targets(G1 ∪ G2) ⊆ P � {N}�
• Targets(G1) # Sources(G2)� �
�

• Targets(G2) # Sources(G1)�

(� ���� (G1 ∪ G2 � P � N) = (G1 � P � N) ∧ (G2 � P � N)�

7����� G�	��� ��� ����	�� � !�� ���	�� ��#�	������ �	� ��
����� �� (Sources(G1) ∪
Sources(G2)) \ P " ��� ��� �� &( � ��� N ′ �� ���� ���" ��� ��� (G1 ∪ G2)+ � �����
� G1 ∪ G2 �� ����� � ��� ���� G+

1 ∪ G+
2 � ���
� � ���� 
�� 
�!��� ����� �	� !��

��!�	����" G�	���	�	�� ���
� N /∈ Sources(G1 ∪ G2)� �	 ��� G �� {(G1 ∪ G2), G1, G2}� ��

;�



��#� P∪{N}−‖G+‖P = P−‖((G‖P )+) ��� P∪{N}−‖G+‖{N} = P−‖((G‖P )∗; G‖{N})" ?� �	 ���
N ′ ∈ supp((G1 ∪ G2 � P � N))� N ′ /∈ P ∪ {N}� ���

((G1 ∪ G2) � P � N)(N ′) =

min({χ� | N ′ χ�
−→+

(G1∪G2)
N ′′, N ′′ ∈ P} ∪ {ξ | N ′ ξ−→+

(G1∪G2)
N})

= min({χ� | N ′ χ�
−→

(G+
1 ∪G+

2 )
N ′′, N ′′ ∈ P} ∪ {ξ | N ′ ξ−→

(G+
1 ∪G+

2 )
N})

= min( {χ� | N ′ χ�
−→

G+
1

N ′′, N ′′ ∈ P} ∪ {ξ | N ′ ξ−→
G+

1
N} ∪

{χ� | N ′ χ�
−→

G+
2

N ′′, N ′′ ∈ P} ∪ {ξ | N ′ ξ−→
G+

2
N})

= min({χ� | N ′ χ�
−→

G+
1

N ′′, N ′′ ∈ P} ∪ {ξ | N ′ ξ−→
G+

1
N}) ∧

min({χ� | N ′ χ�
−→

G+
2

N ′′, N ′′ ∈ P} ∪ {ξ | N ′ ξ−→
G+

2
N})

= (G1 � P � N)(N ′) ∧ (G2 � P � N)(N ′).

�

��� ��(� �	��	�� ����� � ���	� �� �		���#��� ��!��	��� ���� 
������� �� ����	����$��
���	�� ��#�	�����"

7���������� �� .&���� �����������0
*�� G1 �
� G2 �� ��� ����
��
� ������ �	� ���� Targets(G2) # P ∪ {N} �
� P‖(G1 ∪ G2) ⊆
(G1 ∪ G2)‖P∪{N}� (� ���� (G1 ∪ G2 � P � N) = (G1 � P � N)�

7����� ��� γ = (G1∪G2 � P � N) ��� γ′ = (G1 � P � N)" ���
� ���� ��� ��������� �����
Nodes(G2) # P ∪ {N}" )!#������ �� ��#� γ ≤ γ′" ��� ������ ξ = γ(N ′) �= ∞" ���	� �	� ��
����!�������"

• N ′ ξ−→+
(G1∪G2)‖P

N ′′� �	 ��� N ′′ ∈ P " <�� (G1 ∪ G2)‖P = G1‖P � � N ′ ξ−→+
G1‖P

N ′′� ���

γ′(N ′) ≤ ξ"

• N ′ ξ1−→∗
(G1∪G2)‖P

N1
ξ−→G1∪G2

N " <�� ��� ���� ���� 
���� !� �� G2� � N ′ ξ1−→∗
G1‖P

N1
ξ−→G1

N � ��� γ′(N ′) ≤ ξ"

�

��� ��(� �	��	�� ��
�	� ��� ��
	�������� ��	���� #�	 �� ����	����$�� ���	�� ��#�	�����"

7���������� �" .-��������0
*�� P �� � ��� �� 
����� �
� N /∈ P � ��� ��� N ′ ∈ P ∪ {N}� ��� γN ′ �� � ������ �
����
��
�� �	�
���� N /∈ supp(γN ′)� (� ����

(
⋃

N ′∈P

(γN ′ −→ N ′) ∪ ((γN − 1) −→ N) � P � N) ≥ (
⋃

N ′∈P∪{N}
(γN ′ −→ N ′) � P � N) − 1.

7����� ��� G =
⋃

N ′∈P∪{N}
(γN ′ −→ N ′) ��� G′ =

⋃

N ′∈P

(γN ′ −→ N ′) ∪ ((γN − 1) −→ N)" ���

γ = (G � P � N) ��� γ′ = (G′ � P � N)" ,� ��#� � �	#� ���� γ′ ≥ γ − 1" 7�����
N1 ∈ supp(γ′)� ��� ��� ξ = γ′(N1)" ,� ��� ���� N1 /∈ P � ��� ���	� �	� �� ����!�������%

• N1
ξ−→

+

G′‖P
N2" <�� G′‖P = G‖P � � γ(N1) − 1 ≤ ξ − 1"

• N1
ξ1−→

∗
G′‖P

N2
ξ−→G′‖{N} N " ��� ξ′ = γN (N2)" ,� ��#� ξ = ξ′ − 1� ��� N1

ξ1−→
∗
G‖P

N2
ξ′
−→G‖{N} N � � γ(N1) − 1 ≤ ξ′ − 1 ≤ ξ"

;;



�

��� ��(� �	��	�� ��
�	� ��� ����� ��	���� #�	 �� ����	����$�� ���	�� ��#�	�����"

7���������� �# .����	0
*�� P �� � ��� �� 
����� �
� N /∈ P � ��� ��� N ′ ∈ P ∪ {N}� ��� γN ′ �� � ������ �
����
��
�� �	�
���� N /∈ supp(γN ′)� (� ����

(
⋃

N ′∈P

(γN ′ −→ N ′) ∪ ((γN � 1) −→ N) � P � N) ≥ (
⋃

N ′∈P∪{N}
(γN ′ −→ N ′) � P � N) � 1.

7����� ��� G =
⋃

N ′∈P∪{N}
(γN ′ −→ N ′) ��� G′ =

⋃

N ′∈P

(γN ′ −→ N ′) ∪ ((γN � 1) −→ N)" ���

γ = (G � P � N) ��� γ′ = (G′ � P � N)" ,� ��#� � �	#� ���� γ′ ≥ γ � 1" 7�����
N1 ∈ supp(γ′)� ��� ��� ξ = γ′(N1)" ,� ��� ���� N1 /∈ P � ��� ���	� �	� �� ����!�������%

• N1
ξ−→

+

G′‖P
N2" <�� G′‖P = G‖P � � γ(N1) � 1 ≤ ξ � 1 ≤ ξ"

• N1
ξ1−→

∗
G′‖P

N2
ξ−→G′‖{N} N " ��� ξ′ = γN (N2)" ,� ��#� ξ = ξ′ � 1� ��� N1

ξ1−→
∗
G‖P

N2
ξ′
−→G‖{N} N � � γ(N1) � 1 ≤ ξ′ � 1 ≤ ξ"

�

��� ��(� �	��	�� ��� ��� ���� ���� �����
���� � � &(�� ���	�� ξ"

7���������� �%
*�� ξ �� � ��
����� �� ������� P � ��� �� 
����� �
� N /∈ P � ��� ��� N ′ ∈ P ∪ {N}� ��� γN ′ �� �
������ �
����
��
�� �	� ���� N /∈ supp(γN ′)� (� ����

(
⋃

N ′∈P

(γN ′ −→ N ′) ∪ (ξ @ γN −→ N) � P � N) ≥ ξ @ (
⋃

N ′∈P∪{N}
(γN ′ −→ N ′) � P � N).

7����� ��� G =
⋃

N ′∈P∪{N}
(γN ′ −→ N ′) ��� G′ =

⋃

N ′∈P

(γN ′ −→ N ′) ∪ (ξ @ γN −→ N)" ���

γ = (G � P � N) ��� γ′ = (G′ � P � N)" ��� N1 ∈ supp(γ′)� ���� ξ1 = γ′(N1)" ,� ��� ����
N1 /∈ P � ��� ���	� �	� �� ����!�������"

• '� N1
�∞−→+

G′‖P
N2� ���� !#����� γ(N1) = �∞� � ξ @ γ(N1) = �∞"

• '� N1
ξ2−→

∗
G′‖P

N2
ξ1−→G′ N � ���� ξ1 = ξ @ γN (N2)" ����� N1

ξ2−→
∗
G‖P

N2
γN (N2)−→ G N � � ��

��#� γ(N1) ≤ ξ1� � !� ����� @� ξ @ γ(N1) ≤ ξ @ ξ1"

�

��� ��(� �	��	�� ��� ��� ���� �	 ��� ��	���� ���� ���	� ��� ��� ����
������ � 0 � �∞"
���� ��	���� �� �����
���� ���� �� 	���� ��	����� ��� ��������"

7���������� �!
*�� P �� � ��� �� 
����� �
� N /∈ P � ��� ��� N ′ ∈ P ∪ {N}� ��� γN ′ �� � ������ �
����
��
�� �	�

���� N /∈ supp(γN ′)� *�� ���� γ �� � ������ �
����
��
� �	� ���� γ ≤ ((
⋃

N ′∈P∪{N}
(γN ′ −→N ′)) �

P � N) �
� γ−1(0) = ∅� ��
����� ��� γ′
N = γN ∧ �∞| γN

−1(0)� (� ����

γ ≤ ((
⋃

N ′∈P

(γN ′ −→ N ′) ∪ (γ′
N −→ N)) � P � N).

;=



7����� ��� γ′ = ((
⋃

N ′∈P

(γN ′ −→ N ′) ∪ (γ′
N −→ N)) � P � N). G	 ��� ��� N1 ∈ supp(γ′)� ���

ξ = γ′(N1)" ,� ��#� N1 /∈ P � ��� ���	� �	� �� ����!�������"

• '� N1
ξ−→+

‖P
N2� ���� !#����� γ(N1) ≤ ξ"

• '� N1
ξ1−→∗

‖P
N2

ξ−→ N � ����%

> '� ξ = γN (N1)� ���� !#����� γ(N1) ≤ ξ"

> )���	����� γN (N1) = 0� � γ(N1) < 0� � γ(N1) = �∞"

�

��� �� �(����� � ��	��
���	 
��� � ��
	�������� ��� ����� �� ��� �	��� ���	����� � ���	��
��#�	�����"

7���������� �$ .���������0
*�� N /∈ P �
� ��� ��� N ′ ∈ P ∪ {N}� ���	�� ����
 � ������ �
����
��
� γN ′ �	� ���� N /∈
supp(γN ′)� *�� ���
 G =

⋃

N ′∈P∪{N}
(γN ′ −→ N ′) �
� G′ = ((γN + 1) −→ N) ∪

⋃

N ′∈P

(γN ′ −→ N ′)�

(� ����
(G � P � N) + 1 ≤ (G′ � P � N).

7����� ��� G1 =
⋃

N ′∈P

(γN ′ −→ N ′) ��� G2 = (γN + 1) −→ N "

��� ��� γ = (G � P � N) + 1 ��� γ′ = (G′ � P � N)"
��� N1 ∈ supp(γ′)" ,� ���� ��� ���� γ(N1) ≤ γ′(N1)" ?� �� �(����� ��
� ���� �� G′ ����


��� 
��	�!��� � γ′(N1)� ��� &�� � ���� � ����	�	 ���	�� �� G� ���
� 
��	�!���� � γ(N1)"
���	� �	� �� ����� � ����� � G′ 
��	�!����� � γ′(N1)"

• N1
ξ−→

+

G′‖P
N2" <�� G′‖P = G‖P � ��� �	�#�	 �� ��� ���� 
��	�!���� � γ′(N1)� ����

ξ = �∞� � γ(N1) ≤ ξ + 1 = �∞ = ξ"

• N1
ξ1−→

∗
G′‖P

N2
ξ−→G′‖{N} N " ��� ξ′ = γN (N2)" ,� ��#� ξ = ξ′ + 1� ��� N1

ξ1−→
∗
G‖P

N2
ξ′
−→G‖{N} N � � γ(N1) ≤ ξ′ + 1 = ξ"

�

7���������� �: .)������� 0
*�� N �
� N ′ �� ��� 
����� P �� � ��� �� 
����� G �� � ����
��
� ����� �
���
��� ���� �� P ����
�
��� ���
� N � �	� ���� N ′ /∈ Targets(G)�

���
� ��� G′ = GN�N ′ � (� ���� (G′ � P � N ′) = (G � P � N)�

7����� ��� γ = (G � P � N) ��� γ′ = (G′ � P � N ′)" ���
� ���� N, N ′ /∈ P � � G‖P = G′‖P "

• G�	��� �� �	#� γ′ ≤ γ" ��� N1 ∈ supp(γ)" ,� ��� ���� N1 /∈ P " ��� ξ = γ(N1)" ���	� �	�
�� ����!�������"

> N1
ξ−→

+

G‖P
N2� ���� N2 ∈ P " ����� ���� ���� �� ��� � ���� � G′‖P � � γ′(N1) ≤ ξ"

> N1
ξ−→

∗
G‖P

N2
ξ−→G‖{N} � ���� N2 ∈ P " ����� !� ��&����� � ���������� N2

ξ−→G′‖{N′}
N ′� � γ′(N1) ≤ ξ"

• ����� �� �	#� γ ≤ γ′" ��� N1 ∈ supp(γ′)" ,� ��� ���� N1 /∈ P " ��� ξ = γ′(N1)" ���	�
�	� �� ����!�������"

;�



> N1
ξ−→

+

G′‖P
N2� ���� N2 ∈ P " ����� ���� ���� �� ��� � ���� � G‖P � � γ(N1) ≤ ξ"

> N1
ξ−→

∗
G′‖P

N2
ξ−→G′‖{N} � ���� N2 ∈ P " ����� !� ��&����� � ���������� ��� ��

N ′ /∈ Targets(G)� �� ��#� N2
ξ−→G‖{N} N � � γ(N1) ≤ ξ"

�

G������� �� �	#� ���� � �	� 	���	�
��#� ��������
� �	��� ��#�� � �	� 	���	�
��#� ����	����$��
���	�� ��#�	�����"

7���������� �; .(· � · � ·) �� ��������0
�� G1  G2� ���
 (G1 � P � N) ≤ (G2 � P � N)�

7����� G	 ��� N ′ ∈ supp((G2 � P � N))� (G2 � P � N)(N ′) = ξ ��#�� N ′′ ∈ P ∪ {N}�
��� � ���� N ′ ξ−→+

G2
N ′′" <�� �� G1  G2� ���	� �(���� ξ′ ≤ ξ ��
� ���� N ′ ξ′

−→+
G2

N ′′� �
(G1 � P � N)(N ′) ≤ (G2 � P � N)(N ′)" �

$ %�
�	����

��� (�������� ���  �!���������� 	���� 

,� &	�� �	#� ��� ��������� ��� ��	���������� ������ ������ �� ?�
�" �"

=���� � .�	�� ����������� 
��,���� 0 �� Γ � e : τ / γ� �
� dom(Γ′)#FV(e)� ���
 Γ+Γ′ �
e : τ / γ�

=���� � .�	�� ����������� ����� ������ 0 �� Γ + Γ′ � e : τ / γ� �
� dom(Γ′) # FV(e)�
���
 Γ � e : τ / γ�

<�� ������ �	� �	#�� ��	������	��	��� !� ����
��� � ��� ��	�#����"

=���� � .-� ��� ����������� 
��,���� 0 �� γ′ ≤ γ �
� Γ � e : τ / γ� ���
 Γ � e : τ / γ′�

7����� ,� 	���� !� ����
��� � ��� ������ ��	�#����� ��� !� 
��� � ��� ���� ������ 	��� ����"

• ����� ��	������ ������ ������ ��������" <� �	������#��� � ≤ � ���	���"

• ���� ��������" <� ����
��� ���������"

• ���� ������ e = λx.e1" A�#�� ��� ������ 	����� �� ��#� � ��	�#���� � Γ + {x : τ1} �
e1 : τ2 / (γ � 1)〈x �→ ξ〉 ���� τ = τ1

ξ−→ τ2" <�� !� ����� @� (γ′ � 1) ≤ (γ � 1)� �
(γ′ � 1)〈x �→ ξ〉 ≤ (γ � 1)〈x �→ ξ〉� ��� � !� ����
��� ���������� �� ��#� � ��	�#���� �
Γ + {x : τ1} � e1 : τ2 / (γ′ � 1)〈x �→ ξ〉" ��� �(��
��� 	����� ����� !� �����	 �����
���� �
	��� �����"

�

=���� " .-� ��� ����������� ����� ������ 0 �� Γ � e : τ / γ� P ⊇ FV(e) �
� γ′
|P = γ|P �

���
 Γ � e : τ / γ′�

7����� <� ����
��� � ��� ������ ��	�#���� � e ��� !� 
��� � ��� ���� 	��� ����"

• ���� ������ e = y" �	�#���"

• ���� ������ e = λx.e1" <� ������ ����������

> Γ + x : τ1 � e1 : τ2 / (γ � 1)〈x �→ ξ〉�

;>



> τ = τ1
ξ−→ τ2"

,� ��� ���� γ ��� γ′ 
��
��� � P ⊇ FV(e)� � (γ�1)〈x �→ ξ〉 ��� (γ′�1)〈x �→ ξ〉 
��
���
� P ∪{x} ⊇ FV(e)∪{x}� � ���� 
��
��� � FV(e1) ⊆ FV(e)∪{x}" <� ����
��� ����������
�� ����
� Γ + {x : τ1} � e1 : τ2 / (γ′ � 1)〈x �→ ξ〉� � !� 	��� ������ Γ � e : τ / γ′"

• ���� ������ e = e1 e2" <� ������ ���������%

> Γ � e1 : τ ′ ξ−→ τ / γ1�

> Γ � e2 : τ ′ / γ2�

> γ ≤ (γ1 � 1) ∧ ξ @ γ2"

��� γ′
1 = γ1|P ��� γ′

2 = γ2|P " <� ����
��� ���������� �� ��	�#� Γ � e1 : τ ′ ξ−→ τ / γ′
1� ���

Γ � e2 : τ ′ / γ′
2" ?� �� 	��	 � 	�
���	�
� ��� ��	�#���� �	 Γ � e : τ / γ′� �� ��� ��#� �

��� γ′ ≤ ((γ′
1 � 1) ∧ ξ @ γ′

2)" <��

(γ′
1 � 1) ∧ ξ @ γ′

2 = (γ1|P � 1) ∧ ξ @ γ2|P
= ((γ1 � 1) ∧ ξ @ γ2)|P
≥ γ|P
= γ′|P
≥ γ′.

• ���� ��	������ e = let rec b in e1" <� ������ ���������� �� ��#�

> � �	��� res �
> dom(Γb) = dom(b)�
> �	 ��� x ∈ dom(b)� Γ + Γb � b(x) : Γb(x) / γx�

> ��� 
������� � ��$���

> Γ + Γb � e1 : τ / γe�

> Gb =
⋃

x∈dom(b)

γx −→ x�

> G = Gb ∪ γe −→ res �
> �λ◦ (Gb, b)�
> γ ≤ (G � dom(b) � res)"

��� #�	��!�� res 
�� !� 
���� ������ ��� ����	� � γ′" ��� Q = dom(b)� ���� γres = γe"

��� �	 ��
� x ∈ Q∪ {res}� γ′
x = γx|Q∪P � G′

b =
⋃

x∈Q

γ′
x −→ x� ��� G′ = G′

b ∪ (γ′
e −→ res)" ,�


�� ��� G ��
⋃

x∈Q∪{res}
γx −→ x"

<� ����
��� ���������� �� ��	�#� �	 ��� x ∈ dom(b)� Γ + Γb � b(x) : Γb(x) / γ′
x� ���

Γ + Γb � e1 : τ / γ′
res " �	�#�	� G′

b ⊆ Gb� � �λ◦ (G′
b, b) ����" G�	���	�	�� ��� 
�������

� ��$�� ����� ���" '� ��	��
���	� �� �x �==[?]� ���� γx
−1(0) = ∅� � γ′

x
−1(0) = γx|P∪Q

−1 = ∅"
G������� !� *	���	� :� �� ��#� (G � Q � res)|P = (G′ � Q � res)" �	�#�	� !� ������

���������� �� ��#� γ| P ≤ (G � Q � res)|P � � γ|P ≤ (G′ � Q � res)" <�� !� ����������

γ|P = γ′|P � � γ′ ≤ γ′| P ≤ (G′ � Q � res)� ���
� ��#�� ��� ���� �	����� ������ � ��	�#�
Γ � e : τ / γ′"

• ���� ��������" ,� ��#� � ��	�#���� � ��� �����

dom(I) = dom(s) γ ≤ γ′ + 1 ∀X ∈ dom(s), Γ � s(X) : I(X) / γ′

Γ � e : τ / γ

���� τ = {I} ��� e = {s}"
<� ����
��� ���������� �� ��	�#� �	 ��� X ∈ dom(s) Γ � s(X) : I(X) / γ′|P � � �� ���
Γ � e : τ / γ′|P + 1" <�� γ′|P + 1 = (γ′ + 1)|P ≥ γ|P � ���
� ��#�� ��� �(��
��� 	�����"

;@



• ���� ��������� e = e1.X " ,� ��#� � ��	�#���� � ��� �����

X ∈ dom(I) γ ≤ γ1 − 1 Γ � e1 : {I} / γ1

Γ � e : I(X) / γ

<� ����
��� ���������� ���� γ′
1 = γ1|P � �� ��	�#� Γ � e1 : {I} / γ′

1" ����� �� 
�� ����� 	���
�������� ����� � !���� Γ � e : τ / γ′

1−1" <�� ���� γ′
1−1 = γ1|P −1 = (γ1 − 1)|P ≥ γ|P �

���
� ��#�� ��� �(��
��� 	�����"

�

��� �
)*��� !��
����

,� �� �(����� ��� ������	� ��!-�
� 	���
��� �	��	��� ���
� ������ ���� 	���
��� �	���	#��
������" ,� !���� ���� � ������ ��H
���� 
		�
����� 
������ �� ��� �	����
� � �		���#��� ��!�
�	����"

7���������� �� .(����� ����������� ���������0
*�� b �� � ��
��
� �
� P = dom(b)� *�� G1 �
� G2 �� ��� ����
��
� ������ �	� ����
Targets(G2) # Sources(G1) ∪ P � (� ���� �λ◦ (G1 ∪ G2, b) �) �λ◦ (G1, b)�

7����� ��� �	���
��� �λ◦ (G1 ∪ G2, b) ��� 
�
�	�� ����� ���� ���� �� P � ���
� �� 
��
�� ���


�����!����� � (G+)�∞ ��� �pred
b ���� �b" <��% ��
� � ���� 
���� ��� ���� �� ���� � G2

���
� Targets(G2) # P � � �� ���� ���� �� ���� � G1" F��#�	� �� Targets(G2) # Sources(G1)� �
���� � G1 
�� !� �	�
���� !� �� ���� � G2� � ��� 
�
�	��� ����� �	� ��� ����� � G1� ��� �
�λ◦ (G1 ∪ G2, b) �� ����#����� � �λ◦ (G1, b)" �

��(�� �� �	#� ���� 
��	�
��� 	���� �	���	#� ������"

=���� �� .)��@��� �����������0
�� e1� e2 �
� Γ � e1 : τ / γ� ���
 Γ � e2 : τ / γ�

7����� <� 
��� � ��� 	���
��� 	���"

• ���� �������� e1 = {s}.X � e2 = s(X)"

,� ��#� � ��	�#���� � ��� �����

∀Y ∈ dom(s), Γ � s(Y ) : I(Y ) / γ′′ γ′ ≤ γ′′ + 1
Γ � {s} : {I} / γ′ γ ≤ γ′ − 1

Γ � {s}.X : I(X) / γ

?� γ ≤ γ′ − 1 ≤ γ′′ + 1 − 1 = γ′′� ���
� ��#�� ��� ����	�� 	�����"

• ���� ����� e1 = (λx.e) v� e2 = let rec x=[?] v in e� x /∈ FV(v)" <� ������� �� ��#� �
��	�#���� � ��� �����

"""

Γ + {x : τv} � e : τ / (γ1 � 1)〈x �→ ξ〉
Γ � λx.e : τv

ξ−→ τ / γ1

"""

Γ � v : τv / γv

Γ � e1 : τ / γ
�������

���� γ ≤ (γ1 � 1) ∧ ξ @ γv" 7� ���	�� ��#�	������ �	� � &���� ����	��� �� 
�� ������
�"�""�" ���� x /∈ supp(γv) !� α�
�#�	���� ��� 
��� res �	���" ��� � 	�
���	�
� � ������
��	�#���� �	 e2� ��� γe = (γ1 � 1)〈x �→ ξ〉 ��� G = (γv −→ x) ∪ (γe −→ res)" G�	��� �� ��#�
(γ1 � 1)\x = (γ1 � 1)〈x �→∞〉 = γe\x ≥ γ1 � 1"

;C



> '� ξ = ∞� ���� �� ��#� G+ = G� ���

(G � {x} � res) = if�∞(γv) ∧ γe

= if�∞(γv) ∧ γe\x

≥ (γ1 � 1) ∧ if�∞(γv)
≥ γ.

> )���	����� �� x, res /∈ supp(γv)� �� ��#� G+ = G∪{y ξ−→res | y ∈ supp(γv)}" ���	��	��
(G � {x} � res) = if�∞(γv) ∧ γe\{x} ∧ ξ| supp(γv) = γe\{x} ∧ if�∞(γv) ∧ (ξ{γv}) =
γe\{x} ∧ ξ @ γv" <�� �� ��#� ���� ���� γe\x ≥ γ1 � 1� � �� γ ≤ (γ1 � 1) ∧ ξ @ γv� ��
��#� γ ≤ γe\x ∧ ξ @ γv"

• ���� 	
��" e1 = L [let rec b in e3]� e2 = let rec b in L [e3]� ���� dom(b) # FV(L )" <�

��� � ��� ���� 
���(� L "

> L = � e4" ,� ��#� � ������ ��	�#���� � ��� �����

�λ◦ (Gb, b) Γ + Γb � e3 : τ ′ ξ−→ τ / γe3

Γ + Γb � b : Γb / Gb

Γ � let rec b in e3 : τ ′ ξ−→ τ / γ1

"""

Γ � e4 : τ ′ / γ2

Γ � (let rec b in e3) e4 : τ / γ
�������

����

∗ res �	����

∗ dom(Γb) = dom(b)�

∗ Gb =
⋃

x∈dom(b)

(γx −→ x)�

∗ G = Gb ∪ (γe3 −→ res)�
∗ γ1 ≤ (G � dom(b) � res)�
∗ ��� γ ≤ (γ1 � 1) ∧ ξ @ γ2"

<� α�
�#�	���� �� 
�� ������ ���� supp(γ2) # dom(b) ∪ {res}" <� ����� :� ��

�� ��	�#� Γ + Γb � e4 : τ ′ / γ2� ��� ���� !� 	��� ������ Γ + Γb � e3 e4 : τ / γ′�
���� γ′ = (γe3 � 1) ∧ ξ @ γ2" ?� �� 	��	 � ��	�#� Γ � e2 : τ / γ� �� ��� G′ =⋃

x∈dom(b)

(γx −→ x) ∪ (γ′ −→ res)"

,� ��� ��#� � �	#� ���� γ ≤ (G′ � dom(b) � res)" G	 ����� �� ��	����� G′ ��
�����"

G′ = Gb ∪ (((γe3 � 1) ∧ ξ @ γ2) −→ res)
= Gb ∪ ((γe3 � 1) −→ res) ∪ (ξ @ γ2 −→ res)
= G3 ∪ G4,

���� G3 = Gb ∪ ((γe3 � 1) −→ res) ��� G4 = ξ @ γ2 −→ res " ,� ��#�

∗ res /∈ Sources(G3 ∪ G4)�
∗ Targets(G3 ∪ G4) ⊆ dom(b) � {res}�
∗ Targets(G3) ⊆ (dom(b) ∪ {res}) # supp(γ2) = Sources(G4)�
∗ ��� Targets(G4) ⊆ {res} # Sources(G3)"

���	��	�� �� 
�� ����� +	��	�� :�� ��� !���� (G′ � dom(b) � res) = (G3 �
dom(b) � res) ∧ (G4 � dom(b) � res)" )!#������ �� ��#� (G4 � dom(b) � res) =
ξ @ γ2"

�	�#�	� !� +	��	�� :�� �� ��#�

(G3 � dom(b) � res) ≥ (G � dom(b) � res) � 1.

;B



F��
�� !� ����� @� �� ��#�

γ1 � 1 ≤ (G � dom(b) � res) � 1
≤ (G3 � dom(b) � res).

?�
(γ1 � 1) ∧ ξ @ γ2 ≤ (G3 � dom(b) � res) ∧ ξ @ γ2

≤ (G3 � dom(b) � res) ∧ (G4 � dom(b) � res)
≤ (G′ � dom(b) � res).

?� ������� �� ��� ������	%

γ ≤ (γ1 � 1) ∧ ξ @ γ2 ≤ (G′ � dom(b) � res),

���
� ��#�� ��� ����	�� 	�����"

> L = v �" ,� ��#� � ������ ��	�#���� � ��� �����

"""

Γ � v : τ ′ ξ−→ τ / γ1

Γ + Γb � e3 : τ ′ / γe3

Γb + Γb � b : Γb / Gb �λ◦ (Gb, b)
Γ � let rec b in e3 : τ ′ / γ2

Γ � v (let rec b in e3) : τ / γ
�������

����

∗ res �	����

∗ dom(Γb) = dom(b)�

∗ Gb =
⋃

x∈dom(b)

(γx −→ x)�

∗ G = Gb ∪ (γe3 −→ res)�
∗ γ2 ≤ (G � dom(b) � res)�
∗ ��� γ ≤ (γ1 � 1) ∧ ξ @ γ2"

<� α�
�#�	���� �� 
�� ������ ���� supp(γ1) # dom(b) ∪ {fresh}" <� ����� :� ��

��	�#� Γ + Γb � v : τ ′ ξ−→ τ / γ1" ?� !� 	��� ������ Γ + Γb � v e3 : τ / γ′� ����
γ′ = (γ1 � 1) ∧ ξ @ γe3 "

?� �� 	��	 � ��	�#� Γ � e2 : τ / γ� �� ��� G′ = Gb ∪ (γ′ −→ res)� ��� �� ��� ��#�
� �	#� ���� γ ≤ (G′ � dom(b) � res)" G	 ����� ��� G3 = Gb ∪ (ξ @ γe3 −→ res) ���
G4 = (γ1 � 1) −→ res" ,� ��#� G′ = Gb ∪ (((γ1 � 1) ∧ ξ @ γe3) −→ res) = G3 ∪ G4"
<� +	��	�� :�� �� res /∈ Sources(G′)� Targets(G′) ⊆ dom(b) ∪ {res}� Targets(G3) ⊆
dom(b) ∪ {res} # Sources(G4) = supp(γ1)� ��� Targets(G4) ⊆ {res} # Sources(G3)� ��
��#� (G′ � dom(b) � res) = (G3 � dom(b) � res) ∧ (G4 � dom(b) � res)"
��� γ0 = (G3 � dom(b) � res)� ��� ���
� (G4 � dom(b) � res) = γ1 � 1" ����� ��
-��� ��#� � �	#� γ0 ≥ ξ @ γ2" <�� !� +	��	�� :>� �� ��#� γ0 ≥ ξ @ (G � dom(b) �
res)� ���
� ��#�� ��� ����	�� 	����� !� ����� @"

> L = �.X " ,� ��#� � ������ ��	�#���� � ��� ������

γ ≤ γ1 − 1 X ∈ dom(I)
Γ′ � e3 : {I} / γe3 Γ′ � b : Γb / Gb �λ◦ (Gb, b)

Γ � let rec b in e3 : {I} / γ1

Γ � e1 : I(X) / γ

����

∗ res �	����

∗ Γ′ = Γ + Γb�

∗ dom(Γb) = dom(b)�
∗ G = Gb ∪ (γe3 −→ res)�
∗ ��� γ1 ≤ (G � dom(b) � res)"

=�



,� 
�� 	�
���	�
�

Γ′ � e3 : {I} / γe3

Γ′ � e3.X : I(X) / (γe3 − 1) Γ′ � b : Γb / Gb �λ◦ (Gb, b)
Γ′ � e′ : I(X) / γ′

���	�

∗ γ′ = (G′ � dom(b) � res)�
∗ ��� G′ = Gb ∪ ((γe3 − 1) −→ res)"

,� ���� -��� ��#� � �	#� ���� γ′ ≥ γ"

<�� γ ≤ γ1 − 1 ≤ (G � dom(b) � res) − 1� ���
� !� +	�" := �� ����	�	 � ((Gb ∪
((γe3 − 1) −→ res)) � dom(b) � res)� ���
� �� �(�
��� γ′"

�

��� �� ��	� � �	#��� ���� ��� ��!�� 	���
��� 	���� �	���	#� ������" ,� !���� ���� ���
	������ � ����	��� ��	����"

7���������� �� .�������� ��� �� 0

�� e1
��−→ e2 �
� Γ � e1 : τ / γ� ���
 Γ � e2 : τ / γ�

7����� ,� ��� ���� e1 = let rec bv, x0 � (let rec b1 in e3), b2 in e4 ���
e2 = let rec bv, b1, x0 � e3, b2 in e4" ��� b = (bv, x0 � (let rec b1 in e3), b2) ���
b′ = (bv, b1, x0 � e3, b2)" ,� ��� ���� dom(b1) # dom(b) ∪ FV(b) ∪ FV(e4)" ,� ��#� � ������
��	�#���� � ��� �����

Γ + Γb � e4 : τ / γe4 Γ + Γb � b : Γb / Gb �λ◦ (Gb, b)
Γ � e1 : τ / γ

����

• res �	����

• dom(Γb) = dom(b)�

• Gb =
⋃

x∈dom(b)

(γx −→ x)�

• G = Gb ∪ (γe4 −→ res)�

• ��� γ ≤ (G � dom(b) � res)"

<� α�
�#�	���� �� 
�� ������ supp(γ) # dom(b) ∪ {res} ∪ dom(b1)" G	 x0 � let rec b1 in e3�
�� ��#�

Γ + Γb + Γb1 � e3 : Γb(x0) / γe3 Γ + Γb + Γb1 � b1 : Γb1 / Gb1 �λ◦ (G0, b1)
Γ � let rec b1 in e3 : Γb(x0) / γx0

����

• res0 �	����

• dom(Γb1) = dom(b1)�

• Gb1 =
⋃

y∈dom(b1)

(γy −→ y)�

• G0 = Gb1 ∪ (γe3 −→ res0)�

=:



• ��� γx0 ≤ (G0 � dom(b1) � res0)"

��� G′
b = Gb‖−{x0} ∪ (γe3 −→ x0) ∪ Gb1 ��� G′ = G′

b ∪ (γe4 −→ res)"
<� ���������� �� !���� Γ + Γb + Γb1 � ex : Γb(x) / γx �	 ��� x ∈ dom(b) \ {x0}" G�	���	� ��

��� ���� �	 ��� x ∈ dom(b′) \ {x0}� �� �x �==[?]� ���� γx
−1(0) = ∅" G	 x0� �� �x0 ==[?]� ���� ���

γ′
e3

= γe3 ∧ �∞| γe3
−1(0)" <� ���	�� ���������� �� ��#� Γ + Γb + Γb1 � e3 : Γb(x0) / γ′

e3
� ��� !�

+	��	�� :@� �� !���� γx0 ≤ (Gb1 ∪ (γ′
e3
−→ res0) � dom(b1) � res0)" ?� �"�""�"� �� 
�� ������

���� γe3
−1(0) = ∅"

?� �� 	��	 � ��	�#� Γ � e2 : τ / γ� �� -��� ��#� � �	#� ���� γ ≤ (G′ � dom(b′) � res) ���
�λ◦ (G′

b, b
′)"

��� G′
0 = Gb1 ∪ (γe3 −→ x0)� γ0 = (G0 � dom(b1) � res0)� ��� γ′

0 = (G′
0 � dom(b1) � x0)"

��� ��� G1 =
⋃

x∈dom(b)\{x0}
(γx −→ x) ∪ (γ0 −→ x0) ∪ (γe4 −→ res) ��� G2 =

⋃

x∈dom(b)\{x0}
(γx −→

x) ∪ (γ′
0 −→ x0) ∪ (γe4 −→ res)"

<�� �� ��#� G0 = G0x0�res0 � � !� +	��	�� :B� γ0 = γ′
0� � G1 = G2"

��� ��� �� �(����� (G′ � dom(b1) � x0)" ��� G3 =
⋃

x∈dom(b)\{x0}
(γx −→ x) ∪ (γe4 −→ res)"

,� ��#� G′ = G′
0 ∪ G3� ��� Targets(G3) # dom(b1) ∪ x0� � !� +	��	�� :;� (G′ � dom(b1) �

x0) = (G′
0 � dom(b1) � x0) = γ′

0" G�	���	� G3 = G′‖−dom(b1)∪{x0} = dom(b1)−‖G′‖−dom(b1)∪{x0}� �
�� G2 = G3 ∪ (γ′

0 −→ xo)� �� ��#� G2 = Internalize(G′, dom(b1), x0)" ����� �� 
�� ����� ����� B
� !���� (G2 � dom(b) � res) ≤ (G′ � dom(b′) � res)"

<�� G1 = G2� � (G1 � dom(b) � res) = (G2 � dom(b) � res)" G�	���	� �� ��� ����
γx0 ≤ γ0� ���� G  G1� � γ ≤ (G � dom(b) � res) ≤ (G1 � dom(b) � res)� � &�����
γ ≤ (G′ � dom(b′) � res)"

�� �� �	#� �λ◦ (G′
b, b

′)" ,� ��#� γx0 ≤ γ′
0� � Gb  Gb‖−{x0} ∪ (γ′

0 −→ x0) =
Internalize(G′

b, dom(b1), x0)" <�� � (Gb,�b)� � � (Internalize(G′
b, dom(b1), x0),�b)" G�	���	� ��

��� ���� � ���� �	��� �	� �� �� dom(b1)� �� ��� ��#� � (Internalize(G′
b, dom(b1), x0),�b′)"

�	�#�	� dom(b1)‖G′
b‖ dom(b1)

⊆ dom(b1)‖Gb1‖ dom(b1) ⊆ Gb1 " ?� ���
� � (Gb1 ,�b′)� �� !����

� (dom(b1)‖G
′
b‖ dom(b1),�b1)" ����� �� 
�� ����� ����� C � !���� � (G′

b, b
′)" G�������

� (�pred
b′ ,�b′) ����� �	� ��� ����� � b′ ��� � (�pred

b ,�b) ��� � (�pred
b1

,�b1)"
�

,� 
������ ���� �(��	��� ��	����"

7���������� �� .12������ ��� �� 0

�� e1
��−→ e2 �
� Γ � e1 : τ / γ� ���
 Γ � e2 : τ / γ�

7����� ,� ��� ���� e1 = let rec bv in let rec b in e3 ��� e2 = let rec bv, b in e3" ,� ��#�
� ������ ��	�#���� � ��� �����

Γ + Γbv � let rec b in e3 : τ / γb Γ + Γbv � bv : Γbv / Gbv �λ◦ (Gbv , bv)
Γ � e1 : τ / γ

����

• res �	����

• dom(Γbv ) = dom(bv)�

• Gbv =
⋃

x∈dom(bv)

(γx −→ x)�

• Gv = Gbv ∪ (γb −→ res)�

• ��� γ ≤ (Gv � dom(bv) � res)"

=�



G	 Γ + Γbv � let rec b in e3 : τ / γb� �� ��#�

Γ + Γbv + Γb � e3 : τ / γe3 Γ + Γbv + Γb � b : Γb / Gb �λ◦ (Gb, b)
Γ � let rec b in e3 : τ / γb

����

• res0 �	����

• dom(Γb) = dom(b)�

• Gb =
⋃

y∈dom(b)

(γy −→ y)�

• G = Gb ∪ (γe3 −→ res0)�

• ��� γb ≤ (Gb � dom(b) � res0)"

��� b′ = bv, b ��� G′
b = Gbv ∪ Gb� ��� G′ = Gb ∪ (γe3 −→ res0)" ��� ��� �� �	�#��� ����� �

�	#� Γ � e2 : τ / γ �	� � �	#� ���� �λ◦ (G′
b, b

′) ��� γ ≤ (G′ � dom(b′) � res0)"

:" G	 ��� &	�� ����� �� !���� � (�pred
b′ ,�b′) �	� ��� ����� � b′ ��� � (�pred

bv
,�bv ) ���

� (�pred
b ,�b)" G�	���	� !� +	��	�� �;� �� ��� � (G1 ∪ G2,�b′)� ���
� ��#�� ��� ����	��

	�����"

�" G	 ��� ��
�� ����� �� �� ����� � �	#� ���� (Gv � dom(bv) � res) ≤ (G′ � dom(b′) �
res0)" ��� γ′

b = (Gb � dom(b) � res0)� G′
v = G1 ∪ (γ′

b −→ res)� ��� G′′
v = G1 ∪ (γ′

b −→ res0)"

,� ��#� ����������� (G′
v � dom(bv) � res) = (G′′

v � dom(bv) � res0)� ��� Gv  G′
v�

���
� ������� (Gv � dom(bv) � res) ≤ (G′
v � dom(bv) � res)� ��� ���	��	� (Gv �

dom(bv) � res) ≤ (G′′
v � dom(bv) � res0)" ?� �� ��� ��#� � �	#� (G′′

v � dom(bv) �
res0) ≤ (G′ � dom(b′) � res0)"

��� �� ��#� dom(b)−‖G′‖−dom(b)∪{res0} = G1 ��� G′ = G1 ∪ Gb� ����

dom(b)‖G′ ⊆ G′‖ dom(b)∪{res0} ��� Targets(G1) # dom(b) ∪ {res0}� � !� +	��
�	�� :;� (G′ � dom(b) � res0) = (Gb � dom(b) � res0) = γ′

b" ?�
Internalize(G′, dom(b), res0) = G1 ∪ (γ′

b −→ res0) = G′′
v .

?� !� ����� :�� (G′ � dom(b′) � res0) = (Internalize(G′, dom(b), res0) � dom(bv) �
res0) = (G′′

v � dom(bv) � res0)"

�

��(�� �� �(����� 	��� ������" ,� �	#� ���� ������ �� 
���������� ���
� ������� ���
����	�� 	������ �� 
�!������ ���� ����� ::"

7���������� �" .�	��� �� �������������0
���	�� ����
 �
 ���������
 e �
� �
 ����	����
 �
���� E � �	� ���� Γ � E [e] : τ / γ� ���� �
�	�����������
 Γ′ � e : τ ′ / γ′ ��� e� �� Γ′ � e′ : τ ′ / γ′ �
� FV(e′) ⊆ FV(e)� ���
 Γ � E [e′] : τ / γ�

7����� ?����� ����
��� � ��� ������ ��	�#���� � E [e]" ��� 
������ � �	�� #�	��!���
�	���	#�� ��� ������	������� � !������� �"	"�" !�
���	� ��������
��� � ��&������ � ������
��$��" �

G������� �� ��	� � 	��� �����" ,� ����������� ����	��� ��!�������� ��

��� !� 	��� �� �	�
�(��	��� ��!�������� ��

��� !� 	��� �� " ��� �	� �	 	��� �� �� �� � ��H
���� !�� ��� ��
�	 	��� �� �� ��	��	" <� �����
���� � ���� 	��� � !������ � ��� ����� b1 = (bv, y � F [A [x]], b)
!�
��� b2 = (bv, y � F [A [v]], b)� ���	� v = bv(x)" ��� ���� �� ���� ��� ��������
� �	��� � b2 ��
���� 	���	�
��#� ���� ��� �� � b1� !�
���� �	 ��
� ���� ����
�� !� v �� b2� ���	� �� �� ����#�����
���� ��	��� x �� b1" ����� ����	 ����	��� ��	���� �� !���� �� �	����	 ���	�� ��#�	������ ���
�
�� ����"

=;



7���������� �# .-����������� �����2�0
�� Γ � v : τv / γv� Γ(x) = τv� �
� Γ � A [x] : τ / γ� ���
 γ(x) = �∞ �
� ����� ������ γ′

v �	� ����
supp(γ′

v) ⊆ supp(γv) �
� Γ � A [v] : τ / γ ∧ γ′
v�

7����� <� 
��� � A "

• A = � v1" ,� ��#� � ��	�#���� � ��� �����

Γ(x) = τ1
ξ−→ τ = τv Γ � v1 : τ1 / γ2 γ1(x) = �∞

Γ � A [x] : τ / γ

���� γ ≤ (γ1 � 1) ∧ ξ @ γ2 �	 ��� γ1" ,� ��#� ����������� γ(x) = �∞" ��� γ′
v = γv � 1"

,� ��#� Γ � v : τ1
ξ−→ τ / γv� ��� !� ����� ;� �� !���� Γ � v : τ1

ξ−→ τ / γv ∧ γ1" ?� ��
��	�#�

Γ � v1 : τ1 / γ2 Γ � v : τ1
ξ−→ τ / γv ∧ γ1

Γ � A [v] : τ / γ ∧ γ′
v

���
� γ ∧ γ′
v = γ ∧ (γv � 1) ≤ (γ1 � 1) ∧ ξ @ γ2 ∧ (γv � 1) = (γv ∧ γ1 � 1) ∧ ξ @ γ2" G�������

supp(γ′
v) = supp(γv)"

• A = �.X " ,� ��#� � ��	�#���� � ��� �����

X ∈ dom(I) γ ≤ γ1 − 1 Γ(x) = τv = {I}
Γ � A [x] : I(X) / γ

���� γ1(x) ≤ 0� � γ(x) = �∞" ��� γ′
v = γv − 1 ��� γ′ = γ ∧ γ′

v" ��� ���	�� ��#�	�����
γ′

v ��� ��� ���� ����	� �� γv ��� �� ��
� ���� γ′ ≤ γ" ,� ��#� Γ � v : {I} / γv� � !�
����� ;� �� !���� Γ � v : {I} / γv ∧ γ1" ? �� 
�� ��	�#�

X ∈ dom(I) Γ � v : τv / (γ1 ∧ γv)
Γ � A [v] : I(X) / (γ1 ∧ γv) − 1

G������� �� �	#� ���� γ′ = γ ∧ γ′
v ≤ (γ1 − 1) ∧ (γv − 1) = (γ1 ∧ γv) − 1� � �� ��	�#�

Γ � A [v] : I(X) / γ′"

�

7���������� �% .=��� �����2�0
���	�� Γ � e : τ / γ� Γ � e′ : τ / γ′� �	� ���� γ′ = γ ∧ γv ��� ���� γv� �� Γ � L [e] : τL / γL �
���
 ����� ������ γ′

v� ���� supp(γ′
v) ⊆ supp(γv)� �	� ���� Γ � L [e′] : τL / (γL ∧ γ′

v)� <��������
γL ≤ if�∞(γ)�

7����� <� 
��� � L "

• L = v �" ,� ��#� � ��	�#���� � ��� �����

Γ � v : τ
ξ−→ τL / γ1 Γ � e : τ / γ γL ≤ (γ1 � 1) ∧ ξ @ γ

Γ � L [e] : τL / γL

G�	��� γL ≤ ξ@γ ≤ if�∞(γ)" ����� ��� γ′
v = ξ@γv" <� ����� @� ξ@(γ∧γv) = ξ @γ∧ξ @γv"

?� �� !#����� 
�� ��	�#� Γ � L [e′] : τL / (γL ∧ γ′
v)" ,� ��#� supp(γ′

v) ⊆ supp(γv)"

• L = � e1" ��� ��	�#���� ��� ��� �����

Γ � e : τ1
ξ−→ τL / γ Γ � e1 : τ1 / γ1 γL ≤ (γ � 1) ∧ ξ @ γ1

Γ � L [e] : τL / γL

���� τ = τ1
ξ−→ τL " G�	��� γL ≤ (γ � 1) ≤ if�∞(γ)" ��� γ′

v = γv � 1" ,� !#����� 
�� ��	�#�
Γ � L [e′] : τL / γL ∧ γ′

v ��� ��#� supp(γ′
v) = supp(γv)"

==



• L = �.X � ������	� ���� γ′
v = γv − 1"

�

7���������� �! .A����� ���� �����2�0
���	�� Γ � e : τ / γ� Γ � e′ : τ / γ′� �	� ���� γ′ = γ ∧ γv ��� ���� γv� �� Γ � F [e] : τF / γF �
���
 ����� ������ γ′

v� ���� supp(γ′
v) ⊆ supp(γv)� �	� ���� Γ � F [e′] : τF / (γF ∧ γ′

v)� <��������
γF ≤ if�∞(γ)�

7����� <� ����
��� � F "

• F = �" '��������� ���� γ′
v = γv"

• F = L [F1 ]" ,� ��#� � ��!���	�#���� Γ � F1 [e] : τL / γL " <� ����
��� ���������� γL ≤
if�∞(γ) ��� ���	� �(���� γ′′

v � ���� supp(γ′′
v ) ⊆ supp(γv)� ��
� ���� Γ � F1 [e′] : τL / (γL ∧ γ′′

v )"
<� +	��	�� �>� γF ≤ if�∞(γL ) ≤ if�∞(γ)� ��� ���	� �(���� γ′

v� ���� supp(γ′
v) ⊆ supp(γv)�

��
� ���� Γ � F [e] : τF / (γF ∧ γ′
v)"

�

7���������� �$ .�������� ������������ ��������� ������������0
���	��

• b = (bv, y � F [A [x]], b1)�

• b′ = (bv, y � F [A [v]], b1)�

• v = bv(x)�

• dom(Γb) = dom(b)�

• ∀(z �z ez) ∈ b, Γ + Γb � ez : Γb(z) / γz �
� �� �z �==[?]� ���
 TSize◦(Γb(z)) = �z�

• G =
⋃

z∈dom(b)

(γz −→ z)�

���
� ����� ����� ���� γ′
z ��� ��� z ∈ dom(b)� �	� ���� ∀(z �z e′z) ∈ b′, Γ + Γb � e′z : Γb(z) / γ′

z�

���� G′ =
⋃

z∈dom(b)

(γ′
z −→ z)� G  G′� �
� �� �z �==[?]� ���
 γ′

z
−1(0) = ∅�

7����� 7� bv(x) = v� �� ��#� Γ + Γb � v : τv / γx" G	 ��
� z ∈ dom(b) \ {y}� ���� γ′
z = γz" <�

+	��	���� �� 7�� �@� �� !���� ���� γy(x) = �∞ ��� ���	� �(���� γy
x ��
� ���� supp(γy

x) ⊆ supp(γx)�
��� Γ+Γb � F [A [v]] : Γb(y) / γy∧γy

x " '� ��
�� �� ��� γ′
y = γy∧�∞| supp(γy

x)" <� ����� ;� �� !����
Γ + Γb � F [A [v]] : Γb(y) / γ′

y" �	�#�	� γ′
y
−1(0) ⊆ γy

−1(0) ∪ (�∞| supp(γy
x))−1(0) = ∅" G������� ��

�	#� ���� G′ = G∪ �∞| supp(γy
x) −→ y �� ���� 	���	�
��#� ���� G" ��� ��� z1

ξ−→G′ z2� ���� ξ �= ∞"
'� �� �� �� ���� � G� ���� ���	� �� ������ � �	#�"

)���	����� �� ����� ���� z2 = y� ξ = �∞� ��� γy
x(z1) = ξ′" ?� γx(z1) �= ∞ !�
����

supp(γy
x) ⊆ supp(γx)� � z1

γx(z1)−→ G x
�∞−→G y� ��� ���	��	� z1

�∞−→+
G y" �

7���������� �: .�������� ������������0
���	�� e1 = let rec bv, y � F [A [x]], b in e3� v = bv(x)� �
� e2 = let rec bv, y � F [A [v]], b in e3�
�� Γ � e1 : τ / γ� ���
 Γ � e2 : τ / γ�

7����� ��� b1 = bv, y � F [A [x]], b ��� b2 = bv, y � F [A [v]], b" ,� ��#� � ������ ��	�#���� � ���
�����

Γ + Γb1 � e3 : τ / γe3 Γ + Γb1 � b1 : Γb1 / Gb1 �λ◦ (G, b1)
Γ � e1 : τ / γ

����

=�



• res �	����

• dom(Γb1) = dom(b1)�

• Gb1 =
⋃

z∈dom(b1)

(γz −→ z)�

• G = Gb1 ∪ (γe3 −→ res)�

• ��� γ ≤ (G � dom(b1) � res)"

<� +	��	�� �C� �� ��#� ∀(z �z e′z) ∈ b′, Γ + Γb1 � ez : Γb1(z) / γ′
z ���� γ′

z
−1(0) = ∅ ���

���� G′ =
⋃

z∈dom(b)

(γ′
z −→ z)� G  G′" ?� ���
� ��$� ����
����� �	� �����&��� �� 
�
����

����������� ���� +	��	���� �� 7�� �" �

7���������� �; .12������ ������������0
���	�� e1 = let rec bv in F [A [x]]� e2 = let rec bv in F [A [v]]� ���� v = bv(x)� �� Γ � e1 : τ /
γ� ���
 Γ � e2 : τ / γ�

7����� ��� e3 = F [A [x]] ��� e4 = F [A [v]]" ,� ��#� � ������ ��	�#���� � ��� �����

Γ + Γbv � e3 : τ / γe3 Γ + Γbv � bv : Γbv / Gbv �λ◦ (G, bv)
Γ � e1 : τ / γ

����

• res �	����

• dom(Γbv ) = dom(bv)�

• Gbv =
⋃

z∈dom(bv)

(γz −→ z)�

• G = Gbv ∪ (γe3 −→ res)�

• ��� γ ≤ (G � dom(bv) � res)"

<� +	��	���� �� 7�� �@� �� !���� ���� γe3(x) = �∞ ���� � x
�∞−→G res ��� ���	� �(���� γ′

x

��
� ���� supp(γ′
x) ⊆ supp(γx)� Γ + Γbv � F [A [v]] : τ / (γe3 ∧ γ′

x)" ��� �� γ′
e3

= γe3 ∧ γ′
x ���

G′ =
⋃

z∈dom(bv)

(γz −→ z) ∪ (γ′
e3

−→ res)" ,� ��� ���� G  G′"

G	 ����� &	�� 	���	� ���� G′ = G ∪ (γ′
x −→ res)" ����� ��� z1

ξ−→G′ z2� ���� ξ �= ∞" '� �� ��
�� ���� � G� ���� ���	� �� ������ � �	#�"

)���	����� �� ����� ���� z2 = res ��� γ′
x(z1) = ξ" 7� γ′

x(z1) �= ∞� γx(z1) �= ∞ !�
����

supp(γ′
x) ⊆ supp(γx)� � z1

γx(z1)−→ G x
�∞−→G res� ��� ���	��	� z1

�∞−→+
G res "

����� �� 
�
���� ��� �	� ������" �

G������� �� ������ �	#� ��� ��!-�
� 	���
��� �	��	��"

=���� �� .)��@��� ���������0
�� e1 −→ e2 �
� Γ � e1 : τ / γ� ���
 Γ � e2 : τ / γ�

7����� <� 
��� �������� � ��� ������� 	���
��� 	���� ���� �	�#��� !� ��� �	�
����� �	��	����" �

=>



��� +!�!�  

��� �� �	#� ��� ������	� �	�	��� �	��	��" 7 &	�� ����� �� ���� ���� � #�	��!�� �� ��
����	��
�� � ��	���	��
��� 
���(�� ��� 	���
��� 	����
�� �� ���� ��� ��&����� �� ��� �����#�� !������� �����
��� �������� #���� �� ����� ���� ��� � ���#�	��!�� ��&�����" F��#�	� �� ����� ��#�	 !� �����
�����	 �� ��� !������ 
������ � 
�
�� � #�	��!��� ��"�" x1 �1 x2 . . . xn−1 �n−1 xn ���� x1 = xn � 	 �� b
�� ��
������ ��"�"x1 �1 x2 . . . xn−1 �n−1 xn ���� xn /∈ dom(b) " G	 �������������� ����� 
���� �	�
������� �� ��&�� ��
��
� �����
� �� �����" '� ����� �� � �	#� ���� ���� ����������� 
����
!������� ��� �#�������� ���� � �� ��#� ��
� ����
��"

-�*������ �; .)����� ������ �0
��� �
� ��
��
� b� 
�� 
��������� �������
� �� ��� ��� �
� ��� P �� ���������� �
� ��� �
� ��������
x ∈ dom(b)� �� ���
� ��
��
� �����
� ��	������� ��!

b∗P (x) = b(x) �� b(x) /∈ Vars �� b(x) = y /∈ dom(b)
b∗P (x) = cycle �� x ∈ P �
� b(x) ∈ Vars
b∗P (x) = b∗({x}∪P )(b(x)) ����������

,� ��� ��&�� b∗(x) � !� b∗∅(x) �� �� �� � ���#�	��!�� #����� ��K�	��� �	� cycle"
G	 ��� !������ b1 = (y =[n] x)� b∗1(y) �� ����&���� !�� b1

∗
∅(y) = x �� ��K�	��� �	� cycle" ���

�� �� �	#� ��������	� �	��	���� � !������ �
	�����"

7���������� ��
$�
��
� �����
� �� ��������
���

7����� ��� ��� �����	� µ !� ��&��� �	� ���	� � � !������ ��� � ��� � #�	��!��� � ����	��
���!�	� !� µ(b, P ) =| dom(b) \ P |"

G�	��� �� ���
� ���� �� µ(b, P ) = 0� ���� !������ �
	����� ����������� 	���	��� � ��� #�	��!��
x" '������ �� b(x) /∈ Vars� �� 	���	�� b(x)" )���	����� �� ��� #�	��!�� b(x) �� �� dom(b)� ���� �� ��
��� �� P � � µ(b, P ) = cycle� ��� �� ��� #�	��!�� b(x) �� �� �� dom(b)� ���� µ(b, P ) = b(x)"

����� �� ��� �����	� ��
	����� !� 1 �� ��
� 	�
�	��#� 
���� �� 
�
���� ���� b∗P (x) ��
�������&��� �	 ��� x ∈ dom(b)" �

7���������� ��
��� �
� ����	���� b 
�� 
��������� �������
� �� ��� b∗(x) = b∗∅(x) �) b∗∅(x) /∈ Vars∪{cycle}�

7���������� ��
�� b ���
�� �
�� ���	�� (x � y) ∈ b �
� b∗(y) �� 	
���
��� ���
 ������ ����� ������ z /∈ dom(b) �	�
���� b∗∅(y) = z� �� b∗∅(y) = cycle�

7���������� �"
���	�� b ���
�� �
�� ���	�� �
� Γ � let rec b, b′ in e : τ / γ� ���� Γ + Γ′ � b(x) : Γ′(x) / γx

���
� ��� ��������� �	�����������
 �������
��
� �� x� ���
� b∗∅(x) �= cycle �
� ����� ������ γ′

�	� ���� Γ + Γ′ � b∗∅(x) : Γ′(x) / γ′�

7����� G�	��� �� �	#� ���� b∗∅(x) �= cycle� !� 
��	���
���" 7����� ���� b 
������ !������� �
��� ����� x1 �1 x2 . . . xn−1 �n−1 xn� ���� xn = x1" ����� �	 ��
� i < n� ��� ���	�� ��#�	�����
γi 
		�������� � xi �� ��
� ���� γi(xi+1) ≤ 0" <�� !� ������� ��� ����	����� ��������
� 
�
��

�� 
		�
�� � �	 ��� i� γi(xi+1) = 0" F��#�	� �� ����� �� � ����� ��������
� ����� xi
0−→ xi+1

�� !�
���	�� ���
� ���� �	� � 
�
��" ��� �	 �(����� xi0
0−→ xi0+1 !� !�
���	�" <� �����
��



		�
������ �i0 �==[?]� � ���	� �(���� � ����	�� ���!�	 n0 ��
� ���� �i0 = =[n0]" <�� ������ ���
������� ���� γi0

−1(0) = ∅� ���
� 
��	���
�� ��� ��
� ���� ��� #�	��!�� y �	�
����� xi0 �� ��� 
�
��
#�	�&�� γi0(y) = 0"

����� �� �	#� ��� �	� ����	�� �	��	�� ���� �	 ��� P � �� b∗P (x) �= cycle� ���� Γ + Γ′ �
b∗P (x) : Γ′(x) / γ′ �	 ��� γ′" ,� �	
��� !� ����
��� � ��� 
�������� � b∗P (x)"

• '� b∗P (x) = b(x)� ���� !� ������ ���	� �� � ��!���	�#���� � Γ + Γ′ � b∗P (x) : Γ′(x) / γx"
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• '� b∗P (x) = b∗{x}∪P (b(x))� ���� b(x) �� � #�	��!�� y �� dom(b)" ?� !� ����
��� ����������

�� b∗{x}∪P (y) = b∗P (x) �= cycle� �� !���� Γ + Γ′ � b∗{x}∪P (y) : Γ′(y) / γ′ �	 ��� γ′" <���

!#������ Γ′(x) = Γ′(y)� ���
� 
�
����� ��� �	�"

�

G������� �� 
�� �	#� ��� �	�	��� �	��	��� ������� ���� � ���������� �(�	����� �����	 �� � #����
�����	� 	 	���
�� � �����	 �(�	�����" )�	 �	� �	
���� �� �� �����" G�	��� �� �	#� ����
� ���������� �(�	����� �����	 �� �� �����	� 	 	���
�� � �����	 �(�	������ 	 ����� � #�	��!���
�"�" �� � ��� ����� F [A [x]]� 	 �� � ��� ����� let rec b in e" ����� �� �	#� ��� �	�	��� �	��	��
� �� ��#��� 
���� �(�	������"

=���� �� .7������ ��� ����0
�� Γ � e : τ �
� e �� 
�� �
 �
����� ���
 ������ ����� ������ e′ �	� ���� e−→ e′ �� e = F [A [x]]� ��
e = let rec b in f ��� ���� b �
� f �

7����� <� ����
��� � e"
'� e �� �� � ��� ����� let rec b in f ��� �� �� �� �����	 ��� �� �� � ��� ����� F [A [x]] �	

��� (� ��� �� ����������� ��� ������� 
����%

• e = L [e0]� ���� e0 /∈ values" '� e0 = let rec b in f � ���� 	��� 	
�� �������" )���	����� !�
����
��� ��������� �� �	� �� �� � ��� ������� 
����"

> e0 = F [A [x]]� ��� e �� ���
� � x �� �"�" e = L [F [A [x]]]"

> )���	����� �� e0 −→ e′0� �� 	���� !� 
��� �������� � ��� ������� 	���
��� 	���"

∗ ��� �� 	 �����" ���� 
��	���
�� e0 �= let rec b in f "

∗ ������" ���� e0 = F [f ] ��� e′0 = F [f ′]� ���� f � f ′" ���� e 	���
�� !� ���
���� 	���� ���
� L [F ] �� �� �#������� 
���(�"

• e = v1 v2� ��� v1 /∈ Vars" <� ������� v1 �� � ���
���� ��� e 	���
�� !� 	��� ����"

• e = v.X � ��� v /∈ Vars" <� ������� v �� � 	�
	� ��&���� X � � e 	���
�� !� 	��� �������"

�

=���� �" .7�� ����0
�� ∅ � e : τ / ∞� ���
 ������ e �� �
 �
����� �� ����� ������ e′ �	� ���� e −→ e′�

7����� <� ����� :;� �� e �� �� �� �����	� ���	� �	� ��� ��	�� ����!�������" '� e 	���
�� � ���
e′� ���� ���	� �� ������ � �	#�" )���	����� �� e = F [A [x]]� �� 
��	���
�� ��� �������������� �
e" )���	����� e = let rec b in f " G�	��� �� f ��� ��� ����� let rec b′ in g� ���� 	��� �� �������"
)���	����� �� �	
��� !� 
��� � b"

:" '� b ��&��� ��� #������ ���� �� ����������� �� 
����" '� b ��� �� 	����
� ��$��� ���� ��� bv

!� ��� ��(���� �	�&( 	����
���� ��$��" ��� !������ b ��� � �	�&( � ��� ����� bv, x =[n] v�
���� v �� � ��$� n" '� v �� � #�	��!�� y� ���� !� ������ y ∈ dom(b) ��� ��� �	�� G � b


������ �� ���� y
�∞−→G x� � !� 	��	�� 
		�
������ y ∈ dom(bv)� ��� e 	���
�� !� 	���

�����"

)���	����� b = bv" f 
���� !� �� �����	� !�
���� ���	����� �����	 �� ���� ��#� ��� �����
let rec bv

′ in v ���
� 
��	���
�� f �= let rec b′ in g� 	 �� ���� !� � #����� ��� � e
���� !� �� �����	 ������"

?� !� ����� :;� �� �	� �� �� � ��� �� ������� 
����"

• f −→ f ′" <� 
��� �������� � ��� 	���
���%

> ��� ��� 	 �����" *��	���
�� f �= let rec b′ in g"
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> ������" ,� ��#� f = F [g] ��� f ′ = F [g′]� ���� g � g′" ?� 	��� ������
������� �	 e �� ����� ���
� let rec bv in F �� �� �#������� 
���(�"

• f = F [A [x]]" ����� e = let rec bv in F [A [x]]" <� ������� �� ��#� x ∈ dom(bv)� �
	��� ����� �������"

�" '� b ��� �� ��&�� ��� #������ ���� b �� � ��� ����� b0, y �g, b1� ���	� b0 ��&��� ��� #�����
��� g �� �� � #����" 7� �!#�� �� b0 ��� �� 	����
� ��$��� ���� e 	���
�� !� 	��� �����"
)���	���� b0 = bv" '� g �� � ��� ����� let rec b′ in g′� ���� 	��� �� �������" )���	����� g

���� !� � 	������ � �� �	� �� �� � ��� ������� 
����� !� ����� :;"

• '� g −→ g′� !� 
��� � ��� 	���
���"

> ��� ��� 	 �����" *��	���
�� g �= let rec b′ in g′"
> ������ % ���� g = F [g0] ��� g′ = F [g′0]� ���� g0 � g′0� � ��� ��!�� 
���(� ��

�� �#������� 
���(� ��� 	��� ������ ������� �	 e"

• '� g = F [A [x]]" <� 
��� � F " G�	��� �� ��� ���� x /∈ dom(y = g, b1)� ���
� !�
+	��	�� �@� x ��� ���	�� �∞ �� ��� ���	�� ��#�	����� �	 y" �	�#�	� !� ������
x ∈ dom(bv)� � 	��� ����� �������"
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