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ABSTRACT 

The f o c u s  o f  t h i s  p a p e r  i s  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a  s t e a d y -  
s t a t e  ( l o n g - t e r m )  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  t h e  m a r k e t  a l l o c a t i o n  
p r o c e s s  u n d e r  u n c e r t a i n t y  i n  p r i c e s  o f  d e l i v e r e d  p r o d u c t s .  
The  g e n e r i c  m e t h o d  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  w i t h  a  v i e w  t o w a r d  
i n c o r p o r a t i o n  o f  t h e  m e t h o d o l o g y  w i t h i n  l a r g e - s c a l e  e n e r g y  
m o d e l s  s u c h  a s  t h e  LEAP m o d e l  o f  t h e  U.S.DOE o r  t h e  TESOM 
m o d e l  o f  B r o o k h a v e n  N a t i o n a l  L a b o r a t o r y .  
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I. INTRODUCTION 

M a r k e t  p e n e t r a t i o n  f r o m  a  g e n e r a l  p e r s p e c t i v e  i s  t h e  ' 

g r a d u a l  s u b s t i t u t i o n  o v e r  t i m e  o f  a new c o m m o d i t y  f o r  o n e  o r  

m o r e  e x i s t i n g  c o m m o d i t i e s  i n  s a t i s f y i n g  b a s i c  c o n s u m p t i o n  o r  

p r o d u c t i o n  n e e d s .  The  common m e a s u r e  o f  p e n e t r a t i o n  i s  t h e  

f r a c t i o n  o f  t h e  a v a ' i l a b l e  m a r k e t  s e r v i c e d  b y  t h e  c h a l l e n g i m g  

c o m m o d i t y  ( i . e . ,  i t s  m a r k e t  s h a r e )  f o r  e a c h  t i m e  p o i n t  c o n s i d e r e d .  

T r a d i t i o n a l  a n a l y s e s  o f  m a r k e t  p e n e t r a t i o n  m o d e l s  h a v e  

f o c u s e d  o n  t h e  r e p l a c e m e n t  o f  e x i s t i n g  p r o c e s s e s  b y  t e c h n o l o g -  

i c a l  i n n o v a t i o n s  w h i c h  u s u a l l y  r e d u c e  u n i t  c o s t s  b y  i n c r e a s e d  

e f f i c i e n c y  o f  u t i l i z a t i o n  o r  t h e  u t i l i z a t i o n  o f  l e s s  e x p e n s i v e  

m a t e r i a l s .  H u r t e r  . and  R u b e n s t e t n  1  
p r o v i d e  a  r e c e n t  e x t e n -  

s i v e  r e v i e w  o f  m a r k e t . p e n e t r a t i o n  l i t e r a t u r e  . w h i l e  Con.dap 

2 a n d  K y d e s  h a v e  r e l a t e d  t h e  D e c i s i o n  F O C U S ~ I ~ C .  ( D F I )  m a r k e t  . 
a l l o c a t i o n  r e p r e s e n t a t i o n  t o  p a s t  w o r k .  M o s t  o f  t h e  t r a d i t i o n a l  

m a r k e t  p e n e t r a t i o n  a p p r o a c h e s  e m p h a s i z e  e i t h e r  b e h a v i o r a l  

3 f a c t o r s  ( B a s s  ) o r  e c o n o m i c  a n d  t e c h n o l o g i c  f a c t o r s  

( B l a c k m a n ,  4 - 6  ~ a n s f i e l d , '  F i s h e r  a n d  P r y , 8  a n d  

9  P e t e r k a  ) .  Few h a v e  i n t r o d u c e d  t h e  c o n c e p t  o f  u n c e r t a i n t y  

i n  d e l i v e r e d  p r i c e s .  V a r i a t i o n s  i n  t h e  p r i c e s  con . sumers  f a c e  

c a n  b e  d u e  t o  d i f f e r e n c e s  i n  t r a n s p o r t a t i o n  o r  d e l i v e r y  c o s t s  

o r  t o  m a r k e t  i m p e r f e c t i o n s  o r  i n s t i t u t i o n a l  . b a r r i e r s .  T h e s e  

v a r i a t i o n s  c a n  b e  s u b s t a n t i a 1 , a s  i n  t h e  d e l i v e r e d  p r i c . e  .. 

o f  No. 2 home h e a t i n g  o i l ,  w h i c h  v a r i e d  i n  1 9 7 9  f r o m  $ 0 . 6 0  

p e r  g a l l o n  i n  o i l - r e f i n i n g  s t a t e s  s u c h  a s  New. J e r s e y  t o  w e l l  

o v e r  $ 2 . 0 0  p e r  g a l l o n  i n  p a r t s  o f  A l a s k a  w h e r e  i t  h a s  t o  b e  



f l o w n  i n .  T h e  d i f f e r e n c e s  h e r e  a r e  p r i m a r i l y  d u e  t o  t r a n s -  

p o r t a t i o n  c o s t  d i f f e r e n c e s .  F u r t h e r ,  an  a c c o u n t i n g  f r a m e w o r k  

' m u s t  b e  e s t a b l i s h e d  w h i c h  r e c o n c i l e s  t h e  e x i ' s t e n c e  o f  a p p a r - -  

e n t l y  c o s t  i n e f f e c t i v e  t e c h n o l o g i e s  s u c h  a s  s o l a r  h e a t i n g .  

Two r e c e n t  e x c e p t i o n s  t o  t h e  s t a n d a r d  a p p r o a c h e s  . i n c l u d e  

t h e  I n d u s t r i a l  S . e c t o r  T e c h n o l o g y  Use M o d e l  (1S.TUM) 1 0  

d e v e l o p e d  b y  E n e r g y  a n d  E n v i r o n m e n t a . 1  A s s o c i a t e s  a n d  P e t e r k a  

a n d  F l e c k  ' s 11iude1 . ISTUM e x a m i n e s  t h e  d l f f i j S l . 6 r i  ( p e n e t r a t i o n )  

o f  i n d u s t r i a l  t e c h n o l o g i e s  u s i n a  a p r o b a b i l i s t i c  a p p r o a c h .  The  

c o s t  o f  a  t e c h n o l o g y  i s  d e r i v e d  f r o m  t h e  c o s t s  o f  t h e  com- 

p o n e n t s  ( b u i l d i n g  b l o c k s )  o f  t h a t  t e c h n o l o g y ,  e a c h  o f  w h i c h  i s  

d e f i n e d  as  a n  e x p o n e n t i a l  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n .  The'  c h o i c e  

o f  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n s  was m o t i v a t e d  i n  p a r t  b y  t h e  e a s e  

o f  i n t e g r a t i o n . o f  t h e  r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n  f o r  m a r k e t  s h a r e s .  

T h e  p e n e t r a t i o n  i s  t e m p e r e d  b y  b e h a v i . o r a 1  l a g  a d j u s t m e n t s  i n  

m a r k e t  p e n e t r a t i o n ,  g r o w t h  i n  i n d u s t r i a l  demand,and r e t i r e m e n t  

o f  o l d  v i n t a g e  . s t o c k s .  T h e  c h o i c e  o f  e x p o n e n t i a l  f r e q u e n c y  

d i s t r i b u t i o n  i s  a p p r o p r i a t e  f o r  l i f e - d e a t h  p r o c e s s e s  and ,  i s s u e s  

o f  r e l i a b i l i t y  b u t  ' a p p e a r s  i n a p p r o p r i a t e  f o r  c h a . r a c t e r i . z i n g  c o s t  

f r e q u e n c y  d i s t r i b u t i o n s  s i n c e  v a r i a t i o n s  i n  t r a n s p o r t a t i o n  c o s t s  

i n d u c e  p e a k i n g  a t  some n o n - z e r o  v a l u e .  The  n o r m a l ,  gamma o r  

W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n s  a p p e a r . m o r e  a p p r o p r i a t e .  

P e t e r k a  a n d  F l e c k  e x a m i n e  t h e  d y n a m i c s  o f  s u b s t i t u t i o n  

v i a  a  l o g i s t i c  s u b s t i t u t i o n  m o d e l .  . F l e c k  v i e w s  t h e  d i f f u s i o " n  

o f  a  t e c h n o l o g y  as  a  s o c i a l  l e a r n i n g  p r o c e s s  u n d e r  c o n s t r a i n t s  

a n d  u s e s a  s t o c h a s t i c  a p p r o a c h  t o  d e f i n e  t h e  d i f f u s i o n  p r o c e s s .  

- 2 -  



The  weak p o i n t  o f  t h e  t h e o r y  i s  t h a t  t h e  c r i t i c a l  p a r a m e t e r s  

h a v e  t o  b e  m e a s u r e d  a f t e r  t h e  p r o c e s s  h a s  b e g u n  a n d  a r e  n o t  

r e d u c i b l e  t o  o t h e r  m e a s u r e m e n t s  w h i c h  c o u l d  b e  made b e f o r e  t h e  

p e n e t r a t i o n  i s  i n i t i a t e d .  

P e t e r k a  f o l l o w s  a  m o r e  c l a s s i c a l  r o u t e  t a k i n g  e c o n o m i c s  

a s  a  d r i v i n g  f o r c e .  He assumes t h a t  an  i n d u s t r y  h a s  t o  e x p a n d  

t o  g e n e r a t e  p r o f i t s .  The  s u b s t i t u t i o n  i s  d r i v e n  b y  d i f f e r e n t i a l  

g r o w t h  r a t e s , w h i c h  a r e  d r i v e n  b y  d i f f e r e n t i a l  p r o f i t s .  A l t h o u g h  

t h e  t r e a t m e n t  o f  P e t e r k a  i s  g e n e r a l  a n d  i n c o r p o r a t e s  a  B a y e s i a n  

s t a t i s t i c a l  a p p r o a c h ,  i t  c o n t a i n s  one  p o t e n t i a l  w e a k n e s s  i n  t h a t  

t h e  d i f f e r e n t i a l  p r o f i t s  a r e  assumed  t o  be  c o n s t a n t  o v e r  l o n g  

p e r i o d s  o f  t i m e  i n  o r d e r  t o  i n d u c e  w e l l - b e h a v e d  l o g i s t i c s .  

O u r  f o c u s  i n  t h i s  p a p e r  h a s  b e e n  t o  d e v e l o p  t h e  s t e a d y - s t a t e  

( l o n g - t e r m )  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  t h e  m a r k e t  a l l o c a t i o n  p r o c e s s  

u n d e r  u n c e r t a i n t y ,  a s s u m i n g  t h a t  p r i c e s  a r e  i n d e p e n d e n t  r a n d o m  

v a r i a b l e s  a s  a  f i r s t  o r d e r  a p p r o x i m a t i o n .  We d e r i v e  t h e  

r e s u l t i n g  m a r k e t  s h a r e s  f o r m u l a t i o n  f o r  t h e  g e n e r a l  N p r o d u c t  

c a s e  w h e r e  p r i c e s  a r e  assumed n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d .  We t h e n  

d e r i v e  s i m i l a r  r e s u l t s  f o r  t h e  t w o  p r o d u c t  c a s e  f o r  u n i f o r m ,  

gamma a n d  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n s  a n d  h a v e  p r o v i d e d  s e v e r a l  t e s t  

c a s e s  t o  i l l u s t r a t e  t h e  s e n s i t i v i t y  o f  m a r k e t  s h a r e s  t o  t h e  

c h o i c e  o f  d i s t r i b u t i o n  t y p e .  



11 .  MATHEMATICAL PRELIMINARIES 

U s e f u l  d e f i n i t i o n s  a n d  i d e n t i  t i e s  a r e  s u m m a r i z e d  h e r e  

t o  f a c i l i t a t e  t h e  d e s c r i p t i o n s  a n d  d e r i v a t i o n s  c f  t h e  

p r o b a b i l i s t i c  f o r m u l a t i o n  t o  m a r k e t  s h a r e s  i n  t h e  f o l l o w i n g  

s e c t i o n s .  

D e f i n i t i o n  2 .1 .  I f  X i s  a  c o n t i n u o u s  random v a r i a b l e  t h e n  

t h e  c u m u l a t i v e  ( p r o b a b i l i t y )  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  F ( x )  i s  

d e f i n e d  b y  t h e  r e l a t i o n  

F ( x )  = P r { X  5 x ;  x  i s  r e ' a l  v a l u e d } .  ( 2 . 1 )  

I n  o t h e r  w o r d s ,  t h i s  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  random 

v a r i a b l e  X i s  l e s s  t h a n  x .  

D e f i n i t i o n  2 . 2 .  I f  X i s  a  c o n t i n u o u s  r a n d o m  v a r i a b l e  a n d  

F ( x )  i s  t h e  c u m u l a t i v e  d e n s i t y  f u n c t i o n ,  t h e  p r o b a b i l i t y  

d e n s i t y  f u n c t i o n  ( p . d . f . )  o f  X ,  p ( x ) ,  i s  d e f i n e d  b y  t h e  

r e l a t i o n  
X 

F ( x )  = I p ( u ) d u  f o r  a l l  r e a l  x .  ( 2 . 2 )  
-03 . 

D e f i n i t i o n  2 . 3 .  I f  X i s  a  c o n t i n u o u s  random v a r i a b l e  w i t h  

p . d . f .  g i v e n  b y  p ( x )  t h e n  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  o f  X i s  g i v e n  b y  

N o t e  t h a t  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  o f  a n y , c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  

o f  x ,  q ( x ) ,  i s  g i v e n  b y  



Se.e Hogg and c r a i g l '  f o r  a  thorough i n t r o d u c t o r y  

d i s c u s s i o n  of t h e  p r o b a b i l i t y  and s t a t i s t i c s .  

D e f i n i t i o n  2 .4 .  A c h a r a c t e r i s t i c  f u n c t i o n ,  f ( t )  of a  

cumula t ive  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  F (x ) ,  wi th  p . d . f .  p ( x )  , i s  

d e f i n e d  by t h e  r e l a t i o n  

f ( t )  = I m e x p ( i t x ) p ( x ) d x  . 
-00 

D e f i n i t i o n  2 . 5 .  The F o u r i e r  t r a n s f o r m 1 3  of a  f u n c t i o n  

g ( x )  i s  d e f i n e d  by 

D e f i n i t i o n  2 . 6 .  The i n v e r s e  of t h e  F o u r i e r  - t r a n s f o r m  

G ( t )  i s  d e f i n e d  by 
r m  

Note t h a t  f ( t )  can be r e d e f i n e d ,  i n  view of ( 2 . 5 )  and 

( 2 . 6 )  a s ,  

We now p r o v i d e  some u s e f u l  d e f i n i t i o n s  o r  f a c t s  from 

t h e  t h e o r y  of g e n e r a l i z e d  f u n c t i o n s .  The r e a d e r  i s  d i r e c t e d  

t o  Sneddon l 3  f o r  a  more d e t a i l e d  d i s c u s . s i o n  of t h e s e  

f a c t s .  I t  shou ld  be noted t h a t  t h e  word " d i s t r i b u t i o n "  

has a d i f f e r e n t  meaning f o r  g e n e r a l i z e d  f u n c t i o n s  h e r e  than  

i t  does f o r  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s .  G e n e r a l i z e d  f u n c -  

t i o n s ,  d e f i n e d  below, a r e  used i n t e r c h a n g e a b l y  wi th  

" d i s t r i b u t i o n s "  i n  g e n e r a l i z e d  f u n c t i o n  t h e o r y .  

- 5 - 



D e f i n i t i o n  2 . 7 .  The s p a c e ,  L ,  of t e s t  f u n c t i o n s  of r a p i d  

d e s c e n t  i s  t h e  s p a c e  of f u n c t i o n s  f o r  which each member, $,  

of L and i t s  d e r i v a t i v e s  d e c r e a s e  t o  z e r o  f a s t e r  t han  e v e r y  

power of 1 X I - ' .  F o r  n = 1 ,  e . g . ,  $ ( x )  E R 1 ,  t h i s  c o n d i t i o n  

can be w r i t t e n  i n  t h e  form 

I Xn$o(k) (X) I Umk ( 2 . 8 )  

f o r  a l l  n o n - n e g a t i v e  i n t e g e r s  m and . 'k  and f o r  a l l  v a l u e s  

uT x .  I T  $ ( x )  i s  an n v e c t o r  valucd  f u n c t i o n  i n  t h e  g e t  of 

r e a l s ,  R n ,  i t  w i l l  be u s e f u l  t o  d e n o t e  t h e  p a r t i a l  d e r i v a -  

t i v e  by 

where K = ( k l  , k 2 , .  . . , k n ) .  The e q u i v a l e n t  c o n d i t i o n  t o  

( 2 . 8 )  i n  R~ i s  

K l x / " '  I D  $ ( ~ ) l  c m , k .  ( 2 . 9 )  

(See  ~neddon!  pages 20-22. ) 
- x z  

The f u n c t i o n  c , f o r  example ,  bc longs  t o  t h e  s e t  of 

f u n c t i o n s  of r a p i d  d e s c e n t ,  L .  In g e n e r a l ,  i f  f ( x )  be longs  

t o  1, then  f ( k ) ( x )  and t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  F [ f ( x )  ,t] a l s o  

be longs  t o  L ( s e e  Ref .  13,  p . 4 9 0 ) .  

D e f i n i t i o n  2 . 8 ,  I f  f ( x )  be longs  t o  1 then  t h e  Di rac  d e l t a  

f u n c t i o n ,  6 ( x ) ,  i s  d e f i n e d  by 



The d e r i v a t i v e s  o f  t h e  Di.rac d e l t a  f u n c t i o n s  a r e  d e f i n e d  

i n  a  s i m i l a r  way. 

D e f i n i t i o n  2 . 9 .  I f  f  b e l o n g s  t o  L and 6 ( k ) ( x )  r e p r e s e n t s  t h e  

k - t h  o r d e r  d e r i v a t i v e - o f  the Dirac del ta  function, then 6 ( k ) ( x )  i s  

d e f i n e d  by 

D e f i n i t i o n  2 . 1 0 .  I f  f ( x )  b e l o n g s  t o  L ,  t h e n  t w o  f u n c t i o n s  

p ( x ) , q ( x )  " a r e  e q u a l  i n  t h e  s p a c e  o f  g e n e r a l i z e d  f u n c t i o n s "  

i f  a n d ' o n l y  i f  

-00 -00 

f o r  a l l  f ( x )  .which be long  t o  L .  

The f o l l o w i n g  u s e f u l  r e l a t i o n s  can  e a s i l y  be d e r i v e d .  

The p a r a m e t e r  a i s  assumed t o  be a  r e a l  s c a l a r .  

F i n a l l y ,  we g i v e  t h e  P o i n c a r 6 - B e r t r a n d  f o r m u l a  
- .  

( T r i c o m i ,  l 4  p .  172 )  s i n c e  i t  w i l l  be used i n  l a t e r  d e r i v a -  



t i o n s .  The f u n c t i o n  $ ( t , x )  i s  assumed t o  be  H o l d e r  c o n t i n u o u s :  

r t  t-to rudx;  X-t -n2$( t  o y  t 0  ) + p l d x r  

111. STEADY STATE MARKET S H A R E S  

We p r e s e n t  i n  t h i s  s e c t i o n  a  g e n e r a l  t h e o r e t i c a l  d e r i -  

v a t i o n  o f  ' e q u a t i o n s  w h i c h  d e s c r i b e  t h e  s t a t i c  m a r k e t  

s h a r e s  o f  mu1 t i p l e  c o m p e t i n g  p r o d u c t s  i n  a  p r o b a b i l i s t i c  * 

f r a m e w o r k .  The p r o b a b i l i s t i c  a p p r o a c h  i s  r e a s o n a b l e  s i n c e  

i t  p e r m i t s  t h e  q u a n t i f i c a t i o n  o f  v a r i a t i o n s  i n  p r i c e  due 

t o  ( i )  d i f f e r e n t  r e g i o n a l  c o s t s  o f  t r a n s p o r t a t i o n ,  ( i i )  

d i f f e r i n g  r e g i o n a l  t a x i n g  p o l i c y  schemes,  ( i i i )  i m p e r f e c t  

c o n s u m e r  i n f o r m a t i o n / b e h a v i o r ,  ( i v )  d i f f e r i n g  p r i c i n g  

schemes,and ( v )  i m p e r f e c t  s u b s t i t u t i o n  p o t e n t i a l .  

The c a s e  we p r e s e n t  h e r e  r e p r e s e n t s  t h e  s t e a d y  s t a t e  

m a r k e t  s h a r e s  o r  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  m a r k e t  ca-n a d j u s t  

i m m e d i a t e l y .  L a g  t i m e  c a n  be  i n c o r p o r a t e d  i n t o  t h e  

a d j u s t m e n t  p r o c e s s  e x o g e n o u s l y .  

C o n s i d e r  a  m a r k e t  f o r  w h i c h  t h e  p r i c e s  o f  N p r o d u c t s  

a r e  random v a r i a b l e s  (X1,X 2 , . . .XN)  w i t h  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  

f u n c t i o n s  f l ( x l ) ,  . . . , f N ( x N ) .  I f  t h e r e  i s  a n y  c o r r e l a t i o n  

b e t w e e n  p r i c e s  f o r  t h e s e  N p r o d u c t s  t h e n  a  j o i n t  p r o b a b i  l i t y  

d e n s i t y  f u n c t i o n  f ( x l  , x2 . .  . . , x 2 )  d e s c r i b e s  t h e  p r i c e  i n t e r -  

r e l a t i o n s h i p s .  An i m p o r t a n t  a s s u m p t i o n  f o r  t h e  ' d e r i v e d  

m o d e l  o f  m a r k e t  s h a r e s  a s s e r t s  t h a t  c o n s u m e r s  a c t  r a t i o n a l l y  

b y  p u r c h a s i n g  t h e  c h e a p e s t  p r i c e d  good  "known  t o  t h e m . "  



A n o t h e r  i m p o r t a n t  a s s u m p t i o n  a s s e r t s  t h a t ,  i n  t h e  s t e a d y  

s t a t e ,  s u f f i c i e n t  c a p i t a l  w i l l  b e  i n v e s t e d  t o  b u i l d  t h e  

i n d u s t r y  t o  s a t i s f y  t h e  p r e s c r i b e d  m a r k e t  s h a r e s .  T h e s e  

a s s u m p t i o n s  i m p l y  t h a t  t h e  , m a r k e t  s h a r e  o f  t h e  i - t h  p r o d u c t ,  

Si , i s  d e f i n e d  b y  

x d e l e t e d  i 

f o r  i = 1 ,2  , . . . ,  N .  

The  Case  f o r .  Th:yee P r o d u c t s  
: . 

F o r  t h e  t h r e e  p r o d u c t  c a s e ,  t h e  p . d . f . ' s  c a n  b e  

v i e w e d  a s  shown b e l o w ,  a n d  

F i g u r e  1. P r o b a b i l  i t y  D e n s i t y  F u n c t i o n s  
T h r e e  P r o d u c t  Case 



Assume that X1,X2,X3 are independent random variables; 

this ignores the cross price effects and presumes that 

price is predicated on cost. The Fourier transform and 

its inverse are defined (see Section 1 1 )  by 

-00 ' 

for j = 1,2,3; 

for j = 1,2,3. 

If w e  introduce f .(x.), defined in (3.4), into the 
J J  

expression for S1 in (3.2) and u s e  the independent randon1 

variable assumption we get 

Substitution of equation (2.16) into (3.5) yields 



a
,
.
 

8 - ? 7 





I f  we d e f i n e  

and  make t h e  c h a n g e  o f  v a r i a b l e s ,  t2  = - z ,  t h e n  

F i n a l l y  i f  we i n t r o d u c e  I i n t o  t h e  l a s t  e q u a t i o n  f o r  S1  we 

o b t a i n  t h e  e x p r e s s i o n  

N O W  we c a n  e a s i l y  o b t a i n  S2,S3 b y  i n t e r c h a n g i n g  t h e  i n d e x  1  

w i t h  2  o r  3  i n  ( 3 . 7 ) :  



T h e  N Product Case 

The  N p r o d ~ . ~ c t .  generalization t o  markct shares c a n  b e  
% 

f o u n d  by following t h e  samc steps as i n  t h e  c a s e  N - 3 ,  t ; t ~ e r ~  

where m = 1,2,. , . , N ,  and 
k 

Equations (3.10), (3.11) become, for N = 2, m =  l., 



S i m i l a r l y  f o r  N = 3,  m = l  we h a v e  

We c a n  e a s i l y  s e e  t h a t  e q u a t i o n s  ( 3 . ' 1 2 )  a n d  (3 . , 13 )  a r e  

e x a c t l y  t h e  same as  e q u a t i o n  ( 3 . 7 ) .  

We conclude t h i s  s e c t i o n  by showing t h a t  t h e  market shares sum 

F o r  s i m p l i c i t y  we w i l l  c o n s i d e r  t h e  c a s e  N = 3 .  

I f  we a d d  e q u a t i o n s  ( 3 . 7 ) ,  ( 3 . 3 ) ,  a n d  ( 3 . 9 )  we s e e  t h a t  t h e  

i n t e g r a l s  

c a n c e l  a n d  we o b t a i n  t h e  e q u a t i o n  
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a n d  i f  we s u b s t i t u t e  z  f o r  -,z a n d  t f o r  - t ,  i n  t h e  l a s t  1  

i n t e g r a l  we f i n d  t h a t  

S e t  tl = z - u ;  t h e n  

A d d i n g  I a n d  I, 

s o  t h a t  ( 3 . 1 4 )  becomes 

- - (4  2n3F ,  ( 0 ) F 2 ( 0 ) F 3 ( 0 ) }  . ( 3 . 1 8 )  

1  I f  we u s e  t h e  r e l a t i o n  F.(O.)  = - 
J rn '  j = 1 ,  2 ,  3 ,  t h e n  

( . 3 . 1 8 )  becomes ' 

3 
1 s j  = 1 .  

j = 1 



I V ;  MARKET SHARES I N  THE C A S E  OF NORMAL 

DISTRIBUTION FUNCTIONS 

I n  t h i s  s e c t i o n  we c o n s i d e r  t h e  s p e c i a l  ca.se o f  n o r m a l l y  

, d i s t r i b u t e d  p r i c e  r a n d o m  v a r i a b l e s .  F i r s t ,  a n  

a n a l y t i c a l  m e t h o d  f o r  t h e  c a s e  o f  t h r e e  p r o d u c t s  ( N  = 3 )  

i s  s t u d i e d .  The  same a n a l y t i c a l  - p r o c e d u r e  may b e  u s e d  f o r  

t h e  g e n e r a l  c a s e  o f  N p r o d u c t s .  F i n a l l y  a  d i r e c t  n u m e r i c a l  

a p p r o x i m a t i o n  i s  . d e v e l o p e d  a n d  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s  a r e  

c o m p a r e d  w i t h  t h e  a n a l y t i c a l  o n e s  f o r  t h e  c a s e  N = 2 .  

L e t  

F r o m  Sneddon  ' we s e e  t h a t  

. * 

We w r i t e  e q u a t i o n  ( 3 . 7 )  a s  

w h c r e  

I f  we i n - t r o d u c e  ( 4 . 2 )  i n  t h e  f i r s t  i n t e g r a l  i n  ( 4 . 4 ) ,  

2 - we h a v e  pk l  = p k  - pl, ol 
2 2 - ol + o k ,  a n d  



X 
where we have made the  change o f  va r i ab le ,  t = -  . I f  we d e f i n e  

01 k 
Q ( X )  = 1 fi JXexp(- $ ) d t  (4.6) 

-03 

then 

where (see r e f .  1 3 ,  P .  1 5 5 )  

From e q u a t i o n  ( 4 . 6 )  we h a v e  

L e t  t = - z + x ,  d t  = - d z .  Then  

- 03 2 
e x p  ( - i y x  - 9) 

Y  d y  
-03 

F rom ( 4 . 5 )  a n d  ( 4 . 1 0 )  we f i n d  



7.4 I-I- 



2 2 2 6 . k  ((,zu) + 

A T a y l o r  expansion of exp(-alzu) g i ves  exp(-alzu) = 1  - olzu t . . . : 2! 
n  ( O ~ Z U ) ~  + 

( - 1 )  n  ?, . .  . a n d  i n t r o . d ' u . c i n g  i t  i n  ( 4 . 1 5 )  g i v e s  
r) ., 

-03 

O : ~ U ~ )  

103 

e x ~ ( - i p ~ ~ u  - . 
u  e x p  (- izpI1) exp 

A f t e r  u s i n g  ( 4 . 5 ) ,  ( 4 . 1 3 ) ,  ( 4 . 1 4 )  we g e t  

F rom ( 4 . 1 6 ) ,  ( 4 . 1 2 ) , a n d  ( 4 . 3 )  we c a n  c o m p u t e  t h e  n o m i n a l  

m a r k e t  s h a r e  S 1 .  

T h e  p r e v i o u s  m e t h o d  o f  e v a l u a t i n g  t h e  m a r k e t  s h a r e s  c a n  

b e  e x t e n d e d  f o r  t h e  g e n e r a l  c a s e  o f  N p r o d u c t s .  I t  i s  m o r e  

c o n v e n i e n t ,  h o w e v e r ,  t o  u s e  d i r e c t  n u m e r i c a l  m e t h o d s  f o r  t h e  

e v a l u a t i o n  o f  m a r k e t  s h z r e s .  S i ,nce we cat? e v a l u a t e  t h e  m a r -  

k e t  s h a r e s  a n a l y t i c a l l y ,  th 'e  n u m e r i c a l  r e s u l t s  a n d  t h e  

e f f i c i e n c y  o f  t h e  n u m e r i c a l  m e t h o d  c a n  b e  t e s t e d .  

F rom e q u a t i o n s  ( 3 . 1 ) ,  ( 4 . 1 )  we h a v e  



L e t  us  d e f i n e  

a 

(m 2 1  E ( x . )  = - 
1 

e x p ( - u  ) d u  = - e r f c  
"'Ti 2 

X i - D i  

w h e r e  

1 3  
i s  d e f i n e d  i n  Sneddon ,  page 1 5 5 .  

T h e r e  a r e  s e v e r a l  n u m e r i c a l  m e t h o d s  f o r  

e v a l u a t i n g  E ( x i ) ;  s e e  A b r a m o w i t z  e t  5 1 .  l 6  we u s e  

a s i m p l e  n u m e r i c a l  m e t h o d ,  t h e  t r % a p e z o i d a l  r u l e ,  f n r  

t h e  e v a l u a t i o n  o f  E ( x i )  a n d  Si. I f  a  f u n c t i o n  i s  p i e c e  

w i s e  c o n t i n u o u s  t h e n  t h e  t r a p e z o i d a l  r u l e  i s  d e f i n e d  by 

w h  e  r'e 

b - a  h = -  
n  ' t j  = a + j h ,  f j  = f ( t j ) .  j = O y l , . . - y n .  



F r o m  ( 4 . 1 7 )  we h a v e  

S  

w h e r e  

W 

t r a p e  

m a t i o  

- - 
i 

v  

h e n  

z o i  

n  o  

t h e  r e p r e s e n t a t i o  

d a l  r u l e  y i e l d s  v e  

f Si o v e r  t h e  i n t e  

u ,  f ( u )  

n  o f  f ( u  

r y  a c c u r  

r v a l  [ - 6  

) i s  e x a c  

a t e  r e s u l  

, 6 ]  s i n c e  

00 I e x p ( - t  
v  . 

t t h e n  t 

t s  f o r  t 

exp.( - u  2  

* )  d t  

h e '  

h e  a  

) f ( u  

> 

p p r o x i  - 

1 
h a s  d e r i v a t i v e s  a l m o s t  e q u a l  t o  z e r o  f o r  u  I - 6  a n d  u  2 6  

( c f .  D a h l q u i s t  e t  a1.,lz7 p .  2 9 6 ) .  When f ( u )  i s  i t s e l f a p p r o x i -  

m a t e d  t h e n  t h e  t r a p e z o i d a l  r u l e  w i l l  g i v e  a n  a p p r o x i m a t i o n  o f  ' 

2  o r d e r  O ( h  ) ,  s i n c e  v  may become z e r o  a n d  t h e  a d v a n t a g e  o f  

h a v i n g  s m a l l  d e r i v a t i v e s  i n  f ( u )  i s  n o  l o n g e r  u s e f u l .  One 

c a n  u s e  a  h i g h e r  o r d e r  a c c u r a c y  m e t h o d  f o r  b e t t e r  r e s u l t s ,  

e . g . ,  G a u s s i a n  q u a d r a t u r e .  I n  t h e  c o d e  we h a v e  c h o s e n  a  v e r y  

6  - v s m a l l  h  ( h  = 2 . 0 0 0 )  f o r  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  i n t e g r a l s  i n  

l2 s i n c e  t h e  e r r o r  f ( u ) ,  a n d  f o r  t h e  e v a l u a t i o n ,  o f  Si, h  = - 1 0 0  
4  i s  o f  g r e a t e r  o r d e r  O ( h  ) .  

Two P r o d u c t  Case  - E x a m p l e  1  

E x p e c t e d  P r i c e s  ( p  . )  . S t a n d a r d  D e v i a t i o n s  ( 0 . )  
1- 1 - 

- 
p1  = 4 . 2 4 2 6 4 0 7  a l  = 3 . 0  
- 
P 2  = 7 . 0 7 1 0 6 7 8  a 2  = 4 . 0  

M a r k e t  S h a r e s  -. ( S  . )  ( a p p r o x i m a t e d )  
1- 

S, = f l . 7 1 4 1 9 5 9 3 3 4  

2  = 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  



From ( 3 . 1 1 a )  and  ( 4 . 1 0 )  we c a n  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  a n a l y t i c a l  

e x p r e s s i o n  f o r  S l y  w h e r e  p 2 1  = p2 - p l y  o 1 2  = 40; -+ o: : 

F i n a l l y  we e v a l u a t e  S1 by u s i n g  t h e  t a b l e s  o f  e r f ( u )  g i v e n  

i n  ~ b r a m o w i t z  e t  a 1 .  , I 6  p .  3 1 0 ,  and c o m p a r e :  

S1  = 0 . 7 1 4 1 9 6 2  ( a n a l y t i c ) .  

S e v e r a l  o t h e r  e x a m p l e s  a r e  g i v e n  be low f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  

o f  p i ,  ol. T h i s  p r o v i d e s  i n f o r - r ~ a t i o n  on t h e  s e n s l t l v l  Ly u f  

m a r k p t ,  s h a r e s ' t o  v a r i a t i o n s  i n  e x p e c t e d  p r i c e s  a n d / o r  

s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  ( v a r i a b i l i t y ) .  

Two P r o d u c t  Case  - Example  2  

E x p e c t e d  P r i c e s  ( p . )  
1- 

S t a n d a r d  D e v i a t i o n s  ( 0 . )  
.l- 

1  - = 1 . 5 0 0 0 0 0 0  o l  = 1 . 0 0  
- 
p2 = 2 . 5 0 0 0 0 0 0  o 2  = 1 . 2 5  

M a r k e t  S h a r e s  ( S i l  

S1  = 0 . 7 3 3 9 1 4 1 3 9 5  



Two P r o d u c t  Case - E x a m p l e  3  

: E x p e c t e d  P r i c e s  ( p i l  S t a n d a r d  D e v i a t i o n s  ( 0 . )  
1- 

p1  = 1 . 5 0 0 0 0 0 0  al = 0 . 5 0 .  

M a r k e t  S h a r e s  ( S . )  
1- 

S 1  = 0 . 7 7 1 1 9 2 6 1 0 8  

Two P r o d u c t  Case - E x a m p l e  4  

E x p e c t e d  P r i c e s  p.) 
1- 

s t a n d a r d  D e v i a t i o n s  ( 0 . )  I- 

M a r k e t  S h a r e s  ( S i l  

T h r e e  P r o d u c t  Case  - E x a m p l e  ,5  

E x p e c t e d  P r i c e s  ( p  . )  
1- 

S t a n d a r d  D e v i a t i o n s  ( 0 . )  I- 

1  - = 1 . 5 0 0 0 0 0 0  o 1  = 1 . 0 0  

"2 - = 2 . 0 0 0 0 0 0 0  a 2  = 0 . 5 0  
- 
p 3  = 2 . 5 0 0 0 0 0 0  a 3  = 1 . 0 0  

M a r k e t  S h a r e s  ( S . )  
1 - 

S 1  = 0 . 5 9 3 5 2 7 5 8 4 8  

S 2  = 0 . 2 4 5 8 3 3 7 0 1 4  

S 3  = 0 . 1 6 0 6 3 8 3 4 6 6  



Ten '  P r o d u c t  Case  - E x a m p l e  6  

E x p e c t e d  P r i c e s  ( p . )  
1- 

S t a n d a r d  D e v i a t i o n s  ( 0 . )  
1- 

M a r k e t  S h a r e s  ( S . )  
1- 

S 1 =  0 . 3 4 7 2 5  

S 2  = 0 . 1 5 3 0 0  

Sj = 0 . 0 9 4 9 9  

S 4  = 0 . 1 0 6 0 0  

S 5  = 0 . 1 1 4 7 6  

s 6 ' 0 . 0 0 0 7 0  

S 7  = 0 . 0 5 7 2 7  



V .  A V E R A G E  P R I C E S .  

The  p r e s e n t  p r a c t i c e  i n  t h e  D F I  m o d e l  i s  t o  p a s s  a  

p r i c e  t o  t h e  c o n s u m e r . w h i c h  i s  t h e  a v e r a g e  o f  m a r k e t  s h a r e  

p r i c e s .  F o r  N = 2  we h a v e  

N o t i c e  t h a t  t h i s  i m p l i e s  t h e  a v e r a g e  p r i c e  f a c e d  b y  c o n -  

s u m e r s  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  m i n i m u m  o f  t h e  a v e r a g e  p r i c e s  
- 
PI . P 2 .  We w o u l d  e x p e c t  t h e  a c t u a l  a v e r a g e  p r i c e  t o  b e  

s m a l l e r  t h a n  t h e  m i n i m u m  o f  (PI .P2 .  . . .FN)  b y  t h e  

" r a t i o n a l  c o n s u m e r  b e h a v i o r "  a s s u m p t i o n .  T h e  r a t i o n a l  

c o n s u m e r  b e h a v i o r  a s s u m p t i o n  w o u l d  r e q u i r e  t h e  a v e r a g e  

p r i c e  t o  b e  c o n ~ p u t e d  as  

F o r  t h e  c a s e  o f  t w o  p r o d u c t s  (N = 2 )  ( 5 . 2 )  becomes 

p = E ( x l I x l  x 2 )  + E ( x 2 1 x 2  I x l )  

I n  t h e  g e n e r a l  case. o f  N p r o d u c t s  we h a v e  

To g a i n  some i n s i g h t  i n t o  t h e  p o t e n t i a l  p r i c e  d i f f e r e n c e s  

r e h u l  t i n g  f r o m  e q u a l i u r ,  ( 5 . 2 )  v e r s u s  e q u a t i o n  ( 5 . 1 )  w e  

w i l l  e x a m i n e  t h e  c a s e  o f  t w o  p r o d u c t s  f o r  a  n o r m a l  d i s t r i -  

b u t i o n  i n  some d e t a i l .  I n  t h e  c a s e  o f  N p r o d u c t s  we w i l l  
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F i n a l l y  

a n d  . s i m i l a r l y  

If f . ( t )  i s  n o r m a l  t h e n  
J 

a n d  f r o m  ( 4 . . 2 ) ,  - ,. 

S u b s t i t u t i n g  t h e  l a s t  e q u a t i o n  i n  ( 5 . 6 )  we o b t a i n  



b x P p ( - i t f i 2 ,  - o:2 t 2 j  
- ('+ ' I 

" " 1  2 T;; t dt}  

w h e r e  we h a v e  u s e d  t h e  known r e s u l t ,  

If we u s e  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  p r o b l e m  we f i n d  t h a t  

I f  we a d d  t h e  e q u a t i o n s  ( 5 . 8 )  we g e t ,  

T h e  i m p l i c a t i o n  f o r  t h e  a l g o r i t h m  i s  t h a t  t h e  p e r c e i v e d  

c o n s u m e r  p r i c e  a v e r a g e  i s  l e s s  t h a n  i l S l + i 2 S Z  b y  a n  

a m o u n t  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  combin 'ed  u n c e r t a i n t y ,  o12, ar id  



f u n c t i o n a l l y  d e p e n d e n t  on  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n .  C o n s e -  

q u e n t l y ,  t h e  f i n a l  p r i c e s  f o u n d  b y  t h e  m o d e l  a r e  l i k e l y  t o  

b e  o v e r e s t i m a t e s  o f  t h e  m a r k e t  c l e a r i n g  p r i c e s .  T h i s  t h e n  

i m p l i e s  t h a t  t h e  m a r k e t  i s  n o t  i n  e q u i l i b r i u m .  

F o r  t h e  g e n e r a l  c a s e  o f  N p r o d u c t s  we u s e  t h e  same 

d i r e c t  n u m e r i c a l  m e t h o d  f o r  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  a v e r a g e  

p r i c e s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  I V .  The  o n l y  d i f f e r \ e n c e  i n  t h e  

n u m e r i c a l  a p p r o x i m a t i o n  i s  t h a t  i n  ( 4 . 2 2 )  t h e  f u n c t i o n  

2  2  e x p ( - u  ) f ( u )  i s  now r e p l a c e d  b y  ( u o i J Z +  p i ) e x p ( - u  ) f ( u ) .  

The  c o d e  d e v e l o p e d  h e r e  f i n d s  t h e  m a r k e t  s h a r e s  a n d  

a v e r a g e  p r i c e s  f o r  a n y  a r b i t r a r y  N .  A  n u m e r i c a l  e x a m p l e  

b e l o w  shows t h e  ' a g r e e m e n t  o f  t h e  n u m e r i c a l  m e t h o d  a n d  t h e  

a n a l y t i c a l  o n e  f o r  a v e r a g e  p r i c e s .  

Two P r o d u c t  Case - E x a m p l e  7  

E x p e c t e d  P r i c e s  ( i  i- ) , S t a n d a r d  D e v i a t i o n s  ( 0 . )  
1- 

- 
p  1  = 4 . 2 4 2 6 4 0 7 0  *l = 3 . 0 0  
- 
"2 = 7 . 0 7 1 0 6 7 8 0  o 2  = 4 . 0 0  

M a r k e t  S-hares ( S . )  
I - 

A p p r o x i m a t e  a v e r a g e  p r i c e  = 3 . ,3512352,  

E x a c t  = plSl + p 2 S 2  - e x p [ - 4 1  = 3 . 3 5 1 2 3 3 7 .  m 2 0 1  2 



V I .  SENSIT IV ITY  OF MARKET SHAR.ES TO THE FORr.1 

OF PROBABILITY FUNCTION 

One o f  t h e  i m p o r t a n t  i s s u e s  w h i c h  a r i s e s  when c o n s i d e r i n g  

p r o b a b i l i s t i c  i n t e r p r e t a t i o n s  o f  m a r k e t  s h a r e s ,  and  i n d e e d  a n y  

m o d e l ,  i s  t h e  s e n s i t i v i t y  o f  t h e  mode l  t o  t h e  t y p e  o f  p r o b a -  

b i l i t y  d i . s t r i b u t i o n  s e l e c t e d .  R e s u l t s  t h a t  a r e  n o t  e x t r e m e l y  

s e n s i t i v e  t o  t h e  c h o i c e  o f  p . d . f .  i m p l y  t h a t  l e s s  c a r e  ( o r  

empirical w o r k )  i s  n e c d e d  t o  c a l i b r a t e  and  u s e  t h e  m o d e l .  

Ser1s.i L i v e  r e s u l t s  i m p l y  t h a t  g r c a t  c a r e  m u s t  b e  t a k e 0  t n  c o ' l l ~ c l ;  

and  a n a l y z e  t h e  n e e d e d  d a t a  b e f o r e  t h e  mode l  c a n  b e  u s e f u l l y  

a p p l i e d .  We e x a m i n e  t h e  s e n s i t i v i t y  i s s u e  b y  d e r i v i n g  t h e  

m a r k e t  s h a r e  f o r m u l a t i o n s  f o r  u n i f o r m  and gamma d i s t r i b u t i o n s .  

The u n i f o r m  d i s t r i b u t i o n  was s e l e c t e d  f o r  i t s  s i m p l i c i t y ,  and 

t h e  gamma d i s t r i b u t i o n  was s e l e c t e d  f o r  i t s  more  

r e a l i s t i c  r e p r e s e n t a t i o n  o f  m a r k e t  b e h a v i o r .  

The i m p l i c a t i o n s  a r e  i n t u i t i v e l y  a p p e a l i n g .  The r e s u l t s  

a r e  m o d e r a t e l y  s e n s i t i v e  t o  t h e  c h o i c e  o f  d i s t r i b u t i o n .  T h e r e  

a r e  s u b s t a n t i a l  d i f f e r e n c e s  i m p l - i e d  b y  t h e  c h o i c e  o f  u n i f o r m  

d i s t r i b u t i o n s  as  c o n t r a s t e d  t o  e i t h e r  t h e  n o r m a l  o r  gamma 

d i s t r i b u t i o n s .  However ,  t h e  m a r k e t  s h a r e s  r e s u l t s  f o r  gamma 

v e r s u s  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  do n o t  a p p e a r  t o  be  s u b s t a n t i a l l y  

d i f f e r e n t  f o r  t h e  c a s e s  s t u d i e d .  The d e t a i l s  f o l l o w  b e l o w .  

U n i f o r m  D i s t r i b u t i o n  

C o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n s  

( .p .d . f ,  ' s )  ( F i g u r e  2 ) .  



F i g u r e  2 .  Two P r o d u c t  Case;  U n i f o r m  ~ i s t r i b u t i o n s  

T h a t  i s ,  

The mean pl a n d  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o ,  f o r  t h e  p . d . f .  fl 

d e f i n e d  i n  ( 6 . 1 )  a r e  g i v e n  b y  

We r e p e a t  t h e  d e f i n i t i o n  o f  m a r k e t  s h a r e s  f o r  t w o  p r o d u c t s  
. , 

( f o r m u l a  3 . 1 )  b e l o w .  

-03 x 1 

S u b s t i t u t i n g  t h e  u n i f o r m  d i s t r i b u t i o n  ( 6 . 1 )  i n  ( 6 . 2 )  we g e t  



A f t e r  i n t e g r a t i o n  t h i s  becomes 

which can be r e w r i t t e n  a s  

S i m i l a r l y ,  we f i n d  t h a t  

Two Produc t  Case - Example 8 .  

Expected P r i c e s  ( b i )  S t a n d a r d  D e v i a t i o n s  ( o i  ) -- 

Market S h a r e s  (Si) (Normal d i s t r i b u t i o n )  

S 2  = 0 . 2 3 9 8  

I f  we c o n s i d e r  uniform d i s t r i b u t i o n s  w i t h  t h e  same expec ted  

v a l u e s a n d  s t a n d a r d  d e v i a t i n n s ,  we can f i n d  C ~ , C ~ . C ~ . C , ,  i n  

(6 .3 ) .  from t h e  f o r m u l a s  



F i n a l l y  t h e  m a r k e t  s h a r e s  f o r  t h e  u n i f o r m  d i ' s t r i b u t i o n s  c a n  

b e  f o u n d  f r o m  ( 6 . 3 ) .  , (.6.4), a n d  ( 6 . 5 )  : 

Gamma D i  s t r i b . u ' t i  o n  

Th.e g a m m a ' d i s t r i b u t i o n  p . d . f .  i s  d e f i n e d  b y  

, e l s e w h e r e  ' ( 6 . 6 )  

w h e r e  t h e  mean o f  s u c h  a  d i s t r i b u t i o n  i s  Fi - - - ri a n d  t h e  
a i  

2 - ri v a r i a n c e  i s  oi - - -  2 • 

a. .. 
1 

N o t i c e  t h a t  t h e  p . d . f .  i s  p o s l t i v e  f o r  xi > 0 a n d  z e r o  

e l s e w h e r e , w h i c h  i m p l i e s  t h a t  " f r e e  g o o d s "  a r e  p r e c l u d e d ,  

The m a r k e t  s h a r e  o f  p r o d u c t  o n e  i s , g i v e n  b y  

-00 

N o t i c e  t h a t  

'0 

If we assume t h e  ri a r e  i n t e g e r s  t h e n  r ( r i )  = ( r i - l ) ! .  Sub -  

s t i t u t i n g  ( 6 . 6 )  i n t o  ( 6 . 7 )  ( s e e  ~ e ~ e r ? ~  p .  1 9 5 )  we 

o b t a i n  



I f  we l e t  (a l+a2)x1  = u t h e n  

W e i b u l l  D i s t r i b u t i o n  

T h e  m a r k e t  ' a l l o c a t i o n  f o r m u l a t i o n  w i t h i n  t h e  D e c i s i o n  

Focus ,  I n c .  ( D F I )  e n e r g y ,  e q u i l i b r i u m  m o d e l  l9 h a s  o c c a s i o n a l l y  

shown some u n u s u a l  b e h a v i o r  a n d  h a s  p r o m p t e d  i n t e r e s t  i n  d e r i v i n g  

t h e  p r o b a b i l  i s t ' i c  f o r m u l a t i . o n  w h i c h  i s  e q u i v a l e n t  . t o  t h e  D F I  

f o r m u l a t i o n .  S t a t i c  m a r k e t  s h a r e s  i n  t h e  D F I  m o d e l  a r e  d e f i n e d  

by t h e  r e l a t i o n  
-Y 

f .i P I  

w h e r e  t h e  pi c a n  b e  v i e w e d  a s  t h e  mean p r i c e s  qf some p r i c e  d i s -  

t r i b u t i o n ,  t h e  fi a r e  w e i g h t i n g  f a c t o r s  w h i c h  i n d i c a t e  a n y  

i n h e r e n t  b i a s  b y  c o n s u m e r s  u n d e r  e q u a l  p r i c e  a s s u m p t i o n s ,  a n d  

y i s  t h e  p r i c e  s e n s i t i v i t y  p a r a m e t e r .  



D. B .  R e i s t e r  a n d  B .  P h i l l i p s  h a v e  i n d e p e n d e n t l y  shown 

i n  u n p u b l i s h e d  t e c h n i c a l  memoranda t h . a t  t h e  DF I  s t a t i c  m a r k e t  

s h a r e s  f o r m u l a t i o n  i s  e q u i v a l e n t  t o  a s s u m i n g ' t h a t  p r i c e s  a r e  

i n d e p e n d e n t  r a n d o m  v a r i a b l e s  f r o m  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n s ,  o f  t h e  

f o r m  

f ( x )  = a y x y - ' e x p ( - a x ' ) .  

The  mean p r i c e  p a n d  v a r i a n c e ,  a 2 ,  a r e  d e f i n e d  b y  
- 
p = a  - l / y r ( 1  + l / y ) ,  

N o t i c e  t h a t  r , ( p )  i s  p o s i - t i v e  f o r  x  p o s i t i v e ,  a n d  t h e  maximum 

v a l u e  o f  r ( p )  i s  a t t a i n e d  i n  t h e  i n t e r v a l  p  e ( 1 , Z ) .  R e i s t e r  

a n d  P h i l l i p s  h a v e  shown t h a t  t h e  s t a t i c  m a r k e t  s h a r e s ,  u s i n g  

t h e  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  i d e n t i c a l  v a l u e s  o f  y a n d  

a r b i t r a r y  ai, r e d u c e  t o  

We e x a m i n e  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  a n d  

r e l a t e  i t  t o  t h e  i m p l i c a t i o n s  f0. r  m a r k e t  s h a r e s .  
. , 

F o r  l a r g e  v a l u e s  o f  y t h e  q u a n t i t i e s  ( 1 +  l l y )  a n d  ( 1 +  2 / y )  

a p p r o a c h  o n e  a n d  o 2  a p p r o a c h e s  z e r o  w h i l e  t h e  mean p r i c e  p 

a p p r o a c h e s  o n e .  F o r  e x a m p l e ,  f o r  v a l u e s  o f  y 2 20 a n d  
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0 . 0 0 2 3  I a2  I 0 . 0 0 4 5 .  

T h e  c u r r e n t  p a r a m e t e r  v a l u e s  f o r  y u s e d  i n  t h e  D F I  m o d e l  b e l o n g  

t o  t h e  r a n g e  ( 1 0 , 4 0 ) .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  f u e l  p r i c e s  f r o m  

a l l  , s u p p l i e r s  t e n d  t o  $1 . O O  w i t h  v e r y  s m a l l  v a r i a b i l i t y .  See  

F i g u r e  3, b e l o w .  

n ( I n c r e a s i n g  y 

F i g u r e  3 .  The W e i b u l l  D e n s i t y  F u n c t i o n  

I n  v i e w  0.1' t h e s e  o b s e r v a t i o n s ,  i t  i s  n o t  s u r p r i s i n g  when 

s m a l l  c h a n g e s  i n  mean p r i c e s  p r o v i d e  l a r g e '  c h a n g e s  i n  s t a t i c .  

m a r k e t  s h a r e s  f o r  l a r g e  v a l u e s  o f  y .  As a n  e x a m p l e  c o n s i d e r  t h e  

t w o - p r o d u c t  c a s e  b e l o w .  N o t i c e  t h a t  a  s l i g h t  s h i f t  o f  t h e  mean 



p r i c e  would d r a s t i c a l l y  a l t e r  t h e  market  s h a r e s  due t o  t h e  narrow 

c o s t  band impl i ed  by t h e  p r i c e  d i s t r i b u t i o n s .  See F i g u r e  4 .  

F igure  4 .  S e n s i t i v i t y  o f  Market Sha res  f ,or 
t h e  Weibull D i s t r i b u t i o n  wi th  Large y .  

A d d i t i o n a l  e m p i r i c a l  s t u d y  w i l l  be r e q u i r e d  t o  d e t e r -  

mine t h e    no st a p p r o p r i a t e  f r equency  d i s t r i b u t i o n  and r e s u l t i n g  

market  a l l o c a t i o n  f o r m u l a t i o n  i n  t h e  D F I  model. I t  a ' ppea r s ,  oil 

s e n s i t i v i t y  g rounds ,  t h a t  t h e  Weibull  d i s t r i b u t i ' o n  wi th  l a r g e  y 

i s  i n a p p r o p r i a t e  f o r  d e r i v i n g  t h e  market  a l l o c a t i o n  f o r m u l a .  



A d d i t i o n a l  Examples 

Two P r o d u c t  Case  - Example 9 

Assume t h a t  r l  = 4 . 0 ,  r 2  = 2 .0  and a l  = a2  = 1 ,  t h e n  

F i g u r e  5 .  B e h a v i o r  o f  t h e  Gamma D i s t r i b u t i o n .  

From ( . 6 . 6 )  t h e  m a r k e t  s h a r e  f o r  p r o d u c t  one i s  

Hence S1 = 0 . 1 9  and S2 = 0 . 8 1 .  Using t h e  f o r m u l a s  f o r  t h e  

r i  r .  mean p r i c e s  ( P i )  and v a r i a n c e s  ( o i 2 ) ,  p i  = - , oi2 = 
a2 a i  T' 

W P  f i ' n d  

~ x ~ e c t e d  . P r i c e s  ( p i  ) ' S t a n d a r d  D e v i a t i o n s  ( a i )  



M a r k e t  S h a r e s  ( s i  ) ( N o r m a l  d i s t r i b u t i o n )  

s1  = 0 . 2 1  

S2 = 0 . 7 9  

M a r k e t  S h a r e s  ( '  ) ( u n i f o r m  d i s t r i b u t i o n )  

Two P r o d u c t  Case - Examp le  1 0  

We assume t h a t  rl = 3, r -  = 2 ,  a = 1  t h e n  2  i 

E x p e c t e d  P r i c e s  ( p i )  s t a n d a r d  ~ e v i a t i o n s  ( o i )  

. . 
P I =  3 . 0  o1  = 43 

The m a r k e t  s h a r e  o f  p r o d u c t  one  f o r  t h e  gamma d i s t r i b u t i o n  i s  

S 1  = 0 . 3 1  (gamma) 

w h i l e  t h e  n o r m a l  g i v e s  

S1 = 0 . 3 3  ( n o m a l ) .  
- 

~ v i d e n t l y  t h e  ma . r ke t  s h a r e s  e s t i m a t e s  a s s u m i n g  e i t h e r  a  

n o r m a l  p r i c e  d i s t r i b u t i o n  o r  a  gamma p r i c e  d i s t r i b u t i o n  w i t h  

r e l a t i v e l y  f e w  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  g i v e  v e r y  s i m i l a r  r e s u l t s .  

The u n i f o r m  d i s t r i b u t i o n  can  g i v e  somewhat  d i f f e r e n t  r e s u l t s  

t h a n  e i t h e r  n o r m a l  o r  gamma d i s t r i b u t i o n s .  F o r  l o n g - r a n g e  

p l a n n i n g  t h e  d i f f e r e n c e s  o r  e r r o r s  i m p l i e d  may b e  i n s i g n i f i c a n t .  
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