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NORMALFUNKTIONEN UND KONSTRUKTIVE SYSTEME

VON ORDINALZAHLEN

Herrn Professor Dr. Kurt Schiitte zum

65. Geburtstag gewidmet

W. Buchholz

Als Hilfsmittel fiir beweistheoretische Untersuchungen wurden von
verschiedenen Autoren konstruktive Bezeichnungssysteme1) fiir Ordinal-
zahlen eingefiihrt, die zwar auf sehr einfache Weise induktiv definiert
sind, sich aber nur schwer von der klassischen Ordinalzahltheorie her
verstehen lassen. Im folgenden sollen konstruktive Bezelchnungssysteme
6(9) entwickelt werden , die ihrem formalen Aufbau nach eng verwandt
sind mit den Systemen =(N), =, W(X) von Schiitte [17] und Pfeiffer [11]
[12], die aber im Gegensatz zu jenen eine relativ einfache und natir-
liche Erklérung in der klassischen Ordinalzahltheorie besitzen. Wir
werden dabei von gewissen von FEFERMAN und ACZEL [1] stammenden - und
von BRIDGE in [3] ndher untersuchten - Normalfunktionen Oa ausgehen,
die sich sehr einfach und ohne Bezugnahme auf Hauptfolgen in der klas-
sischen Theorie definieren lassen.

Zum Inhalt der vorliegenden Arbeit: Die Paragraphen 1 - 3 beinhalten
die nichtkonstruktive Entwicklung der Bezeichnungssysteme E?Q?) im Rahmen
der klassischen Ordinalzahltheorie. Dabeil enthilt §1 im wesentlichen nur
eine Zusammenstellung gewisser schon bei Bridge [3] bewlesener Ergeb-
nisse iiber die Funktionen @a mit zum Teil neuen Beweisen. In §4 werden
die speziellen Bezeichnungssysteme ©(t) und ®({g)) behandelt und mit
den Systemen anderer Autoren verglichen (ohne Beweise). In §5 wird ein
konstruktiver Wohlordnungsbeweis fiir die Systeme ®(71), ©({g]) gegeben.
Dieser Beweis ist eine Verallgemeinerung der Wohlordnungsbcweise von
SCHUTTE [17] und PFEIFFER [11],[12] .

1) 2.8, die Systeme 0(n) von Takeuti [19] , 0d(I) von Kino [8] , Z(N)
von Schiitte [17] , Z und W(X) von Pfeiffer [11],[12] .
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§1 Die Normalfunktionen @,

Wir legen hier (in §1 - §4) die axiomatische Mengenlehre von Zermelo-
Fraenkel mit Auswahlaxiom zugrunde. Die Klasse On der Ordinalzahlen sel
in iblicher Weise so definiert, daB a= {£cOn| £<a) fiir jedes aecOn ist.
K sei die Klasse der Kardinalzahlen >w , d.h. die Klasse derjenigen Or-
dinalzahlen > w, die sich nicht bijektiv auf eine klelnere Ordinalzahl
abbilden lassen. X£Q, sei die Ordnungsfunktion der Klasse KU{0} , d.h.
die (eindeutig bestimmte) Funktion, die On ordnungstreu und bijektiv auf
K U{0} abbildet. Es ist also Q =0 und Q€=N€ fiir £€>0. Zu Be On gibt es
genau ein € ¢On mit Qg B<Qg 13 wir definieren Sp:=Q, und B §+1
Sp heiBt die Stufe von B . Aus dem Auswa.hla.xiom folgt, daB B regular
ist, d.h. fiir jedes q;:a-—-)ﬁ mit a< gt 1st auch sup{e(n)l neal < gt

Eine Ordinalzahl y heift additive Hauptzahl, wenn fiir alle £,n< ¥
auch £+n < vy ist. Die Klasse der additiven Hauptzahlen bezeichnen wir
mit H. H ist elne echte Klasse, und xgwg ist die Ordnungsfunktion von H.
Zu 0 $v e¢On gibt es eindeutig n) 1 und additive Hauptzahlen 712...27
mit y=7vq +...4y, ; wir definieren H[y] := {(¥qs+257,) und H[O] := D .

Es gilt: K€H , VyeOn(ye HOH[Y] ={v])) , H(n] CH[E+n]<H[E] UH[q]

Ist M eine wohlgeordnete Menge, so bezeichnen wir mit ||M| ihren Ord-
nungstyp, d.h. diejenige Ordinalzahl, die ordnungsisomorph zu M ist.

Wir verwenden folgende Mitteilungszeichen:

a,B,Y >0, &, 1, ¢ (auch mit Indizes) fiir Ordinalzahlen,

v, kK fiir Elemente von KU {0} ,
i,k,m,n fir natiirliche Zahlen,
ANB fiir die Mengendifferenz {x| xe AAnx¢B) .

Definition der Funktionen ®a

Im folgenden bezeichne eine abzihlbare Menge von Funktionen f:D(f)—K
mit @ £ D(f)con® , 1<&m. # erfiille die folgende "Unitdtsbedingung":

f1,f26-9/\ x1eD(fq) A X eD(fp) A F(xg) =1f,(x) => fy=f A x4 =%, .
Wir definieren:

141 = (£(x)] £e§ A xeD(£)} —g[y] = (£4500.,€,) , wenn

Y =1(£qsee0,6) mit fe{; und (€4,...,€ ) eD(f) .

Unter Bezugnahme auf 'g. werden nun Ordinalzahlenmengen C(a,B) und Funk-
tionen ea 1) durch transfinite Rekursion nach a definiert:

M Vo es erforderlich ist, werden wir die Abhidngigkeit von é« durch die
Schreibweise C (a, B) @‘9' zum Ausdruck bringen.
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¢ (a,p) := {0}up

{v | Hv] =c,(a,B) } U
Chp1(a,B) := {vlvel}?l/\g[vl < cp(a,B) Fu
{0tn| &< o A EecC(E,06n) A (E,n) < C_(a,8)} V)

C(a,p) 1= M ¢, (a,B)

Kr(a) := {p]| péC(a,B)} UK

®, : On —>Kr(a) sei die Ordnungsfunktion der Klasse Kr(a ) .
Die Elemente von Kr(a) heiBen a-kritische Zahlen.

Folgerungen

(1 ) ®ap e H

(2) yeCy(ap) => Hy] < Cy(a,p)

(3) cn(a:B) < Cn+1(a:5) < C(a,B)

() cC(a,B) ist die kleinste gegeniiber Addition und allen Funktionen
aus é abgeschloss%e Obermenge von {0} UpP mit der Eigenschaft:

() t<anteC(£,0n) A E,neC(a,B) ==> ©@EneC(a,B) .

Anmerkung

In Aczel [1] und Bridge [3] wird C(a,B) als die kleinste gegeniiber
Addition und allen Funktionen ausﬁ abgeschlossene Obermenge von {0} U B
definiert, welche (C') é<aAa €,neC(a,B) => ©&n eC(a,p) erfillt.,
In [4] wird gezeigt, daB fiir spezielle Mengen § (wie z.B. fiir die in
§4 behandelten 4«7 und {g)} ) die obven definierten Mengen cg(a,ﬁ) eben-
falls die Bedingung (C!') erfiillen. Zumindest in jenen Fdllen ist also
die hier gegebene Definition der ® aquivalent zu der urspriinglichen
Definition von Feferman und Aczel [1] ). - Dadurch, daB man die Bedin-
gung £ ¢C(£,8€n) 1in die Definition der Mengen C(a,B) einfiigt, kann man
Corollar 1.16 und Theorem 1.17 aus Bridge [3] (bzw. Folgerung (12) und
Lemma 5 der vorliegenden Arbeit) unmittelbar beweisen, ohne vorher den
sehr komplizierten fur das Theorem 1.15 aus [3] fiihren zu miissen. Diese
Moglichkeit wurde von SCHUTTE entdeckt und dem Autor widhrend der Abfas-
sung seiner Dissertation mitgeteilt.

Lemma 1
a) ap< A Bi§ B =>  Cla,B) S ClayBpy)
b) B Limeszahl = C(a,B) = T}eJS c(a,n)

") Wir schreiven ®¢n fir G)&(n) . 2) Dies folgt auch aus [3] 1.16 .
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c) a; < o A V&(a1\< E<ay ~ E&C(anﬁ)) == C(O.1,B) = C(agsﬁ)
d) a1 < a = Kr(o) < Kr(o,)

e) a1 <o => 604B< BB

f) By < By => By BBy < @aB,

Lemma 2
Ist By = min{¢{| ¢ éC(a,B)} , so gilt:

BE By < B, C(a,B) = C(a,By) , By € Kr(a) .

Beweis. Da 13 abzdhlbar ist, muB die Menge C(a,p) eine Michtigkeit < B+
haben. Also ist B¢ By< gt . Aus pc B1< C(a,B) folgt 844 C(a,By) =C(a,B).

Folgerungen: (5) c(a,8a0) = C(a,0)
(6) C(a,8a(p+1)) = C(a,@aB+1)

Satz 1
Es gilt S@ap = SB und ®°'Q€ = Qg fiir € >0 .

Beweis. Nach Lemma 2 ist sup{f | £eKr(a) A £< 8"} = g5 Da g" reguldr
ist, muB also {n| @an < 5+} = B+ sein. Folglich ist B @aB < {3"', d.h.
S@ap = SB . - Ist 0< ¢ , so ist (wegen K< Kr(a)) Q& =@af fir ein B .
Mit S6ap =SB folgt @, < B Gap = @ , d.h. Qp = GO .

Folgerungen: (7) BeK = ®aB € K
(8) BgvecC(ap)Nk =  vel4dl A Glv] cC(a,B)
(9) v ecCpla,B) => SY € C,(asB)

Satz 2
®a ist Normalfunktion, d.h. ®a ist eine streng monotone Funktion von
On in On mit @aB = sup{@an| n ep} flir jede Limeszahl B .
Ferner gilt:
(1) Kr(0) = H
(11) Kr(o#1) = {@aB| aéC(a,0aB) V ©ap = B}
(1i1) Kr(a) = QQL Kr(¢) , wenn o Limeszahl ist .

Beweis. Wir beweisen zundchst (i) - (iii). (i): Nach (1) ist Kr(0)<H.
Aus pe H\K folgt B¢ C,(0,B) durch Induktion nach n, also ist HSKr(0).
(1i): 1. Ist @aBeK, so gilt Bape Kr(o+1) und @ap=p . Ist Gap ¢K , so
gilt: @ap € Kr(a+!) &> @aB ¢ C(a+1,8aB) .

2. Aus Gap ¢K und a ¢C(a,0ap) folgt mit Lemma 1c ®af & C(o+1,8aB) .

3. Aus @ap ¢K und @op=p folgt @ap & C,(o+1,0ap) durch Induktion nach n.
4. Aus aeC(a,®ap) und < Gap folgt mit Lemma la ®aB e C(a+1,8aB) .
Aus 1.-4, folgt unmittelbar die Behauptung (ii).
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(1ii): Fir Limeszahlen a gilt Kr(a) = {B| BéC(a,B)} UK =

= (Bl Ve(t<a — ekc(e,p)uk = (] BEc(E,8)} Uk = [Llkr(€) .
Aus (i) - (i1ii) und Lemma la,b folgt durch transfinite Induktion nach a |
supM ¢ Kr(a) fir Jedgm%égamenge M von Kr(a) . Daraus folgt Gap= sug ®an |

fiir jede Limeszahl B .

Folgerungen
(10) eop=0o® , olp-=

(11) a8y = @ayB, und }
aie C(ai’eaiai) ’ Bi < @aiﬁi fir i= 1,2

SB .
=0 , By=F

Wegen der Bedingung £e C(£,0€n) 1in der Definition von C(a,B) folgt
nun aus Satz 1, (1), (7) und (11) unmittelbar:

{12) Bg @n e Cpqlasp) und}
€€C(€:®Eﬂ) > n< 8k

Satz 3
a) o1& ap A VE(aggE<ay, = £§C(a,004B)) =>  Oa B = Oa,B
b) JE(aqK €< op A £ € C(a,0a¢8)) =>  ©aq(0a,B) = GoyP

£ < aund €,n ¢ Cn(a,s)

Beweis. a) Aus der Voraussetzung folgt mit Lemma la,c C(aq,n) = C(ay,n)
fiir alle g ®aq.B . Also ist Kr(ay)N (8ay8 +1) = Kr(a,) 0 (6ayp +1).
Daraus folgt @ayB = @ayB - - b) Aus der Voraussetzung folgt: Es gibt ein
€ mit aq e C(€,8058) und Go,pe Kr(€+1) (Lemma la,d,e). Mit Satz 2(it1)
folgt ©€(@ayB) = BayB , 2lso Bayp K Bay(@ayB) K OayP .

Aus Satz 3a und Lemma la,c folgt:

V(a1 €< ap = £4C(a,00¢8)) <> VE(o €<y = E¢C(ay,005B)) 5
und mit Satz 3b folgt daraus Lemma 3 .

Lemma 3

Lemma 4

@B ¢ C(a,008) =  C(0,0ap) NE" = @aB

Beweis. Durch Induktion nach n zeigt man C,(a,8aB)N g* C @B : Tst y< Bt
und H[y] € C,_q(a,B), so folgt mit I.V. (Induktionsvoraussetzung) H[7v]<
®ap , also ¥y < ®ap, denn @Gap ist ja eine additive Hauptzahl. - Ist v €

Lg | 0 c(a,8a8) N 87 , so folgt @ap > ¥ € C(a,@ap) , also nach Vorausssetzung
v < @ap. - Ist y = 8&n e C,(a,Bap)N 6" mit €< a und ¢,n €Cn_1(a,®aB),
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so folgt nach I.V. (wegen ngvy) n< @B ; aus £<a, £eC(a,0aB) ,
n < @B folgt nach Lemma 3 vy = ©fn < GaB .

Lemma 5
Y € Cn(a,B) A Y € C(a1,®a1(ﬁ1+1))\C(a1,®a1B1)  d 51 € Cn(a:ﬁ)

Bewels durch Induktion nach n. Es sel B¢ Bﬁ:‘y’da,sonst die Behauptung
trivial ist. Wegen v e C,(a,B)~ C(aq,8a¢8;) gllt nun P Oa By LY und
0<n. Aus vy € C(ays80q(B4+1))~C(aq,0a4B,) folgt { € C(ay,0a (B4+1)IN
C(a1,@a1 51) fiir mindestens ein { e H[y] bzw. (¢ g,[‘y] ,wenn ye K (siehe
dazu die Folgerungen (2),(3),(8) ). Aus der I.V. folgt daher B1 €
C,_1(a;p) , falls H[y] < C,_4(a,B) oder ‘g[‘y] < c,_q(a,B) (v eK) ist.
Es bleibt nun nur noch der folgende Fall zu behandeln:

(k) v =06n A £<a A tecC(E0) A (En)<=C  4(a,B) -
1. Ist n=v, so ist ye C _4(a,B), und mit der I.V. folgt B, e C,_,(2,B).
2. Sei n <y =@aqBy. Mit £ eC(£,0tn) folgt nach Satz 2(ii) BaqBy & Kr(&+1),
also aj< € . Aus agg € folgt mit Satz 3 @ayn = ©fn oder @a, (e€n) = ©én,
also By e {n,¥} = C_ (a,B).
3. Sei ®a.By < Yy und n <y . Wegen ¥ e C(ay,8a4B+1)) folgt daraus mit
(%),(6) und (12) € <aqund {€,n} < C(0y,8aq(Bqy+1)). Aus €<y und
v¢C(aq,08ay8,) folgt auerdem {&,n} ¢ C(a1,®a161). Also ist nach I.V.
By € Cn_1(a,ﬁ) .

§2 Die Funktionen @a

@a ist die Ordnungsfunktion der Klasse Kr(a) der o-kritischen Zahlen.
Wir betrachten nun im folgenden gewisse Hilfsfunktionen '@‘a , deren Wer-
tebereich jeweils die Klasse Kr(a)N\Kr(o+1) der maximal a-kritischen
Zahlen ist. Diese Funktionen stehen naturgemiB in enger Beziehung zu den
Normalfunktionen @a (vergl. Satz 4a,b) , sind aber besser als jene zur
rekursiven Darstellung von Ordinalzahlen geeignet.

Anmerkung: Offenbar ist {@a(p+1)| ag B} © Kr(a)NKr(o+1) . Die maximal
d-Kritischen Zahlen bilden also eine echte Klasse.

Definitionen

Kr(a) := Kr(a)\Kr(o+1)
p(a) := min{q| @an eXr(a)}
)

o, sel der ordnungsisomorphismus von {nl sk(a) ¢ 1} auf Xr(a).

Bemerkung: Die Ordnungsfunktion von Kr(a) ist )d]@a(su(a) +1) .
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Wir schreiben wieder ®ap statt '@a(B) .
Aus Satz 2(ii) folgt:

(13) @B e Kr(a) = ae C(a,0aB) A B < GaB
Lemma 6

p(a) = min{n] aeC(a,®n)} wund p(a) ist keine Limeszahl .

Beweis. Sei n,:=mn{n| aeC(a,®an)} . Wegen Lemma 1b und Satz 2 kann o
keine Limeszahl sein, also ist n < ®an, und somit wegen (13) g = k(a)

Lemma, 7

a1 € Cp(asB) = u(aq) e ¢(a,8) A Su(ey) e c (a,B)

Beweis. Sei p(aq) # O .Nach Lemma 6 ist also u(aq) =By+ 1 mit aq € C(aq,
8aq(B1+1)) \C(ay,80¢8y) . Aus a; € C(a,B)\C(ay,0a4p;) folgt mit Lemma la
oy < o oder @ap< B, also 1eC(a,B). MLt (9) und Lemma 5 folgt die Beh.

Definitionen

0 , sonst

Fir ag B sei -ao+ B die eindeutig bestimmte Zahl vy mit a + v =B .

satz 4

Fir Sp(a) ¢ B Dbzw. Sp(ay) € By (1=1,2) gilt:
a) ®ap = @a(u(a) + (- Su(a) + B) + LaB)

b) SBap = SB

) BuBy = Boppy =>  ag = A B =R

Beweis. a) 1. Sei Sp(a) & B und B, := p(a) + (-sp(a) +B) . Ist B <OaB,,
so ist auch B + tap < @a(p,+(ap) . Ist B =6aB,, so ist B eine e-Zahl,
und nach Lemma 6 muB u(a)<ﬁo sein ; daraus folgt p=pB_ ; also ist tap=1
und daher ebenfalls B +(af < @a(Bo+ tap) . Nach Lemma 6 ist ae C_{_c_x,
@ap(a)) < C(a,8a(B +taB)) . Mit (13) folgt Ba(k(a)+(-sp(a)+B)+Lap) e Kr(a).
2. sei y ¢Kr(a). Aus (13) und Lemma 6 folgt y=@an mit p(a) n<Gan .

Es gibt nun genau ein nq mit p(a)+ny+cton = n . Sei B := Su(a)+ 1y ,
also nq = -Sp(a)+ B . Wie man leicht nachpriift, ist (ap = tan , denn
aus (apB =1 oder Lan=1 folgt n =g+ an.Es folgt y= Ba(p(a)+ (-Sp(@)+B)+ap)
3. Aus B1< 52 folgt B.‘ +LaB1 < 62 +La62 .

Nach 1.,2.,3. liefert die Zuordnung B+—@a(p(a) +(-Su(a)+ B) +(aB)

eine ordnungstreue und bijektive Abbildung von {n| Sp(a) ¢ n} auf kr(a).
Daraus folgt die Behauptung a).
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b) folgt aus a); c¢) folgt mit Lemma 14 aus der Definition von @a .
Satz 5
Ist su(€) € N, » 8o gilt :
a) £€<a a &n,€Cla,p) = ©En, e C(a,B)
b) B Bn, € C(a,B) = £<a A &n, e C(aB)
Beweis. Sel y := ®&n, und 10 := p(€)+ (-Su(€)+ n )+ t€n, . Dann gilt:
(1) vy =08n A £cC(t,08n) A n < ©En (siehe (13) und Satz4),
(11) H(n,] < {su(€)} U H[q] .
a) Sel £<a und €,n_ e C(a,B) . Mit Lemma 7 folgt n e C(a,B) . Aus €< a,
€,n ¢ C(a,p) und (1) folgt v e C(a,B) .

b) Sei BLYeCp,q(a,B) - Wegen (i) folgt daraus mit (1
€,n e Cp(asB) - Mit (2),Lemma 7,und (i1) folgt weiter

< a und

a ¢
H(n, ] < Cn(a: B).

§ 0rdinalterme und Koeffizientenmengen

Wir betrachten nun die Menge T derjenigen Ordinalzahlen, die sich
durch einen aus den Zeichen 0, + ,8, f (fé‘g,) gebildeten Ordinalterm*
darstellen lassen. Nach Einfiihrung sogenannter Koeffizientenmengen Kx‘y s
K.Y (fir yeT) werden wir durch die Sitze 8 und 9 Hilfsmittel erhalten,
die eine rekursive Charakterisierung der Menge T und der <-Relation auf

T ermdglichen - vorausgesetzt, ﬁ erfiillt gewisse Rekursivitdtsbedingun-
gen.

Induktive Definition einer Ordinalzahlenmenge T

(T1) o eT
(T2) {71,...,yn] STAH A ¥YyDeeed¥y A DT =3 Yyh.oty, €T
(T3) a,BeT A Su(a) g B = ®ap e T
(T4)  (Eqsevvsbp) ST A Leg n (Eqpuesby) €D(F) == £(Em.fy) e T
Definition
A :=min{veX| Vylyelgla GIvIcv = vev)),
d.h. A ist die Xkleinste gegeniiber allen Funktionen aus ﬁ abgeschlossene
Kardinalzahl > w .
Folgerungen: (14) TCSA

(15) Bga == C(a,p) <A

(16) BgAgLa = C(o,B) =C(A,B) A @B = @A
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Satz 6

Es ist T = C(A,0) und TNQ, = @0 .

Beweis. 1. Mit Satz 5 und TS A folgt T © C(A,0) durch T-Induktion (d.h.
durch Induktion nach den Definitionsregeln (T1),...,(T4) ) .

2. Durch Induktion nach n beweist man Cn(A,O) C T . Der einzige nicht
triviale Fall ist dabei folgender: vy = ©fn ¢ Cn+1(A,O) mit € <A ,n<¢ @€
£eC(£,0n) und £,n €C,(A,0) . In diesem Falle folgt aus (13) v = ©fng
mit Sp(€) £ n, - Nach dem Beweis von Satz 5b ist dann H[n ] < Cn(A,O) .
Aus {€}UH[n,] < C,(A,0) folgt mit I.V. und (T2) €,ng € T . Mit (T3)
folgt vy = @eno eT.

3. Aus T = C(A,0) = C(A,@A0) folgt mit Lemma 4 TNQ, = @AO .

Induktive Definition der Koeffizientenmengen K:'y und KK;y fir ve T

Die Definition erfolgt durch T-Induktion. Die Regeln (T1),...,(T4) sind
*

so abgefaBt , daB die Definition eindeutig wird. Piir MET sei K'C M :=

U{K,E*)‘Y | veM).

1. K:'y 1= K:H[‘y] und K'C'y := K H{y] , wenn YeT~\H.
K

= K5 .= +
2. K:'y = Kxg['y] und K,y = Kg[v] , wenn YeTNK und «* £ v .
3. K:‘y 1= P und Ky := {v] , wenn y €T NH und v <kt .

*— _ * * - .
4, K.©ap := {a] UK aUK B und K 8B := K. aUKB ,
wenn o,B e T , Sp(a) ¢ B und t £B.

Fir yeT sind K:'y und K,y endliche Teilmengen von T . Die Elemente von
K.Y sind additive Hauptzahlen < (y+1) net .

Fiir MC On sei: M< a (&= VE(EecM —-£<a)
al M &> JE(EeM A ag E) &= (ML Q)

Satz 7
Fiir vy eT und B eKr(a)\K glit:
*
vy ecCla,p) >  Kggr<a A Kggy< B .
Beweis durch T-Induktion mit (2), (8), Lemma 4 und Satz 5 .
Satz 8
Fir o e¢ T gilt : Spla) K B & K;Ba <a .

Beweis. Aus Lemma 6 und Satz 7 folgt:
*
Su(a) K B <= JIn(SB =857 A aeC(a,®an)) Kgpa < a -
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Satz 9

Fir a,aq € T und B,B, mit Su(a) < B, Su(a1) < By gilt:

a) Ksaa U {B} < @©ap

®) a;<a A Kggay U (B} <Bap = Baypy < Bap

Beweis. a) Aus Satz 4a folgt ®ap = @uf fiir ein B)p. Nach (13) ist also
a € C(a,8aB) und B B < ®P . Mit Satz 7 folgt daraus KSBaU (8} < ®ap .
b) Ist SB4 # SB , so folgt die Behauptung aus Satz 4b. - Sei SBy = 8B .
Aus aq< a , Su(a.')\( gy und KSB1a1 < ®aB folgt nach den Sitzen 7 und 8

aq € C(a,®ap) . Mit B, < Bap , Satz 4b, Satz 5a und Lemma 4 folgt daraus
@1161 e C(a,®ap) N B+ = ®aB .

Nichtkonstruktive Definition von ©(£)

Durch die induktive Definition von T wird zugleich jedem v eT in
eindeutiger Weise ein aus den Zeichen 0, +, 8, £ (f¢ g ) gebildeter Or-
dinalterm @['y] zugeordnet, der in der klassischen Ordinalzahltheorie die
Zahl y darstellt. Wir nennen 8[y] die "®-Darstellung von ¥". (Beispiele:
B[0] =0 , ©[1] =80 , B[w+2] = BBOO + & 00 + EOO )

Das Bezeichnungssystem ©( 4,_)_ sei die Termmenge (®[v] | v ¢ T} zu-
sammen mit der durch @[y] < 8[8] :¢&= vy < & definlerten <-Relation
auf dieser Menge.

Mittels der S#tze 4b, 8,9 148t sich fiir Terme @aibi die Entschei-
dung dariiber, ob Ba;b, ¢ 8(¢) bzw. Ba,b, < Bayb, 1ist, auf die Ent-
scheidung entsprechender Fragen fiir kiirzere Terme zuriickfiihren. Gilt
dhnliches fiir die Terme der Gestalt fa,...a (feg¢), so kann das Bezeich-
nungssystem &(4) rekursiv definiert werden; dies trifft z.B. (wie wir in

§5 zeigen werden) fiir die in §4 eingefiihrten Systeme &(7) und &({g}) zu.

Von besonderem Interesse ist stets die Teilmenge_@o(_g,) := {8[v] |
Y e TNQ.; von 8(4) ; denn filr a = §[v] ¢ §,(4) 1ist nach satz 6
v = |[{xe @(?) | x < a}] , d.h.ein Term aus 60(9,) repridsentiert in dem
wohlgeordneten System "@'(%,) genau die Ordinalzahl, deren ®-Darstellung
er ist. - Der Ordnungstyp von 50_(_9) ist @Ao .

Eine Erweiterungseigenschaft von 5(?_1

Nehmen wir an, man habe mit Hilfe eines Systems @(go) eine Reihe
beweistheoretischer Ergebnisse erhalten, aber zur Behandlung gewisser
weiterer Probleme reiche der durch @(90) dargestellte Ordinalzahlenab-
schnitt nicht mehr aus. Man wird versuchen, durch Erweiterung der Menge
9,0 eln fiir den gewiinschten Zweck geniigend starkes Bezeichnungssystem
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8(4) herzustellen. Dabel wird man jedoch mdglichst so verfahren wollen,
das &( 9’0) in kanonischer Weise einem Teilsystem von 5(9,) entspricht,
d.h. dap Tc Tg ist,und fir jedes vy eT9° die &-Darstellung von Yy be-
ziiglich ‘;o mit der beziiglich % {ibereinstimmt. Hierzu liefert der fol-
gende Satz 10 ein im allgemeinen ausreichendes Kriterium.

Definition

flv = {(x,£(x)) | xeD(f) A £(x) < v} (fe4)
(}’Iv = (v | feg A flv £ 7}

Satz 10

sei veK , 4 := 4lv und gelte Vy(velgINv = 4lvI<v)
Fir o, ¢ v gilt dann: @2" = @a? und c%(a,B) = c%(a,B)N v .

N

Daraus folgt speziell T4°=Cg(v,0)n\i und 50?" = @f fir a¢ v .

Beweis durch transfinite Induktion nach a (mit Satz 2) .

§4 Die Systeme ©(r) und 6((g))

und ihre Beziehungen zu anderen Bezeichnungssystemen

T , T mogen (rekursive) Ordinalzahlen < 91 bezeichnen.
Definitionen
G, = (10,0,,)) | ezﬂ ;

o(r) := _é(ﬁ.r) , 8ap 1= 0°Tap , C"(a,B) := €7 "(a,B) usw.
2. g, 1= {(£,9y,,) | & eoOn)

g, := Ordnungsfunktion von {n | VE(6<a - ge(ﬂ)'—‘n)] , fir a>o0
cap e g (p+1) , wemn p=pg +n mit g, (B,)) = B,
géa) » sonst

g = {((é,n):gﬁn) I (&:T]) € OnxO0n}

Folgerungen
(7) AT =9, Al8) < minge | £ = gt0) . (17a) KNQ, . < c"(a,p)
(18) 4, < 4oy, wem 77
(19) €04 61 < gaeaa gilt genau dann, wenn einer der folgenden drei
Fille vorliegt: (1) aq < 0o By < gonBo
(iii) 0y < a4 ga161 \< BQ

{g} erfiilllt also die Unitdtsbedingung von Seite 2 .
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Lemma, 8
= T _ o T _ AT neo
a) 7< Fund a, Bg Q,,., => @, =6, und C'(a,B) =c'(,B) 14T

o) T g ()l = GTQH-T und  ||B(7)] < ®?Q1+'r+1o fir 7< 7T

Beweis. a) folgt aus Satz 10 und (18) . b): Sei 7<7 . Nach Satz 6, (17)
und a) ist |8, ()l = @"’Q1+ 0 und B(r) = cT(Q ,o)na1+ . Nach (17a) u.
Lemma 3 liefert die Zuordnung £+ @' Q1+&O bzw &i—?@T(Q1+T+€)O eine ord-
nungstreue Abbildung von T in @TQ + 0 Dbzw. vonC (Q% ,0)NQ,  in

@7 (R4, +27,,)0 . Also ist 7 < I8, ('r)” und  [I8(7)ll < @'Q,, ., 40 -

Vergleich der Funktionen @’c'; und ®gg}

Festsetzung: Von jetzt an sei @ap : {g}as s C(a,B) := C{g}(a,B) Usw,
Lemma 9
a) Q@%B £ a< Q == @ap = @QQP

D) a< Q@Q 6 A 6 < @< =  Gab < @ p

Bewels , Sel 4;c = QQ .

a) Sei Q@x6\< a &4< Kk . Dann ist S¢ = Qﬁo mit @xkB g €p < 91 ¢ also
nach Lemma 4 € ¢ C(x,8cB) und somit auch €¢ C(x,0kB) . Mit satz 3a folgt

@ap = @kPB . - b) Aus o < Q@:cﬁ folgt Sa = Q, mit € < P . Wegen B < O,

folgt welter a < Qg+1 < k¢ und Qg_._1 € C(k,0cB) . Mit B < kB und Lem-
ma 3 folgt daraus @aB m€+,s < ©kB .

Definition: £,(B) := @pp , Lo(-1) := o
Cnp1(B) 2= 80 gy 1(B+1)  fir B e onU(-1)

Lemma 10

sei B e U(-1) und ¢ :=¢ (B) ; dann gilt:

a) Cn < e (p+1) £ ¢yyq und sup(f, Inew) = g (P+1)

P) Lo< E<englprt) = £ < eng(pHl)

) &< engp A B = £ enp
Beweis. a) Durch Induktion nach n zeigt man: {, < @ (B+1) < G)QQ(BM)
und C, (Q 4,§ +1)ﬁﬂmC 120 C(Q;i,mci(ﬁ-ﬂ)) ﬂﬂgi . - b) Aus der Primisse

folgt mit a) cn ¢ < Cn+1 fir ein new. Ist C = € , so gilt die Be-
hauptung nach a) . Ist { < £ , so folgt £ < @QCnH(&-U < @Qg(ﬁﬂ).
¢) folgt aus b) .
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Definition
a, := min{n | ag Q }

1 i .
Satz 11 Fir o < Q4+'r gilt

a) @ ap = @ala,+ B)

b) ¢T(a,8ap)Nat = c(a,0a8) N o™ , wenn o< Q .
eq, B

Beweis durch transfinite Induktion nach a (gleichzeitig fiir a) und b)).

1. (@B | a, £ B} © Kr"(a) < Kr(a) .

Bewels:

1.1, =0 : Kr'(0) =H = Kr(0) .

1.2. a = £+1 : Nach Satz 2(11) ist Kr' (a) = {07én, | & ¢ c’(g,e’gm) v

nq = ©7€nq) . Nach I.V. ist ©"¢n, = @£(£,+ny) . Aus ny = @'£n,

folgt O <-nq und somit ¢ < 9‘@x($ +11) (es sei wieder k := 2%, ).

Aus ¢ ¢C7(¢,07¢n,) folgt £¢K , also ebenfalls € < B (¢, +nq) *

Andererseits folgt aus £ < Qg o und der I.V.: €, n , CT (&, @&n) ﬂ§+ =

c(e, @gn)ng und (@n=1n <= -£,+n = ©fn) . ZusammengefaBt ergibt

sich: Kr'(a) = {@€n] & < Qgen A (E4C(E,060) v n = ©&n)} < Kr(a) .

Aus q, £ B folgt ©ap = @€n fir ein n mit £ < a8

also ®ap ¢ Kr'(a) = {@neKr(a) | E<lg,}.

1.3. o Limeszahl : Nach I.V. gilt {@&n | £, ¢ n} = Kr'(¢) fir £< a.

Daraus folgt Kr'(q) = eﬂ KkrT(¢) ﬁ Kr(€) = Kr(a) . Ist ay < B

und £ < o, so ist £, <P und @aB @én mit B¢ n ,also GaBeKr' (¢).

2. @ap € KrT(a) === a, £ B .

Beweis indirekt. Sei B < a, , d.h. 1= 0@,cE <a und B=§, .

Aus Lemma 9a und der I.V. folgt ®©af = eea €0 . Ferner gilt £ e C' (£,
@7¢0) , also nach Satz 2(11) ©7€0 ¢ Kr' (£+1) . Es folgt @ap ¢ Kr' (a) .

Aus 1. und 2. folgt ©"ap = @ala, +B) -

Ok B < Q@xn ’

3. Durch Nebeninduktion nach n beweist man Cﬁ(a,@aﬁ) n o' < c(a,eap)
und  Cp (a,08ap) N ot © Ma,0ap) fir a< Qgcp + Man beachte dazu die
folgenden Hinweise: Wegen a < Qg o 1st nach 1. @ap e Kr' (a) .

Ist ye Knat s SO ist vy = Q€\< o mit £ < @, N exp ; daraus folgt nach
Lemma 10¢ ¢ < eaea < ©@ap , also v e C(a,8aB) .Nach(tla)it Kna* < ¢ (a,0aB).
Fir vy < ©; 1ist nach Lemma 4 yeC"(a,8a8) <> y< ©ap > veC(a,00B) .
Fir £ < o und Ql < n ist nach I.V. (und wegen £, < Q,) ©&n = 6" én
und CT(£,87¢n) NET = c(E,08n) NET .

Folgerungs Ist + ¢ @QQO und “<91+'r , 8o gilt
4

(20) @ af = @ap und C7(a,B) nat = C(a,p) N ot .
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Mit Hilfe von Lemma 10 und Satz 11 kdnnen wir nun noch eine interessante
Eigenschaft der Zahlen QP (B < @) beweisen.
1

Definition einer Normalfunktion ¢: Q,— Q,

qﬂ =
olatl) = [&(pa)ll
op = sup{ef| £<B} , wenn B Limeszahl ist.

(Nach Lemma 8b ist oo I8 (9a)ll , also ga < [[B(ea)ll = o(o+1) . )

Satz 12

a) ole(1+8)) = g B

b) @'s = o(au+1)s ( @' := Ableitung von ¢ )
1

Bewels. Fir a=w(1+p) +n mit pe @, U{-1}, new sei ya := £, (B) . Nach
Lemma 10 ist y : Qq— Qq Normalfunktion. Ferner gilt:
(1) oo =79ya , wenn o = o{148) ,
(11) 9o < ya < olo+rl) , wenn a = ap+1 .
Beweis durch transfinite Induktion nach a . 1. cpo=<n=co(-1) = %0 .
2. Ist g Limeszahl, so folgt ga = Yo aus der I.V. und der Stetigkeit
von ¢ und ¢ . 3. Sel a=o.+1 und ga; € ¥aq < 9a . Sei a, = o(1+B) + n
(mit pe Qq U{-1}) und 7:=00Q,(p+1) . Es gilt ya,=¢ (B), ya= Enp1(B) -
Aus Lemma 10 folgt £ (B)< 7T und (9, (py41)x= B+1 » also nach satz 11
@'ra;n )+1o = Cn+1(ﬁ)<:7.' . Aus gaq< Yoy =, (B) folgt mit Lemma 8
Q0 = ﬁg(cpq,)ll < ®7f_lcn(s)+1o , also ga < ya . Aus ¢ (B)+1< 9a< T folgt
mit Lemma 8 yo = 87 gy, 10 < 18, (0a)ll < 18(pa)ll = o(a+1) .
Aus (1) folgt die Behauptung a). Zu b): Offenbar kommen als Fixpunkte
von ¢ nur Limeszahlen in Betracht; also ist ¢ =¢' . Es gilt aber:
¥B=B > Y(w-(1+B)) =B und y(w-(1+B))=6Q,B(fir BeQq) . Und wegen
991€ 0(994,@(2040) ist Kr(QQ1+1) = {B | ('3{101B=[3} .

Vergleiche mit anderen Bezelchnungssystemen

1. Die Schiitte-Fefermansche Grenzzahl r, (nach Aczel [1] ) :

sei k(p) := ep'B , a, :=min{n| ag k(n)} , oap := Ga(a +B) .
Es gllt: ¢OpB = «P , und fiir a>0 st An(pan) die Ordnungsfunktion
von {n | V€(6<a — ¢tn=1)) . Aék(€) ist die Ordnungsfunk-
tion von {£| €= @O} .
Daraus folgt I' | = €040 und Kr(o+1) = {n| @an=n} fir a< T .
2. Die Schiitte-Pfeiffer-Systeme =(N) , X :
In [5] wird gezeigt = ¥ ®(w) und 3= NZ(N) & B(N) .
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3. Die Systeme W(X) von Pfeiffer:
In [6] wird gezeigt W(X) € ©(r) (mit 7 := -1 +[X|l ) . Daraus folgt
mit Satz 12, dak die von Pfeiffer in [12],§5 definierte Grenzzahl o*
gleich 8(Q,+ 1)0 ist .

G

4., Die Systeme 04(I) von Kino:
In [6] wird gezeigt ||oa(1),<0|| < @0911 und flod(T),< Il @094(74.1),
wenn 7 := -1 +|I]| < @'®J0 ist .

5. Die Funktionen FP(q,-) von Isles:
In Bridge [3] wird gezeigt, daB Fp(a,-) im wesentlichen mit der Be-
schrankung von @a auf Q_, 4 Ubereinstimmt, insbesondere daf die Grenz-
zahl F'(a(1,1),1) gleich en(®lo 1st .

§5 Konstruktive Darstellung der Systeme

®(r) und ®({g))

Im folgenden werden wir die Bezeichnungssysteme ©(7) und ©({g}) ohne
Bezugnahme auf die klassische Ordinalzahltheorie rekursiv definieren
und einen konstruktiven Wohlordnungsbeweis fiir diese Systeme angeben.

Wir definieren gleichzeitig:

1. Termmengen % , § , 8

2. Eine Abbildung S:3 —8U {0}

3. Koeffizientenmengen K:a und Kua

4, Eine zweistellige Relation < auf 2.

Wie man leicht sehen kann, ist das im AnschluB definierte Paar (%, <)

identisch mit dem auf den Seiten 10,11 definierten Bezeichnungssystem

®(r) vzw. ©({g}) (vergl. die Sitze 4b,8,9 und Folgerung (19)) . Die

mit ' bzw." gekennzeichneten Definitionsregeln beziehen sich auf &(r)

bzw. ®({g}) , die iibrigen Regeln beziehen sich auf beide Systeme. Bei
der Definition von ©(r) setzen wir auBerdem voraus, daB eine rekursive
Wohlordnung (X, <y) mit (X ,<y)ll = T gegeven sei .

Abkiirzungen:

.
.

4 a und b sind identisch
= (b < 2)

= Vx(x eM— x < a)

& Ix(xeM A a (g Xx)

.
.

X d® o O

.
.

fu {0}

1. Induktive Definition von % , § , R

1.0. fccx
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1.1. 0 e %

1.2, ag,...,a8, € @ A 1<n A a Loy = apte..ta, € z
1.3, a,beI/\KSba<a = ®Gab ¢

1.4, &=X

1.4, a,besx = gab e R

2. Induktive Definition von Sa ¢ Ro fir a e %

2.1. 8a := a , wenn a ¢ Ro
2.2, S£a1+...+a.n) 1= Sa,
2.3. S@ab := Sb

3. Induktive Definition von K:a und K a fiir aeX und ueﬁo_

1= =0
3.2, @(a1+...+a ) := I{(*!a.1u... K(*)

3.3, u@ab := {a} UKua. UKI";b und Ku@ab := K,aUK,b , wenn u < Sb

3.4, K*a =@ und K := {a} , wemn ae mit Sagu
3.5 & 1= KV o:= , wenn vef mit u< v
3.5 lé := KQ; K(*lb , wenn u < gab

4, Induktive Definition von a < b fiir a,be g

4,1, 0fa = 0<a

4.2, uef® A ugo = u < ®ab

4.3, ueg ® A b<u = @Gab < u

4.4, aqteeetay < Dido4by (1¢m, 1¢n, 2 <mtn) gilt in genau folgen-
den zwei F&llen:
(1) m<n und ay =Dy fir 1&igm
(i1) Es gibt ein k mit 1 ¢ k ¢ min{m,n} , ay < b und
B ai_=b1 fir 1 1< k.

4.5. @a1b1 < ®Bayb, gilt in genau folgenden drei F&llen:
(1) a, < a, und KSb1a1 U b} < Ba,by
(11) ay; =a, und by < b,

(1ii) a, < a; und U{b

0y < Kgp, 8p U (b5}

4.6, Fir u,ve & gllt: u<v : u<ly Vv

4,67 gaqPy < gayb, gllt in genau folgenden drel Fdllen:
(1) a; <a, und Dby < gayd,
(11) a; =a, und by < b,
(1i1) ay < &, und ga4Py £ Dy

Definition

Als den Grad Ga eines Terms a definieren wir die Anzahl der in a auf-
tretenden Zeichen +,®, g, 0, ueX



20 W. Buchholz

Zur Rekursivitdt von (g%, <)

Wir nennen 268 die Kennziffer der Aussage a € ¥, 2G3‘+2Gb die Kennziffer

der Aussage a < b und 208, 20U 1 Jio Kennziffer der Menge K(;)a . Durch In-
duktion nach der Kennziffer folgt nun unmittelbar aus den Definitionen

1.-4. die Entscheidbarkeit bzw. Berechenbarkeit von aeX, a< b, K‘Z’ .

Die Entscheidbarkeit bzw. Berechenbarkeit von ae ,a¢® , Sa fir aeX

ergibt sich auf triviale Weise.

Mittelilungszeichen

a,b,c,d,e,x,vy fiir Elemente von %
u,v, w fiir Elemente von Ro
Satz 13

(£,<) ist ein linear geordnetes System , d.h. fir a,b,ce ¥ gilt:

a) —|(a< a)
b) a4$0b =3 a<b oder b<a
e) a<b und b<e = a<ec

Man beweist a) durch Induktion nach Ga , b) durch Induktion nach Ga+ Gb,
¢) durch Induktion nach Ga + Gb +Gc .

Folgerungen

(21) agb &= a<b oder a=>
(22) sag a

(23) sa<sp = a<bD

satz 14

a) Bab e % _ KSbaU{b} < Bab
)" {a, v} < gab

Bewels.

a) Man zeigt durch Induktion nach Ge : c¢ { KgaU{b} = c< Bab .
b)" Man zeigt durch Induktion nach Gec : c £ {a,b} = c < gab .
Lemma 11

a)ceKua = cef A cga A Segu

b) ¢ = cyt...4c) (mit nD1, cqmecned) A Scgu —,
K,¢ = {c1,...,cn}

c) v< Se = K,Se < K¢
*
d) vgu = K/K,;c =Kge e) ugv => Kjc © K



W. Buchholz 21

Lemma 12

K:c<a/\u<V/\@ave: - ch<§av

Beweis durch Induktion nach Ge . Wir behandeln nur den Fall v<e =§c1ca.
*

Aui {cq 1} UK]e, UK::c2 = K,¢ < a folgt mit der I.V. ¢y < a und K.C, UK,

< ®av . Ist Sc = v , so folgt (mit Lemma 11b) K, ¢ = {8cqcp}l , cq < @ und

K,cqU{cyo} < ®av , also K ¢ < Bav nach der Definition von < . Ist

sc > v, so folgt K. =K. UKpe, < Bav .

Der Wohlordnungsbewedls

Definitionen

Q, Q1 Q bezeichnen Teilmengen von ¥ .

Qna := {ceQ | c<al

anut 1= {ceq | sec g u}

W[Q] := {aeqQ | QNa 1ist wohlgeordnet }
bﬁ = {a | ¥v(ve@Nu — KvaCQ)}
We o= wnut

Folgerungen

(24) QqNu=g,Nu — N@:,ﬁz A w3‘= 32

(25) W2 ist der groste wohlgeordnete Abschnitt von M2Nu® , da.n. wd ist
wohlgeordnet, und es gilt:

au.e'w?1 = a.euﬁ'ﬂu"'/\ Mgﬂacwg
Definition
Eine Teilmenge Q von I heipe ausgezeichnet , wenn gilt:
(A1) aeq@ = Sa € Q

(A2) ueq => qnut =Wl

Offenbar ist jede ausgezeichnete Teilmenge von % auch wohlgeordnet.

Im folgenden sel Q irgendeine fest gewiZhlte ausgezeichnete Teilmenge “

von ¥ , und es sel M, := Mﬁ s Wy o= w& . Dies gelte bis Lemma 15 einschlieplich.
Lemma 13
a e Q und ueQ = Kua < Q

Beweis. 1. u < Sa : Aus a € Q folgt mit (A1),(A2) a e W oMit ueQn(sa)
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folgt daraus Ka<cQq. 2. Sa g u: Aus a,u e Q folgt a ¢ Qﬂu+ = Wu.
Aus a eW, folgt mit Lemma 11d K,(Ka) = K.a <@ fir veQNu . Also
gilt Ka © M, . Mit Kaae W, und (25) folgt daraus K2 CW,<Q.

Lemma 14

UeM ud ugQ = ue@

Bewels. Sei ueM, ,ugQ und v := min{weQ | uwg w} . Dann gilt ueM, =M,
und ug v e QNv" = W, , also nach (25) uew, Q.

Satz 15

a) a+be T und a,be Q = a+b e Q

b) Babe T und a,b e Q = Bab e Q

Beweis.

a) Sei atbe% und a,beQ . Wir setzen u := S(a+b) = Sa , a+0 := a . Es
ist a,b eqnu"’ = wu ; also 1st a+beMu , und Muna und Munb sind
wohlgeordnet. Wir zeigen nun, daB Mun(a+b) wohlgeordnet ist; mit a+be M,
folgt daraus a+b e W, S Q . - Sel M, := {d | deM, A agd<a+b} . Wle
man sich leicht iiberzeugt, liefert die Zuordnung c+—>a+c eine ordnungs-
treue und bijektive Abbildung von M, Nb auf M: . Da Muﬂ(a-l-b) = (Muﬂa)UM:
ist, folgt daraus die Wohlordnung von Mun(a+b) .

b) Abkiirzung:
a,beQ A Babe T A
Bla,b] &= VeeQVdeQ(c< a A Bede X —> @Bcdeq )
VdeQ(Sbgd< b —> ®BadeQ )

Hilfssatz : ®B[a,b] A e e Mg NBab - eeqQ .

Beweis des Hilfssatzes durch Induktion nach Ge @

Sei u := Sb und gelte %[a,b] und e eM NBab . Dann ist u e enut = W, .
1. e =c+d (c,d$0) : ecQ folgt mit a) aus der I.V.

2. e ¢ K,2U {b} : Aus a,b,u eQ folgt mit Lemma 13 K,aU (b} © Qnut=w,.
Mit ee¢ M, und e { K a U {v} folgt daraus nach (25) e ¢ w,ca.

3. Kaufb} < e =8cd : Aus ec M, folgt mit Lemma 114 Kv(KucU[d]) = K,e
S Q flir veQnu . Also ist Ky u{da} < M, N Bab (siehe satz 14a) . Mit
I.V. folgt K,cU{d} = Q. - Istc=aund d<b, so folgt ecQ aus deQ
und B[a,b] .--_S=eiTc < a . Dann ist c e Q@ 2zu bewelsen.

Durch transfinite Induktion nach v zelgen wir zundchst chCQ flir veQ:
Wegen K cC M, ist nach Lemma 11d K,c < Q fiir veQNu . KucCQ ist
schon bewiesen.- Sei nun u< ve Q und Kec ©Q fir alleweQNv.
Mit Lemma 11d folgt ch c Mv . Aus B[a,b] und Sb<v folgt mit Lemma Me
B[a,v] . Wegen Bed = e e Tu. Sd =u istKje<c . Mtc<a,ulv,



W. Buchholz 23

@av ¢ £ und Lemma 12 folgt daraus K,c < Bav . Es gilt also B[a,v] und
K,c © M N Bav , woraus nach der I.V. (wegen VxeK c(Gx< Ge) ) K c<Q
folgt. Damit ist ch c Q@ fir alle veQ Dbewiesen .

Wegen a ¢ Q 1st Sae Q und somit KSac cQ . Wegen c<a ist Sc ( Sa.
Mit Lemma 11b und Satz 15a folgt nun c ¢ QU {0} . Wegen Q +@ gilt nach
Lemma 14 0eQ , also ¢ € Q . Aus B[a,b] ,ceQ,deQ, c<a folgt
e =0cd ¢ Q . - Damit ist der Bewels des Hilfssatzes beendet.

Aus B[a,b] folgt mit Lemma 13 und dem eben bewiesenen Hilfssatz ®ab e
- + -

Mg, und Mg N@ab < Qn(sv)” = Wgy » also nach (25) ®@ab € Wep ©Q -«

Folglich gilt : ®[a,b] => ©ab ¢ Q . Daraus schlieft man durch

"geschachtelte" transfinite Induktion iiber Q auf die Behauptung b) .

Lemma 15

u e Mu und kanu < Q = wu ist ausgezeichnet und u € Wa

Beweis. Aus ue M, und M, Nu < Q folgt (da Q wohlgeordnet ist) u e W,
und Wuﬂu = Munu . Nach Lemma 13 ist Q < Mu ;5 also ist Wuﬂu =QNu.
W + W + +
Daraus folgt nach (24) W U = Wyfu' und WU =W =Q0v =W Nv
fir veW,Nu . W, erfiillt also (A2) (Seite 18) . Zu (A1): Ist ae W, und

u
uga , so ist Sa=ueW, . Ist aeW Nu , so folgt SaeW, 6 wegen wunu=Qnu.

Definition : W = U{a | q ist ausgezeichnet }

Anmerkung:
set Pr [QQl:e=> Vy(yveMinut A Mnyco — yeq);
dann gilt:
aecl)f & IVl a €Qq A Vx(XxeQq — SxeQq) A
A Vueq (Pr[Q,Q] A( Pr[@,0] — @y Nu’ < @5)))

satz 16

W ist ausgezeichnete Teilmenge von % .

Beweis.
Hilfssatz: Sind Q4 , Qo ausgezeichnet, so gilt:

UeQUQ A UL Q A ugQ = Qpnut = gynut .
Bewels des Hilfssatzes durch transfinite Induktion nach ue Q1UQ,2 H
Sei u<.:Q,1 und ug QW - Aus der I.V. folgt Q4 Nu = anu s also gilt
we@nut = wd - w2 . Mit Lemma 14 und ugQ, folgt daraus u € Q, -
somit gilt Q.nu* = W32 = g nut .
Aus der Definition von W folgt Va(ael/ — Ssael/) , und aus dem Hilfs-
satz folgt, daB jede ausgezeichnete Menge ein Abschnitt von U/ ist.

Fir u e }J/ gilt akso : U Nut = (J{q Nut| ueq A Q ist ausgez.} =
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= U{Wﬁ' | ueq A Q ausgez.} =w&’ .

satz 17

Es gilt W= % , und folglich ist % wohlgeordnet.

Bewels. Sei M, := }v{;’und W, = Wé‘r . Aus Lemma 15 und Satz 16 folgt:
(I) ueM, A MNucl = uwel .
Daraus folgt O ¢ {J} . Nach den Sidtzen 15, 16 ist U/ abgeschlossen ge-
geniiber + und ® . Wir miissen also noch
(11)) x < W bzw., (II) a,b el = @gabel
beweisen. - Wir wollen hier nur den Beweis von (II)”ausfiihren ; dieser
erfolgt durch "geschachtelte™ transfinite Induktion iiber 0/
I.V.: a,b e WaVcelWVdelWW(c<a v (c=a A d<b) —> gede W ).
Sei u := gab . Aus a, b ¢ I folgt mit Lemma 13 Ku = KaUKDCE w

filr alle ve {J/Nu ; also ist u e M, . - Wir beweisen nun Ve(ee M ,Nu—>
— e ¢ W) durch Nebeninduktion nach Ge: Sel e ¢ M,Nu . Mit Lemma 11c
folgt See Mg, - - Nehmen wir an, es wire W< Se . Dann wdre Se = ged

mit b < ged < gab und c, 4 € Muﬂu s mit N.I.V. und I.V. wiirde daraus
Se ¢ W folgen, was im Widerspruch zur Annahme /< Se steht. - Also ist
Se { W . Mit Se eMg, und Lemma 14 folgt daraus Se e Wnu . wegen

e ¢ Mu ist also Ks c W , woraus nach Lemma 11b und Satz 153 e € W
folgt. — Wir haben nun u e M, und M Nu < W vewiesen . Mit (I) folgt

daraus gab =u ¢ W .

Anmerkung

Beim Beweis der Wohlordnung von ©(r) kann man mit schwicheren als den
hier verwendeten Beweismitteln auskommen: Man definiere durch transfinite
Rekursion iiber (X,<y) Mengen Mu < 8(r) , so daB Mu {a ] Vvex(v< u—
— Kac W[MV])} fiir alle u ¢X ist . AuBerdem definiere man 74/:
U{W[Mun utl | ue X} Wie man leicht nachpriift, gilt dann M\ll‘f=
woraus folgt, daB W eine ausgezeichnete Menge mit X © w ist. Mit
Satz 15 ergibt sich W= e(r) .

S
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