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Cést 11

PRUSEK TELESA
S ROVINOU

V prvni &4sti tohoto textu jsme se setkali s arami (napf.
s lomenymi arami leZicimi na povrchu télesa), ale nezaji-
mali jsme se pfitom, zda takova ¢ira leZi v roviné &i nikoli.
Zvlased dilezité jsou takové &iry na povrchu télesa, které
jsou rovinné. Jsou duleZité nejen pro geometrii na povrchu
télesa, ale miZeme pomoci nich odvodit vlastnosti, které
se tykaji vnitfku télesa.

, které mame na mysli, jsou vlastné prinikem né&jaké
roviny s povrchem télesa. Slovo ,,prinik“ vam snad neni
zcela nezndmé; prinikem dvou geometrickych ttvari rozu-
mime mnoZinu viech boda spoletnych témto geometric-
kym 1tvarim. Slovo ,,prinik‘, které pochazi z teorie mno-
%in, nahrazujeme v geometrii riznymi jinymi nazvy. Tak
uZivame napf. slov ,,prisecik®, ,,prisek” nebo ,,fez, fi-
kdme priiselik ptimky s rovinou, rovinny prisék nebo fez
s télesem nebo plochou apod.

Prinik roviny s télesem muZe byt tfeba jen bod nebo
uselka. Jisté si dovedete pfedstavit rovinu, ktera ma s krych-
li spoletny jen jediny vrchol nebo jedinou hranu. Mate-li
k dispozici model krychle, miZete si pfiloZenim rovné desky
k vrcholu nebo hran€ polohu takové roviny snadno vymo-
delovat. Nés v3ak budou zajimat hlavné takové pfipady,
kdy prinikem bude rovinny obrazec, napf. trojihelnik,
&tverec apod. Tento obrazec budeme nazyvat priisekem
éi fezem roviny s télesem; prisekem roviny s povrchem
télesa je pak obvod piisluSného obrazce. Na obr. 17 je vy-
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8’ znalen 3rafami prisek roviny
s krychli; je to trojihelnik
AB'D’. Prusekem s povrchem
krychle jsou usetky AB’, B'D’,
D’'A, které tvofi obvod fezu.
Vsechny tyto usecky jsou shod-
né, nebot jsou sténovymi whlo-

B pti¢kami krychle; proto je Fezem
rovnostrgnny trojihelnik.

Jak jsme uZ naznadili, mtZe-
me pomoci pruseku roviny s té-
lesem odvodit jisté viastnosti ty-
kajici se vnitfku t&lesa. To si

ukdZeme v nasledujicf wloze, v niZ pijde o odvozeni viast-

nosti té€Znic a t&ZiSt& Ctyksténu. :
Pojmy téZnice a t€Zi§t& trojihelnika jsou vim jist& zndmy.

U ¢&tyfsténu pljde o jistou analogii. JestliZe zavésite ve

vrcholu na nit trojuhelnik, ktery je zhotoven ze stejno-

rodého materidlu (napf. tvrdého papiru — lepenky), ustéli
se nit v takové poloze, Ze v prodlouZeni prochézi téZistém
trojuhelnika. Zavésite-li ctyFstén, ktery je zhotoven ze stej-
norodého materialu, ve vrcholu, ustili se nit v takové po-
loze, %e jeji prodlouZeni prochdzi t&€Zit&m protéjsi stény.
Proto definujeme téZnici étyrsténu takto: Ténice CtyFsténu
e usecka, kterd spojuje té5i5té stény s protéjsim vrcholem.

Uloha 9. Mdme dokdzat, 3e téZnice &tyFsténu prochdzejt
jednim bodem a 2e kaidd z nich je timto bodem rozdélena
v poméru 3 : 1.

Resent. My3lenkovy postup ditkazu je n4sledujici (obr.
18). Nejprve budeme uvaZovat o vzdjemné poloze t&€Znic
tp = DD, t4 = AA,, kde D, a A, jsou té€Znice stén ABC
a BCD. DokaZeme, %e se protinaji v bod& T, ktery délf obé
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té¢%nice v poméru 3 : 1. Pak vrchol A nahradime postupné
vrcholy B a G, tj. téZnici z,4 nahradime postupné téZnicemi
ts = BB,, tc = CC,, kde B, a C, jsou t&%ist¢ stén ACD
a ABD. Zjistime, Ze vSech-
ny t&Znice prochdzeji bo-
dem T, pro ktery plati
DT = 3.D,T. Odtud pak
plyne tvrzeni véty.

Bod D, je prusecikem
téZnic AM a CP trojihel-
nika ABC; body M a P
jsou po fadé stftedy hran
BC a AB. Té&zisté A, lezi
na téZnici DM trojuhel-
nika BCD. Obé téZnice
AA, a DD, daného Ctyi-
sténu leZi tedy v roviné Obr. 18
AMD. Protoze body 4,,

D, leZi uvnitf stran DM a AM trojuhelnika AMD, protina-
ji se usecky A4, a DD, ve vaitfnim bod¢ T.
Podle zndmé vlastnosti t&€ZiSt¢ trojihelnika plati

DA,=2.MA,, AD,=2.MD, . )

Stejnolehlost v roviné ADM se stfedem v bodé¢ M

a koeﬁcientem%pl"evédi podle (1) body A, D po fadé
vbody D,a A4,. Jetedy

AD, || AD, AD,= 5 AD. @
Stejnolehlost v téZe roving, ktera ma stfed v bodé T

a pfevadi A v A,, ptevddi podle (2) také D v D, a tudiZ
uselku AD v GseCku A4,D,. Mi tedy podle (2) koeficient
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— 5 - Odrud vyplyv, ze pla
AT =3.4,T, DT =3.D,T. 3

Nahradime-li vrchol 4 postupné vrcholy B a C, shledime,
Ze podobnym pisobem kaZda z t€Znic 5 a ¢¢ protind t&Z-
nici ¢p v bod¢ T, pro ktery podle (3) plati DT = 3.D,T;
je to v obou pfipadech tyZ bod. Pro tento bod T plati
mimo (3) je$té vztahy
BT =3.B,T, CT=3.C,T.

Tim je dani tGloha feSena.

Utzitim rovinnych prisekt miZeme feSit planimetricky

D, M, C

Obr. 18
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i ulohy, které by jinak vyZadovaly znalosti zvld3tnich ste-
reometrickych vét. V nésledujici tloze uréime timto zpu-
sobem vzdalenost bodu od pfimky.

Uloha 10. Je ddn ctyFsién ABCD svou siti; M je stied
jeho hrany CD. Mdme ur&it konstruktivné vzddlenost bodu M
od pitmky AB (v prostoru). Pro pravidelny étyistén mdme
vyjddfit tuto vzddlenost jako funkci délky hramy CEryf-
sténu.

ReSent. Sit daného &tyFsténu je dédna obrazcem sloZenym
ze ¢yt trojuhelniki (obr. 19a). Vzdalenost MP zjistime jako
vySku trojuhelnika ABM, ktery sestrojime ve skuteéné
velikosti ABM’. K tomu potfebujeme urlit pomoci sit&
skutetné délky uselek AM a BM. Bod M ma4 v siti obrazy
M, M,; délky tselek AM,, BM, jsou skutetné velikosti
useéek AM, BM, takZe z nich mliZeme sestrojit trojiithelnik
ABM' a v n¥m hledanou tsetku M'P = MP.

Pro pravidelny ctyfstén je tloha feSena v obr. 19b. Je-li

a délka hrany tohoto &tyFsténu, je AM, = BM, = %]/I
[ J

Trojtihelnik ABM’ je rovnoramenny se zdkladnou 4B = a.

Je tedy AP = % y AM' = %]/3 a podle Pythagorovy véty

je
3a? a? a?
2 — 2 2 — .
PM—AM——AP———4 -4 =7
tedy

PM =PM = .
12
Nésledujici ulohy se opiraji o pojem kolmosti p¥imky
a roviny; proto si napfed pfipomeneme jeho definici a na
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piikladech si ukdZeme né&které vlastnosti tykajici se tohoto

vztahu.*)

Definice: Ptimka p je kolmd k roviné g, je-li kolmé ke
viem prunkém roviny o, které prochdzeji prisecikem p. .

Z vét tykajicich se vztahu kolmosti uvedeme jen ty, které
budeme dale potiebovat:

1. Je-li pFimka p kolmd ke dvéma riznobétkdm roviny o,
které prochdzejl priseiikem p. o, je piimka p kolmd k ro-
viné ¢ (kriterium kolmosti pfimky p a roviny ).
Diisledek: KaZzdi hrana kvadru je kolma ke dvéma hra-

nam, které maji s ni spoletny vrchol kvadru. Proto jsou

hrany kvadru kolmé ke st€ndm, které jsou s témito hranami
ruznobézné.

2. Piimky kolmé k téZe roviné jsou navzdjem rovnobésné.
Disledek: PonévadZ poboCné hrany kolmého hranolu

jsou kolmé na rovinu jeho podstavy, jsou navziajem rovno-

béZiné.

Z ptedchizejicich vét je zfejmé, Ze prisek roviny uréené
sténovou uhlopnckou a hranou kvadru, ktera j je s ni roz-
nobéZnd, je obdélnik; nazyvime jej uhlopficny Fez kvddru.
KaZdy ahlopficny fez kvadru je obdeklk, jehoZ thlopticka-
mi jsou t&lesové uhlopficky kvadru.

Uzitim tGhlopfi¢ného fezu lze felit celou fadu uloh
o kvéadru.

Uloha 11. Je din kvidr ABCDA'B'C'D’ o rozmérech
AB = a, BC = b, AA' = c¢. Mdme uréit a) konstruktivné
b) vypoitem vzddlenost vrcholu A od télesové whlopricky
BD’; je ddno napf. a = 4,b = 3,c = 6.

Resent. a) Abychom sestrojili iselku, jejiz velikost uddva

*) Diikazy zde uvedenych stereometrickych vét najde &tendf v uteb-
nici deskr. geometrie pro 10. tf., str. 35 a dalsi.
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vzdilenost bodu A od uhlopfiCky BD’, zobrazime thlo-
pHcny fez ABC'D’ ve skutecné velikosti; je to obdélnik,
jehoZ strany maji velikosti a, 1b2 + ¢ (obr. 20a, b). Se-
strojime-li v ném AM | BD’, je velikost useCky AM hle-
danou vzdélenosti.

D’ c
2 D’ old
7 - -
’ ,( ———————
A 2 B ‘—vd\\ ’
\
\
\
1\ \ c
DI M \
///)— R\ y M\\
A B A B
Obr. 20ab

b) Uhloptitka BD’' mé velikost u = |/a® + b® + ¢%;
vzdilenost vrcholu A od piimky BD’ je vyskou AM =
= o v pravouhlém trojuhelniku ABD’. Pro obsah troj-
uhelnika 4BD’ plat

%a-l/bz—l—cz:%u-‘v
a odtud L

a ]/b2 +
ICET T
pro dand Cisla dostaneme v = 3,5.

Pozndmka. Vzdalenost BM paty M kolmice sestrO)ene
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z bodu 4 na ptHimku BD’ od bodu B podle Eukleidovy véty
pro odvésnu je
u ]/ az + bz + C’

Urlete sami podobnym zpisobem vzddlenosti vrcholi
C a B’ od thlopticky BD'. UvaZujte pak o ptipadu, kdyz
a=2b. Co plyne odtud pro paty kolmic sestrojenych z vrcho-
la 4 a C na piimku BD’? Co plyne z nalezenych vysledka
pro piipad, Ze kvadr je krychli? Jakou vzdjemnou polohu
maji paty kolmic spusté€nych z vrcholt 4, C, B’ a pfimka
BD'?

Uloha 12. Podstavou kolmého trojbokého hranolu (o do-
statecné velké vysce) je pravouhly trojuhelntk AB,C, s pre-
ponou B,C,. Mdme protnout hranol rovinou prochdzejic
vrcholem A v rovnostranném trojuhelniku ABC.

Resent. Nejprve se musime zamyslet nad tim, co je tfeba
urit, abychom na modelu hranolu mohli nakreslit fez
¥4danych vlastnosti. Nejvyhodn&jsi

bude, budeme-li znit délky uselek
BB, a CC,. Proto se pokusime

ic urcit tyto délky, a to nejprve vy-
N\ pottem a pak konstruktivné.
/ AN Ozname velikosti usecek (obr.
Iyl o N\S 21): BB =x, C,C =y, AB, =
/P \ | =¢A4C,=5 B,C,=4a,4dB=
/ Ié\\\\ = BC = AC = s; pak je DC =
/ b,)\La ~3\|B =y — x, pfitom D je pata kolmi-
= —_ ;x ce sestrojené z bodu B na CC,.
A c > Trojihelniky AB,B, AC,C,BDC

% a AB,C, jsou pravouhlé; to snad-
Obr. 21 no odiivodnite. Z nich plyne podle

vty Pythagorovy



4 xt=s P4 yt=4t, 4)

@t + (5 — 2t = o, (5)
a®= b+ (6)

Dosazenim (6) do (5) a uZitim (4) vypotteme
2xy = 5. (5"

Soustava rovnic (4), (5) je ekvivalentni se soustavou (4),
(5"). Z (5') dostaneme po umocnéni dvéma

4x%y? = s, (5”)

kterd za pfedpokladu, Ze x =2 0, y = 0, ma totéZz feleni
jako (5"). Dosadime-li do (5"’) za x2 a y? z (4), dostaneme
po jednoduché dprave

35t — 45%(b% + ¢®) + 4b%:=0.

Redfme-li tuto rovnici podle s?, dostaneme

2 = %(b’ + ¢ 4 [ F A% — 35%).

Vzhledem k tomu, %e musi byt s > 0, vyhovuje jediné
kofen

s=2@+N+ | FTaF—%e . O

Vyraz pod odmocnitkem je vZdy kladny vzhledem k tomu,

2\2
tejed > 0,c > 0, nebot b4 — b2c? + ¢t = (bz—‘?) +

+ %c* > 0.
" PonévadZ v pravodhlém trojihelniku AB,C, plad vztah

(6) i vztah
bc = av, (8)
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kde v je velikost vy3ky sestrojené z vrcholu 4 na pfeponu
B,C,, dostaneme ze (7)

st= %(a2 + Va* — 3a%?) = %a(a Va* —3¢2). (1)

Jestlize zndme 52, uréime velikosti x, y hledanych useéek
BB,, CC, ze vztahl (4)
x=|sf—c,y=]ss—b* . ®

Pfesvédcte se sami, Ze vypoctend sla vyhovuji podmin-
kém (4), (5'), resp. (4), (5").

Maiame-li uréit graficky velikosti use¢ek BB,, CC,, se-
strojime nejprve stranu s na zdkladé vztahu (7') a pak na
zdklad€ vztahu (9) hledané uselky.

Konstrukci strany rovnostranného trojihelnika nebude-
me zde provadét, predpoklidime v3ak, Ze si ji provedete
sami. Naznadime jen postup konstrukce:

a) Sestrojime usetku délky v]/3 (jako vyiku rovmostran-
ného trojihelniku o strané délky 2v)
b) Podle obriceni Pythagorovy véty sestrojime tiseCku dél-

ky |/a® — 302,

¢) Sestrojime usetku délky a - }/a® — 322.
d) Sestrojime obdélnik o stranich 2a, a + |'a® — 3¢,
e) Sestrojeny obdélnik ,,proménime“ na {tverec o strané

délky s.

Zname-li velikosti useek BB, CC,, je tim poloha hle-
dané roviny urcena.

Je-li b= & 1e celd konstrukce podstatné jednodussi;
provedte toto FeSeni sami.

Pozndmka. Predchézejici ilohu je moZno felit pfimo bez
vypoftu. Releni viak vyzaduje hlubsi znalosti tykajici se
pravouhlého promiténi, coZ je mimo rdmec této publikace.
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C’ NezZpfistoupime k fe-
Seni daldich uloh, pfi-
pomenme si v&u: T
riizné roviny maji prdvé
jednu z téchto vzdjem-

o nych poloh:

1. Kazdé dve z téchto
rovin jsou navzdjemrov-
nobé&Zné.

2. Dvé roviny jsou
rovnob&Zné a . tfed je
s kazdou z nich razno-
béZnd. Roviny rovno-
béZné protinaji rovinu, ktera je s nimi riznob&Zn4, v pfim-
kach rovnobéZnych.

3. T¥i roviny nemaji Zadny spoletny bod a protinaji se
po dvou ve tfech pfimkach, které jsou navzijem rovno-
béZné.

4. Tti roviny prochazeji touZ pfimkou.

.5. Tti roviny maji spolecny jediny bod, kterym prochazi
prusecnice kazdych dvou z nich.

V ptipadech 1, 2, 3 nemaji tfi roviny Zddny spoledny
bod, v pnpade 5 maji spolecny jediny bod a v pfipadé 4
maji spole¢nou piimku.

Na obr. 22 je zobrazen kvidr ABCDA'B'C’'D’ s whlo-
pfitnym fezem ABC'D’ a s fezem EFF'E’, jeho% vrcholy
jsou stfedy &tyf rovnobéinych hran kviddru. Na obraze
muZeme vyhledat pfiklady vSech péti moZnych vzijemnych
poloh tfi rovin; provedte to. Naidéte déle sami ve svém
okoli modely na vzijemnou polohu t# rovin, o niZ )edné
uvedena véta (pfiklady: pfihradky ve skiini, stény v mist-
nosti, stfechy domd atd.). Vymodelujte vzdjemné polohy
rovin uZitim papirovych desek.

JestliZze rovina protina jen &tyfi pobolné stény kvidru,
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vznikne Ctyhihelnik, jehoZ dvé a dvé protéji strany jsou
rovnobé&Zné, tj. rovnobéZnik ; to vyplyva z pfpadu 2 z pted-
chozi véty.

*

Snad jste n&¢kdy pozorovali vodni hladinu v kidince,
kterd méla tvar kviadru. Pozorovali jste, jak se tvar hladiny
ménil, kdyZ jste ji naklanéli. Zasahuje-1i hladina jen tfi sté-
ny, ma tvar trojuhelniku, jestlize obsahuje celou hranu
kidinky, ma tvar obdélnika; zasahuje-li hladina vSechny
pobolné hrany kiadinky, mé tvar rovnobéZniku atd. Mate-li
k dispozici kidinku tvaru kvddru, napf. akvarium, naplhite
ji do poloviny vodou, odhadnéte na zikladé pokusu, pro
kterou polohu se objevi néktery vrchol podstavy (mebo
podstavna hrana) priavé na hladiné, pro kterou polohu bude
mit asi hladina nejvéti a nejmensi velikost a pak se pokuste
svou domnénku zddvodnit matematicky. Piikladem vim
muZe byt ndsledujici uloha:

Uloha 13. Akvdrium md tvar krychle ABCDA'B'C'D’
o0 hrané délky 1 se dnem ABCD a do poloviny naplnéné
vodou. Je naklonéno tak, Ze vodni hladina sahd aZ k bodu B’
a hrana AA’' je pod hladinou a$ do vzddlenosti AX = x.

a) Mdme naclrtnout v obrdzku obvod vodni hladiny a se-
strojit jejf skutecnou velikost.

b) Mdme wvyjddfit velikost hladiny jako funkci promén-
né x.

Reseni. Provedete-li si sami_ pokus, zjistite, e celé dno
ztstane pod hladinou a Ze hladina prochizi bodem D. To
vis vede k domnénce, Ze hladina je rovnobéZnik B’XDZ,
ktery mi jednu svou tdhlopfitku v t&lesové uhlopHéce
krychle DB’ (obr. 23a).

Stfed S rovnobéZnika B'XDZ je sttedem usecky DB’
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a zéroved Gsetky XZ. Oznalme S, stfed Ctverce ABCD;
v roviné BDB’' vymezuje rovina ¢ = B’DX trojihelnik
DBB’ a podle véty o stfedni pficce je

<

SS, = %—BB’ - % . (10)

V rovin¢ ACC’' vymezuje rovina g lichob&Znik AXZC
a podle véty o stfedni pficce je

SS, = %(AX 4 CZ)= %(x +Ccz).

Spojenim vztahu (10), (.11) dostaneme
CZ=1—x. (12)

Jetedy AAX=CZ=1—x, AX = C'Z= x. Rovina p
hladiny vodni rozd&li krychli ve dvé shodné Cisti: &ast
spodni splyne s &isti horni, splynou-li dvojice bodi
A, —B,D'—C, A — D,
B - X, Z.

Je-li tedy akvarium napiné-
no do poloviny vodou, zaplni
voda pfi naklonéni akviria
skutecné spodni &ist omeze-
nou rovinou p.

Nyni rozfeSime ob& lohy
a)ab).

Abychom mohli sestrojit
skuteénou velikost rovnob&z-
nika B’XDZ, musime znit
tfi jeho urCovaci prvky. V da-
ném piipad€ mizeme snadno
urdit skuteéné velikosti jeho
Obr. 23a stran DX, B'X a skutelnou
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Obr. 23b . Obr. 23¢

velikost jeho uhlopfi¢ky DB’, ktera je télesovou whlopfi¢-
kou krychle.

Nejprve sestrojime usecky DX a B’'X jako pfepony pra-
vouhlych trojihelniki ADX a A'B’'X o odvésnich 1, x,
resp. 1, 1 — x. Pak sestrojime skute¢nou velikost ihlo-
pticky B'D = A'E = |/3 (obr. 23a). Z téchto prvki pak
sestrojime rovnobéznik DXB’Z (obr. 23 bc).

b) Abychom urcili funkéni zdvislost velikosti P hladiny
na velikosti x ponoru hrany 4A4’, vyjadfime velikost hla-
diny pomoci stran rovnobézniku DX, DZ a jimi sevieného
thlu w; o = < XDZ. Plat

) P= DX.DZ.sin o,
tj. .
P2 = DX? DZ? sin*o . (13)
Pro velikosti stran DX, DZ dostaneme podle véty Pytha-
gorovy vztahy

DX? =1+ x?, 14
DZt=1-+(1_xt=at—2c+2 14

Abychom v (13) vyjadfili také sin?o pomoci x, pouZijeme
pro trojuhelnik DXZ kosinové véty
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X7 = DX*+ DZ® — 2DX.DZ .cosw

z niZ pak vypolteme cosw a dosadime do (13). Za tim
ulelem vypolteme napfed je$t€ z lichob&Zniku ACZX
délku jeho ramene jako pfeponu pravouhlého troj-

thelniku o odvésnich |2, (1 —x) —x =1 — 2x.
XZ2=(1—2x2+ (|22=4x>—4x+ 3. (15
Z kosinové véty plyne
) 2.DX.DZ.cosw = DX? + DZ? — XZ?2.
Dosadime-li sem z (14) a (15), mame
2.DX.DZ.cosw = 2x(1 — x) . (16)
Rovnost (16) umocnime dvéma a dosadime do (13); vyjde
P* = DX®.DZ? — DX?.DZ%.cos’w = (x®+ 1)(x2 —
—2x 4+ 2) — x¥(1 — x)* = 2(x* — x + 1), takZe
P=)2—x+1). (17)
Tim je dan4 dloha rozfeSena.
Rozborem vztahu (17), ktery lze psat ve tvaru P =

= ]/ [( 2) + Z] » rozhodnéte, pro kterd x nabyva
funkce P své nejmensi a nejvétsi hodnoty, kdyZzje0 = x =
=1

UvaZujte sami o souctech obsahii ponofenych <asti
stén, kdyZ se bude akvirium otélet kolem osy DB'.

*

NeZ ptistoupime k dalsi iloze, uvedme napfed pomocné
véty, jichZ v 1loze wZijeme:

1. Plati-li pro tfi pfimky v prostoru a || b,b| ¢, jea| c.

2. Jsou-li a, b kolmé riiznobézky a vedeme-li bodem P
piimky a’ || a, &' || b, jsou také a’, b’ kolmé riznobéZzky.
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Uloha 14. ¥e ddna krychle ABCDA'B'C’D’. Mdme do-
kdzat tato tvrzeni: a) Vrcholy A, C, B', D' jsou vrcholy pra-
videlného Cryisténu T. b) Roviny rovmobéiné se sténami
ABCD, A’'B'C’'D’ a protinajici krychli, protinaji étyfstén T
v obdélnicich. Mdme vyjddFit jeden rozmér priseéného obdél-
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ntka jako funkci druhého rozméru a stanovir obvod a obsah
técheo obdéinikil.

Regeni. a) Obrazce ACB', CB'D’, ACD', AB'D’ (obr.
24 a) jsou rovnostranné tro;uhelmky, 1e)1ch strany 1sou
sténovymi whlopfi€kami krychle. Téleso jimi omezené je
proto pravidelny étyfstén.

b) Rovina prochizejici stfedem krychle a rovnobé&Zni
s rovinou ABCD protina krychli ve &tverci A,B,CoD,
a pravidelny ctyfstén T ve étverci M'N'P’Q’, jehoZ vrcholy
jsou stfedy stran &tverce A,B,C,D,, coZ dovedete sami
oduvodnit.

UvaZujme nyni o &tyfihelnikv MNPQ, v némzZ protind
CtyFstén T jind rovina rovnobéZnd s rovinou ABCD. Podle
vety 2 na str. 43 plati MN || M'N’, NP || N'P’, atd. Podle
véty 1 na str. 47 je MN| M'N' || P'Q’ ||PQ a NP||
|NP'|Q'M || OM. Je tedy fezem rovnobéinik. Po-
n&vadz vSsak M'N’' | M'Q’ a MN||M'N’ a MO | M o,
:;.lp(;zdle véty 2 str. 47 MN | MQ; je tudlz fezem ob-

élni,

Poné&vadZ uselka M’'N’ je stfedni prlékou v trojiihelniku
ACB’, je M'N’ || AC a proto je také MN || AC; obdobné&
jeQ'M' || B'D’ ataké QM || B'D’. Toho uZijeme pfi zobra-
zeni obvodl fezl v siti (obr. 24b). Ponévadz je MN || AC,
B'D | AC a QM || B'D', lezi body Q, M, N, P, Q,
v pfimce. Zobrazi se tudiZ obvod fezu MNPQ jako Gsel-
ka 00, | A4,. _

Vypocet: Oznalime-li délku useCky MN = PQ = x,
délku tsecky NP = QM = y, a délku hrany Styfsténu a,
dostaneme z rovnosti MN + NP = AC = q vztah

x+y=a,
tj.
=a—x.
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Rozmér y je linedrnt funkcf rozmé&ru x. Obvod obdélniku
MNPQ je tedy

0=2x+4y)=2a.

Viechny uvaZované fezy pravidelného ¢tyfst€nu maji kon-
stantni obvod.

Obsah obdélniku MNPQ je
P = x(a — x),

a? a\?
P=T—(x——2—) .

Provedte sami rozbor tohoto vysledku a zjistéte, ktery
z obdélnikl ma nejvétsi obsah.

Pozndmka. Je otdzka, zdali 1ze kaZdy pravidelny ty¥stén
vytvofit uvedenym zpisobem z krychle. Na tuto otizku
miizeme odpovedét kladn€. Odivodnéni provedte sami.

Z uveden¢ho ,,vytvofeni” pravidelného Ctyfsténu plynou
pro tento tyfstén nékteré vlastnosti, které si mizete sami
snadno dokazat:

ali

1. P¥imky spojujici stfedy protéj$ich hran pravidelného
Cryfsténu se protinaji v jednom bodé.
2. Je-li a délka hrany pravidelného &tyfsténu, je vzdé-

lenost stfedu protéjsich hran —32—
3. KaZda hrana pravidelného ¢étyfsténu je kolmd na ro-

vinu urlenou stfedem této hrany a pfimkou, na niZ lezi

protéjsi hrana.
*

Jist¢ je vim zndmo, Ze danym bodem lze vést k dané
roviné jedinou kolmici.
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Obr. 25

Predstavme si, Ze je ddn
jehlan o podstavé ABCD
avrcholu V aZe tento jeh-
lan je plny (napf. dfevény
model), takze pFislusné
konstrukce muZeme pro-
vidét jen na jeho povrchu.
Konstrukci paty kolmice
sestrojené z vrcholu na
rovinu podstavy provede-
me takto (obr. 25):

Nejprve sestrojime po-
bocné vysky VP, VQ ve
sténich ABV a BCV. Paty

té&chto vysek jsou P, Q. Pak narysujeme na podstavé jehla-
nu kolmici p v bodé P ke hrané 4B a kolmici g v bodé Q
ke hran¢ BC. Priselik V', té€chto kolmic je pata kolmice
spusténé z bodu V' na rovinu ABCD. Uvedeného

postupu uZijeme v tloze 15.

Uloha 15. ¥e ddna krychle ABCDA'B'C'D’; stfed hrany
A’'B’ je bod P. Mdme urcit konstruktioné vzddlenost bodu B

D’ c’

I ——
’ _——4”'—” O
A :P B

4

|

/J_D _____ ity c
A B

Obr. 26a

od roviny ACP (obr. 26a).

Reseni. Viechny konstruk-

ce budeme provadét jen na
povrichu krychle. Abychom
mohli uZit pfedchizejictho
postupu k urceni vzdalenosti
bodu B od roviny ACP, sestro-
jime pomocny jehlan, jehoZ
podstava leZi v roviné ACP
a jehoZ vrchol je B. Proto se-
strojime nejprve prisek rovi-
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ny ACP s krychli. Timto priisekem je rovnoramenny licho-
b&nik ACQP, kde Q je stfed hrany B'C’ a PQ stfedni
pficka trojihelnika A'B'C’ (odiivodnéte sami!). Za pod-
stavu pomocného jehlanu zvolime lichob&Znik ACQP. Ve-
likost vysky BR jehlanu udav4 hledanou vzdilenost. Urdi-
me tedy patu R kolmice vedené z bodu B na rovinu ACP.

-Sestrojime rovnoramenny lichobéinik ACQP z jeho
znidmych stran (obr. 26b). K nému ptipojime trojuhelniky
PQB,, PAB,, ACB,, COB, tak, abychom dostali sit jehla-
nu BACQP; pfitom uZijeme vztahit PQ = QB = AP =
= CQ; AB = BC. Podle znimé véty o paté kolmice spus-
t&€né z bodu na rovinu leZi bod R jednak na p¥imce B,B,,
jednak na kolmicich spusténych po fad¢ z bodd B,, B,

5,

B,

Obr. 26b E!_3

52



na pHmky AP, CQ. Usetka BR = v se jevi jako vy3ka
v trojihelniku MNB, spusténd z bodu B na stranu MN;
pfitom M, N znalf stfedy zdkladen AC, PQ lichob&Znika
ACQP. Sestrojime tedy trojihelnik MNB, v némZ plati
g MB = MB,;, NB= NB, a jehoz
tfeti strana je MN, a urlime je-

ho vy3ku BR (obr. 26¢).
v Pocletni feSeni zde nebudeme pro-
vadét. Doporutujeme vam, abyste
d si je provedli sami. Sledujte pro-
N " R M vedené konstruktivni feSeni a jed-
notlivé kroky postupu nahradte od-
povidajicimi vypoéty. Pro kon-

Obr. 26¢

trolu uvddime vysledek: v = %a, kde a je velikost hra-
ny krychle.

Uloha 16. Krychli ABCDA'B'C'D’ mdme protnout ro-
vinou rovnobéinou s rovinou AB'D’, aby méla od stfedu
krychle vzddlenost m. Mdme zvolit vzddlenost m tak, aby
priisekem byl Sestithelnik a mdme uréit zdvislost obvodu pri-
seku na proménné m.

Reseni. Rovina AB’D’ protina rovinu thlopti¢ného fezu
ACC’ v pfimce AH, kterd spojuje vrchol 4 se stfedem H
sténové thlopticky 4'C’ (obr. 27a, b). Oznatme A4’ = a,
pak je A'C'—= a|'2, A'H = 12’—1/5 ; proto plati A AA'H ~
~ A CAA’. 0Odtd plyne, e < A’AH = & ACA’; pro-
to je AH | CA'. Ponévad? je ptimka HB' kolma4 k ro-
ving¢ ACC’, je rovina AB’D’ kolmé k t&lesové uhlopfitce
CA'. Pfimka AH protind tuto thlopfi¢ku v bodé G, pro

ktery plati A'G = %A'C, coZz snadno sami dokiZete. Je-li
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piimka CA’ kolmd k roviné AB’D’, je kolmd i ke viem
rovindm, které jsou s touto rovinou rovnobéZné.

KaZda rovina prochazejici bodem M, ktery leZi uvnitf
hrany AD a ktera je rovnobéZna s rovinou AB’D’ (je proto

D’ R R’ c’

Obr. 27ab
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rovnob&Znd s uselkou BD), protind krychli v $estitthelniku
MNPQORU. Rovinu ACC’ protind v pimce KL | AH
a vzdalenost stfedu S krychle od i‘pfirnky KL je rovna
m. Tyto roviny Sestichelnikovych fezii mohou protinat
useCku AC’ jeding ve vnitfnich bodech tsetky GG’, kde
bod G’ je soumérng sdruZeny s bodem G podle stfedu S.

Ponvadzje A'G = %;kdeu znad délku dhloptitky AC’,

ieSG— ! GG’—lGA’——=£ Je tedy &islo m

uddvajici vzdélenost roviny fezu vézéno vztahem

0Osm< “]?. (18)

Ve zvld3tnim ptipadé rovina prochézejici stfedem krychle
C, D1 M M’ A2

L, D Ay

Obr. 27¢
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S a kolm4 na t&lesovou uhlopfi¢ku A'C prochizi stfedy
t&ch 3Sesti hran krychle, které neprochizeji vrcholy 4’ a C.

Viechny strany tohoto Sestitihelnfku maji délku -%, co?

je také vzdalenost jeho vrcholl od stfedu S. Je tudiZ pri-
sekem této roviny s krychli pravidelny Sestisihelntk, a to
M'N'PORU'.

Vyjédfime velikost obvodu Sestithelniku MNPQRU.
K urcenf této velikosti miZeme vyhodné& uZit sit& krychle
sestrojené na obr. 27c. Obvod trojihelnika AB'D’ se v této
siti zobrazi jako usetka AB'D’A,. PonévadZ strany Sesti-
thelnika MNPQRU jsou se stranami trojuhelnika AB’'D’
rovnobé&Zné, bude obrazem tohoto 3estithelniku useCka
MNPQRUM’ sité,rovnobéZna a shodn4 s useCkcudB’'D' A4,
Z toho plyne: Viechny Fezy, v nich protinajf krychli rovi-
ny rovnobéiné s rovinou AB'D’ a spliiujict podminku (18),
maji konstantn{ obvod

0= 3d)2.

e tedy velikost obvodu Fezu na cisle m nezdvisld.

Vypoctéte sami obsah Sestitthelniku MNPQRU. Nejprve
urlete (obr. 27a) uZitim podobnych trojuhelnikd ACAH’,
KK'§ (K¥ 1 KL) velikost tsecky KK’ a uZitim stejno-
lehiych trojihelnikt AMN, AM'N’ velikost useCky MN.
Ponévad? plati MN +- NP = a - |2 (viz obr. 27c), snadno
se urdi i velikost useCky NP. Pak obsah P $estitihelniku
MNPQRU muZete urlit tak, e napfed vypoctete obsah
rovnostranného trojihelniku o strané PN + 2 MN.

Vysledek: P = 31{—3 (a® — 4m*). Ktery z téchto Sesti-
thelniki je nejvetsi?

*
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Jako v roviné mizeme i v prostoru vyietfovat mnoZiny
viech bodi dané vlastnosti (geometrickd mista bodd).

Neékteré mnoZiny bodii dostaneme jistym rozfiSenim
z Gtvari planimetrickych; napf.: mnoZinou viech bodd
v roviné n, které maji od bodi A4, B stejnou vzdalenost, je
osa o useCky A, B. JestliZe se osa o otaci kolem pfimky 4B,
vytvofi rovinu w, jejiz kazdy bod md od Bodi 4, B touZ
vzdilenost. Rovina w prochézi stiedem O uselky AB a je
na ni kolm4. Nazyva se rovinou soumérnosti isecky AB.

Pri konstruktivnich ulohdch jde zpravidla o priniky
mnoZin bodld dané vlastnosti (hleddme-li body, které maji
mit dv& nebo vice vlastnostf). Jednoduchy pfiklad uvidime
v nésledujici 1iloze:

Uloha 17. Na povrchu krychle ABCDA'B'C’D’ o hrané
délky a uréete viechny body, které maji stejné vzddlenosti od
vrcholii A, B a od bodu M, ktery je stfedem hrany B'C’.

Resent. MnoZinou viech bo-

dt majicichstejnou vzdilenost

D G c’ od bodil 4, B je rovina sou-

N w mérnosti useCky AB. Tato
ZERTT /M rovina o protind povrch
t B krychle v obvodu &tverce

o B EFGH ktery je mnoZinou
pl<irr Q@ viech bodtina povrchu krych-
) R le, které miaji od bodu A4, B
/ UL 2 c stejnou vzdilenost. MnoZinou
I F V/ véech boddi, které maji od
: bodd B, M stejnou vzda-

A E B lenost, je rovina soumérnosti
() usetky BM. Tato rovina o
protind povrch krychle v ob-

Obr. 28a déiniku POQRU. Snadno se
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dokdZe, Ze body Q, R, resp. P, U jsou vnitinimi body hran
BB’, CC’, resp. A4, ‘DD’

Spolecné body obou nalezenych mnoZin jsou hledané
body. PonévadZ plati o | BM a BM || w, jsou roviny o
4 o riznobéZné. Jejich priselnice protind povrch krychle
v bodech X, Y.

D G c’
D N A B M C G D
v .
\
\x P IX O.J
\
U \\ R IY u
D, A E 8 ¢ F D,
D F c
Obr. 28b

Obé¢ mnoZiny miZeme vyhodn& zobrazit v siti, coZ.
umozni urdit konstruktivné i poletné polohu bodi X, Y.
Obvod obdélniku EFGH se zobraz{ v siti do usetek FEHG
a FG obvod obdélniku PQRU v lomenou &aru UPQRU.
Spole¢né body obou téchto ar jsou body X, Y (obr. 28a).

Uréime jeité poletné vzdalenost bodu X od hrany AB
a vzdilenost bodu Y od hrany CD. Z podobnosti trojihel-
nikd A BB'M ~ A BJQ (obr. 28b) plyne
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BM
BQ:W'B].

Pondvad? je BM = %]/5, Bf = %-VB_ » BB'=a, je

5a
BQ = 5
5a

Je tedy XE =3 - Ponévad? ABB’'M =~ ARLQ (sus),

je LOQ= B'M= % 3 proto je
5%¢ a a
Bod X le#i na stfedni pti¢ce EH stény ABB'B ve vzd4-

lenosti %a od hrany 4B a bod Y na stfedni pfi¢ce FG

étverce CDD'C’ ve vzdilenosti

a

8 od hrany CD.
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