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Opérations dérivées des treillis orthomodulaire (Part 1)

J. SIMON
Faculté pédagogique, Ostrava*)

Le 11 juillet 1980

L’auteur étudie quelques propriétés de I'algebre libre &7, = (4, \, /,’, 0, 1) ayant deux
générateurs x, y dont les opérations \ et / sont dérivées des éléments du treillis orthomodulaire
libre 7, = (T, v, A, ’, 0, 1), qui est engendré par x, y.

ABTOp 3aHMMAaeTCs HEKOTOPHIMH CBOKCTBAMH CBOGOIHOM amrebps! &, = (4, \, /,’,0, 1),
MOPOXIECHHOR 3IEMEHTaMH X, y, onepauud (\, /) KOTOPOH BHIBEAEHHI H3 IEMEHTOB CBOGOIHOMK
OPTOMOZYJIAPHOM CTPYKTYpPEI 7, = (T, vV, A,’, 0, 1) c o6pa3yronmmu x, y.

Autor vysetfuje né&které vlastnosti volné algebry </, = (4, \, /,’, 0, 1), generované
prvky x, y, jejiz operace \ a ~ jsou odvozeny z prvkl volného ortomoduldrniho svazu 7, =
= (T, Vv, A,’,0,1) s generdtory x, y.

Dans cet article on va désigner.7 , = (T LV, A, 0, l)un treillis orthomodulai-
re libre ayant deux générateurs x, y. Si (a, b) est un couple d’éléments de 7, tel que
a=(aAb)v(anb), ondit que a commute avec b et on écrit aCb (cf. [1]).
Voici les propriétés de la rélation C:

Lemme 1. Pour tout triplet (a, b, c¢)d’éléments de F,, les propositions suivantes
sont vraies:

(i) aCb = bCa (v) aCb,aCc=b v cCa
(ii) aCb = a’Cb (vi) aCb, aCc = b A cCa
(i) aCb = a'Cb’ (vii) @ £ b' = aCb.

(iv) aCa’

Rappelons encore le théoréme de Foulis-Holland: les éléments a, b, ce T,
constituent un triplet distributif, si 'un de ces éléments commute avec les deux
restants. (Voir [2].)

1. Opérations \, /
Définissons deux opérations sur le treillis 7, par les formules suivantes:
(1) axb=(avb)a(avbd)a(av(anab)v(anlb))
(2 asb=(avbya(@vb)ya( v(anab)v(a ab).
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Les propriétés de ces opérations qui résultent immédiatement de (1) et de (2),
sont données par le

Lemme 2. Soient a, be J ,. Alors

(i) les opérations \, ~ sont idempotents
(i) axb=bra

(i) axb=a\b', asb=a'sb

(iv) (axb) =a'\b', (asb) =a /b
(v) 0ONa=4ars0=0, ax0=0/a=a
(vijilxa=as1=1, axl=1sa=a.

Maintenant, nous allons démontrer la condition nécessaire et suffisante pour
que aCb.

Théoréme 3. Soient a, b deux éléments d’un treillis orthomodulaire. Les
conditions suivantes sont équivalentes:

(A) aCb

(B) axb=a

(C) asb=b.
Démonstration.

(A) = (B), (4) = (C): Soit aCb; parce que a v bCb’, a v bCa, a’Ca, bCV’,
aCa A b, les triplets (a v b, a, b’), (a’,a,a A b), (a, b, b’) sont les triplets distri-
butifs d’aprés le théoréme de Foulis-Holland. Nous obtenons par le calcul direct

axb=(avbar(avb)a(@viananb)vianb)=
=(((avb)ra)yv(avb)ab)a((ava)a(a vb)v(anb)=
=s(av(@ab)v(ab)a(a@vb)v(advb))=a,

asrb=(avb)ya(@vba v(ananb)v(ad ab)=
=(((avbaa)vb)ya(((t'va)a(b vb)v(a ab)=
=(@ana)vbaa)yvb)a(b va)v(bva))=b.

(B) = (A): Supposons que a\ b = a, puis
av(axb)y=av(avb)a(avb)ya(@v(@anb)v(anab))=a.
Comme aC(a v b) A (a v b’), aCa’ v (a A b) v (a A b'), nous pouvons mettre

la dernicre relation sur la forme
(@av(@vbya@avbd)a@avav(@aab)v(aab)=a
(@avb)a(avd) =a;
si nous passons ici aux orthocompléments, on regoit
a=(a Ab)v(a Ab).
Donc a’'Cb et aussi aCb.



(C) = (A): Si asb = b, nous obtenons succesivement
bv(asb)=bv((@avba(@vb)a(d v(anb)v(a ab))=>b
(avb)ya(@vbd) =b
(b Aa)v (b aa)=V,
ce qui implique aCb.

2. Algebre &/, = (4, \, /,’, 0, 1)

Considérons les opérations ’, 0, 1 du treillis &, et ajoutons-y les opérations \
et ~; lalgebre libre of, (4, \, ~,’,0,1) ayant les générateurs x, y ne cont-
iendra pas tout les éléments de J,. 1l est clair, que a &/, appartiennent 0, 1, x, y,
x', y' et aussi

t=xsy=xsy=xvy)aXvy)aly vixay v ay),
u=x\y=x\y =xvy)axvy)ax vxayvxay)),

V' =(xsy)=xvsy=xsy=Kvy)aAxvy)a(y v ay)v(xay),
W =x\y)=x\y=x\y=xVvy)AX vy )axvE aAy)vE ay).
Si nous cherchons d’autres éléments de &,, nous voyons que &, est stable pour
les deux opérations \ et -, ce qui résulte de

Lemme 4. Pour x, y,t,u e of, est

(i) x~t=u (Vi) ust =y
() xst=y (vii) xNu=x
(i) yNt=y (viii) x/7u=u
(iv) yrt=1 (ix) yNu=1
(v) unt=1 (x) yvru=x.

Démonstration.

Nous allons démontrer (i), les démonstrations (ii)—(x) sont analogiques.
xxt=x\(xsp)=xN((xvy)AX v)AP VEAYV(E AY)=

=xv((xv)aE vy)Aa@ vExay v aAp))a
AXVE AYIVEAY)V AR VvY)A(xVY)))A
A VEAEV)IAXE VY)IAG VXAV AY)YV
VA Ay)viEray)vaEE vy)alxvy)) =
=((xv({(xvy)aXvy)axvyvixayvEay)a
A A ) v (v ) A v () A v D) A
A VX v)A(xAY)vxa((xay) v ap)) Vv
VEA AY)VEAY)VEAYAR vY)A(xV YY) =
=(xvy)AEVvY)AE VxAY)VEAY)=x\y=u

d’aprés le théoréme de Foulis-Holland.



Nous pouvons tirer avantage des propositions du Lemme 4 4 determiner tout
les éléments d’algébre «#,. Considérant toutes les possibilités, nous aboutirons au
résultat: 1’algebre o/, a dix éléments 0, 1, x, y, x’, y', t,u, t’. u’. Voici les tables
d’opérations pour \ et /:

Table 1.
AN ]' 01 x y x y t u t u
0/l o000 00 0900 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
x X X X W4 X uU u X U X
y y y t y t y y t y t
x’ x x x W x W oW x u x
Y yoy vy vy y vy r
t t t y t y t t y t y
u U U W X U X X U X u
t’ oty oy ey oty
u W wow x w x x uw x W
Table 2.
/ l’ 01 xy x y ¢t ut u
0 | 01 xy x ¥yt ut u
1 01 xy x y ¢t ut u
x 01 x ¢t x t y uy u
y 01 uwy u y t x 1t x
xX 01l xt xt yuy uw
Yy 01 uy o y t xt x
t 01 uy u y t xt x
u 01 x ¢t x ¢ y uy u
t’ 01 uy uw y t xt' x
u 01 x ¢t x ¢ y uy u

Aucune des opérations \, ~ n’est pas associative, néanmoins, clles satisfont
aux certaines modifications de al loi associative.

Théoréme 5. Pour tout triplet (a, b, ¢) d’éléments de &, est
(3) as(bscy=brs(arsc).
Démonstration.

Il est clair, que (3) est vérifieé pour ¢ = 0, 1. Notons

K ={0,1,x,x,u,u'}
L ={yy,tt}
M=1{01y .11}
N ={x,x",u,u'}

et choisissons successivement ¢ = x, x', y, y', t, t', u, u'.
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I. ¢ = x: comme nous voyons de Table 2, les expressions a ~ ¢, b 7 ¢ égalent x ou u
pour tout a, b € &7,; avec cela

asc=brsc=x<a,bek
asc=brsc=u<a,bel.

Considerons quatre cas possibles:

l.asc
2.asc¢
3.arsc
4. asc

bsrc=x=as(bsrc)=asx=x=bsx=bs(asc)
x,bsrc=u=as(bsrc)y=asu=u=>bsx=>bs(asc)
u,bsrc=x=as(bsc)=asx=u=brsu=>bs(asc)
bsec=u=as(bsc)=asu=x=bsu=bs(asc).

Evidemment, en tout cas (3) est verifiée.

II. ¢c = y:

asc
asc
asc
asc

b=

III. ¢ = x":

arsc
a’c
asc
asc

Hwb=

IV. ¢ = y":

arsc
asc
asc
arsc

Ll e

l.asc
2.asc

asc=bsc=y<abeM
asc=brsc=t<a beN

bsc=y=as(bsc)=asry=y=brsy=br(asc)
vwbre=t=>as(bsc)=ast=t=brsry=>br(asc)
t,bre=y=>as(bsc)=asy=t=bst=bs(asc)
bsre=t=as(bsc)=ast=y=bst=brs(asc)

asc=brsc=x"<a,bekK
asc=bsc=u<a,bel

bsec=x=as(bsc)=asx'=x'=bsx' =bs(asc)
xX,bsre=u=as(bsc)=asu' =u=bsx'=brs(asc)
w,bsrc=x"=as(bsc)=asx'=u'=bsu' =brs(asc)
bsc=w=as(bsc)=asv' =x=bsu =brs(asc)

asc=bsc=y <abeM
asc=brsc=t<abeN

bsrc=y=as(bsrc)=asy =y =brsy =brs(asc)

yVybse=t=as(brc)=ast' =t =bry
t,bsc=y =as(bsrcy=asy =t =brsr

bs(arsc)
7(azc)

bsre=t=as(bsc)=ast' =y =bst' =bs(asc)

asc=bsc=t<>a,beM
asc=bsc=y<abeN

bsc=tas(bsrc)=ast=t=brst=br(asc)
t,bre=y=as(bsc)=asy=y=bst=brs(asc)
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3.asc=y, bse=t=as(bsc)=ast=y=bry=br(arsc)
4. asc=bsec=y=as(bsre)=asry=t=bry=br(asc)
VI. ¢ = u:

asc=bsc=u<abek
asc=bsc=x<abel

l.asc=bsc=u=as(bsc)=asu=u=bsu=>br(arsc)
2.asc=u bsec=x=as(bsc)=asx=x=brsu=>bs(arsc)
3.as¢c=x,bsec=u=as(bsc)=asu=x=bsx=>bs(arsc)
4. asc=bsc=x=as(bsc)=asx=u=bsx=>bs(arsc)
VII. c = t:
asc=bsc=t<a,beM
asc=bsc=y «<a beN
1.a/c=b/c=t’=>a/(b/c)=a/t’=t'~b/t'=b/(a/c)
2.asc=t,bsre=y=as(bsrc)=asy =y =>bst' =brs(arsc)
3.asc=y,bsc=t=as(bsc)=arst =y =b/y =bs(asc)
4d.asc=brsc=y =as(bsc)=asy =t =brsy =bs(asc)
VIIL. ¢ = u":
asc=bsc=u<a bekK .
asc=bsc=x"<a,bel
l.ase=brsec=u=as(bsc)=asu =u =bsu =brarsc)
2.asc=u,bsre=x'=as(bsc)=asx'=x'=bsu =bs(arsc)
3asc=x,bse=u=as(bsrec)y=asu =x'=bsx =brs(arc)

4d.asc=bsc=x"=as(bsre)=asx'=u=bsx" =brs(asc)

De cette maniére, le théoréme est démontré.

Voici une conséquence immédiate du Théoréme 5 et du Lemme 2:

Corollaire 6. Pour tout triplet (a, b, ¢)e &,, les égalités suivantes sont
vérifiées:
(4) (axb)~c=(a~c)\b
(%) (axb)xa=ars(bra)=axb.

Théoreme 7. Les opérations \ et ~ de 'algébre &/, sont autodistributives,
c’est-a-dire que

(6) as(bsc)y=(asb)s(arsc)
(7) (bsrc)ra=(bra)s(cra)
(8) ax(bxe) = (axb)\(anc)
) (bxe)va = (bNa)\(cNa)

pour tout triplet (a, b, ¢) d’éléments de /5.
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Démonstration.

D’aprés le Lemme 2, (6) et (9) sont équivalentes de méme que (7) et (8). Alors,
if suffit de démontrer (6) et (8).

L’égalité (6) est vraie pour ¢ = 0, 1; pour ¢ € &, restants nous la prouvons de
la méme maniére comme (3).

Soit ¢ = x. Alorsa/ ¢ = xoua ¢ = u pour tout a € & ,. En tout cas possible
I'égalité (6) est verifiée. En effet, si K, L, M, N sont les ensembles de la démonstration
du Théoreme 5, nous obtenons:

l.asc=bsc=x=>abeKasbeK=>as(bsc)=asx=x=(asb)sx=
=(asb)/(arsc),

2.asrc=x,bsc=u=>aecK bel asbeL=as(b/c)=asu=u=
=(asb)sx=(asb)s(arsc),

3.as/c=u,bsc=x=>ael beK,asbeK=as(bsc)=asx=u=
=(asb)su=(asrb)s(asc),

4. asc=bsc=u=abelasbeL=as(bsc)=asu=x=(asb)/u=
=(asb)s(asc)
Par analogie, on démontre (6) pour ¢ = y,x', y', t,u, t',u’ et (8) pour tout

ce s,

Corollaire 8. Les opérations \ et ~ de l'algebre &/, sont réciproquement
distributives, c’est-a-dire que
(Df) as(bxe)=(asb)\(arsc)
(Dy) ax(bsc)=(axb)s(axc)
(D7) (bNc¢)sa = (bsa)N(c~a)
(Dy) (brc)na = (bNa)/(cNa)

pour tout triplet (a, b, ¢) d’éléments de <.
Démonstration.

Il est clair, que
as(bxe)=(bxc)na = (bNa)\(cna)=(asb)\(asc)
d’aprés (9). Analogiquement aussi (Dy), (D), (Dp) découle de (7), (8), (6), respecti-
vement.

Etudions maintenant les formes des lois ,,d’absorption‘* dans &#,. (Voir [3].)
Comme les opérations \ et ~ ne sont pas commutatives, il faut prendre en con-
sidération les expressions a~(a\b), as(b~a), (axb)sa, (bNa)sa, ax(a/b)
ax(bsa), (a~b)\a, (b a)\a. Sinous utilisons (ii) du Lemme 2, nous obtenons

as(axb)=a~(asb)=(bra)~na=(b\a)sa
ax(bsa)=(a\b)sa
as(bxa)=(asb)Na.
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Pour ces trois expressions du type ,,d’absorption‘ est verifié le

Théoréme 9. Pour tout couple (a, b) d’éléments de ./, les conditions suivantes
sont satisfaites:

(A) as(axb)=a\b
(A;) (axb)ra=a
(A;) (asb)~a=b.

Démonstration.

Ad(A,): Icias(axb)=as(bsra)=brs(asa)=brsa=axb daprés (3).
Ad (A;), (A;): En utilisant le théoréme de Foulis-Holland, nous obtenons:

(axb)sa=ax(axb)=(av((@avb)a(avb)a(av(anb)v
v (@A DY) A
Alav (@ vd)a(@vb)a(av(a ab)v(a ab))a
Al@v(@n(@avb)a(@avbd)ya(@v(aab)v(anab))v
vi@anan(@vb)a(@vb)a(av(a ab)v(a ab))=
=((@vba(@avd)a(av(a ab)v(a ab)a
A (a’ vl(a/\b)v(a/\b’)v(a/\(a’vb)/\(a’vb’)))=
(@asb)na=as(asb)y=(av(@vb)a(@vba(v(aab)v
v (@ A D)) A
Af@v(@vb)a(@vb)a(®d v(anab)v(a ab))a
Al(@vbd)ya(@avbd)yadvi(@ab)viaabd))yv
viaan(@avb)a(@vba® v(aab)v(a ab)v
v(a@a a(@avb)a(avbya(d vianab)v(a ab))=
=(avbya(@vba((@arb)yv(aanb)vb)=h.
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