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Analyza problémov
lokalneho prehladavania a ich heuristik

Mihalis Yannakakis, Murray Hill, U.S.A.

1. Uvod

Lokalne prehfadavanie predstavuje velmi éasto pouZivany vSeobecny pristup na rie-
Senie fazkych optimaliza¢nych problémov. Optimalizaény problém ma mnozinu riesend
a tucelovi funkciu, ktord kazdému rieseniu priraduje nejaku &iselnd hodnotu (cenu).
Cielom optimalizacie je najst optimdine rieSenie; t.j. také riesenie, ktoré ma minimalnu
(alebo maximalnu) cenu. Na ziskanie heuristiky lokdlneho prehPaddvania pre nejaky
optimaliza¢ny problém sa na mnoZine jeho rieSeni zavadza $truktira susednosti, t.j.
pre kazdé rieSenie daného problému sa Specifikuje mnozina k nemu ,susednych® rie-
Seni (okolie). Heuristika zalina v istom potiatoénom rieseni, ktoré sa bud zostroji
pomocou nejakého iného algoritmu, alebo sa vyberie ndhodne a dalej pokracuje tak,
Ze od daného rieSenia prechadza k nejakému lepsiemu susednému rieseniu a tento po-
stup opakuje tak dlho, kym také rieSenia existuji. Heuristika napokon skonéi v rieseni,
ktoré vo svojom okoli nema lepsieho suseda; t.j. v lokdlne optimdlnom rieSeni.

Téato schéma sa tspesne uplatiiuje pri rieSeni viacerych problémov. S heuristikami
lokdlneho prehPadévania sivisia dve dolezité otazky, a to (1) kvalita ziskaného riese-
nia, t.j. nakofko dobré si ziskané optiméa pre zvolend §truktiiru susednosti a v akom
vzfahu si lokdlne ku globilnym optimam a (2) aka je zloZitost heuristik lokalneho
prehlfadavania, t.j. ako rychlo mézeme najst lokdlne optima. Vo vybere struktury su-
sednosti je jasny trade-off: ¢im vadsie je okolie, tym lepsie budi lokdlne optima, ale
na druhej strane viak moze byt fazsie tieto lokdlne optiméa vypoéitat. Navrh dobrej
heuristiky lokdlneho prehfadavania preto obsahuje aj vyber takej susednosti, ktorej
sa v tomto ohfade podari dosiahnut vhodni rovnovahu. Napriek tomu, %e sa uz naslo
zopar principov a technik na vytvaranie heuristik, zostava az dodnes ndvrh a analyza
dobrej heuristiky lokdlneho prehfadavania hlavne vecou experimentélnej zruénosti.

Za poslednych par rokov sa obnovila aktivita v oblasti lokdlneho prehfadavania,
a to na experimentalnom, ako aj na teoretickom fronte. Experimentalny vyskum sa
zameriava na navrh rychlych algoritmov, ktoré hfadaji v rozumnom &ase rozumné
rieSenia pre velmi vefké pripady takych klasickych optimalizaénych problémov, ako
je napriklad problém obchodného cestujiceho; zatial o v teoretickom vyskume sa
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rozvija tedria zloZitosti lokdlneho prehfadavania. V tomto élanku podame prehfad asti
teoretického vyskumu v oblasti lokdlneho prehfadavania.

Lokalna optimalizacia sa pouZiva rovnako v siivislosti so spojitymi, ako aj s dis-
krétnymi optimalizaénymi problémami. V druhej &asti tohto éldnku sa budeme vefmi
stru¢ne zaoberaf pripadom spojitych problémov. V zbyvajucich ¢astiach ¢lanku sa
potom budeme venovat uZ len diskrétnym a kombinatorickym problémom. V tre-
tej ¢asti opiSeme niektoré z klasickych kombinatorickych optimaliza¢nych problémov
a §truktiry susednosti, ktoré si s tymito problémami spojené v heuristikach lokalneho
prehfadavania. Existuje mnoho inych problémov lokalneho prehfadavania, ktoré nepo-
chadzaju sice priamo z optimalizicie, ale napriek tomu ich moZ#no prirodzene vyjadrif
ako pripady lokalneho prehfadavania. Jednym takym prikladom je problém néjdenia
stabilnych konfigurdcii v neurénovych sietiach. Popiseme tento i daldie podobné pro-
blémy lokalneho prehfadavania, v ktorych je ciefom najst lokdlne optimum nejakej
vhodne definovanej tuéelovej funkcie.

Pocdet a kvalita lokdlne optimalnych rieseni a ich vztah ku globalnym optimam zavisi
od zlozZitosti daného optimaliza¢ného problému. Zname vysledky formalizujice tuto
zavislost uvadzame v Stvrtej Casti.

V 5. asti pojedndvame o zloZitosti problémov a prislusnych heuristik lokalneho
prehfaddvania. Skusenosti ukazuju, Ze heuristiky lokdlneho prehfaddvania konverguji
dost rychlo, v ¢ase, ktory mozno ohraniéif polynémom nizkeho stupria. Analytickych
vysledkov, ktoré by podporovali tieto experimentilne pozorovania vSak nie je vefa
a analyzovaf hoci len zloZitost najhorsieho pripadu heuristik je ¢asto netrividlna lo-
ha. Dokonca ani vtedy, ak ma heuristika lokilneho prehfaddvania exponencidlnu zlo-
zitost (najhorsieho pripadu) nie je vylicené, Ze lokdlne optima mozZno najst rychlej-
sie pomocou inych, moZno nie iteraénych metéd. Zaujimavym prikladom je v tomto
ohlade linedrne programovanie, na ktoré sa mozno pozerat ako na problém lokalne-
ho prehfadavania: vrcholy polytopu*) predstavuji riesenia a hrany polytopu uréuji
§truktiru susednosti. V tomto pripade sa lokidlna optimalnost zhoduje s globalnou
a §tandardnym algoritmom lokdlneho prehfadavania je simplexovd metdda, ktora si
v najhorSom pripade (a pre vaésinu pivotnych pravidiel) vyZaduje exponencialny po-
Cet iteracii. Ale linearne programovanie mozno vyriesit v polynomickom ¢ase pomocou
inych priamych metéd, ako je metéda elipsoidov alebo Karmarkarov algoritmus (ktoré
dokonca ani nepracuju s vrcholmi polytopu) [Kh, Ka).

Zlozitost najdenia lokdlne optimalnych rieSeni zostava pre mnohé zaujimavé pro-
blémy otvorend. Preto Johnson, Papadimitriou a Yannakakis zaviedli v [JPY] istd
zloZitostnu triedu. Tato trieda, ktori nazvali PLS (¢o znamena Polynomial-time Lo-
cal Search — lokélne prehfadavanie v polynomickom ¢ase) lezi kdesi medzi triedami P
a NP. Sicasné vysledky ukazali, Ze mnohé dolezité problémy lokalneho prehfadavania
si PLS-iplné (vzhfadom na vhodne definovanii redukciu). To znamena, Ze PLS cha-
rakterizuje zlozitost problémov lokilneho prehfadavania v tom istom zmysle, v akom

*) Autor pouziva pojem polytop na oznacenie polyedrickej mnoziny a v niektorych pripa-
doch nim oznaéuje polyéder, t.j. ohrani¢end polyedrickd mnozinu. Pozn. prekl.
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NP charakterizuje zloZitost (fazkych) optimalizaénych problémov. O tychto otazkach
budeme hovorit v 5. éasti a zhrnieme ich v 6. ¢asti ¢lanku.

2. Spojité problémy

Ked ¢lovek poluje o ,lokilnej optimdalnosti“, prvé ¢o si predstavi, je optimalizaény
problém v euklidovskom priestore R" nejakej kone¢nej dimenzie s prirodzenou eukli-
dovskou susednostou. V spojitom optimalizaénom probléme sa hodnota c¢(z) optima-
lizuje vzhfadom na (rieSenie) z € S. Mno#Zina rieseni S C R™ sa zvykne $pecifikovat
pomocou mnoZiny ohraniéeni, ktoré maji tvar nerovnosti g;(z) £ 0, ..., gm(z) £ 0,
kde vyrazy g;(z) (i = 1, ..., m) predstavuji vo vieobecnosti fubovolné n-arne redlne
funkcie premennych £ € R™. Riesenie z € S sa nazyva lokdlne optimdlnym rieSenim,
ak v otvorenej guli so stredom v bode z neexistuje lepsie riesenie; to znamend, Ze exi-
stuje nejaké kladné &islo ¢ také, Ze pre vietky rieenia y € S, ktoré nie si od riesenia
z vo vzdialenosti vaésej nez €, plati ¢(z) £ c(y).

Najjednoduchsim typom spojitych optimalizaénych problémov si tlohy linedrneho
programovania. V problémoch linedrneho programovania si aj celova funkcia ¢(z),
aj funkcie g;(z) uréujiice priestor pripustnych rieseni linedrne a lokdlna optimalnost
sa zhoduje s globdlnou, t.j. kazdé lokilne optimalne rieSenie je zarovein aj globalne
optimalnym rieSenim. To plati aj pre vieobecnejsi pripad problémov konvezného pro-
gramovania, ktoré sa vyznalujui tym, Ze ich uéelova funkcia je konvexna a priestor
pripustnych rieseni S tvori konvexni mnozinu (ak je priestor S uréeny tak ako v pred-
chadzajicom pripade pomocou funkcii g;, tak potom si tieto funkcie konvexné). Po-
mocou Chaéijanovej metédy elipsoidov alebo pomocou Karmarkarovho algoritmu [Kh,
K] mozno problém linedrneho programovania vyriesit v polynomickom &ase. Aj ulohy
konvexného programovania mozno riesit pomocou metSdy elipsoidov v polynomickom
ase za predpokladu, Ze mame k dispozicii algoritmus na riesenie problému ,separa-
cie“: algoritmus separacie pre dany bod £ € R" rozhodne, &z € S a ak z ¢ S, potom
Jje vystupom algoritmu nadrovina, ktora oddeli z od S (dalsie podrobnosti mozno najst
v praci [GLS]).

Ak tuéelova funkcia nie je konvexnd, optimalizaény problém je podstatne fazsi, a to
aj v tom pripade, ked je pripustny priestor S polyedricky (t.j. ked st funkcie g; li-
nearne). Po prvé neplati, Ze z lokalnej optimalnosti vyplyva globalna. Dalej NP-tazké
problémy mo?no pomerne Pahko zakddovat pomocou kvadratickej ucelovej funkcie.
UvaZujme napriklad problém batoha (Knapsack alebo Subset Sum problem): si da-

né prirodzené &isla ay, ..., a, a prirodzené &islo b. Rozhodnite, & sa b rovna suétu
niektorych &isel a;, t.j. & pre nejaké I C {1,...,3n} plati }_ a; = b. Tento problém
iel

n
mozno redukovat na problém minimalizacie Géelovej funkcie ) z;(1 — z;) za podmie-

n

nok )" a;z; =ba 0= z; 1 pre vietky ¢ = 1, ..., n. RieSenie ma najmensiu mozni
i=1

cenu (nulovii) prave vtedy, ak kaid4 premenna z; nadobida hodnotu 0 alebo 1. Pre-
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menné, ktoré nadobudli hodnotu 1, tvoria riesenie problému batoha. To znamena, e
problém (globalnej) optimalizacie je NP-fazky.

Vo vseobecnosti zvykni mavat algoritmy pre tilohy nekonvexného programovania
iterativny charakter; v kazdej iteracii vyberaji ,,dobry“ smer na prechod od aktudalne-
ho bodu (riesenia) k nasledujiicemu bodu. Vo vaésine pripadov nemaji tieto algoritmy
nadej na dosiahnutie globédlnej optimalnosti a redlne sa mé#u zamerat len na hfadanie
lokalneho optima. Murtyho a Kabadiho, Pardalosove a Schnitgerove, ako aj Vergili-
sove, Steiglitzove a Dickinsonove [MK, PS, VSD] vysledky naznaluji, ze dokonca aj
tento skromny ciel je vo v8eobecnosti azky. Ukazali konkrétne, Ze aj testovanie, &i je
dané rieSenie lokilne optimalne je NP-fazké a Ze naviac tato skutoénost plati aj pre
dost jednoduché typy tloh nekonvexného programovania.

Zaujimavy pripad, kedy mozno nijst lokilne optima za polynomicky ¢&as, je kon-
, n

kdvny problém batoha [MV]. Ulohou je minimalizoval hodnotu siétu ) ¢i(z;) za
1=

predpokladov Y a;z; = b a l; £ z; £ u; pre vSetky ¢ = 1, ..., n, kde kazda ¢;

je striktne kon‘k—élvna diferencovatelna funkcia. Vsimnite si, Zze problém batoha, ktory
‘sme formulovali vysgie, je zvlastnym pripadom tohoto problému, a preto je najdenie
globalneho optima NP-fazké. Uvedomte si tie%, ze ak budeme minimalizovat konkav-
nu funkciu definovand na konvexnej mnozine S, mézeme obmedzif svoju pozornost na
extrémne body mnoziny S [MV]. Ak je potom S tak ako predtym polytop, potom sa
mozno na problém pozeraf ako na spojity alebo na diskrétny optimalizany problém,
ktorého riesenim si vrcholy polytopu.

3. Diskréine problémy

MnoZina rieseni je v tomto pripade diskrétna a koneéna. Ako sme uZ spomenuli,
medzi spojitymi a diskrétnymi problémami nie je vidy ostry rozdiel a v mnohych
pripadoch méZeme ten isty problém chépat bud ako spojity, alebo ako diskrétny. Na-
priklad na problémy linearneho programovania sa mézeme pozerat ako na diskrétne
problémy. Predpokladajme kvoli jednoduchosti, Ze pripustny priestor je (ohraniéeny)
polytop, rieseniami (ulohy linedrneho programovania) si vrcholy polytopu a susedmi
vrcholu sii k nemu prifahlé vrcholy na polytope. Aj pri takejto formuldcii maji problé-
my linedrneho programovania ti délezitd vlastnost, Ze z lokilnej optimalnosti vyplyva
globélna optimalnost.

Najprv popiseme heuristiky lokalneho prehfadavania spojené s niektorymi zdkladny-
mi problémami kombinatorickej optimalizacie. Potom sa budeme zaoberat niektorymi
problémami, ktoré mozno formulovaf v terminoch lokilneho prehfadavania.
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Optimalizaéné dlohy

Na rozdiel od spojitych problémov neexistuje v pripade diskrétneho optimaliza¢ného
problému nejaka ,,prirodzena“ susednost. Pre ten isty optimalizaény problém mézeme
zaviest Pubovolne vela rozliénych struktir susednosti. Najdenie dobrej struktiry su-
sednosti zohrava v skuto¢nosti kPuéovi dlohu v navrhu dobrej heuristiky lokilneho
prehfaddvania. Definujeme teraz zopar problémov a mozné struktiry susednosti.

Mazimdlny rez. Pre dany graf s ohodnotenymi hranami nédjdite také rozdelenie vr-
cholov na dve &asti, pre ktoré je vdha rezu, t.j. suma vah hran spajajicich vrcholy
z tychto dvoch ¢asti, maximalna. Pre tento problém mo#no najjednoduchsie definovat
susednost tak, Ze dve rozdelenia sa povaZuju za susedné vtedy, ak jedno mozno dostat
z druhého presunutim jediného vrcholu z jednej strany rozdelenia na stranu druhi.

Rozdelenie (bisekcia) grafu. Opat mame dany graf s ohodnotenymi hranami a chce-
me najst také rozdelenie vrcholov grafu na dve &asti tentoraz rovnakej velfkost: Vi
a Va, pre ktoré viha rezu nadobiida minimélnu (alebo maximalnu) hodnotu. (Mini-
malizatnd verzia problému je ekvivalentnd maximalizaénej verzii.) Najjednoduchsia
susednost v tomto pripade je vymenna susednost: vymeii vrchol z jednej strany V;
za vrchol z druhej strany V5. Omnoho silnejsia susednost a vaésie okolie sa pouZiva
v Kernighan-Linovej heuristike [KL]. V tomto pripade nie je okolie symetrické, ale
zavisi od vah jednotlivych hran. Kernighan-Linova heuristika prechddza od jedného
rozdelenia k susednému rozdeleniu tak, e vykona postupnost gradientnych vymien,
t.J. v kazdom kroku postupnosti sa na vzajomni vymenu vyberie najlepSia mozna
dvojica vrcholov spomedzi tych, s ktorymi sa nehybalo v predchadzajicich krokoch
postupnosti. Pritom ,najlepsi“ v tomto pripade znamen4a, Ze vymeny vrcholov vedd
k minimalizacii ceny rozdelenia, t.j. vadha rezu sa (vymenou dvojice vrcholov) zmensi ¢o
najviac alebo vzrastie ¢o najmenej. Susednymi rozdeleniami daného rozdelenia si po-
toin tie rozdelenia, ktoré dostaneme po prvej, druhej, .. ., n-tej vymene vo vyssie spo-
menutej postupnosti. Ukazuje sa, Ze tato zakladnd myslienka pripisfajica, aby krok
z jedného riesenia do susedného riesenia pozostaval z bubovolného poétu zmien, vyuzi-
vajica gradientné kritérium na zvladdnutie potenciilne exponencilneho prehfadavania
neohraniéenej hibky, predstavuje fundamentdlnu a vePmi tispesni techniku lokalneho
prehfaddvania. Su mozné rozli¢né varidcie zakladného algoritmu. V modifikacii, ktoru
navrhli Fiduccia a Matheyeses [FM] sa kazda vymena z postupnosti rozklada na dva
kroky. V prvom kroku sa vyberie najlepsi (zatial nepohnuty) vrchol a prenesie sa
z jednej strany na drubi a potom sa (v druhom kroku) rozdelenie vyvézi presunutim
najlepsieho vrcholu z opaénej strany. Tieto heuristiky sa uispesne uplatnili v rozli¢énych
aplikaciach, napriklad pri ukladani obvodov [DK]. Konverguji prijatefne rychlo k do-
stato¢ne kvalitnym lokalne optimalnym rieSeniam. Vysledky rozsiahlych experimentov
a porovnanie so simulovanym #ihanim obsahuje praca [JAMS1].

Kernighan-Linovu heuristiku mozno zovseobecnif na rozdelenia vrcholov grafu na
viac neZ na dve Casti [GZ)]. Barnes, Vanelli a Walker navrhli v [BVW] pre tento pro-
blém intd heuristiku s netrividlnou susednostou. Tato heuristika riesi v kazdej iteracii
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dopravny problém, aby rozhodla, ktoré vrcholy prerozdelif pri prechode od jedného
rozdelenia k susednému rozdeleniu.

Problém obchodného cestujiceho. Mdme dané ohodnotenia hran iiplného grafu na
n vrcholoch (,mestd“) a nasou idlohou je nijst ,najlacnejsi“ uzavrety sled, ktory*)
prechadza cez kazdé mesto prave raz. V Specidlnom pripade predstavuji mestd body
roviny a vahy hridn zodpovedaji euklidovskym vzdialenostiam medzi tymito bodmi.
Najjednoduchsia susednost je v tomto pripade 2-opt.: dve hrany (a, b), (c, d) sa nahra-
dia dvoma inymi hranami (a, ¢) a (b, d) a vytvori sa tym ina cesta (pozri obr.1.).

a c a c ‘
d b d b
Obr. 1

Ak sa napriklad v rovinnom euklidovskom pripade dve hrany (a, b) a (¢, d) navzdjom
kriZzuji, vyplyva z trojuholnikovej nerovnosti, Ze ich nahradenie diva vZdy lepsiu cestu,
ako bola ta pévodna. Vsimnite si vak, Ze v rovine moze aj pre taki cestu, ktora sa
nepretina sama so sebou, existovat 2-opt. krok, ktory zni%i jej cenu. Susednosf 2-opt.
mozno rozsirif na 3-opt., alebo este vSeobecnejsie na k-opt., v ktorej sa k hrin povodnej
cesty nahrddza k novymi hranami.

Lin-Kernighanova heuristika pri prechode od jednej cesty k susednej ceste umoziiuje
prelozif fubovolny poéet hran. Na to, aby mohla povolif neohrani¢ené prehfadavanie do
hibky a vyhla sa exponencialnej explézii, pouziva opat zloZitostné gradientné kritérium
[LK]. Zakladni ideu tejto heuristiky mozno naértmit takto: z danej uzavretej cesty
méZeme odstranif hranu (e, b) a dostaneme hamiltonovski cestu s koncovymi bodmi
a a b. Povazujme jeden z koncovych bodov, povedzme a, za pevny a druhy (3) za
volny. Ak priddme hranu (b, ¢) vychadzajicu z volného koncového bodu, vytvori sa
cyklus. V cykle exxstu_]e jedind hrana (c, d) incidentna s bodom c, ktorej odstranenim
sa cyklus rozpadne a vznikne nova hamiltonovska cesta s novym volnym koncovym
bodom d (pozri obr. 2.).

*) Z hladiska teérie grafov ide o ilohu néjst najkratsi hamiltonovsky cyklus. Pozri [Pl].
Pozn. prekl.
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Obr. 2

Tato operacia sa nazyva rotdcia. Pridanim hrany, ktord spija pevny koncovy bod
a s aktudlnym koncovym bodom d, méieme cestu vidy uzatvorif. Prechod Lin-
Kernighanovej heuristiky od jednej uzavretej cesty k susednej pozostava z tychto
krokov: najprv sa odstrani hrana, aby sa vytvorila hamiltonovska cesta, potom sa
uskutoéni postupnost rotacii a napokon sa opatovne spoja dva koncové body, aby sa
vytvorila uzavretd cesta. Rotacie, ktoré tvoria postupnost, sa vyberaji pomocou gra-
dientného kritéria a naviac pre ne plati, Ze #iadna z nich neméze zaviest opatovne do
cesty hranu, ktord bola uz raz odstranena.

Bentley a Johnson experimentovali s 2-opt., 3-opt. a Lin-Kernighanovou metédou
[B, BJMR, JAMS3] na velmi vefkych pripadoch. Pre pripady pozostavajiice z ndhodne
rozmiestnenych bodov v rovine dosiahli 2-opt., 3-opt. a Lin-Kernighanovou metédou
vysledky, ktoré sa od optimélnych odlisovali o menej nez 5,5%, 3,5 %, resp. 1,56%.

Problémy vyhladdvania

Problém vyhfadavania je vo vieobecnosti uréeny relaciou, ktora priraduje kazdému
vstupu jeden alebo mnozinu viacerych pripustnych vystupov. Ciefom vyhfadavania
je pre dany vstup uviest jeden z tychto vystupov. Existuje mnozstvo problémov vy-
hPaddvania, pre ktoré mozno definovat vhodnii iéelovi funkciu a potom preformulovat
povodny problém na iilohu najdenia nejakého lokdlneho optima tejto funkcie. Uvazuj-
me napriklad nasledujici problém, ktory predlozil Knuth: je dand matica A typu mxmn,
kde m < n. N4jdite (regularnu) podmaticu B typu m x m matice A tak, ze absolitna
hodnota #iadneho prvku matice B~!A nepresahuje hodnotu 1. Ked pouzijeme Kra-
merovo pravidlo, nie je tazké vidiet, Ze tento problém je ekvivalentny nasledujicemu
problému lokalnaho prehfadavania. Rieseniami su (regularne) podmatice typu m x m
matice A, cenou podmatice je absolitna hodnota jej determinantu a dve matice si
susedné, ak jednu mozno dostat z druhej vymenou niektotého stipca.

Nasledujiici problém vznika v sdvislosti s markovovskym rozhodovacim procesom
s koneénym poétom stavov, ked chceme najst takd taktiku, ktord by maximalizovala
pravdepodobnost toho, Ze proces dosiahne jeden z danej mnoziny ciefovych stavov
[C, H]. Je dany orientovany graf M, ktorého vrcholy (alebo stavy) si rozdelené do
troch mnozin: mnoziny R randomizujicich vrcholov, mnoZiny C riadiacich vrcholov
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a mnoziny T ciefovych vrcholov. Pre kazdi hranu i — j vychddzajicu z Pubovolné-
ho randomizujiceho vrchola i je dana prechodovéd pravdepodobnost p;;. (Markovova)
taktika 7 vybera pre kazdy riadiaci vrchol jeden prechod (vystupni hranu). Problém
spoéiva v najdeni postupu, ktory maximalizuje pravdepodobnost toho, Ze sa proces,
ktory zalina v danom poéiatoénom stave dostane do nejakého ciefového stavu. Pred-
pokladajme kvéli jednoduchosti, Ze z kazdého vrcholu moZno dosiahnut nejaky vrchol
mnoziny T'. Potom je tento problém ekvivalentny tlohe najst pre vSetky vrcholy i z M
mnozinu hodnét v(z) spliiajicich nasledujiice podmienky:

(1) v(i) =1 ak i1€T;
(2) v(i) = JZp;,-v(j) ak i€ R;
(3) v(i) = r’pﬁaaxv(j) ak ieC.

Hodnoty v(7) si maximéalne pravdepodobnosti toho, Ze proces za¢inajiici vo vrcho-
le 7 dosiahne pri optimalnom postupe ciefovy stav. Tieto hodnoty mozno vypoéitat
pomocou itera¢ného algoritmu: pre dand taktiku 7 sa vypoéitaji pravdepodobnosti
v, (i) toho, %e markovovsky rozhodovaci proces, ktory vychadza zo stavu i a zachovava
.taktiku 7, dosiahne mnozinu T'. Je zrejmé, Ze hodnoty v, (i) vyhovuji podmienkam (1)
a (2). Ak spliiaju aj tretiu podmienku, tak potom je taktika T optimalna. V opatnom
pripade nech ¢ € C je riadiaci vrchol, pre ktory neplati podmienka (3). To znamen4,
Ze pre niektory vrchol j, ktory nasleduje bezprostredne za i, plati v, (i) < v(j). De-
finujeme novi taktiku 7/, ktora sa zhoduje s 7 aZ na to, Ze sa pre riadiaci vrchol 7
nevybera hrana idica do vrchola j. Tento iteraény algoritmus konverguje v koneé¢nom
¢ase, a to z toho dovodu, Ze sa v kaZdej iteracii zvaésuje hodnota funkcie ) v, (7). To
znamend, Ze na iteraény algoritmus sa mézZeme pozeraf ako na heuristiku lokalneho
prehfadavania pre téelovi funkciu ) v(i). Tento algoritmus si moze vyzadovat expo-
nencidlny poéet iterdcii. RieSenie viak moZno vypotitat aj v polynomickom &ase tak,
Ze sa vyriesi iloha linedrneho programovania: minimalizovat ) v(i) za predpokladu,
Ze platia vyssie uvedené podmienky (1) a (2) a podmienka (3') v(i) 2 v(j) pre vietky
vrcholy ¢ € C a hrany i — j. Velmi podobny problém vznika aj pri ohodnocovani
logickych pravidiel [UvG]. Treba néjst riesenie, ktoré spifla mnozinu podobnych pod-
mienok, ako si (1)-(3), ale v tomto pripade s tym rozdielom, Ze p;; si prirodzené
tisla. Ullman a van Gelder ukazali, e v tomto pripade netreba siahnuf k linedrnemu
programovaniu, pretoZe iteraény algoritmus konverguje najviac po n iteraciach.

Zlozitejsi problém vznikd, ked markovovsky rozhodovaci proces rozdirime na hru
dvoch 0s6b s randomizéciou [C]. Opaf mame orientovany graf M, ktorého stavy (vr-
choly) st rozdelené na mnoziny R randomizujicich stavov, mnoZzinu T ciefovych sta-
vov, mnozinu C1-stavov ovladanych prvym hri¢om a napokon mnozinu C2 stavov
ovlddanych druhym hri¢om. Mame tieZ dané prechodové pravdepodobnosti pre hrany
vychadzajice z randomizujicich stavov. Prvy hra¢ sa usiluje maximalizovat pravde-
podobnost dosiahnutia ciefového stavu, zatial ¢o druhy hra¢ sa tito pravdepodobnost
usiluje minimalizovat. Problém spoéiva:vo vypoéte optimalnych stratégii pre tychto
dvoch hragov. Predpokladajme kvéli jednoduchosti, %e sa z kazdého vrcholu (stavu)
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bez ohfadu na postup druhého hra¢a mozno dostat do ciefového stavu (graf mozno
upravif tak, aby sa problém redukoval na tento pripad). Potom je problém ekvivalent-
ny najdeniu rieSenia vyhovujiceho nasledujiicim podmienkam:

(1) v(i)=1 ak i€Tj;

(2) . 'U(l) = Zp,—,-v(j) ak 1 € Rj;
i

3) v(i) = r'n_?}xv(]) ak ieCl,

(4) v(i) = {r_xgl v(j) ak ieC2.

Riesenie opatf mézeme nijsf pomocou iterativneho algoritmu. Nech je dany postup
(taktika) 7 pre C2, t.j. pre kazdy vrchol i € C2 je uréeny vyber bezprostredného
nasledovnika 7(i). Potom mézeme rovnako ako v predchadzajicom pripade vypoéitat
v polynomickom &ase (pomocou linedrneho programovania) riesenie spiiiajiice pod-
mienky (1)-(3) a podmienky v(¢) = v(7(i)) pre i € C2. Ak toto riesenie vyhovuje aj
podmienkam (4), je potom r optimdlna taktika pre C2 a rieSenie ddva aj optimalnu
taktiku pre C'l. Ak podmienka (4) nie je splnend, mézeme taktiku 7 modifikovaf zme-
nou vyberu pre ten vrchol i € C2, pre ktory neplati podmienka (4). Aj v tomto pripade
iterativny algoritmus konverguje, pretofe znizuje hodnotu uéelovej funkcie. Rovnako
ako predtym, aj na tento problém sa mozno pozeraf ako na problém vypoétu lokalne
optimalneho riesenia pre tito elovi funkciu [C]. V tomto pripade nevieme, ¢i dany
problém mozno riesit v polynomickom ¢&ase.

Nakoniec uvedieme este jeden dolezity pripad, v ktorom sa lokdlna optimalizacia
pouziva (len) ako dokazovy prostriedok na najdenie stabilnych konfiguracii v neuréno-
vych sietiach v Hopfieldovom modeli [Ho]. Nech je dany neorientovany graf, v ktorom
je kaZdej hrane e priradend (kladna alebo zdporna) vaha w, a kazdému vrcholu v
prahova hodnota t,. Konfigurdcia priraduje kazdému vrcholu v stav s,, ktory je bud
rovny 1 (,,zapnuty“), alebo —1 (,,vypnuty“). (Niektori autori pouZivaji miesto hodnot
1 a —1 hodnoty 1 a 0, av8ak obe verzie si ekvivalentné). Vrchol v je $fastny, ak
sy =la Y wyusu+t, 20alebos=-1a ) wyys,+1t, £ 0. Konfigu-

(u,v)EE (u,v)EE
racia je stabilnd, ak su v8etky vrcholy $fastné. A priori nie je vobec jasné, Ze taka
konfiguracia existuje. Skutoéne, v pripade orientovanych sieti stabilna konfiguricia
ani nemusi existovat [Go, Li]. Na druhej strane Hopfield ukdzal, e v neorientovanych
sietiach vidy existuji stabilné konfiguracie [Ho] (pozri aj [GFP]). Zaviedol téelovi

funkciu ) sysy + D ty a tvrdil, Ze ak je vybrany vrchol nesfastny, potom sa
(u,v)EE vev .
zvysi zmenou jeho stavu hodnota téelovej funkcie. To znamena, e stabilna konfigu-

ricia zodpoveda lokilne optimalnemu rieseniu pre takito Géelovi funkciu a vzhfadom
na okolie, ktoré tvoria konfiguracie odliSujice sa od danej konfiguracie stavom jediné-
ho vrcholu. Hopfield v praci [Ho] navrhol pouzif tento model ako asociativnu pamat
s opravovanim chyb, kde by uloZené slova zodpovedali stabilnym konfiguraciam. Ne-
skorsie prace uvazovali o pouZiti takychto sieti na kombinatoricki optimalizaciu (&i
uz v jej povodne diskrétnej alebo v spojito analégovej verzii) [HT, BG]. V sti¢asnos-
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ti existuje rozsiahla literatdira venovana tomuto modelu, viac informécii mozno najst
v pracach [Go, Li, P].

4. Lokdlne versus globdlne optim4a

Ak je kaZdé lokéilne optimum zaroveti globilnym optimom, hovorime, %e $truktira
susednosti je pre dany optimalizaény problém erakind. Napriklad pre problém mi-
nimalnej kostry grafu je exaktnou ta susednost, v ktorej mozeme prejst od jedného
rieSenia (kostry) k susednému rieseniu tym spésobom, Ze k stromu priddame nejaki hra-
nu a potom z (jediného) cyklu, ktory takto vznikol, odstranime nejaki ind hranu. Pre
Pubovolny optimalizaé¢ny problém mozno vidy dosiahnuf zhodu lokalnych a globéalnych
optim tym, Ze sa vyberie dostatoéne Sirokd struktira susednosti. Problém je v tom,
Ze potom mozZe byt tazké prehfadat okolie; t.J. uréit, & je rieSenie lokalne optimalne
a v pripade, Ze tomu tak nie je, najst lepsie susedné rieSenie. V mnohych klasickych
dobre riesitelnych optimalizaénych problémoch bolo skutoéne délezitym krokom riese-
nia charakterizovat exaktni susednost; to znamena, dokazat teorému, ktord tvrdi, Ze
rieSenie nie je optimalne prave vtedy, ked ho mézeme zlepsif pomocou nejakej pertur-
bacie a potom néjst algoritmus na hfadanie takejto perturbacie. Napriklad v probléme
maximdlneho toku (a problému najpo&etnejsieho pérenia) tok (alebo parenie) nie je
maximélny (najpoéetnejsie) prave vtedy, ak existuje zva¢sujica polocesta.*) Pre pro-
blém toku s minimalnou cenou (podobne pre problém vazeného perfektného parenia)
tok (alebo perfektné parenie) nie je optimalny (optimalne), ak vo zvysku siete existuje
cyklus so zapornou cenou (resp. alternujici cyklus so zadpornou cenou) [PS2]. Je jasné,
%e pre NP-fazké optimalizainé problémy nemo#no oéakavat najdenie takych dobrych
charakterizacii. Aby sme mohli pouZit 8truktiru susednosti ako ¢ast rozumnej heuris-
tiky lokalneho prehfadavania, musime prinajmensom byf schopni prehfadat mnoZinu
susednych rieseni.

Rozli¢né vysledky poukazuji na isté obmedzenia pre NP-tazké problémy. Viaceri
autori ukazali, Ze pre problém obchodného cestujiceho musia mat exaktné okolia**)
exponencialnu velkost (za predpokladu, Ze nezavisia na idajoch, t.j. nezavisia na vzdia-
lenostiach) [WSB, V]. Tato skutoénost zostava v platnosti aj vtedy, ked ide o pripady,
v ktorych si vietky.vzdialenosti rovné bud 1, alebo 2 (a teda spiiiajii trojuholnikovi
nerovnost). Papadimitriou a Steiglitz ukazali, Ze ak (za predpokladu P # NP) mézeme
prehfadaf okolie v polynomickom ¢ase, tak potom okolie neméze byt exaktné a naviac,
ak neplati trojuholnikova nerovnost, musia existovat lokdlne optimd, ktoré si fubo-
volne horsie, ako je globdlne optimum [PS2]. Zostrojili zIé priklady aj pre heuristiky
k-opt. V ich prikladoch existuje len jedina optimalna uzavreta cesta, ale sti¢asne exis-
tuje exponenciilne vefa druhych najlepsich uzavretych ciest, pre ktoré plati (i), Ziadnu
z nich nemo#no zlepsif vymenou menej nez 3/8 celkového poétu hran a (ii) kazdd ma

*) Pozri [Pl]. Pozn. prekl.

**) Nech je pre skimany problém dand exaktnd struktira susednosti. Potom exaktnym
okolim daného rieSenia je mnozina rieseni, ktoré si podfa danej (exaktnej) struktiiry sused-
nosti susedné s danym riesenim. Pozn. prekl.
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velmi vefki cenu Pubovolne vaésiu, nei je optimalna cena (za podmienky, Ze neplati
trojuholnikova nerovnost). To znamend, Ze pre k-opt. s pevnou hodnotou k (v sku-
tonosti pre k < 3n/8) predstavuje vsetkych tychto exponencidlne vefa uzavretych
ciest lokalne optimad nizkej kvality [PS1]. Rodl a Tovey $tudovali problém maximalnej
nezavisle] mnoziny a zostrojili graf G s tou vlastnostou, ze pre kazdu $truktiru su-
sednosti polynomickej vefkosti ma graf G (po pripadnom premenovani) exponencidlne
vela nezavislych mnozin, ktoré si sice lokalne, ale nie globalne optimalnymi rieSeniami
[RT).

Empirické poznatky ukazuji, Ze heuristiky lokalneho prehfadavania davaji vePmi
dobré priblizné riesenia. Napriklad, ako sme u? uvadzali, heuristiky problému ob-
chodného cestujiceho dosahuji pre ,typické“ pripady v rovine rieenia, ktoré sa od
optimalneho odli$uji o par percent a davaji lepsie vysledky nez iné algoritmy, kto-
ré maji lepsie aproximaéné vlastnosti v najhorSom pripade (napriklad Christofidov
algoritmus). Nevieme o Ziadnych analytickych vysledkoch, ktoré by toto spravanie
zdovodiovali. Ked sa na kvalitu aproximdcie pozrieme z hPadiska najhorsieho pripa-
du, existuju pre vaésinu heuristik z1é priklady a nie je mozné zaruéit Ziadne ohranicenie
pomeru ceny rieSenia k cene optimalneho rieenia. V pripade maximalneho rezu ma
kazdy lokalne optimalny rez vzhfadom na jednoduchi susednost vihu rovnu prinaj-
mensom polovici celkovej vahy vsetkych hran, a teda trividlne neméze byt viac ne
2krat mensi, nez je optimum. Hodnotu 2 mozno dosiahnut aj r6znymi inymi sposobmi,
ale nevieme o #iadnom aproximativnom algoritme, ktory by mohol zaruéit lepsi pomer.

5. Zlozitost

Uvazujme problém lokalneho prehfadavania II. Problém ma mnozinu pripadov, kai-
dy pripad ma mnoZinu rieSeni a s rieSeniami je spojend nejaka uéelovd funkcia a §t-
ruktira susednosti. Pri $tidiu zloZitosti problému Il a jeho heuristik lokalneho pre-
hPaddvania vznikaji rozne zaujimavé otazky. Po prvé, vSimnite si, Ze pre niektoré
rieSenia moZe existovat viac nei jedno lepsSie susedné riesenie, a teda heuristika ma
moznost vone si vybrat, do ktorého z tychto susednych rieseni prejde. Pravidlo vyberu
lepsieho susedného riesenia pre kazdé rieSenie, ktoré nie je lokdlne optimalne, nazve-
me pivotngm pravidlom. Vyber pivotného pravidla méze drasticky ovplyvnit zloZitost
heuristiky lokélneho prehfadavania. Uvazujeme napriklad problém maximalneho to-
ku*) so struktirou susednosti, ktord zodpoveda zvaésovaniu (toku) po poloceste. Je
dobre zname, 7e ak vyberieme zvacSujiice polocesty Pubovolne, potom budeme moz-
no potrebovat exponencidlny pocet zviacsovani toku, ale ak zvalSujeme tok vidy po
najkratsej (zvacsujicej) poloceste, tak potom nijdeme optimum po koneénom pocte
iterdcii (pozri napr. [PS2]). Pri skimani heuristiky lokalneho prehfadavania chceme
teda analyzovaf jej zloZitost pre rozliéné pivotné pravidla a pokusif sa tiez charakteri-
zovat najlepsie mozné pravidlo.

*) Pozri [Pl]. Pozn. prekl.
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Po druhé, vSimnite si, Ze ak aj heuristika lokilneho prehfaddvania ma exponencial-
nu zloZitost, to eSte neznamena, Ze lokilne optima nemoéZeme najst fahsie pomocou
nejakych inych, tplne odlisnych metéd. Napriklad najlepsi spésob na rieenie pro-
blému minimalnej kostry nie je heuristika lokalneho prehfadavania, ale $tandardny
gradientny algoritmus. To znamen4, Ze ked hovorime o zloZitosti samotného problému
prehfaddvania (t.j. ndjdenia nejakého lokdlneho optima), musime pripustit vietky typy
algoritmov.

Analyzovaf zloZitost konkrétnych problémov a heuristik lokalneho prehfad4vania nie
je Tahka iloha. UvaZujme napriklad pripad linedrneho programovania so simplexovou
metSdou a prislusnym algoritmom lokalneho prehfadavania. Vo viacerych &lankoch sa
skumala zloZitost simplexovej metédy a pre mnohé beiné pivotné pravidld sa skon-
struovali zlé priklady, ktoré ukazali, Ze tieto pravidla vedi k exponencidlnemu poétu
iteracii [KM, J]. Nie je vSak este zndme, & existuje pivotné pravidlo, pre ktoré sa zo
simplexovej metddy stane algoritmus pracujici v polynomickom éase. Hirsch vo svo-
jej domnienke tvrdi, Ze kaZdy ohraniteny polytop*) ma vidy maly priemer; priemer
polytopu dimenzie d s najviac m stenami nepresahuje hodnotu m — d [KW]. Platnost
tohoto tvrdenia sa sice pre niektoré polytopy podarilo ukazat, ale vo véeobecnosti zo-
stava otvorené. Je zndme, Ze monoténna verzia Hirschovej domnienky (t.j. Ze sa cena
musi v kaidom kroku zlepsovat) replati: Todd uviedol priklad, v ktorom bez ohfadu
na pivotné pravidlo musi poéet iteracii presiahnuf hodnotu m —d, aj ked dolny odhad
pre tento priklad je stéle len linedrny [T]. Napokon, vSimnite si, Ze uréenie zloZitosti
samotného problému linearneho programovania bolo dost dlhy ¢as otvorenym problé-
mom, a kym sa neobjavil iplne odlisny algoritmus (metéda elipsoidov [Kh]), ktory
nepouziva lokalne prehPadavanie.

Charakterizovanie zloZitosti mnohych problémov lokalneho prehfadavania predsta-
vuje podobné otvorené problémy. Z tychto dévodov, aby sa bolo mozné zmocnit uvede-
nych problémov, sme zaviedli v praci [JPY] zloZitostni triedu nazvami PLS. Problém
lokalneho prehfaddvania II patri do triedy PLS**), ak jeho okolie***) mo#no pre-
hfadaf v polynomickom &ase. Formalnejsie I patri do PLS, ak existuji nasledujiice
tri algoritmy A, B, C s polynomickou éasovou zloZitosfou.

1. Pre dany pripad I problému II algoritmus A predloZi nejaké pripustné riesenie
pripadu 1.

2. Algoritmus B pre dany pripad I a refazec s uréi, & je s rieSenim pripadu I a ak
éno, vypotita jeho cenu.

3. Algoritmus C pre dany pripad I a riesenie s uréi, ¢ je s lokdlne optimum a ak
nie, C uvedie susedné rieSenie s lepSou cenou.

*) V tomto pripade sa pojmom polytop oznacuje polyéder. Pozn. prekl.

**) Polynomial local search. Pozn. prekl.

***) Rozumie sa okolie lubovolného riesenia problému II, t.j. mnoZina rieseni, ktoré si
k danému riesenin susedné vzhfadom na struktiru susednosti problému P. Pozn. prekl.
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Vsetky beZné problémy lokalneho prehfaddvania (napriklad tie, €o boli popisané
v 3. tasti) patria do PLS. Této trieda lezi nickde medzi triedami Ps a NPg*), o
si obdoby tried P a NP pre problémy prehladdvania. Je moiné, Ze sa PLS zhoduje
s jednou z tychto dvoch tried, ale najprijatelnejsia domnienka je, ze PLS leZi prave
medzi nimi. Na druhej strane sa ukazalo [JPY], Ze Ziaden problém z PLS neméze byt
NP-fazky, pretoze v opatnom pripade by platilo NP = co-NP*¥*). Tomu viésina Fudi
neveri, a teda je nepravdepodobné, Ze by sa PLS rovnala NPs. Na druhej strane na
to, aby sa ukazalo, e vSetky problémy z PLS mozno riesit v polynomickom éase, by
bol potrebny vieobecny pristup na najdenie lokalnych optim. Tento pristup by musel
byt prinajmensom taky domyselny ako metéda elipsoidov, pretoZe linedrne programo-
vanie patri do triedy PLS. V skutoénosti patri linedrne programovanie medzi &leny
PLS s najlepsimi vlastnostami (napriklad lokalna a globdlna optimalnost sa zhoduje,
problém globdlnej optimalizicie patri do P a nie je NP-fazky, ako je tomu v pripade
inych problémov triedy PLS).

V praci [JPY] bola zaveden4a redukcia medzi problémami lokdlneho prehfadavania,
nazyvana PLS redukciou: problém A sa redukuje na problém B, ak existuje algorit-
mus f s polynomickou &asovou zloZitosfou, ktory transformuje pripad I problému A
na pripad f(I) problému B a iny algoritmus polynomickej ¢asovej zloZitosti, ktory pre
Pubovolné lokilne optimalne rieenie pripadu f(I) problému B zostroji rieSenie pri-
padu I problému A. Ukazaf, ze problém A je PLS-liplny vzhfadom na tito redukciu
znamenad, ze pre problém A mozno najst lokilne optima v polynomickom Case prave
vtedy, ak sa to d4 spravif aj pre vSetky problémy z triedy PLS. V praci [JPY] sme
dokazali PLS-tiplnost dvoch problémov. Jednym bol genericky problém zvany FLIP
a druhym bol problém rozdelenia grafu vzhPadom na Kernighan-Linovu susednost.
Pripomenieme si z 3. ¢asti, Ze ide o dost komplikovani susednost a Ze pre dané roz-
delenie musime vykonat neohrani¢eny poéet vymen, kym dostaneme lepsie susedné
rozdelenie. Johnson, Papadimitriou a Yannakakis si v praci [JPY] vsimli, Ze uréit, &i
je riesenie lokdlne optimalne vzhfadom na Kernighan-Linovu susednost, je P-iplny
problém. To isté plati aj o probléme FLIP. Vyslovili domnienku, Ze to je nevyhnut-
né na to, aby bol nejaky problém PLS-tiplny. Odévodiiovali to tak, Ze ak algoritmus
C z predchidzajicej definicie PLS problému II pracuje napr. v LOG-SPACE, potom
nevyuziva naplno polynomicky ¢&as, ktory je pre problémy z PLS povoleny, a teda sa
neda ocakavaf, Ze Il bude schopny simulovaf vSetky problémy z PLS (samozrejme za
predpokladu, ze P # LOG-SPACE).**¥)

Tito domnienku neddvno prekvapujiico vyvratil Krentel [K1], ktory ukdzal, Ze na-
sledujici problém maximalnej splnitefnosti je PLS-tiplny: pre dani mnozinu ohodno-
tenych klauzil treba najst také priradenie pravdivostnych hodnot, pre ktoré sa celkova

*) Trieda Ps (resp. NPs ) predstavuje triedu vietkych problémov, pre ktoré mozno najst
suboptimaélne riesenie v polynomickom ¢ase na deterministickom (resp. nedeterministickom)
Turingovom stroji Pozn. prekl.

**) Nech je £ kone¢nd neprazdna abeceda, ©* oznacuje vsetky slovi nad abecedou E
Potom co-NP = {£*\ L; L je jazyk nad ¥ a si¢asne L € NP}. Pozn. prekl.

***) DLOG-SPACE (NLOG—SPACE) je trieda problémov riesitelnych na deterministickych
(nedeterministickych) Turingovych strojoch v priestore O(log n). Pozn. prekl.
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véha splnenych klauzil ned4 zvysit zmenou Ziadnej (jednej) premennej. Overenie, Ze
rieSenie tohoto problému je lokilne optimalne, patri do triedy LOG-SPACE. Tento
vysledok zvysil pravdepodobnost toho, #e aj iné podobné problémy mézu byt PLS-
uplné.

V poslednom ¢ase sa ukézalo, Ze viacero zaujimavych problémov lokdlneho prehfada-
vania je PLS-tiplnych: konkrétne problém maximalneho rezu, problém rozdelenia grafu
(vzhfadom na vymenni susednost), problém maximalne;j splnitefnosti pre klauzuly diz-
ky 2 a problém néjdenia stabilnych konfigurcii v neurénovych sietiach [SY]. Tento
posledny vysledok mozno interpretovat tak, Ze neurédnové siete s univerzilne v tom
zmysle, Ze kazdy problém lokdlneho prehfadavania patriaci do PLS mo#no vhodnou
upravou vidh zakddovaf pomocou nejakej neurénovej siete. Pokial ide o problém ob-
chodného cestujiiceho, Papadimitriou nedavno ukézal, Ze tento problém je PLS-tplny
vzhfadom na Lin-Kernighanovu susednost [P]. Krentel dokdzal PLS-tplnost pre k-opt.
pre niektoré pevné (hoci z praktického hladiska prili§ velké) hodnoty k [K2]. Vietky
tieto vysledky ukazuji, e PLS-tiplnost je fenomén rozsireny podobne ako NP-tiplnosf
(hoci dokézat PLS-tplnost je obvykle o niekofko radov fazsie). Tak ako trieda NP
charakterizuje zlozitost kombinatorickej optimalizacie (mnoho prirodzenych dolezitych
problémov je NP-iplnych), poskytuje trieda PLS pravi charakterizaciu lokdlneho pre-
hPadédvania.

Aj ked trieda PLS bola zavedena kvéli stidiu zloZitosti samotnych problémov pre-
hPadavania, vysledky o diplnosti pomahaju aj pri analyze heuristik lokilneho prehfads-
vania. Existuje len velmi malo vysledkov o zloZitosti heuristik, ktoré sa oby¢ajne za-
kladaju na konstrukciach ad hoc a tykajii sa jednotlivych pivotnych pravidiel. Goles
a Olivos ukazali v praci [GO], %e problém néjdenia stabilnych konfiguricii v neuré-
novych sietiach konverguje v exponencidlnom &ase, ak sa vietky vrcholy aktualizuji
paralelne a synchronizovane. Haken a Luby ukazali v praci [HL], Ze heuristika lokal-
neho prehfaddvania s pravidlom najprudsieho zostupu ma exponencialnu zloZitost.

Vo vsetkych hore spominanych dékazoch PLS-tiplnosti mozno dosiahnuf v technic-
kom zmysle (pozri definiciu v [SY]) ,tesné“ redukcie, a teda medzi lokdlnymi opti-
mami oboch problémov existuje koreSpondencia a spravanie sa heuristiky lokalneho
prehfaddvania pre prvy problém A simuluje spravanie sa heuristiky pre druhy pro-
blém B. V triede PLS sa pomerne fahko daji zostrojif umelé problémy, pre ktoré
si heuristika lokdlneho prehfadavania vyzaduje exponencidlny &as. Z toho potom vy-
plyva, %e heuristiky lokdlneho prehfaddvania spojené so vietkymi vysSie uvedenymi
PLS-iplnymi problémami maji exponencidlnu zloZitost, plati, a to bez ohfadu na to,
aké pivotné pravidlo pouzivaju.

Dalsia otzka pre dany problém prehfadavania je: pre dany pripad a dané riesenie s,
najdite lokilne optimum, ktoré mozno dosiahnuf pomocou heuristiky lokalneho pre-
hfadavania zaéinajiicej v rieseni s. Tato otdzka je omnoho faZsia; je P-SPACE-iplnd*)

*) P-SPACE oznacuje triedu vietkych jazykov, ktoré moZno rozpoznaf pomocou nejaké-
ho deterministického Turingovho stroja, ktory pracuje v polynomickom. priestore a ktory sa
zastavi pre lubovolny vstup. Jazyk L je P-SPACE iiplny (vzhladom na polynomicki reduko-
vatelnost), ak L € P-SPACE a lubovolny jazyk L' € P-SPACE je polynomicky redukovatelny
na L. Pozri [GJ]. Pozn. prekl.
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pre vietky z vys$Sie spominanych problémov. Podobna tdloha — najst lokalne opti-
mum, ktoré je prinajmensom také dobré ako s (hoci nemusi byt nutne dosiahnutelné
pomocou heuristiky) predstavuje fahsi problém. Je to sim o sebe problém lokalneho
prehfadavania, a preto je ,len“ PLS-iplny.

Zaujimavym nevyrieSenym problémom je 2-opt. pre problém obchodného cestujiice-
ho. Lueker zostrojil priklady, pre ktoré si heuristika 2-opt. vyzadovala pre isté pivotné
pravidlo exponencidlny poéet iteracii [Lu]. Nie je zname, &i to je nevyhnutné, alebo &i
pre iné pivotné pravidlo nie je 2-opt. polynomicky ohrani¢ena. Pre pripad planarneho
problému obchodného cestujiiceho dokazali van Leeuwen a Shoone, 7e vietky prekri-
Zenia hrdn mozno odstranif po najviac O(n®) vymenach hran [vLS]. Vsimnite si vsak,
%e na to, aby vo vSeobecnosti bola uzavreta cesta v rovine 2-opt. nestaéi odstranit
vietky prekriZenia hran.

V praxi sa zistilo, Ze heuristiky lokdlneho prehfadavania konverguji vePmi rychlo.
Situdcia je podobna ako v pripade simplexovej metSdy. Vo viacerych pracach sa pre
linedrne programovanie uvazovali pravdepodobnostné modely, analyzovala sa o¢aka-
vana ¢innost simplexovej metédy a dokazalo sa, Ze priemerni zloZitosf mozno ohrani-
&t polynémom nizkeho stupnia. Zd4 sa, %e pravdepodobnostna analyza rafinovanych
heuristik lokalneho prehfaddvania (napriklad Lin-Kernighanovej) predstavuje velmi
tazky problém. Kern skigal v praci [Ke] 2-opt. heuristiku pre ndhodne rozmiestnené
body v jednotkovom &tvorci a dokazal, Ze ofakdvana zlozitost 2-opt. ma polynomicky
horny odhad (aj ked ide o polyném n'®). Tovey [T1, T2] analyzoval abstraktny model
pre problémy lokalneho prehfaddvania, v ktorom je struktirou susednosti n-rozmerna
hyperkocka, ktorej vrcholy zodpovedaju rieSeniam. Orienticia hran kocky (od hor-
sich k lepsim rieSeniam) indukuje déelovii funkciu. Tovey uvaZoval rozliéné prirodzené
rozdelenia na moznych orientaciach (napriklad v jednom takom rozdeleni boli vietky
moZné usporiadania vrcholov podFa ceny rovnako pravdepodobné). Potom dokazal, Ze
pri spomenutom rozdeleni je ofakdvana zloZitost heuristiky lokilneho prehfadavania
ohraniéena polynémom nizkeho stupiia.

Paralelna zloZitost

Heuristiky lokalneho prehfaddvania vyzaduji exponencialny éas len vtedy, ak s &isla
(véhy, vzdialenosti, atd.) velké a st bindrne kédované. Ked st ¢isla malé (polynomicky
ohrani¢ené) alebo ak problémy nie st vaZené, heuristiky konéia v polynomickom &ase,
pretoze kazda iterdcia zniZuje hodnotu uéelovej funkcie, ktord méze nadobudat len
polynomicky vela rozli¢nych hodnét. V tomto pripade by sme radi nasli algoritr’ﬁds,
ktory pracuje rychlejsie paralelne. Zaujimavou paradigmou paralelného vypoétu je
probiém mazim(ifnej nezdvislej mno#iny. Tento problém mozno chipat ako problém
lokalneho prehfadavania (pridanim vrcholu prechddzame od jednej nezavislej mnoziny
k susednej) a heuristika lokdlneho prehfaddvania pracuje v linedrnom ¢&ase, ale problém
mozno vyriesif pomocou rafinovanejsich paralelnych metéd v NC [KWi, Lu]. Luby
ukdzal, Ze problém maximalnej nezavislej mnoZiny mozZno formulovat ako zvlastny
pripad problému stabilnej konfiguracie tak, Ze sa vyberi vhodné (malé) vahy a nastolil
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otazku o paralelnej zloZitosti takto formulovaného problému. Nakoniec sa ukazalo, Ze
problém stabilnej konfiguricie (pre pripad, ked maji vSetky hrany ohodnotenie rovné
—1), ako aj neohodnotené verzie niekofkych inych problémov (napriklad maximalny
rez, nebo rozdelenie grafu pri vymennej susednosti) si P-iplné [SY].

6. Zavery

Podali sme prehfad ¢asti teoretického vyskumu v oblasti problémov lokilneho pre-
hPadédvania. Existuju pribuzné otazky, o ktorych sme nehovorili. Napriklad simulované
Zihanie, ¢o je randomizované rozsirenie lokalneho prehfadavania, ktoré dovoluje prile-
Zitostné vzostupné fahy [KGV]. Tato heuristika generuje v kazdej iteracii ndhodného
suseda aktudlneho riesenia; ak ma toto susedné riesenie lepsiu cenu, heuristika doii
prechadza, v opaénom pripade doii prechddza s pravdepodobnosfou p(A,T), ktora
zavisi od rozdielu cien (aktualneho a susedného riesenia) a od nastavitelného para-
metra T' (takzvanej ,teploty“). Potas behu algoritmu sa parameter T' prisposobuje;
zalina s vysokou hodnotou (ktorad ddva vysokd pravdepodobnost p vzostupného kro-
ku) a konverguje k 0. Podobné rozsirenie pouité pre neurdénové siete vedie k tzv.
»Boltzmanovym strojom*; pozri napr. [KA]). O simulovanom #ihani existuje rozsiahla
literatiira, a to teoretickd ako aj experimentdlna (pozri [vLA, JAMS] a citicie v tychto
pracach).

V lokdlnom prehfadavani zostiva mnoho otvorenych problémov. NajdoleZitejsia
a najfaZsia je otdzka, v akom vzfahu je trieda PLS k triedam P a NP. Okrem toho
existuje mnoho zaujimavych problémov lokilneho prehfadavania, o ktorych nevieme,
& patria do P alebo ¢&i si PLS-iplné. Ide napriklad o problém obchodného cestujiceho
vzhfadom na susednosf 2-opt., problém subdeterminantu a problém randomizovanej
hry dvoch oséb z 3. &asti tohto ¢lanku. Napokon, velmi malo sa spravilo v analyze
priemerného spravania heuristik lokdlneho prehfaddvania a to tak z hfadiska zloZitosti
ako i kvality aproximacie.
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Preklad Daniel Olejdr, oktéber 1990.

Setkani
s profesorem Gustavem Choquetem

na katedfe matematické analyzy MFF UK v Praze 25.10.1990
(Z magnetofonové nahravky prepsal, pielozil a upravil Mirko Rokyta)

Uvadé&jici: Jsem velmi rdd, e profesor Gustav Choquet piijal nase pozvini. Doufdm,
Ze diskuse s nim bude pro vds viechny zajimavd, profesora Choqueta budou také moz-
nd zajimat ndzory nasich studentu. Pokud se tjkd jazyka, navrhujeme angliétinu, ale
miZeme Tovné? hovotit francouzsky.

Prof. Choquet: Budu respektovat vétsinu, mame demokracii.

Tedy budeme mluvit Cesky? ... PoZddal jsem prof. Choqueta, aby ekl pdr slov tdvo-
dem, takZe prosim.

Je obtizné Fici nékolik slov ivodem a pfitom nevynechat nic podstatného. Nejprve
snad néco o francouzském vzdélavacim systému.

Zékladni 8kolu navstévuji Zaci mezi 6 a 11 rokem. Pak nasleduje stfedni vzdélani,
které se déli do dvou stupiii: collége a lycée. Collége studenti ukonéi asi ve 14 letech
a mohou pokradovat studiem lycea (lycée, néco jako vase gymndazium), které ukonéi asi
v 17 letech. Né&ktefi ovéem také aZ ve 20 ... Absolventi lycea ziskavaji titul bakalafe
a (coz je pro Francii specifické) kazdy, kdo m4 titul bakalafe, m4d pravo studovat na
univerzité. Nevim, jestli je to spravné, ale je to tak.

Bakalafskych titulu je mnoho: A, B, C, D, E, F, G, ... asi dvacet ¢&i tficet. Ty
zakladni jsou zaméfeny na matematiku a fyziku a spousty dalsich jsou v technickych
smérech. N43 sou¢asny ministr vzdélavani vznesl pied ¢asem pozadavek, aby 80% vsech
mladych lidi ziskalo titul bakaldfe. Vét§iné rozumné uvazujicich lidi se toto procento
zda vysoké, nehledé na to, Ze fixovat dopiedu poéet absolventu $koly je nesmyslné.
Dnes ma tento titul jen asi tfetina mladych lidi, ale uz ted mame problémy, protoze

30 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 37 (1992), &. 1
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