
Chapman University
Chapman University Digital Commons
Mathematics, Physics, and Computer Science
Faculty Articles and Research

Science and Technology Faculty Articles and
Research

2010

Regular Functions on the Space of Cayley
Numbers
Graziano Gentili
University of Florence

Daniele C. Struppa
Chapman University, struppa@chapman.edu

Follow this and additional works at: http://digitalcommons.chapman.edu/scs_articles

Part of the Algebra Commons, and the Analysis Commons

This Article is brought to you for free and open access by the Science and Technology Faculty Articles and Research at Chapman University Digital
Commons. It has been accepted for inclusion in Mathematics, Physics, and Computer Science Faculty Articles and Research by an authorized
administrator of Chapman University Digital Commons. For more information, please contact laughtin@chapman.edu.

Recommended Citation
Gentili, G., & Struppa, D.C. (2010). Regular functions on the space of Cayley numbers. Rocky Mountain Journal of Mathematics, 40(1),
225-241. doi: 10.1216/RMJ-2010-40-1-225

brought to you by COREView metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

provided by Chapman University Digital Commons

https://core.ac.uk/display/215746829?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1
http://digitalcommons.chapman.edu?utm_source=digitalcommons.chapman.edu%2Fscs_articles%2F15&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
http://digitalcommons.chapman.edu/scs_articles?utm_source=digitalcommons.chapman.edu%2Fscs_articles%2F15&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
http://digitalcommons.chapman.edu/scs_articles?utm_source=digitalcommons.chapman.edu%2Fscs_articles%2F15&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
http://digitalcommons.chapman.edu/science_articles?utm_source=digitalcommons.chapman.edu%2Fscs_articles%2F15&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
http://digitalcommons.chapman.edu/science_articles?utm_source=digitalcommons.chapman.edu%2Fscs_articles%2F15&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
http://digitalcommons.chapman.edu/scs_articles?utm_source=digitalcommons.chapman.edu%2Fscs_articles%2F15&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
http://network.bepress.com/hgg/discipline/175?utm_source=digitalcommons.chapman.edu%2Fscs_articles%2F15&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
http://network.bepress.com/hgg/discipline/177?utm_source=digitalcommons.chapman.edu%2Fscs_articles%2F15&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages
mailto:laughtin@chapman.edu


Regular Functions on the Space of Cayley Numbers

Comments
This article was originally published in Rocky Mountain Journal of Mathematics, volume 40, issue 1, in 2010.
DOI: 10.1216/RMJ-2010-40-1-225

Copyright
Rocky Mountain Mathematics Consortium

This article is available at Chapman University Digital Commons: http://digitalcommons.chapman.edu/scs_articles/15

http://dx.doi.org/10.1216/RMJ-2010-40-1-225
http://digitalcommons.chapman.edu/scs_articles/15?utm_source=digitalcommons.chapman.edu%2Fscs_articles%2F15&utm_medium=PDF&utm_campaign=PDFCoverPages


����� ����	
��
�����
 �� �
	���
	���
������ ��� ������ �� ����

������� ���	
��� ��


�� ��	� �� 	����� ������

�������� ���	�
� ��� �����
� � �	�����

���	���	 �� ���� ����� �� ������� � ��� ��������� ��
�� !"����# �� ��� ���$� � �� ��#"�# �!%&��� '����� ��������
�� �� �$�������() &���� �� � �����!*+"�,� ������ �� ����-�+
��-� .� ��!�# ��� %��� ���������� �� �� !"�� �!�$�����) ���
�� ��-�"�� ��� &���$ �"�%���� �� � �!�$���� �����# �� � ���+
��$!"�� ��������� ��  �-�� �� ��� ���!$�!�� �� ��� /��� ���� ��
�!$� �!�$�����

�� ������������� ��� � ������ ��� ����		�
������ �����������
����	��� ������� �� ���� ������ ������	 ���	� ����� �	 �
������	�� ��
����� ��� ������ �� ��� ��
������ 	����� ��� ��� � �������� ��	
�		��� ��
��� �� �����
� ��� ������	� �� ���	 ��!�
�� " 	�� �� ��� �� ��	
����
��� 
��	���
���� �� ���	 ������� �	 �� 
��	���� � ��	�	 � # ��� #
$� ��� � � � � ��� ��� �� �

� ��� ��������	

���� # �Æ�� % ������ � �� �� � # $� &� � � � � '�

����� Æ�� �	 ��� (����
��� ����� ��� ���� �	 ������� ����	�������

�� �� �� � ���)��� ��� �*��� �� $ �� ��� 	���� 
����������	 �� ���
��������� 	��

� # ��$� &� +�� �$� ,� -�� �&� ,� .�� �+� ,� '�� �&� -� '�� �$� .� '�� �-� +� .���

	� ���� ����� ������� �� � 
�� �� ������� �	 	 # 
�%
��

��� 
���� /��


�� ���� ��0�� �� � ������� ��	���� ��	 
��!����� 	 # 
��
��

��� 
���

��� ��	 	*���� ���� �	�� # 		 #
��

��� 

�
��

1�� ��	�
 �������	 �� � 
�� �� ������� �	�� ���� ����� �	

�� # $� ��� ��� ����� ��� ����� ����� ���������

	�� �!����� �$,���"�� � ��� �!����� �� ���� � 0���� ���-�����# �!��� ���
����������� �� ���� ����� 	��� ���, ��� &��� ������""# �!������� &# ������
�� ����0 ��� &# 0���

��$��-�� &# ��� ������� �� �����%&�� 1) 2334

��� ��!���"#���$����$��$�$��% ��&'�()*+ ,����� ��,-' ���.+/(. �/+*��/+(,0 ��.0��+(��

&&-



&&. �������� ���	�
� ��� �����
� � �	�����

/�� 
�� �	� ���	 �� ��	�������� �������� ���� ���  �� ���� �� ���
������� ����� ����������� ����� ��� 	��������� ��������� �� ��� ��� ��2
�����	 �	 �		�
������� �� 
��	���
� ��� ����� ��
����� ����� ��� � ����
���
� ��� 
�� ������ ��� ��� 	��	�*���� 
�� �������	� 3�  ����
����
��� 	��	 ���� �$� ��� ��� ����� ���� � ��	�	 ��� � 	��������� �� � �	����2
 ��
 �� ��� ������� � �� *���������	� 3� �	 ��	� ��  ���� ��� ���������
��
���
���� �� ������ ��
�� �	������

����� ����� ���� � ������� ���	��
 �� � �� �� ���

�� �

	 #
��

���


��� # �
� % 
���� % �
� % 
	�����

% ��
� % 

��� % �
� % 
����������

1��	  �� �	����� 	���	 ���� ����� ������ ������ 
�� �� �������
�� �	 ���� 
�� ��� ������	 ���
� ��� �� 	 # � % ���� �� �	 ���
*���������	 ���
� ��� ��	%	������ ���� ��������� ��� ��
�� �	�����

�$�
� # ��%���� % ��%������ % ���%���� % ��%���������

# 	%	�� % �	%	����� # �%����

4��
� ��5�������� � ������	 �� ��� 	 ���� �� 6���
 
�� �� ��0��� ��
���
����	 �� � �� ��� ��	� ��� ����	 ����  � ��	 ���� �  �����
�� 	���� ������� ���
����	 �� � ��0��� �	 ����2	�������	 �� 	�
�
� ������	� �� ����� ��� ������ �� �!" #" �$ ��" �%� ��� ���� ������	 ��
���	� ���
����	� 1�� 	���� �� ����2	�������	 �� 6���
2���� � ������	 �	
���� �� ����� ���� �� ������ ��� ������ �� 7�����2������� ���
����	 ��
*���������	 �	�� ��� ���� �� �%" &� �	 ���� �	 �$�� �� ��� 
�	� �� ������
������	�

8���� ��
����� ��� ������	 ���� �5���� �� ����������� ��0������ ���
������ �� ���������� ��� ���
����	 �� *����������
 ��������	 ��	 ���� ��
�� ���� �� ������ ���� 1��	 ����������� ������ �	 ���������� ��
��	� ��
�����	 ��� 	���� ��  ���� 	����	 ���� *����������
 
��Æ
����	 ���
� �	
�������	� ��
����� ���� ��� 7����� �  ���
� �	 ��������� " ��	
�� ����
�� ���	 ������ 
�� �� ����� �� ���" ��� ��� ��� ������	��� ������ 
��
0�� ��� ��	� ��
��� ������ ����	 �� �'" �(��



����
�� 5���	���� �5 ��6
�6 ��0���� &&'

3� ���	  � �� �� 	��� ��� ��� ����	 
�������� �� ���� 
�� �� �	��
�� 
��	���
� � 	������ ������ ��� ���
����	 ��0��� �� ������ ������	�
�� ����� �� ��'� ��� 	��� ������	���� �����	���	 ��� �  ��
�����	 �� ���
��	���	�

��� �	 ������ ��  ��� ���� 	 ���� ��  ����� ��������� ������
������	 ����  # �	 #

��
��� 
��� 	�
� ����

��
��� 


�
� # $�� 9���
�

���� �� � �  ���� �� # �$: ��� ���	 ���	�� ��� �������	 ��  ��� 
�����
��������� ����	�

)*+������ ���� ��� ; �� � ������ �� �� " ���� ��5����������
���
���� � < ; � � �	 	��� �� �� ������� �� ��� ����� � �  ��	
��	���
���� �� �� ��� 
�� ��� ���� � # � % ��  �		��� ������� ���
������ ��� 
��������� $ ��� � �	 ������� ��
 �� ;�� � ���� �� ���	�
�� �������� �� ���� ��	� 
��� ������� ���	� ���
����	 ��0��� �� �� � ��
	��	�� �� � *����������
 	��	 �
� 	 �� � ��� ���	� ��	���
���� �� �

�	 ������� ��
 ��� ����� � �  �	�

��	�� $�+� 1�� ��*�������� ���� � < ;� � �	 ������� �	 �*��������
�� ��*���� ���� ��� ����� � �� 

����
% ��� <#
$

&

�
�

�

% ���

�
���
% ��� # =�

�� ; � � �

��	�� $�,� 9���
� ���� !�	� ���� �� ���� ���	 ��0������ �� ����������

�� �� ����� ����� �� ��� 	 ���� �� ��� >������ �����������

�� 
�� ��0�� � ������ �� �2���������� �	 ������	<

)*+������ ��!� ��� ; �� � ������ �� � ��� ��� � < ; � � �� �
���� ��5���������� ���
����� 7�� ��� � �  ��� ���  ���� 	 # 
 % ��
�� ; �
 ��� � ��� ���� ������	 ����� �� ��0�� ��� ������������ �� �
�� 	 ��

����
% ��� <#
$

&

�
�

�

� �

�

��

�
���
% ����



&&? �������� ���	�
� ��� �����
� � �	�����

3� ���	  � �� ��  ���� ���� ������� ���
����	 
�� �� �� ��		�� ��
 ���� 	����	 �� ��� ����

���
���

	����

���� �� � �� 9��� ���� 	�
�  ���� 	����	 ��� ���� ��0��� ��
��	�
��� ������� � �	 ����������� ��� ���������  ����2�		�
������ �	�� ���
���� �� �����

1�� 
��� �� ���  � �� �	 4�
���� & ����� �� 	���� ��� 
�� ��� ��2
������ �� ��
���	 �� � �@�� �	����� &�-� �� 	��� ��� �� ����� 	�������
��	�	 ��� � �@�� �	����� &�.� ��� �� �	� ���	� ��	�	 �� �� ��	��� ����2
��� ���
����	 �� � �	 ����2�� ��	 �� ������� ��
 ���
����	� 1��	 ��	���
������ &�'� ���� ���� ����� �	 �� ����
 ���  ����	 �� ���� �� ����� �
������ ��� ���	� ������� ���
����	 ��
������ ��� ��������  ���
� �� ���
������� ������	  ���
� �� ��� ���
�� �� ��	�������� ������� ���

����	 ������ �	������	 ��� ��������� ������� ��� A����� �������
��� 4
����) ����� ��� ��� ������������ �� ��� ���� ���� �� ��� �����2
�����	����� ������ �� ��� 4����� �����2����  ����� 7������ �� ��� ����
�� ��	
���� ��� )���	 �� ������� ���
����	 ���� � ��	��� ��	 ���� �� ��#��
3�  ����
���� �� 	��� ���� ��� � 
��		 �� ������� ���
����	 ��� )���
	�� 
��	�	�	 �� ��� ����� �� �	������  ����	 ��� �	������ 	��2	 ����	�

�� ��,*�  *��* -��  *��* *.�-� ��� /�� �*0�1-� /������� 

�/ 	-21*2 ��34*� � 3� ����� �� 	����  ���������	 ���  ���� 	����	
�� 	 � � �� 0�	� ���� ���� ��� ��	�
  ��������� 	�� ���� � ��
�
������ �	 ������� �

������ �� 6�0������ $�&� 4��
� ��� 	�� �� �������
���
����	 �	 
������ ������� �� ����������� ���� ����  ���������	 ����
�
�������
 
��Æ
����	 �� ��� ����� ��� �������� ���		�
�� ��������	
�	�� ���� ���� ����� ��� ������ �� ��� "���B	 ��������


5*��*3 ���� ��� ����� ����� ������
��

��� 	
��� 
���� ����
� 

��	��� �� = 
 � 
 �� ����� 
�� ����� �� ������������ ���� 
�


�� ������ ��������� �����
��� ��� ����� 	 ��
� �	� � � �� ������	��

��� ����� 	 ��
� �	� 
 � � �� ��������� �� �	� � �� 
�� ������ ��
��������
�



����
�� 5���	���� �5 ��6
�6 ��0���� &&C

4��
� 
��������
� ��  ���� 	����	 �	 ������� �� 
�� �
� 	��	 �� ����	
��� ����  ���� 	����	 ��� ������� �� ����� ������ �� 
��������
�� 9���
���� �����  ���� 	����	 �	 ��	� ���� �������
�

1�� 0�	� �� ������ 
��	�*���
� �� ��� ��0������ �� ���������� �	 ����
��� ������� ���
����	 �� 
�� �������
� � ������ �� �����������

)*+������ ���� ��� ; �� � ������ �� � ��� ��� � < ; � � �� �
������� ���
����� 1�� ���������� �� �  ��  �	 ��0��� �	 ������	<

�����	� #

�
������	� �� 	 # 
% �� ���� � �# =
��
�	
�
� �� 	 # 
 �	 �����

1��	 ��0������ �� ���������� �	 ����  �	�� ��
��	� �� �	 �  ���� ����
�� ������� ���
����	�

��� � �� � ������� ���
����� 4��
� ��� ����� � ��  �� �	 �������� #
�������� # = �� ������ ���� ��� ���������� �� � ������� ���
���� �	 	����
��������

9��� ��	� ���� ��� ���������� �� �  ���� 	����	 
�� �� ���� ���� ��
���� ��
��	� �� ��� ������� 
��������
� 	� ����

�

� ��
���

	���

�
#

��
���

	�������

��	 ��� 	��� �����	 �� 
��������
� �� ��� �������� 	����	�

3� ���� ������	 �� ���� �����	 ��	���
� ��� ��������� �� ���
����	
���
� ��� ������� �� �� � �� ���� ��=� �� 
������� �� ��� ������ ��� ��
�����	 ��

3� ����� ��� �	 �� 	���� ������� ���
����	 �� ���� ���� � 	�� �� �� 2
��	�������� �� ��� ��	���
���� �� � ������� ���
���� �	 ���� ������� ��

���
����	� 1� �� 	� �� ���� � ���  ���������� ��	���	 �� ��� 	�� �

7��	� �� 
��	���� ��� �������	 � #
��

��� 
��� ��� � #
��

��� ����
�� � ���	���
� ��� + ' ������

� # ���� �� #

�
�
� 
� 
	 
� 

 
� 
�

�� �� �	 �� �
 �� ��
�� �� �	 �� �
 �� ��

�
	 �



&+= �������� ���	�
� ��� �����
� � �	�����

��� ��� ���� �� �� �� ��� + + ����� �� � ������ �� 
�����	 � � ���
�� 1��� �� ��0�� ��� ��
���  ����
� �  � �	<

�  � #
�

�
�����

��� ����� �� ����

9��� ���� �  � �	 �����	 ���������� �� ���� � ��� � !�	� �	 �� ���

��		�
�� 
�	� �� ����� �����	���	�

����� ����� ��'� ��
 � �� � �� 
�� ���	��
� �� � �� ��
 ��� ��
����
� 
���� �������� ���� ������
�  ��� 
���� ������
 �� �� ��

��	��
�� 
������ 
�� ��������� ���	��<

�� # ���� ��% �  ��

!����� 1�� ��	��� ������	 ����������� ���� ��� ����
� 
�� �������
�� ���  ����
� �� �

1��  ������	  �� �	����� 	���	 ��  ����
���� ���� ���  ����
� �� ���
���������� �������	 ��  �	  ����� ��������� ���  ����
���� �� ���	 �� 

�	 ���� �	 �� ���� 	��� �� � �������� 3� ��
� ����� �	 �� ������	����

��	�*���
� �� ���	 ��	��� ���
� �����	 � 	 ���� 
�� ������� ��� �����
 ����
�	 �� ��
���	 �� � ��� � #

��
��� 
��� � #

��
��� ���� ���

� #
��

��� ���� �� ����� ��
���	 �� � �� ��0�� ��� + ' ������

� # ���� ���� #

�
�
� 
� 
	 
� 

 
� 
�

�� �� �	 �� �
 �� ��
�� �� �	 �� �
 �� ��

�
	 �

��� ��� ���� �� �� �� ��� ++ ����� �� � ������ �� 
�����	 � � ��� ��
4��
� ��� ����������� �� ��
� 	�
� ����� 
�����	 ��	 	��� �� ��� ���	
��� ��
������ ��� �� ���� �� ���  ������	  �� �	����� �  ���� �� ���

�	� �� ���������� ��
���	 �� ����������� ����

����� ����� ��$� "� � �� ��
������ ��
� 
� � �� �� �� ��� 
�


������ # ����� �� #
�

�
�����

��� ����� �� ����



����
�� 5���	���� �5 ��6
�6 ��0���� &+$

�� ���� �	� ���	� ��
�	 �� ����� ���������� ��	�	 �� �

����� ����� ��!� ��
 �� �� �� �� 
�� ��
������ ���	��
� �� �

�� ��
 �	 # �����  ���<

$� ���� # ����� �� � ���	��
 �� �

&� �	 �� ��
������ 
� ��
� �� �� ���

+� ���	 # ��	�� # �� �� �	�� # ����	 # ���

"� ��
����� 
�� ���� �$� ��� ��� �	� ����  �������� 	 �� � ���	��#

���� 
� ��

!����� �� ����  ���� ��� ����� 	��������	 ���� ���������

$� 7��	� ���� ���� 	��
� �� ��� �� ��� ����������

���� # ��  �� # ���  �� # ������

1�  ���� ���� ��	� # $ �� ���� ���� ���� # ��  �� �	 ���������� �� ���
1��������

������ ����� # ����������� ��� # ���� ��� # $�

&� 1��	 ������	 ����������� ���� ��� ������������� �� �� ��� ���

+� �� ����  ���� !�	� ��� 0�	� �*������ 	��
� ��� ��
���*�� �	 �����	
��� 	����

���	 # �������� # ��������� # ���

�� ��� ���� ���� �� �� ��� �	 �������� � &2	 ���� ��	��� ��� 	��2
�����	����� 	 ���� � 1���� �	 ��������� ���� ��� ���� ����������
���������� ��
���	�

����� ����� ���� ��
 �� �  �� ��
������ 
� ��� �� �� �	�  ���

$�  �� ���
��� ��� �
 # ����� �� # ���� �� �� # �	�� �� ��
�����	�
�� ��� �� 	��

&�  �� ���
��� $� ��� � � � � �� ��  ���� � ��� 
�� ����� �� ���������
�
 �� �������� 
� ������ ��� �� �� �� �����
�� �� ����  �� 
�
 
��
�����
��� ���� � �� 
�� �	� ����� ��� 
�� ���Æ����
� ������ �����

��� 
�� ������� ���� �� �� 
�������� �� 
�� �	� 	��
�����
��� 
����



&+& �������� ���	�
� ��� �����
� � �	�����

!����� �� ����  ���� ��� ��� 	��������	 ���� ���������

$� �� ���� �� 	��� ����� ����	 ��  �� ����
�������< ���� �
 �	  �� ��2
��
���� �� �� ���� � # $� &� + ��� � # -� .� ' ���� �� �	  �� ����
���� ��
�
 ���� �� � # -� .� ' ��� ���� �
 �	  �� ����
���� �� �� ���� �� � # -� .� '
� �# �� �� ��	� ���� �� 	��� ���� ��
�

� # $ ��� � # -� .� '� "	 �� ���
 �� ����
������� �� ���� �	� ���  ������	  �� �	����� �� 	��� ���� �

�	  �� ����
���� �� �� �� ��� �� 	��
� ��� ��� ����� ����0
�����	 ���
�		�������� ��� 	���� 3� ��
�

��
� ��� # ������ ��� # ������� ��� # ��	� ��� # =�

��
� ��� # ������ ��� # =�

��� 	��
� �� ��� ���� ���  �� ����
���� ��� � �	 �����������

��
� ��� # ������ ����� # ������� ����� # �������� ��� # ���� ��� # =�

1�  ���� ��������� �� 	�� �� 	��� ���� ��
�
� # $� 3�����

��
�
� # ������ ����� # ��������� ��� # ���� ��� # $�

&� 1� ����� ���� �� ����� ��� ����� ��
����� ����� �	 ��
� �	 ��

�� �� �	��� ��� ��0������	 �� ��� �������	 �� ��� ��� ��	�� "	 	����
����� ���	 ����	 ��� ��������� ����� ����� � ��� ����� ��
�����	 
�����
��� �� �����������

�� �� �	 �� �
 �� ��

�� �$ �	 ��� �
 ���

�� ��	 �$ �� �� ���

�	 �� ��� �$ �� ���

�� ��
 ��� ��� �$ �� �� �	

�
 �� ��� �$

�� �� ��� �$

�� �� ��	 �$

1� ����� � ��� 
�� ������ �� ���	 ����� �� ���� ���� �� �	  �		���� ��
��������� ���� ��� ���  ����
�	 �
�� ��� � �� � 	��� ����� �������	



����
�� 5���	���� �5 ��6
�6 ��0���� &++

�� �� 3� ��
� ��� ���� �� ��� ��� � �# $� .� ' ��� ��	 ��	��� ��� �����
������

������ �
� # �����
� ��� # ���� ��� # =�

	��
� � �# '� 4�������� �� �	 ������	 �� 	�� ���� ������ ��� # ������ ��� # =�
1��	 �� ���	 ���� ���� ��	� �� � ����� �� �� ��� 4��
� ������ # $ ��
�	 ������	 ���� ���� # ���� 9��� ������� ���� �� ���� �� ����
�����
�	 �� ���
� 	��� ��� ����	 �� �	� �� 
�� ���� ��� ����� ��
����� ������
3����� ��5����� 
���
�	 �� ��� ��� �� ���� ����� ��5����� 	���	� �� ��� 
���	 �� ���� ��� �		��� �� ���	  ���� ���� �� ���� ��� �������� 	���
	� ���� �� �		��� ���� # ��� �� �� 
��	�	���� ���� ��� ����� �		�
�����
�� ��� ������� 
���
� �� ������ � D	��� ���	 
���
� �� 
�� ��	��� ��� ����
������	 �� ��� ����� ��� ������

�� �� �	 �� �
 �� ��

�� �$ �	 ��� �
 ��� �� ���

�� ��	 �$ �� �� ���

�	 �� ��� �$ �� ���

�� ��
 ��� ��� �$ �� �� �	

�
 �� ��� �$

�� ��� �� ��� �$

�� �� �� ��	 �$

�� 
�� ��� ����� �	 ������ ��� ��������� ���� ���� # ��
 ���
��� 
��	�	���
� ���� ��� 
���
� �� ������  �� 	���
� ���� # ��
� /�
�
����� ���	 
���
� �����	 �	 �� ������� 
�� ���� ��� ����� ��� ���

�� �� �	 �� �
 �� ��

�� �$ �	 ��� �
 ��� �� ���

�� ��	 �$ �� �� �� ��� ��


�	 �� ��� �$ �� ��� �
 ���

�� ��
 ��� ��� �$ �� �� �	

�
 �� ��� �� ��� �$

�� ��� �� ��
 ��� �$

�� �� �
 �� ��	 �$



&+, �������� ���	�
� ��� �����
� � �	�����

�� ���� �� ������ ���� �� ���	  ���� �� ��� �	��� ��� 	�2
�����
A������ ���������	 �	�� ���� ��� ��� �������
�	 ���������� 4 �
�0
����
�� �	� ��� ��
� ���� ��� ��� ����� �
������	 ��  � 
 ��� ��	 �� ��
 #
�� ��
��� 3� ��� 
�	� ��� ���� �� �� 
�� 
�� ��� �	�� �� ��	������
����

�� # �	�� # �������	����� # ����	����� # ����	������� # ����	����

��� ��������� ����

�	�� # ����� # �
�

�� 
�� 0����� 
�� ���� ��� ����� ��
����� ����� ���� ��� ���� 
���
�
������ ��� 	��� �� �
�� ���
� �� ���� �	 ��� 1�� ���� ����� �	 ���<

�� �� �	 �� �
 �� ��

�� �$ �	 ��� �
 ��� �� ���

�� ��	 �$ �� �� �� ��� ��


�	 �� ��� �$ �� ��� �
 ���

�� ��
 ��� ��� �$ �� �� �	

�
 �� ��� �� ��� �$ ��	 ��

�� ��� �� ��
 ��� �	 �$ ��

�� �� �
 �� ��	 ��� ��� �$

1� 
��
���� ���  ���� �� 	�� �� ���� ���� ��� ����� �� ���� 
��2
	���
��� �� ���	 �� ����� ��������� 
���
�	 �� 	���	� E������ ��
���� ������ ������� �� ���� 	�
� 
���
�	 ��
��	� �� 
�� 
���	�
��� 	���	 �� �� �� ��� �� �� &	 ��5����� ���	� 3� ���  ���� �� ����
����������� 	���
��� 	���	 ��� ���� # ����	��� ���� # ����	��� ���
�
�� # ��������	���� 3� �	 ��������� �� ������ ���� ���  �		���� 
�	�	
��� 
�������

1�� ��	��� �� ���� !�	�  ����� 	���	 ���� �� 
�� �	� ��� � � � � ��
�	 � ��	�	 ��� : �������� ����� ��� ������� �� ��  �� 
�� �����	

��	���
� 	�
� � ��	�	 ������� ��� �� � ���*�� ��� �	 ��� ��	�	 ����
���������� �� ��� �� ��� 
���
�	 �� �� ��� ����

1�� ��������� 	 ������� �����  ���	 � ��� ���� ���������� ���  � ���



����
�� 5���	���� �5 ��6
�6 ��0���� &+-

�*33- ��#� "� � ��  ������ ����
��� �� � # ��=� ��� 
��� ���
����� �� � � �� �� $�� �� �� �� ��  ���� 
�
 
���� �� ����

����	������ ����
���� !�� !�� "�� "� ���	 � � �� 
� �� ���� 
�
�

��� �� � # 
% ���� �
 ��

������ # !���� % !������ % �"���� %"����������

!����� ���� ��� ��
���	 �� �� ��� �� �� 
��  ��
��� �	 �� @�� �	�2
���� &�. ��� 
��	���
� � ��	�	 $� ��� � � � � �� ��� � ���	� ����� �� ���2
�� ��
����� �	 ��	� ����� �� ���  ���� �� @�� �	����� &�.� �� 
�� �����
����
% ���� # ��
% ���� �	

� # �� % ���� % ���� % �	�	 % ���� % �
�
 % ���� % �����

4��
� � �	 ������� �� ���� �����
�

�

% ��

�

��

�
����
% ���� # =�

����

���
�


% ��
���
�


% � � �% ��
���
�


% ��

�
���
��

% ��
���
��

% � � �% ��
���
��

�
# =�

1�� �� ��		��� ����� �����	 ������� ��������� �� ���  �� �����	 �� ���
��������� ����	� ���� ��� ���
����	 �� % ���� # !� �� % ���	 # !�
�� % ���
 # "� ��� �� % ���� # "� ��� 	���	�� ��� 	������� ���
��2
F������ 	�	��� ��� ��������� ���� ��� ������� ��
� 1��	 
��
����	
���  �����

1�� ��������� 
�������� ���� �� �	���� �� ��� 	�*����

	���11-�2 ��%� "� � ��  ������ ����
��� �� � # ��=� ��� 
���
��� ����� �� � � �� �� $�� �� �� �� �� � ���� 
�
 �� 	 �� 
��

������� �� � �����
�� �� �$� ��� ��� ������ 
��� 
���� �� 
�� ����
����
! < � � 	 � 	 �� " < � � 	 � 	��� ������ �� � � 	 � ��

%�$��
��� $�& ���� 
�
 ��� �� # � � �	� �
 ��

��#� # ! �#� %"�#��



&+. �������� ���	�
� ��� �����
� � �	�����

!����� /�� 
������ 	��	 ! # !� % !��� ��� " # �"� % "������ ��
��� 
�� ���  ���� �� � 1�� ���
���� ! �	 ������� ��
 ����� ��0���
��� *����������
 ������: ���	 �� ���� �� ���*���� ������	 �� � �������
���
���� �� 	��� 1�� ���
���� " �� ��� ����� ���� �	 ������� ��

���� �����	 �� 	��� "� ��������� ��������� �� ��� �������� �� ����
	���	 ��	� ���� " ���*���� ������	 �� � ������� ���
���� �� 	 � ��
1��	 
��
����	 ���  �����

��	�� &�C� 9��� ���� ��
��	� �� ��� ��
� �� �		�
�������� �� � ���
���
���� "� %"��� �	 ��� �� ��	��� ��������

��	�� &�$=� 1��	 ��	� ��	��� 	���	 ���� ��� 
�� �� ��	��� �������
���
����	 �� � ������ �	  ���	 �� ������� ���
����	 �� �	 ����2�� ��	 ��
������� ��
 ���
����	 
��	�	������ ���� ��
�� �	����� �$��

>���� ���� ��� ���
����	 !� ��� "� �$ # $� &� ��� ������� ��
 �� ���
 ���� �%��� ��� 	��
� ��� ���������� �� ������� ���
����	 �	 ��0���
�� ��� 	��	� �� >������ ��� ���� �������	 
�� ���  ����	 ���  ����
�� ��� ���������  �� �	����� 
�� �� ����� �� �����

����� ����� ����� ��
 � < � � � ��  ������ ����
����  ��� �


�� %� ��� 	�������� ��� �� � � �� �
� �����
��� ��� < � � � ��

������ �� �
 ��

����
% ���� #
���

�
�
�
% �����

3� �	 ���  �		���� �� ����
� ��� ��������� �� ������ ��	����


5*��*3 ����� "� � < � � � �� ������� 
��� �
 ��  ������

�������� �� 
�� ���	

��	� #
��
���

	� $

�G

���

�
�
�=��

!����� ���	���� �� ��� 
�� ���  ���� ��  ��� ��	
 H 
������� ��
��� ������ ��� ���� �����	 � � = ����� � � �� 1��� �� 
�� �	�



����
�� 5���	���� �5 ��6
�6 ��0���� &+'

��� �� ��	�������� ���� ��� 	 ������� ����� &�' �� 0�� �� ��������
�� ��	�������� ��� ��� ��	��� H� 4 �
�0
���� �	��� ��� ��
� ���� !� !�
"� ��� "� ��� ������� ��
 �� ������ ���� ��� ��� � �� H �� ����<

������ #
$

&&��



��

!��'�

' � �
('

%

�
$

&&��



��

!��'�

' � �
('

�
��

%

�
$

&&��



��

"��'�

' � �
(' %

�
$

&&��



��

"��'�

' � �
('

�
��

�
���

I�
� �� ���	� ���� ��������	 ��� ��� �� ����	������ ���� �  ����
	����	 �	 �� 
��		�
�� 
�� ��� �����	�	 ��� ��� ��	� �� ���  ���� ���������
������	 �	 �� �����

'� ��*����2 �������1* -�� 	-��52 ���*0�-1 /��3�1- � �� �����
���	 	�
���� ���� ���  ���� �� ��� ��������  ���
� ���


5*��*3 '��� ��
 � < � � � ��  ������ ����
���� %���
� ��

)� # �	 � � < ��	� # =� 
�� &���#��
 �� � � "� 
���� ����
� � � � 

���� 
�
 � � )� �� � ���	��
��� ����
� 
��� � � = �� ��

!����� J� 
���	��� ��� ��	�	 �$� �� # �� ��� � � � � ��� ��������� &�?
�����	 �	 �� ����� �� � ��

��
% ��� # ! �
% ��� %"�
% ����

9�� �� 
�� 
��
���� ��� ������� �� �  ����� ��� ��������  ���
� ��
��� ������� ���
����	 �� � *����������
 ���������

"	 � 
��	�*���
� �� ������

	���11-�2 '��� ��
 � �� * �� ������ ����
���� �� 
�� ��� �� "�

���� ����
� � � �  ���� 
�
 � � * �� � ��� 
��� � � * ����������
�� ��

1�� ���� ��� ��	���	 ���  ����� ���� ��� ��
���*��	 �	�� �� ����
������ ���� �

���� ��������� &�?�



&+? �������� ���	�
� ��� �����
� � �	�����

����� ����� '�'� "� � < � � � ��  ������ ����
���� �� �� � � �


��� �� < � �� � � �� 
�� 	�� ���� ������
��


5*��*3 '�$� ��
 � < � � � ��  ������ ����
���� "� �� � �� 
���
��� 	��	�	 
  ����
 � � �� 
��� � �� ����
�
 �� ��

3� ����� �� 	���� ��� ������ ��� ������� ���
����	 �� ��� ���
��
�� ��	�������� ������� �� 	�� ��� 	 � �

�� #


�� ��
��� ��� �  �� 3� �	� �# =

��� ������� �� + �������	��


5*��*3 '�!� ��
 � < � � � ��  ������ ����
���� �� ��
 	 � ��
 ���

��	� #
$

&&��



������


('

' � 	
��'�

����� ' � �� ��� �� ����� � � = �� ���� 
�


H��=� �� #
�

% ��� < 
� % �� 
 ��

�
�� ���
���� �� � �� ���
��� 	�

!����� 1�� ��	��� ������	 ���� ��� 	 ������� ����� �� ��	 
���������

"	 � 
��	�*���
� �� ������<


5*��*3 '�� ����
�� �	������	�� ��
 � < ��=� ��� � ��  ������

����
���� ��
 � � �� � �  �� �H��=� �� # ��
 % ��� < 
� % �� # ����
"� �� # �������	�� < 	 � �H��=� ��� �� �� � # ������ < � � ��

���

$

�G

��������
�
�=�

���� 
 �

��
� � � =�

1��  ���� 	����	 �� ��	�������� ��� ��� ��������	 ���� ��� ������
�� ��� 
�� ��� �������� �	 ���� �  ��� �� ���� ����� �	 �� 	���� ���
��������� ��� ��	���	 ������� �� ��� ��������� ��� ��� A����� �������	��



����
�� 5���	���� �5 ��6
�6 ��0���� &+C


5*��*3 '�#� ��
 � < � � � �� � ��
��� ������ 	�� ����� 

������ 	� ��$��� �� ������ ���������� �� �� "� � �� �������� �����

���� ����
�  ����
��� ��	��� � ���� 
�
 ���	�� 
 � �� �� �� ��


��� � �� ����
�
�


5*��*3 '�%� ��
 � < � � � ��  ��'����
���� ����
���� "�� ���

����� � � � 
�� ��'����
�� ���	 ���� (�� � # 
%��� 
� � � �� ��$���

�� � �� �� ������� 
��� 
�� ����
��� � �� �������

�� 
��
���� ���	 	�
���� ���� � 
�� �� �� ��	���	 �� ��� �������� ��
��� � �� ���� ���� � # �	 � � < �	� � $� �� �� 7��	� �� ���� ����
���� ��� ����0
�����	  ������ ��� �� ���� ��� 4
����) ����� ����	
��� �� ���  ���� 	����	 �� ��	�������� �� ������� ���
����	�


5*��*3 '�&� ��
 � < � � �� ��	� #
���

��� 	
���� ��  ������

����
��� ���� 
�
 ��=� # =�  ���� ��� ����� 	 � ��

���	�� 
 �	�

��

����=�� 
 $�

��������� �(���
� ����� �� 
�� ���	��� ����� 
  ����
 	 �# =� ��
�� ���� �� ��	� # 	� ��� ��	� � � �� ��� # $�

3� �� ��0�� �� # �	 # 
� % 
��� % � � �% 
��� � � < 
� � =� ��� ��
�� 	�� ��	� # �$� 	����$ % 	� �� 
��  ����


5*��*3 '��(�  �� ��
������� ����
 ��� ���� �� �� ��'��	������


� 
�� ���� ���
 ��� � �� 
�� �������� 
������	
��� ��

$� 6*��* �/ ��,*�  *��* � 3� ���	 ��	� 	�
���� �� 	���� ��� )���
	��	 �� �
�������
  ���� 	����	� �� ����� ���� � ��	��� ���	�  ����
������	 ��� ��� ����� ��� 1������ -�$ �� �����


5*��*3 $��� ��

���

��� 	
��� ��  ����� ��
������� ����� ������

��
� ����� �� ����������� �� )������ 
�
 
���� ����
 
�� �� � � ��



&,= �������� ���	�
� ��� �����
� � �	�����

�� � �  ��
� � �# � ���� 
�


�&�
���
���

�
� % ����
��� # =

��

�+�
���
���

�
� % ����
��� # =�

 ��� ��� ��  �  �� ���

���
���

�
� % ���
��� # =�

1�� ���� ��� ��	���	 ��	
���� ��� ������ �� ��� )��� 	��	 �� �
�������

 ���� 	����	� 7�� ��� 	��� �� 
������ �� ���� 	�� ���� �� �
������
	� # 
�% ��� �	 � �������� &��� ��� � ������� ���
���� � �� �����  ����
�� ��� 	��2	 ���� 
� % �� �	 � )��� ��� � �

����� ����� $��� "� � ��  ������ ��������

��� ��	� #
�

	���
��
� ��� ���Æ����
� ��� 
��� ����� ��� &��� 
� �� ����
��� �� ��

� % ��� ��  ������ &��� ������ �� �# =� 
��� �
 ��  �������� &����
"� ��
������ �� � �� =� 
�� &��� ��
 �� � ������
� �� ����
�� &�����

������ �� �� �� ����
�� ���#��������

����� ����� $�'� ��
 � ��  ������ ����
��� ��  ��� � ���
���� ��


�� ������� �� ������� 
�
 
���� ����
� � �	����� ���
 � ��  ����


�
 ���� � � � "� 
���� ����
� � �	����� ���
 � ��  ���� 
�


� ,� � �� ��
� % ���� # =� 
��� ��
� % ��� # = ��� ��  � � "�

��
������ �� � �� =� 
�� &��� ��
 �� � ������
� �� ����
�� &����� ������
�� � � �� �� ����
�� ���#������� �� ��

FI7IFI9�I4

�� 
 ��"����) ������� �	��
���) 0$����+7�"") ��� 6��,) 89::

�� ; ���/) �� ����	��	�) �!"" �%�� 0��� ��$ �� '2332() 8<1 231

�� 5 ��"�%&�) � �����"�) � ��&����� ��� �� ���!���) ����	���	 �������
��� ����� ������� ��	����	� �� � ������	��	�� ��������) ��- 0��� ��� '2339()
849= 8>3>



����
�� 5���	���� �5 ��6
�6 ��0���� &,$

�� 5 ��"�%&�) � ��&�����) 5 ��%%�� ��� �� ���!���) �	��
��� �� �����
�
����� �	� ����������	�� �������) ���,�?�!���) ��� 6��,) 233<

�� 5 ��"�%&�) � ��&����� ��� �� ���!���) ����� �������	 �	 ��� ����	��	��
�������) ���� 0��� ��� '2333() 884 8=<

	� �� �!""��) �	 �	������ ������� ��� �	��
��� �	���	��� ��	����	� �	 �������
	��	�) �!,� 0��� ; �� '89:1() 8=9 8<>


� � ������� ��� 0 �$�) ��	���	� �������� 	����������� �� ��
��
) ���� ��%
0�� ���- ����-� �� '894=() 218 2:4

�� � 5!����) ��� ��	 ���	�	������� ��� ��!���	�����������	��	 @� A 3 �	�
@@� A 3 ��� ���� ������	 "�������	) ��%% 0��� 7�"- 
 '89=<() =34 ==3

�� ) #$��� %�����������	 &���) ��%% 0��� 7�"- �� '89=9() 41 >3

��� � �����"�) � ��������) �� ���!��� ��� 5 B"�$$�) '���	� ���������	��
��� ������� ��	����	� �� � �
���������� ��������) �� %
���������� �	��
���) 	�����
�� 0����%���$�) ���,��!���) ����") 2339

��� � �����"� ��� �� ���!���) � 	�( �������� �� �����	�������� ��	����	� ��
� ������	��	�� ��������) �� �$�� �$� ����� ��� '233:() 4<8 4<<

��� ) � 	�( �����
 �� ������� ��	����	� �� � ������	��	�� ��������) ��-
0��� ��	 '2334() 249 =38

��� � ���"��� ��� � �������) )���� �� ������� ��	����	� �� ������	��	�� �	�
����	��	�� ��������C � �������	 ����� �	� ��� �������� �!���) ��D�-C393<2::4

��� D 
� ��� 
 ��� ) �� �����
 �	������ �������� �	 ��� ����	��	�) �!""
��"  0��� ��$ ��%�� ���-�� � '2332( <4 :<

��� D 
�) E ���� ��� 
 ��� ) �� *����	� ������ �	 ��� ����	��	�) ��- ���"
�"�F��� �" �&��� �� '2338( 231+ 284

�	� ) ���������������	 �� ����	��	�� �	��
��� ��	����	�) ��%�"�* B��
	����# ���" �� '2331( 83=8 83<3

�
� � �� ��!� ��� 0B �������) +	 ��� ��������� �� ��� ��� �� ����� ��
������	��	�� ���
	������) ��%�"�* B����&"�� �� '233<( =49 =>9

��� � ��&����� ��� �� ���!���) ����� ����� ��!���	���� ��������� �	 ����
����	���	 �����) ��%�"�* B�� 	����# ���" �
 '2332( 91= 9:>

���������	�
 �� ��������� ��� ��	��� �	��������� �� ����	��� �����
�
����	�� �� � ����	��� �����
���� �������� ��������������������

��������	� 
 ���!������ �	� "
��#��� $��	�� "!����	 �	����%
����� &��	��� "� '()��
���� �������� �������������������


	Chapman University
	Chapman University Digital Commons
	2010

	Regular Functions on the Space of Cayley Numbers
	Graziano Gentili
	Daniele C. Struppa
	Recommended Citation

	Regular Functions on the Space of Cayley Numbers
	Comments
	Copyright


	gent.dvi

