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Spektrum multifraktalne jako miernik ryzyka rynkowego

1. Wstep

Wspolczesni inwestorzy gietldowi zdaja sobie sprawe z tego, ze sa zmuszeni
do podejmowania decyzji w warunkach niepewnosci zwiazanej z losowa natura
zmian cen instrumentéw finansowych opisywang procesem stochastycznym.
Podejmuja ryzyko rozumiane jako mozliwos¢ wystapienia efektu niezgodnego z
oczekiwaniem. Problem mierzenia tego ryzyka, badz choéby jakiego$ iloscio-
wego jego opisu, jest bardzo waznym i wciaz otwartym zagadnieniem.

Celem tej pracy jegprezentacja pojecia spektrum multifraktalnego w oma-
wianym powyzej kontekscie oraz préba wykorzystania go do oceny ryzyka
rynkowego.

2. Spektrum multifraktalne

Sens rozwazania spektrum multifraktalnego pojawia sie¢ wtedy, gdy do opi-
su cen instrumentow finansowych dopusci si¢ procesy multifraktalne, a wiec
takie procesy stochastyczne, ktére maja stacjonarne przyrosty oraz spelniaja
warunek

E(X@)1*) = c(g)™ ™,
dla wszystkicht i g nalezacych do pewnych przedzialéw prostej rzeczywistej.

Wystepujaca tu funkcja skali 7(q) opisuje tempo wzrostu momentéw procesu,
gdy skala czasu foie.



344 Iwona Miiller-Frqczek

Multifraktale sa procesami z czasem ciagtym., ale ich definicja narzuca em-
piryczne testy oparte na np. dziennych, tygodniowych czy miesiecznych da-
nych, czyli dyskretyzacjach tego procesu.

Procesymultifraktalne sa wykorzystywane do opisu procesu cenowego w
modelach MMAR (Multifractal Model of Asset Returns) zdefiniowanych w
pracy Mandelbrota, Fishera i Calveta (1997). Zaklada si¢ w nich, ze proces ceny
aktywu finansoweggP(t);0<t<T }petnia warunek

InP(t) - In P(0) = By [O(t)] = X(t),

gdzie proces zewngtrzny B,, jest utamkowym ruchem Browna, a multifraktal-

no$¢ jest wprowadzana do modelu w postaci tzw. czasu handlowego Q(t), ktory

jest procesem multifraktalnym, o niemalejacych trajektoriach i stacjonarnych
przyrostach. Ponadto zaklada sie, ze oba procesy sa niezalezne.

Udowodniono, ze w tym modelu proces X(t), a tym samynP(t), tez jest
multifraktalem.

Koncepcja casu handlowego nie jest nowa. Ma ona odzwieciedla¢ relacje
pomigdzy czasem zegarowym a nieobserwowalnym czasem skala. Pomyst
wprowadzenia takiej relacji nasunglo wystepowanie w rzeczywistych szeregach
cenowych okresow wigkszej i mnigjszej zmiennosci zwigzanych z aktywnoscia
rynku w tych okresach. W pierwotnych pracach wprowadzajacych koncepcje
czasu handlowego (np. Mandelbrot i Tylor (1967)) byl on deterministyczna
funkcja zwiazang z wolumenem. Poézniejsze modele wprowadzalty wen loso-
wos¢, ale ich struktura, zdaniem niektorych badaczy zbyt uboga, znacznie sig¢
wzbogacita, gdy B.B. Mandelbrot zaproponowal model opisany na powyzej.

Ta bogata struktura staje si¢ widoczna, gdy poddamy badaniu lokalne wia-
snosci trajektorii procesu multifraktalnego, tzn. rzad wielkosci zmian cen
AX na przyroscie czasu At. We wezesniejszych modelach z czasem ciaglym
(np. w utamkowych ruchach Browna) zachodzita zaleznos¢

AX OAtH

w ktérejH nie zalezato od czasu, zwykle byla to jedna charakterystyczna liczba
dla calej trajektorii. W modelu multifraktalnym H jest funkcja czasu i przyjmuje
nieskonczenie wiele réznych wartosci. Duze lub mate H(t) wyrazaja odpowied-
nio, ze X(t) zmienia sie wolno lub szybko w poblizu chwili t.

Mozna wyobrazaé to sobie w ten sposob, ze X(t) zmienia si¢ jednorodnie,
bo tak jak ulamkowy ruch Browna, w swoim wewngtrznym czasie a niejednoO-
rodnie w czasie zegarowym, zas jego trajektorie maja bardzo nieregularny wy-
glad, ktory jest pozadany w zagadnieniach zwiazanych z rynkiem finansowym.
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H(t), zwane wykladnikiem Holdera, jest miara gladkosci trajektorii. Wy-
ktadnik ten zawsze istnigje, ale bywa nieskonczony. W punktach nieciagtosci
przyjmuje on wartos¢ 0, a wartos¢ 1 w punktach rézniczkowalnosci, gdzie po-
chodna jest rézna od zera. Dla funkcji ciaglych przyjmuje on wartosci wigksze
od zera, a im blizszy jest zeru, tym gwaltowniejsze sa zmiany funkcji.

W przypadku omawianych modeli wyktadnik Holdera przyjmuje prostsza
posta¢ innego wyktadnika singularnosci

at):=lm a,
k2 "ot "
gdzie
no_ 1 -n -n n
a, =-=log, | X((k, +1)27") - X(k,2™)| k, =0,...2" -1.
" n

W prezentowanym podejsciu szereg czasowy traktuje si¢ jako pochodzacy
od procesu z czasem ciaglym, dla ktérego tak bardzo zmieniaja si¢ wyktadniki
singularnosci, ze nie da sie policzy¢ ile chwil odpowiada danemu wyktadniko-
wi. Z punktu widzenia ryzyka ponoszonego przez inwestora taka informacja
bylaby bardzo przydatna, poniewaz wilasnie z tego punktu widzenia, im rzadziej
sa przyjmowane mate wykladniki tym lepiej. Poniewaz zwykle zbior

Ko={t:a(t)=a}

jest nieprzeliczalny, co wigcej, dla réznycha@, K, sa bardzo mocno ze sobg

przeplecione, a wigc stanowia skomplikowany geometryczny twor, stad pomyst
badania wymiaréw takich zbiorow, ktéry prowadzi do definicji spektrum multi-
fraktalne jako funkciji:

f (@) =dim(K,)

Charakterystyczne dla rzeczywistych proceséw spektrum multifraktalne
Jjest funkcja ciagla, wklesta i osiaga jedno maksimum réwne 1 w punkcie oy,
ktére jest najczesciej przyjmowanym wyktadnikiem singularnosci.

W modelach MMAR spektra procesé@i X (orazP) taczy prosta zalez-
nosc:

fx (@)= fo(a/H) = fp(a).
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W tym przypadku, w pracy Fishera, Calveta i Mandelbrota (1997), podana zo-
stala metoda estymacji spektrum multifraktalnego na lewo od wartosci ag,

ktora wykorzystano w badaniach empirycznych w punkcie 4 artykutu.

3. Ocena ryzyka

Poniewaz spektrum multifraktalne opisuje zmienno$¢ trajektorii procesu
stochastycznego, naturalnym wydaje si¢ proba wykorzystania go w zagadnie-
niach zwigzanych z ryzykiem. Niestety, spektrum nie jest liczba, nie moze wigc
sta¢ si¢ miarg zmiennosci, ale w konkretnym przypadku, moze pozwoli¢ po-
réwna¢ dwa procesy z punktu widzenia ich ryzykownosci.

Rys.1

P A B B I X
2
= Y
T
O (alpha0,1)

alpha

Rys.1 przedstawia idealng dla naszych rozwazan sytuacje. Wida¢ na nim
spektra dwoch procesdéw. W obu przypadkach wykltadniki najbardziej po-
wszechne sa rowne. W kazdym innym miejscu wykres spektum procesu X
lezy ponad wykresem spektrum procesu Y , a wigc

dimy (K,) <dimy (K,) dlaa <ay.

Wiasnos¢ ta definiuje w zbiorze wszystkich proceséw multifraktalnych relacje
czesciowego porzadku, ktora tworzy w tym zbiorze fancuchy procesow upo-
rzadkowane od mniej do bardziej ryzykownych.

W rzeczywistych problemach trudno o sytuacje idealne, ale czgsto mozna
postawi¢ konkretna odpowiedz, co zostanie zaprezentowane w nastgpnym
punkcie artiutu.
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4. Przyktad empiryczny

Aby zilustrowaé rozwazania zamieszczone w poprzednim punkcie, poddano
badaniom dzienne notowania cen akcji czterech spotek z GPW w Warszawie za
okres od poczatku stycznia 1995 roku do konca marca 2003 roku. Wyestymo-
wano spektra multifraktalne tych szeregéw, a odpowiednie wykresy zamiesz-
Czono na rys.2.

Rys.2

08

BIG
Li oo 7] BRE
® Okocim
. y Zywiec

02

0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 05 0,55 0,6

alpha

Trzy sposréd badanych szeregdéw mozna podda¢ omawianej analizie, po-
niewaz maja one zblizone wartosci wyktadnika ay, na wykresie oznaczono je

jako BIG, Okocim i Zywiec. Spektra dwoch z nich (BIG i Okocim) nieomal sie
pokrywaja, wiec z omawianego punktu widzenia, akcje tych spotek sa obarczo-
ne podobnym ryzykiem rynkowym.

Najbardziej interesujaca sytuacja zachodzi w przypadku par BRE i BIG oraz
BRE i Okocim, poniewaz migdzy tymi spektrami zachodzi relacja omawiana w
punkcie 4. W obu przypadkach spektrum spotki BRE lezy wyzej, wigc te akcje
nalezy uznaé za bardziej ryzykowne.
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5. Podsumowanie

Spektrum multifraktalne stosowane w ocenie ryzyka rynkowego nie ma
uniwersalnego charakteru takiego jak np. miary zmiennosci, ktére pozwalaja
zmierzy¢ ryzyko zwiazane z dowolnym instrumentem finansowym, ale w kon-
kretnej sytuacji moze pozwoli¢ na poréwnanie dwdch instrumentéw pod tym
katem.
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