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1. Wstep

Rozprawa jest poswiecona wybranym problemom algorytmicznym i obliczeniowym wyste-
pujacych w klasyfikacji Grama dodatnio okreslonych oraz dodatnio pétokreslonych gléwnych
(zobacz Definicja 2.27 w rozdziale 2) catkowitych jednorodnych funkcjonatow kwadratowych
q:Z" — 7Z, n > 1, a takze klasyfikacji Coxetera-Grama dodatnich oraz gltéwnych grafow
krawedziowo-dwudzielnych A = (Ag, A1) bez petli (zdefiniowanych w pracy [41] oraz rozdziale
4.1) o skoriczonym zbiorze wierzchotkow A¢ = {ay,...a,} oraz skonczonym zbiorze krawedzi
Ay oznakowanych symbolami z dwuelementowego zbioru {+, —}.

Jednym z gtéwnych celow tej pracy jest zbudowanie narzedzi algorytmicznych do rozwiazy-
wania wybranych probleméw spektralnej klasyfikacji Coxetera nieujemnych grafow krawedziowo-
-dwudzielnych A = (Ag, A1) bez petli sformutowanych na seminariach doktoranckich prowadzo-
nych przez promotora w latach 2010-2015, a takze w jego publikacjach [38], [39] oraz [41]-[44].
W rozprawie przedstawiamy m.in. konstrukcje klasy algorytméw kombinatorycznych i nume-
rycznych pozwalajacych rozwiazywaé sformutowane w pracach [38, 39, 41| gléwne problemy
spektralnej klasyfikacji Coxetera grafow krawedziowo-dwudzielnych bez petli.

Glowna inspiracja badania niezmiennikéw spektralnych klasy grafow krawedziowo-dwudziel-
nych (omowiona szeroko w artykutach [38], [39], [41]) byly problemy spektralnej klasyfikacji
Coxetera algebr skoniczonego wymiaru nad ciatem K i ich zwiazkéw z tzw. pochodng réwno-
waznoscig algebr badana w ostatnim czasie m.in. w pracach Lenzing-Pena [25] oraz Mroz-Pena
[30].

Przypomnijmy, ze K-algebry R i S sa pochodnie réwnowazne, gdy kategorie pochodne
Db(mod R) oraz D’(mod S) ich kategorii prawych moduléw mod R oraz mod S sa trojkatnie
rownowazne, zobacz [25] oraz [46, Chapter XX].

Inna wazna inspiracja byty problemy bliskie X Problemowi Hilberta budowania prostych
algorytmow (najlepiej graficznych) opisujacych geometrycznie zbior wszystkich rozwigzan cat-
kowitych v = (vy,...,v,) € Z" réwnan diofantycznych q(z1, ..., x,) = d, gdzie d € Z jest liczba
catkowita oraz q(xi,...,x,) € Z[z1,...,x,] jest jednorodna catkowita forma kwadratowa, zo-
bacz [38, 39| oraz monografia |7, Chapter II|. Problemy te sa intensywnie badane przez wielu
autoréow, zobacz m.in. monografie [1], [10] oraz [45, 46], a takze artykuly [4, 5, 8], |9, 14, 15],
[19, 21, 22, 24], [30, 32, 47|.

W calej rozprawie symbolami N C Z C Q@ C R oznaczamy zbiory: liczb naturalnych,
liczb catkowitych, liczb wymiernych oraz liczb rzeczywistych. Produkt kartezjanski Z", gdzie
n > 1, rozwazamy jako grupe przemienna, zas Q" oraz R" rozwazamy jako przestrzenie liniowe,
odpowiednio nad ciatem Q oraz R. Dla ustalonej liczby naturalnej m > 1, symbolami M, (Z) C
M,,,(Q) € M,,,((R) oznaczamy algebry macierzy kwadratowych A = [a;;]; j<, Wymiaru m x m
o wspolezynnikach, odpowiednio, w Z, Q oraz R. Dla danej macierzy A € M, (R) oznaczamy
przez A" € M,,,(R) macierz transponowang do A.

Jesli by, ..., b, sa skalarami z ciala R, to symbolem
diag(by,...,b,) € M,,(R)
oznaczamy macierz diagonalna B = [b;] € M,,(R), w ktérej wspotczynnikami na glowne;
przekatnej sa liczby b1y = by, bos = bs, ..., by, = b,, natomiast pozostate wspotczynniki sag

zerami, tzn. b;; = 0, jesli 7 # j.

Przypomnijmy z rozdzialu 4, ze grafem krawedziowo-dwudzielnym (w skrocie: bigrafem)
nazywamy czworke A = (Ag, A, A7, AT), gdzie A = (A, A) jest skoriczonym grafem, na-
tomiast A7, A} sa rozlacznymi podzbiorami zbioru krawedzi A; takimi, ze Ay = AT U AT
oraz Aj(a,b) = Al (a,b) lub Aj(a,b) = Aj (a,b), dla dowolnych wierzcholkéw a # b. Taki graf

krawedziowo-dwudzielny bedziemy traktowaé jako graf oznakowany w sensie [48] nastepujaco:
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2

e krawedzie ze zbioru A7 (a,b) beda oznakowane znakiem ,-
jako krawedzie ciggte a——>b,

e krawedzie ze zbioru Af (a,b) beda oznakowane znakiem ,+” i realizowane geometrycznie
jako krawedzie przerywane a- - - -b.

Dowolny graf A = (Ag, A1) bedziemy traktowaé jako krawedziowo-dwudzielny
A = (A, Ay, AT, AY) przyjmujac, ze Aq(a,b) = A7 (a,b) oraz Af (a,b) jest zbiorem pustym,
dla dowolnych wierzchotkow a # b, tzn. kazda krawedz w A jest ciagta.

Graf krawedziowo-dwudzielny A z ustalona numeracja wierzchotkow aq,...a,, n > 1, jest
jednoznacznie zdefiniowany przez jego niesymetryczna macierz Grama Ga € M, (Z) (zobacz
definicja 4.2). Jesli A nie ma petli, to stowarzysza sie z nim macierz Coxetera Coxa =
—Ga - GA" € M,(Z), jej wiclomian charakterystyczny coxa(t) := det(tE — Coxa) € Z[t],
(zwany wielomianem Coxetera bigrafu A) oraz spektrum Coxetera specc, C C sktadajace sie
ze wszystkich zespolonych n warto$ci wlasnych macierzy Coxetera Coxa; rownowaznie zbior
wszystkich zespolonych n pierwiastkow (wraz z krotnosciami) wielomianu Coxetera coxa(¢)
bigrafu A.

Grafy krawedziowo-dwudzielne A o n > 1 wierzchotkach bada sie z doktadno$cia do silnej
Z-kongruencji Grama A ~; A’ zdefiniowanej w [41] nastepujaco:

i realizowane geometrycznie

A~y A & Ga=B-Ga - B, dla pewnej macierzy B € M., (Z) takiej, ze det B = +1.

W pracach [40], [41] dowodzi sie, ze jesli A ~z A’ to coxa(t) = coxa/(t) oraz specc, =
specc,,. Jednymi z gléwnych probleméw spektralnej klasyfikacji Coxetera nieujemnych grafow
krawedziowo-dwudzielnych sa nastepujace dwa problemy sformutowane w [40], [41].

Problem 1.1. Znalezé szerokq klase bigrafow bez petli dla ktorych rownosé spektrow Coxe-
tera speccy = speccy, implikuje silng Z-kongruencje A ~z A’.

Problem 1.2. Zbudowac algorytmy pozwalajgce, dla danej pary bigrafow A, A’ bez pe-
tli spetniajgcych relacje A =~z A', obliczyé pewng macierz B € Mn(Z)vdeﬁmujch te silng
Z-kongruencje Grama A =~z A', tzn. takg, ze det B = %1 oraz Ga = B - Gar - B'.

Czesciowe rozwiazanie tych probleméw mozna znalezé w publikacjach [9], [12], [13], [14],
1151, [19], [21], [22], [23], [24], [28], [32], [41], [42], [47].

Zasadnicza cze$¢ naszej rozprawy poswiecona jest badaniu probleméw 1.1-1.2 dla bigrafow
dodatnich oraz bigrafow gtownych bez petli w sensie pracy [41]; tzn. takich A bez petli, ze
symetryczna wymierna macierz Grama Ga := %[GA + GY] jest dodatnio potokreslona oraz
podgrupa

Kerga :={v€Z" v-Ga-v" =0}
grupy abelowej Z" jest cykliczna nieskonczona.

Glownymi wynikami tej rozprawy sa nastepujace twierdzenia i ich konsekwencje.

1° Wyniki rozdziatu 4.3 zawierajace pelna charakteryzacje P-krytycznych grafow krawe-
dziowo-dwudzielnych A bez petli; w szczegolnoscei twierdzenie 4.30 opisujace m.in. ograniczenia
wspotrzednych wektora generujacego grupe Ker ga.

2° Pelna charakteryzacja P-krytycznych funkcjonaléow catkowitych ¢ : Z" — 7Z podana
w rozdziale 3, lemat 3.7, a takze ich wazne konsekwencje podane w twierdzeniu 3.9 oraz we
wnioskach 3.8, 3.10 i 3.11; cze$¢ z nich uogolnia znane wyniki Ovsienki [26]. Pewna czesé z tych
wynikow zostata juz opublikowana w pracy [27].

3° Twierdzenie 5.2 opisujace strukture dowolnego gtéwnego grafu krawedziowo-dwudzielnego
A bez petli oraz konstrukcja 5.4 pozwalajaca w prosty sposob skonstruowaé dowolny glowny
graf krawedziowo-dwudzielny A bez petli o n + 1 > 3 wierzchotkach z pewnego spdjnego
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bigrafu dodatniego A’ o n wierzchotkach oraz jego pierwiastka (tzn. wektora v € Z" takiego,
zev-Gp -0 =1).

4° Efektywnosé¢ konstrukcji omoéwionej w 3° i zbudowanego na jej podstawie algorytmu
symboliczno-graficznego 5.12 pozwalajacego do$é¢ tatwo opisa¢ wszystkie bigrafy gtéwne o naj-
wyze]j pieciu wierzchotkach zilustrowana w paragrafie 5.2.

5° Dowod twierdzenia 5.9, z ktérego wynika wniosek 5.11 orzekajacy, ze dowolny bigraf
gltowny o n + 1 > 3 wierzchotkach otrzymuje sie przy pomocy konstrukcji zrealizowanej w
algorytmie 5.12.

6° Lemat 5.1 o strukturze jadra Ker ga bigrafu gtéwnego A o co najmniej trzech wierz-
chotkach, a takze wniosek 5.12 o ograniczeniach wspolrzednych pierwiastkow v € Z" bigrafow
dodatnich bez petli (analogiczny do wyniku Ovsienki [26], ale udowodniony inaczej niz w pracy
[26]).

7° Opisane w rozdziale 6 algorytmiczne rozwiazania Problemu 1.2 dla dosé szerokiej klasy
dodatnich grafow krawedziowo-dwudzielnych bez petli.

8° Uzupetniony algorytm Lagrange’a oparty na wniosku 2.29 (oméwiony w uwagach 2.30-2.31)
oraz jego implementacja pozwalajaca w prosty macierzowy sposob opisa¢ Z-baze jadra Ker ga
dla nieujemnego bigrafu A.

W omawianej tu spektralnej klasyfikacji Coxetera grafow krawedziowo-dwudzielnych wazna
role beda odgrywaly nastepujace dwie klasy grafow: diagramy Dynkina oraz diagramy Eukli-
desa (zwane tez rozszerzonymi diagramami Dynkina) przedstawione w nastepujacych dwoch

tabelach.
Tabela 1.1. Diagramy Dynkina

n - eI ey ... ey 1T ey
o3
n ' \
o — e —eoy— ... e, 1 e, n>4
.
EG . |
@1 @y @37 05 0g
oy
E7 . |
o] @ @3 @~ eg — ey
L2
Eg . |
@1 @y @37 @5 0 @7 ey
Tabela 1.2. Diagramy Euklidesa
~ ®n+1
o e ... e e,
~ 2 ®nt1
Dy, : \ \
o ez ey ... e, o e ey, n>4
o5
~ \
EG : L2
\
1 @y @37 e o7
~ oy
Er7 \
@1 @y @3 o5 e e/ eg
~ oy
Eg : \

@] @ @3 65 g @7 @3 @9



8 1. WSTEP

Zauwazmy, ze 1&1 jest grafem Kroneckera &e———s.

Przypomnijmy z rozdzialu VII monografii [1], ze jesli D = (Dq, D;) jest jednym z diagra-
mow Dynkina lub jednym z diagraméw Euklidesa o n = |Dy| wierzchotkach, to funkcjonal
kwadratowy qp : ZP° — Z grafu D = (Dy, D;) jest zdefiniowany wzorem

(1.3) qp(z) = Z i + ngxi%’j,
a; €Dy 1<j

gdzie ¥ = (;)a;en, € 7P = 7ol df} = —|D1(as, a;)], oraz |Dy(a;, a;)] jest liczby krawedzi
taczacych wierzchotek a; € Dy z wierzchotkiem a; € D.

Jesli D jest jednym z diagraméw Dynkina, to funkcjonal ¢p : ZP° — Z jest dodatnio
okreslony, tzn. przyjmuje warto$¢ dodatnia gp(v) na dowolnym niezerowym wektorze v € Z".

Jesli zas D jest jednym z diagramoéw Euklidesa, to funkcjonal ¢p : Z”° — Z nie jest dodatnio
okreslony, ale jest dodatnio potokreslony, tzn. przyjmuje wartos¢ nieujemna gp(v) na dowolnym
wektorze v € Z", zobacz twierdzenie 2.20 w rozdziale 2.
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2. Podstawowe informacje o funkcjonatach kwadratowych

Poniewaz jednym z gtéwnych celow pierwszej czesci tej rozprawy jest podanie w rozdziale
3 pelnej charakteryzacji P-krytycznych jednorodnych funkcjonalow kwadratowych ¢ : Z" — Z,
wiec rozprawe rozpoczynamy od wprowadzenia podstawowych pojeé i oznaczeri wykorzystywa-
nych w calej rozprawie. Przypominamy takze fakty znane z wyktadu monograficznego promo-
tora [35] oraz z literatury naukowej przedmiotu (zobacz [37]-[44]).

Aby ulatwié¢ czytanie rozprawy niektore z twierdzen przedstawimy wraz z dowodami lub
szkicami dowodow. Przedstawimy tez implementacje kilku algorytméw symbolicznych i ich
implementacji stosowanych w dalszej czedci rozprawy.

2.1. Jednorodne funkcjonaly kwadratowe i ich macierze

W tym paragrafie przypominamy z wyktadu algebry liniowej potrzebne w dalszej czesci tej
pracy definicje i fakty dotyczace funkcjonatéw kwadratowych i form kwadratowych.

Definicja 2.1. Niech n > 1 bedzie liczba naturalna.
(a) Jednorodnym funkcjonalem kwadratowym (rzeczywistym) nazywamy funkcje ¢ :
R™ — R okreslona wzorem

(2.2) q(x) = q(x1,...,2,) = quas + - + Gt + Z Qi TiT 5,

i<j
gdzie g;; sa liczbami rzeczywistymi. Polaryzacja funkcjonatu ¢ : R" — R nazywamy funkcjo-
nal R-dwuliniowy symetryczny b, : R" x R" — R zdefiniowany wzorem

(2.3) by(u, w) = lg(u+ w) — g(u) — q(w)],
dla dowolnych wektorow u, w € R".

(b) Jesli ¢;; € Z, dla dowolnych 4,5 € {1,...,n}, to funkcjonal ¢ nazywamy catkowitym i
piszemy ¢ : Z" — Z. W tym wypadku, zbior

(2.4) Kerq:={v e Z"; q(v) =0}
nazywamy jadrem funkcjonaltu catkowitego ¢ : Z" — Z.
(c) Jesli 11 = -+ = @un = 1, to ¢ : Z" — 7Z nazywamy funkcjonalem kwadratowym

jednolitym (w terminologii angielsko-jezycznej: unit form).
(d) Zbior wszystkich jednolitych catkowitych funkcjonatow kwadratowych ¢ : Z" — Z be-
dziemy oznacza¢ symbolem U(Z", 7).

Umowa. W tej rozprawie badamy tylko jednorodne funkcjonaly jednolite. W zwiazku
z tym nazwa calkowity funkcjonal kwadratowy ¢ : Z" — 7Z bedzie oznaczaé¢ caltkowity
funkcjonal kwadratowy, ktory jest jednorodny i jednolity.

Definicja 2.5. (a) Funkcjonal kwadratowy ¢ : R" — R nazywamy
(al) dodatnio okreslonym, jesli ¢(v) > 0, dla dowolnego niezerowego wektora v € R",
(a2) dodatnio potokreslonym, jesli g(v) > 0, dla dowolnego wektora v € R",
(a3) nieokreslonym, jesli ¢(v) < 0, dla pewnego wektora v € R".
(b) Calkowity funkcjonal kwadratowy ¢ : Z" — Z nazywamy
(bl) dodatnim, jesli g(v) > 0, dla dowolnego niezerowego wektora v € Z",
(b2) stabo dodatnim, jesli ¢(v) > 0, dla dowolnego niezerowego wektora v € N",
(b3) nieujemnym, jesli ¢(v) > 0, dla dowolnego wektora v € Z",
(b4) stabo nieujemnym, jesli ¢(v) > 0, dla dowolnego wektora v € N".
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W badaniu funkcjonatéw nieujemnych ¢ : Z" — 7Z czesto wykorzystuje sie nastepujacy
prosty lemat (zobacz [33], str. 2 oraz rozdzial 1 skryptu [35]).

Lemat 2.6. (a) Polaryzacja b, : R" x R" — R (2.3) dowolnego funkcjonatu jednorodnego
kwadratowego q : R" — R jest funkcjonatem symetrycznym, tzn. by(u,w) = by(w,u), dla
dowolnych u,w € R". Ponadto q(u) = by(u,u), dla dowolnego u € R™.

(b) Jesli q : Z" — Z jest catkowitym nieujemnym funkcjonatem jednorodnym kwadratowym,
to jadro Ker q jest podgrupg grupy Z.".

(c) Jesli q : 7" — 7Z jest dodatnio okreslony, to Kerq = 0.

Dowdd. (a) Wiasnosé (a) jest znana z wyktadu algebry liniowej.
(b) Zalozmy, ze q : Z" — 7 jest nieujemnym oraz u,v € Kerq. Zatem g(u) = 0, g(v) =0
i na podstawie definicji polaryzacji b, : Q" x Q" — Q (2.3) otrzymujemy réwnosci
q(u+v) = q(u) + q(v) + 2b,(u, v) = 2by(u,v),
q(u —v) = q(u) + q¢(—v) + 2b,(u, —v) = q(u) + q(v) — 2by(u, v) = —2b,(u, v)
tzn. q(u+v) = 2b,(u,v)
{ q(u—v) = —2b,(u,v).
Dodajac powyzsze rownosci stronami otrzymujemy rownosé q(u +v) + q(u — v) = 0. Poniewaz
q jest nieujemny, wiec q(u+v) > 0 oraz g(u—v) > 0, gdyz u+v,u—v € Z". Zatem z réwnosci
q(u+v)+q(u—v) = 0 wynikaja rownosci ¢(u+v) = 0 oraz q(u —v) = 0. Wykazalismy wiec, ze
u+v,u—v € Kerg, oile u,v € Kerg, co koriczy dowod (b). Poniewaz wlasnosé (c) oczywista,
wiec dowod lematu jest zakoriczony. U

Przyklad 2.7. (a) Jednorodny funkcjonat kwadratowy g, : Z° — 7Z (1.3) diagramu
Dynkina Aj : a;——asy——ag3 jest dodatnio okreslony, gdyz

Qug (21, T2, T3) = 22 4+ 23 + 13 — 11Ty — Toxs = L[at 4 (21 — 22)2 + (22 — x3)* + 2.

(b) Jednorodny funkcjonat kwadratowy ¢z : 7* — 7. (1.3) grafu Kroneckera a; ——aj,

jest dodatnio potokreslony, gdyz qz (v1,22) = i + 35 — 21122 = (21 — 22)*.

Zauwazmy
rowniez, ze Kergy = Z-h, gdzie h = (1,1) € 72, tzn. Ker gz, jest podgrupa cykliczna grupy
Z? generowana przez wektor h = (1,1) € Z*,

(¢) Funkcjonal kwadratowy ¢ : Z* — 7Z zdefiniowany wzorem q(zy, zs) = 22 + 23 + 4x,29 W

sposob oczywisty jest stabo dodatni, natomiast nie jest on nieujemny, gdyz ¢(1,—1) = —2,

W badaniu jednorodnych funkcjonatéw kwadratowych uzywa sie czesto ich macierzy Grama
W nastepujacym sensie.

Definicja 2.8. (a) Symetryczna macierza Grama funkcjonatu ¢ : R" — R (2.2) nazy-
wamy macierz kwadratowsa

21\11 Z]\1n
(2.9) Gy=| + . 1 | €My

dn1 *° Gnn

- Z),

1
2
gdzie Gy = q;i, dla i € {1,...,n}, oraz @;; = @ji = 5qij, 0 ile i < j.

(b) Niesymetryczna macierza Grama jednorodnego funkcjonatu catkowitego ¢ : Z" —
Z, nazywamy macierz kwadratowa

qi1 - qin
(2.10). G, = oo, € M, (Z)
0 - qun
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Czesto bedziemy wykorzystywali nastepujacy prosty lemat udowodniony w rozdziale 1 skryptu
[35].

Lemat 2.11. (a) Jesliq : R" — R jest funkcjonatem jednorodnym kwadratowym zdefiniowa-
nym wzorem (2.2), to q(u) = u-Gyu'" = u-G,u'", dla dowolnego wektorau = (uy, ..., u,) € R",
Ui
gdzie u'" =
Up,
(b) Dla dowolnej macierzy A = [a;j] € M, (R) funkcja g4 : R" — R zdefiniowana wzorem

qa(v) =v- A" = Z Z QT = ATy + -+ Gl + Z (a;j + aji)xiz;
i=1 j=1 1<i<j<n
jest jednorodnym funkcjonatem kwadratowym. Symetryczng macierzg Grama tego funkcjonatu
qa jest macierz G,, = %(A + A"y, Jesli A € M, (Z), to tak zdefiniowany funkcjonat jest
catkowity, tzn. qa : 7" — 7.

Dowo6d. Stwierdzenia (a) oraz (b) otrzymuje si¢ przez nietrudne przeliczenie, zobacz roz-
dzial 1 skryptu [35]. O

2.2. Kryterium Sylvestera

W algorytmicznym badaniu funkcjonatéw kwadratowych z uzyciem komputera czesto sto-
suje sie nastepujace dwa kryteria znane z wyktadu algebry liniowej. Pozwalaja one stwierdzi¢
czy dany funkcjonal kwadratowy ¢ : R™ — R jest dodatnio okreslony lub dodatnio pétokreslony.

Twierdzenie 2.12 (kryterium Sylvestera). Niech ¢ : R" — R bedzie funkcjonatem kwadra-
towym jednorodnym, natomiast G, = [g;;] € M, (R) bedzie jego symetryczng macierzq Grama.
Funkcjonat q jest dodatnio okreslony wtedy @ tylko wtedy, gdy spetnia nastepujocy warunek
Sylvestera

qir - d1s
det e >0
gs1 Qss
dla dowolnego s € {1,...,n}.
Dowod. Zobacz [29] oraz rozdzial 1.1 w skrypcie [35]. O

Twierdzenie 2.13 (uogodlnione kryterium Sylvestera). Niech ¢ : R" — R bedzie funk-
cjonatem kwadratowym jednorodnym, natomiast G, = [q;;] € M, (R) bedzie jego symetryczng
macierzqg Grama. Funkcjonat q jest dodatnio potokreslony wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia
nastepujgcy uogolniony warunek Sylvestera

Qjrji " Dhugs

det : . : > ()
Qjsji " Qjsgs

dla dowolnego ciggu 1 < 71 < ... < js < n.

Dowod. Zobacz [17]|, Theorem 7.2.5. O
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2.3. Algorytm Sylvestera i jego uogdlnienie

Twierdzenia 2.12 oraz 2.13 moga by¢ bezposrednio zastosowane do konstrukeji odpowiednich
algorytmow symbolicznych. Ponizej zamieszczone zostaly pseudokody tych algorytmow. Pelne
implementacje znajduja sie Dodatku (7.1 i 7.2) oraz na zataczonej do pracy ptycie pod nazwami
Algorytm Sylvestera oraz Uogdlniony algorytm Sylvestera.

Wejscie: Macierz Grama funkcjonatu kwadratowego ¢ : R" — R,
Wyjscie: Komunikat informujacy, czy funkcjonat ¢ jest dodatnio okreslony.

1. AlgorytmSylvestera:=proc(m)

2 n:=liczba kolumn macierzy m

3 dodatni:=true

4 for i from 1 to n do

5. minor:=i-ty wiodacy minor gidéwny macierzy m
6 if minor <= O then

7 dodatni:=false

8

. end if
9. end do
10. if dodatni = true then
11. print "Funkcjonat jest dodatnio okreSlony"
12. else
13. print "Funkcjonat nie jest dodatnio okresSlony"
14. end if

15. end proc

Wejscie: Macierz Grama funkcjonatu kwadratowego ¢ : R" — R,
Wyjscie: Komunikat informujacy, czy funkcjonal ¢ jest dodatnio okreslony, dodatnio potokre-
slony czy nieokreslony.

1. UogolnionyAlgorytmSylvestera:=proc(m)
2 n:=liczba kolumn macierzy m
3 dodatni:=true

4 dodatniopolokreslony:=true

5. for i from 1 to n-1 do

6 minory:=zbidér wszystkich minorow wymiaru n-i macierzy m
7 for minor from minory do

8 if minor <= O then

9. dodatni:=false

10. end if

11. if minor < O then

12. dodatniopolokreslony:=false

13. end if

14. end do

15. end do

16. if dodatni = true then

17. print "Funkcjonal jest dodatnio okreslony"
18. else if dodatniopolokreslony = true then

19. print "Funkcjonat jest dodatnio polokreslony"
20. else

21. print "Funkcjonal jest nieokreSlony"

22. end if

23. end proc

2.4. Postaci kanoniczne Lagrange’a

Przypomnimy teraz konstrukcje rownowaznosci dowolnego jednorodnego funkcjonatu kwa-
dratowego ¢ : R" — R z funkcjonatem zdefiniowanym forma kwadratowa o postaci kanonicznej.
Redukcja ta jest znana jako redukcja Lagrange’a uzupetniania do pelnych kwadratéw. Bedzie
ona czesto wykorzystywana w dalszej czesci tej rozprawy w dowodach dodatniej okreslonosci
funkcjonalow, w opisie pierwiastkéw jednorodnych funkcjonaléw kwadratowych oraz
w opisie jadra funkcjonatlow dodatnio potokreslonych.
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W rozdziale 7 o nazwie Dodatek opiszemy algorytm redukcyjny Lagrange’a oparty na naste-
pujacej wersji twierdzenia Lagrange’a oraz na konstrukcjach zastosowanych w jego dowodzie.

Twierdzenie 2.14 (Lagrange’a). Zaldzmy, ze q : R" — R jest niezerowym jednorod-

nym funkcjonatem kwadratowym zdefiniowanym wzorem q(v) = Y qv? + Y. gijuv;, gdzie
i=1 i<j
v=(v1,...,v,) €R", ¢;; € R oraz co najmniej jedna z liczb g;; jest rozna od zera.

a) Istniejq liczby rzeczywiste ¢, s;; € R, gdzie 1,5 € {1,...,n}, o nastepujgcych wltasno-
1 J
sciach:

(al) Co nagmniej jedna z liczb q}, . .., q,, jest rézna od zera;
$11 ... Sln
(a2) Macierz S = [s;5] = [ o | € M, (R) jest nieosobliwa
Snl .. Snn
(a3) Forma kwadratowa q(z) := Y qux? + > q;jxix; ma postaé
i=1 i<j
() = q)- (suzi+ .. 4 810T0)? + ¢ - (o121 4 o+ Sonxn) 2+ ... +q, (8n1T1 + oo+ Spp)? =
=q, -2+ +q, - 22,
gdzie [z1, ..., 2] = [x1, ..., x,] - ST, t2n.

21 = S1141 4+ ...+ S1nLy,
Zg = 821%1 + ... + SonTn,

Zn = Sp1T1 + -+ SpnTn;

(ad) Jesli kazda z liczb q;; jest wymierna, to rowniez kazda z liczb s;; oraz ¢, ...,q, jest
WYMIETNaQ.

(b) Przeksztatcenie R-liniowe fs : R" — R"™ okreslone wzorem fs(v) = v - S, dla v €
R", jest izomorfizmem R-przestrzeni liniowych definiujgcym R-réwnowaznosé funkcjonatu q :
R" — R z funkcjonatem ¢’ : R"™ — R o postaci kanonicznej zdefiniowanej wzorem

q'(v) = v+ gyvi + ... + 4,
dla dowolnego wektora v = (vq,...,v,) € R". Innymi stowy przemienny jest diagram
R" —— R
(2.15) fslE A
RTL

Ponadto, S jest macierzq przeksztatcenia fs : R" — R"™ oraz zachodzi réwnosé G, = S™-Gy-S.

Dowéd. Dowdd przeprowadza sie metoda indukcji wzgledem liczby n > 1 wykorzystujac
dowod twierdzenia 3 w paragrafie XI1.3 ksiazki Mostowskiego i Starka [29]. Szczegoly mozna
znalez¢ w rozdziale 1 skryptu [35]. Dla funkcjonalow dodatnio okreslonych dowdd mozna znalezé
w artykule [13, Theorem 5.3]. O

Whniosek 2.16. (a) W oznaczeniach twierdzenia 2.14, rzeczywisty funkcjonal kwadratowy
q : R" = R jest dodatnio okreslony (odp. dodatnio pdtokreslony) wtedy i tylko wtedy, gdy
¢ >0,q5>0,...,q,>0 (odp. gdy ¢; > 0,95 >0,...,q,>0).
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(b) Jesli rzeczywisty funkcjonal kwadratowy q : R™ — R jest catkowity, to funkcjonal q :
2" — 7 jest nieujemny (odp. dodatni) wtedy i tylko wtedy, gdy q : R"™ — R jest funkcjonatem
dodatnio pétokreslonym (odp. dodatnio okreslonym).

(c) Jeslin = 2 oraz q : Z* — 7 jest jednorodnym funkcjonatem kwadratowym zdefiniowanym
wzorem q(x1,T2) = T3 + 23+ qu2a122, gdzie qi2 € Z, to q : Z* — Z jest nieujemny wtedy i tylko
wtedy, gdy —2 < q12 < 2.

(d) Jeslin > 2 oraz q : Z" — 7 jest nieujemnym jednorodnym funkcjonatem kwadratowym
zdefiniowanym wzorem q(x) = Y. a2+ gz, gdzie g2 € Z, to —2 < q;; < 2, dla dowolnych

i=1 i<j
1 <7< n. ’

Dowdd. (a) Zastosowaé twierdzenie 2.14, a w szczegdlnosci nieosobliwos$é macierzy S.

(b) Implikacja ,,<=” jest oczywista. Aby udowodni¢ implikacje ,,=" zalézmy, ze q : Z"" — Z
jest nieujemny (odp. dodatni). Stad tatwo wynika, ze funkcjonal wymierny ¢ : Q" — Q jest
nieujemny (odp. dodatni). Jesli q(x) = ¢}27 +qh23+.. .. .. +q/,22 jest postacia kanoniczna taka
jak w twierdzeniu 2.14, to liczby ¢, ..., ¢, sa wymierne, na podstawie twierdzeniu 2.14 (a4).
Stosujac (a) do funkcjonatu wymiernego ¢ : Q" — Q otrzymujemy ¢; > 0,¢5, > 0,...,¢, > 0
(odp. ¢ > 0,,...,¢, > 0). Na podstawie (a) zastosowanego do funkcjonalu rzeczywistego
q: R" — R, funkcjonal ten jest dodatnio potokreslony (odp. dodatnio okreslony).

(¢) Na podstawie (b), ¢ : Z* — Z jest nieujemny wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ : R* — R jest
dodatnio poétokreslony. Poniewaz

q(@1,22) = (21 + %%2552)2 + (1 - iQ%Q)x%’

wiec q : Z* — Z jest nieujemny wtedy i tylko wtedy, gdy (1 — 1q%,) > 0, co konczy dowod
rownowaznosci (c).

(d) Zalozmy, ze n > 2 oraz q : Z" — Z jest nieujemny. Aby udowodni¢, ze —2 < ¢;; < 2, dla
dowolnych i < 7 < n, ustalmy pare indekséw ¢, 7 < n takich, ze 1 < i < j. Dla prostoty zapisu
zalézmy, ze i = 1 oraz j = 2. Udowodnimy najpierw, ze funkcjonal ograniczony gy o : 7 =7
zdefiniowany wzorem g 9 (x1,22) = xf + :1:% + q127122 jest nieujemny. W tym celu wezmy
dowolny wektor (uq,us2) i rozwazmy wektor @ := (uq,us,0,...,0) € Z". Poniewaz q(u) =
qp2)(u1, ug) oraz g jest nieujemny, wiec ¢(u) > 0 i otrzymujemy nier6wnosé g o(u1, uz) > 0,
tzn. funkcjonal g o) : 7* — 7 jest nieujemny. Stad wynikaja nieréwnosci —2 < gi; < 2, na
podstawie (c), co koriczy dowod. O

Przyklad 2.17. Pokazemy, ze funkcjonat kwadratowy q¢ : Z® — Z zdefiniowany wzorem
ga(v) =v-C 0", gdzie C jest macierza

.
COoO O KRR~ R
|
COoO R KRR RR~RO
|
O OKRRRKRRO

€ Mg(Z),

e ===

OO O OO OO
[=NeBoBoBoBaol
OO O OO+ O
SO OO KHEH

nie jest nieujemny. Istotnie, stosujac twierdzenie Lagrange’a (a dokltadniej implementacje 7.3
algorytmu Lagrange’a) otrzymujemy
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qc(z) = x-C-a"
2 2 2 2 2 2 2 2 .
= I’I+IE2+I’3+[L‘4+I’5+ZL‘6+$7+ZL‘8 T1T9 $1173+{L'1.I’4+{L‘1$5
—Toxy — Ty + Tolg + Loy — X34 — 3Ty + I3xg + T3T7 — L4y
— X4 + T4T7 + 4T3 — T5Xg — T5L7 + TsTg — TgLg — L7y

= 1 — %:1:2 — %373 + %374 + %.T5)2 + %(%2 — %.133 — %134 — %1’5 -+ %136 -+ §$7)2
+§(JI3 — %l’4 — %I5 + 26 + l’7)2 + %(l’4 — 2%5 + 2.T7 + 138)2 — %(ZE5 - §x7 — .Tg)z
—5(376 — %m8)2 + %(—%% + x7 + %l’g)Q + g:t%

Na podstawie wniosku 2.16, funkcjonal ¢¢ : Z® — Z nie jest dodatnio potokreslony.

2.4.1. Algorytm Lagrange’a

W tym paragrafie zamieszczamy schemat algorytmu Lagrange’a podanego w skrypcie [35] i
obliczajacego postac¢ kanoniczng Lagrange’a dowolnego rzeczywistego funkcjonatu q : Z" — Z,
zobacz rowniez |39, Remark 3.8] oraz [13, Algorithm 5.5].

Algorytm Lagrange’a. Wejscie: Liczba naturalna n > 1, liczby rzeczywiste ¢;; € R,
gdzie 1 <1 < j < n, oraz niezerowy jednorodny funkcjonal kwadratowy ¢ : R" — R zdefinio-

wany przez forme kwadratowa wzorem ¢(z) = > gua? + Y gijziz;.
i=1

i<j
Wyjscie: Liczby rzeczywiste ¢i,...,q, € R, gdzie i,7 € {1,...,n}, oraz macierz nieoso-
S11 Sin
bliwa S = [s;] = [ : .. | € M,(R) o nastepujacych wlasnosciach:
Snl ... Sn
al) co najmniej jedna z liczb ¢}, ..., ¢, jest rozna od zera;
J ] ) a; a4y )
(a2) forma kwadratowa q(z) ma postac q(z) = ¢} 25+ ¢5- 25+ - -+q,- 22, gdzie 21, ..., 2,] =

[1,... 2, S™.

Kod zrodlowy algorytmu oraz implementacja w Maple 17 znajduja sie na ptlycie, zobacz
Dodatek 7.3. Poszczegélne etapy algorytmu realizuja poszczegélne kroki dowodu twierdzenia
Lagrange’a podanego w ksiazce [29] oraz w skrypcie [35]. O

Stosujac twierdzenie Lagrange’a, przedstawiony powyzej algorytm Lagrange’a (wraz z im-
plementacje podana w Dodatku 7.3 na ptycie) oraz wniosek 2.16 udowodnimy teraz nastepujace
dwa wazne twierdzenia.

Twierdzenie 2.19. Jesli D jest jednym z grafow Dynkina przedstawionych w Tabeli 1.1
oraz n = |Dy| jest liczbg wierzchotkéw grafu D, to jego funkcjonal kwadratowy qp : 7" — Z
(1.3) jest dodatnio okreslony.

Dowdd. Stosujac metode Lagrange’a uzupetniania do pelnych kwadratow tatwo pokazuje
sie, ze formy kwadratowe gp(z) grafow Dynkina A,,, D, Eg, E; oraz Eg mozna przedstawi¢ w

postaci
qa,(r) = 22+ a5+ .+ 22— 1wy — XT3 — ... — Ty 1T, =
= M+ (w1 —w)? + (e — )+ .+ L — @)+ SR
@, (r) = 22+ a5+ ...+ 22— T1T3 — ToTy — T3y — TyT5 — ... — Ty 1Ty =
= (@1 —323)% + (2 — 323)% + 2(23 —wa)? + 2 (2a —w5)2 4+ ...+
+%(wn—1 — xp)” + %xn
qEG(x) = (.1'1 — %$2)2 -+ %(1’2 — §$3)2 —+ %(1'3 — 21‘4 — 21'5)2"‘
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Ger (¥) = (21— 522)* + § (w2 — 323)° + (w3 — Joa — 325)°+
+5(es — Jaa)? + 2o — Bae)? + Lo — dar)? + a?
QIE8<x) = (371 - %552)2 + %(l’g — %%3)2 =+ %<x3 — %513'4 — %375)2 + 2(1’4 _ %LE5)2—|—

Stad tatwo wynika teza twierdzenia. U

Twierdzenie 2.20. Jesli D jest jednym z grafow Fuklidesa przedstawionych w Tabeli 1.2
orazn+1 = |Dy| jest liczbg wierzchotkdw grafu D, to jego funkcjonat kwadratowy qp : Z" — 7
(1.3) jest dodatnio potokreslony oraz Kerqp = 7Z - hp, gdzie _

(i) hp=y; 1 1, Jesli D=A, n>1,

(i) hp =13, 231, jesli D :ﬁ)m n >4,

(i) hp= 2 jesli D = K,
(
(

fu—

2 )
12321
iv) hp = 1533321, jesli D = K,

_ 3 _
v) hp =y4854321, Jesli D = Eg.

Dowéd. Dla grafu D = An, funkcjonal kwadratowy ¢p : Z"™ — Z jest zdefiniowany
wzorem
q&n(x) = i+ a3 4.+ T2 — T1Ty — Ty — ... — Tplny1 — Tpi1l1
= %[(l‘l — I2>2 + (Ig — I3)2 + -+ (l’n — $n+1)2 + (Il — Jin+1)2].
Analogicznie, stosujac metode Lagrange’a uzupeiniania do pelnych kwadratéw tatwo po-
kazuje sie, ze formy kwadratowe ¢p(x) grafow Euklidesa D,,, gdzie n > 4, Eg, E7, Eg mozna
przedstawi¢ w postaci

n+1

Aq5, (1) = 4(>° 2% — 2109 — ToT3 — ToTy — TyT5 — .. — Ty 1Ty — Ty1Tpy1) =
i=1
= (201 —23)% + (220 — 23)* + (X1 — 220)% + (Tt — 2%py1)*+

+2 Z;::f(xz — Ty41)%,
7
g, () = Z T? — T Ty — ToT3 — T3Ty — TyT5 — T3Tg — Tl =

1
= ((L’l — %JIQ)Q + %(l’g — §$3)2 —+ %(xg — %ZE4 — %IG)Q‘F
+§($4 — %% — %%’)2 + %@5 — %IEG)Z + i(% — 227)?,

8
G (T) = D a7 — 11T — Tz — T3Ty — Tals — Tale — Tel7 — T7ly =
i=1
= (1’1 — %%2)2 + %(%2 — %1’3)2 + %(.T;g — %I4)2+
+§($4 - %1‘5 — %xﬁ)z + %(l‘5 - %%6)2 + %(1’6 — %l’7)2 + i($7 - 2.T8)2,
9

_ 2 _
95, () = Z TP — T1X9 — Tol3 — T3y — T3xy — T5Lg — Tely — Tyly — Ty =

=1
= (1’1 — %1‘2)2 + %(33‘2 — §$3)2 + %(.1'3 — %$4 — %%5)2 + 2(1’4 — g$5)2+

+§<I5 — ?}Tﬁ)z -+ %(l‘ﬁ — %.737)2 -+ %(1’7 — %JIg)Q —+ %(Ig — 2%’9)2.
Stad tatwo wynika teza twierdzenia. O



2. INFORMACJE O FUNKCJONALACH KWADRATOWYCH 17

2.5. Pierwiastki funkcjonaléw caltkowitych

Druga czesé rozprawy (rozdzialy 4 oraz 5) poswiecona bedzie klasyfikacji szerokiej klasy gra-
fow oznakowanych w sensie Zaslavskiego [48], a w szczegolnosci opisowi struktury oraz spektral-
nej klasyfikacji Coxetera gtownych grafow krawedziowo-dwudzielnych w sensie [41]. W badaniu
tej klasy graféow waznymi narzedziami sa catkowite funkcjonalty kwadratowe ¢ : Z" — Z oraz
ich pierwiastki w sensie nastepujacej definicji podanej przez Ovsienke w pracy [26].

Definicja 2.21.(a) Wektor v € Z" nazywamy pierwiastkiem (z jedynki) funkcjonatu cat-
kowitego ¢ : Z" — Z, jesli q(v) = 1. Pierwiastek v = (v1,...,v,) € Z" nazywamy dodatnim,
jesli v # 0 oraz kazda z jego wspotrzednych vy, ..., v, jest nieujemna.

(b) Symbolami R, = {v € Z"; q(v) = 1} D R} = {v € N"; ¢(v) = 1} oznaczamy odpo-
wiednio zbior wszystkich pierwiastkow oraz zbior wszystkich pierwiastkow dodatnich funkcjo-
natu ¢, zobacz |1, Section VIL.3].

(c¢) Wektor v = (vq,...,v,) € Z" nazywamy wiernym, jesli v; # 0,...,v, # 0. Mowimy,
ze v jest dodatni, gdy v # 0 oraz v; > 0,...,v, > 0.

2.5.1. Skonczonos$é zbioru pierwiastkow

W artykutach [39] oraz [41] dotyczacych zastosowan funkcjonatow kwadratowych w teorii
reprezentacji algebr sformutowano nastepujgcy problem.

PROBLEM. Dla danego dodatnio okreslonego funkcjonatu catkowitego q : Z" — Z, zbudo-
wac algorytmy numeryczne i symboliczne opisujgce wszystkie wektory zbioru R, jego pierwiast-
kow.

Nastepujace twierdzenie (zwane w pracy [38| twierdzeniem ograniczonego zliczania) zawiera
w miare satysfakcjonujace rozwiazanie tego problemu. Stwierdza ono, ze zbiér pierwiastkow
R, ={v € Z"; q(v) = 1} jest skonczony, gdy ¢ : Z" — Z jest dodatni. Ponadto, w dowodzie
podaje si¢ algorytmiczna metode opisu zbioru R, dla dodatnich funkcjonatow ¢ : Z" — Z.

Twierdzenie 2.22. Niech q : Z" — 7 bedzie funkcjonatem kwadratowym jednorodnym
okreslonym wzorem (2.2). Jesli q jest dodatni, to

(a) zbior pierwiastkow Ry, = {v € Z"; q(x) = 1} jest skoriczony,

(b) jesli v € Ry(d), to bezwzgledna wartosé |v;| kazdej wspotrzednej v; wektora v jest ogra-
niczona przez czesé catkowitq liczby rzeczywistej ]/\/[\q = Mii, gdzie M, = /inf ¢(S"1) > 0 oraz
S ={w eR"; ||w|| =1} jest sferq jednostkowq w przestrzeni Euklidesa R™.

Dowéd. Szkic dowodu mozna znalezé w [33, str. 3|. Pelny dowod podany jest na stronie
19 artykutu [38]. W dowodach tych stosuje sie metode Drozda [8] zmodyfikowana w dowodzie
twierdzenia 11.94 ksiazki [34]. O

W nastepnym podrozdziale zamieszczamy implementacje algorytmu ograniczonego zliczania
podanego w [38, Algorithm 4.2| i obliczajacego wszystkie wektory zbioru R, pierwiastkow
dowolnego dodatniego funkcjonatu ¢ : Z" — Z.

Wykorzystujac ten algorytm oraz kanoniczne postaci form kwadratowych opisujacych funk-
cjonaty diagramoéw Dynkina otrzymuje sie nastepujacy wazny wniosek.

Whiosek 2.23. Niech D bedzie jednym z diagramow Dynkina przedstawionych w Tabeli
1.1 oraz niech qp : Z" — Z bedzie jego funkcjonatem kwadratowym jednorodnym okreslonym
wzorem (1.3).

(a) Zbior pierwiastkow R, jest skoriczony.



18 2. INFORMACJE O FUNKCJONALACH KWADRATOWYCH

(b) Liczby pierwiastkow funkcjonatu qp : 2" — 7, dla poszczegdlnych diagraméw D, za-
mieszczone sq w nastepujgce) tabeli:

D A, D, n>4, Es E, Es

Rap | nn+1) | 2n(n—1) 72 126 240

Ripl || 2n(n+1) | n(n—1) 36 63 120

Dowéd. (a) Na podstawie twierdzenia 2.19, funkcjonal qp : Z" — Z jest dodatnio
okreslony. Zatem (a) jest konsekwencja twierdzenia 2.22.

(b) Dla grafow Eg, E; oraz Eg, liczby pierwiastkow wskazane w tabeli otrzymuje sie przez
zastosowanie algorytmu ograniczonego zliczania. Dla graféow A, oraz D,,, liczby te oblicza sie
standardowym rachunkiem wykorzystujac postaci kanoniczne form kwadratowych podane w
dowodzie twierdzenia 2.19. Szczegolty dowodu mozna znalezé w rozdziale 2 skryptu [35]. O

2.5.2. Algorytm ograniczonego zliczania

W tym podrozdziale zamieszczamy pseudokod algorytmu ograniczonego zliczania podanego
w |38, Algorithm 4.2] i obliczajacego wszystkie wektory zbioru R, pierwiastkow dowolnego
dodatniego funkcjonatu ¢ : Z" — 7Z. W algorytmie wykorzystano algorytm Lagrange’a do
wyznaczania ograniczen poszczegblnych wspotrzednych pierwiastkow z d. Pelna implementacja
tego algorytmu w programie Maple znajduje si¢ na dotaczonej do pracy plycie oraz w Dodatku
7.4.

Wejscie: (a) Macierz Grama m dodatnio okreslonego funkcjonatu ¢ : Z" — Z.
(b) Liczba naturalna d > 0, z ktorej beda liczone pierwiastki.
Wyjscie: Lista wszystkich pierwiastkow z d.

1. ograniczoneZliczanie := proc (m, d)

2. n := liczba kolumn macierzy m

3. q := x*m¥transpose(x)

4. dziedzina := []

5. wynik := []

6. for i to n do

7. max := 0

8. postac_kanoniczna := postaé kanoniczna q z zamienionymi x[i] i x[n]
9. lista := rozwigzania catkowite rdéwnania postac_kanoniczna(x) <= d
10. max := najwieksza wartoS¢ z listy

11. dziedzinal[i] := [-max,..,max]

12. end do

13. T := produkt kartezjanski elementdéw dziedziny

14. for (kazdy wektor z T) do

15. if (wektor jest rozwigzaniem q(wektor)=d) then

16. wynik := [wynik, wektor]

17. end if

18. end do

19. return wynik

20. end proc
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2.6. Calkowite funkcjonaly nieujemne. Opisy jadra

Przypomnijmy z paragrafu 2.1, ze jadrem jednorodnego catkowitego funkcjonatu kwadrato-
wego q : Z" — Z nazywamy zbior Kerqg = {v € Z" ¢(v) =0} C Z".

Na podstawie Lematu 2.6, Ker ¢ jest podgrupa grupy Z", gdy funkcjonal ¢ : Z" — Z jest
nieujemny. Zatem podgrupa Ker ¢ posiada skoriczong Z-baze mocy nie wiekszej niz n. Moc tej
bazy nazywa sie¢ w literaturze ranga grupy Ker q.

Jednym z celéw tego paragrafu jest pokazanie zwiazku rangi grupy Ker ¢ z rzedem symetrycz-
nej macierzy Grama funkcjonatu nieujemnego g : Z" — 7Z oraz wlasnosciami jego polaryzacji
(2.3)

by : R" x R" — R.

Przypomnijmy, ze b, jest funkcjonalem R-dwuliniowym i symetrycznym oraz b,(v,v) = q(v),
dla dowolnego wektora v € Z".
W badaniu wtasnosci catkowitych nieujemnych funkcjonatéow kwadratowych ¢ : Z" — Z
wykorzystamy homomorfizm grup
. 7n n _ (. Oq 9q
(2.24) Dq:Z" = 7", v Dq(v) = (5.5(v),. .., 5,-(v)),
zwany gradientem funkcjonatu ¢ : Z" — Z.

Oprocz jadra Ker ¢ jednorodnego funkcjonatu kwadratowego ¢ : Z" — 7Z bada sie roéwniez
jego radykal zdefiniowany nastepujaco (zobacz [33| oraz (34, 15.74)).

Definicja 2.25. Radykalem funkcjonatu kwadratowego jednorodnego q : " — 7Z nazy-
wamy zbior

radg = {ueZ"; by(u,w)=0, dla dowolnegow € Z"} =

= [\ Kerb,(u,—).

uEL™
gdzie by(-,—) : Z" X Z" — % - Z jest funkcjonatem Z-dwuliniowym symetrycznym (2.3) stowa-
rzyszonym z q (tzn. polaryzacjq funkcjonatu q).

rI\ivierdzenie 2.26. Niech q : 7" — 7 bedzie funkcjonatem kwadratowym jednorodnym.
(a) radg = ﬂ Ker (52 q) Ker Dg.

(b) Zbior radq jest podgrupg grupy wolnej Z" oraz rad ¢ C Ker q. Jesli q jest nieujemny, to
rad g = Kerg.

(¢) Grupa radq jest rowna grupie Uz(x,) C Z" wszystkich rozwigzarn catkowitych v € Z"
uktadu rownan liniowych

ailq(xl, ceyXy) =0, )
(*q) : = 2G,-| + | =0
82 q(z1,...,2,) = 0. Tn,

(d) Macierzq gtowng uktadu (2.26) jest macierz 2G, € M,,(Z).
(e) Ranga grupy wolnej radq = Uy (*,) C Z" réwna jest liczbie s :=n —r, gdzie r > 1 jest
rzedem macierzy Grama G, € M,,(Q) o wspotczynnikach w ciele Q liczb wymiernych.

Dowéd. (a) Wykorzystujac argumenty zastosowane w dowodzie lematu 1.4 w skrypcie [35]
udowodni sie¢ nastepujace rownosci

(%) (a%jq)( w) = 2by(ej,w) = ¢; - <2Gq)wt
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dla dowolnego wektora w € Z", gdzie ey, . .., e, jest standardows Z-baza grupy wolnej Z". Stad
tatwo wynikaja réwnosci

Ker 8;2](] = Ker 2bq(€j7 _) = Ker bl]<6j’ _)’

dla j = 1,...,n. Dla ustalonego wektora w € Z", réwnosci by(e;,w) = 0,...,by(en, w) = 0
implikuja ré6wnosé b, (u, w) = 0, dla dowolnego wektora u = (uy, ..., u,) € Z", gdyz by(u,w) =
by(urer + ... + upen, w) = urby(er, w) + ... + upby(e,, w) = 0. Stad wynikaja rownosci

rad ¢ = ﬂ Kerb,(u, —) = ﬂ Kerb,(e;, —),
ueR™ Jj=1
ktore implikuja lewa rowno$é zadang w stwierdzeniu (a). Poniewaz rownosé
Ker Dg = () Ker (%q) wynika wprost z definicji homomorfizmu Dgq : Z" — Z", wiec dowdd
=1 !

stwierdzenia (a) zostal zakoriczony.

(b) Poniewaz funkcjonat b, : Z" x Z" — % - Z jest Z-dwuliniowy, wiec b,(e;, —) : Z" — % -7
jest homomorfizmem grup oraz zachodzi réwnosé (xx,). Zatem Ker %q = Kerb,(ej, —) jest

J

podgrupa grupy Z" i na podstawie czesci (a) naszego twierdzenia, rad ¢ = () Kerb,(e;, —) jest
j=1
réwniez podgrupa grupy Z".
Aby uzasadnié¢ inkluzje rad ¢ C Ker g, wezmy dowolny wektor w = (wq,...,w,) € rad(q).
Zatem rownos¢ (s*,) implikuje ciag rownosci b,(e1, w) =0, ..., by(e,, w) = 0. Stad otrzymu-
jemy réwnosci

q(w) = by(w, w) = by(wrey + -+ + wpe,, w) = wiby(er, w) + - - - + wypby(e,, w) =0,

tzn. w € Ker ¢, co konczy dowod pierwszej czesci stwierdzenia (b).

Aby udowodnié¢ druga czesé¢ (b) wystarczy udowodnié¢ inkluzje rad ¢ 2 Kerq. Zalézmy, ze
catkowity funkcjonal kwadratowy ¢ : Z" — Z jest nieujemny. Na podstawie Wniosku 2.16 (b),
funkcjonal kwadratowy rzeczywisty ¢ : R™ — R jest dodatnio pétokreslony.

Niech w € Ker ¢ bedzie dowolnym wektorem, tzn. w € Z" oraz q(w) = 0. Poniewaz funkcja
rzeczywista ¢ : R" — R jest gtadka oraz ¢(v) > 0, dla dowolnego wektora v € R", wiec punkt
w € R" jest minimum lokalnym funkcji ¢ : R"™ — R. Na podstawie znanej z wykltadu analizy
matematycznej wlasnosci funkeji gtadkich gradient (traktowany jako endomorfizm przestrzeni
R-liniowej R")

Grad(q) = (2,...,24) . R" — R",

oxy’ ) %
rzeczywistej funkcji ¢ : R" — R przyjmuje wartosé¢ zero w punkcie w. Poniewaz w € Z", wiec
0 = Grad(q)(w) = (Dgq)(w), tzn. w € Ker Dg = rad ¢ (na podstawie rownosci (a)), co konczy
dowod stwierdzenia (b) (patrz rowniez dowod lematu 3.3 w ksiazce [1] na stronie 261.

(c)-(d) Poniewaz funkcjonal ¢ jest kwadratowy jednorodny, wiec a%jq(xl, oy Ty jest wie-
lomianem liniowym oraz a%jq(xl, ..., Ty) = 0 jest rownaniem liniowym zmiennych xy,...,z, o
wspoltezynnikach catkowitych, dla j = 1,2,...,n. Zatem (x,) jest ukladem réwnan liniowych

o wspolezynnikach w Z C Q identycznym z uktadem 2G, - " = 0, gdyz zachodzi réwnosé
(%q)(y) =e;-(2G,) -y, dla j =1,...,n, na podstawie (x%,). Stad wynika (d).

Stosujac rownosé (a), otrzymujemy rownosé¢ Uz (x) = rad g, co koniczy dowod stwierdzen (c)
oraz (d).

(e) Rozwazmy zbior Uy (*x,) C Q" wszystkich rozwiazai wymiernych v € Q" uktadu réwnan
liniowych 2G, - 2" = 0 o wspolezynnikach w Z C Q. Oczywiscie Q-podprzestrzeni liniowa
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Up(*,) zawiera grupe Uz (*,). Wiadomo, ze wymiar przestrzeni Ug(,) C Q" jest rowny liczbie
7 :=n—r, gdzie r jest rzedem macierzy Grama G, € M, (Q) o wspotczynnikach w ciele Q liczb
wymiernych.

Zalozmy, ze wektory wV, ... w) € Up(*,) € Q" tworza Q-baze przestrzeni liniowej
Ugy(*,) wymiaru r. Poniewaz wspotrzedne wektorow w®, ... w( sa liczbami wymiernymi,
wiec istnieje niezerowa liczba catkowita A € Z (najwiekszy wspolny dzielnik mianownikow tych
wspolrzednych) taka, ze wspotezynniki kazdego z wektorow

o= X-wW, T =A™,

sa liczbami catkowitymi. Poniewaz wiV),... w™ € Ug(x,), wiec W, ... . 0" € Uy(*,) C Z".
Latwo sprawdzi¢, ze wektory w), ..., W) sg Z-liniowo niezalezne, a takze Q-liniowo niezalezne.
Stad wynika, ze ranga r’ grupy Uz (*,) nie jest wicksza od r, tzn. " < r. Aby zakonczy¢ dowod
stwierdzenia (e) nalezy udowodni¢, ze r’ = r.

Przypusémy ,przez sprzecznosc”, ze r' < r—1. Zatézmy, ze wektory u), ... u) € Uy(*,) C
Z" tworza Z-baze grupy Uz (*,) rangi ' <r — 1. Zatem

U(x) =2 vV @ ... aZ u;

w szczegolnosci wektory ulM), ... u() € Uy(*,) C Up(*,) sa Q-liniowo niezalezne.

Rozwazmy Q-podprzestrzen liniowa U = Q-uM+. . +Q-u"") przestrzeni Up(*,) generowansg
przez Q-liniowo niezalezne wektory u), ... u(™) € Ugp(*,). Poniewaz wektory u™, ... u(™) sy
Q-liniowo niezalezne, wiec dimg U = r’. Ponadto, poniewaz wektory wM, ..., w" naleza do
Up(xy) = Z-uV @ ... @Z-u) CU, wiecw,... . w" € U. Z faktu, ze wektory w, ... w
sa Q-liniowo niezalezne wynikaja nieréwnosci r < dimgU = r’ < r — 1. OtrzymalisSmy wiec
sprzeczno$é r < r — 1 z zatozeniem r’ < r — 1. Stad wynika, ze prawdziwa jest rownosé r’ = r,
co koriczy dowod stwierdzenia (e) oraz dowod twierdzenia. O

2.7. Catkowite funkcjonaly nieujemne ustalonej korangi. Funkcjonaly gtéwne

Wyniki poprzedniego paragrafu byly inspiracja do wprowadzenia w [38, 39] oraz artykutach
[14, 15|, [28], [47] nastepujacych definicji korangi oraz funkcjonatu gtownego.

Definicja 2.27. Niech ¢ : Z" — 7Z bedzie nieujemnym caltkowitym funkcjonatem kwadra-
towym, ktory jest jednolity oraz jednorodny.

(a) Koranga funkcjonalu ¢ nazywamy range 7 < n przemiennej podgrupy wolnej Ker ¢
grupy Z", tzn. liczbe 7 > 0 wektoréw stanowiacych Z-baze grupy Kerq. Przyjmujemy s = 0,
gdy Kergq = 0.

(b) q : Z" — Z nazywamy funkcjonalem gléwnym, jesli jest nieujemny korangi 1, lub
roéwnowaznie, ¢ jest nieujemny oraz istnieje niezerowy wektor h € Kerq C Z" taki, ze Kerq =
Z - h, tzn. grupa Ker g jest cykliczna nieskoriczona.

W drugiej czesci rozprawy bedziemy zajmowaé sie opisem struktury krawedziowo-dwu-
dzielnych grafow gtownych (bez petli) zdefiniowanych w [41]. W opisie ich struktury wyko-
rzystuje sie podstawowe wlasnosci funkcjonatéow gtéwnych, ktore sa jednym z narzedzi kombi-
natorycznej analizy krawedziowo-dwudzielnych grafow gtownych.

Funkcjonaly nieujemne ¢ : Z" — Z skonczonej korangi bada sie m.in. w artykulach
[38, 39|, gdzie tworzy sie metody algorytmiczno-graficznego opisu zbioru wszystkich rozwiazan
catkowitych diofantycznego réwnania ¢(z1,...,x,) = d, dla dowolnej liczby caltkowitej d > 0.
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Jednym z etapow rozwiazywania tego problemu jest redukcja do algorytmicznej konstrukeji
specjalnej Z-bazy grupy Kerq. Baza ta stuzy m.in. do stowarzyszenia (w pracy [14]) z do-
wolnym funkcjonatem nieujemnym ¢ : Z" — Z skoniczonej korangi jednego z graféw Dynkina,
zwanego typem Dynkina funkcjonatu ¢. Jest on niezmiennikiem Z-réwnowaznosci funkcjonatow
kwadratowych.

W budowaniu algorytmoéw konstruujacych specjalne Z-bazy grupy Ker g uzywa si¢ nastepu-
jacego twierdzenia.

Twierdzenie 2.28. Niech q : 7" — 7 bedzie nieujemnym catkowitym funkcjonatem kwa-
dratowym, ktory jest jednolity oraz jednorodny. Niech T bedzie korangag funkcjonatu q.

(a) 0<7<n-—1.

(b) 7= 0 wtedy i tylko wtedy, gdy q : Z" — 7 jest dodatni, lub réwnowaznie, gdy funkcjonat
rzeczywisty q : R" — R jest dodatnio okreslony.

(c) Zatozmy, ze q(x) = 28 +ghza+ ... ... +q, 22 jest postacig kanoniczng formy q(z) oraz
S = [s;5] € M,(Q) jest macierzq nieosobliwg takq jak w twierdzeniu 2.14, tzn. spetnia warunek
(21, .. @] - ST =21, ..., 2]

(cl) Koranga T > 0 jest liczbg tych wszystkich wspdtczynnikow sposrod qy, ¢, - . . ., ktore sq
zerami.

(¢2) Z doktadnoscig do permutacji zmiennych x, ..., x,, istnieje postaé kanoniczna q(x) =
@2+ qhza+ ... + qpz; formy q(x), w ktorej qp. = -+ = ¢, = 0, kazdy ze wspdtczynnikow
sy, -, qp Jest roiny od zera, oraz istnieje gornotrdjkgtna nieosobliwa macierz S = [s;;] €

M, (Q) o wlasnosciach sformutowanych w twierdzeniu 2.14.
(e3) W wypadku opisanym w (c2), jadro Kerq jest identyczne ze zbiorem (grupa) Uz (*s)
wszystkich catkowitych rozwigzan v € Z" gornotrdajkatnego uktadu € > 1 réwnan liniowych

S111+ Siox1 + ...+ S1¢Typ + ...+ Sinln = 0
S99y + ...+ Syxi+ ...+ S, = 0
(*S) ...........................
SppXy + ... + SpnTy = 0
o wspotczynnikach wymiernych, gdzie s11 #0,..., 8¢ # 0.

(d) Funkcjonat q : Z" — 7 jest gtowny wtedy i tylko wtedy, gdy doktadnie jeden wspétczynnik
sposrod ¢y, ¢y, - . . q., jest zerowy. Ponadto, w wypadku opisanym w (c2) dla funkcjonatu gtéwnego
g mamy: £ =1, uktad (xg) zawiera n — 1 réwnan oraz Ker ¢ = Uz (*s) jest grupq cykliczng nie-
skoriczong generowang przez wektor h € Uz (xg). W szczegdlnosci h jest niezerowym catkowitym
rozwigzaniem uktadu (xg), ktorego norma ||h|| jest minimalna.

Dowod. (a) Poniewaz funkcjonal ¢ jest jednolity, wiec g(e;) = ... = q(e,) = 1, z czego
wynika nierownos$¢ Kerq # Z". Zatem ¢ < n, gdyz w przeciwnym wypadku Kerq = Z",
poniewaz Kerq = Ker (Dq : Z" — Z") (na podstawie twierdzenia 2.26 (a)-(b)), a stad wynika,
ze Ker g jest sktadnikiem prostym grupy Z".

(b) Poniewaz ¢ jest nieujemny, wiec jest dodatnio potokreslony, na podstawie wniosku 2.16
(b). Zatem 7 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy Kerq = 0, co implikuje dodatnia okreslonosé
funkcjonatu ¢ i koriczy dowod (b).

(c) Poniewaz q jest nieujemny, wiec ¢; > 0,...,¢, > 0, na podstawie wniosku 2.16(a).

Udowodnimy najpierw (c2). W tym celu zauwazmy, ze jesli ¢ : Z" — 7Z jest dowolnym
niezerowym jednorodnym funkcjonalem nieujemnym zadanym wzorem (2.2), to jeden z jego
wspotezynnikéw ¢;; jest dodatni. Istotnie; gdyby ¢j; < 0, to q(e;) = ¢j; < 0 i otrzymujemy
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sprzecznos¢. Zatem ¢j; > 0,...,q), > 0. Gdyby ¢11 =0,...,q,, =0, to ¢(e; £ e;) = £q,;, dla
dowolnych i < j. Stad otrzymujemy sprzeczno$¢ z nieujemnoscia funkcjonatu q.

Stosujac te uwage otrzymamy teze (c2) przez prosta modyfikacje dowodu twierdzenia Lagran-
ge’a w wersji podanej w artykule [13, Theorem 5.3].

(c3) Niech £ > 1 oraz S beda takie jak w (c2). Jedliv € Z", to z réwnosci ¢(z) = ¢} 23+ 4,23+
...... +q,z7 wynika, ze v € Ker ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy v jest rozwiazaniem uktadu (), gdyz
¢ > 0,¢5 >0,...q, > 0. Innymi stowy, zachodzi rownos¢ Ker ¢ = Uz(xg). Oczywiscie grupa
Uz (*s) jest podgrupa Q-przestrzeni liniowej Up(xs) € Q" wszystkich wymiernych rozwiazan
w € Z" gornotrojkatnego uktadu rownan liniowych (xg). Poniewaz rzad macierzy ukladu (xg)
jest rowny n — ¢, wiec dimg Uy (*s) = n — ¢ i stosujac argumenty uzywane w dowodzie czesci (e)
twierdzenia 2.26 udowodnimy, ze ranga grupy Ker ¢ = Uz (*g) jest rowna dimgUp(*s) = n — L.
Z drugiej strony, koranga 7 funkcjonatu ¢ jest rowna randze grupy Kerq. Zatem 7 =n — ¢, co
koriczy dowdd stwierdzen (c3) oraz (cl), gdyz (cl) wynika z (c2) oraz (c3). O

Whniosek 2.29. Niech q : Z" — 7 bedzie nieujemnym catkowitym funkcjonatem kwadra-
towym, ktory jest jednolity oraz jednorodny. Niech T bedzie korangq funkcjonatu q oraz niech
0>118eM,(Q) bedg takie jak w twierdzeniu 2.28 (c2).

(a) T =mn — £ oraz wektory €p1 = epr1 - S7, ... €, = €, - ST przestrzeni liniowej Q" sq
Q-liniowo niezalezne oraz spetniajg rownosci

q(€e41) =0, ..., q(e,) =0.

(b) Istniejq liczby Nps1, - .., A\ € Z takie, Ze wektory ey, = Np1€p41, - - -, €, i= Ay tworzg
Z-baze grupy Ker q.

Dow6d. Poniewaz q(z) = ¢j22 + ¢hz2 +...... + ¢, 22 jest postacia kanoniczna formy ¢(x)
oraz S = [s;;] € M, (Q) jest macierza nieosobliwa taka jak w twierdzeniu 2.14, tzn. spelniajaca
warunek [z1,...,2,]-S" = [21,...,2,], t0 [v1,..., 2] = [z1,...,2,]-S7". Stad tatwo wynika, ze
wektory €pi1, ..., €, tworza Q-baze przestrzeni liniowej Up(*s) C Q" nad ciatem Q. Poniewaz
qlx) = 123 + ghz + ... ... + q,22, wiec Up(*s) = {w € Q"; ¢(w) = 0}. Zatem grupa Ker g
rangi 7 = n — ¢ jest podgrupa Q-przestrzeni liniowej liniowej Up(*s) € Q" wymiaru 7 =n — /¢
o Q-bazie €y11,...,€, (na podstawie twierdzenia 2.28), co konczy dowdd stwierdzenia (a).

Stwierdzenie (b) udowodnimy stosujac argumenty uzywane w dowodzie czesci (e) twierdze-
nia 2.26. 0

Uwaga 2.30. Wykorzystujac algorytm Lagrange’a, wniosek 2.16, twierdzenie 2.28, wniosek
2.29 oraz ich dowody tatwo zbudowaé algorytm symboliczny stwierdzajacy, czy dany jednolity
funkcjonal kwadratowy ¢ : Z" — Z jest nieujemny (lub dodatni) oraz obliczajacy jego korange
oraz pewna Z-baze grupy Ker ¢ w wypadku, gdy ¢ : Z" — Z jest nieujemny.

Jego prostota wynika z faktu, ze wektory €, ,..., €7 sa kolumnami macierzy S~! o nu-
merach ¢+ 1,...,n. W wypadku, gdy ¢ : Z" — 7Z jest gléwny, mamy ¢ = n — 1 i generator
grupy cyklicznej Ker ¢ ,otrzymuje sie” z ostatniej kolumny w™ := S~1.e" € Q" macierzy
S~ mnozac wektor w™ przez najmniejszy wspélny mianownik jego wspotrzednych (ktore sa
liczbami wymiernymi).

Kod Zrédlowy takiego algorytmu podany jest w zataczonej ptycie.

Uwaga 2.31. Mozna zmodyfikowa¢ macierz S w algorytmie Lagrange’a dla nieujemnych
funkcjonalow ¢ : Z" — 7Z tak, by wektory wektory €,,1 = ep41-S7", ..., €, = €, - S™" nalezaly
do jadra Ker g i tworzyly jego Z-baze. Wtedy wektory tej bazy uzyska sie jako kolumny macierzy
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odwrotnej S™! € M,(Q) do macierzy S € M, (Q), ktora otrzymuje si¢ na wyjsciu algorytm
Lagrange’a. O

Przyktad 2.32. Niech ¢ : Z7 — Z bedzie jednolitym funkcjonatem kwadratowym zdefinio-
wanym wzorem

qx) =23+ 23+ 2+ 22+ 2l + 2k 4+ 2k — 1110 — 116 — 127 + 2T6T7 — ToTz — T3Ty — T4T5 —
T5Tg — T5T7.
Stosujac algorytm Lagrange’a otrzymujemy posta¢ kanoniczna

q(x) = (x1— 302 — 326 — s27)* + %(xg gx — 3T — 327)°

+2(xy — 3wy — qwe — 127)? + 2(@4 — 325 — 226 — 227) + (x5 — 16 — 27)?.

Na podstawie wniosku 2.16 (a) oraz twierdzenia 2.28, ¢ = 5 oraz funkcjonal ¢ jest nieujemny
korangi 7 — ¢ = 2. Macierze S € M;(Q) oraz S~! € M;(Q) maja postaci gérnotrojkatne

o oo
|

€ M7 (Q)

|
(SN
|

= O = =00 [ =D | =
= O S [ 00 [0 [ —

4

-

|
DO DO O OO
O OO OO N
O OO O wihwi-
O O O N =
O O ulhowut oot =
O = M=
— O =

o O =
O =
_ O

Latwo wida¢, ze wektory h = (1,1,1,1,1,1,0), h’ = (1,1,1,1,1,0,1) € Z" sa wektorami ¢p,, =
eop1 - ST € = er - ST zdefiniowanymi we wniosku 2.29 (dla n = 7) i sa dwiema ostatnimi
kolumnami macierzy S~!, zobacz uwaga 2.31. Latwo sprawdzié¢, ze wektory h, h’ nalezg do
grupy Ker g oraz tworza jej Z-baze, zgodnie z uwaga 2.31.

Przyklad 2.33. Niech ¢ : Z'° — Z bedzie jednolitym funkcjonatem kwadratowym zdefi-
niowanym wzorem

q(x) = 23 + 23+ 22 + 23 + 2 + 22 + 22 + 22 + 22 + 23y — 1sW9 + 279719 — TeT7 — T7TY —
T5Te — T1T2 + T1T10 — ToX3 — T2L10 — T3Tg — T3L5 + L4190 — T8L10 — L2T9 + T4Ly + T1T9

Posta¢ kanoniczna tego funkcjonatu jest réwna

qlz) = (z1— —xg + 3T9 + 5210)° + 222 — 223 — 539 — 5210)°
+ %(903 - -5E4 - §305 - l909 — 310)? 4 2 (24 — %905 + %fﬂg + 2110)?
+ g( 376 + 2?9 + 3310) + g(ilTG — %ZE7 + 3559 + 32610)2
+ %($7 — —xg + l’g + 1’10) + Lll(l'g — X9 — .7710)2

Na podstawie wniosku 2.16 (a) oraz twierdzenia 2.28, ¢ = 8 oraz funkcjonal ¢ jest nieujemny
korangi 10 — ¢ = 2. Macierze S € Mo(Q) oraz S~ € M;(Q) maja postaci gornotréjkatne
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Wektory h = (0,1,1,0,1,1,1,1,1,0), " = (0,1,1,0,1,1,1,1,0,1) € Z'" sq wektorami
€1 = €pr1 - ST €19 = e1p - ST zdefiniowanymi we wniosku 2.29 (dla n = 10) i sa dwiema
ostatnimi kolumnami macierzy S~!, zobacz uwaga 2.31. Ponadto wektory h, h’ naleza do grupy
Ker q oraz tworza jej Z-baze, zgodnie z uwaga 2.31.
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3. Calkowite funkcjonalty P-krytyczne

Zatozmy, ze q : " — Z, n > 1, jest jednolitym jednorodnym funkcjonalem kwadratowym
catkowitym (2.2) zdefiniowanym wzorem
qx) =q(zy,...,xn) =27+ -+ 22 + > qijrixy, gdzie q; € Z, dlai,j € {1,...,n}.

1<j
Dla ustalonej liczby j € {1,...,n}, rozwazamy funkcjonat ¢¥) : Z"' — Z, zwany j-tym
ograniczeniem ¢, zdefiniowanym wzorem
. q / L1yeo oy i1, Ljt1y---53Lpn) =4\ T)|xg.=0 = g\ L1,,.-.,Tj—1,U,Tj411,...,Tp).
(3.1) O j-1: 7 ) = q(x)]a, ( 150,25 )

Przypomnijmy z artykutu Ovsienki [26], ze calkowity funkcjonal kwadratowy ¢ : Z" — Z
nazywa sie krytycznym, jesli ¢ nie jest stabo dodatni, natomiast kazde z jego ograniczen
¢, ..., ¢™ : Z"' = Z jest funkcjonatem stabo dodatnim. Funkcjonaly takie bada sie szcze-
gotowo 1 stosuje w teorii reprezentacji algebr, zobacz [45, Section XIV.1].

Wykorzystujac pewne idee Bondarenki oraz Polishchuka z artykutu [3], w artykutach [39,
Definition 2.2| oraz [27| wprowadza sie nastepujaca definicje funkcjonatu P-krytycznego (ang.
P-critical unit form).

Definicja 3.2. Calkowity funkcjonal kwadratowy ¢ : Z" — Z, n > 1, (2.2) nazywamy
funkcjonatem P-krytycznym, jesli spelia nastepujace dwa warunki:

e ¢ nie jest dodatni,

e kazde z jego ograniczeni ¢!V, ..., ¢ : Z"' = Z do Z"! jest funkcjonatem dodatnim.

7, twierdzenia 3.5 oraz wniosku 3.10 udowodnionych w paragrafie 3.3 wynika, ze kazdy
funkcjonal krytyczny ¢ : Z" — Z jest P-krytyczny. Punkt (b) przykladu 3.3 pokazuje, ze dla
n = 2 implikacja przeciwna nie jest prawdziwa.

Przyktad 3.3. (a) Jednorodny funkcjonal kwadratowy gz : 7* — 7 (1.3) grafu Kroneckera
a1 ———ay jest P-krytyczny, gdyz qz (v1,22) = 2]+ 23 — 22129 = (11 — 22)*, Ker gz, = Z-h,
gdzie h = (1,1) € Z?, oraz qgl)(xl) =22 qgl)(xQ) = 3.

(b) Funkcjonat kwadratowy ¢ : Z* — 7Z zdefiniowany wzorem q(x1, x9) = 2% + 22 + 21,75 nie
jest krytyczny, gdyz ¢ (x1) = 22, ¢ (25) = 22 oraz w sposéb oczywisty ¢ jest stabo dodatni.
Funkcjonal ¢ jest P-krytyczny, gdyz q(x1,22) = 23 + 22 + 22109 = (21 + 22)?. Zatem ¢ jest
nieujemny i nie jest dodatni, gdyz Kerq = Z - h’, gdzie b’ = (1, —1) € Z*.

(¢) Jednorodny funkcjonat kwadratowy gz, 7* — 7 (1.3) grafu Euklidesa A, jest P-krytyczny,
gdyz

® gz, (11,2, T3) = &7 + 23+ 23 — 1125 — 2123 — Loz = 3[(11 — 22)* + (71 — 23)% + (w2 — 13)%,

e Kerqg, =Z-h, gdzie h = (1,1, 1),

e ograniczenia qg),qg),qg) . 7% — 7 (3.1) s funkcjonatami dodatnimi, zobacz przyktad
3 3 3
2.7 (a).

Glownym celem tego rozdzialu jest przedstawienie (wraz z dowodem) podanej w naszym
artykule [27]| pelnej charakteryzacji funkcjonatow P-krytycznych ¢ : Z" — Z.
Dla n = 2, funkcjonaly P-krytyczne q : Z* — 7Z opisane sa w nastepujacym lemacie.

Lemat 3.4. Niech q : 7> — 7 bedzie jednorodnym funkcjonatem kwadratowym zdefinio-
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wanym wzorem q(x1,r5) = 22 + 3 + quurixo, gdzie qp € Z. Funkcjonal q : Z* — 7 jest
P-krytyczny wtedy i tylko wtedy, gdy |q12| > 2.

Dowéd. <" Zatézmy, ze q : Z*2 — Z jest P-krytyczny. Oczywiscie qio # 0, gdyz
w przeciwnym wypadku q(z1,7s) = 2% + 23 i ¢ bylby dodatnio okreslony. Zauwazmy réwniez,
ze qi2 # 1. Istotnie; gdyby ¢12 = £1, to funkcjonat ¢ byltby réwniez dodatnio okreslony, gdyz
q(w1,20) = 21 + 23 £ 129 = L2 + (21 £ 22)* + 23]. Stad wynika, ze |gi2| > 2.

,=" Zalozmy, ze |qia| > 2. Poniewaz ¢)(z;) = 2? oraz ¢ (z5) = 2%, wiec wystarczy
udowodnié, ze ¢ nie jest dodatni. W tym celu zauwazmy, ze ¢(1,1) = 2+¢q12 < —2, gdy q12 < 0,
oraz q(1,—1) =2 — q12 <0, gdy q12 > 2. O

Dla n > 3, charakteryzacja funkcjonatow P-krytycznych ¢ : Z" — 7Z przedstawiona jest
w nastepujacym twierdzeniu udowodnionym w pracy wspotautorskiej [27]. Jest ono jednym
z gtownych osiagnie¢ tej rozprawy.

Twierdzenie 3.5. Niech n > 3 oraz niech q : Z" — 7 bedzie jednorodnym funkcjonatem
kwadratowym zdefiniowanym wzorem q(x) = q(x1,...,x,) = a2 + -+ + 22 + > qijzix;, gdzie
i<j
¢ij €Z, dlai,je{l,...,n}. Nastepujgce warunki sqg rownowazne
(a) q jest P-krytyczny.
(b) q jest dodatnio pétokreslony gtowny oraz podgrupa Ker g = {v € Z", q(v) = 0} grupy Z"
jest cykliczna nieskonczona generowana przez wektor wierny.
(¢) q jest nieujemny oraz istnieje wektor wierny h = (hy,... h,) € Z" taki, ze
(cl) Kerg=7Z"-h
(c2) 1 < |hj| <6, dla dowolnego j € {1,...,n},
(¢3) |hs| =1, dla pewnego s € {1,...,n}.
(d) Zbior R, = {v € Z"; q(v) = 1} C Z" pierwiastkéw funkcjonatu q jest nieskoriczony,
natomiast kazdy z funkcjonatéw ograniczonych ¢V,..., ¢ : Z"' — Z ma tylko skoriczenie
wiele pierwiastkow.

Twierdzenie 3.5 zostalo w sposob istotny wykorzystane w pracy [32|, gdzie podano pelna
klasyfikacje jednopikowych posetéow T P-krytycznych, a takze prawie T P-krytycznych.

W dowodzie tego twierdzenia przedstawionego w paragrafie 3.3 wykorzystujemy idee Ovsienko
z pracy |26] oraz idee von Hohne z pracy [16] stosowane w badaniu funkcjonalow krytycznych
i ich zastosowan w teorii reprezentacji algebr, zobacz réwniez monografia [45, Section XIV.1].
Dowdd twierdzenia poprzedzimy dowodami pewnych faktéw pomocniczych.

3.1. Podstawowe twierdzenie redukcyjne

Glownym etapem dowodu twierdzenie 3.5 bedzie udowodnienie nastepujacego twierdzenia
redukcyjnego, kore jest przeredagowaniem lematu 2.2 z naszej pracy [27] zawierajacej dowod
pewnej wersji twierdzenia 3.5.

Twierdzenie 3.6. Niech n > 3 bedzie liczbg naturalng. Zatézmy, ze q : Z" — 7 jest
jednorodnym jednolitym funkcjonatem kwadratowym. Ponadto niech h = (hy,... h,) € Z"
bedzie niezerowym wektorem spetniajgcym nastepujgce dwa warunksi:

(i) g(h) <0,

(ii) norma ||h|| :== |h| + - - + |hy| jest minimalna.

(a) Jesli q jest P-krytyczny lub q jest krytyczny © wektor h jest dodatni, to q jest nieujemny,
Ker ¢ = Z - h oraz wektor h jest wierny.
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(b) Jesli q jest P-krytyczny, to q jest nieujemny oraz istnieje wierny wektor h € Z" taki, ze
Ker ¢ =7 - h.
(c) Jesli q jest krytyczny, to q jest nieujemny oraz istnieje dodatni wierny wektor h € Z"
taki, ze Ker ¢ =Z - h.
(d) Jesli q jest P-krytyczny, to nastepujgce trzy warunki sq réwnowazne:
(d1) funkcjonat q jest stabo dodatni;
(d2) Zaden z wiernych wektoréw h oraz -h nie jest dodatni,
(d3) funkcjonal q nie jest krytyczny.

Dowéd. W dowodzie wykorzystamy pewne idee Ovsienki [26] (zobacz takze [33, str. 30]
oraz [45, Theorem 1.3|) stosowane w dowodzie analogicznego twierdzenia charakteryzujacego
funkcjonaty krytyczne.

Zatozmy, ze n > 3 oraz q : " — Z jest jednorodnym jednolitym funkcjonatem kwadrato-
wym oraz niech b, : Z" xZ" — %-Z bedzie Z-dwuliniowa polaryzacja funkcjonatu ¢ zdefiniowana
wzorem (2.3).

Jesli v = (vq,...,v,) € Z" jest dowolnym wektorem, to dla dowolnej liczby j € {1,...,n},
oznaczamy symbolem v wektor

) . n—1
U(j) = (?}17. <y V=1, Vjg1, - - ,Un) S/ .

(a) Niech h = (hy,...,h,) € Z" bedzie niezerowym wektorem takim, ze g(h) < 0 oraz
norma ||h|| jest minimalna. Poniewaz ¢ jest funkcjonalem kwadratowym, wiec q(h) = q( h).
Dla uproszczenia zapisu zal6zmy, ze istnieje s € {1,...,n} takie, ze hy > 0,...,hy > 0,
hsy1 <0,...,h, <0. Ustalmy taka liczbe s > 1.

1° Pokazemy najpierw, ze wektor h jest wierny, tzn. hy # 0,...,h, # 0. Zalézmy przez
sprzeczno$c, ze h; = 0 dla pewnego j < n.

Jesli ¢ jest P-krytyczny, to jego ograniczenia ¢, ™ 72 5 Zon—1 > 2, sa
funkcjonatami dodatnimi oraz 0 < ¢/ (h¥)) = ¢(h) < 0, dla dowolnego j > 1. Otrzymujemy
wiec sprzecznosé.

W wypadku, gdy ¢ jest krytyczny i wektor h jest dodatni, ograniczenia ¢V, ... ¢™ sa
funkcjonatami stabo dodatnimi, s = n oraz 0 < ¢¥)(h0)) = ¢(h) < 0, dla dowolnego j > 1, i
otrzymujemy réwniez sprzecznosc.

Udowodnilismy wiec, ze Wektor h jest wierny oraz

hi>1,...,hsg>1,hey < — Jhy <=1, |h||=h1+ -+ hs — (hsp1 + -+ hy).
Ponadto, jesh Wektor h jest dodatnl, to s =n.

2° Udowodnimy teraz, ze g(h —e;) > 11 g(h+e;) > 1 dla dowolnego i € {1,...,s},
je{s+1,...,n}

Zalozmy, ze q jest P-krytyczny. Jesli h; = 1 lub h; = =1, to h —e; # 0,h +¢; # 0,
q(h —e;) = ¢ (WD) > 0 oraz g(h + ¢;) = ¢V (W) > 0, gdyz ¢V, ..., ¢™ sa dodatnie.

Jesli h; > 11ub h; < —1, to |[|h— e < [|h]],||h+¢;|] < |/h]|ig(h—e;) >0, gth+e;) >0,
gdyz w przeciwnym wypadku otrzymaliby$Smy sprzecznosé z zatozeniem o minimalnosci normy
Ih]].

Zalozmy teraz, ze q jest krytyczny oraz wektor h jest dodatni. Wtedy s = n i jesli h; = 1,
to q(h — e;) = ¢@(h®) > 0, gdyz wektor h® jest dodatni. Ponadto ¢ jest stabo dodatni.
Jesli h; > 1, to ||h —¢;|| < [|h]| i g(h —¢;) >0, gdyz w przeciwnym wypadku otrzymaliby$my
sprzecznos¢ z zatozeniem o minimalnosci normy ||hl|.

3° Korzystajac z czesci 2° dowodu pokazemy, ze h € Ker g. Na podstawie 2° prawdziwe sa
nastepujace nieréwnosci:

1 < g(h—e¢j) =q(h)+q(e;) — 2b,(h,e;) dla dowolnego j € {1,...,s},



3. CALKOWITE FUNKCJONALY P-KRYTYCZNE 29

1 < q(h+e¢j) =q(h) +q(e;) +2b,(h, ;) dla dowolnego j € {s+1,...,n}.

Poniewaz funkcjonal kwadratowy q : Z" — 7Z jest jednolity, wiec wektory ey, ..., e, standardo-

wej Z-bazy grupy Z" sa pierwiastkami funkcjonatu ¢ (tzn. g(e;) = 1,...,¢(e,) = 1) oraz liczby

20,(h,e1),...,2b,(h,e,), q(h) sa catkowite. Otrzymujemy wiec nastepujace nieré6wnosci:
2b,(h,e;) < g(h)+ 1, dlai <s, oraz —2b,(h,e;) < q(h) +1,dla j > s+1,

ktore implikuja nieréwnosci:

(%) 2b,(h, e;) < q(h) <0, jesli h; > 1 oraz — 2b,(h,e;) < q(h) <0, jesli h; < 1.
Nieréownosci hy > 1,...,hs > 1, hyy1 < —1,...,h, < —1 oraz nieréwnosci: (x) implikuja
(k%) 2h; - by(h,e;) < hj-q(h), jesli h; > 0, oraz 2h; - by(h,e;) < —h; - q(h), jesli h; < 0.

Uwzgledniajac (x*) otrzymujemy nastepujace nieréwnosci:

2g(h) = 2by(h,h) =2b,(h,Y h;-e;) =Y 2h;-by(h,e;) <
j=1 j=1

< hy-g(b) -4 by q(h) = hepy - g(h) = - = hy - g(h) =
= (h 4+ +hy=hsr = ... = hy) - q(h) = |[h]] - g(h),

tzn. otrzymujemy nieréwnosé¢ 2¢(h) < ||hl|| - ¢(h). Ponadto, na podstawie zalozenia, zachodzi
nierownosé ¢(h) < 0.

Pokazemy teraz, ze q(h) = 0. Zaloézmy przez sprzecznosé, ze q(h) < 0. Dzielac obie strony
nierownosci 2¢(h) < ||h|| - ¢(h) przez liczbe g(h) < 0 otrzymujemy 2 > ||h|| > n > 3, tzn.
otrzymujemy sprzecznos¢ 2 > 3 bedaca konsekwencja zatozenia ¢(h) < 0. Zatem ¢(h) = 0, tzn.
wektor h nalezy do jadra Ker ¢, co konczy dowod stwierdzenia 3°.

4° Pokazemy teraz, ze b,(h, —) = 0. Przypomnijmy, ze ¢(h) = 0, na podstawie stwierdzenia
3°. Uwzgledniajac nier6wnosci: (*) otrzymujemy

(% % %) 0=g¢q(h) =0b,(h,h) =hy-b,(h,e1)+ -+ hy, - by(h,e,) <O,

co po zastosowaniu nieréwnosci: (x*) oraz rownosci: ¢(h) = 0 implikuje nastepujaca nieroéw-
nosc:

hy - by(h,e,) <0, dla dowolnej liczby r € {1,...,n},
Zatem (* * %) implikuje ciag rownosci hy - by(h,e;) = 0,..., h, - b,(h,e,) = 0. Stad wynikaja
rownosci by(h,ey) = 0,...,b0,(h,e,) = 0, gdyz wektor h jest wierny (na podstawie 1°), tzn.
hi#0,..., h, #0.

Jesli teraz w = (wy, ..., w,) € Z" jest dowolnym wektorem, to w = wie; + - -+ + wye, oraz
stosujac Z-dwuliniowos¢ funkcjonatu polaryzacji b, otrzymujemy b,(h, w) = wib,(h,e;)+-- -+
wpby(h,e,) =0, tzn. b,(h, —) =0, co konczy dowod stwierdzenia 4°.

5° Udowodnimy w koncu, ze funkcjonal ¢ jest nieujemny oraz Kerq = Z - h, gdzie h jest
wiernym wektorem (na podstawie 1°).

Niech w = (wy,...,w,) € Z" bedzie dowolnym wektorem takim, ze g(w) < 0. Pokazemy,
ze wektor w nalezy do jadra Ker g, tzn. g(w) = 0.

Rozwazmy najpierw sytuacje kiedy ¢ jest P-krytyczny. Stad wynika, ze funkcjonal ograni-
czony g jest dodatni. Rozwazmy wektor

v:=hw—wheZ",
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ktorego pierwsza wspolrzedna jest zerowa, tzn. v; = 0. Dodatnio$é¢ funkcjonatu ¢, wybor
wektora w, stwierdzenie 4° oraz definicja (2.3) polaryzacji b, implikuja nastepujace nieréwnosci:

0 < g0)=g(0) = alhy - w - wy-b) =
)+ q(wy -h) —2-hy - wy - by(w,h) =
h - q(w) +w? - q(h) — 2 hy - w; - by(w, h) =
) <0

Poniewaz wektor h jest wierny (na podstawie 1°), wiec. h? > 1 i w rezultacie otrzymujemy
rownosci q(w) = 0 oraz ¢ (vW) = 0, dla dowolnego wektora w € Z" takiego, ze q(w) < 0.
Stad wynika, ze funkcjonal ¢ jest nieujemny.

Udowodnimy teraz, ze Ker ¢ = Z-h. Poniewaz ¢(h) = 0, na podstawie stwierdzenia 3°, wiec
Ker ¢ O Z-h. Aby udowodnié¢ inkluzje przeciwng zauwazmy, ze poniewaz ¢! jest dodatni oraz
b,(h, =) = 0 (na podstawie punktu 4°), wiec otrzymujemy v(!) = 0 oraz v = 0, gdyz v; = 0.
Stad wynika, ze wektor w ma postac:

<_|_) w = — - h.

Aby udowodnié¢ inkluzje Kerq C Z-h, Wystarczy uzasadni¢, ze utamek L jest liczba catkowita.
W tym celu przedstawmy ten utamek 3% w nieskracalnej postaci, tzn 1;;—11 = £ gdzie liczby
p,m € Z sa wzglednie pierwsze oraz m > 1. Réwnosé (+) implikuje réwnosé¢ w - m = p - h.
Poniewaz liczby p oraz m sa wzglednie pierwsze, wiec wszystkie wspotrzedne wektora h € Z"
sg podzielne przez m. Zatem istnieje wektor A’ € Z" taki, ze h = m - h'. Wowczas zachodzg
nastepujace réwnosci: 0 = g(h) = g(m - /) = m? - q(I') oraz ||h|| = m - ||I/||. Stad wynika, ze
m = 1, gdyz w przeciwnym wypadku ||h|| > [|/||, co przeczy minimalnosci wyboru wektora
h € Kerg.

W przypadku, gdy ¢ jest krytyczny oraz h jest dodatni, dowdd punktu 5° jest analogiczny
do dowodu w poprzednim przypadku. Dowdd czesci (a) twierdzenia zostal wiec zakonczony.

(b) Zalozmy, ze q jest P-krytyczny. Wprost z definicji wynika, Ze istnieje niezerowy wektor
h € Z" spehiajacy warunki (i) oraz (ii) . Zatem (b) jest konsekwencja (a).

(c) Zalozmy, ze q jest krytyczny. Wprost z definicji funkcjonatu krytycznego wynika, ze
istnieje niezerowy wektor h € Z" spelniajacy warunki (i)-(ii) oraz dodatni, tzn h; > 0, dla
dowolnego 1 < i < n. Zatem (c) jest konsekwencja (a).

(d) Udowodnimy najpierw implikacje (d3)=-(d2). Poniewaz zakladamy, ze q : Z" — 7Z jest
P-krytyczny, to na podstawie (b), ¢ : Z" — 7Z jest nieujemny oraz istnieje wektor wierny h € Z"
taki, ze Kerq =7 - h.

7, zatozenia, ze ¢ nie jest krytyczny wynika, ze kazdy z wektorow h oraz —h jest wierny,

ale nie jest dodatni. Aby to uzasadni¢ zal6zmy, ze wierny wektor h = (hy,..., h,) € Z"
jest dodatni. Pokazemy, ze funkcjonaly ¢),... ¢ : Z"' — Z sa stabo dodatnie. W
tym celu ustalmy j < n i wezmy niezerowy wektor (vi,...,v; 1,0j41,...0,) € N*7' taki,
ze ¢V (v1, .. 01,0541, 0,) = 0. Wtedy 0 = ¢¥(vy,...,0j 1,0j51,...v,) = q(0) (tzn.
v € Kerqg = Z - h), gdzie v = (vy1,...,0j-1,0,0j41,...v,) € N" jest wektorem réznym od
zera. Stad wynika, ze U = 0 oraz (vi,...,vj_1,Vj41,...0,) = 0, gdyz wektor h jest wierny.
Sprzecznosé ta konczy dowdd stabej dodatniosci funkcjonatow ¢, ..., ¢™. Stad wynika, ze ¢

jest krytyczny (gdyz ¢(h) = 0 i w konsekwencji ¢ nie jest stabo dodatni), co jest sprzeczne z
zatozeniem w (d3), co kornczy dowod implikacji (d3)=-(d2).

(d2)=-(d1) Poniewaz q : Z" — 7Z jest P-krytyczny, wiec na podstawie punktu (b) funkcjonal
q jest nieujemny oraz Ker g = Z-h, gdzie h € Z" jest pewnym wektorem wiernym. Jesli ponadto
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wektory h, —h nie sa dodatnie, to tak jak w dowodzie implikacji (d3)=-(d2) pokazuje sie, ze ¢
nie jest krytyczny.

Poniewaz implikacja (d1)=-(d3) jest oczywista (wynika z definicji krytycznosci q), wiec
dow6d warunku (d) i calego twierdzenia zostal zakonczony. 0

3.2. Dowo6d twierdzenia 3.5

Zalozmy, ze n > 3. Udowodnimy najpierw rownowaznosé¢ (a)<(b). Poniewaz implikacja
(a)=(b) jest konsekwencja twierdzenia 3.6(b). Aby udowodni¢ implikacj¢ przeciwna (b)=-(a)
zatozmy, ze q : " — 7 jest nieujemny oraz istnieje wektor wierny h € Ker g taki, ze Kerq =
Z - h. Stad wynika, Ze ¢ nie jest dodatni, gdyz ¢(h) = 0 oraz h # 0. Aby udowodnié, ze q jest
P-krytyczny nalezy wykaza¢ dodatniosé funkcjonatow ¢, ... ¢™ : 2"t = Z.

W tym celu ustalmy j < n i wezmy niezerowy wektor (vy,...,vj_1,Vjt1,...0,) € z!
taki, ze ¢V (vy, ..., 05 1,0j41, ... v,) = 0. Wtedy 0 = ¢ (vy,...,0; 1,041, ...0v,) = q(0), gdzie
v =(v1,...,0j-1,0,0j41,...v,) € Z" jest niezerowy, tzn. v € Kerq = Z - h. Stad wynika, ze
v =0 oraz (vi,...,0j-1,Vj41,...0,) = 0, gdyz wektor h jest wierny. Sprzecznos¢ ta koriczy
dowod stabej nieujemnosci funkcjonatow ¢V, ... ¢™ oraz réwnowaznosci (a)<(b).

(b)=(c) Oznaczmy symbolem A(q) bigraf funkcjonatu ¢ zdefiniowany w |26, 39] nastepujaco:

e wierzchotkami bigrafu A(q) sa liczby 1,... n,

e dwa wierzcholki ¢ # j sa polaczone —¢;; ciagltych krawedzi postaci es——;, jesli ¢;; < 0,
oraz s3 polaczone ¢;; przerywanych krawedzi postaci e;- - -e;, jesli ¢;; > 0.

e nie ma krawedzi pomiedzy i oraz j, gdy ¢;; = 0 lub i = j.

Latwo wida¢, ze bigraf A(q) jest spojny, gdy funkcjonal g jest P-krytyczny. Poniewaz za-
ktadamy (b), wiec do bigrafu A(g) oraz funkcjonalu ga) = ¢ mozemy stosowaé¢ Proposition
6.7(a) z artykultu |23] oraz twierdzenie 4.30 udowodnione w nastepnym rozdziale, z ktorych to
twierdzeni wynikaja wlasnosci (c2) oraz (¢3). Poniewaz (c1) wynika z (b), a implikacja (c¢)=-(b)
jest oczywista, wiec dowod rownowaznosci (b)<(c) zostal zakoriczony.

(b)=(d) Zalozmy, ze n > 3, q : Z" — Z jest nieujemny oraz istnieje wektor wierny h € Ker ¢
taki, ze Ker ¢ = Z-h. Na podstawie twierdzenia 2.26, funkcjonal Z-liniowy b,(h, —) jest zerowy.
Zatem, dla dowolnej liczby A € Z, mamy

gles+A-h) = by(es+A-h, e;+A-h)
= bq(ela 61) +2A- bq<€1a hq) + A% bq(hm hq)
= byler,e1) =qler) = 1.

Stad wynika, ze zbior R, pierwiastkéw funkcjonalu ¢ jest nieskorniczony. Poniewaz udowodnili-
$my juz réownowaznosé (b)<(a), wiec (b) implikuje, ze funkcjonaty ograniczone ¢, ..., ¢™ :
Z"~' — 7 sy dodatnie. Zatem, na podstawie twierdzenia 2.22, kazdy z nich ma tylko skonczenie
wiele pierwiastkow, co konczy dowod implikacji (b)=(d).

(d)=(a) Zatozmy, ze n > 3 oraz q : Z" — 7 jest funkcjonatem jednolitym takim, ze
zbior R, jego pierwiastkow jest nieskoriczony, natomiast zbiory R ), ..., R, m pierwiastkow
funkcjonatéow ograniczonych ¢V, ..., ¢ : Z"' — 7Z sa skonczone.

1° Na podstawie twierdzenia 2.22, funkcjonal ¢ : Z" — Z nie jest dodatni, gdyz zbior R,
jego pierwiastkow jest nieskonczony.

2° Udowodnimy teraz ze —1 < ¢;; < 1, o ile ¢ < j. Zalézmy, przez sprzecznosé, ze |q;;| > 2,
dla pewnej pary i, takiej, ze ¢ < j. Dla prostoty zapisu zalézmy, ze ¢ = 1 oraz 7 = 2,
tzn. |qi2| > 2. Zauwazmy, ze funkcjonal ograniczony qp g : 7? — 7 zdefiniowany wzorem
a2 (1, 20) = 1?2 + 72 + q197179 ma tylko skoriczenie wiele pierwiastkow. Istotnie, poniewaz
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n > 3, to dla dowolnego pierwiastka (u1,us) funkcjonatu gp o, wektor u := (u1,u9,0,...,0) €
Z" ! nalezy do skoniczonego zbioru Ry, gdyz ¢™ (@) = qp g (wr, up) = 1.
Z drugiej strony, zatozenie |qi2| > 2 implikuje, Ze funkcjonal ograniczony ¢ o 7* — 7 ma

nieskoriczenie wiele pierwiastkow w(@ w® w® . . w™ . zdefiniowanych nastepujaco:
(1,0), dla m =0,
w™ =< (g2, —1), dlam =1,
qio - WY — (M=), dla m > 2.

Bezposrednim rachunkiem sprawdza sie bowiem, ze q[lg](w(o)) = qn(1,0) =1, qu g w))
qp2(qi2, —1) = 1 oraz qp o (w®) = 1, gdzie w® = (g7, — 1, —q12). RO6wnosé g1 o(wl™) =
dla m > 3, udowodnimy tatwo przez indukcje.

Poniewaz wektory w® w® w® . w™ . sy parami rozne, zbior Ry jest nieskon-
czony. OtrzymaliSmy wiec sprzecznosé z zatozeniem |gio| > 2 i w konsekwencji udowodnilismy,
ze —1 < ¢;; < 1,dlai =1 oraz j = 2. Dowod tych nieréwnosci dla dowolnych ¢ < j jest
analogiczny, co konczy dowod czesci 1°.

3° Na podstawie 1°, aby zakonczy¢ dowod implikacji (d)=(a), wystarczy udowodnié¢, ze
kazdy z funkcjonalow ograniczonych ¢, ... ¢™ : Z"' — Z jest dodatni, gdy zbiory pier-
wiastkow R ), ..., R, m sa skoriczone. Implikacja ta jest konsekwencja nastepujacego lematu,
ktory jest analogiczny do |1, Proposition VII.3.4].

1,

Lemat 3.7. Jeslin > 2 oraz q : Z"" — 7Z jest dowolnym jednolitym funkcjonatem kwadra-
towym takim, ze zbior jego pierwiastkow R, jest skoriczony, to q jest dodatni.

Dowéd. Jesli n = 2, to g2 € {—1,0, 1}, na podstawie czesci 2° dowodu implikacji (d)=-(a)
(przedstawionego przed lematem 3.7). Jesli g1 = 0, funkcjonal ¢ jest dodatni. Jesli ¢1o = +1,
to q(x1,22) = 3[(23 + (z1 £ 22)* + 23]. Stad wynika, ze ¢ : Z* — Z jest réwniez dodatni, co
konczy dowod w wypadku n = 2.

Zalozmy, ze n > 3, q : Z" — Z jest taki, ze zbiér R, jest skoniczony oraz lemat jest praw-
dziwy dla dowolnych funkcjonalow kwadratowych Z" ! — Z. Pokazemy, ze zbiory Ry,
R, sa réwniez skoficzone. W tym celu ustalmy j < n i wezmy niezerowy wektor (vy, ..., v;_1,
Vig1,...v,) EN'TLE R, tzn. gD (v1, .. 01, Va1, - vn) = 10 Weedy 1= qW (g, ..., 0500,
Vjs1, ... Uy) = q(V), gdzie v = (vq,...,0j-1,0,vj41,...v,) € N", tzn. v € R,. Stad wynika, ze
zbior R, ;) jest skoniczony, gdyz zbior R, jest skoriczony.

Na podstawie zaltozenia indukcyjnego, funkcjonaty ¢V, ..., ¢™ sa dodatnie. Stad wynika,
ze q jest dodatni, gdyz w przeciwnym wypadku ¢ jest P-krytyczny i w konsekwencji zbior R,
jest nieskonczony, na podstawie implikacji (a)=-(d) twierdzenia 3.5 (udowodnionej wczesniej
bez uzycia lematu 3.7). Otrzymana sprzeczno$é¢ konczy dowdd lematu, a tym samym dowod

twierdzenia 3.5. O

Whniosek 3.8. Jeslin > 3 oraz q : 7" — 7Z jest P-krytycznym jednolitym funkcjonatem
kwadratowym, to —1 < ¢;; < 1, dla dowolnej pary indeksow i, j takich, ze 1 <1 < j <n.

Dowo6d. Poniewaz n > 3 oraz q : Z" — 7Z jest P-krytyczny, to na podstawie twierdzenia
3.5, zbior R, jest nieskoniczony, natomiast zbiory R ), ..., R m sa skonczone. Na podstawie
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czesci 2° dowodu implikacji (d)=(a) (przedstawionego przed lematem 3.7) zachodzi nier6wnoscé
—1 < ¢;; <1, dla dowolnej pary indeksow 1, j takich, ze i < j. 0

Uzywajac metod zastosowanych w dowodzie twierdzenia 3.5 udowodniliémy w pracy [27]
nastepujace twierdzenie, ktore jest ogolniejsze od twierdzenia 3.5, zobacz |27, Theorem 2.3].

Twierdzenie 3.9. Niech n > 3 oraz niech q : Z"" — 7Z bedzie jednolitym funkcjonatem
kwadratowym (2.2). Nastepujace warunki sq rownowazne.

(a) Funkcjonat q jest P-krytyczny.

(b) Funkcjonat q jest albo krytyczny, albo jest P-krytyczny oraz stabo dodatni.

(c) Istnieje wektor e = (e1,...,e,) 0 wspotrzednych ey, ... e, € {—1,1} taki, Ze funkcjonat
qxe: Z" — 7 okreslony wzorem (q*€)(vy,...,v,) = q(e1v1, ..., E50,), jest krytyczny.

(d) Zachodzi jeden z nastepujgcych dwich wykluczajgcych sie warunkow:

(d1) g nie jest stabo dodatni, zbior R; jego dodatnich prerwiastkow jest nieskonczony,
natomiast zbiory R;“(D, e ,R;r(n) sq skonczone,
(d2) q jest stabo dodatni, zbidr R, jest nieskoriczony, natomiast zbiory R, a), . .., Rym

sq skonczone.

(e) Funkcjonal q jest nieujemny oraz grupa Kerq jest cykliczna nieskoriczona generowana
przez pewien wektor wierny.

(€') Funkcjonal q jest gtowny oraz istniejq wektor wierny h = (hy,..., h,) € Z" i liczba
s € {1,...,n} takie, ze Kerq = Z -h, hy € {—1,1} oraz —6 < h; < 6, dla dowolnego
jged{l,...,n}.

(€") Funkcjonal q jest nieujemny oraz istnieje wektor wierny h € Z" taki, ze Kerq =7 - h,
hi > 1, oraz

e g nie jest stabo dodatni (t.j. q jest krytyczny) wtedy i tylko wtedy, gdy wektor h jest
dodatni, lub

e g stabo dodatni (t.5. q nie jest krytyczny) wtedy i tylko wtedy, gdy wektor h nie jest dodatni.

(f) Istnieje diagram Euklidesa D € {An,ﬁn,ﬁ&]ﬁy,ﬁs} oraz izomorfizm grup T : 7" — 7"
taki, zZe funkcjonat q o T' jest identyczny z funkcjonatem qp : 2" — Z (1.3), gdzie n = |Dy|,
grafu D oraz T przeprowadza wierny wektor h! € Ker g na wektor wierny T'(h) € Ker ¢p.

Jesli q jest nieujemny oraz h = (hy, ..., hy) jest takim wektorem wiernym, ze Kerq = Z-h,
to 1 <|h;| <6, dla dowolnego j € {1,...,n}, oraz hy € {—1,1}, dla pewnego s € {1,...,n}.

Whioskiem z twierdzenia 3.9 jest nastepujace rozszerzenie twierdzenia Ovsienki [26, Teo-
remal przedstawione w [27] jako Corollary 2.7.

Whniosek 3.10. Niech n > 2 oraz niech q : Z" — Z bedzie jednolitym funkcjonatem
kwadratowym (2.2).
1° Jeslin = 2, to q jest krytyczny wtedy ¢ tylko wtedy, gdy q12 < —2, lub rownowaznie, wtedy
1 tylko wtedy, gdy zbior R; jego pierwiastkow dodatnich jest nieskonczony.
2° Jesli n > 3, to nastepujgce warunki sq rownowazne.
(a) Funkcjonat q jest krytyczny.
(a') Funkcjonat q jest nie jest stabo dodatni oraz funkcjonaty ¢V, ... ¢™ : 2" — Z
sq dodatnie.
(b) Funkcjonat q nie jest nieujemny oraz istnieje dodatni wektor wierny h € Z" taki, ze
Kerg=7-h.
(¢) Funkcjonatl q jest gtowny oraz istniejg wektor wierny h = (hy,... hy,) € Z" i indeks
se{l,...,n} takie, Ze Kerq=7Z-h, hy =1 oraz 1 < h; <6, dla dowolnego j € {1,...,n}.
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(d) Zbior R; jest nieskonczony oraz zbiory R;(l), e ,R;Qn) sq skonczone. U

Whniosek 3.11. Jeslin > 2, D € {&n,ﬁn’ﬁﬁ,ﬁ’?,ﬁg} jest jednym z diagramow FEuklidesa
oraz qp : Z" — 7 jest jego funkcjonatem kwadratowym (1.3), to qp jest P-krytyczny oraz jest
krytyczny.

Dowdd. Jedli n = 2, to g1o = —2 1 teza jest konsekwencja lematu 3.4 oraz wniosku 3.10.
Jesli n > 3, to qp jest glowny oraz Ker gp jest nieskoriczona grupa cykliczng generowang przez
dodatni wektor wierny hp zdefiniowany w twierdzeniu 2.20. Zatem teza jest konsekwencja
twierdzenia 3.5. U

Przyklad 3.12. Pokazemy, ze funkcjonal kwadratowy ¢ : Z7 — Z zdefiniowany wzorem
q(x) =23 + 22 + 22 + 23 + 22 + 22 + 22 — 1109 — T 1T — T1T7 — ToTz — T3Ty — T4Ts + 2T6T7
jest glowny, ale nie jest P-krytyczny (a tym samym nie jest krytyczny).

Istotnie, stosujac twierdzenie Lagrange’a (a doktadniej implementacje algorytmu
Lagrange’a, ktora znajduje sie na zalaczonej plycie) otrzymujemy postaé¢ kanoniczna

q(x) = (21 — 339 — 326 — 327)> + 3(x2 — 205 — 306 — 327)> + (23 — 3y — Jwg — 127)° +

2(wq — 2ws — tw6 — tx7) + (25 — $w6 — $27)° + 55 (26 + 27)? oraz macierz

1 -3 o0 0 0 —% —%

o 1 -2 0 0 -3 -3

0 0 TR S S S

4 1 1

S=]l0o o o 1 -% —c 3
o0 o0 0 1 -—% -3

0o 0 o0 o0 0 1 1

0o 0 o0 o0 ©0 0 1

Stad tatwo wynika, ze funkcjonal ¢ : Z7 — Z jest nieujemny korangi 1, tzn. ¢ jest glowny.
Poniewaz macierz odwrotna do S ma postac

5=

OO OO OO
O OO OO N
O OO O Hwhw-
O O O ALl
O O = ulkotwo b=
O O | W N ot

o O O O O

i jej ostatnia kolumna jest wektorem h = [0,0,0,0,0, —1, 1] spelniajacym réwnosé¢ ¢(h) = 0,
wiec Kerg = Z - h. Na podstawie twierdzenia 3.5, funkcjonat ¢ : Z' — Z nie jest P-krytyczny,
gdyz wektor h nie jest wierny.
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4. Grafy krawedziowo-dwudzielne bez petli

Ten rozdzial oraz cata druga cze$¢ rozprawy poswiecone beda badaniu nieujemnych
krawedziowo-dwudzielnych grafow A = (Ag, Ay) (zdefiniowanych w pracy [41]) o skoniczonym
zbiorze Ag = {ay,...,a,} ponumerowanych wierzchotkéw oraz skonczonym zbiorze krawedzi
A; oznakowanych symbolami z dwuelementowego zbioru {+, —}. Gléwnym obiektem badan
beda glowne (a takze dodatnie) grafy krawedziowo-dwudzielne bez petli, a w szczegdlnosci ich
klasyfikacja Grama, klasyfikacja spektralna Coxetera, a takze algorytmiczne opisy ich struktury.

4.1. Podstawowe informacje o grafach krawedziowo-dwudzielnych bez petli

W dalszym ciaggu bedziemy stosowaé terminologie i oznaczenia wprowadzone na wyktadzie
monograficznym [35] oraz w artykutach [41],[39],[42].

Przez graf bedziemy rozumieli skoniczony multigraf A = (Ag, A;) o skoriczonym niepustym
zbiorze wierzchotkow Ay oraz skonczonym zbiorze krawedzi A;. Dla pary wierzchotkow a, b €
Ay, symbolem Aj(a,b) oznaczamy zbior wszystkich krawedzi grafu A incydentnych
z wierzchotkami a oraz b. Jesli a = b, to krawedzie nalezace do zbioru Aj(a,a) nazywamy
petlami incydentnymi z a.

Mowimy, ze A = (Ag, A1) jest grafem bez petli, jesli Aj(a,a) jest zbiorem pustym, dla
dowolnego wierzchotka a € A,.

Graf A = (Ap, A;) nazywamy prostym, gdy nie ma petli oraz zbior A;(a,b) zawiera co
najwyzej jedna krawedz, dla dowolnych wierzchotkow a # b.

Przypomnijmy, ze grafem oznakowanym nazywamy pare (A,sgn), gdzie A = (A, Ay)
jest skonczonym grafem natomiast sgn : A; — {+1,—1} jest funkcja przyporzadkowujaca
dowolnej krawedzi 5 € Ay(a,b) jej znak sgn(f) € {+1, —1}.

W artykule [41] definiuje sie i bada wazna klase graféow oznakowanych zwanych grafami
krawedziowo-dwudzielnymi w sensie nastepujacej definicji.

Definicja 4.1.(a) Grafem krawedziowo-dwudzielnym (w skrocie: bigrafem), nazy-
wamy czworke A = (A, A, A7, AY), gdzie A = (Ag, A;) jest skonczonym grafem, nato-
miast A7, Al sa rozlacznymi podzbiorami zbioru krawedzi A; takimi, ze A; = A} U A] oraz
Aq(a,b) = AT (a,b) lub Ay(a,b) = Al (a,b), dla dowolnych wierzchotkéw a # b.

(b) Dla ustalonej liczby naturalnej n > 1, symbolem Bigr, bedziemy oznaczaé¢ zbior wszyst-
kich grafow krawedziowo-dwudzielnych A = (Ag, A;) o zbiorze Ag = {ay, ..., a,} n wierzchot-
kow aq, ..., a, ponumerowanych liczbami naturalnymi 1,...,n.

(¢) Symbolem UBigr, bedziemy oznaczac¢ podzbior zbioru Bigr,, sktadajacy sie z wszystkich
bigrafow A = (Ay, A1) € Bigr, bez petli.

Umowa. (i) Dowolny graf krawedziowo-dwudzielny A = (Ag, Ay, A7, AT) bedziemy trak-
towaé jako graf oznakowany nastepujaco:

e krawedzie ze zbioru A (a,b) beda oznakowane znakiem ”—" i realizowane geometrycznie
jako krawedzie ciaglte a——0,

e krawedzie ze zbioru A (a,b) beda oznakowane znakiem ”+” i realizowane geometrycznie
jako krawedzie przerywane a- - - -b.

Dla prostoty zapisu graf krawedziowo-dwudzielny A = (Ag, Ay, A7, Af) bedziemy oznaczacé
symbolem A = (Ay, A1), o ile nie bedzie prowadzilo to do nieporozumienia.

(ii) Dowolny graf A = (Ag, A;) bedziemy traktowaé jako krawedziowo-dwudzielny A =
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(Ao, Ay, AT, AT) przyjmujac, ze Ay(a,b) = Ay (a,b) oraz A (a,b) jest zbiorem pustym, dla
dowolnych wierzchotkow a # b, tzn. kazda krawedz w A jest ciagla.

Przypomnijmy z artykutu [41] nastepujace definicje.

Definicja 4.2. Niech A = (Ag, Ay) € Bigr, bedzie grafem krawedziowo-dwudzielnym oraz
Ag ={ay,...,a,} jego zbiorem wierzchotkéw ponumerowanych liczbami naturalnymi 1,. .. n,
gdzie n > 1.

(a) Niesymetryczna macierza sasiedztwa D, bigrafu A oraz niesymetryczna ma-
cierza Grama G bigrafu A nazywamy macierze zdefiniowane odpowiednio

ds d% din 1+d5 dlAZA d%
. 0 dy --- dj, . . 0 1+ds - ds,
Da=1| . ® . " |orazGa=E+Dp = , e ’ € M, (Z)
0 0 --- d3 0 0 e 14dS,
gdzie
g8 — —|AT (a;, a;)], jesli i < j oraz istnieje krawedz ciagla a; aj, ‘
K |AT (ai,a;)|, jesli i < j oraz istnieje krawedz przerywana a;- - - -a;

Ponadto przyjmujemy diAj =0, jesli Aq(ai,a;) jest zbiorem pustym lub ¢ > j.

(b) Macierz symetryczna Ga = %(GA + GY) € M,,(Q) nazywamy symetryczna macierza
Grama bigrafu A.

Zauwazmy, ze dﬁ =...= dﬁn =1, gdy A nie ma petli. Poniewaz kazda z macierzy Grama
Ga oraz Ga jednoznacznie wyznacza bigraf A (z ponumerowanymi wierzchotkami), wiec czesto
krawedziowo-dwudzielny graf A = (A, A;) € Bigr, bedziemy definiowa¢ przez podanie jego
macierzy Grama G € M,,(Z).

Zauwazmy tez, ze macierze Grama Ga oraz Ga bigrafu A zaleza od numeracji jego wierz-
chotkéw. Dla przyktadu rozwazmy nastepujace dwa bigrafy:

A oay as- - --az oraz A ay——a)- - - -aj,
z ktorych drugi otrzymuje sie z pierwszego przez permutacje wierzchotkow. Oczywiscie
1 -1 0 2 -1 0 1 1 -1 2 1 -1
Ga=|0 1 1|,Ga=1|-1 2 1|,Ga=|01 0 |,Ga=3|1 2 0
0 0 1 0 1 2 0 0 1 -1 0 2
Definicja 4.3. Niech A = (Ag, Ay) € UBigr, bedzie bigrafem bez petli, gdzie n > 1, oraz
niech Ay = {ay,...,a,} bedzie zbiorem wierzchotkow bigrafu A ponumerowanych liczbami
naturalnymi 1,...,n.

(a) Funkcjonatlem Grama bigrafu A nazywamy funkcjonal catkowity ga : Z" — Z zdefinio-
wany wzorem
aa(x) = qa(ze, .. 2) = i+ +al + Y di;
(4.4) . i<j
= 2-Ga- 2" =x-Gx 2",
gdzie Gp oraz Ga sa macierzami Grama bigrafu A.
(b) Dla danej liczby d € Z, zbior Ra(d) = Ry, (d) = {v € Z"; ga(v) = d} nazywamy
zbiorem ga-pierwiastkow z liczby d. Zbior
(4.5) Ra =Ry = Ra(d=1)
nazywamy zbiorem pierwiastkow bigrafu A (lub funkcjonatu ga : Z" — 7Z).
(c) Bigraf A = (A, A;) nazywamy dodatnim (odp. nieujemnym), jesli funkcjonat cal-
kowity ga : Z" — Z jest dodatni (odp. nieujemny), lub rownowaznie, jesli symetryczna macierz
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Grama G € M, (Q) bigrafu A spelnia warunki Sylvestera (odp. uogélnione warunki Sylve-
stera), zobacz twierdzenia 2.12 1 2.13.

(d) Bigraf A = (A, A1) nazywamy gléwnym, jesli funkcjonal catkowity ga : Z" — Z jest
gtowny, tzn. ga jest nieujemny oraz grupa Kergan C Z" jest cykliczna nieskonczona.

Lemat 4.6. Definicje bigrafu dodatniego, nieujemnego oraz gltéwnego sq poprawne, tzn. sq
niezalezne od numeracyi wierzchotkow bigrafu.

Dowod. Zalozmy, ze A = (Ag,Ay) € UBigr, jest bigrafem bez petli, gdzie n > 1,

oraz Ag = {ay,...,a,} jest jego zbiorem wierzcholtkéw ponumerowanych liczbami naturalnymi
L...,n. A" = (A}, A}) € UBigr, bedzie bigrafem otrzymanym z A przez permutacje o :
{1,...,n} = {1,...,n}, tzn. Ag = {asq),- ., om)}. Oznaczmy przez M, = [e;(1), - - -, €om)] €
M, (Z) macierz permutacji o otrzymana z macierzy jednostkowej E = le,...,e,] € M, (Z)
przez o-permutacje jej wierszy ey, . .., e,. Pokazuje sig, ze zachodzi réwnosé Gar = M1 - Ga -
M,. Stad wynikaja réwnosci

qA/(Lﬂl, c. ,xn) =" GA/ . l’tr =" ]\40_1 : GA . ]\4(7 : $tr = qA(JjU—l(l), ca ,l’g—l(n)>.
Zatem forme kwadratowa qas (21, ..., x,) bigrafu A’ otrzymuje sie z formy kwadratowej
qa(ry, ..., x,) bigrafu A przez o~ '-permutacje zmiennych 1, ..., z,.

Stad tatwo wynika, ze funkcjonat gas bigrafu A’ jest dodatni (odp. nieujemny) wtedy i tylko
wtedy, gdy funkcjonal ga bigrafu A jest dodatni (odp. nieujemny).
Latwo réwniez pokazaé, ze jesli ga nieujemny, to endomorfizm
7" —>Zn, (xl,...,mn) — (x0—1(1),...,x0—1(n)),
definiuje izomorfizm grupy Ker ga C Z" z grupa Ker gar C Z". Stad tatwo wynika, ze funkcjonat
qa : 7" — 7 jest gtowny wtedy i tylko wtedy, gdy funkcjonal gar : Z" — 7Z jest gléwny, co
konczy dowod lematu. 0

Nastepujace twierdzenie odgrywa wazna role w klasyfikacji Grama bigraféw dodatnich oraz
bigraféw nieujemnych.

Twierdzenie 4.7. Niech A = (Ag, A1) € UBigr,, n > 1, bedzie spojnym krawedziowo-
-dwudzielnym grafem bez petli, w ktérym nie ma krawedzi przerywanych, tzn. z2bior Af jest
pusty, lub rownowaznie, A = (A, A1) jest multigrafem spdjnym.

(a) Jesli A jest dodatni, to jest on jednym z grafow Dynkina A,, n > 1, D,, n >4, Eq, E;,
Eg przedstawionych w Tabeli 1.1.

(b) Jesli A € UBigr, 1 jest niewjemny oraz n > 1, to jest on jednym z grafow Euklidesa
1&”, n>1, ]13)”, n >4, IEE;, ]E7, IEg przedstawionych w Tabelr 1.2.

Dow6d. Poniewaz zaktadamy, ze w krawedziowo-dwudzielnym grafie A nie ma krawedzi
przerywanych, wiec A = (A, A1) jest multigrafem spojnym oraz jego funkcjonal kwadratowy
Grama ga jest zdefiniowany forma kwadratowa (1.3) grafu A.

(a) Jesli bigraf A jest dodatni, to rzeczywisty funkcjonat kwadratowy Grama ga : R" — R
zdefiniowany forma kwadratowa (1.3) jest dodatnio okreslony, na podstawie wniosku 2.16(a).
Stad wynika, ze graf A jest jednym z graféw Dynkina A,,, n > 1, D,,, n > 4, Eq, E;, Eg, zobacz
[1, Proposition VII.4.5|. Kombinatoryczny dowod tego faktu mozna znalez¢ w [35, Rozdziat 2.

(b) Jesli A € UBigr, 1 jest nieujemny oraz n > 1, to rzeczywisty funkcjonatl kwadratowy
Grama ga : R""" — R zdefiniowany forma kwadratows (1.3) jest dodatnio potokreslony, na
podstawie wniosku 2.16(b). Stad wynika, ze A jest jednym z grafow Euklidesa ,&n, n>1, ﬁn,
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n > 4, IEE;, ]E7, I~E8, zobacz |1, Proposition VII.4.5]. Kombinatoryczny dowod tego faktu mozna
rowniez znalez¢ rowniez w [35, Rozdzial 2]. O

Nastepujace definicje wprowadzone w artykule [41] sa podstawowymi narzedziami uzywa-
nymi w klasyfikacji Grama oraz w spektralnej klasyfikacji Coxetera grafow krawedziowo-
-dwudzielnych.

Definicja 4.8. Niech A = (Ay, Ay) € UBigr, bedzie grafem krawedziowo-dwudzielnym

bez petli, Ag = {ay,. .., a,} jego zbiorem wierzchotkéw ponumerowanych liczbami naturalnymi
1,...,n, gdzie n > 1, oraz niech
1 dp di,
. 0 1 d>,
(4.9) Ga = .| €ML(Z)
o 0 --- 1

bedzie niesymetryczng macierzg Grama bigrafu A, zobacz definicja 4.2.
(a) Macierza Coxetera bigrafu A nazywamy macierz Z-odwracalng

Coxp = —Ga - GR" € M, (Z).
(b) Wielomianem Coxetera bigrafu A nazywamy wielomian charakterystyczny
coxa(t) := det(tE — Coxa) € Z[t]

macierzy Coxetera Coxa bigrafu A.

(c) Spektrum Coxetera bigrafu A nazywamy zbior specc, C C wszystkich zespolonych
n wartosci wlasnych macierzy Coxetera Coxa; réwnowaznie zbiér wszystkich zespolonych n
pierwiastkow (wraz z krotnosciami) wielomianu Coxetera coxa(t) bigrafu A.

(d) Liczba Coxetera ca bigrafu A nazywamy minimalna liczbe naturalna r > 1 taka, ze
Cox)y = E. Jesli taka liczba nie istnieje, to przyjmujemy ca = oo.

Przyklad 4.10. (a) Jesli A jest krawedziowo-dwudzielnym grafem liniowym

i
An e — — ey o3 01T T — ey
typu Dynkina A,,, to
1 1 0 - 0 0 0] 0 -1 0 --- 0 0 0 7
1 -1 .-~ 0 0 0 0 0 1 -~ 0 0 O
Gu, =] 1 Co Coxa = 0 | € M(Z),
00 0 - 1 -1 0 0 0 0 -~ 0 1 0
00 0 - 0 1 1 0 0 0 - 0 0 -1
00 0 -~ 0 0 1 -1 1 1 - 1 1 -1 |

jednorodny funkcjonal kwadratowy Grama qu, : Z" — Z (4.4) bigrafu A}, jest zdefiniowany
forma kwadratowa

QA;(Ih Toy.ooyXy) = T+ 25+ -+ 2% + X1T2 — ToTy — T3Tg + ++ — Tp_2Tp_2 + Tp_1Tp.
Latwo sprawdzi¢, ze bigraf A}, jest dodatni oraz jego wielomian Coxetera ma postac: coxa, (t) =
et P+l = t:jll € Z[t]. Stad wynika, ze spektrum Coxetera specc,, bigrafu A},
lezy na okregu jednostkowym ptaszczyzny zespolonej oraz sktada sie z wszystkich zespolonych
pierwiastkow stopnia n + 1 z liczby 1, ktore sg rézne od 1.

(b) Niech A bedzie bigrafem

2

]D)lg :

&~ T T e3 L o5 L{5 o7 oy 9 ®10 o1 e~ — T @13
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typu Dynkina D;3. Niesymetryczna macierz Grama oraz macierz Coxetera tego bigrafu maja

postaci:

COX]D)/13 =

[e=]

H O OO0 OOoOOoOoOoOo

y

10 1
01 -1
00 1
00 0
00 0
00 0
00 0
00 0
00 0
00 0
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[ 00 o
-1 -1 0
0 1 0
0o 0 1
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0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
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Jednorodny funkcjonal kwadratowy Grama qp;, : 7" — 7 (4.4) bigrafu D5 jest zdefiniowany

forma kwadratowa
2 2 2
- 1’13) =7 + Xy + - T13 + X1Xo — XXy — T3Tg+ -+ — T10T11 + T11T12 + T12T13.

QD'13(1’1>332,--

Latwo sprawdzi¢, ze bigraf I, jest dodatni oraz jego wielomian Coxetera ma postac: coxpy () =
'+ +t+1 € Z[t]. Stad wynika, ze liczba Coxetera cp, jest rowna 24, spektrum Coxetera
speccyy . bigrafu D}; lezy na okregu jednostkowym plaszczyzny zespolonej oraz sktada sie z
nastepujacych zespolonych pierwiastkow stopnia cp;, = 24 z liczby 1, ktore sa rozne od 1.

Rozmieszczenie pierwiastkow zq, . .

szym rysunku.
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Irn 2z

W zbiorze UBigr, krawedziowo-dwudzielnych grafow A definiuje sie w pracy [41] dwie
Z-kongruencje Grama A ~z A’ oraz A =7 A’ nastepujaco.

Definicja 4.11. (a) Krawedziowo-dwudzielne grafy A, A’ € UBigr, nazywa sie silnie (lub
dwuliniowo) Z-kongruentnymi (i oznacza A ~; A’'), jesli istnieje macierz B € Gl(n, Z) taka,
7€ GA/ =B- GA . Btr, gdzie
(4.12) Gl(n,Z) :={B € M,(Z); det B =+1}

jest pelna grupa Z-liniows.

(b) Bigrafy A, A’ € UBigr, nazywa sie stabo Z-kongruentnymi (i oznacza A ~z A ),
jesli istnieje macierz B € Gl(n,Z) taka, ze Gar = B - Ga - B”. W tym wypadku moéwimy, ze
A ~z A’ jest staba Z-kongruencja Grama zdefiniowang przez macierz B € Gl(n,Z).

W artykule [41] oraz na wykladzie monograficznym [35] udowodniono nastepujacy lemat
oraz nastepujace dwa twierdzenia.

Lemat 4.13. (a) Jesli bigrafy A, A" € UBigr, sq Z-kongruentne oraz macierz B € Gl(n,Z)
jest taka, ze Gar = B - Ga - B, to przemienny jest diagram
A/
(4.14) hBl':V " aa
7n
gdzie hg : 7" — 7" jest izomorfizmem grup zdefiniowanym wzorem hp(v) =v - B, dla v € Z".

(b) Odwrotnie, jesli macierz B € Gl(n,Z) jest taka, zZe przemienny jest diagram (4.14), to
Ga = B -Ga - B oraz A ~5 A,

Dowod. Zobacz [37, (2.7)] oraz [35]. O

Twierdzenie 4.15. (a) Jesli A € UBigr, jest nieujemny, to jego spektrum Coxetera
specc, jest podzbiorem okregu jednostkowego S* := {2 € C; |z| = 1} na plaszczyznie zespolonej
C. Ponadto, A jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy 1 & speccy.
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(b) Jesli  bigrafy A,A" € UBigr, sq silnie Z-kongruentne, to macierze Coxa
i Coxar sq sprzezone, Specc, = Speccps, coxa(t) = coxas(t) oraz ca = car. Implikacja
przeciwna nie jest prawdziwa.

(¢) Wielomian Cozxetera coxa(t), spektrum Cozetera speccy oraz liczba Coxetera ca bigrafu

A € UBigr,, zalezqg od numeracyi ay, ..., a, wierzchotkow bigrafu A.
(d) Jesli A € UBigr, jest drzewem, to coxa(t), speccn oraz liczba Coxetera ca bigrafu
A € UBigr, nie zalezg od numeracji aq, . .., a, wierzchotkow bigrafu A. W szczegdlnosci, jesli

A jest jednym z diagramow Dynkina przedstawionych w Tabeli 1.1, to jego wielomian Cozxetera
coxa(t) oraz liczba Cozetera ca sq nastepujgce:

et 2t 1, ca=n+1, gdy A=A,, n>1,

At 1 ca=2n—-1), gdy A=D,,n>4,
(4.16)  coxa(t) ;== 0+ — 3+t 41, ca = 12, gdy A = Eg,

T+t —th— B 41, ca = 18, gdy A = E;,

Bttt —tt -3 +t+1, ca=30, gdy A = Fg.

Dowéd. Stwierdzenia (a)-(d) zostaly udowodnione w [41, Proposition 2.2-2.3|, zobacz
rowniez [41, Example 2.1].

Formuly zawarte w (4.16) sa znane i zostaly udowodnione na wyktadzie monograficznym
[35]. Idea dowodu indukcyjnego zostata rowniez podana w [9, Lemma 2.5, Remark 2.6]. O

Twierdzenie 4.17. (a) Jesli A jest jednym z diagramow Euklidesa D,, n > 4, IE@, IE7, Eg
przedstawionych w Tabeli 1.2 (posiada n+ 1 wierzchotkow), to jego wielomian Cozetera coxa(t)
ma postac:

g gl g2 3 2 4] gdy A=D,, n > 4,

Tt 2t 23 4 gdy A = Eg,
(418)  ecoxall) =0 s ym 5 op g1, edy A =E;,
94t 6 5t Bt 1, gdy A = Eg.
Zauwazmy, ze coxp (t) = 1" +t* =2t> = 2> + 1+ 1 oraz coxp (t) =10 +1° —t* =267 —t* -t + 1.
(b) Jeslin > 1 oraz A = ,&n, to wielomian Cozetera coxa(t) zalezy od numeracji ay, . .., a,

wierzchotkow bigrafu A oraz jest on jednym z wielomiandw

(1) (2) (M) ‘ |3, gdy n jest liczbg parzystq,
Fp™(8), FA" (1), FAT(), gdzie my, = { ”T“, gdy n+ 1 jest liczbg nieparzystq,

(4.19) FO@)y =t — " 41 dlaj=1,...,m,
zobacz |25], [37] oraz [41].
W szczegolnosci, gdy n + 1 jest liczbg nieparzystq oraz j = m, = "TH, to t" I =t oraz
. n+t1 " ~
FO(t) ma postac F{™ () = Fi 2 )(t) — "t 2t 4+ 1. Jesli A = A, : &———» jest grafem
— — — @y g2 — (+ —1)2
Kroneckera, ton =1, m,, = 2 oraz Fa(t) = i (t)=t*—2t+1=(t—1).

(¢) Dla A = A, oraz s € {2,...,n — 2}, wielomian Fés)(t) jest wielomianem Cozetera
nasyq/pujqcego grafu rozwazanego jako bigraf, zobacz [41],

(4.20) Ayls] _

Os+1 e o ®nt1
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Dowod. Zobacz [41, Proposition 2.2-2.3] oraz [25]. Twierdzenie zostalo rowniez udowod-
nione na na wykladzie monograficznym [35]. O

4.2. Algorytm inflacyjny dla graféw krawedziowo-dwudzielnych bez petli

W badaniu klas rownowaznosci grafow krawedziowo-dwudzielnych A, A" € UBigr, wzgle-
dem stabej Z-kongruencji Grama A ~7; A’ bardzo wazna role odgrywa algorytm inflacyjny
definiowany rekurencyjne przy uzyciu dwoch rodzajow inflacji bigraféw zdefiniowanych w pra-
cach [24] oraz [41]| nastepujaco.

Definicja 4.21 Zalozmy, ze A € UBigr,, jest grafem krawedziowo-dwudzielnym bez petli.
Dla uproszczenia zapisu zalozmy, ze Ay = {1,2,...,n} jest zbiorem wierzchotkow bigrafu A.

(a) Dla dowolnego wierzchotka a € A, definiujemy nowy bigraf A" := t;A € UDBigr,
otrzymany z A’ przez zamiane znakoéw wszystkich krawedzi incydentnych z wierzchotkiem a.
Innymi stowy, A’ jest taki, ze forma kwadratowa ga/(x) definiujaca jego funkcjonat g : Z" — 7Z
powstaje z formy ga(x) (4.4) przez podstawienie z, — —x,.

Przyporzadkowanie A +— t_ A nazywa si¢ inflacja A w punkcie a € A, lub zamiang
znakow krawedzi bigrafu A w wierzchotku a.

(b) Dla dowolnej pary wierzchotkow a, b € Ay potaczonych przynajmniej jedna przerywana
krawedzia a- - - -b (tzn. d5 > 0) definiujemy nowy bigraf A’ := t_, A € UBigr, tak, ze forma
kwadratowa gas () definiujaca jego funkcjonat gar : Z" — Z powstaje z formy ga(x) (4.4) przez
podstawienie x, — x, — d5 .y, przy czym przyjmuje sie tu d5 = d& , dla dowolnych a,b € Ay.

Przyporzadkowanie A — t_, A nazywa si¢ inflacjg bigrafu A wzgledem pary punktéw
a,b e Ay.

Glowne wlasnosci operacji inflacji zawarte sa w nastepujacym twierdzeniu udowodnionym
w pracach [41, Section 3| oraz |23, Section 6].

Twierdzenie 4.22. Zatozmy, ze A € UBigr, jest grafem krawedziowo-dwudzielnym bez
petli oraz niech A == t~A € UBigr, oznacza bigraf otrzymany przez jednym z operatoréw
inflacji A — t; A lub A — t A

(a) Bigraf A" :==t~ A nie ma petli. Ponadto, A" :=t~A jest spdjny wtedy i tylko wtedy, gdy
bigraf A jest spojny.

(b) A ~z A’ oraz istnieje przemienny diagram

/L
(4.23) hl% AN
ZTL

gdzie h : Z" — Z" jest izomorfizmem grup przyporzadkowujgcym dowolnemu wektorowi v € Z"
wektor h(v) € Z"™ otrzymany z v przez podstawienie
—Va, gdy t~ =t ,
Vo + d5vp, gy t™ =t,.
(c) Jesliv, > 0 orazt = t_,, to zachodzi nierdwnosé v < h(v) (definiowana ,,po wspotrzednych”).
(d) Izomorfizm h : Z" — Z" przeprowadza zbior pierwiastkéw Ra bigrafu A na zbior pier-
wiastkow Rar bigrafu A’.
(e) Jesli A jest nieujemny, to A jest niewjemny oraz ograniczenie h izomorfizmu
h:Z" — Z" do podgrupy Ker ga jest izomorfizmem grup h : Ker gn—Ker gar. Jesli ponadto

Vg F>
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bigraf A jest gtowny, to A’ jest gtowny oraz wektor h generuje grupe Ker ga wtedy i tylko wtedy,
gdy wektor ' := h(h) = h(h) generuje grupe Ker qa:.

Dowdod. (a) Dowdd tego stwierdzenia mozna znalezé w artykutach [41, Section 3| oraz |23,
Section 6], [24].

(b) Wykorzystujac definicje funkcji b : Z" — Z" podana w (b) bezposrednim rachunkiem
sprawdza sie, ze h jest homomorfizmem grup, jest funkcja roznowartosciows oraz jest surjekcja.
Whprost z definicji operatorow inflacji A — t, A oraz A — t_, A wynika, ze diagram (4.23) jest
przemienny.

Jesli B = M, jest macierzg homomorfizmu h w standardowej Z-bazie ey, . . . , e,, wolnej grupy
Z", to wprost z definicji homomorfizmu hp : Z" — Z" (4.14) wynika, ze h = hg. Poniewaz h
jest izomorfizmem, wiec B = M), € Gl(n,Z) i na podstawie lematu 4.13 przemiennos¢ diagramu
(4.23) implikuje réwno$¢ Gar = B - Ga - B'. Zatem Z-odwracalna macierz B = M), definiuje
staba Z-kongruencje Grama A ~z A’ co konezy dowdd stwierdzenia (b).

Dowody stwierdzen (c)-(e) otrzymuje sie latwo przez zastosowanie definicji oraz przemien-
nosci diagramu (4.23).

Dla przyktadu uzasadnijmy prawdziwosé¢ ostatniego stwierdzenia w (e). W tym celu za-
t6zmy, ze bigraf A jest gtowny. Zatem A jest dodatnio potokreslony (zobacz wniosek 2.16(b)),
Ker ga jest podgrupa grupy Z" (zobacz lemat 2.6 (b)) oraz istnieje niezerowy wektor h € Ker ga
generujacy grupe Kerga, tzn. Kerga = Z - h. Poniewaz h jest izomorfizmem i przemienny
jest diagram (4.23), wiec funkcjonal gar : Z" — Z jest nieujemny i na podstawie wniosku
2.16(b) funkcjonal rzeczywisty gar : R" — R jest dodatnio potokreslony. Ponadto, poniewaz
h jest izomorfizmem i przemienny jest diagram (4.23), wiec h indukuje homomorfizm grup
h : Ker gar — Ker ga zdefiniowany wzorem h(v) = h(v), dla dowolnego wektora v € Ker ga/.
W tym celu zauwazmy, ze dla dowolnego wektora v € Ker gar, przemiennosé diagramu (4.23)
implikuje rownosé 0 = gas(v) = ga(h(v)) = qa(h(v)), tzn. h(v) € Ker ga. Poniewaz h jest izo-
morfizmem grup, wiec h : Ker qar — Ker ga jest monomorfizmem, a z przemiennosci diagramu
(4.23) tatwo wynika, ze h jest surjekcja, tzn. h jest izomorfizmem grup. Stad tatwo wynika, ze
wektor h’ := h~'(h) nalezy do grupy Ker gas oraz zachodzi réwnosé Ker ga = Z - h'. O

W pracach [24] oraz |41, Section 3| (zobacz takze |23, Section 6]) udowodniono nastepujace
wazne twierdzenie.

Twierdzenie 4.24. Zalozmy, zen > 1 oraz A € UBigr, jest spdjnym grafem krawedziowo-
-dwudzielnym bez petli.

(a) Bigraf A jest dodatni wtedy tylko wtedy, gdy istnieje ztozenie t~ skoniczonej liczby ope-
ratorow inflacji taa, takich, bigraf DA =t~ A jest jednym z grafow Dynkina A,, n > 1, D,,
n >4, Eg, E;, Eg przedstawionych w Tabeli 1.1.

(b) Bigraf A jest nieujemny korangi 1 (tzn. A jest gltowny) wtedy tylko wtedy, gdy n > 2
oraz istnieje ztozenie t~ skonczonej liczby operatorow inflacji t,, ; takich, ze bigraf DA =t~ A
jest jednym z grafow Euklidesa .(N%n_l, n>2, ]ﬁ)n_l, n>>o, INEG, IE7, IEg przedstawionych w Tabeli
1.2.

a

Dowéd. Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w artykutach [24, Theorems 4.2 i 5.2], [41,
Theorems 3.1-3.2|, a takze w pracy [23, Proposition 6.7(a)|. O

W artykutach [24] oraz [41] mozna znalezé algorytm inflacyjny realizujacy efekt opisany
w twierdzeniu 4.24. Implementacja w programie Maple tego algorytmu znajduje sie na ptycie.
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4.3. Krawedziowo-dwudzielne grafy P-krytyczne bez petli

Glownym celem tego rozdzialu jest przedstawienie efektywnej charakteryzacji klasy
krawedziowo-dwudzielnych grafow P-krytycznych bez petli zdefiniowanych w artykule [41] (zo-
bacz rowniez [39, Definition 2.2]) nastepujaco.

Definicja 4.25. Niech A = (Ag, Ay) € Bigr, bedzie grafem krawedziowo-dwudzielnym bez
petli, gdzie n > 2, oraz niech Ag = {ay,...,a,} bedzie zbiorem wierzchotkéw bigrafu A ponu-
merowanych liczbami naturalnymi 1,...,n. Bigraf A = (Ag, A1) nazywamy P-krytycznym,
jesli funkcjonal catkowity ga : Z" — Z (4.3) jest P-krytyczny, tzn. ga nie jest dodatni oraz
kazde z jego ograniczen q(Al), - 7qu) 2" - 7 do Z™! jest funkcjonalem dodatnim.

Oznaczenie 4.26. Jesli A = (Ag, A1) € Bigr, jest bigrafem bez petli, gdzie n > 2, oraz
Ag ={ay,...,a,} jest zbiorem wierzcholtkéw bigrafu A ponumerowanych liczbami naturalnymi
1,...,n, to dla dowolnego j € {1,...,n} oznaczmy symbolem AU & UBigr,_, podbigraf
bigrafu A otrzymany z A przez opuszczenie wierzchotka a; oraz incydentnych z nim krawedzi.

Lemat 4.27. (a) Jeslin > 2, to bigraf A = (Ao, A1) € UBigr, jest P-krytyczny wtedy i
tylko wtedy, gdy A nie jest dodatni oraz kazdy z bigrafow AW, ...  AM™ € YUBigr,_, jest dodatni.
(b) Definicja bigrafu P-krytycznego nie zalezy od numeracyi jego wierzchotkdw.

Dowéd. (a) Latwo widaé, ze funkcjonal Grama gn¢) : Z" ' — Z bigrafu AU jest réwny
funkcjonatowi ograniczonemu q(Aj) : Z"' — 7Z funkcjonatu ga : Z" — Z do Z™'. Ponadto, bi-
graf A nie ma petli wtedy i tylko wtedy, gdy funkcjonal g : Z" — Z jest jednolity. Stad wynika,
ze lemat jest prostym wnioskiem z definicji bigrafu P-krytycznego i funkcjonatu P-krytycznego.

(b) Poniewaz definicja bigrafu P-krytycznego A jest wyrazona przez wlasnosci jego funk-
cjonatu ga : Z" — Z, wiec (b) jest prosta konsekwencja lematu 4.6. O

Twierdzenie 4.28. Niech A = (Ay, A1) € UBigr, bedzie spdjnym bigrafem bez petli, gdzie
n > 2, oraz niech Ny = {ay,...,a,} bedzie zbiorem wierzchotkéw bigrafu A ponumerowanych
liczbami naturalnymi 1, ..., n.

(a) Jeslin =2, to A jest P-krytyczny wtedy i tylko wtedy, gdy A posiada co najmniej dwie
krawedzie.

(b) Jesli n > 3, to nastepujgce trzy warunki sq rownowazne:

(b1) bigraf A jest P-krytyczny;

(b2) bigraf A jest nieujemny, nie jest dodatni oraz kazdy z bigrafow AW ... A € YBigr,_,
jest dodatni.

(b3) bigraf A jest gtowny oraz istnieje wektor h € Ker ga taki, ze Ker qa = Z-h oraz h jest
wierny, tzn. grupa Kerga C Z" jest cykliczna nieskoriczona generowana przez wektor wierny

h.

Dowéd. (a) Przypomnijmy, ze bigraf A € UBigr,, bez petli jest P-krytyczny wtedy i tylko
wtedy, gdy jego jednolity funkcjonal Grama ga : Z" — 7Z jest P-krytyczny. Zatem (a) jest
prostym wnioskiem z lematu 3.4.

(b) Zalozmy, ze n > 3. Rownowaznosé (bl)<(b3) jest wersja rownowaznosci (a)<(b) w
twierdzeniu 3.5. Poniewaz (bl) implikuje (b3), to kazdy P-krytyczny bigraf A jest nieujemny.
Stad wynika, ze (b1) implikuje (b2). Poniewaz implikacja przeciwna (b2)=-(b1) jest oczywista,
wiec dowod twierdzenia jest zakonczony. O

Whiosek 4.29. Jesli n > 3, to kazdy P-krytyczny bigraf A = (Ao, A1) € UBigr, bez petli
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jest prosty, tzn. jesli pomiedzy jego wierzchotkami a;, a; € Ag istnieje krawedz, to istnieje tylko
jedna. Innymi stowy; —1 < dl% <1, dla dowolnych wierzchotkow a;,a; € Ay.

Dowod. Jesli n > 3 oraz bigraf A = (Ag, Ay) € UBigr, bez petli jest P-krytyczny, to jego
catkowity funkcjonal Grama g : Z" — 7Z jest jednolity i P-krytyczny. Zatem A jest grafem
prostym, gdyz —1 < diAj < 1, dla dowolnych wierzchotkow a;,a; € Ay (na podstawie wniosku
3.8), co koriczy dowod. O

Wykorzystujac redukcje inflacyjna oraz idee dowodu Proposition 6.7 w pracy [23] udowod-
nimy teraz bardzo wazna wtasnosé P-krytycznych bigrafow A € UBigr, bez petli, ktora be-
dziemy wykorzystywaé¢ w algorytmie konstruujacym rekurencyjnie bigrafy P-krytyczne z bigra-
fow dodatnich posiadajgcych wierny pierwiastek.

Twierdzenie 4.30. Niech n > 3 oraz niech A = (Ao, A1) € UBigr,, bedzie P-krytycznym
spojnym bigrafem bez petli ze zbiorem Ay = {ay,...,a,} jego wierzchotkéw ponumerowanych
liczbami naturalnymi 1, ..., n.

(a) Bigraf A jest nieujemny oraz grupa Ker ga C Z" jest cykliczna nieskoriczona generowana
przez wektor wierny.

(b) Jeslih, h' € Ker ga sq dodatnimi wektorami wiernymi takimi, ze Kergn = Z-h =7Z-h’,
toh ="'

(c) Jesli h = (hy, ..., h,) € Kerga jest wektorem wiernym takim, ze Kerga = Z - h, to

(cl) =6 < h; <6, dla dowolnego j € {1,...,n},
(c2) hs € {—1,1}, dla pewnego s € {1,...,n}.

Dowod. Stwierdzenie (a) wynika z twierdzenia 4.28.

(b) Zatozmy, ze Kergan = Z -h = Z - h'. Zatem istnieja liczby A, N\ € Z takie, ze h = A - I’
oraz h’ = X -h. Poniewaz wektory h, h’ sa wierne dodatnie, wiec A > 0 oraz A’ > 0. Z rownosci
h=X-h'= AN -h wynika, ze AN =11 w rezultacie otrzymujemy A = X' = 1, gdyz A > 0 oraz
A > 0.

(¢) Ustalmy liczbe n > 3. Dowdd stwierdzenia (c¢) rozpoczniemy od nastepujacych obser-
wacjl.

1° Zbior wszystkich P-krytycznych spojnych bigrafow A = (A, Ay) € UBigr, bez petli jest
skoticzony, gdyz liczba ich niesymetrycznych macierzy Grama Ga € M, (Z) (4.9) jest skoriczona.
Istotnie, na podstawie wniosku 4.29, wspotczynniki diAj tych macierzy sa liczbami catkowitymi
i spetniaja nierownosé¢ —1 < diAj <1.

2° Jesli bigraf A = (Ao, Ay) € UBigr, jest P-krytyczny oraz Kerga = Z - h, gdzie h
jest dodatnim wektorem wiernym, to taki wektor jest jedyny. Jesli ponadto istnieje krawedz
przerywana a;- - - -a; w A, to

e inflacja A’ := t;iajA bigrafu A jest bigrafem P-krytycznym posiadajacym mniej krawedzi
przerywanych niz bigraf A,

e wektor h' := h~!(h)) zdefiniowany w twierdzeniu 4.22(e) jest jedynym dodatnim genera-
torem grupy Ker gas i spelnia nieréwnosci 0 < h < h'.

Stwierdzenie 2° wynika wprost z (b) oraz z twierdzen 4.22 i 4.28.

Udowodnimy teraz (c). W tym celu zalozmy, ze A = (A, A1) € UBigr, jest bigrafem
P-krytycznym, spéjnym i nie zawiera petli. Na podstawie twierdzenia 4.28, A jest gtéwny oraz
istnieje wektor wierny h € Z" taki ze Ker ga = Z - h. Rozwazmy nastepujace dwa przypadki.

Przypadek 1. Zalozmy, ze wektor h = (hyq, ..., h,) jest dodatni. Jesli A nie zawiera zadne;
krawedzi przerywanej a;- - - -a;, to wszystkie jego krawedzie sg ciggle i na podstawie wniosku
4.29 bigraf A jest grafem prostym. Zatem, na podstawie twierdzenia 4.7, A jest jednym z
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grafow Euklidesa 1&”,1, n > 3, ]ﬁ)n,l, n >>5, IEG, I~E7, Eg oraz dodatni wierny wektor h € N" jest
jednym z wektorow (i)-(v) przedstawionych w twierdzeniu 2.20. Stad wynika, ze 1 < h; < 6,
dla dowolnego j € {1,...,n}, oraz hy = 1, dla pewnego s € {1,...,n}.

Zalozmy teraz, ze A zawiera krawedZ przerywana a;- - - -a,;. Pokazemy najpierw, ze istnieje
skoniczony ciag operatoréw inflacji t_, takich, ze ich ztozenie t~ przeprowadza bigraf A w bigraf
A’ =t~ A, ktory nie ma przerywanych krawedzi. Innymi stowy: iterowanie operatoréw inflacji
A — t_, A tego ciagu prowadzi po skoiiczonej liczbie krokéow do bigrafu A’ bez przerywanych
krawedzi.

Przypusémy, przez sprzeczno$é, ze nie ma takiego skornczonego ciggu operatoréw inflacji t_,,
ale istnieje taki nieskonczony ciag inflacji. Poniewaz kazdy z operatoréw inflacji przeprowadza
bigraf P-krytyczny zbioru UBigr, na bigraf P-krytyczny zbioru UBigr,, (na podstawie 2°) oraz
zbior UBigr, zawiera tylko skoriczona liczbe bigrafow P-krytycznych (na podstawie 1°), to
istnieje bigraf P-krytyczny ; nalezacy do zbioru UBigr, oraz ztozony operator inflacji t~ taki,
ze bigrafy A oraz A’ := t~ A sg réwne.

Na podstawie 2°, kazda z grup Ker gx oraz Ker gx, jest generowana przcz dodatni wektor
wierny, odpowiednio przez h oraz h'. Ponadto zachodzg nieréwnosci 0 < h < h’ Z drugiej
strony, rownosé A=A =t"A implikuje réwnosci Z - h = Ker gx = Kergx, =7Z- h’ z ktorych

wynika réwnosé h=F , na podstawie (b), co przeczy nieréwnosci h<l.

Z otrzymanej sprzecznosci wynika, ze istnieje skoniczony ciag operatoréw inflacji t_, takich,
ze ich zlozenie t~ przeprowadza bigraf A w bigraf glowny P-krytyczny A’ := t~A, ktory
nie ma przerywanych krawedzi. Na podstawie 2°, wektor h’ : generujacy grupe Kerga: jest
dodatni i wierny, gdyz spelnia nieréwnosci 0 < h < h’. Na podstawie twierdzenia 4.7, A’ jest
jednym z graféow Euklidesa A,_1, n > 3, D,_1, n > 5, Eq, E;, Eg oraz dodatni wierny wektor
h' € N" jest jednym z wektoréw (i)-(v) przedstawionych w twierdzeniu 2.20. Stad wynika, ze
1 < hy < b} <6, dla dowolnego j € {1,...,n}, oraz 1 < hy < hi =1 (tzn. h, = b = 1), dla
pewnego s € {1,...,n}. Dowod stwierdzenia (c) w przypadku 1 zostal wiec zakoriczony.

Przypadek 2. Zalozmy, ze wektor h = (hy,...,h,) nie jest jest dodatni. Rozwazmy bi-
graf A" otrzymany z A przez iterowany ciag inflacji A — t; A, dla dowolnego wierzchotka
a; takiego, ze wspohrzedna h; jest ujemna. Na podstawie twierdzenia 4.22, bigraf A’ jest
gtowny, P-krytyczny oraz grupa cykliczna Ker gas jest generowana przez dodatni wierny wektor
h' = (hy,..., h,), w ktorym b} = —h;, gdy h; < 0, oraz b, = h;, gdy h; > 0. Z dowodu
w przypadku 1 wynika, ze 1 < h; < 6, dla dowolnego j € {1,...,n}, oraz h, = 1, dla pewnego
s € {l,...,n}. Stad oraz z definicji wektora h" wynikaja nier6wnosci (c1) i (c2) dla wektora h,
co konczy dowod twierdzenia. O
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5. Konstrukcja krawedziowo-dwudzielnych graféw gléwnych

W tym rozdziale bedziemy zajmowali sie nieujemnymi grafami krawedziowo-dwudzielnymi
A = (Ag,Ay) € UBigr,,1, gdzie n > 2 oraz Ay = {a1,...,an, ani1} jest zbiorem jego n + 1

wierzchotkéw aq, ..., a,, a,1 ponumerowanych liczbami naturalnymi 1,...,n,n + 1.
Jesli v = (v1,..., U, Vns1) € Z™! jest dowolnym wektorem, to dla dowolnej liczby j €
{1,...,n,n + 1}, oznaczamy symbolem v/} wektor
o) = (01, .. V1, V41, s Uy Ung1) € LT

Przypomnijmy tez, ze symbolem AV = (A[()j ), Agj ) ) € UBigr, oznaczamy podbigraf bigrafu A
otrzymany z A przez opuszczenie wierzchotka a; oraz incydentnych z nim krawedzi.

Jednym z gtéwnych celow tego rozdziatu jest uogélnienie naszkicowanej w pracy [41, Section
4] konstrukeji (A’ w) — A := A’lw] bigrafu gléwnego A € UBigr, ., otrzymanego z danego
bigrafu dodatniego A’ € UBigr,, oraz jego pierwiastka w € Ra/. Idea tej konstrukeji nasladuje
konstrukcje podane w artykule [16] i rozwijane w naszej pracy |27, Sections 3-4].

Przypomnijmy, ze krawedziowo-dwudzielny graf A = (Ag, A1) € UBigr, 1 bez petli nazy-
wamy gltéwnym, jesli jego funkcjonal catkowity Grama ga : Z"t — Z (4.4) jest nieujemny oraz
grupa Ker ga C Z™! jest cykliczna nieskoniczona, tzn. istnieje wektor h = (hy, ..., hy, hny1) €
Ker ga rézny od zera taki, ze Kerga = Z - h.

Rozpocznijmy od nastepujacej waznej uwagi analogicznej do wniosku 4.29.

Lemat 5.1. Zalozmy, zen > 1 oraz A = (Ao, A1) € UBigr,1 jest nieujemnym bigrafem
bez petli.
(a) Jesli pomiedzy wierzchotkami a;,a; € A istnieje krawedz, to istniejg co najwyzej dwie
krawedzie. Innymi stowy: —2 < d@ < 2, dla dowolnych wierzchotkow a;,a; € Ay.
(b) Jesli A jest gtowny oraz h = (hy,... hy,hyr1) € Kerga jest generatorem cyklicznej
nieskorniczonej grupy Ker ga C Z"™, to
(bl) przynajmniej dwie wspdtrzedne wektora h sq rézne of zera,
(b2) —6 < h; <6, dla dowolnego j € {1,...,n+ 1},
(b3) hs € {—1,1}, dla pewnego s € {1,...,n+1}.

Dowdd. (a) Zalozmy, ze n > 1 oraz A = (A, A1) € UBigr,,1 jest nieujemnym bigrafem
bez petli. Zatem jego funkcjonal Grama ga : Z"™ — 7Z jest jednolity i nieujemny. Zatem A
jest grafem prostym, gdyz —2 < diAj < 2, dla dowolnych wierzchotkow a;, a; € Ay (na podstawie
wniosku 2.16 (d)), co koniczy dowod tego punktu.

(b) Aby udowodni¢ (bl), zalézmy przez sprzecznosé, ze jedna i tylko jedna wspotrzedna
wektora h jest rézna of zera; powiedzmy hy; # 0 oraz hy = 0,...,h,y; = 0. Poniewaz h =
(h1,... b, hng1) € Ker qa, wiec 0 = ga(h) = hf # 0 i otrzymujemy sprzecznosc.

Aby udowodni¢ (b2) oraz (b3), udowodnimy najpierw, ze jegli h, = 0, to bigraf A®) jest
glowny oraz wektor h®) jest niezerowym generatorem grupy Ker gae) C Z".

W tym celu zauwazmy, ze qae) = q(AS) oraz q(AS)(h(S)) =qa(h) =0, tzn. Z-h® C Ker gae).
Aby udowodnié¢ inkluzje przeciwna, wezmy dowolny wektor w € Ker gas) 1 rozwazmy wektor
W = (w1, Wy, ..., We_1,0,Wei1, ... Wny1) € Z". Zatem qa (@) = q(AS)(@(S)) = qg)(w) =0, tzn.
@ € Kerga = Z-h. Innymi stowy @ = \-h, dla pewnej liczby A € Z, a stad w = @® = A-h®),
tzn. w € Z - h® C Ker GA(s) -

Iterujac te redukcje dla wszystkich s € {1,...,n + 1} takich, ze hy = 0 otrzymamy z
A bigraf A o co najmniej dwoch wierzcholkach (na podstawie (bl)), ktory jest glowny oraz
grupa Ker gz jest generowana przez wektor h otrzymany z h przez opuszczenie wszystkich jego

zerowych wspotrzednych h,. Poniewaz wektor h jest wierny, wiec na podstawie twierdzenia
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pozostate speliaja nierownosé (b3). 7 konstrukeji wektora h wynika, ze warunki (b2) oraz

(b3) sa spetnione dla wektora h, co kornczy dowod lematu.
Zapowiedziana wczesniej konstrukcja (A, w) — A := A’[w] opiera si¢ na nastepujacym

twierdzeniu o strukturze bigrafow glownych (poréwnaj z [27, (3.11)]).
Twierdzenie 5.2. Zaldzmy, zen > 2 oraz A = (Ag, A1) € UBigr,1 jest krawedziowo-dwudzielnym

grafem bez petli. Jesli A jest gtowny, spdjny oraz istniejg wektor
Py hpy1) € Kerga oraz liczba s € {1,...,n,n+ 1}

h = (hy,..
takie, ze Kerga = Z - h oraz hy € {—1,1} (zobacz lemat 5.1), to
(a) bigraf A®) = (A(()S), Ags)) € UBigr,, jest dodatni i spdjny;
(b) wektor w = h'®) € Z" jest pierwiastkiem bigrafu A®), tzn. w :=h®) € Ryw;
(c) jesli A jest P-krytyczny, to wektor w = h®®) € Z" jest wiernym pierwiastkiem bigrafu
4a (x(s)’ h(s)) hyg - xs.
n+ 1 oraz h,ry = ¢ € {—1,1} (z0bacz lemat 5.1 (c2)), to niesymetryczna

AG);
(d) zachodzi réwnosé: qa(z) = qae (™) +22 —2-b

(e) jesli s
macierz Grama bigrafu A ma postaé
- é , ,&]\tr
Ga = - € M, 11(Z)
0 1
,Wy) = —cw-2Gar € Z" oraz 2Gar € M, (Z) jest podwojeniem

gdzie A" := A @ = (@,

gtowny A posiada nastepujgcq strukture:
- Ta_ | ~
]\w]-

W
A - A e ———1—Ap41
ay” | Wi

symetrycznej macierzy Grama Gar bigrafu A = ACPYY ¢ YBigr,. W tym wypadku bigraf

(5.3)

@Z . AN . .
gdzie symbolem a——a, 1 oznaczamy zbior AT (a;, any1) mocy w; wszystkich krawedzi prze-
rywanych pomiedzy a; oraz a,y1, o ile w; > 0, oraz oznaczamy zbior A~ (a;, ayy1) mocy —w;

wszystkich ciggtych krawedzi pomiedzy a; oraz a,yq1, o ile w; < 0.
Dowéd. (a) Pokazemy najpierw, ze bigraf A®) jest nieujemny. Istotnie, dla dowolnego
JUpt1) € Z" rozwazmy wektor

sy Us—15 Ust1s - -
n+1
S Us 1,0, Ugy1,y o Upyp) € LT

wektora u = (uq, usg,
u= (ul, Ug, . .
Na podstawie dowodu lematu 5.1, mamy gae) (u) = qa(@) > 0. Aby udowodnié, ze bigraf A®)
Zatem ga(u) =
0

jest dodatni, wystarczy pokazaé, ze Ker gai) = 0.
W tym celu wezmy u = (ug,us,...,Us 1,Usi1,-.-Ups1) € Kergacs.
qae (W®) = qae(u) = 0, tzn. 4 € Kerga = Z - h. Stad wynika, ze u = 0, gdyz U, =
Dowod faktu, ze bigraf A®) jest spojny jest dosé zlozony i trudny. Mozna go uzyskac
1) € ZMH

oraz hgs # 0.
przez modyfikacje argumentéw uzywanych na stronach 132-133 w pracy [14] oraz w dowodzie
) hs—la 07 h8+17 ..

Theorem 3.1 w pracy [15].
= —sgn(e)es + h = (hy, hy,

(b) Rozwazmy wektor h
Zauwazmy, ze h jest pierwiastkiem grafu A, gdyz
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ga(h) = by, (h,h) =
= by, (—sgn(e)es, —sgn(e)es) — 2b,, (—sgn(e)es, h) + by, (h,h) =
= qu<€saes> = QA(es) = 17
gdyz by, (es,h) = 0 (na podstawie twierdzenia 2.26 (b)) oraz b,, (h,h) = ga(h) = 0. Stad
wynika, ze wektor h(®) € Z" jest pierwiastkiem grafu A®), gdyz gy« (h®)) = ga(h) = 1.

(c) Jesli A jest P-krytyczny, to wektor h jest wierny (na podstawie twierdzenia 4.28 oraz
zalozenia n > 2) co implikuje wiernosé pierwiastka w = h(®) € Z" bigrafu A®)

(d) Dla prostoty zapisu przyjmijmy oznaczenie ¢ := ga. Przypomnijmy, ze h, € {—1,1}
oraz ¢*) := qa. Poniewaz A jest nieujemny, wiec by(—,h) = 0, na podstawie twierdzenia 2.26
(b). Zatem dla j # s mamy 0 = b,(e;, h) = b,(e;, h — hge, + hges) = by(e;, h®)) + hy - b,(ej, es),
tzn,

be(ej,es) = —hg - by (e, h®)),
gdyz h;' = h,. Stad wynikaja rownosci
Q(x) = Q((xl, oy Ts—1, Oa L1y :L'n—i-l) + xses)
= ¢9@E®) +22+2-b,((x1,. .., 75 1,0, Ter1, - Tpr1), Tsls)
) + a3+ Zj;és 2-by(ej, €s) - s - s
= g )—I—[L’?—2j¢52'h5'bq(s)(€j,h(s))'[L’j‘fEs
= ¢ (@) + 22 =2 by (P, h¥) - hy -z,
co koriczy dowdd stwierdzenia (d), poréwnaj z dowodem Proposition 3.7 (a)-(b) w naszej pracy
[27].

(e) Poniewaz h, 1 = ¢ € {—1,1}, wiec W = (Wy,...,W,) := —ew - 2Gx € Z". Zatem druga

czesé stwierdzenia (e) wynika wprost z pierwszej i dowod twierdzenia jest zakoriczony. O

Q
— o~ o~

5.1. Podstawowa konstrukcja

Wykorzystujac opisana w twierdzeniu 5.2 strukture krawedziowo-dwudzielnych grafow gtow-
nych A podamy teraz zapowiadang wcze$niej konstrukcje dowolnego bigrafu gtownego. Wzo-
rujemy sie tu na konstrukeji naszkicowanej w pracy [41, Section 4] oraz konstrukeji P-krytycz-
nych funkcjonalow kwadratowych podanej w naszej pracy [27, Section 3 and 4].

Konstrukcja 5.4. Zalézmy, ze n > 2, dany jest spojny krawedziowo-dwudzielny graf
A" = (A}, A)) € UBigr, o zbiorze wierzchotkow A}y = {ay,...,a,}, liczba ¢ € {—1,1} oraz

wektor w = (wy, ..., w,) € Z".
1° Definiujemy nowy wektor w € Z" wzorem
w = (1/171,...,117”) = —5w-2GA/ ez

gdzie 2Gar € M, (Z) jest podwojeniem symetrycznej macierzy Grama Gas bigrafu A’
2° Nastepnie konstruujemy krawedziowo-dwudzielny graf

(5.5) A = ANlw,e] == (A, A)) € UBigry,

ksztaltu (5.3) jako jednopunktowe w-rozszerzenie bigrafu A’ o jeden wierzchotek a1, tzn.
o A6 :AAIO U {an+1} = {ala o y Qn,y an-‘rl}
e zbior A krawedzi bigrafu A’ otrzymuje sie przez dodanie do zbioru krawedzi A} bigrafu

A’ nowej (multi)krawedzi postaci a]—janﬂ, dla dowolnego wierzchotka a; bigrafu A’ takiego,
ze liczba catkowita w; jest rozna od zera,
e niesymetryczna macierz Grama bigrafu A’ ma postac
. é , @tr
(5) G- | | em,
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gdzie Gar € M, (Z) jest niesymetryczna macierza Grama bigrafu A,

Przyklad 5.7. (a) Niech n =4, ¢ = —1, w = (1,1,1,2) € Z* oraz niech A’ = (A}, A}) €
UBigr, bedzie diagramem Dynkina

az

]D)4Z ay

aa

as

rozwazanym jako graf krawedziowo-dwudzielny bez przerywanych krawedzi. Latwo obliczy¢, ze
w = (0,0,0,1). Zatem w, = 1 i konstrukcja (A", w,e = —1) — A’ daje bigraf

az

~/

]D4: ay

ag — — —as

as

typu Euklidesa ﬁ4.

(b) Niech n = 4, e = 1, w = (1,0,0,0) € Z* oraz niech A’ bedzie grafem Dynkina tak
jak w (a). Latwo obliczyé, ze w = (—2,0,0,1). Zatem w; = —2, wy = 1 i konstrukeja
(A w,e =1) — A’ daje bigraf

a2

A':=D,: a-—-as

AN

as al

2

Jest to bigraf gtéwny, wektor h = (1,0,0,0,1) generuje grupe Kerqz, oraz coxz,(t) =
t5 —t* —t + 1 € Z[t] jest jego wielomianem Coxetera.

Przyktad 5.8. Niech n = 5, ¢ = —1 oraz niech A’ = (A}, A]) € UBigr; bedzie
krawedziowo-dwudzielnym grafem

/
A Loey [ D) o3 oy o5

o niesymetrycznej macierzy Grama

GA/ = € M;s (Z)

OO OO

0
1
0 1
0

(=N ool

Wykorzystujac program Maple tatwo pokazaé, ze konstrukcja (A',w,e = —1) — N , gdzie w
jest pierwiastkiem A’; pozwala uzyskaé¢ nastepujace bigrafy (pogrupowane wedtug wielomianu
Coxetera)
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A’ w W coxz, (t)
o]— 09
SN oo
o o (=1,-1,—-1,—1,—1) | (=1,0,0,0,—1) | 6 —> —¢t+1
AN /
o5— 04
o1 o3
5\ 6 s
[P R o (0,-1,0,0,0) (1,-2,1,0,0) | t5—t>—t+1
/
o5— 04
o]— 09
(0,0,—1,0,0) (0,1,-2,1,0) | t5—#5 —¢t+1
(0,0,0,—1,0) (0,0,1,-2,1) | t5—#5 —¢t+1
(0,0,0,0,—1) (0,0,0,1,-2) | t5—#5 —t+1
(0,0,0,0,1) (07030a7172) t67t57t+1
(0,0,0,1,0) (07077172771) t67t57t+1
5 (0,0,1,0,0) (0,-1,2,-1,0) | t°—t> —t+1
/
o5— o4
20N
o2 o (0,1,0,0,0) (—1,2,-1,0,0) | 5 —5—t+1
/
o5— 04
5 01— 2
AN
-6/ o (1,0,0,0,0) (2,-1,0,0,0) | t5—t5—t+1
/
o5— o4
o]— 09
- AN 6 s
% o (1,1,1,1,1) (1,0,0,0,1) | 65— —¢t+1
S
o5— 04
RN
I o (-1,-1,-1,-1,0) | (=1,0,0,—1,1) | 6 —t* —#2+1
/
o5— 04
o]—— 09
s AN
-b/ rrrrrrrr o (—1,-1,0,0,0) (-1,-1,1,0,0) | t5 —#* —#2 +1
/
o5— 04
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A’ w W coxz, (t)
01— e
/ \ 6 4 2
o o (0,—1,-1,—1,—1) | (1,-1,0,0,—1) | 6 —t4 — 2 +1
AN /
o5 04
N
o h (0,—1,-1,0,0) | (1,—1,—1,1,0) | 5 —¢* =241
'5;'04
.71,'7'".2\
o (0,0,—1,—-1,0) | (0,1,—1,—-1,1) | 6 — ¢t —¢2 +1
XM/
o 02\
Oz s (0,0,0,—1,-1) | (0,0,1,-1,-1) | t® —¢t* =2 +1
x%/
o1 .2\
°— /-3 (0,0,0,1,1) (0,0,—-1,1,1) | 5 —#*—#24+1
.5;.4
N
o I (0,0,1,1,0) (0,-1,1,1,-1) | t6 —t* =12 +1
N S
o5— @04
2N
S o (0,1,1,0,0) (=1,1,1,-1,0) | t5 -4 — 241
T
2N
“ PE (0,1,1,1,1) (-1,1,0,0,1) | 5 — 4 —2 41
".57 oy
TN
o /-3 (1,1,0,0,0) (1,1,-1,0,0) | 5 — ¢4 —¢2+1
o5 04
LS 02\
o /.3 (1,1,1,1,0) (1,0,0,1,—=1) | 5 —¢* —¢2+1
'5;'04
o] 02\
“— e (-1,-1,-1,0,0) | (=1,0,—-1,1,0) | t5—2t3+1
'5;.4
TN
o o (0,-1,-1,-1,0) | (1,-1,0,—1,1) | t5—263+1
.;,—7”.2\
0 o (0,0,—1,—1,—1) | (0,1,—1,0,—1) 16 —2t3 +1
AN /

o5— o4
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A’ w w coxg, (t)
o|—— 09
///// N 6 3
O o3 (0,0,1,1,1) (0,—-1,1,0,1) t°—2t° 4+ 1
S
o5 04
o1~ o3
AN 6 3
% o3 (0,1,1,1,0) | (-=1,1,0,1,-1) | t°* —=2t°+1
N S
05— 04
o] 09
- N 6 3
@G o3 (1,1,1,0,0) (1,0,1,—1,0) t°—-2t°+1
6\ %
o5— 04

Twierdzenie 5.9. Zatozmy, ze n > 2, dany jest spojny krawedziowo-dwudzielny graf A =
(A}, A)) € UBigr, o zbiorze wierzchotkow Ay = {ay, ..., a,}, liczba € € {—1,1} oraz wektor
w = (wy,...,wy,) € Z". Niech w = (Wy,...,W,) = —cw - 2Gxn € Z", gdzie 2Gxn € M, (Z) jest
podwojeniem symetrycznej macierzy Grama bigrafu A'.

Krawedziowo-dwudzielny graf A" = N'|w, €] := (A}, A}) € UBigr,+1 (5.5) posiada nastepu-
Jjace wtasnosci. R

(a) Jesli w # 0, to A’ jest spojny.

(b) A'[—w, ] = A'lw, —¢].

(c) Jesli wektor w = (wy, ..., wy,) jest pierwiastkiem bigrafu A, to
(c1) funkcjonal kwadratowy Grama qz, : Z""" — Z bigrafu A jest zdefiniowany
wzorem
(5.10) A5 (T1, . 1) = qar(@r,. . 2,) + I?LH -2 € b, (21, .. ./,\:rn),w) C Ty =
= qa(z1,. . xn) Fai g+ (oW + -+ W) T

(c2) bigraf A’ jest gtowny oraz Ker gz, = Z - ﬂ, gdzie h= (wy, ..., wp,e) € Z",

(d) Jesli wektor w = (wy, ..., w,) jest wiernym pierwiastkiem bigrafu A’, to bigraf A’ jest
P-krytyczny.

Dowédd. (a) Jesli wektor w # 0, to rowniez wektor w # 0, gdyz w przeciwnym wypadku
0 = w = —ew - 2G s implikuje rownosé¢ w w - Gar = 0, ktoéra z kolei implikuje réownosci
0 =w-Ga -w" = ga(w). Poniewaz zakladamy, ze A’ jest dodatni, wiec funkcjonal gas
jest dodatnio okreslony (na podstawie wniosku 2.16(b)). Stad wynika nier6wnosé gas(w) > 0,
gdyz w # 0. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze wektor w = (wy, ..., w,) jest rozny od zera.
Zalozmy, ze wspotrzedna w, wektora w jest rozna od zera. Stad wynika, ze istnieje multikrawed?

%Lanﬂ bigrafu A’ taczgca wierzchotek ag spojnego bigrafu A’ z wierzcholkiem a,,,1; zatem
A jest spojny.

(b) Niech w € Z" oraz W := —ew - 2Gpr € Z". JeSi w' = —w € Z", to W' := —cw' - 2Gar =
—e(—w)-2Gar = ew - 2G A = —w. Stad wynika, ze bigrafy A’[w', e] = A'[—w, ¢] oraz A'[w, —¢|
sg identyczne. R

(c) Rownosc (cl) wynika wprost z definicji bigrafu A’ oraz jego funkcjonatu Grama ¢z,
gdyz

_Q.g'qu,((ZEh...,l’n),w) = —2-¢e bf]A’((wh" )<x1"' ZL’n)):
= (Wi stn) (=26 G (1)) =
= (@1,...,wn) (117-- n) =

= $1w1 +---+x
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Stad rowniez tatwo wynika, ze niesymetryczna macierz Grama bigrafu A’ ma ksztatt (5.6).

(c2) Zalozmy, ze wektor w = (wq, ..., w,) jest pierwiastkiem bigrafu A’; tzn. ga(w) = 1.
Zauwazmy najpierw, ze wektor h = (w1, ..., wy,e) € Z"™ mnalezy do Ker gas, gdyz réwnosci
(5.10) implikuja

gmh) = qa(w)+e*=2-e-by,, (w,w)- €=
1+1-2-¢-by,, (w,w) -e=
= 14+1-2- qA/( )—O.

Pokazemy teraz, ze bigraf N jest glowny oraz Kergy, = Z - h. Poniewaz niesymetryczna
macierz Grama bigrafu A’ ma ksztalt (5.6), wiec podwojenie symetrycznej macierzy Grama
bigrafu A’ ma postac

Str
2Gx = [ Q%Al w2 ] € Mn11(Z)
Poniewaz A’ jest dodatni, wiec det Gaor > 0, na podstawie kryterium Sylvestera. Zauwazmy
rowniez, ze det G, = (1—w-Gaw')-det Gar = 0, gdyz w-Gaw' = ga(w) = 1, na podstawie
zalozenia, zobacz Step 1.1° na stronie 253 pracy [31]. Stad wynika, ze rzad macierzy wymierne;
Gx € M, 4+1(Q) nad cialem Q réowny n, gdyz z wyktadu algebry liniowej wiemy, ze wiersze
macierzy Gz, o numerach 1,...,n sg Q-liniowo niezalezne. Na podstawie twierdzenia 2.26,
grupa radgy, C Z" 1 jest Wolna rangi 1 = n+1—n. Stad wynika, ze jej podgrupa Z- h C Ker gz,
jest wolna rangi 1. Poniewaz hn+1 = ¢ = *£1, wigc zachodzi réwnos¢ Ker gz, = Z - h.

Aby zakonczy¢ dowod (c2) nalezy udowodnié, ze bigraf N jest nieujemny. Fakt ten mozna
udowodni¢ modyfikujac dowdd kryterium Sylvestera podany na pierwszym roku studiéw na
wyktadzie z algebry liniowej. Inny dowod mozna tez znalezé na stronach 253-254 (Step 1.2° —
1.3°) w artykule [31].

(d) Poniewaz n > 2 oraz zakladamy, ze w jest wierny, wiec wektor h = (wy,...,w,, &) €
7" jest wierny. Zatem bigraf A’ = A'[w, e] € UBigr,41 jest P-krytyczny, na podstawie (b)
oraz twierdzenie 4.30 (a). Dowdd twierdzenia zostal wiec zakonczony. U

Nastepujacy wniosek pokazuje, ze konstrukcja (5.4) (A", w,e = 1) — A'[lw,e = 1] definiuje
prosty algorytm obliczajacy wszystkie gtowne bigrafy A € UBigr, 1, z bigraféow dodatnich
A € UBigr,, n > 2, oraz pierwiastkow w € Ra:.

Wnhiosek 5.11. (a) Z doktadnosciq do numeracji wierzchotkow, dowolny krawedziowo-dwu-
dzielny graf gtowny A € UBigr,.,1 bez petli, gdzie n > 2, ma postaé¢ A = A = Alw,e] €
UBigr,1, gdzie A jest spojnym dodatnim petnym podbigrafem bigrafu A, w € Ras jest pier-
wiastkiem bigrafu A’ oraz e = 1}.

(b) Z doktadnosciq do numeracji wierzchotkéw, dowolny krawedziowo-dwudzielny graf P-kry-
tyczny A € UBigr, 1 bez petli, gdzie n > 2, ma postaé A = Al = A'lw,e| € UBigr,y1, gdzie
A’ jest spojnym dodatnim petnym podbigrafem bigrafu A, w € Ras jest wiernym pierwiastkiem
bigrafu A" oraz e = 1.

Dowod. Wezmy n > 2 oraz dowolny bigraf gtowny A € UBigr,.1 bez petli. Na podsta-
wie lematu 5.1, istnieje wektor h = (hy,..., h,, hni1) € Kerga taki, ze Kerga = Z -h C
7"t oraz h, € {—1,1}, dla pewnego s € {1,...,n + 1}. Transpozycja 7 = (s,n + 1)
prowadzi do bigrafu gtéwnego A™ dla ktorego grupa Ker ga- jest generowana przez wektor
h™ = (hy,...,hs—1, hni1, Bsi1, - By hs), gdzie hy € {—1,1}. Zatem z dokladnoscia do trans-
pozycji T = (s,n + 1) mozemy zalozy¢, ze s = n + 1, tzn. ostatnia wspolrzedna wektora
h = (hy,...,hy, hpy1) € Kerga jest rowna —1 lub 1.
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Niech A’ = A oraz w = h(™*Y € Z" beda takie, jak w twierdzeniu 5.2(e). Wtedy A/
jest spojnym dodatnim pelnym podbigrafem bigrafu A, w € Ras jest pierwiastkiem bigrafu A'.
Z twierdzenia 5.2(d)-(e), konstrukeji 5.4 oraz twierdzenia 5.9 wynika, ze A = A’ = A'[w, ¢]. Za-
uwazmy, ze mozna przyjac¢ € = 1, gdyz w wypadku e = —1 mamy A = A'|w, ] = Al'[—w, —¢] =
A'[—w, 1], na podstawie twierdzenia 5.9(b). Korzystamy tu z faktu, ze jesli wektor w € Z" jest
pierwiastkiem bigrafu A’, to roéwniez wektor —w € Z" jest pierwiastkiem bigrafu A’.

Ponadto, jesli A jest P-krytyczny, to w € Ras jest wiernym pierwiastkiem bigrafu A’. [

Stosujac twierdzenie 5.9 oraz wniosek 5.11 otrzymujemy nastepujacy wazny fakt analogiczny
do znanego twierdzenia Ovsienki [26].

Whiosek 5.12. Jesli A" € A € UBigr, jest spdjnym bigrafem dodatnim bez petli oraz
w = (wy,...,w,) € Z" jest jego pierwiastkiem, to —6 < w; < 6, dla dowolnego j € {1,...,n}.

Dowdéd. Zastosujemy metode uzyta w dowodzie Proposition 6.7 pracy [23]. Zal6zmy,
ze A" € UBigr, spojnym bigrafem dodatnim bez petli. Ustalmy jego pierwiastek w € Z" i
skonstruujmy bigraf A" = A'flw,e = 1] € A € UBigr,,1 postaci (5.3). Na podstawie twier-
dzenia 5.9, bigraf A’ jest glowny oraz wektor h = (wl,...,wn,}\) € Z"™! generuje grupe

Kerga: € Z"™. Stosujac lemat 5.1 (b) do bigrafu glownego A’ € UBigr,,, i wektora

h = (wy,...,w,, 1) € Kergar € Z""! otrzymujemy nieréwnosci —6 < w; < 6, dla dowolnego
je{l,...,n}. O

Nastepujacy algorytm numeryczno-symboliczny jest bezpo$rednim wnioskiem z konstrukcji
5.4 oraz twierdzenia 5.9.

Algorytm 5.12 (“glowne”). Wejscie: Liczba naturalna n > 2, dodatni sp6jny bigraf
A" € UBigr, bez petli o n wierzchotkach.

Wyjscie: Lista UBigr, 1 wszystkich bigrafow gltownych A € UBigr, 1 bez petli o n + 1
wierzchotkach.

Etap 1° Obliczamy skoriczony zbiér Rar C Z" wszystkich pierwiastkow w bigrafu A’. Uzy-
wamy algorytmu ograniczonego zliczania 2.5.2. R

Etap 2° Dla kazdego wektora w € Ras oraz ¢ = 1 konstruujemy bigraf glowny A’ =
A'w,e = 1] € UBigr,41 oraz jego wielomian Coxetera coxz, (t) € Z|[t].

Etap 3° Dla dowolnego bigrafu A’ skonstruowanego w etapie 2° oraz dla dowolnej trans-
pozycji T = (s,n + 1) konstruujemy bigraf gtowny A™ € UBigr,,, otrzymany z A przez
przez transpozycje jego wierzchotkéw a, oraz a,.;. Ponadto obliczamy wielomian Coxetera
coxa-(t) € Z[t] bigrafu A".

Etap 4° Tworzymy liste wszystkich par (A7, coxa-(t)).

Uwaga 5.13. (i) Na podstawie wniosku 5.11, dowolny spojny krawedziowo-dwudzielny
graf gtowny A € UBigr, .1 bez petli, gdzie n > 2, jest jednym z bigraféw obliczonych w etapie
4° dla pewnego spojnego dodatniego bigrafu A" € UBigr,. Aby znalezé pelng liste bigrafow
gtownych A € UBigr, 1 bez petli nalezy zastosowaé algorytm 5.12 do dowolnego dodatniego
spojnego bigrafu A’ € UBigr, bez petli o n wierzchotkach.

(ii) Zauwazmy, ze liczba takich bigrafow jest skonczona, gdyz kazdy taki bigraf jest prostym
grafem oznakowanym.

Istotnie, gdyby dodatni spojny bigrafu A’ € UBigr, nie byl prosty, to zawiera multikrawedz
a—a;, gdzie liczba d := diAj jest wieksza od 1 lub mniejsza od —1. Poniewaz A’ jest
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dodatni, wiec zbior Ras jego pierwiastkow jest skoriczony (na podstawie twierdzenia 2.22).
Zatem, na podstawie dowodu lematu 3.7, zbior pierwiastkow bigrafu A” indukowanego z A’
przez wierzchotki a; oraz a; jest rowniez skoriczony. 7 drugiej strony, na podstawie czesci 2°
dowodu twierdzenia 3.5 (w rozdziale 3.2), zbior pierwiastkow bigrafu A” jest nieskonczony, gdyz
|d| > 2. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze zachodzi nieréwnosé —1 < diAj/ < 1, dla dowolnych

i,jef{l,...,,n}

5.2. Obliczenia algorytmiczne bigraféw gléwnych o malej liczbie wierzchotkéow

Stosujac algorytm 5.12 skonstruujemy w tym podrozdziale wszystkie bigrafy gtéwne o trzech,
czterech i pieciu wierzchotkach.

Whniosek 5.14. Jesli n = 2, to kazdy bigraf gtouwny A € UBigrs bez petli o trzech wierz-
chotkach jest jednym z bigrafow

SN

e o 2

Dowéd. Na podstawie uwagi 5.13 (ii), kazdy spojny bigraf dodatni A € UBigry bez petli
o dwoch wierzchotkach jest jednym z bigrafow Ay : a;——ay oraz Al : a;— —— ap. Stosujac
algorytm 5.12 do kazdego z tych dwoch bigraféw otrzymamy podang we wniosku liste bigrafow
gtownych o trzech wierzchotkach (z doktadnoscia do permutacji wierzchotkow oraz operacji
A — t,; A zamiany znakow). Obliczenia mozna znalez¢ na ptycie. 0]

Whniosek 5.15. Jesli n = 3, to kazdy bigraf gtowny A € UBigry bez petli o czterech
wierzchotkach jest jednym z bigrafow

oy 3 o4 3 o4 ®3 @4 — T 03 ey

o] o2 o o2 o o2 o) o2 o — — e

Dowéd. Latwo pokazaé przez proste obliczenia w Maple, ze kazdy spdjny bigraf dodatni
A € UBigrs bez petli o trzech wierzchotkach jest (z doktadnoscia do permutacji wierzchotkow)
jednym z trzech bigraféw liniowych

Ag oay az as
Ag Loar— — —ag as
Ag: a1~ — —ay— — —as

lub jest bigrafem trojkatnym A’ | ktorego wszystkie trzy krawedzie sg przerywane oraz niesy-
metryczna macierz Grama ma postaé
3 11 1
Ga =10 1 1
00 1

Wielomian coxa/(t) = t* + t* +t + 1 jest wielomianem Coxetera bigrafu A’.
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Stosujac algorytm 5.12 do kazdego z tych bigraféw otrzymamy podang we wniosku liste
bigrafow gtownych o czterech wierzchotkach (z doktadnoscia do permutacji wierzchotkéw oraz
operacji A — t; A zamiany znakow). Obliczenia mozna znalezé na plycie. U

Whniosek 5.16. Jesli n = 4, to kazdy spojny bigraf gtowny A € UBigrs bez petli o pieciu
wierzchotkach jest (z doktadno$ciq do permutacji wierzchotkow oraz operacji A — t, A zamiany
znakow) jednym z bigrafow

1 -1 -1 -1 17 r+ -1 -1 -1 -1 1 -1 -1 0 o 1 -1 -1 0 -1
0o 1 0 0 0 0o 1 0 0 2 0o 1 0 -1 o0 0o 1 0o -1 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0o 1 0 0 1 0 2
0 0 0 1 0 |[’] 0o o 0 1 0 o o 0 1 1 [’ o0 o 0 1 0 !
0 0 0 0o 1 | Lo o 0 0 1 Lo o 0 0o 1 0 0 0 0 1
r+ -1 -1 -1 0o ] ri1 -1 -1 0 0 1 -1 -1 0 1 7] 1 -1 -1 0 2 ]
0o 1 0 0 1 0o 1 0o -1 1 0o 1 0 -1 -1 0o 1 0o -1 -1
0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 o0 1 0 1 0o o 1 0o -1
0 0 0 1 -1 |7 o o 0 1 -1 |7 o0 o 0 1 0 "o o 0 1 0 !
Lo o 0 0 1] Lo o 0 0 1 Lo o 0 0 1 Lo o 0 0 1]
ra1 -1 -1 -1 —1 T ra+ -1 -1 -1 -1 r+ -1 -1 -1 1 7] r+ -1 -1 -1 2 ]
0o 1 0 0 2 0o 1 0 0 1 0o 1 0 0 1 0 1 0 0o -1
0 0 1 1 0 , 0 0 1 0 1 , 0 o0 1 0o -1 , 0 o 1 0o -1 ,
0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 o0 0 1 -1 0 o0 0 1 -1
Lo o 0 0 1 Lo o 0 0 1] Lo o 0 0 1 Lo o 0 0 1
ri1 -1 -1 0 1] r+1 -1 -1 -1 -1 r1 -1 -1 0 2 ] ri1 -1 -1 -1 1 7]
0o 1 0o -1 1 0o 1 0 0 0 0o 1 0o -1 -1 0o 1 0 0 1
0 0 1 0o -1 0 0 1 1 2 0 o0 1 1 -1 0 0 1 1 -1
) 0 1 -1 |7 o0 o 0 1 1 o o 0 1 0 "o o 0 1 -1 |
Lo o 0 0 1 Lo o 0 0 1 Lo o 0 0 1 Lo o 0 0 1
1 -1 -1 -1 2 1 -1 -1 0 1 1 -1 -1 -1 0 1 -1 -1 -1 -1
0o 1 0 0o -1 0o 1 0o -1 1 0o 1 0 11 0o 1 0 1 2
0 0 1 1 -1 0 0 1 1 -1 0 0 1 11 0 0 1 1 0
0 0 0 1 -1 |7 o o 0 1 -1 |7 o0 o 0 11 |7 o0 o 0 1 1 !
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 o0 0 0o 1 0 0 0 0 1
1 -1 -1 -1 2 1 -1 -1 -1 2
0o 1 0 1 -1 0o 1 1 1 -1
0 0 1 1 -1 0 o0 1 1 -1
) 0 1 -1 |7 o0 o 0 1 -1
0 0 0 0 1 0 o0 0 0 1

O

Dowo6d. Najpierw obliczamy wszystkie spojne bigrafy dodatnie A’ € UBigry bez petli o
czterech wierzchotkach (z doktadnoscia do permutacji wierzchotkow). Ponizsza lista zawiera
ich macierze Grama.

1 -1 -1 —1 1 -1 -1 0 1 -1 -1 0 1 —1 —1 1 1 -1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 -1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1
0 0 1 0 I 0 0 1 0 I 0 0 1 1 ) 0 0 1 0 ) 0 0 1 -1 )
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
1 -1 0 O 1 -1 0 O 1 -1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 -1 -1 -1
0 1 0o 1 0 1 1 1 0 1 1 0 o 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0
0 0 1 1 9 0 0 1 0 9 0 0 1 0 ) 0o 0 1 1 I 0O 0 1 1 9 0 0 1 1 )
0 0 0o 1 0 0 0o 1 0 0 0o 1 0O 0 0 1 0O 0 0 1 0 0 0 1
1 -1 -1 0 1 -1 -1 0 1 -1 -1 0 1 -1 -1 1 1 -1 0 0
0 1 0 -1 0 1 1 -1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1
0 0 1 1 9 0 0 1 0 9 0 0 1 1 9 0 0 1 0 9 0 0 1 1 )
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0o 1
1 -1 0 1 1 0 o0 1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1 0 1 -1 -1 0
0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 -1 0 1 1 1
0 0 1 1 9 0o 0 1 1 I 0 0 1 1 ) 0 0 1 -1 I 0 0 1 1 )
0 0 0 1 0O 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
1 —1 —1 1 1 0 1 1 1 -1 —1 —1 1 —1 —1 1 1 1 1 1
0 1 1 -1 0o 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 -1 0o 1 1 1
0 0 1 0 9 0 O 1 1 9 0 0 1 1 ) 0 0 1 -1 9 0o 0 1 1
0 0 0 1 0O 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0O 0 0 1

Nastepnie stosujac algorytm 5.12 do kazdego z tych bigraféw otrzymamy podana we wniosku
liste bigrafow gtownych o pieciu wierzchotkach. Obliczenia mozna znalezé na ptycie dotaczone;j
do pracy. O
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5.3. Konstrukcja algorytmiczna bigraféw dodatnich

Wykorzystujac konstrukcje A’ — A’[w, €] opisana w paragrafie 5.1 podamy teraz algorytm
konstruujacy rekurencyjnie dodatnie bigrafy A € UBigr, 1 z dodatnich bigrafow A’ € UBigr,
oraz pewnego zbioru W4, C Z" wektoréw w € Z" o wspohrzednych w; € {—1,0,1}. Wyko-
rzystamy tu konstrukcje dodatnich funkcjonalow kwadratowych podana w naszej pracy [27,
Section 4.

Przy ograniczeniu w twierdzeniu 5.9 wektorow w = (wy,...,w,) € Z" do ,specjalnych
wektorow” zbioru WX, otrzymamy nastepujaca ,dodatnia” wersje tego twierdzenia.

Twierdzenie 5.17. Zatozmy, ze n > 2, dany jest spojny krawedziowo-dwudzielny graf
A" = (A}, A}) € UBigr, o zbiorze wierzchotkow Ay = {aq,...,a,}, liczba € € {—1,1} oraz
wektor w = (wy,...,w,) € Z". Niech W = (Wy,...,W,) := —cw - 2Gar € Z", gdzie 2Gpr €
M., (Z) jest podwojeniem symetrycznej macierzy Grama bigrafu A'. Krawedziowo-dwudzielny
graf A = Alw,e] := (ﬁg, 3’1) € UBigr,+1 (5.5) posiada nastepujgce wtasnosci.

(a) Jesliw # 0, to A’ jest spojny.

(b) A'[—w, e] = Allw, —¢].

(c) Jesli wektor w = (wy, ..., w,) nalezy do nastepujacego zbioru

(5.18) W, = {w € 2" wr, ... wp € {~1,0.1}, w#£0 det [2gp w;] > 0} cz"

mocy (WX, =3"—1, to
(c1) funkcjonal kwadratowy Grama qz, : Z"" — Z bigrafu A jest zdefiniowany
wzorem
(5.19) Gz (71, @) = qar(@n, .., o) + :BZHl -2 € ba (71, .. .A,$n),w) N
= qa(@1,. ., xn) Fan g+ (010 + - F 2 W) Ty

(c2) bigraf A’ jest dodatni oraz niesymetryczna macierz Grama bigrafu A ma postac

a ~tr
N [ Gor 0 ] € Mo (2),
gdzie A = A,

(d) Z doktadnoscig do numeracji wierzchotkow, dowolny krawedziowo-dwudzielny spojny graf
dodatni A € UBigrn.1 bez petli, gdzie n > 2, ma postaé A = N = A'lw,e| € UBigry,,1, gdzie
A’ jest spdjnym dodatnim petnym podbigrafem bigrafu A, w € W}, jest pewnym wektorem
skoriczonego zbioru WS, oraz e = 1.

Dowdéd. Stwierdzenia (a), (b) oraz (c1) wynikaja z twierdzenia 5.9 (a)-(b)-(cl).
(¢) Z rownosci (5.19) wynika, ze niesymetryczna macierz Grama bigrafu A’ oraz podwojenie
symetrycznej macierzy Grama bigrafu A’ maja postaci

. Ga O 2G A W
G&:{ OA wl }GMHH(Z) oraz QGK,Z[ @A 9 :|€Mn+1(Z)a

Poniewaz A’ jest dodatni, wiec det Gar > 0 (na podstawie kryterium Sylvestera). Na podstawie
2G, w'r
wp 2 i|

0. Zatem macierz symetryczna 2G3, spelnia warunki Sylvestera i na podstawie kryterium

Sylvestera funkcjonal Grama g3, : 7" — 7 jest dodatnio okreslony. Stad wynika, ze bigraf

zalozenia, wektor w jest r6zny od zera i nalezy do zbioru WJ,. Stad wynika, ze det [

A’ = Al[w, €] jest dodatni, co koriczy dowod stwierdzenia (c).
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Latwo widac, ze dowod (d) jest analogiczny do dowodu wniosku 5.11(a), co konczy dowod
twierdzenia. O

Nastepujacy algorytm jest bezposrednim wnioskiem z konstrukeji 5.4 oraz twierdzenia 5.17.

Algorytm 5.20 (’dodatnie”). Wejscie: Liczba naturalna n > 2, dodatni spéjny bigraf
A" € UBigr, bez petli o n wierzchotkach.

Wyjscie: ListaUBigr; ., bigrafow dodatnich A € UBigr,1 bez petli o n+1 wierzcholkach,
powstalych przez rozszerzenie bigrafu A’ o 1 wierzchotek.

Etap 1° Obliczamy skonczony zbiér Wi, C Z".

Etap 2° Dla dowolnego wektora w € Wi, konstruujemy bigraf dodatni A/ = A’ [w] €
UBigr,1 oraz jego wielomian Coxetera coxgz,(t) € Z][t].

Etap 3° Dla dowolnego bigrafu A’ skonstruowanego w etapie 2° oraz dla dowolnej trans-
pozycji T = (s,n + 1) konstruujemy bigraf gtowny A”™ € UBigr,,1 otrzymany z A przez
przez transpozycje jego wierzchotkéw a, oraz a,.;. Ponadto obliczamy wielomian Coxetera
coxa-(t) € Z[t] bigrafu A™.

Etap 4° Tworzymy liste wszystkich par (A7, coxar(t)).

Uwaga 5.21. Na podstawie twierdzenia 5.17, dowolny spojny krawedziowo-dwudzielny
graf dodatni A € UBigr, 1 bez petli, gdzie n > 2, jest jednym z bigraféw obliczonych w
etapie 4°, dla pewnego sp6jnego dodatniego bigrafu A’ € UBigr,. Aby znalezé pelng liste
bigrafow dodatnich A € UBigr, .1 bez petli nalezy zastosowaé algorytm 5.20 do dowolnego do-
datniego spojnego bigrafu A’ € UBigr, bez petli o n wierzchotkach (liczba takich bigrafow jest
skoriczona, gdyz kazdy taki bigraf jest prostym grafem oznakowanym, zobacz uwaga 5.13(ii)).

Przyktad 5.22. Zastosujmy Algorytm 5.20 do dodatnio okreslonego bigrafu A

ktorego macierz Grama jest rowna

W ponizszej tabeli zamieszczone zostaly wartosci wektoréw p oraz odpowiadajace im bigrafy
dodatnie A’ o 4 wierzchotkach wraz z ich macierzami Grama Gar € My(Z) oraz wielomianami
Coxetera.

1 Gar A/ COX ./ (1)
11 1 1] o —— oy
0 1 1 1 N/ 4.3, .2
[1,1,1] o o0 1 1 DR I e !
L0 0 0 1 ] o) — o3
1 1 1 1] o) —— o4
0 1 1 1 |\ / 4, .3
[1,1,0] o 0o 1 o < th 3 el
L0 0 0 1 | o) — o3
1+ 1 1 1] o —— o4
0 1 1 0 N 4 2
[1,0,1] o 0 1 1 N t 4 2t2 41
o 0 0 1 | e>—— @3
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14 Gar A/ COX /(1)
'+ 1 1 1] o —— 04
0 1 1 o0 N 3, .
(1,0,0] o o 1 o I N P32t
L0 0 0 1 | o) — o3
r+ 1 1 o0 L3 oy
0 1 1 1 N/
[0,1,1] o 0o 1 1 :/\I tr 4341
L 0 0 0 1 ] o>—— @3
v+ 1 1 0] L3 oy
o 1 1 1 N
[0,1,0] o o0 1 o :/\ 43 2 41
L 0 0 0 1 ] o> — 03
[1 1 1 0] L3t oy
0 1 1 o0 N
[0,0,1] o o 1 1 : \I R S R R |
Lo o o 1 | o — o3
r+ 1 1 0 L3} oy
o 1 1 o0 N :
(0,0, —1] 0 0 1 -1 I \‘ P32t 41
L 0O 0 O 1 o> — 03
r+ 1 1 o L3 oy
0o 1 1 -1 N
[0, —1,0] o 0 1 o :K 3 2 41
L 0 0 0 1 o> — @3
r+ 1 1 0 ] L3 oy
o 1 1 -1 N
[0, -1, —1] o o0 1 1 :/\ ‘ 43 41
L 0 0 0 1 o) — o3
1 1 1 -1 o— o4
o1 1 o0 N :
[—1,0,0] o o 1 o I N 3 24t 41
Lo o o 1 | o — o3
1 1 1 -1 o — o4
o 1 1 o0 N
[—1,0, 1] FO I N ‘ 2241
L 0 0 0 1 ] o) — o3
1+ 1 1 -1 o — o4
o 1 1 -1 N
[-1,-1,0] o 0 1 o :A 3 41
L 0 0 0 1 ] o> — @3
'+ 1 1 -1 o — o4
o 1 1 -1 N
(=1, -1, -1] 0o 0 1 -1 I/\‘ e e
L 0 0 0 1 ] o) — o3

Przyklad 5.23. Analogicznie jak w Przyktadzie 5.22 zastosujmy Algorytm 5.20 do dodat-
nio okreslonego bigrafu A

()
A . L3 03— 0y
ktorego macierz Grama ma postac
1 0 -1 0
S 01 -1 0
Ga=1¢9 0 1 —1|€Ml®
00 0 1

Wykonujgc identyczne obliczenia otrzymujemy wektory p oraz odpowiadajace im bigrafy
dodatnie A’ 0 5 wierzchotkach wraz z ich macierzami Grama Gar € M(Z) oraz wielomianami
Coxetera.
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1 Gar A/ COX ./ (1)
T 0 -1 0 1
[ ] — @
o 1 -1 o0 1 =2 9% .
1,1, -1,0] o0 1 -1 -1 /‘// B4 tt p 41
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 o1 O3 %4
T 0 -1 0 1
[ ] [ ]
01 -1 0 o0 2 9% i
[1,0,0,0] 00 1 -1 0 /‘/ Ottt 1
0 0 0 1 0 ~
0 0 0 0 1 e1— O3— %4
ri1 0 —1 0 1
[ ] [ ]
01 -1 0 o0 2 9%
[1,0,0, —1] 00 1 -1 0 /‘/ ‘ O tt h 41
0 0 0 1 -1
Lo o o 0 1 e1— ®3— %4
r1 0 =1 0 1
01 -1 0 0 %2 _ %
[1,0,—1,1] o0 1 -1 -1 /‘// } P B
0 0 0 1 1
Lo o o 0 1 e1— 03— %4
r1 0 —1 0 1
[ ] [ ]
01 -1 0 0 2 _9%
[1,0,—1,0] o0 1 -1 -1 /‘// P
0 0 0 1 0
Lo o o 0 1 e1— 03— %4
r1 0 —1 0 1
[ ] [ ]
0 1 -1 0 -1 2 9% ,
1,-1,0,0 0 o 1 -1 0 - 2 +3 2 41
-
0 0 0 1 0
Lo o o 0 1 o1 ®3— %4
T 0 -1 0 0
[ ] — o
0o 1 -1 0 1 27— %
[0,1,0,0] 0 0 1 -1 0 ‘ P4ttt 41
0 0 0 10
0 0 0 0 1 e1— ®3— %4
ri1 0 —1 0 0
[ ] e d
0 1 -1 o0 1 27— 9%
[0,1,0, —1] 0o 0 1 -1 0 ‘ ‘ P+ttt 4+1
0 0 0 1 -1
Lo o o 0 1 ®1— ®3— &4
ri1 0 -1 0 0
[ ] e d
001 -1 o0 1 == t
[0,1,—1,1] 0 0 1 -1 -1 ‘/} 5+ 2 41
0 0 0 1 1
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ri1 0 -1 0 0
[ ] e d
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[0,1,—1,0] 0 0 1 -1 -1 ‘/ P+ttt 41
0 0 0 1 0
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ri1 0 -1 0 0
[ ] [ ]
01 -1 0 0 2% .
[0,0,1,—1] 0o 0 1 -1 1 ‘ ‘ Pttt
0 0 0 1 -1 4
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[ ] [ ]
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[ ] [ ]
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Lo o o 0 1 11— 03— 04
r1 0 -1 0 0
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6. Algorytmiczna konstrukcja oczkowych kolczanéw pierwiastkow
oraz Z-kongruencji bigrafow

W artykutach [40]- [42] pokazano, ze rozwiazanie problemoéw 1.1 oraz 1.2 sformutowanych
we wstepie rozprawy mozna zredukowaé¢ do analizy izomorfizméw kotczanéw ®a-oczkowych
stowarzyszonych z bigrafami A i zdefiniowanych w artykule [38]. Definicje te oraz podstawowe
fakty o geometriach ®a-oczkowych pierwiastkow bigraféw przypomnimy w paragrafie 6.1.

W dalszym ciaggu n > 2 bedzie liczba naturalng oraz A = (Ay,A;) € UBigr, bedzie
spojnym krawedziowo-dwudzielnym grafem bez petli o zbiorze wierzchotkow Ay = {ay, ..., an}.
Transformacja Coxetera bigrafu A nazywamy grupowy automorfizm

(6.1) Op 2" = 7" v Pa(v) =0 - Coxa,

gdzie Coxa € M, (Z) jest macierza Coxetera bigrafu A. Przypomnijmy z artykutow [38, 40, 41],
ze dla dowolnej liczby d € Z zbior pierwiastkow Ra z liczby d jest ®a-niezmienniczy, tzn.
DA (v) € Ra, dla dowolnego wektora v € Ra.

Glownym celem tego rozdzialu jest podanie algorytmicznej konstrukeji ®a-oczkowego kot-
czanu pierwiastkow ['(Ra, @A) C Z" zbudowanego z P a-orbit zbioru ®a-niezmienniczego

Ra={veZ" qalv) =1}

pierwiastkow bigrafu A, dla pewnej klasy bigraféw spetniajacych warunek zdefiniowany przez
specjalne ,dziwne” cykle. Pokazemy jak przyporzadkowanie A +— ['(Ra,®a) mozna wyko-
rzysta¢ w rozwigzywaniu problemu 1.2, tzn. konstruowaniu, dla danej pary bigrafow A, A’ €
UBigr, bez petli spelniajacych relacje A ~z A’ pewnej macierzy B € M,,(Z) definiujacej te
silng Z-kongruencje Grama A =~ A’, tzn. taka, ze det B = 41 oraz Gao = B - Ga/ - BY.

6.1. Graficzne przedstawianie ®-orbit pierwiastkéw

Przypomnijmy teraz podstawowe fakty o ®a-oczkowych kotczanach pierwiastkow bigrafow
zdefiniowanych w artykutach [38]-[41].

Niech A = (Ag, Aq) € UBigr, bedzie spojnym krawedziowo-dwudzielnym grafem bez petli
o zbiorze wierzchotkow Ag = {ay,...,a,} oraz niech ® : Z" — Z" bedzie jego transformacja
Coxetera.

(a) Jesli R C Z" jest niepustym podzbiorem ®a-niezmienniczym grupy Z" oraz v € R, to
® A-orbita wektora v nazywamy podzbior ®a-Orb(v) = {® (v)};ez zbioru R C Z".

Orbite ®A-Orb(v) wektora v bedziemy przedstawia¢ graficznie w postaci nieskonczonego
grafu

Ov): ..o —== O{(v) ~== PR (V) == PA(V) ~ == v == @1} (v) == PR (V) ——= ©3°(v) ——-
wektorow (I&(v) € R realizowanych jako punkty ptaszczyzny Euklidesa R", n > 2, polaczone
przerywanymi krawedziami.

Definicja 6.2. (a) Wektory u, oM, ... v w € Z" tworza ®a-oczko szerokosci s > 1
(w przestrzeni Euklidesa R", n > 2), jesli spelnione sa nastepujace trzy warunki:

(i) u = a(w);

(i) u+w = o™ 4 .- )

(iii) wektory vV, ..., v(®) sq parami rézne oraz zaden z nich nie nalezy do ®r-orbity wektora

Wektory u oraz w nazywamy odpowiednio poczatkiem i koficem ®a-oczka.
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(b) ®a-oczko wyznaczone przez wektory u,w,vd, ... v() bedziemy realizowaé¢ w postaci
nastepujgcego kotczanu ®-oczkowego w R", n > 2:

o LN
\.,

w przestrzeni Euklidesa R?. Sklada sie on z trojkatow postaci

Jednym z problemoéw wystepujacych w spektralnej analizie Coxetera grafow krawedziowo-
-dwudzielnych jest problem konstrukeji (z orbit pierwiastkow danego bigrafu A) kotczanu
$ p-oczkowego ['(Ra, Pa) C Z" sktadajacego sie z P a-oczek nastepujacej postaci (zobacz |38,

(3-4)])

777777777 p—————— & M) ———————

“““ R /55/5

—— D (w) e w 77%77 @Zl(w) -

Poprzednie definicje zilustrujemy teraz dwoma prostymi przyktadami.

Przyktad 6.3. Niech n = 3 oraz niech A bedzie pelnym bigrafem trojkatnym o trzech
wierzchotkach aq, as, az potaczonych trzema krawedziami przerywanymi. Niesymetryczna ma-
cierz Grama, macierz Coxetera oraz jej odwrotno$¢ maja postaci

Latwo obliczy¢, ze wielomianem Coxetera bigrafu A jest coxa(t) = 2+t +t+1, za$ ca = 4
jest jego liczba Coxetera. Funkcjonatl Grama ga : Z* — 7Z bigrafu A jest zdefiniowany przez
forme kwadratowsa

(=3 )

5 111 0 0 .
Ga=1]011[,Cxpa=1|1 0 -1 [|,Cox, =
0 0 1 0 1

1
[
_= =
O O =
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q(x) = 23 + 22 + 22 + 21209 + 1123 + L2735 = forma kanoniczna.
Stad wynika, ze A jest dodatni, zbior Ra C Z? jego pierwiastkow sktada sie z 12-tu wektorow,
z ktorych mozna utworzy¢ 3 rownoliczne czteroelementowe P a-orbity.

Za pomoca prostych manipulacji kombinatorycznych z tych ®a-orbit pierwiastkéw bigrafu
A mozna zbudowaé¢ nastepujacy kotczan ®a-oczkowy:

100 ----- 110 - ---- 001 ----- 01T ----- 100
NN SN S NS
F(RA, (I)A) . -

~ 010 ----- 1M1 - 011 ----- NN —
SN N S NS N

001 ----- 011 ----- 100 ----- 110 ----- 001
gdzie T = —1. Dokonujac w kolczanie [(Ra, ®a) oczywistej identyfikacji modulo 4 (w kazdej z
orbit) otrzymamy kotczan ®a-oczkowy I'(R,,, Pa) o ksztalcie dwunastoelementowego cylindra
szerokodci 3.

Przyklad 6.4. Skonstruujemy teraz kotczan ®a-oczkowy I'(Ra, Pa) C Z" pierwiastkow
bigrafu A, ktory jest diagramem Dynkina Ds. Jego niesymetryczna macierz Grama GDS,
macierz Coxetera COXD5 oraz jej odwrotno$¢ maja postaci

10 -1 0 0 0 1 1 0 0 -1 0 -1 -1 -1
g 01 -1 0 0 1 0 1 0 0 0 -1 -1 -1 -1
Gp,=00 1 -1 0|, Coxp=|0 0o o 1 of Coxpl=1]1 1 1 1 1
00 0 1 -1 o 0o o0 0 1 0 0 1 0 0
00 0 0 1 -1 -1 -1 -1 -1 0 0 0 1 0

Wielomianem Coxetera bigrafu A = Dj jest coxp, (t) = t° +t* +t + 1, za$ cp, = 8 jest jego
liczba Coxetera.

Obliczamy pierwiastki formy kwadratowej qp, (z) = 23 +. . .+ 22 —2103— — 2203 — 374 —T475
przy uzyciu algorytmu ograniczonego zliczania. Ugzyskujemy 40 pierwiastkow, ktére mozna
przedstawi¢ w postaci roztacznej sumy pieciu réwnolicznych ®@p_-orbit

Oy : 10000---01100---10110---01111---01000---10100---01110---10111
Oy : 01000---10100---01110---10111---10000---01100---10110- - - 01111
Os: 00100---00010---00001 --- 11111 ---00100---00010- - - 00001 --- 11111
O4: 11100---11210---11221---00111---11100---11210---11221---00111
Os: 11110---11211---00110---00011---11110---11211---00110- - - 00011

Za pomocg prostych manipulacji kombinatorycznych z orbit tych konstruujemy nastepujacy
® p-oczkowy kolezan ['(Ra, Pa) C Z™ pierwiastkow bigrafu A = Ds:

Os : 0007 - - - - - 117 --- - - 0001 - - - - - 1111 ————— 000T
AN A NN A NS
Oy : 0110 - --- - 0011 ----- 0110 - ---- 0011 ----- 0011
SN N SN S N SN
O23: 00000—00000—01000—10100—00000—00100—00000—01010—00000—>00100—00000
e N AR SN e N A N e
O1: 00000- - ---10000- - - - - 11010 - - - - - 10000 - - - - - 01101 - - - - - 01000

gdzie (dla uproszczenia rysunku) w drugim wierszu od dotu umiescilismy dwie orbity Oy oraz
Oj; (oznaczylismy je symbolem O3 ), ktorych wektory tacznie z wektorami orbit Oy oraz O,
tworza oczka szerokosci 3.

6.2. Idea algorytmu konstruujacego kotczan d-orbit pierwiastkow

W artykutach [40]-[41] oraz [12]|-[15] buduje sie algorytmy kombinatoryczne pozwalajace
konstruowaé ® -oczkowe kotczany I'(Ra, Pa) C Z" pierwiastkow, dla klas bigrafow A bez petli
spetniajacych pewne dodatkowe warunki. Jednym z nich jest tzw. ,mesh toroidal algorithm”
zdefiniowany w pracach [39]-[40].
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W naszym artykule [19] definiujemy algorytm (przestawiony w tej rozprawie jako algorytm
6.11) konstruujacy kanonicznie pewien kotczan ® s-oczkowy I'(Ra, P4) C Z" pierwiastkow,
dla klasy dodatnich bigrafow A bez petli, w ktérym automorfizm Coxetera ®o : Ra — Ra
zastapiono przez automorfizm Coxetera ® 4 : Ra — Ra zdefiniowany dla danej quasi-trojkatnej
morsyfikacji macierzowej A € Mora w sensie [40] bigrafu A, tzn. macierzy A € M, (Z) o
wyznaczniku 1 spelniajacej warunek A + A" = 2GA.

Przykladem takiej morsyfikacji jest macierz A = Ga, dla ktorej automorfizm Coxetera
D, : Ra — Ra jest identyczny z automorfizm Coxetera @5 : Ra — Ra bigrafu A.

Celem tego rozdziatu jest przypomnienie konstrukeji wspomnianego wyzej algorytmu poda-
nego w artykule [19]. Aby unikna¢ w tym przedstawieniu dosé¢ zmudnych przygotowan technicz-
nych i kombinatorycznych uzywanych w [19], przedstawimy idee tego algorytmu w wypadku,
gdy A = Ga oraz A spelnia pewne dodatkowe warunki.

W catym rozdziale zaktadamy, ze n > 2, A = (A, A1) € UBigr, jest spdjnym krawedziowo-
-dwudzielnym grafem bez petli o zbiorze wierzchotkow Ay = {aq,...,a,} oraz @ : Z" — Z"
jest jego transformacjg Coxetera. Bedziemy tez zaktadaé, ze A jest dodatni, co implikuje,
ze A jest bigrafem prostym, tzn. zachodzi nieréwnosé —1 < diAj/ < 1, dla dowolnych 7,5 €
{1,...,,n}, zobacz uwaga 5.13.

Zgodnie z terminologia stosowana w naszej pracy [19] wprowadzamy nastepujaca definicje.

Definicja 6.5. Niech n > 2, A = (Ay, Ay) € UBigr,, Ay = {a1,...,an} 1 Pa : 2" = 7"
beda takie, jak ustalono w przedmowie do tej definicji.

(a) Cykl dtugosci > 3 krawedzi w A nazywamy cyklem prostym, jesli nie zawiera wlasciwego
podcyklu dtugosci > 3.

(b) Niech A bedzie (bi)kolczanem otrzymanym z bigrafu A przez zdefiniowanie orientacji
krawedzi bigrafu A nastepujaco:

o jesli istnieje krawedz ciagta a——a;, to zastepujemy ja strzatka a,—a;, gdy @ < j;

e jesli istnieje krawedz przerywana a,— ——as, to zastepujemy ja strzatka przerywana a,—— —
as, gdy r < s, zobacz [41, Remark 2.2].

(¢) Moéwimy, ze A nie posiada dziwnych cykli prostych, jesli w A nie ma krawedzi przery-
wanych lub kazdy cykl prosty (dlugosci > 3) w kolczanie A ma postac

O —— = - — —— — o0
2 T
0o—0— ... =00

Przyklad 6.6. Rozwazmy nastepujaca pare bigrafow
2.

.3 1.
oraz A :

*3

A

1o — — ey 206 = — — ey

Zauwazmy, ze A’ otrzymalismy z A przez permutacje o = (1,2) jego wierzchotkéw oraz

1 -1 0 1 0o 0 -1 -1
< 0 1 -1 0 o 0 1 0
eGa=1y ¢ 1 | Coxa=|2 ¢ o 1|
o 0 o0 1 0 -1 -1 -1
1 -1 -1 0 11 1 0
S 0 1 0 1 0 -1 -1
eGa=1y ¢ 1 | Coxa=|_, 1 ¢ 1]
0o 0 o0 1 0 1 -1 -1

o coxa(t) =t* + 13+t + 1 = coxp,(t), speccy = {—1,—1,5 +i%, L —i¥} ca =6 =cp,,
o coxa/(t) = t1 4+ 2t2 + 1, speccp, = {—i, —i, i, i}, car = 4,
[ ] qA(l') = ZE% =+ J]% —+ [Eg =+ l’i — X1T9 — X1T4 — T2X3 + 3Ty
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o () = 23 + 22 + 22 + 22 — 1o — 1113 + oy — T34,

e funkcjonaly kwadratowe ga, gas : Z* — 7 sa dodatnie oraz bigrafy A, A’ sa dodatnie,

e bigraf A nie posiada dziwnych cykli prostych, natomiast A’ posiada dziwny cykl prosty, gdyz
bikotczany A oraz A/ maja postaci:

B 28 —————— o3 . 10 —————> o3
A: 4 L oraz A': | 1
10— — — — oy g0 — — — —>ey

e kazdy ze zbiorow pierwiastkow Ra = {v € Z*; qa(v) =1} oraz Ra = {v € Z*; qa/(v) = 1}
= Ra - 0" sklada sie z 24 wektorow.

e mozna pokazac, ze R/ jest rozlaczna suma szesciu ®a-orbit, kazda dltugosci car = 4, zobacz
[41, Example 2.2],

e R jest roztaczna suma czterech ®a-orbit, kazda dtugosci ca = 6, z ktérych mozna zbudowaé
uzywajac zapowiadanego algorytmu nastepujacy kolczan ®a-oczkowy I'(Ra, Pa) lezacy na
cylindrze:

SN N SN S

Niech A bedzie grafem Dynkina

o] o3 L2

Bikotczan kotczanu A ma postaé

L

o> e3> @4

Pokazuje sie (np. uzywajac zapowiadanego algorytmu), ze zbiér pierwiastkow Rp, jest
suma czterech @ p-orbit dtugosci 6 z ktorych mozna zbudowaé kotczan ® p-oczkowy I'(Rp, @p)
postaci

0100 - ---- 0111 - --- - 1010 ----- 0100 - - - - - 0111 - --- - 1010 ---- -
AV VO VD Ze VD A VA

1000 — 0011 — 1011 — 1121 — 0110 — 1110 — T000 — 0011 —> 1011 — 1121 —> 0110 — 1110
A VI VD VR VA V2

0001 ----- 0010 ----- 1111 - ---- 0001 ----- 0010 - - - - - 1111 - - - - -

Uzywajac zapowiadanego algorytmu mozna rowniez obliczy¢ macierz B € Gl(4,Z) definiu-
jaca silng Z-kongruencje A =z Dy, tzn. B - Ga - B = Gp,. Macierz ta ma postac

o O = O
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Idea zapowiadanego algorytmu podobna jest do algorytmicznej konstrukeji postprojektyw-
nej sktadowej P kolczanu Auslandera-Reiten I'(mod R, @) podanej w [1, Chapter IX.3] dla do-
wolnej K-algebry drog R = K@ kotczanu Dynkina () lub kotczanu Euklidesa ), gdzie K jest cia-
tem algebraicznie domknietym. Idea ta wykorzystana zostala w artykule [39]
w dowodzie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 6.7.Zatdzmy, zen > 2, A = (Ay, A1) € UBigr,, jest jednym z grafow Dynkina
A € {A,,D,, Es E; Eg} przedstawionych w Tabeli 1.1, Ag = {ay,...,a,} jest zbiorze wierz-
chotkow A, ®a : Z" — 7" jest transformacjq Coxetera oraz ca jest liczbg Coxetera bigrafu A
podang w zestawieniu (4.16).

(a) Zbior pierwiastkow Ra C Z" bigrafu A jest skoniczony i jest roztgczng sumg n réwno-
licznych ®a-orbit, kazda dtugosci ca .

(b) Ze zbioru wszystkich ®a-orbit pierwiastkow bigrafu A konstruuje sie kanonicznie
O A -oczkowy kotczan pierwiastkow Ugan(Ra, Pa) C Z" rozszerzajgcy kotczan Auslandera-Reiten
['(mod R, ) K-algebry R = KA drég kotczanu Dynkina A w sensie definicji 6.5(b).

Dowo6d. Niech A bedzie kolczanem Dynkina grafu Dynkina A (w sensie definicji 6.5(b))
oraz niech R = KA bedzie K-algebra drog kolczanu A. Na podstawie wynikéw podanych w
[1, Chapter I1X.3|, kotczan Auslandera-Reiten I'(mod R, ®g) jest skoriczony i jest rowny swojej
sktadowej postprojektywnej Pg, ktorej konstrukcja podana jest rowniez w [1, Chapter 1X.3].
Wektory wymiaru modutéw nierozktadalnych w mod R pokrywaja sie z dodatnimi pierwiast-
kami kolczanu 5; rownowaznie z dodatnimi pierwiastkami grafu Dynkina A, na podstawie
twierdzenia Gabriela udowodnionego w [1, Chapter VII|. Poniewaz & = ®p, wiec teza twier-
dzenia wynika wprost z Theorem 4.7 artykutu [38]. O

Zapowiadany wczesniej algorytm poprzedzimy nastepujacym twierdzeniem opisujacym m.in.
efekt koricowy dzialania tego algorytmu, zobacz [19, Theorem 1.10].

Twierdzenie 6.8.Zaldzmy, ze n > 2, A = (Ao, A1) € UBigr, jest spojnym krawedziowo-
-dwudzielnym grafem bez petli o zbiorze wierzchotkow Ay = {aq,...,a,} oraz ®p : 2" — 7"
jest jego transformacjq Cozetera. Zatozmy ponadto, ze A jest dodatni, nie posiada dziwnych
cykli prostych oraz graf Dynkina D € {A,,D,,Eq, E;, Eg} jest typem Dynkina bigrafu A, tzn.
D jest jednym z grafow Tabeli 1.1 oraz D = DA ~z A jest grafem Dynkina otrzymanym ze
spojnego dodatniego bigrafu A w wyniku algorytmu inflacyjnego, zobacz uwaga po twierdzeniu
4.24.

(a) coxa(t) = coxp(t) € Z[t], speccy = speccy, oraz wielomian Cozxetera coxa(t) bigrafu
A jest wielomianem coxp(t) w zestawieniu (4.16).

(b) Zbior pierwiastkow Ra bigrafu A jest réwnoliczny ze zbiorem pierwiastkéw Rp grafu D
oraz liczba Cozetera ca bigrafu A jest rowna liczbie Cozetera cp grafu D.

(c) Istnieje ®a-oczkowy kotczan pierwiastkow T'(Ra, Pa) C Z" oraz istnieje macierz B €
M., (Z) o wyznaczniku det B = £1 takie, ze

(c1) macierz B € M,,(Z) definiuje silng Z-kongruencje Grama A =z D, tzn. Gp = B-Gx -
Btr;

(c2) przemienny jest diagram

(6.9) hBl% 5lh3
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gdzie hg : 7" — 7" jest izomorfizmem grup zdefiniowanym wzorem hp(v) =v - B, dla v € Z".
(¢3) ograniczenie izomorfizmu hg : 2" — Z" do kolczanu pierwiastkow I'(Ra, Pa) C Z"
definiuge izomorfizm kotczanow oczkowych

(6.10) hp :T(Ra,®a) —— Tran(Rp, Pp),

gdzie Uyon(Rp, ®p) C Z" jest kanonicznym ®p-oczkowym kotczanem pierwiastkéw opisanym
w twierdzeniu 6.7.

(d) ®a-oczkowy kotczan pierwiastkow I'(Ra, Pa) C Z" oraz macierz B € M,,(Z) spetniajqce
warunki stwierdzenia (b) otrzymuje sie w wyniku dziatania algorytmu 6.11 przedstawionego w
nastepnym paragrafie i zastosowanego do bigrafu A.

Dowod tego twierdzenia jest dtugi i ztozony. Jego szczegdly mozna znalezé w rozdziale 4.4
naszej publikacji [19]. O

6.3. Konstrukcja algorytmu oraz przyklady jego zastosowan

Jak juz wspomnieliSmy wczesniej, konstrukcje zapowiadanego algorytmu podano w naszym
artykule [19, Algorithm 3.1] w sytuacji nieco ogélniejszej niz zapowiadamy w twierdzeniu 6.8.
Przedstawimy teraz zmodyfikowana wersje algorytmu [19, Algorithm 3.1] i dostosowana do
zatozen przyjetych w twierdzeniu 6.8. Wersje tego algorytmu dla zbioréw czesciowo uporzad-
kowanych mozna znalez¢ w artykule [20].

Algorytm 6.11. Wejscie: (a) Liczba naturalna n > 2.

(b) Spojny krawedziowo-dwudzielny graf A = (Ag, A1) € UBigr, bez petli o zbiorze wierz-
chotkow Ag = {ay,...,a,}.

(c) Zaktadamy tak jak w twierdzeniu 6.8, ze A jest dodatni oraz nie posiada dziwnych cykli
prostych.

(d) Bikolczan @ := A stowarzyszony z bigrafem A w definicji 6.5.

(e) Macierz A := Ga € M, (Z), tzn. niesymetryczna macierz Grama bigrafu A.

(f) Transformacja Coxetera ®A : Z" — Z" bigrafu A.

Wyjscie: (a) Typ Dynkina D € {A,,,D,,, Eg, E7, Eg} bigrafu A, tzn. D jest jednym z grafow
Tabeli 1.1 oraz D = DA ~z A jest grafem Dynkina otrzymanym ze sp6jnego dodatniego bigrafu
A w wyniku algorytmu inflacyjnego, zobacz uwaga po twierdzeniu 4.24.

(b) ®a-oczkowy kotczan pierwiastkow I'(Ra, Pa) C Z" oraz macierz B € M, (Z) o wy-
znaczniku det B = 1 o wlasnosciach (b1l)-(b3) zawartych w twierdzeniu 6.8.

Etap 1° Uzywajac algorytmu 7.2, sprawdzamy, czy A jest dodatni i spdjny.

Etap 2° Uzywajac algorytméw 7.4 oraz 7.5 obliczamy skoriczony zbior Ra C Z™ pierwiast-
kow bigrafu A, jego wielomian Coxetera coxa(t) € Z[t] oraz liczbe Coxetera ca.

Etap 3° Stosujac algorytm inflacyjny 7.6 realizujacy efekt opisany w twierdzeniu 4.24(a)
obliczamy typ Dynkina D := DA € {A,,D,, E¢, E;, Eg} bigrafu A.

Etap 4° Sprawdzamy, czy A nie posiada dziwnych cykli prostych.
Etap 5° Dla bikotczanu @) := &, obliczamy jego wektory projektywne oraz py,...,p, oraz

jego wektory radykatowe ry, ..., r, bikolczanu @) = A, zdefiniowane nastepujaco (zobacz |19,
Section 2.2]).
Jesli d = (x1,29,...,x)) jest pewna zorientowana droga w @) (zawierajaca strzalki obu

typow), to definiujemy wektor vy € Z" wzorami
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vg(ry) = (1)WY - dQ - d9 ... -d9

x1,T1 x1,2T2 x2,T3 Iiflyxi;
Ud<j) - 07 Jeéh j g {‘Th R 7'1:]4:}'
Dla dowolnego a; € (Jy, definiujemy wektor projektywny
pi=(pi(1),...,pi(n)) € 2"
bikolczanu @ wzorem p;(j) = >, va(j), gdzie sumujemy po wszystkich drogach d z wierzchotka
a; do a;. Dla dowolnego a; € @)y, definiujemy wektor radykalowy
ri = (7”1(1), Ce ,Ti(n)> - 7"
bikotczanu ) wzorem r; = p; — e;, gdzie p; jest wektorem projektywnym.
Etap 6° Stosujac procedure 6.12 ,Signs of vertices” obliczamy wektor c.
Etap 7° Indukcyjnie konstruujemy:
— liste uporzadkowana L[i], dlai=1,...,n;
— kolczan G = (G}, GY), dlai=0,1,2,..;
— kotezan I = (T}, 1), dlai =0,1,2,.. ;
— taricuch zbiorow Py CP; C ... C P CcP =:{c1p1,-- - CnPn}-
Etap 7.1° Przyjmujemy L[i] := [e;pi], dlai=1,... n.
Etap 7.2° Przyjmujemy
Po=Gy={cp; €P;r=0} oraz Ifj=T=G)=0.
Etap 7.3° Przyjmujemy

C, = {cz-pi ; r; 7 0 oraz Cﬂ”g €Gy, dlaj=1,.. .,k:,-},

Pl = Gl = Gg U Cl,

Iy = I'1=0

G = {cz-rf — ¢;p; ; dla dowolnego ¢;p; € Cy oraz j =1,... k;}.

Etap 7.4° Zalozmy, ze G, I, P; sg zdefiniowane dla i = 0,...,m — 1, m > 2. Definiujemy
P = {cipiEP\Pm_l : r; # 0 oraz cl-rf € Gpt dlajzl,..‘,ki}
Pun = P UPn_1,
C,, = P;nu{z:—x+zm_>yy;yecm_1},
Gr o= Grluc,
G = {r] = p;; dladowolnego p; € Cy, oraz j =1,... k;}
U {y — z; dla dowolnego y takiego, ze z = —x + Zx_)yy} .

Ponadto, jesli P, # ¢P, z = —x + E‘,,Hy y oraz = € L[i], to dodajemy wektor z na koncu listy
Lli] oraz opuszczamy poczatkowy wektor listy L[i].

Jesli P, # ¢P, to przyjmujemy I'l' = T'7* = (); w przeciwnym wypadku przyjmujemy

rrm=Ttuc,
oraz przyjmujemy

rm=rrrtu {y — z; dla dowolnego y — z € G takiego, ze y, z € I ' U Fgl} :
W wypadku, gdy Pn, = cP, 2 = —x+ >, y oraz x € L[i], dodajemy wektor 2 na koticu listy
Lli].

Etap 8° Jesli m > 2 jest taka liczba, ze I'' = Ra, to algorytm koilczy prace i na wyjsciu
otrzymujemy

F(RA, (PA) =1 g 7",

Uwaga. Na podstawie wynikow pracy [19], algorytm osiaga stan I'j' = R, dla pewne;
liczby m > 2. Ponadto konstruuje macierz B € M,,(Z) o wyznaczniku det B = +1 taka, ze
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Gp = B-Ga - B, tzn. definiujacy silng Z-kongruencje Grama D = A bigrafu A z grafem
Dynkina D := DA. O

W Etapie 6° algorytmu 6.11 wykorzystujemy nastepujaca procedure pomocnicza, zobacz
[19, Section 2.4].

Procedura 6.12 (,,Signs of vertices”).

Wejscie: (a) Liczba naturalna n > 2.

(b) Spojny krawedziowo-dwudzielny graf A = (Ag, A1) € UBigr, bez petli o zbiorze wierz-
chotkéw AO = {al, c ,an}.

(c) Zaktadamy tak jak w twierdzeniu 6.8, ze A jest dodatni oraz nie posiada dziwnych cykli
prostych.

(d) Bikotczan @ := A stowarzyszony z bigrafem A w definicji 6.5.

Wyjscie: Wektor ¢ = (cy,...,¢,) € Z" o wspolrzednych ¢; = ¢[j] € {—1,1}.

1 c[n]:=1

2 for i:=1 to n-1 do

3 cl[i]:=0

4. end do

5. J:=[n]; I:={}

6 while I<>{1,..., n} do

7 i:=Dequeue (J)

8. I:=I union {i}

9. for (j takie, ze istnieje ciagta krawedZ miedzy i oraz j) do
10. if c[j]=0 then

11. Enqueue(J, j)

12. c[jl:=cli]

13. end if

14. end do

15. for i from {1,2,..,n}\I do
16. if J={} then

17. if (istnieje przerywana krawedz miedzy wierzchotkami i oraz j dla pewnego j nalezacego do I) then
18. Enqueue(J, i)
19. clil:=-c[j]
20. end if

21. end if

22. end do

23. end do

Teraz zilustrujemy dziatanie algorytmu 6.11 na kilku przyktadach grafow krawedziowo-dwudzielnych
A € UBigr,,. Rozwazmy najpierw bigrafy wystepujace w przyktadzie 6.6.

Przyktad 6.13. Niech n = 4 oraz niech A = D bedzie grafem Dynkina

L

o] 3 Lz

ktorego niesymetryczna macierz Grama, macierz Coxetera oraz bikotczan A maja postaci:

10 -1 0 0 1 1 0 o
< 01 -1 0 1 0 1 0 -
Ga= o o 1 _1| Coxa=1¢ o o 1| A:

00 0 1 1o-1 -1 -1 R S

Jest to bigraf dodatni, nie posiada dziwnych cykli prostych, coxa(t) = t*+t3+t+1, ca = 6,
zbior jego pierwiastkow Ra={v € Z*: qa(v) =1} sklada sie z 24 wektorow, jest roztaczna suma
czterech ®-orbit, kazda diugosci ca = 6.

R a zawiera cztery wektory projektywne: p; = (1,0,1,1), po = (0,1,1,1), p3 = (0,0,1,1), py =
(0,0,0,1),
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R a zawiera cztery wektory radykatowe: 4 = (0,0,1,1), 7, = (0,0,1,1), 73 = (0,0,0, 1), r4y =
(0,0,0,0).

Pokazuje sie uzywajac algorytmu 6.11, ze zbior pierwiastkow Ry, jest suma czterech ®5-orbit
dtugosci 6 z ktorych mozna zbudowaé kotczan ®a-oczkowy I'(Ra, Pa) postaci

0100 - - - - - 0111 ----- 1010 ----- 0100 - - - - - 0111 - - - - - 1010 - - - - -
N N SN S N S N0 SN

1000 — 0011 — 1011 — 1121 — 0110 — 1110 — 1000 —> 0011 — 1011 —> 1121 — 0110 —> 1110
AN VI VA VAN VI S Ve

0001 ----- 0010 ---- - 111 - ---- 0001 ----- 0010 - --- - 1111 - - - - -

Przyktad 6.14. Niech n = 4. Rozwazmy nastepujacy bigraf z przyktadu 6.6

1e *2

A

40— — —e3
ktorego niesymetryczna macierz Grama, macierz Coxetera oraz bikotczan A maja postaci:

1 -1 0 -1 0 0 -1 1 o—> o
- 0 1 -1 0 0 1 0 -
Ga=1lg o 1 1| Coxa=|1 ¢ o i} A i l
o 0 o0 1 0o 1 1 -1 <1

W przyktadzie 6.6 pokazalismy, ze A jest dodatni, ga(x) = 22 +25+22+23 — 2120 — 2104 — ToT3+
w374 jest dodatnio okreslona, A nie posiada dziwnych cykli prostych oraz coxa (t) = t4+t3+t+1,
ca = 6. Ponadto zbior Ra = {v € Z* qa(v) = 1} sktada si¢ z 24 wektoréow oraz Ra jest
roztaczna suma czterech ®a-orbit, kazda dlugosci ca = 6.

Zbior R zawiera nastepujace cztery wektory projektywne: p; = (1,1,1,0), po = (0,1,1, —1),
P3 = (0, O, 1, —1>, Pa = (0, 0, O, 1),
oraz nastepujace cztery wektory radykatowe: m = (0,1,1,0), ro = (0,0,1, —1), r3 = (0,0,0, —1),
ry = (0,0,0,0).

Stosujac algorytm 6.11 do A otrzymujemy nastepujacy kotczan ®a-oczkowy I'(Ra, Pa)
lezacy na cylindrze:

0100 - - - - - 1001 - - - - - 0010 ----- 0100 - - - - - 1001 ----- 0010 -----
NN S N S N S N SN

1110 — 1101 — 0011 — 1011 — 1000 — 0110 — 1110 — 1101 — 0011 —> 101T — 1000 — 0110
AN VR VA VAN VI A VI

*3

L3} o~ — — ey,

ktorego niesymetryczna macierz Grama, macierz Coxetera oraz bikolczan A maja postaci:
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1 -1 0 0 1 0 0 -1 0 -1 o< .
5 0 1 -1 1 1 1 1 -1 0 LA
Ga=10 0o 1 0 -1|, Coxpa=|-1 0 0 o0 1], Ao T
00 0 1 0 1 1 0 -1 0 |
00 0 o0 1 0 -1 -1 0 -1 e — > ey

Jest to dodatni bigraf, ktéry nie posiada dziwnych cykli prostych, coxa(t) = t®> +t* +t+1,
cp = 6, zbior jego pierwiastkow Ra = {v € Z°; qa(v) = 1} sklada sic z 40 wektorow, jest
roztaczna suma pieciu ®a-orbit, kazda dlugosci ca = 8. Zbiér R zawiera nastepujace piec
wektorow projektywnych: p; = (1,1,1,—1,0), p» = (0,1,1,—1,1), ps = (0,0,1,0,1), py =
(0,0,0,—1,0), ps = (0,0,0,0,1).
oraz nastepujace pie¢ wektoréow radykatowych: r; = (0,1,1,—1,0), ro = (0,0,1,—-1,1), r3 =
(0,0,0,0,1), 74 = (0,0,0,0,0), r5 = (0,0,0,0,0).

Stosujac algorytm 6.11 do A otrzymujemy nastepujacy kotczan ®a-oczkowy T'(Ra, Pa)
lezacy na cylindrze:

————— 01010 - - - - - 11100 - - - - - 00101 - - - - - 10000 - - - - - 11110 - - - - - 01000 - - - - - 10001 - - - - - 00100 - - - - -
A VA VA VI VS G VI VI S VIR
01110—11170—12170—01000—11001—10001—10101—00100—01110—01010—12110—11100—11001—00101—10101—10000—01110
AV O VA VO VR VIS VIR N VI VR
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7. Dodatek

W rozdziale tym zamieszczone zostaly implementacje algorytméw omoéwionych we wezesniej-
szych rozdziatach, zrealizowane w programie Maple. Implementacje te mozna réwniez znalezé
na zaltaczonej do pracy plycie.

7.1. Kryterium Sylvestera

Algorytm 7.1 (kryterium Sylvestera).
Opis: Implementacja kryterium Sylvestera.
Wejscie: Macierz kwadratowa m.
Wyjscie: Liczba calkowita: —1, jesli macierz m nie jest dodatnio okreslona; 1, jesli macierz m
jest dodatnio okreslona.

1. kryteriumSylvestera := proc (m)

2. local minorM, n, i, dodatnia;

3. n := coldim(m);

4, minorM := evalm(scalarmul (m+transpose(m), 1/2))
5. dodatnia := true;

6. if det(minorM) <= O then

7. dodatnia := false

8. end if;

9. for i from 0 to n-2 do

10. minorM := minor (minorM, n-i, n-i);

11. if det(minorM) <= O then

12. dodatnia := false

13. end if;

14. end do;

15. if dodatnia = true then

16. print("Macierz jest dodatnio okreslona");
17. return 1;

18. else

19. print("Macierz nie jest dodatnio okreslona');
20. return -1;

21. end if;

22. return 0;

23. end proc;

7.2. Uogdlnione kryterium Sylvestera

Algorytm 7.2 (uogdlnione kryterium Sylvestera).
Opis: Implementacja uogdlnionego kryterium Sylvestera.
Wejscie: Macierz kwadratowa m.
Wyjscie: Liczba catkowita: —1, jesli macierz m jest nieokreslona; 1, jesli macierz m jest
dodatnio poétokreslona; 2, jesli macierz m jest dodatnio okreslona; 0 w pozostalych przypadkach.

1. uogolnioneKryteriumSylvestera := proc (m)

2. local minory, minorM, newM, n, i, j, k, dodatnia, dodatnioPolokreslona;
3. n := coldim(m);

4. newM := evalm(scalarmul (m+transpose(m), 1/2))

5. dodatnia := true;

6. dodatnioPolokreslona := true;

7. for i from 0 to n-1 do

8. minory := choose(n, 1i);

9. for j to nops(minory) do

10. minorM := evalm(newM);

11. for k from nops(minory[j]l) by -1 to 1 do

12. minorM := minor (minorM, minory[j][k], minory[jl[k]l);
13. end do;

14. if det(minorM) <= O then

15. dodatnia := false;

16. end if;

17. if det(minorM) < O then

18. dodatnioPolokreslona := false;

19. end if;
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end do;

end do;

if dodatnia = true then
print("Macierz jest dodatnio okreslona");
return 2;

elif dodatnioPolokreslona = true then
print("Macierz jest dodatnio polokreslona");
return 1;

else
print("Macierz jest nieokreslona");
return -1;
end if;
return O;
end proc:
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7.3. Algorytm Lagrange’a

Algorytm 7.3 (algorytm Lagrange’a).

Opis: Implementacja algorytmu Lagrange’a, wyznaczajacego posta¢ kanoniczna funkcjonatu
kwadratowego ¢ : Z" — Z.
Wejscie: (a) Macierz Grama m funkcjonalu kwadratowego ¢ : Z" — Z lub funkcjonat
kwadratowy ¢q : Z" — Z.

(b) Liczba caltkowita stopien: 0, jesli w punkcie (a) podano macierz Grama; stopieni funk-

cjonatu, jesli w punkcie (a) podano funkcjonal kwadratowy.
Wyjscie: Posta¢ kanoniczna funkcjonatu q.

N

0 ~N OO W

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.

38.

Lagrange := proc (m, stopien)

local wiel, X, i, j, A, wl, w2, zmienne, zmienna, zm_pom, reszta, tmp, wynik_konc,

tmp_wynik, wspolczynnik, konc, ilosc, zm, Z;
if stopien = O then

ilosc := rowdim(m);
X := evalm(Matrix(1, ilosc, [seq(x[il, i =1 .. ilosc)]));
wiel := sort(simplify(evalm(‘&x*‘(‘&*‘(X, m), transpose(X))))[1, 11);
else
wiel := sort(simplify(m));
ilosc := stopien;
end if;
zmienne := array(l .. ilosc, [seq(x[i], i =1 .. ilosc)]);
zm_pom := evalm(zmienne);
A := array(1 .. ilosc, [seq(0, i =1 .. ilosc)]);

tmp_wynik := 0;
for i to ilosc-1 do

zmienna := zmiennel[i];
if remove(has, wiel, zmienna) <> wiel then
wiel := sort(expand(wiel));

if select(has, wiel, zmienna~2) = O or degree(select(has, wiel-Z, zmienna)) < 2 then

for j from i+1 to ilosc do

if 0 < degree(select(has, wiel-Z, zmienne[j]~2)) then

A[i] := -j;
break;
end if;
end do;
if A[i] < O then
wiel := subs({zmienne[-A[i]] = zm_pom[i], zmienne[i] = zm_pom[-A[i]]}, wiel);
tmp_wynik := subs({zmienne[-A[i]] = zm_pom[il, zmienne[i] = zm_pom[-A[ill}, tmp_wynik);
else

for j from i+l to ilosc do

if 0 < degree(select(has, wiel-Z, zmienne[i]*zmienne[j])) then

ATi] := j;
break;
end if;
end do;
if 0 < A[i] then

wiel := subs({zmienne[A[i]] = zm_pom[i]-zm_pom[A[il],
zmienne[i] = zm_pom[i]+zm_pom[A[i]]}, wiel);

tmp_wynik := subs({zmienne[A[i]] =

zm_pom[i]-zm_pom[A[il],

zmienne[i] = zm_pom([i]+zm_pom[A[i]]}, tmp_wynik);
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39. else

40. return;

41. end if;

42, end if;

43. end if;

44 . wiel := expand(wiel);

45. zm := select(has, wiel-Z, zmienna);

46. reszta := remove(has, wiel-Z, zmienna)+Z;

47. wspolczynnik := coeff(zm, zmienna~2);

48. if wspolczynnik = O then break end if;

49. wl := expand(zm/(zmienna*wspolczynnik)) ;

50. if zm = wspolczynnik*zmienna~2 then

51. tmp := wspolczynnik*zmienna~2;

52. elif

53. wl = zmienna then print("stop", m, wl);

54. break;

55. else

56. w2 := expand((1/2)*remove(has, wl-Z, zmienna)+(1/2)*Z);

57. tmp := wspolczynnik*(zmienna+w2)~2;

58. end if;

59. tmp_wynik := tmp_wynik+tmp;

60. konc := reszta-remove(has, expand(tmp)+Z, zmienna)+Z;

61. wynik_konc := tmp_wynik+konc;

62. wiel := konc;

63. end if;

64. end do;

65. for j from ilosc-1 by -1 to 1 do

66. if 0 < A[j] then

67. wynik_konc := subs({zm_pom[A[j]] = (1/2)*zmienne[j]-(1/2)*zmienne[A[j]1],
zm_pom[j] = (1/2)*zmienne[j]+(1/2)*zmienne[A[j]]}, wynik_konc);

68. elif A[j] < O then

69. wynik_konc := subs({zm_pom[-A[j]] = zmienne[j], zm_pom[j] = zmienne[-A[j]]}, wynik_konc);

70. end if;

71. end do;

72. return wynik_konc;

73. end proc:

7.4. Algorytm ograniczonego zliczania

Algorytm 7.4 (algorytm ograniczonego zliczania).
Opis: Implementacja algorytmu ograniczonego zliczania podanego w [38, Algorithm 4.2] i
obliczajacego wszystkie wektory zbioru R, pierwiastkow dowolnego dodatniego funkcjonatu
q:7" — 7.
Wejscie: (a) Macierz Grama m dodatnio okreslonego funkcjonatu ¢ : Z" — Z.

(b) Liczba naturalna d > 0, z ktorej beda liczone pierwiastki.
Wyjscie: Lista wszystkich pierwiastkow z d.

1. ograniczoneZliczanie := proc (m, d)
local i, j, n, X, q, dziedzina, max, postac_kanoniczna, rozwiazanie, lista, T,
wektor, wynik;

N

3. n := coldim(m);

4. X := evalm(Matrix(1, n, [seq(x[i]l, i =1 .. n)1));

5. q := sort(simplify(evalm(‘&=*‘(‘&*‘(X, m), transpose(X))))[1, 11);

6. dziedzina := [seq([], i =1 .. n)];

7. wynik := [];

8. for i to n do

9. max := 0;

10. postac_kanoniczna := Lagrange(subs({x[i] = x[n], x[n] = x[il}, q), n);

11. rozwiazanie := isolve(VectorCalculus:-‘*‘(coeffs(op(nops(postac_kanoniczna),
postac_kanoniczna)), x72) <= d);

12. lista := map(proc (x) solve(x[1]) end proc, [rozwiazanie]);

13. for j to nops(lista) do

14. if max < lista[j] then

15. max := listalj];

16. end if;

17. end do;

18. printf (" |x/d|<=%d\n", i, max);

19. dziedzinal[i] := [seq(j, j = VectorCalculus:-‘*‘(max, -1) .. max)];
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end do;
T := cartprod(dziedzina);
while not T[’finished’] do
wektor := evalm(convert(evalm(T[’nextvalue’]()), vector));
if subs([seq(x[i] = wektor[i], i =1 .. n)], evalm(q)) = d then
wynik := [op(wynik), evalm(wektor)];
end if;
end do;
return wynik;
proc:

7.5. Algorytm obliczajacy zredukowang liczbe Coxetera oraz liczbe Coxetera

Algorytm 7.5.
Opis: Implementacja algorytmu obliczajacego zredukowang liczbe Coxetera oraz liczbe Coxe-
tera funkcjonatu q : Z" — Z.
Wejscie: Macierz Grama m funkcjonatu ¢ : 2" — Z.
Wyjscie: Zredukowana liczba Coxetera oraz liczba Coxetera funkcjonatu ¢ (o ile jest skon-

czona).

0 ~NO O WN -
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end

zredukowanaliczbaCoxetera:=proc(m)

local cox, n, zliczba, tmpcox, tmpm, i, j, k, 1, E, Z, v;
n:= coldim(m);
cox:=evalm(- (m&*transpose (inverse(m))));
tmpcox:=evalm(cox) ;
zliczba:=1;
E:=matrix(n,n, [seq(0,i=1..n"(2))1);
Z:=evalm(E) ;
for i from 1 to n do E[i,i]l:=1; end do;
tmpm: =evalm(tmpcox-E) ;
while (true) do
k:=0;
for i from 1 to n do
v:=matrix(1l,n, [seq(0, j=1..n)1);
for j from 1 to n do
v[1,j]:=tmpm[i,j];
end do;
if evalm(v&*m&*transpose(v))[1,1]1=0 then
k:=k+1;
end if;
end do;
if k=n then
print ("Zredukowana liczba Coxetera: ", zliczba);
if equal(tmpm, Z) = true then
print("Liczba Coxetera: ", zliczba);
end if;
return zliczba;
end if;
tmpcox:=evalm((evalm(tmpcox)&*cox)) ;
tmpm:=evalm(tmpcox-E) ;
zliczba:=zliczba+l;
end do;
return zliczba;
proc:

7.6. Algorytm inflacyjny

Algorytm 7.6 (algorytm inflacyjny).
Opis: Implementacja algorytmu inflacyjnego, ktérego opis mozna znalezé w artykutach [24]

oraz [41].

Wejscie: (a) Macierz Grama bigrafu A € UBigr,,
(b) pierwiastek.
Wyjscie: Macierz inflacji.
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1 algorytm_inflacyjny:=proc(macierz,pierwiastek)

2 local n, T, i, j, zerowe, niezerowe, t, mt, num, znaleziono, k, m, h, a, b, aa, bb;
3 n:=coldim(evalm(macierz)) ;

4. m:=utrojkatnienie(evalm(macierz), n);

5. h:=evalm(pierwiastek) ;

6 T:=evalm(Matrix(n,n,shape=identity));

7 for i from 1 to n do

8 if h[1,i] < O then

9. mt:=jed_podstaw(n,i,i,1);

10. T:=evalm(T) &* mt;

11. m:=transpose(mt) &* evalm(m) &* mt;
12. h:=evalm(h &* mt);

13. end if;

14. end do;

15. m:=utrojkatnienie(evalm(m),n);

16. zerowe:=[];

17. niezerowe:=[];

18. for i from 1 to n do

19. if h[1,i]=0 then

20. zerowe:=[op(zerowe) ,il;

21. else

22. niezerowe:=[op(niezerowe),il;
23. end if;

24. end do;

25. while nops(zerowe) > 0 do

26. znaleziono:=0;

27. for i in zerowe do

28. for j in niezerowe do

29. if i < j then

30. aa:=i;

31. bb:=j;

32. else

33. aa:=j;

34. bb:=i;

35. end if;

36. if m[aa, bb] > O then
37. a:=ij;

38. b:=j;

39. znaleziono:=1;

40. break;

41. elif m[aa, bb] < O then
42. a:=ij;

43. b:=j;

44 . end if;

45. end do;

46. if znaleziono=1 then

47. break;

48. end if;

49. end do;

50. if znaleziono=0 then

51. mt:=jed_podstaw(n,a,a,1);
52. T:=evalm(T) &* mt;

53. m:=transpose(mt) &* evalm(m) &* mt;
54. h:=evalm(h &* mt);

55. end if;

56. if a < b then

57. t:=m[a,b];

58. else

59. t:=m[b,al;

60. end if;

61. mt:=jed_podstaw(n,a,b,t);

62. T:=evalm(T) &* mt;

63. m:=transpose(mt) &* m &* mt;
64. hl1,a]:=txh[1,b];

65. m:=utrojkatnienie(evalm(m), n);
66. for k from nops(zerowe) by -1 to 1 do
67. if zerowel[k]=a then

68. zerowe: =subsop (k=NULL, zerowe) ;
69. end if;

70. end do;

71. niezerowe:=[op(niezerowe) ,al;

72. end do;
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num:=0;
znaleziono:=1;
while znaleziono=1 do
znaleziono:=0;
for i from 1 to n do
for j from i+l to n do
if m[i,j] > O then
znaleziono:=1;
num:=num+1;
t:=m[i,j];
mt:=jed_podstaw(n,i,j,t);
T:=evalm(T) &* mt;
m:=transpose(mt) &* m &* mt;
m:=utrojkatnienie(evalm(m),n);
break;
end if;
end do;
if znaleziono=1 then
break;
end if;
end do;
end do;
return evalm(T);
end proc:

Procedury pomocnicze, wykorzystywane przez implementacje algorytmu inflacyjnego:

1
2
3.
4.
5
6

= O 0N O WN -

- o -

jed_podstaw:=proc(n,i,j,x)
local mt;
mt:=evalm(Matrix(n,n,shape=identity));
mt[i,jl:=-x;
return mt;

end proc:

utrojkatnienie:=proc(macierz, n)
local i, j, wynik;
wynik:=evalm(macierz) ;
for i from 1 to n do

for j from i+l to n do
wynik[i,j]:=macierz[i,jl+macierz[j,i];
wynik[j,il:=0;
end do;
end do;
return wynik;
end proc:

7.7. Algorytm ,dodatnie”

Algorytm 7.7 (algorytm ,dodatnie”).

Opis: Implementacja algorytmu rozszerzajacego dodatnio okreslone bigrafy o n wierzchotkach
do dodatnio okreslonych bigraféw o n + 1 wierzchotkach.

Wejscie: Lista macierzy Grama dodatnio okreslonych bigraféw o n wierzchotkach.

Wyjscie: Lista macierzy Grama dodatnio okreslonych bigraféw o n + 1 wierzchotkach.

0 ~NOoO O WN -

e e el k)
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dodatnie:=proc(lista)
local W, tmp, n, G, i, j, k, Mtmp, M, ii, wynik;
n:=coldim(listal1]);

wynik:=[];
for ii from 1 to nops(lista) do
W:=[1;

tmp:=cartprod([seq([1,0,-1], x=1..n)1);

while not tmp[finished] do
W:=[op(W) ,tmp [nextvalue] )];

end do;

G:=evalm(lista[ii]+transpose(listalii]));

for i from 1 to nops(W) do

Mtmp:=evalm(Matrix (n+1,n+1,shape=identity));
M:=evalm(Matrix(n+1,n+1,shape=identity));
for j from 1 to n do
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16. for k from 1 to n do

17. Mtmp [j,k]:=G[j,k];

18. M[j,k]:=listaliil [j,k];
19. end do;

20. Mtmp [n+1,j] :=W[il [j1;

21. M[j,n+1]:=W[i] [j];

22. Mtmp [j,n+1]1:=W[il [j];

23. end do;

24. Mtmp [n+1,n+1] :=2;

25. if det(Mtmp)>0 and HasNonZero(convert(W[il, Vector)) = true then
26. wynik:=[op(wynik) ,evalm(M)];
27. end fi;

28. end do;

29. end do;

30. return wynik;

31. end proc:

7.8. Algorytm ,,gté6wne”

Algorytm 7.8 (algorytm ,,gtéwne”).
Opis: Implementacja algorytmu rozszerzajacego dodatnio okreslone bigrafy o n wierzchotkach
do bigrafow gtéwnych o n + 1 wierzchotkach.
Wejscie: (a) Lista macierzy Grama dodatnio okreslonych bigraféw o n wierzchotkach,
(b) Liczba calkowita e (patrz opis algorytmu).
Wyjscie: Lista macierzy Grama bigraféw gtownych o n + 1 wierzchotkach.

1. glowne := proc (lista, epsilon)

2. local w, m, i, j, k, 1, n, wynik, pierwiastki;

3. wynik := [];

4. n := coldim(lista[1]);

5. for i to nops(lista) do

6. pierwiastki := ograniczoneZliczanie(listal[il, 1);
7. for j to nops(pierwiastki) do

8. w := evalm(-‘&*‘(epsilon*pierwiastki[j], lista[i]+transpose(listalil)));
9. m := matrix(n+l, n+1, [1);

10. for k to n do

11. for 1 to n do

12. m[k, 1] := evalm(listalil[k, 11);
13. end do;

14. m[k, n+1] := wlk];

15. m[n+1, k] := 0;

16. end do;

17. m[n+1, n+1] := 1;

18. wynik := [op(wynik), evalm(m)];

19. end do;

20. end do;

21. return wynik;

22 end proc:
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