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Wstep

Skrypt ten przeznaczony jest dla studentdw filozofii. Moze by;‘, pomocny réw-
niez dla studentéw innych kierunkéw humanistycznych pragnacych poznaé
podstawowe zagadnienia z zakresu logiki.' Obejmuje on klasyczny rachunek
zdali prezentowany we wspodlczesnej formie. Staraliémy sie o dolaczenie duzej
ilosci zadan, by zwlaszcza studentom zaocznym wlatwié samodzielne zmaga-
nie sig z klasycznym rachunkiem zdan i daé¢ im mozliwosé sprawdzenia, na
ile juz opanowali studiowany material. '

Istnieje na polskim rynku kilka alternatywnych pozycji stuzacych samo-
dzielnej nauce logiki klasycznej. Niektore 7 nich uwzgledniliSmy w bibliogra-
fii. Czytelnik znajdzie tam tez propozycje dla doglebnego poznania tematdow,
ktére w skrypcie, z koniecznodci traktowane sg wybiérezo.

Skrypt opiera sie na dodwiadczeniach z wieloletnich wyktadéw pierw-
szego autora i éwiczeh prowadzonych przez cala tréjke autordw. Powstal on
wspdélnym wysitkiem. W szezegdlnodci Max Urchs odpowiada za rozdzialy
II, 111, 1V, za dodatek 3 i kolokwia. Material ten oparty jest w czesci na
wezedniejszej pracy autora [13]. Marek Nasieniewski opracowal dodatki 1,
2, 4 oraz, razem z Maxem Urchsem, czesé zadaniowa, W rozdziale I Skar-
bimir Kwiatkowski piéze o tym, czym jest logika i jej zwiazkach z filozofia,
a przy okazji przekonuje, ze logicy potrafig czasami pisaé zrozumiale. Poza
tym dbal o dobra redakeje calej ksiazki.

Dzickujemy tym, ktérzy sie przyczynili do powstania tego skryptu. A sa
to przede wszystkim studenci pierwszego roku réznych kierunkéw humani-
stycznych Uniwersytetéw Wroctawskiego i Mikotaja Kopernika w Toruniu.
Zamierzamy rozszerzy¢ ten material (rachunek predykatéw, logiki niekla-

syczne, podstawowe fakty z teorii relacji i liczb kardynalnych, elementy histo-



rii logiki oraz rozwiazania zadafi zawartych w tej czesci) i wciaz go ulepszyé.
Liczymy wiec na dalsza pomoc naszych sluchaczy i czytelnikdéw — podzielcie
sie z nami swoimi uwagami, wskaZcie nam bledy i usterki (ktérych zapewne
nie brakuje). Proponujemy kontakt przez e-mail:

max@mat.uni.torun.pl

mnasien@cc.uni.torun.pl
Majac nadzieje, Ze merytorycznych uwag bedzie wiecej od wykrytych bie-
déw, zyczymy naszym czytelnikom latwego czytania tego z natury rzeczy
nielatwego dla humanisty materiahu. | ‘

Torun, wiosna 1997 r. ' Skarbimir Kwiatkowski
Marek Nasieniewski
Max Urchs
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Rozdziat |

Collegium Logicum

W Fauscie Goethego spragniony wiedzy uczei otrzymuje od Mefistofelesa
taka oto pelng zlosliwej ironii rade co do poczatkdéw edukacji:

Korzystaj z chwili, bo si¢ wnet oddala!

Le.cz, ze porzadek zmnozy¢ czas pozwala,

Moj preyjacielu, przeto naprzéd radze,

4Collegium logicumy miec na uwadze.

Tam duch wasz wnet sie wytresuje,

W hiszpanskie buty zasznuruje

I juz roztropniej wtedy moze

Czolgaé sie po myéli torze (...).

Czytelnik bylby jednak w bledzie, jedli by sadzil, Ze zachecajac Go do
nauki logiki kierujemy si¢ tym diabelskim podszeptem. Przekonani jeste-
$my, ze poznanie tajnikéw tej dyscypliny nie musi byé dla umyshu filozofa
jalowa tortura, lecz przeciwnie, moze wspomdc jego prace dostarczajac mu
pozytecznych instrumentéw badawczych oraz inspirujacych pomysléw. Lo-
gika bowiem w ciagu minionego stulecia zmienila si¢ tak bardzo, takiej na-
brala finezji i gietkoéci, 7e trzeba by ja poréwnaé nie do najezonych kolcami
hiszpafiskich butéw, lecz raczej do wygodnego sportowego obuwia pozwala-

jacego émiatym krokiem stapaé po stromych i kamienistych $ciezkach nauki.

I.1. Czym jest logika?

Zanim jednak podejmiemy prébe uzasadnienia tego pogladu, warto byloby
wyjaéni¢, chocby tylko z grubsza, co oznacza termin ,logika”. Odrobine $wia-
tla rzuca na to zagadnienie etymologia. ,Logos” znaczy po grecku m.in.
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rozum, rozumowanie, jezyk, porzadek. Lektura dalszych partii skryptu prze-
kona Czytelnika, Ze te skojarzenia nie sa przypadkowe. Pominiemy tu oczy-
wiscie potoczny sens, w jakim uzywa sie stowa ,,logika”., kiedy np. mowi sig
o logice wydarzen historycznych albo o braku logiki w czyim$ zachowaniu.
Chodzi bowiem wylacznie o dyscypling naukowa, ktéra nosi te nazwe. Nie
jest latwo w kilku slowach opisac dziedzine jej zainteresowan, poniewaz pro-
blematyka logiczna jest dosc-rozlegla i zréinicowana. Méwige najogdiniej,
zajmuje si¢ ona badaniem praw, ktére rzadza przetwarzaniem wyrazonych w
Jezyku informacji. Jej jadrem jest dzial badajacy niezawodne schematy wnio-
skowania, czyli takie, ktdre od prawdziwych przeslanek prowadza zawsze do
prawdziwych wnioskéw. Procz niego w sktad logiki wchodzi semiotyka lo-
giczna opisujaca systemy znakowe pod wzgledem sktadni, znaczenia i sku-
tecznosci, a takze logiczna metodologia nauk, ktéra zajmuje si¢ metodami
poznawczymi stosowanymi przez tozne dyscypliny, takimi jak dowodzenié,
definiowanie itp.

Logika jest nauks formalng. Juz samo to okreélenie wskazuje, ze decydu-
jacy jest dla niej aspekt formy, a nie tresci informacji. Rozwazmy nastepujace
dwa przyklady.

(1} Jezeli Jasé jest filozofem, to (Jas) lubi logike. Nieprawda, ze Jas lubi
logike. '

Zatem nieprawda, zZe Ja$ jest filozofem.

(2) Jezeli Mruczek jest krokodylem, to (Mruczek) jest zielony. Nieprawda,
ze Mruczek jest zielony.

Zatem nieprawda, Ze Mruczek jest krokodylem.

Dla logiki konkretna tre$¢ zdafi wystepujacych w (1} i (2) ma znacze-
nie drugorzedne, nie interesuje si¢ ona bowiem ani profesja i upodobaniami
intelektualnymi Jasia, ani gatunkows przynaleznosciag Mruczka. Istotne jest
natomiast to, Ze (1) i {2) maja te samg forme, o czym decyduja powtarza-
jace sie w takiej samej konfiguracji wyraZenia ,,jezeli. .., to...”, ,nieprawda,
ze...", ktére méwia coé na temat stosunkéw pomiedzy zdaniami. Takich wy-
razen zWiadzanych' z forma jest w jezyku wiecej, np. ,...lub...", .. 0.7,
»e.-albo .7, o badZ. . .7, moga tez one czasem wyrazaé stosunki pomie-

dzy nazwami, tak jak sie to dzieje w przypadke wypowiedzi: ,Kaidy...
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jest...”, ,Pewne ...s3 ...”

itp. Formalne komponenty jezyka maja zasad-
nicze znaczenie w procesie rozumowania, stanowia one bowiem szkielet, na
ktérym wspiera si¢ tresé informacji, pozwalajacy porzadkowaé je i ustalaé
zachodzace miedzy nimi zwigzki.

Logika bada ten wlagnie strukturalny aspekt jezyka. Postuguje sie¢ przy
tym najczedciej sztucznymi jezykami symbolicznymi, stanowiacymi abstrak-
cyjne i schematyczne modele jezyka naturalnego. Sa one uzyteczne z uwagi
na swa zwiezlosc, umozliwiajs pominigcie nieistotnej tresci i wyeksponowanie
formy rozumowani. W takich jézyka.ch kontrolowanie poprawnoéci wniosko-
wan jest latwiejsze niz w jezyku naturalnym', polega ono bowiem na badaniu
przeksztalcen ciagéw symboli (napiséw) pod wzgledem zgodnosci ze stosow-
nymi regutami formalnymi.

»Wspolczesna logistyka ma szate nominalistyczna. Mowi nie o pojeciach
i sadach, lecz o nazwach i zdaniach, a nazwy i zdania traktuje wprawdzie
nie jako flatus vocis, bo jest nastawiona wzrokowo, ale jako napisy o pewnej
formie. Zgodnie z tym zalozeniem logistyka stara sie wszystkie wywody lo-
giczne sformalizowaé, tzn. przedstawié je w taki sposéb, by zgodno$é ich z
regutami wnioskowania, czyli przeksztalcania napiséw mozna skontrolowac
bez odwolywania si¢ do znaczenia napiséw.” ([5])

Inne nauki, takie jak socjolingwistyka, leksykografia, dialektologia opi-
suja jezyk w sposéb empiryczny, logika natomiast uwzglednia tylko to, co
ma zZnaczenie z puﬁktu widzenia formalnych praw dotyczacych poprawnosci
rozumowan, przy czym poprawnoié rozumie sie tuta) jako gwarantowans
przez strukture wnioskowania niezawodnoéé¢ wyprowadzania prawdziwych
wnioskéow z prawdziwych przestanek.

Pojecie prawdy, z uwagi na swoja zasadnicza wage w omawiane]j dyscy-

plinie, wymaga kilku sléw objasnienia.

Pojecie prawdy

Zapewne najblizsze zdrowemu rozsadkowi jest pojmowanie prawdy jako zgo-
dnoéci tego, co sie méwi (lub mysli) z rzeczywistoscia. Jak to ujmuje Ary-
stoteles, jezell ktoé méwi o tym, co jest rozdzielone, ze jest rozdzielone, a o

tym, co jest polaczone, ze jest polaczone, to méwi prawde. Zatem
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Zdanie p jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy,

T
gdy jest tak, jak glosi to zdanie. (0

Teza (T) wyraza pdjqcie »prawdy” nie tylko najbardziej naturalne, ale tez
przyjmowane w naukach i akceptowane przez niemal wszystkich wielkich fi-
lozoféw. Chociaz owa klasyczna koncepcja zostala dos¢ jasno wypowiedziana
juz przez Platona (,Sofista” 263 b), to jej autorstwo przypisuje si¢ na ogél
wspomnianemu wyzej medrcowi ze Stagiry, co znajduje wyraz w przywoly-
wanej czesto nazwie (uzywa si¢ wymiennie okreslefi: ,klasyczne” lub , Ary-
stotelesowskie pojecie prawdy”). Najpowszechniej znane jej sformulowanie
pochodzi od $w. Tomasza z Akwinu: , Veritas est aedequatio intellectus et rei
secundum quod intellectus dicit esse quod est vel nonesse quod non est”.
Teza (T) jest tez punktem wyjscia dla logicznego ujecia prawdy. Uzupelniaja
ja dodatkowe zalozenia. KaZde poprawne zdanie oznajmujace, o ile precyzyj-
nie wskazuje dziedzine, do ktérej si¢ odnosi, jest prawdziwe badz falszywe.
Oznacza to po pierwsze, ze nigdy nie jest zarazem prawdziwe i falszywe oraz
po drugie, Ze nie ma zdan ,nijakich”, tzn. ani prawdziwych, ani falszywych.
Na tych podstawach w logice konstruuje si¢ szczegéltowe teorie prawdy. O
niektérych zwiazanych z tym trudnoéciach wspomnimy jeszcze nieco dalej.
Zogniskowanie uwagi na kwestii prawdziwoéci i mechanizmach jej zachowy-
wania W procesie wnioskowania jest konstytutywng cecha logiki. Mozna wiec
- powtdrzyé za slé.wnym filozofem i logikiem Willardem van Orman Quine’em:"
logika jest ,wypadkowa dwéch skladnikéw, prawdy i gramatyki” ([11], s. 5).

Uniwersalno$é¢ praw logiki

Logika zajmuje szczegdkne miejsce wérdd nauk z uwagi na powszechnosé jej
zastosowan w innych dyscyplinach. Ogdlne zasady rozumowai s3 wspélne dia
wszystkich dziedzin poznania racjonalnego, oczywiste jest wiec, Ze poszcze-
gélne dyscypliny, bez wzgledu na swoja specyfike, odwoluja sie do logiki. To
ona bowiem wskazuje kryteria- poprawnoéci rozumowaii, okreéla standardy
definiowania i dowodzenia, przez co oddzialuje pod wzgledem metodologlcz—
nym na wszystkie nauki.
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Zagadnienie powszechnosci zasad logiki wiaze sig $cisle z-pytaniem o pod-
stawy ich prawomocnosci.

Zwolennicy stanowiska zwanego ontologizmem zrédta prawomocnosci lo-
giki dopatruja sie w strukturze rzeczywistoici. Prawa logiki charakteryzuja w
sposob hajbardziej ogolny wlasnosci przedmiotéw oraz stosunki zachodzace
pomiedzy nimi. Dlatego logika jest abstrakcyjnym opisem budowy §wiata, a
tym samym jest w istocie ontologia. , ’

Inne stanowisko podkredla role zwiazkéw jezyka ze Swiatem. Pewrnym
wyrazeniom przysluguje prawdziwosé polegajaca na ich zgodnosci z ,rzeczy—
wistoscia; miedzy zdaniami istnieja zaleZnoéci pozwalajace z jednych prawd
wyprowadzaé inne. Logika jest teorig tych zwiazkéw, a zatem, méwiac naj-
krécej, jest teoria prawdy i stad czerpie swoja uniwersalng waznosc,

Przedstawiciele uje¢ podmiotowych utozsamiaja zasady logiki z zasadami
rzadzacymi aktywnoscia poznawcza podmiotu. Prawa logiki to wedlug nich
formalne schematy, na kitérych wspiera sie¢ wszelka wiedza racjonalna, to
zasady rozumu badz, w wersji naturalistycznej, zasady pracy moézgu.

Jeszcze inni autorzy uwazaja logike za ogding teorie jezyka, rodzaj uni-
wersalnej gramatyki, dla uzasadnienia jej powszechnej prawomocnosci wska-
zujac na podobienstwa po'miqdzy jezykami naturalnymi, a mianowicie wspél-
ne im cechy strukturalne i-toisamoéé formy logicznej wnioskowa w nich
wypowiadanych. _

Jak widaé z tego pobieznego i niewyczerpujacego przegladu, problem Zré-
del prawomocnodci praw logiki wywoluje kontrowersje. Poza sporem pozo-
sté,je jednak fakt powszechnej stosowalnoéci logicznych zasad we wszystkich
obszarach racjonalnego poznania, zaréwno w zakresie metodologn badan Ja,k

i w sferze komunikowania 1 krytyki wynikéw.

1.2. Logika a filozofia

Powiazania pomiedzy logika a innymi dziedzinami wiedzy nie ograniczaja
sie wszakze do jednostronnego oddzialywania tej pierwszej na metody po-
zostatych nauk. W niektérych przypadkach wplywy polegaja na wzajemnej

merytorycznej inspiracji. Nie sposéb zwlaszcza przeoczyc roli, ktorg w ukon-
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stytuowaniu sie logiki jako samodzielnej dyscypliny naukowej odegrata ma-
tematyka. Formowala ona w duZej mierze metody i problematyke omawianej
dziedziny przesadzajac o jej wspélczesnym obliczu. DostrzezZenie zbieznosci
pomiedzy zakresami zainteresowan tradycyjnej logiki i matematyki oraz za-
stosowanie jezyka matematycznego w logice leglo u podstaw zywiolowego
rozwoju tej dyscypliny w dwudziestym wieku. Waznym czynnikiem bylo tez
zaangaZowanie sig logikéw w prace nad przezwycigzeniem trudnosci, jakie po-
jawily si¢ w matematyce na przetomie stuleci (np. paradoks Cantora 1899,
paradoks Russella 1902). Proces matematyzowania logiki postapil z czasem
na tyle gleboko, ze dzi§ poslugiwanie sie jezykiem symbolicznym, stosowanie
technik matematycznych i matematyczna écistoéé dowodu stanowia w niej
powszedni standard. '

Niemale znaczenie majg tez zaciedniajace sie w ostatnich dekadach wiezi
z jezykoznawstwem, informatyka i badaniami z zakresu sztucznej inteligencji.
Pomiedzy wymienionymi dyscyplinami a logika odbywa sie twércza wymiana
tematow badawczych, pomystow i metod.

Usameodzielnienie sie logiki jako odrebnej dyscypliny oraz impulsy ply-
nace z innych nauk nie oslabily jej tradycyjnych wiezi z filozofia. Powiazania
* te sa nadal wielostronne i glebokie, byé moze nawet glebsze niz kiedykolwiek
wczedniej. Filozofia nie przestala byé Zrodlem inspiré,cji dla logiki, logikd na-
tomiast zaczela oddzialywaé zwrotnie na filozofie, nie tylko uzyczajac jej
swoich srodkow, ale tez wzbogacajac ja o nowe idee i rozstrzyg-niqc_:ia. o du-
Zym znaczeniu ﬁlozoﬁcznym. | ‘

Przyjrzyjmy sie nieco blizej pozycji, jaka zajmuje logika wobec filozofii.

1.2.1. Paidagogos

Logika jest dla filozofa wychowawca (paidagogos). Ksztaltuje ona bowiem
tego, kto ja poznaje, przekazujac mu swoj precyzyjny styl myslenia i méwie-
nia. Rozwija w nim éwiadomosé metodologiczna uczac ocenial co jest po-
trzebne dla poprawnego wykonania takiej czy innej operacji myslowej (np.
wnioskowania, klasyfikowania) i wyrabiajac umiethnoéé rozpoznawania ble-

dow, jakie moZna popelnié przy ich przeprowadzaniu.
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Umie tez otworzy¢ swojemu wychowankowi oczy na pulapki tkwiace w
jezyku, przyzwyczaja go do definjowania pojeé, Zada, zeby mowit jasno 1 bral
odpowiedzialnos¢ za konsekwencje swoich stdw.

Jeden z najgloéniejszych filozoféw naszego stulecia, K. R. Popper. pisal:
',,prosﬁota i klarowno$¢ to moralny obowigzek kazdego intelektualisty: brak
jasnosci jest grzechem, a pretensjonalnoéé przestgpstwem (...).” ([10], s. 65).
Takiego wtaénie stylu filozofowania uczy l_ogik;, latwo sig.0 tym przekonaé

zagladajac do pism Lukasiewicza, Quine’a, Rﬁssellé,._. .

1.2.2. Organon

Filozofia jest dyscypling bardzo ogélna i abstrakcyjna. Przedmioty jej roz-
wazafl, np. byt, prawda, dobro, z natury rzeczy nie poddaja sie badaniu eks-
perymentalnemu; myslenie odwotujace si¢ do przyktadéw, analogii, wyczu-
cia i zdrowego rozsabdku czesto zawodzi. Umyst pozbawiony oparcia zaczyna
grzeznal w slowach. Przeciwdzialaé temu moze postuzenie sig sprawdzong i
dajacg pewnos$é metoda. W filozofii jest nig wlasnie l(')gika; Od Staroiytn'oéci_
przywyklo sig uwazac, Ze jest ona narzedziem (organon) filozofii. Jak wia-
domo, nézwq_, Organon zatytulowano nawet zebrane pisma logiczne Arystote-
lesa. Juz wtedy zdawano sobie sprawe, ze logika mozZe byé pomocna w pracy
filozofa i stanowié skuteczng ochrone przed bledami myslowymi. Przez dtugie
wieki nie byla ona jednak wystarczajaco rozwinieta, by sprostaé wszelkim
wymaganiom w tym zakresie. Dopiero wspélczednie stala sie instrumentem
na tyle doskonalym,.by znalesé w filozofii szersze i powazniejsze zastoso-
wania. J. M. Bochenski podkreélal analogie pomiedzy wprowadzeniem do
filozofii metod wspélczesnej logiki a przewrotem, jakiego dokonal Galileusz:
»Wielkoé¢ Galileusza nie na tym przeciez polega, Ze stworzyl nowa teorie
fizykalng — wielu to zrobilo - lecz na tym, ze sformulowal ja w sztucznym
jezyku, ktéry pozwalal na manipulowanie bardzo abstrakeyjnymi pojeciami.
W filozofii dokonata tego logika matematyczna.” ([2], s. XX)

Oczywiscie, kontrolowanie popra.wnbéci rozumowaii nadal jest istotna
funkcja logiki. Czesto staje sie ona uzyteczna, kiedy coé ,nie wychedzi”,
kiedy mysl, zaplatana w:sieci jezyka, zbacza niepostrzezenie z wlasciwego

toru lub od oczywistych z pozoru. przestanek dochodzi do niepozadanych
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wnioskow. Zwykle w takich przypadkach pomocna okazuje sig¢ krytyczna
analiza wywodéw pod wzgledem ich zgodnoéci z prawami dedukcji, a takze
wyjasnienie uzytych pojet. :

Analiza logiczna wydaje réwniez obfite owoce jako metoda rozjasnia-
nia starych probleméw oraz instrument interpretacji pojeC, argumentow i
koncepcji filozoficznych. Umiejetnie odslania nieraz potkniecia, luki, ukryte
przestanki rozumowan, wskazuje sposoby usuniecia tych usterek; ciekawe i
plodne idee rekonstruuje formalnie oraz rozwija nadajac im ksztalt, w kto-
rym moga by¢ poddane racjonalnej dyskusji. Przejrzystosc i scistoéC nie sa
jedynymi zaletami rezultatéw takiej dziatalnoéci. Niejednokrotnie o wiele
wazniejsze okazuje sie sformulowanie nie wypowiedzianych wyraZnie przez
autora (a moze nawet nie przewidzianych) konsekwencji jego twierdzei lub
wyjasnienie jak silnych zaloZed potrzeba dla udowodnienia tej czy innej
tezy. Wspomnijmy tez, Zze motywacje filozoficzne staja sie niekiedy przy-
czZyng opracowywania specjalnych narzq.dzi filozoficznych. I tak np. logika
wielowartoéciowa Lukasiewicza miala poméc w wyjadnieniu poje¢ w sporze
indeterminizmu z determinizmem; impulsy plynace z filozofii przyczynity
sig do powstania ontologii i mereologii Leéniewskiego. W latach siedemdzie-
siatych wyodrebnil sie dzial zwany logika filozoficzng obejmujacy rachunki
logiczne stuzace do analizy pojeé filozoficznych. W jego ramach rozwijaja sig
m.in. logiki epistemiczne (badajace kategorie poznawcze), temporalne (zaj-
mujace si¢ pojeciami zwigzanymi z czasem) i modalne, ktérych przedmiotem

s3 glownie pojecia mozliwoéci i koniecznosci.

1.2.3. Meros

W epoce hellenistyczne] filozofowie spierali si¢, czy logika jest jedynie na-
rzedziem filozofii, czy réwniez jej czescia (meros). Dzié, kiedy stala sie ona
samodzielna nauka, kwestia ta nadal jest aktualna. Przesadza¢ muszg tu,
rzecz jasna, nie tyle oczywiste zwiazki natury historyczno-genetycznej, lecz
istotne powiazania merytoryczne. |

Mozna spotkaé si¢ z pogladem, ze logika jest nie tylko ,czescig”, lecz
wreez podstawowym dzialem filozofii (np. Heinrich Scholz, Jézef Maria Bo-
‘chefiski). Zgodnie z tym stanowiskiem, logika nie zajmuje sie jakas szczegdlna
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dziedzina rzeczywistosci, lecz stosuje sie do calego jej obszaru; jej twierdze-
nia 'moéwia o wszelkich przedmiotach i ich najogdlniejszych wtlasnosciach, a
nie o przedmiotach i cechach jakiegos szczegdlnego rodzaju. W tym sen-
sie logika zasluguje na miano ontologii, ktérej filozoficznego charakteru nie
sposob kwestionowad. Stanowisko utoZsamiajace logike z ontologia z réznych
powodéw nie zyskalo szerszej akceptacji. Nawet jednak jego przeciwnicy pod-
kreslajy, Ze badania prowadzone w logice bardzo czesto dotycza zagadnien
filozoficznych 1 Ze przyniosty juz w tym zakresie wiele rezultatéw o wielkiej
doniosloéci, dajac podstawe do uznania logiki za czeéé filozofii. Dla ilustracji
przywolamy kilka wymownych przyktadow.

Pierwszym z nich moze byé teoria typéw Bertranda Russella. Powstala
ona w celu przezwycigzenia logicznych antynomii i zbudowania obszernego
systemu obejmujacego cala matematyke. 7 czasem zauwazono jednak, ze
stanowi ona nowe sformutowanie (jak twierdza niektorzy, nawet rozwiaza-
nie} sredniowiecznego problemu niejednoznacznosci pojecia bytu. Zbieznosé
ujawnila sig nawet w terminologii: nazwa konstrukcji wprowadzonej dla zapo-
biezenia antynomiom, ,systematyczna wieloznacznoéc”, odpowiadala nazwie

gredniowiecznej teorii rozwinietej w podobnym celu.

Uwage filozoféw przyciagneto tez twierdzenie G6dla o niezupelnosci od-
powiednio bogatych teorii formalnych. Gédel wykazal, ze w dostatecznie bo-
gatych teoriach musza istnieé prawdziwe zdania, ktérych nie da sie udowod-
nié na gruncie tych teorii. Pokazal tez, 7e nie moZna ndowodnié niesprzeczno-
éci takich teorii za pomoca drodkéw, ktérymi one same dysponuja. Wyniki
Gédla dotyczyly matematyki i przede wszystkim wladnie w tej dziedzinie
oddzialtaly. Zainspirowaly réwniez w filozofii szersza dyskusje na temat gfa—
nic poznania ludzkiego i natury umystu. Méwily bowiem bardzo wyraznie,
ze nie jest mozliwe zbudowanie jednej uniwersalnej teorii, wazechogarniaja-
cego systemu, o jakim marzyto wielu filozofow, o ile mialby on miec taka,
postaé, jak teorie, ktére badal Goédel. Na nieco innej ptaszczyznie twierdze-
nia Godla prowadzily do wniosku, Ze zadna, nawet najdoskonalsza maszyna
o skoficzonej strukturze wewnetrznej, produkujaca wylacznie zdania praw-
dziwe, nie moze wyprodukowaé ich wszystkich, choéby dzialala bezblednie

i nieograniczenie dtugo. Zawsze bowiem mozliwe bedzie wskazanie takiego
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zdania prawdziwego, ktérego nie potrafi ona udowodni¢. Sprowokowalo to
oizywiona debate na temat natury ludzkiego umystu: czy jest on skompliko-
wang maszyna wytwarzajaca prawdziwe zdania (przekonania) czy tez dziata
wedlug innych, niemechanicznych praw? Jezeli nie jest maszyng, to czym
si¢ od niej r6zni? Pytania te i zwiazane z nimi kwestie szczegotowe nadal sa
przedmiotem kontrowersji. '

Nastepny przyktad eméwimy nieco obszerniej. OtéZz od bardzo dawna
zdawano sobie sprawe z powaznych trudnoéci, do jakich prowadzi omawiane
wyzej naturalne pojecie prawdy w przypadku pewnych zdan samozwrotnych,
tj. takich, ktére mowia cos o samych sobie. Eubulides ze szkoly megarejskiej
wskazal na ten problem w slawnej antynomii ktamcy. Formutowano ja na
wiele réznych sposobéw; w najbardziej zwiezlym ujeciu Savonaroli brzmi
ona: Hoc est falsum, tzn. ,To (zdanie, ktére wlasnie wypowiadam) jest fal-
szem”, Zeby lepiej zrozumieé na czym.pol_ega. klopot, rozwazmy nastepujace

zdanie Z:
Zdanie Z jest falszywe.

Kazde zdanie oznajmujqcé, o ile jest poprawne i jednoznacznie wskazuje
przedmiot lub sytuacje, o ktdérej co$ orzeka, zgodnie z naturalnym odczu-
ciem winno by¢ prawdziwe bad? falszywe. Przypuéémy tedy, ze zdanie Z jest
prawdziwe. Wobec tego, zgodnie z teza (T), jest tak, jak ono glosi, zatem
Z jest falszywe, a skoro tak, to nie jest zarazem prawdziwe. Tak wigc otrzy-
maliSmy sprzecznos¢: jezeli zdanie Z jest prawdziwe, to nie jest prawdziwe.
Trzeba wigc zbadac drugi mozliwy przypadek. Jezeli zdanie z jest falszywe,
to prawdziwa jest jego negacja ,,Nieprawda, ze zdanie Z jest falszywe”. Za-
tem jest tak, jak méwi owa negacja, czyli Z nie jest falszywe. Znowu wiec
dochodzimy do sprzecznosci: jezeli Z jest falszywe, to Z nie jest falszywe.

- Powyiszy paradoks od z géra dwéch tysiecy lat wprawial w konfuzje
najtezsze umysly filozoficzne. StaroZzytne przekazy moéwia nawet o niejakim
Philetasie z Kos, ktéry nie umiejac sie uporaé z Eubulidesows zagadka zroz-
paczony rzucil si¢ ze skalistego urwiska do-morza. Na ogét jednak radzono
sobie z tymi trudnosciami w speséb bardziej prozaiczny, upatrujac ich Zrédia

w niedoskonalosci jezyka i spychajac na margines rozwazan. Ich znaczenie
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gwaltownie wzroslo wraz z rozwojem teorii formalnych. Przyjmuje sie w nich
tzw. prawo przepehiania, zgodnie z ktérym ze sprzecznodci mozna wywnio-
skowa¢ dowolne zdanie (ex contradictione quodlibet fit). Teoria ,zakazona”
sprzecznodcia staje sig poznawczo jalowa; nie warto poszukiwad prau;dy tam,
gdzie zadne zdanie nie jest falszywe. Latwo teraz zrozumiec, Ze teoria, ktéra
moglaby sie wypowiadad na temat prawdziwoéci i falszywosci zdan sformu-
towanych w jej wlasnym jezyku prowadzitaby do-_pafa.doksu ktamcy, a tym
samym zawieralaby sprzecznoéé i stawalaby sie. bezwartosciowa. Trudnosci
zwigzanych z antynomia klamcy nie mozna, juz bylo zlekcewazyC. Staly sie
one zreszty jeszcze bardziej wyraZne po wska,zaniﬁ kolejnych antynomii se-
mantycznyh m.in. przez Grellinga oraz Richardal.

Pokonanie tych trudnosci stalo sig¢ mozliwe dzigki Alfredowi Tarskiemu.
Swoja teori¢ prawdy oparl on na idei odréznienia stopni jezyka. Na najniz-
szym poziomie znajduje si¢ jezyk pierwszego stopnia (przedmiotowy), na-
zwijmy go L. Metajezykiem w stosunku do L jest jezyk stuzacy do opisu L,
a zatem bogatszy od niego jQiyk zawierajacy nazwy wyrazen opisywanego
jezyka (tworzone np. za pomocg cudzyslowu), predykaty semantyczne, czyli
orzeczniki opisujace stosunki pomiedzy wyrazeniami L a tym, do czego sie
one odnosza, reguly znaczeniowe, skladniowe i inne:. Nastepne ,pietro” to
jezyk opisujacy metajqiyk, czyli meta-metajezyk itd. Odrésnienie stopni je-
zyka skutecznie zapobiega temu, by jakieé- wyrazenie stwierdzalo cokolwiek
o samym sobie. Tym samym Zaden jezyk z tej hierarchii nie pozwala méwic o
prawdziwosci i falszywodci jakichkolwiek zdad nalezacych do niego samego.
Wyrazenie ,prawdziwy”, jako predykat semantyczny, zawsze nalezy do je-
zyka o stopien wyzszego w stosunku do tego, w ktérym wypowiada sie zdania
oceniane pod wzgledem prawdziwoéci.

Rozwiazanie to umozliwilo Tarskiemu sformutowanie poprawnej i ogdinej
definicji prawdy, odpowiadajacej naturalnemu rozumieniu tego pojecia, lecz

nie narazonej na antynocinie.

! Jako przyklad podajemy antynomi¢ Grellinga. Rozréinijmy wyrazenia autoseman-
tyczne (odnoszace si¢ do samych siebie, np. ,wielosylabowy” jest wielosylabowy) i heterose-
mantyczne (np. wyraz ,jednosylabowy” jest wielosylabowy). Antynomia powstaje w przy-
padku orzecznika ,heterosemantyczny”, jezeli zapytamy, czy jest on heterosemantyczny.
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Rozwazania Tarskiego dotyczyly wylacznie teorii formalnych. Ich wyniki
zyskaly jednak szeroki rozglos i zainspirowaly wielu filozoféw. Wplynely w
. istotny sposéb na obraz filozofii w XX wieku; oZywiajac przekonanie, Ze
mozliwe jest ,naprawienie” klasycznej koncepcji prawdy réwniez na tere-
nie jezyka naturalnego, przyczynity sie do rehabilitacji zdroworozsadkowego

pojecia prawdy jako zgodnosci z faktami.

Nastepne lata przyniosly nowe definicje prawdy, uwzgledniajace te specy-
ficzne cechy jezyka naturalnego, ktére uniemozliwialy bezposrednie zastoso-
wanie teorii Tarskiego w jego obszarze (brak ,rozwarstwienia” jezyka, czeste
wystepowanie wypowiedzi samozwrotnych, trudnoéci z ich identyfikacja je-

dynie na podstawie kryterium gramatycznego itd.).

Warto réwniez wspomnie¢ o badaniach J. Lukasiewicza nad zasada sprze-
cznosci i o idei para(in)konsystentnosci, ktorej daly one poczatek. Od czaséw
Arystotelesa przyznawano zasadzie sprzecznodci miejsce naczelnego prawa
myslenia; uwazano ja za prawdziwg sa,m'ac przéz sig, niepodwazalna i najbar-
dziej pewna wsrdd wszystkich zasad. W sformulowaniu ontologicznym glosi
ona, ze zaden przedmiot nie moze tej samej cechy zarazem posiadaé i nie
posiadac; w wersji logicznej stwierdza, iZ dwa sady, z ktérych jeden przy-
pisuje przedmiotowi pewna ceche, a drugi mu jej odmawia, nie moga byé
zarazem prawdziwe; wreszcie jako prawo psychologiczne zasada sprzecznos-
ci mowi, Zze dwa przekonania sprzeczne nie moga wystepowaé jednoczednie
w tym samym umyéle. Jan Lukasiewicz poddal krytyce stanowisko Arysto-
telesa kwestionujac absolutny charakter zasady sprzecznoéci we wszystkich
trzech plaszezyznach. Jako przyklad zasady prostszej i bardziej oczywistej
podal zasade toisamoéci: kazdy przedmiot posiada te ceche, ktéra posiada.
Uzasadnil poglad, ?e zasada sprzecznoéci, zaréwno w wersji logicznej jak
i ontologicznej, nie jest prawdziwa sama przez siQ i wymaga dowodu. Jest
on mozliwy, o ile przyjmie si¢ definicje przedmiotu wykluczajaca posiadanie
przezei cech sprzecznych; zalozenie takie byloby jednak arbitralne, ponie-
waz nie mozna a priori stwierdzic, Ze wszystkie obiekty sa niesprzeczne. Tak
wiec w ujecin Lukasiewicza omawiana zasada nie jest juz prawem podsta-

wowym 1 nieusuwalnym: poprawna dedukcja jest mozliwa réwniez bez niej.
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Idee stworzenia takiego systemu podjat Stanistaw Jaskowski; opracowal on
pierwszy rachunek logiczny tolerujacy lokalnie sprzecznosé.

Badania Lukasiewicza i Jaskowskiego podwazyly jedno z fundamental-
nych przeswiadczen filozoficznych, mianowicie przekonanie, Zze zasada sprze-
cznosci lezy u samych podstaw ludzkiego myélenia, a usunigcie tego fun-
damentu i dopuszczenie chocby jednej sprzecznodci ,psuje” cala budowle.
Whprawdzie juz Heraklit podwazal znaczenie zasady sprzecznosci, mozna jed-
nak sadzi¢, i7 szedl zbyt daleko twierdzac, Ze ,sp6r (tu: sprzecznodc) jest
ojcem wszystkiego”. Zaleta idei parakonsystentnodci jest umiar; sprzecznosé
nie jest tu eliminowana za wszelka cene, ale tez, dzieki zrezygnowaniu z za-
sady przepelniania, nie staje si¢ czymé powszechnym. Odpowiada to struk-
turze ludzkich przekonan: trudno byloby chyba znalezé czlowieka o prze-
konaniach catkowicie spéjnych, ale tez, z drugiej strony, nietatwo spotkac
kogos, kto zgodzilby sie, Ze z powodu jakiej$ lokalnej, nieraz zupelnie nie-
waznej sprzecznoéci, jego wiedza o $wiecie jest zupelnie bezwartoéciowa. Ta
zbieznoéé otwiera przed systemami logiki para(in)konsystentnej perspektywy
wielorakich zastosowan.

Wyliczenie wszystkich filozoficznie istotnych osiagnieé logiki nie byloby
tutaj mozliwe; powyzsze przyklady stanowia tylko niewielki fragment dlu-
giej, ciagle zreszty otwartej, listy. Wystarczaja one jednak dla:uzasadnienia
tezy o glebokim merytorycznym powiagzaniu logiki i filozofii i dla zobrazowa-
nia twérczego udzialu badan logicznych w rozwoju problematyki filozoficz-
nej. Badania z zakresu szeroko rozumianej logiki filozoficznej prowadzone s
réwniez na naszym Uniwersytecie. Grupa pod kierownictwem prof. Jerzego
Perzanowskiego zajmuje si¢ tradycyjnymi i wspSlczesnymi problemami w tej
dziedzinie. Niektére rezultaty znalezé mozna w publikacjach Katedry Logiki
UMK, np. w [8].
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Formalizacja

Swiat jest. Jaki on jest, niech kazdy sam ustala. Swiat jest opisany (lub
oméwiony) tym badZ innym jezykiem naturalnym.

Logika dotyczy nie tego, co w $wiecie sie dzieje, lecz mdéwi o strukturze
jezyka. (Byé moze z tego wynika, ze logika dotyczy struktury $wiata — to
jednak zalezy od dodatkowych przestanek filozoficznych o stosunku struktury
swiata do struktury jezyka naturalnego.) W tym celu logika postuguje sie
wlasnym jezykiem: ,tlumaczy” ona konstrukcje jezyka naturalnego na swoj
jezyk. Inaczej méwiqc,.formaﬁiujé konstrukcje jezykowe. Na poczatku trzeba
ten jezyk logiki poznac.

Scifle méwiac, nie mamy tu do czynienia z jednym tylko jezykiem lo-
giki, czy tez z jezykiem jednej tylko logiki, lecz mamy do wyboru catkiem
sporg, ich iloé¢. Rzecz w tym, Ze im lepiej dany jezyk formalny nadaje sie do
odzwierciedlenia przeréznych niuanséw jezyka naturalnego, tym bardziej wy-
magajacy i rozbudowany jest zwykle aparat metamatematyczny potrzebny
do badania takiego formalnego jezyka. Na ogdl jest i na odwrét: im prostszy
jezyk formalny, tym prostszej potrzebujemy logiki.

I1.1. Zasady forfnalizacji

Na poczatku warto ograniczy¢ do minimum trudnodci techniczne (polega-
jace na zawiloSciach aparatu matematycznego zwiazanego z uZzywanga logika).
Zgodzimy sie zatem na bardzo niedoskonale ,tlumaczenie” z jezyka natural-
nego na jezyk formalny. Taka formalizacja charakteryzuje sie¢ réznymi ogra-

niczeniami.
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Po pierwsze, bierzemy pod uwage tylko polskie zdania oznajmujace po-
prawnie zbudowane. Zaréwno pytania, jak i rozkazy czy sugestie, czy tez

zdania niezgodne z regulami gramatyki nie sa rozpatrywane.

Na tym nie koniec. Zalozymy dalej, ze kazde takie zdanie jest albo praw-
dziwe, albo falszywe. Zalozenie to sklada sie z dwdch czesci: nie ma zdan
zarazem prawdziwych i falszywych oraz nie ma zdai, ktére nie bytyby ani
prawdziwe, ani falszywe. Co do pierwszej czedci, chyba doéc¢ tatwo sig zgodzic,
mimo iz zdania typu ,alkohol pomaga w trawieniu” moga prowadzi¢ do
pewnych wahan. '

* Gorzej zas Z‘drug‘q, czesciy. Juz pi'Z'eszlo_2000 lat temu Arystoteles, stojac
na skalistym brzegu morza i patrzac na zachéd sloﬁca, rozmy$lal nad praw-
dziwoécia zdania ,jutro w zatoce tej odbedzie si¢ bitwa morska”. Nazajutrz
okaze sie, czy zdanie to jest prawdziwe. Jak sie zad Sprawa ma tego wlasnie
wieczora? Raczej sklonni jesteéfny uznaé, i7 prawdziwoéé tego zdania jest
jeszcze nieustalona: nie jest to zdanie ani prawdziwe, ani tez falszywe.

Mozna natomiast przyjaé, ze jui tego wieczora zdanie jest prawdziwe
(badz falszywe) — tylko my nie wiemy, jakie ono jest. To stanowisko opiera
sie na nastepujacym zaloZeniu: kazde z rozpatrywanych zdan ma dokladnie
jedna z dwéch mozliwych wartoéci logicznych, prawde lub fafsz. ZaloZenie to

nazywamy zasadg dwuwartoéciowosci.

Zdania oznajmujace, ktére sktadaja sie z prostszych zdan oznajmujacych,
nazywamy ziozonymi. NiezloZone zdania okreéla sie mianem elementarnych.
Po trzecie z'aioiymy, ze ‘wartosé logiczna kazdego zdania oznajmujacego
jest funkcja wartoéci logicznych sktadowych zdan elementarnych. Z przyjecia
takiego zalozenia wynika, ze zamiana zdaf skladowych o tej samej wartosci
logicznej (nie baczac na ich tres¢) nie wplywa na wartoéé zdania zloZonego.
Jest to kolejne odstepstwo od norma,lne'go uzycia jezyka. O ile zdanie
»Przestepca uciekl, a posterunkowy Michalski go zatrzymal” moze stuzyé
jako uzasadnienie wyréznienia, ktore otrzyma policjant, to nie odgrywa tej
roli zdanie ,Michalski go zatrzymal, a przestepca uciek!” , mimo zZe powin-
niémy je uznaé za réwnie prawdziwe. o '
Postulat, w my$l ktérego wszystkie nieelementarne zdania sa skladane

zgodnie z powyzszym zaloZeniem, nazywamy zasadq ekstensjonalnoser.
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Kazda formalizacja spelniajaca trzy wskazane wyzej postulaty jest zda-
ntowa (bo nic précz zdah oznajmujacych nie bierze pod uwage) oraz kla-
syczna (ze wzgledu na zasade dwuwartoéciowosci oraz zasade ekstensjo-
nalnoéci)l. Jaki bedzie obraz, moiliwie najwierniejszy, jezyka polskiego w

ramach klasycznej formalizacji zdaniowej?

I1.2. Jezyk formalny

Zdania elementarne stanowia dla takiej formalizacji jedhostki najmniejsze,
coé na podobiefistwo a,tomow Ich formalnym odpowiednikiem be;dq atomy
jezyka formalnego: zmienne zdamowe, ktére tworza zbiér AT. Tak jak kazdy
skldadnik Jfgzyka formalnego zrmenne 'zda.mowe 59 OZnaczane symbohczme
rna.lyml literami ze srodka a.lfabetu p, g, 7, P1y pg, v

Tresc zdania ozna.Jmqu,cego zmka, przy forma.hzacy za,chowuje sie tylko
wartoéé loglcz_na. Zatem zmienne Zdaniowe. nie s3 noénikami treéci, lecz war-

todci logicznej, symbolizowanej przez 1 (pmwda) lub 0 (fatsz).

Zdania elementarne sy sktadane w zdania o bardziej skomplikowane]
struktiurze za pomoca niezliczonej iloéci spéjnikéw jezyka polskiego. 7 calej
tej wielodci wybieramy tylko dwa — a mianowicie ,,i” oraz ,nie” — i podamy
ich logiczne odpowiedniki. : |

Spéjnikowi ,i” odpowiada w jezyku formalnym koniunkcja, s_{yr_rfl‘t_)pli_zo— ‘
wana przez A. Zgodnie z zasada ekstensjonalnosci wartosé logiczna zdania
zlozonego ustala si¢ na.podstawie wartoéci zdan sk}adowych,.;.‘Iv{_qulli._u,nkcja
determinuje wartoéc formalnego .odpowiednika zdania, -zloionego.za.pomocq
spojnika ,,i”
stowy, koniunkcja Jest po prostu funkq@ (w sensie Jednozna.cznej zaleznosm)
wartoéci logicznych zdai skladowych, da,‘]zy:ad wynik rowny wartosci logicznej
formalizacii zdania zlezonego. Znaczemem komunkc_]l jest Wlasme ta funkcja.

Prowadzi to do okreélenia na,stqpumcej ta.bllcy prawdzmoscmwej

! Nowoczesna logika wypracowala caly szereg rachunkow log]cznych dla forma].lzaql nie -
respektujacych tych postulatow Formahza.c_]e te zna.czme lepiej nadaja sm do forma]nego
odzwierciedlenia struktur _]ezyka natura.]nego Cerig za to Jest — jak juz wspomma.hsmy -
bardziej skomplikowany rachunek logiczny.
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pleg|phg
11 1
1,07 0
0|11 0
o(o} o

Podobnie obchodzimy sie z drugim spéjnikiem, ktdrego formalny odpo-

wiednik zwany jest negacjg, a symbolem jego jest —:

p|lp
1| 0
0

W zasadzie mozna by zadowoli¢ sie tymi dwoma spdjnikami logicznymi:
wszystkie pozostale dwuwartosciowe spéjniki ekstensjonalne mozna zdefinio-
wal za pomoca negacji i koniunkeji (patrz Dodatek 2 o postaciach normal-
nych). | -

Tak ubogi jezyk logiczny komp]ikuje jednak jeszcze bardziej formalizacje
wypowiedzi w jezyku naturalnym. '

Dlatego Wprowadzimy trzy dalsze spéjniki logiczne: alternatywe o sym-
bolu V, implikacje o symbolu — oraz .r'o’wnowaz'no.s.’c' o symbolu =. Maja
one odpowiadaé (0 tﬂe, o ile jest to mozliwe przy niédoskona.lych érddkach,
jakimi na razie dysponujemy) kolejno wyrazeniom jezyka polskiego ,,...lub
L , wjebli ..., to...” oraz ... wtedy i tylko wtedy, gdy ...”. Przyjmujemy

. dla nich nastqpﬁjqce tabelki zero-jedynkowe:

plalpVelp>q|P=4q
1(1] 1 1 1
1{67 1 0 H
oj11 1 1 0
0j0] 0 1 1

Znamy. teraz wszystkie elementy, z ktdrych sklada si¢ jezyk formalny. Piszac
je jeden za drugim utworzymy ciagi znakéw. Wérdd tych ciggéw wybieramy

¥
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te, ktére sa poprawnie zbudowane, tj. odpowiadajace strukturze zdah jezyka
naturalnego. Ciagi te nazywamy formutami. Scisle okreélenie tego pojecia
jest podane z nieomal typowa dla nauk formalnych nieudolnoscia stylistyczna
w nastepnych dwaéch definicjach. '

Definicja 1 Formula nezywamy kazdy element zbioru wszystkich formud.
' DEF

Definicja 2 Zbiorem wszystkich formul [symb.: FOR] nezywamy najmniej-
szy zbior, ktory zawiera |
1° wszystkie zmienne zdaniowe, o nadto .
2° wszystkie ciqgi znakow (~H), (HAG), (HVG), (H = G) oraz (H = G),
o ile za,rc.ay_mo.H. ]qk G s .elementamz tego zbioru. AT
Kazda _f_ofmul’a zdefiniowana w powyzszy sposdb sklada sie z podfor-
mul,. tzn. z takich ciaggéw znakéw, ktére same stanowia formuty. Formula
(p = ((—g) v r)) sklada si¢ zatem z podformul p oraz ((-g) V r), przy
czym druga podformula_, sklada sie z dalszych podformut (—g) i r, a (—g)
zawiera podformule ¢q. Cala formula - zgodnie z powyzszym okreéleniem
- jest swoja podformuly. Zatem zbiér wszystkith podformutl dla powyzszej
formuly réwna sie {(p = ((—g) vV r)); ((—g) V r); (—q); p; ¢; r}. écista definicja
pojecia p(_')dformuly brzmi nastepujaco: '

Definicja 3 Formule G nazywamy podformuta formuly H, jesli 2achodzi
jeden z ponizszych przypadkdw: '

1° dla H € AT mamy: G=H; ‘

2° dla H =-F mamy: G = H albo G jest podformulg formuty F';

3° dla H = (Fi¢2F,) mamy: G = H albo G jest podformulg formuly Fy albo
G jest podformutq formuty Fy (gdzie ¢2 jest spojnikiem dwuargumentowym,).

DEF
Definicja 3 jest przykladem deﬁnicji rekurencyjnej. Wbrew pozorom ta-

kie definicje nie wyjaéniaja danego pojecia-odwolujac sie do niego samego (co
byloby blgdriym'k_olem), lecz stopniowo sprowadzaja wszelkie mozliwe przy-

T ST T
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_ .'pa.dki do pfzypadkéw coraz to bardziej elementarnych. Najba,rdziej elemen-
tarny przypadek (w ktérym H jest zmienna zdaniowa) okresla sie oddzielnie.
Podformuly wlasciwg formuly H nazywamy kaida jej podformute rézna od

oH. Definicja 3 pozwala na proste okreélenie pojecia spdjnika gidwnego danej

formuly, co za chwile nam si¢ przyda.

Definicja 4 Spdjnik dwuargumentowy ¢, jest spdjnikiem gléwnym formuly
H, oile H jest postaci F$,(G. Spéjnik jednoargumentowy ¢, jest spéjnikiem
gltownym formuly H, o ile H jest postaci ¢, F. [DEF
Kierujac si¢ definicjami 11 2 otrzymujemy czasami bardzo duzo nawiasdw
w jednej formule.. Utrudnia to odczytywanie niektéryeh formul., Nalezy sie
wiec zast'a,nowié, w jaki spos6b mozna uproéci¢ zapis. Celem nawiasdw jest
zapewnienie strukturalnej jednoznacznoéci formalnego wyrazenia. Sens wy-
powiedzi nierzadko zalezy od czegos wigcej, niz od wystepujacych stow iich
kolejnosci. Jest to zjawisko dobrze nam znane z jezyka potocznego. Po zada-
nym pytan'iu: »Czy nalezy go oszczgd'zié?” odpowiedz: ,,Nie zabijaj!” brzmi
zupelnie inaczej, niz polecenie: ,,Nie, zabijaj!”. Mowa pisana zna duzo mozli-
wosci jednoznacinego ustalenia sensu danej wypowiedzi: przecinki, my$lniki
itd. nadaja wewnetrzna strukture jednoznacznie ustalajaca sens tej formuly.
Zgodnie z dotychczasowymi ustaleniami jedynym érodkiem stuzacym do
tego celu w jezyku formalnym jest wiasnie uzycie nawiasdéw. Mozna nato-
miast stopniowac sile wigzania spdjnikéw logicznych. Uméwmy sie wiec, Ze
najwieksza sile wiazania posiada negacja. Najmocniejszym spdjnikiem dwu-
argumentowym jest koniunkcja, a po niej nastepuja coraz stabsze: alterna-
tywa, implikacja oraz réwnowaznos¢. Nawiasy obejmujace podformule, ktérej
spojnik gtéwny jest mocniejszy od spdjnika laczacego ja z inng podformuts,
sy zbedne. Np. nawiasy w formule p — (gAr) sa zbedne, w pA(g — +) zaé nie.
Nawiasy sa zbedne w szeregach koniunkcji i alternatyw: pAgAr oraz pvegvr,
poniewaz sa one wyrazeniami o jednoinacznej strukturze. Spéjnikiem gléw-
nym jest dowolna spos’:réd tych koniunkcji wzglednie alternatyw. Nawiasy
zewnetrzne formuly sa zbedne, gdyz ich opuszczenie nie wprowadza dwu-
znacznoéci. Umowe upraszczajgca zapis formuly, zwana konwencjg nawia-

sow, mozna teraz zwiezle sformulowaé: Nalezy opuszczac nawiasy zbedne.”
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Rachunek logiczny mozna rozumie¢ jako pewna klase formul prawdzi-
wych. Poznalidmy juz klasyczny jezyk zdaniowy, wiemy jakie, ciagi znakéw
83 poprawnie zbudowa.ne,. tzn. jakie spoéréd wszystkich clagéw symboli two-
rza zbior formul FOR. By okredli¢ system logiczny zwany Klasycznym Ra-~
chunkiem Zdai [symb.: KRZ], pozostaje nam jeszcze okreélié pojecia formuly

prawdziwej.

I1.3. Modele

Formuty sa odpowiednikami zdan oznajmujgcych. Zdanie oznajmujace méwi
cos o Swiecie. T'wierdzi ono, Ze zaistniala taka a taka sytuacja, ze zachodzi
w éwiecie taki a taki fakt. Zdanie jest prawdziwe (zgodnie z tzw. klasycz-
nym ujeciem pojecia prawdy), jesli ,, jeét tak, jak ono méwi”. Innymi stowy,
prawda jest to zgodnoS¢ opisu i tego, co zostalo opisane: Zatem zdanie praw-
dziwe opisuje (realny) fakt, czyli sytuacje, ktéra w swiecie zachodzi, zaé fal-
szywe mowi o sytuacji fikcyjnej. _
Poczatek stynnego dziela Ludwiga Wittgensteina zatytulowanego Tra-
ctatus logico-philosophicus brzmi: ,Swiat jest wszystkim, co jest faktem”.
Wobec tego calos¢ zdan prawdziwych tworzy obraz §wiata, czyli kompletny

opis, czy tez model swiata.

Prawdziwym zdaniom elementarnym odpowiadaja zmienne zdaniowe,
ktérym przyporzadkowana zostala wartoé¢ 1. Kazde przyporzaddkbwanie
zmiennym zdaniowym warto3ci logicznych 0 i 1 nazywamy wartodciowaniem. -
Nieco generalizujac powyzsza analogie mozna powiedzieé, Ze ogdt zmiennych
zdaniowych, ktérym zostala przyporzadkowana wartoéc 1 stanowi formalno-
logiczny model swiata. Pojdziemy jeszcze .da,lej i zamiast o wartoSciowaniach
bedziemy w ramach klasycznego rachunku zdati czasami méwili o modelach:
pojecia modelu i wartoéciowania sa synonimami w klasycznym rachunku
zdan. '

Formule nazywamy prawdziwg dle. danego wartosciowanie dokladnie
wtedy, gdy wartoé¢ logiczna calej formuly (policzona wedtug tablic zéro-je-
dynkowych na podstawie wartoéci wystepujacych w formule zmiennych zda-
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niowych) réwna si¢ 1. Inaczej méwimy, Ze wartosciowanie weryfikuje dana
formule lub, Ze jest modelern dla danej formuly. Zbiér formul jest praw-
dziwy dla danego wartoSciowania, o ile kazda nalezgca do niego formula jest
przy tym wartoéciowaniu prawdziwa. Odpowiednio, model jest modelem dla
zbioru formul, jesli jest modelem dla kazdej formuly z tego zbioru. Zbi6r
formul posiada model, jedli istnieje dla niego model.

Intuicja za tym stojaca podpowiada, ze prawdziwos¢ formuly dla danego
wartoéciowania jest réwnoznaczna 7 jej prawdziwoécia w danym {poprzez to
wlasnie Wartoéciowa,nie)-mbdelu $wiata. Mowiac nieco swobodnie, formuta
prawdziwa dla pewnego wartodciowania jest formula prawdziwa w danym
$wiecie. Na og6! nie bedzie ona prawdziwa w innym $wiecie, czyli dla innego
wartoéciowania zmiennych zdaniowych, tzn. w innym modelu.

Niektére formuly sa prawdziwe dla dowolnego wartosciowania zmiennych.

Definicja 5 Formule prawdziwg dla kazdego wartosciowania zmiennych na-

zywamy tautologia klasycznego rachunku zdar. DEF

Tautologie s3 to wiec formuly prawdziwe niezaleznie od wartosci logicznej
wystepujacych w nich zmiennych. Dowolne wartodciowanie jest modelem dla

. takiej formuly, czyli jest to formula prawdziwa w dowolnym modelu. Przy

okazji zaznaczmy, Ze formula falszywa dla dowolnego wartosciowania zmien-
nych jest nazywana konirtautologig lub kontradykcjg. Forinuly nie bedace
ani tautologiami, ani kontradykcjami nazywamy kontyngentnymi.

Pojecie tautologii mozna przeto rozumieé nastepujaco: reprezentuje ona
takie zdanie, ktére jest prawdziwe w dowolnym modelu rzeczywistodci. Zgod-
nie z pogladem Leibniza, modele, czyli niesprzeczne, lecz kompletne opisy
fikcyjnych sytuacji, mozna traktowad jako mozliwe dwiaty. Tautologia odpo-
wiada wiec zdaniom prawdziwym w kazdym moZliwym $wiecie, niezaleznie
od tego, ,jaki ten Swiat jest”. Skoro tak, to zZadnego &wiata nie wyréznia
sposréd innych: fakt, Ze dana tautologia jest prawdziwa w jakim$ modelu,
nic charakterystycznego o tym modelu nie ustala. W tym sensie mozna po-
wiedzie¢, Ze tautologie nic o éwiecie nie méwia.

Mimo to tautologie bynajmnie]j nie sa bezwartosciowe. Stanowia one (w

klasycznym rachunku zdan) fundament tzw. ‘_p'fjprawnych form rozumowai.
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Rozumowanie traktujemy jako przechodzenie od przeslanek do wniosku. Ro-
zumowanie jest poprawne, jezeli prawdziwos¢ wniosku wynika z prawdziwosci

przestanek. Formalny odpowiednik rozumowania, to reguta logiczna.

Definicja 8 Regule nazywamy poprawng (niezawodng), jesli prawdziwosé
zatoZeri gwaraniuje prawdziwosé konkluzji.
DEF
Innymi stowy, nie moze si¢ zdarzy¢ falszywa konkluzja przy prawdziwych za-
lozeniach. Zauwazmy, ze poprawnoéé reguly gwarantuje prawdziwos¢ konklu-
zji tytko pod warunkiem, ze prawdziwe s zalozenia. Nie jest za$ sprawg logiki
ustalanie, czy zaloZenia danego rozumowania sa prawdziwe. Wspomniana
rola tautologii wiaze sie z nastepujaca zaleznoécia: Niech Hy, Hy,...H, / F
oznacza regule o zalozeniach Hy, H,, ...H, i o konkluzji F. Latwo mozna
sie przekonaé, 7e regula ta jest poprawna dokladnie wtedy, gdy formula
HyAHyA...AH, = F jest tautologia.

Pojecie reguly poprawnej mozna rozszerzy¢ do bardziej generalnego po-

jecia.

- Definicja 7 Formuta H wynika ze zbioru formut X [symb.: X = H] wiw?

kazd; del dla X jest modelem dla H .
azdy model dla X jest modelem dla DEF

Regula jest zatem poprawna dokladnie wtedy, je$li wniosek wynika z prze-
stanek reguly.

Pojecie wynikania mozZna rozumie¢ jako relacje zachodzaca pomiedzy
zbiorami formul oraz pojedynczymi formulami. Relacja ta ma szereg cie-
kawych wtasnodci. By je latwiej sformufowaé, wprowadzimy jedno dalsze

oznaczenie®:

C1(X) =4 {H € FOR; X k H}.

Za pomocy tego oznaczenia mozemy zapisaé zbidr tautologii jako C1 (§), gdzie
@ oznacza zbi6ér pusty. Zachodzi nastepujacy lemat:

2 wtw" jest skrétem dla zwrotu ,,wfedy i tylko wtedy, gdy”. )
3 Podstawowe wiadomosci z teorii mnogoéci i wyjasnienie odpowiednich symboli mozna
znalez¢ w dodatku czwartym. -
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Lemat 1 _ .
Dla dowolnych wartosciowari ¢ oraz zbiordw formut X, jesli p(X) =1, to
P(C1(X)) = 1.

Dowéd: Niech ¢ bedzie dowolnym wartoéciowaniem, X dowolnym zbiorem
formul, dla ktérych zachodzi ¢(X) = 1 oraz niech H bedzie dowolng formula,
taka ze H € C(X). Zatem z okreélenia zbioru C’l(X) wynika, ze p(H) = 1.
Skoro tak jest dla dowolnych elementéw zbioru Cy(X), przeto ¢(C1(X)) = 1.

LEM

Udowodnimy obecnie, ze relacja = jest zwrotna, monotoniczna oraz i-

dempotentna. Wlasnosci te sa zdefiniowane w nastepnym twierdzeniu.

Twierdzenie 1

1° Dia dowolnych zbioréw X zachodzi: X C C(X) (zwrotnoéé)
2° Dia dowolnych X C Y zachodzi Ci(X) CCy (Y) (monotonicznosc)
3° Dla dowolnych X zachodzi C1(C1(X)) = C1(X) (idempotentnodd)

Dowod: ad 1° Zgodnie z ok'r'eél,lefliem, C1(X) sklada sig ze wszystkich for-
mul, ktére sg weryfikowane przez dowolne wartoéciowanie, bedace modelem

dla kazdej formuly z X. Zatem dowolna formuta z X nalezy do C(X).

ad 2° Niech H € C} (X ), czyli H jest weryfikowane przez dowolny model
dla X. Skoro X C Y, to ka.i.dy model dla Y jest tym bardziej modelem dla
X. To znaczy, ze H jest weryfikowane przez kazdy model dla Y, czyli nalezy
do Cy(Y). Z dowolnoici H otrzymamy C;(X)} C Cy(Y). -

ad 3° Pokazemy zawieranie w obie strony. Pierwsze z nich, C1{X) C
Ci{C1(X)), wynika z 1°i 2°. o
Wykazemy teraz, ze Cy(Cy(X)) C Cy(X). Niech zatem H € C(C1(X)),

czyli dla wszystkich wartosciowan ¢ mamy:

P(CLX)) = 1 = p(H) = 1.1 | | (8)

* Symbol = jest oznaczeniem metajezykowym, ktére nalezy czytad: jedli ..., to...,
rozumied zaé jak zwyczajng implikacje; analogicznie dalej symhol <= odnosi sig do me-

tajezykowe] réwnowaznosci.
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Niech ¢* bedzie dowolnym wartodciowaniem, dla ktérego zachodzi ¢*(X) =
1. Wtedy na podstawie lematu 1 otrzymamy

¢ (CL(X)) =1.

A zatem na mocy zaloZenia ¢*(H) = 1 (skoro A zachodzi dla wszystkich
wartoéciowan, wiec w szczego6lnosci dla ¢*). Z dowolnosci wartoéciowania @

wynika H € Cy(X). TH



Rozdziat HI

Aksjomatyzacja

Pojecie tautologii wyodrebnia formuly logicznie prawdziwe. W historii logiki
klasa tych formul zostala scharakteryzowana w inny sposcb, a mianowicie
w ramach tzw. systemu aksjomatycznego. Przez cksjomal starozytni rozu-
mieli formule logiczna, ktorej prawdziwosSC jest samo przez si¢ zrozumiala.
Wierzyli, 2e w naturalny sposéb istnieje jaka$ grupa tych aksjomatow i ze
jest ona dostepna przez odpowiednia kontemplacje filozoficzna. Z aksjoma-
téw wyprowadzali wnioski za pomoca 4cisle okreélonych regul. Reguly mialy
taka konstrukcje, by wnioski byly nie mniej prawdziwe niz aksjomaty, z tym
ze by¢ moze ich prawdziwoé¢ byla mniej oczywista. Dzi$ bySmy powiedzieli,
Ze wynikaja z aksjomatéw za pomocy regul poprawnych. Caloéc aksjomatow
i wnioskéw z nich wynikajacych tworzy klase formul prawdziwych, czy tez:
twierdzef, i wyznacza w ten sposf')b system logiczny.

I1I1.1. Aksjomaty

Pojecie aksjomatu i — co za tym idzie — systemu logicznego uleglo znacznej
transformacji w ciagu tysiacleci. Aksjomaty, traktowane dzi§ jako odpowied-
nio dobrane generatbry, wraz z takimi czy innymi poprawnymi regulami
generuja twierdzenia. Otwiera nam to droge do badania réznych aksjomatyk
wyznaczajacych jeden system logiczny. I tak istnieje obecnie szeroka klasa
systeméw aksjomatycznych wyznaczajacych prawdziwe formuty klasycznego
rachunku zdah. W dalszej czeici przedstawiamy jeden system aksjomatéw
pochodzacy od Davida Hilberta i Wilhelma Ackermanna. Sklada sie z 15
schematéw aksjomatow i jednej reguly. S one uporzadkowane w pieciu gru-
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pach, kaida grupa dotyczy jednego spdjnika. Ustalaja one, jakie sposoby
uzycia danego spdjnika w formulach uznaje sig za prawidlowe. W ten nie-
jawny sposéb aksjomaty charakteryzuja spéjniki Iogicine, podobnie, jak byty
one uprzednio scharakteryzowane za pomoca wartosciowari (w formie tablic

logicznych). Zaczynamy od implikacji:

1. H — (F— H)

2. (H>F)> ((F-G)— (H-G))

3. (H— (H— F)) > (H> F)

. HAF—H

5. HAF > F ,

6. (H—=F)—= ((H—G) > (H= FAG))

7. H—-HVF

8. F—HVF

9. (H=2F)=2 (G F)— (HVvG > F))
10 (H=F)—- (H-F)

11. (H=F)—> (F— H)

12. (H->F)— (F—H)—> (H=F))

13. (H—=F)—= (-F —>-H)

14, H— —-—H

15. -—H - H

Sciéle] méwiac, powyisze aksjomaty sa wlasciwie schematami aksjomatycz-
nymi. Nalezy to rozumieé nastepujaco: na miejscu H, F-i G mozna w po-
wyzszych wyraZeniach podstawié¢ dowolne formuly: I tak formuly ——p — p,
———p — -p oraz o={p A ¢) = (p A q) wszystkie podpadaja pod jeden i ten
sam schemat o numerze 15. Kazda z nich jest wiec akéjomatem. Przeto po-
wyzsza lista sklada sie z nieskoficzenie wielu aksjomatéw. Pamigtajac o tym,
bédziemy zawsze wtedy, kiedy nie prowadzi to do nieporozumien, méwili o

15 aksjomatach systemu Hilberta—Ackermanna.



O

ey

T

I1.2. Regula dowodzenia : o 35

II1.2. Regula dowodzenia

Korzystanie ze schematéw aksjomatéw ma. ta zalete, Zze bardzo upraszcza
zbidr potrzebnych regul wnioskowania. Wystarczy jedna regula, tzw. reguia
odrywania, lub inaczej modus ponens (symbolicznie MP):

H-—>FH
—

Dzigki tej regule mozemy z aksjomatéw wyprowadzaé dalsze formuly praw-

dziwe. Oto przyklad:

Przykiad 1
Wykazemy, ze H — H jest formulg prawdziwa. Rzeczywidcie, wynika ona

przez zastosowanie reguly odrywania z
H— (H—> H)

oraz
(H— (H— H))— (H—=H).

Pierwsza formula jest aksjomatem, gdyz powstaje z schematu 1 przez pod-
stawienie H za F, co krécej piszemy jako Ax1[F/H]. Druga formule otrzy-
mamy natomiast w ten sam sposéb ze schematu 3.

! - !

II1.3. Pojecie dowodu

Nastepny ‘przyklad. jest znacznie bardziej zlozony. Wprowadzimy przy tej
okazji notacje informujaca kazdorazowo o racjach, dla ktérych z danych for-

mu!l mozna skorzystac.

Przyklad 2
Wrykazemy, ze

(H—+F)—=F _ T

jest formula prawdziwa, o ile H jest prawdziwa.
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L(H=2F)-H) - [H-oF)>((H—>F)—>F)

Ax[H/(H — F), F/H,G/F)]
2. H = (HoF)—H | Ax1[F/H — F]|
3.H 3 zalozZenie
4. (H—-F)—H o MP 2, 3.
(oznacza to, ze formula powstala z formul 2 i 3 przez odrywanie)
5. (HoF)—~ ((H—> F)- F) MP 1, 4.

6.(HaF)= (H=F) = F)~[(H->F) > F
| Ax3[H/(H — F)]
T.(H+F)~F MP 6, 5.

Procedurg, ktérq. zastosowaliSmy w powyzszym przykladzie do wykazania,
ze istotnie formula (H — F) — F jest prawdziwa, o ile prawdziwa jest H,
nazywamy dowodem. Jest to jedno z centralnych pojec logiki, lecz réwniez
matematyki i nauk écistych w ogéle. Szacunek dla pojecia dowodu jest jedna
z podstaw racjonalnego myslenia — tezy zgloszone w trakcie debaty naukowej
nalezy uzasadni¢, czyli udowodnié. Podamy obecnie jego definicje w ramach
klasycznego rachunku zdan.

Definicja 8 Formufa H posieda dowdd na podstawie zbioru formut X
[symb.: X b H] <=y istnieje skoriczony cigg formut koriczgcy sie for-
mutg H, przy czym kasda formula tego ciqgu jest bqds aksjomatem, bqds
elementem zbioru X, bgd? tez jest wyprowadzalna z formul wczesniejszych

tego ciggu prrez zastosowanie regui dowodzenia.

DEF

Podobnie jak w przypadku operacji wynikania = wprowadzamy i teraz
oznaczenie dla zbioru wszystkich formut, ktdre mozna udowodnié na pod—

stawie danego zbioru zalozen X:
Co(X)=y4 {H € FOR; X+ H}."

Formuly nalezace do zbioru Cz(.@), tj. te, ktére mozna udowodnié bez ja-
kichkolwiek zatozen, nazywamy twierdzeniami. Bezpodrednio z tej definicji
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dowodu otrzymujemy szereg wnioskéw Oczywiste uzasadnienie tych wnio-

skow opuszczamy.

Whniosek 1
Kazdy aksjomat posiada dowdd na podstawie zbioru pustego.
Whniosek 2

Kazdy element zbioru X posiada dowdd na podstawie tego zbioru, czyli X C
Ch(X).
2

Whniosek 3
Formuta majgea dowdd na podsiawie zbioru X, ma tez dowod na podstawie
dowolnego zbioru Y tekiego, 2e X CY
(X CY) = (Co(X) CCy(Y)).

‘Whniosek 4

- Jezeli formuta ma dowdd na podstawie pewnego zbioru formul, to istnieje

skoriczony podzbidr tego zbioru, wystarczajgcy do udowodnienia tej formuly.

III.l4._ Operacja konsekwencji

Powyzsze wnioski (2, 3) wyrazaja wlasnosci zwrotnodci i monotonicznoscl re-
lacji C'3. Odpowiednie wlasnoéci posiada réwniez C. Poza tym twierdzenie 1
stwierdza, ze (; posiada tez wlasnoéé idempotentnosci. Czy jest tak réwniez

w przypadku C,? Twierdzacs odpowiedZ zawiera nastepujacy lemat.

Lemat 2 ‘
Dla dowolnych X zachodzi Cq(C2(X)) C Ca(X).

Dowéd: Niech H € C{C5(X)), tzn. istnieje skoriczony ciag formul Fy, F,
..., F,, kohczacy sie na H a kaZda formula tego ?ciqgu jest badZ aksjoma-
tem, badZ elementem zbioru C,(X), badZ tez wynika z formul wczeéniej-
szych tego ciagu przez zastosowanie regul dowodzenia. Wybierzmy te for-
muly G1,Gy, ..., Gy spoéred Fy, By, . . ., Fy, ktére sa zatoZeniami, tzn. naleza
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do C3(X). Dla kazdej z tych formul istnieje zatem dowdd na podstawie X.
Niech ciagi formut G}, GL,...,GY, G3,G3,...,G3, ..., G5, Gk, ..., GE beda
dowodami odpowiednio dla G1, G, . . ., Gr. Rzecz jasna, wszystkie zalozenia
wystepujace w tych dowodach pochodzy z X. |

- Powréémy teraz do Wyjécibwegb ciagu formul Fy, F, ..., F,. Wystepu-
jace w nim formuly Gy, Gy, . . ., G zastepujemy przez ich dowody G1, Gi,. .. ;
GL, G1,GE,...,GE, .., G%,GE,...,GE. Na miejsce jednej formuty podsta-
wiamy prZefo ciag férinul, kofczacy .SiQ na fej wlaénie formule, Tak rozsze-
rzony cigg formul bedzie oczywiscie w dalszym ciagu dowodem dla H, tyle
ze teraz kazde uzywane w nim zaloZenie pochodzi z X. A zatem H € C2(X),

co koficzy (‘,l.('n.vv(.)d7 . |

Widzimy wiec, Ze operacja Cy jest réwniez operacjg zwrotna, monoto-
niczng i idempotentna. Skoro taki zestaw wlasnosci wystepuje juz po raz
drugi, zatem warto sie nad tym chwile zastanowié¢. Zaréwno operacja wyni-
kania C; jak i operacja, dowodzenia C; formalnie ujmuja pewne specyficzne
stosunki pomiedzy zbiorem formul i pojedyncza formula. W stosunkach tych
traktujemy mianowicie zbiér formut jako informacje z jakiché wzgledéw za-
akceptowane, a stowarzyszona z tym zbiorem formule jako logiczna konse-
kwencje z niego wynikajacg. Zaréwno (4, jak i €5 ujmuja formalnie rozsze-
rzenie zasobu informacji w sposob logicznie poprawny, tzn. tak; by z praw-
dziwych przeslanek nie wyciagano falszywych wnioskéw. Zgodnosé wlasnosci
tych operacji wskazuje zatem na glebsze podobiefistwo zachodzace pomiedzy
tymi stosunkami. Za Alfredem Tarskim wprowadzimy wiec pbjgcie charakte-
ryzowane przez wladnie taki zestaw wlasnodci: zwrotnodé, monotonicznosé,

idempotecja.

Definicja 9 [Tarski]
Funkcja zwrotna, monotoniczna i idempotenina odwzorowujgea zbiory formut
na zbiory formut nazywamy operacja konsekwencji w danym jezyku formal-

nym.

_ DEF

Operacja konsekwencji jest formalnym odpowiednikiem rozumowania po-

legajacego na wyprowadzaniu wnioskéw na podstawie danych przestanek.
Jest to jedno z centralnych pojec logiki. |
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Poznalidémy dotychczas dwie operacje konsekwencji w jezyku FOR, a
mianowicie C; i C;. Pare uporzadkowany ( jezyk formalny, operacja konse-
kwencji ) nazywamy systemem logicznym. Mamy zatem dwa takie systemy
i oczywisty problem: Jaki jest ich wzajemny stosunek? Na to pytanie odpo-

wiemy w nastepnym rozdziale.



Rozdziaf 1V

Metatwierdzenia

Przez twierdzenie klasycznego rachunku zdai rozumiemy formule, ktéra po-
siada dowdd na gruncie aksjomatyki KRZ. Omawiajac system logiczny, ba-
dajac jego wlasnosci, wypowiadamy pewne tezy, ktére nastepnie nalezy udo-
wodni¢. W ten sposéb uzyskujemy twierdzenia, ktdére co§ méwig o danym
systemie logicznym (np. to, Ze system posiada nieskoficzons iloé¢ formul
prawdziwych). Tego typu twierdzenia nazywamy metatwierdzeniami, jako
ze twierdzg co o danym systemie, opisuja m.in. wlasnodci twierdzei tego
systemu. Metatwierdzenia nie 3 - rzecz jasna — wyrazane w jezyku formal-
nym tego systemu, ale w precyzyjnym, lecz dowolnym jezyku, podobnym do
jezyka matematyki. Nazywamy go metajezykiem, jako Ze méwi o systemie,
ktory badamy. Nalezy wiec wyraznie odrézni¢ twierdzenia KRZ (tzn. formutly
posiadajace dowdd) od metatwierdzeri (tj. od udowodnionych faktéw doty-
czacych KRZ). Nawet jesli w dalszym ciggu wykladu nie zawsze przestr'zé-
gamy tego nazewniciwa, to z kontekstu bedzie za kazdym razem wiadomo,

czy chodzi o twierdzenie KRZ, czy tez o metatwierdzenie tego systemu.

1V.1. Twierdzenie o dedukeji

Pierwsze metatwierdzenie opisuje stosunek pomiedzy implikacja a operacja
konsekwencji . Glosi mianowicie, Ze implikacja jest prawdziwa dokladnie
wtedy, jesli na podstawie jej poprzednika moina wydedukowaé nastepnik.
Innymi slowy: przeslanke pozwalajaca na dedukcje pewnej formuly H mozna
traktowad jako poprzednik prawdziwej (bedacej twierdzeniem rachunku) im-
plikacji o nastepniku H.
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Twierdzenie 2 [Twierdzenie o dedukcji]
Dla dowolnych 2bioréw formut X oraz dla dowolnych formut H,G zachodzi:
X+t ->G<<= XU{H}FG.

Dowéd: (=) Za,kla,da.my, ze istnieje dowdd dla H — (G na podstawie X.
Tym bardziej istnieje wch'ta,ki dowéd na podstawie X, {H}. H ma oczywi-
écie dowdd na podstawie X, {H}. Sklada sie on z jednej linijki, ktéra moZna
dopisat do poprzedniego dowodu. Sfosuja},c regule. dowodzenia do ostatnich

dwoch linijek tego ciggu formnt, otrzyma,my dowod dla G na podstawie
X, {H}. |

(<=) Zakladamy, ze istnieje dowéd Fi,...,F, dla G na podstawie X,
{H}. Naszym celem jest przerobienie go krok po kroku na dowéd dla H - G
na podstawie X. Stosujemy w tym celu metode¢ indukcji ze wzgl@dﬂ na dlu-
goé¢ dowodu. Poniewaz jest to pierwszy dowéd tego typu, przeprowadzimy
go szczegodlowo.

Poczatek indukeji: Zakladamy, ze dowdd dla G na podstawie X, {H} skla-
da sie z jednej tylko linijki. Wtedy G jest aksjomatem badiZ zaloieniem,
tj. réwna sie H lub nalezy do X. Rozwaimy te przypadki po kolei. O ile
G jest aksjomatem badz elementem z X, to wolno go wplsax: do dowodu.
To samo dotyczy aks;oma.tu G = (H — (). Stosujac reguhg odrywa.ma do
tych dwdéch linijek otrzymamy H —'G. O ile za§ G = H, to skorzystamy z
faktu, iz H — H (patrz strona 35) mozna udowodnié bez zadnych zalozen,
a zatem H — G mozna udowodni¢ bez zadnych zaloien, a tym bardziej na
podstawie X. ' |

Zalozenie indukcyjne: Niech k bedzie dowolng liczba wigksza niz 1. Zakla-
damy, ze potrafimy przerobi¢ kaidy dowéd Fi,..., F; dla G na podstawie
X U{H} na dowéd dla H — (G na podstawie X, gdzie ¢ dowolna liczba
mniejsza od k. )

Krok indukeji: Niech Fi,..., F; bedzie dowodem dla G na podstawie X U
{H}. Jedli G jesf aksjomatem, elementem z X badZ jest réwne H, to po-
stepujemy dokladnie tak, jak na poczqtku. indukcji. Niech wiec G pojawi
sic w dowodzie dzieki zastosowaniu reguly odrywania. W takim razie wiréd
{Fi,..., Fx_1} istnicja formuly F; oraz F; — G. Na mocy zalozenia indukcji
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istniejg dowody dla H — F; oraz H — (F; — G) na podstawie X. Pola-
czymy te dowody, dopisujac aksjomat (H — (F; = G)) — ((H = F;) —
(H — G)). Podwdjne zastosowanie reguly odrywania prowadzi do zakoricze-
nia dowodu dla H — G na podstawie X.

A zatem kazdy dowéd dlugosci £ dla G na podstawie X, {H} da sig
przerobi¢ na dowéd dla H — G na podstawie X . Z dowolnoéci k wynika, 7e
jest to prawda dla dowodu dowolnej dlugoéci, a zatem dla wszystkich formut

G posiadajgcych dowdd na podstawie X U {H}. ' -
- |

Twierdzenie to bedzie czesto wykorzysﬁywa,ne w dalszej czedci wykladu.
Poza tym ma ono praktyi;zne zastosowanie w dowodach logicznej prawdzi-
wosci niektérych formul: '

Przyktad 3

Czy (H — F) - ((F = G} = (H = G)) jest twierdzeniem klasycznego
rachunku zdan? Na podstawie twierdzenia o dedukcji wystarczy w tym celu
wykazac, iz

H->F,F->GHV+G
co jest zadaniem zupehnie prostym. : -
EX

Technika wykorzystana w powyzszym przykladzie daje podstawe do wypra-
cowania alternatywnej syntaktycznej metody (obok a.ksjoma.tycznej) spraw-
dzenia prawdziwoéci formul. Przeprowadzanie dowodéw w tych systemach
logicznych jest zbliZzone do sposobéw dowodzenia stosowanych zaréwno w po-
szczegdlnych naukach, jak i w rozumowaniach potocznych. Z tego wzgledu
okreflamy je jako ,dedukcje naturalng”. Reguly dowodzenia w systemach
dedukcji naturalnej ustalaja — w sposéb przyblizony do intuicji - jak na
podstawie wierszy juz figurujacych w dowodzie mozZna dolaczyé nowe wy-
razenia o okreslonej postaci. Metoda ta bedzie blizej omawiana w dodatku

trzecim.

IV.2. Poprawnos¢ aksjomatyzacji

Latwo pokazaé, Ze C; jest niestabsza od Cf, tan. formuly, posiadajace dow6d

na podstawie zbioru formul, réwniez z tego zbioru wynikaja.
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Lemat 3 [Twierdzenie o poprawnosci aksjomatyzacji]
Dla dowolnej formuly H zachodzi: - H —> = H.

Dowéd: Jesli F H, to badz H jest aksjomatem, badz da si¢ wyprowadzié
na podstawie aksjomatéw przez modus ponéns. Niech H bedzie aksjoma-
tem. Latwo wykazaé, ze H jest tautologia, czyli = H. W drugim przypadku
wystarczy zauwazyc, ze regulta modus ponens zachowuje wlasnoéc bycia tau-
tologia. Jest to réwnie oczywiste: skoro H oraz H — F s3 tautologiami, to

F nie moze by¢ formula falszywa. TEM

Latwo uogdlnic¢ ten lemat na dowolne zbiory formul X.

Twierdzenie 3
Dla kazdego zbioru formut X oraz dle dowolnej formuty H zachodzi:
XFH= XEH.

Dowod: Zalézmy, ze istuieje cigg formul £, ..., F, bedacy dowodem dla H.
Wybierzmy wszystkie elementy zbioru X wystepujace w tym ciggu. Utwo-
rz3, one skoficzony zbiér {G1,..., G} C {F,..., F,}. Wprost z okreslenia
mamy {G1,...,Gn} - H. Twierdzenie 2 daje: '

(Gayo o G} FG1 = H
{G;;,...,Gm}I_GQ—)- (G] —}H)

PG = (.. = {Gi— H)..)
Zastosujemy teraz lemat 3 i wrocimy w odwrotng strone:

PEGn—(...»(G1— H)..)
{GutEGuma1 = (.. (Gi1—~ H)..)

:[GI)'-'aGm} |=H

Skoro {G1,...,Gn} C X, przeto mamy ostatecznie X | H, co konczy

dowdd.

THM
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IV.3. Niesprzecznoéé i zupelnoéé zbioréw formul

Wazng cecha systemu formalnego jest jego niesprzecznoéé. W klasyczoym
rachunku zdan érodki dowodowe sg tak silne, Ze ze sprzecznego zbioru formut
mozna wyprowadza¢ doslownie kazda formule:

H,-HFG.

Przy tym nie musi to byé sprzecznoéé , jawna” jak w powyzszym przykla-
dzie, lecz wystarczy, by pare sprzecznych ze sobg formul moina wyprowadzié
ze zbioru przeslanek.

Pamietajac o tym, Ze system logiczny sluiy.do formalnego ujecia me-
chanizméw wyprowadzania wnioskéw z posiadanej wiedzy, sprzeczne zbiory
formul sg tu bezuzyteczne: skoro na podstawie takiego zbioru zalozen potra-
fimy udowodni¢ wszystko, to na takiej bazie nie jestedmy w stanie odréznié
prawdy od falszu. Mozna powiedzied, Ze sprzecznosci powoduja ,eksplozje”.
Co prawda, nie éwiadciy to najlepiej o adekwatnoéci systemu klasycznego ra-
chunku zdas. Praktycznie kazdy zbiér przekonan aowolnej osoby jest zbiorem
do' pewnego stopnia sprzecznym. Istnieja inne systemy logiczne, ktére bar-
dziej subtelnie traktuja sprzecznoéci wystepujace w zbiorach przestanek. Po-
wyzsza wlasnoéé KRZ jest zatem jeszcze jedna niedogodnodcia, ktdra trzeba
zaakceptowac w imieniu technicznej prostoty tego systemu.

Definicja 10 Zbidr formut X jest zbiorem sprzecznym wiw istnieje formula

H taka, 2e X + H oraz X +-H .
DEF

Odpowiednio méwimy, Ze zbidr formut X jest niesprzeczny wtw nie jest
sprzeczny, tzn. dla dowolnej formuly bad# ta formula, badZ jej negacja nie
ma dowodu na podstawie X. Nastepujacy lemat podaje alternatywna cha-

rakterystyke zbioru sprzecznego.

Lemat 4
X jest sprzeczny <= dla dowolnej formuly H zachodzi: X - H.

Dowéd: (<) oczywiste
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(=) Niech F bedzie taka formula, ze zaréwno X F F jak i X F —F.
Skoro - F' — (—F — H) a tym bardziej X - F — (—F — H), gdzie H jest
dowolna formuly, przeto podwdjne zastosowanie reguly odrywania prowadzi

do X - H.
°

Powyiszy lemat ilustruje, w jaki sposéb zbior sprzeczny ,eksploduje”
w klasycznym rachunku zdan. Zwracamy jeszcze uwage na prosty zwigzek

zachodzacy miedzy sprzecznodcia a dowodliwoécia:

Lemat 5 _ -
Jesli X I/ H, to X U{—H} jest niesprzeczny.

Dowéd: Prowadzimy ten dowéd przez transpozycje, tzn. zamiast udowodnic

teze w postaci sformulowanej powyziej, wykazemy stosunek réwnowazny:
Jesli X U {=~HY jest sprzeczny, to X + H.

Metoda dowodu przez transpozycje opiera si¢ na pewnej tautologii, zwanej

prawem tra.nspozyéji: H —+ F = -F — -H. Przypusémy wigc, 2e z

XU{~H?} wynika dowolna formula, np. —~(H — H). Z twierdzenia o dedukcji

mamy, 7e
XtF-H—=-(H~+H)

a zatem, na mocy prawa transpozycji dostaniemy po zastosowaniu reguly
odrywania - '

X+ (H— H)— H.

Skoro H —+ H ma dowdd na podstawie aksjomatyki, przeto ma dowdd na
podstawie dowolnego zbioru, a zatem réwniez i na podstawie zbioru X. Po-

nowne stosowanie reguly odrywania daje wiec
XFHH,

co kohiczy dowdd.

LEM
Z podobnych powodow zachodzi

Lemat 6
Jesli X U {H} jest sprzeczny, to X - —H.
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Dowéd: Niech symbol T oznacza dowolny aksjomat. Z X U {H} F =T

otrzymujemy na mocy twierdzenia o dedukcji oraz prawa transpozycji X +

T — —H, azatem X + —I1.

Zbidr niesprzeczny moze by¢ zawarty w innym zbiorze niesprzecznym.
Méwimy, ze zbiér zawierajacy go jest jego rozszerzeniem, Specjalne znaczenie
maja te zbiory niesprzeczne, ktére sa ,rozszerzone do granic mozliwosci” —

kazde dalsze rozszerzenie doprowadza do ,eksplozii”:

Definicja 11 Zbior formut jest zupelny (maksymalnie niesprzeczny) wiw

jest niesprzeczny, a dowolne jego rozszerzenie jest sprzeczne. TEF

Definicja 12 Zbior formut X jest teoria wtw jest domknigty na konsekwen-
cje, tzn. jesi X F H, to H € X albo réwnowaznie, jesli H¢ X, to X/ H.

DEF

‘Uwaga X I/ H znaczy, ze H nie ma dowodu przy zalozeniach X.

Twierdzenie 4
Kazdy zbior zupetny jest teoriq.

Dowéd: Niech X bedzie zbiorem zupelnym. Przypuéémy, ze formula H do
niego nie nalezy. Zatem X U {H} jest rozszerzeniem zbioru X, czyli jest
zbiorem sprzecznym. Na mocy lematu 6 zachodzi X F —H. Skoro X jest
niesprzeczny, zatem X tf H. A zatem H ¢ X prowadzi do X I/ H, tzn. X

jest teoria. THM

Odwrotna zaleznoéé nie zachodzi: zbiér wszystkich formut jest teoria, lecz
nie jest, rzecz jasna, zupelny. Zbiory zupelne sa naprawde ,,duZe”. Zachodzi

mianowicie nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5 _

Niech X bedzie zbiorem zupeinym. Dla dowolnych formut H i F zachodzi:
1° H eX<=H¢X,

2 HANFeX<HeXoraz Fe X,

3 HVFeX <> He X Wb Fe X,
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4 H=FeX <> HeX ww FeX,
5 HoFe X< jesiHe X, to Fe X.

Dowdd: ad 1° (<) Niech H ¢ X, zatem X U {H} jest sprzeczny. Na mocy
lematu 6 dostaniemy X + —H, a skoro zbiér zupelny jest teorig, przeto
—H € X. (=) Skoro tak, to z kolei H ¢ X, bo X jest niesprzeczny. Pierwsza

réwnowaznoéé zostala zatem wykazana.

ad 2° (=) Niech X F HAF. Skoro HAF — H jaki HAF — F sy
aksjomatami, przeto maja dowody na podstawie X. Regula odrywania daje
odpowiednio X - H oraz X - F. Poniewaz X jest teoria, zachodzi H € X
oraz F € X. (<) Z tego z kolei otrzymujemy natychmiast X + H oraz

X F F. Podwéjne zastosowanie reguly odrywania do twierdzenia 7. (patrz
str. 55) H = (FF = HAF) daje nam X - H AP, skad wynika, ze HAF € X.
Przypadki 3° i 4° dowodzi si¢ analogicznie.

ad 5° (=) Niech X - H — F oraz H € X.Zatem X - H,stad X - F
oraz F € X, bo X jest teoria. (<) Niech, na odwrét, H ¢ X lub F € X,
co jak latwo zauwazyC jest réwnowaine prawej stronie 5°. W pierwszym
przypadku X U {H} jest sprzeczny, a zatem F z niego wynika. Na mocy
twierdzenia o dedukecji otrzymamy X + H — F. Jeéli z kolei /' € X, to
skoro F — (H — F) ma dowé6d na podstawie dowolnego zbioru, przeto
regula odrywania daje i w tym przypadku X - H — F. ' THM

Okazuje sie, ze kazdy zbidr niesprzeczny jest zawarty w pewnym zbiorze
zupetnym. Mozna nawet wskazaé metode, w jaki sposéb go znalezé: bedziemy
stopniowo rozszerzal dany zbiér formul do maksymalnych granic.

Twierdzenie 6 [Lemat Lindenbauma)

Kazdy niesprzeceny zbior zawiera sig w jakims zbiorze zupelnym.

Dowdéd: Niech X bedzie zbiorem niesprzecznym. Skoﬁstruujemy zbidr zu-
pelny, ktéry zawiera X. Wyobrazmy sobie w tym celu, Ze wszystkie formuly
zostaly ustawione w ciag: Hy, Hy, ..., H;, ... Wykonujemy nastgpujacy al-
gorytm. Rozpatrujemy kolejhe elementy tego ciagu pod tym wzgledem, czy
mozna je dolaczy¢ do zbioru, nie powodujac jego sprzecznoéci. A zatem do-
laczymy H; do X dokladnie wtedy, gdy zbidr X; = X U{H,} jest w dalszym
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ciaggu zbiorem niesprzecznym. Jesdli wiec dolgczenie formuly Hp czyniloby X
sprzecznym, to X; = X . Nastepnie w analogiczny sposob postepujemy z for-
muly H;, uzyskajac zbiér X itd. Powstaje monotonicznie wzrastajacy ciag
zbioréw X = X; C X2 C ... C X; C ... Przez Y oznaczamy sume Unew Xn-
Wykazemy, ze Y jest szukanym zbiorem zupelnym.

1° (niesprzeczno$é) Przypuéémy, ze Y jest zbiorem sprzecznym. Istnicje
wiec formula H taka, e Y + H oraz Y + —H. Skoro w ka.idym z tych
dowodéw wykorzystuje sig tylko skoriczona ilos¢ praestanek {Fi, Fy, ..., Fi}
oraz {G1,Ghq,...,Gn}, a poza tym kazda 7 tych formul jest jednym z ele-
mentoéw powyZszego ciaggu wszystkich formul, przeto posréd zbioréw skon-
struowanych istrieja takie zbiory X; oraz X, ze X; - H oraz X; - —~H. Bez
ograni(;Zenia. ogdlnoéci rozwazah mozemy przyjaé, ze X; C X;. Stad wynika
sprzecznosé zbioru X;. A zatem takiej formuly H byé nie moie, czyli Y jest
zbiorem niesprzecznym. o ' ' '

2° (maksymalno$é) Naleiy wykazal, ze kazde rozszerzenie zbioru Y jest
sprzeczne. Niech wiec dla pewnej formuly H zachodzi H ¢ Y. H oczywiscie
wystepuje w zbiorze wszystkich formut. Niech H = H,. Skoro H, ¢ Y,
przeto formula ta nié zostala dolaczona wtedy, kiedy o tym decydowano
(w n-tym kroku konstrukcji ciagu). Dla takiej decyzji mégl istnie¢ tylko
jeden powdd: dolaczenie H, czyniloby zbiér X,—, sprzecznym! A zatem
Xpn—1U{H,} jest sprzeczny. Tym samym sprzeczny jest zawierajacy go zbior

Y U {H}. To koiiczy dowdd.
THM

Twierdzenie Lindenbauma ma wazne konsekwencje. Wynika z niego m.in.
zwiazek pomiedzy niesprzecznodcia dedukcyjna (cecha syntaktyczna) a po-

siadaniem modelu (wlasnos$¢ semantyczna):

Twierdzenie 7 [Twierdzenie o niesprzecznosci]

Dowolny zbidr formul jest niesprzeczny wtw posiada model.

Dowéd: (=) Niech zbiér formul X bedzie niesprzecznym. Zawiera si¢ zatem
w pewnym zbiorze zupelnym Y. Ten zbiér pozwala na okreslenie funkcji v
ze zbioru AT w {0,1}, bedacej wartoiciowaniem, w nastepujacy sposéb:

v(p)=1 < peY.



v.a. Niesprzecznos‘é i zupelnodé zbioréw formut . 49

Okazuje sie, ze to wartosciowanie daje podstawe do konstrukcji modelu dla
tego zbioru. W tym celu wystarczy wykazac, Ze dla dowolnych formut za-
chodzt:

v(H)=1 <= HeY.

MozZna to w prosty sposéb wykazaé za pomocg indukeji ze wzgledu na bu-
dowe formul. Poczatek indulg(:ji jest oczywisty, gdyz tak wladnie zostalo do-
brana funkeja v. Krok indukcji opiera si¢ na definicji wartosciowania oraz na
odpowiednich punktach udowodnionych w twierdzeniu 5.

Otrzymamy w ten sposéb potwiefdzenie, ze v weryfikuje wszystkie for-
muly z Y, a wiec jest modelem tego zbioru. Tym bardziej zachodzi, Ze funkcja
ta jest szukanym modelem dla zbioru X. '

(<) Przypusémy, Ze istnieje wartoéciowanie v, bedace modelem dla X.
Niech pomimo .to, zbior X bedzie zbiorem sprzecznym. Skoro dla dowolnej
formuly H zaréwno H jak i -H posiadaja dowdd na podstawie X, przeto
v(H) = v(—~H) = 1 (korzystamy stad, ze X + H = X EH).ZvH)=1
za$ wynika, ze v(~H ) ——--.0, czyh..l =0, co jest spr;ecznosm@. THI

Twierdzenie to mozna uznaé za skromne, lecz precyzyjne stwierdzenie
faktu, Ze istnieje (w postaci swojego modelu) dokladnie to, co jest nie-
sprzeczne. Istotnie, jest to pojecie istnienia, ktére przyjmuje si¢ w dziedzinie
klasycznej matematyki.

Twierdzenie to obecnie postuzy nam do konstrukcji wczesniej zapowia-
danego modelu. Przypominamy, Ze naleZy jeszcze wykazad, iz formuta wyni-
kajaca ze zbioru formul ma dowdd na podstawie tego zbioru. Udowodnimy

wiec:

Twierdzenie 8

Dla dowolnych X C FOR zachodzi: X FH — X+ H.

Dowdd: Niech X = H. Wtedy X U{~H} nie posiada modelu, a wiec jest to
zbior sprzeczny na mocy twierdzenia 7. Z lematu 5 wynika X + H.
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IV.4. Podstawowe wlasnosci KRZ

Bezposrednio z twierdzen 3 i 8 wynika obserwacja, ktéra ostatecznie ustala

stosunek pomiedzy operacjami konsekwencji - oraz |= .

Whiosek 5 [Twierdzenie o pelnosci]
Dla dowolnych X C FOR zachodzi: X = H <— XF H.

Dowéd: oczywisty. :

W szczegolnoéci oznacza to, ze mozna udowodnié kaz’d@ tautologie: for-
mula wynikajaca z pustego zbioru zalozefi ma dowéd na podstawie zbioru
pustego. Pojecie ta,utologn jest wiec ~ w klasycznym rachunku zdan — réwno-
znaczne z pojeciem twierdzenia, prawda w sensie syntaktycznym i w sensie
semantycznym sg ze soba identyczne.

Co wiecej, _akspma,tyczny system (FOR,F) jest toisamy z systemem
{(FOR, |E) okredlonym semantycznie. Mozna to tak ujal, Ze oba systemy
okreélaja jeden rachunek logiki: klasyczny rachunek zdan. Systemy aksjoma-
tyczne i semantyczne, ktdre sa polaczone twierdzeniem o petnosci, traktu-
~ jemy jako rézne postacie jednego i tego samego rachunku logicznego. O ra-
chunku tym da sie¢ powiedzieé, Ze jest on aksjomatyzowalny oraz pelny. Dla
pierwszego sadu przyjmujemy okreslenie klasycznego rachunku zdan jako
systemu semantycznego i rozumiemy twierdzenie o pelnoéci tak, ze istnieje
dla niego adekwatna posta¢ w formie systemu aksjomatycznego. W drugim
przypadku patrzymy na klasyczny rachunek zdan odwrotnie, jako na aksjo-
matyczny system, a twierdzenie o pelnodci interpretujemy jako wyraz faktu,
ze istnieje klasa modeli, ktéra weryfikuje doktadnie wszystkie aksjomaty i
formuly z nich wyprowadzalne.

Wilasnosci aksjomatyzowalnoéci 1 pelnosci s3 waznymi cechami rachun-
kéw logicznych. Trzecia wlasnoécia, o réwnie duzym znaczeniu, jest ,Toz
strzygalnosé”. Rachunek jest rozstrzygalny, kiedy istnieje efektywna metoda
ustalajaca dla dowolnej formuly tego rachunku, czy jest ona w nim praw-
dziwa. Metoda jest efektywna dla rozwi@zaﬁia danego problemu, jezeli za-
dana jest wyczerpujaco i jednozn_acznie, a przeto prowadzi z logiczng ko-

niecznoscia kazdorazowo do poprawnej odpowiedzi.
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Definicja 13 _
Zbior formul X nazywamy rozstrzygalnym, jesli istnieje efektywna metoda,
ktora pozweala stwierdzic dla kazdej formuty H, c2y H € X.

System (FOR, C) nazywamy rozstrzygalnym, jesli jego zbidr twierdzert C(§)
Jest rozstrzygalny (C jest operacjg konsekwencyi).

Rachunek logiczﬁy Jjest rozstrzygalny jesli isinieje dla niego system rozstrzy-
galny. DEF

Okazuje sig, ze KRZ jest rowniez rachunkiem rozstrzygalnym.

Twierdzenie 9 [Twierdzenie o rozstrzygalnoéci]

KRZ jest rozstrzygaelny.

Dowéd: Metoda zero-jedynkowa jest efektywna metoda sprawdzenia, czy

dowolna fi la jest tautologia ki hunku zdai.
owolna formula jest tautologia klasycznego rachunku zdan THM



Dodatek .1‘
Przyktady dowodow

1.1. Dalsze twierdzenia

System aksjomatow po?iany_ na stronie 34 pozwala na dowodzenie dalszych
twierdzef. Podamy kilka kolejnych przykladéw wraz z dowodami. Proponu-
jemy ich przeéledzenie, a nastepnie samodzielne powtdrzenie. Dla ulatwienia
podamy po kazdej formule uzasadnienie, dlaczego wolno dana formule dota-
czyé do dowodu. ' C '

Twierdzenie 1
H—H

Dowéd byt podany na stronie 35. THM

Twierdzenie 2
(H— F)— F, o ile H jest tezq.

Dowéd byl podany nja‘. stronie 35. THM

Twierdzenie 3
(H— F) = (H—= GQ)), oile (F— G) jest tezg.

Dowéd: 1. (H =+ F) = ((F - G) = (H = G)) aks 2
2 (F2G) 5 (H-G) =2 (H-G) tw 1: H/(F > Q); F/(H - G)
3. [(H-F)2(F-GQ@) 2 (H-G)]—
S {{((F-G@) > (H-G)—>(H->G)]—>
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= [(H—=F) = (H>G)},
aks 2: Hf(H = F); FI({(F=2 Q)= (H-> Q);G/(H - G)
1. [((F>GQ)»(H-@) > H-@)) -

= [(H-> F)—= (H = Q)] MP 3, 1
5. (H—F)— (H—=G) MP 4, 2
' THM

Twierdzenie 4
H - (~H - F)

Dowéd: 1. H — (-F — H) aks 1: F/-F
2. (Ha (-F-aH) > {[(-F—=H)—> (-H—>
— = F)] = [H = (-H = —-~F)]}
aks 2: F/(~F = H); G/(=H — =—F)

3.[("F = H) = (-H = —F)] = [H~ (—H &5 —F)] MP 2,1
4. (-F = H) = (—H — ~~F) aks 13: H/-F;FfH
5. H— (-H > —-—F) . MP 3,4
X 6. (~H — ~F) = (-H—~F) tw 3: Hj~H; F/~~F;G[F

. {=—F — F} jest aksjomatem
7. [H — (—|H - —F)] = {[( -H — "|"|F) = (~H > F)] -

. 2 H- (-H- PR} aks 2: F/(~H — =~=F); G/(-~H = F)
8. [(-H = -—F) 5 (~H 5 F)] > [H - (—-H — F)] MP 7, 5
9.H— (-H— F) _ : MP 8, 6

' ' THM

Twierdzenie 5 [sylogizm Fregego]
H=2F-G)=[(H=F)—= (H- F)

Dowéd: 1. [{H — F) +[(F=2G) - H->Q)->{(F-
G+ (H=GQ))=-H--(H-G)]—
= [(H—=F)—= (H- (H->G))]}
aks 2: Hf(H - F); F/{((F - G) = (H -+ Q));
. G/(H—= (H- &)
2.(H—F)=[(F=2G)— (H=G)] _ aks 2
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3.[F-C)2 (H-G)] = (H->(H-oG)}—
— [(H— F) = (H - (H = G))] MP 1, 2
4. (H = (F - G)) = _
S [[(F=-G) = (H-G))—(H—=(H—>QG))
: : aks 2: F/(F = GQ); G/(H - Q)
[(H—> (Fo@) = [F>G6) - (H-G)]—
. S HosH-o-O)) =2 {(F-G)—» (H—
@) H-HoG))~»[(H->F)—(H-—
—+{(H->0))} - {(H-— (F —>IG)] - [(H =
—+F) = (H— (H=G)Y) o
| ke 2 H/(H - (F = G));
L F/(F = G) = (H— G = (H = (H = Q)
; CG(H - F)= (H= (H— Q)]
6 H{l(F=G) =+ (H-QG)]2(H=(H->G)]—
S [(HoaFRSHSH-SO) - {H- |
S (Fo@)=»[(H-F) - (H- (H->G)} MP 5, 4
T.(Ho(F-G)=[{H=F)= (H— (H- Q)] MP 6, 3
8.[(H— F)— (H— (H—G))] =
—)[(H—)F)—> (H = G)]
tw 3: H/(H ~ F); F/(H - (H > G)); G/(H > G);
[(H—{(H - GYY = (H— G)] jest akSJomatem
9.(Ho (F2G) = [(HoFy» (H= (H>
G- {[{(H=F)>(H->(H—=G)] >
S[(H=F) 2 H-2-[(H—= (F->G)—
—[(H—=F)— (H=G&)]} '
" aks 2: H(H = (F - GQ));
F/I(H > F) > (H— (H = 6);
. o . . . G(H=aF) 5 (H-&]
10.[(Hs F) s (Ha (Hs G s (HoF) = S
—+(H—+G)]1—)[(H—>(F—>G))—+(H—+F)—> _ o
| - (H Q)] S MRET
1. (H= (F.o G)) = [(H—F)—~ (H— G)] K MP 11, 8
: - |rHM
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Twierdzenie 6
[H—= (F 2 G) = [F— (H=G)

Dowdd: 1. [F — (H = F)] =
S {[{(H=aF)=+(H=aG)]—=[F—- (H-G)]}
 aks 2: H/F;F/(H - F);G/(H - G)
2.F = (H—F) aks 1: H/F; F/H
J[(H=F)2{HoaG@))»(F-»H-G) MP 1, 2
4. [(H2(F-GQ)~»[(H=F) - (H- Bl =
—{{HoF) 2 (H-o2G]-2(F>(H->
= @)= [(H > (F—G) = (F— (H = )}
aks 2: H{{H — (F =+ Q)); F/[(H = F) - (H = F)};
G/I{F = (H—=Q))

i

5. (Ha(F-G)-[(H—=F)— (H-G)] tw 5

6. [(HoF)—>H-2Q]=[FoH-@)]-{(H—
-+ (F 2 Q)= (F—~»(H- Q)] MP 4, 5
TH-F-oG)2(F2(H-G) MP 6, 3
THM

Twierdzenie 7
H—-s(F—>HAF)

Dowéd: 1. (H— H) = (H— F) - (H—= HAF)) aks 6: F/H;G/F
2.H—+H ' tw 1
JJ(H-F)»(HHAF) MP 1,2

4 (FoH-F)S{(HoF)>(H-oHAFP)] -
= [F—=(H—> HAF)])} aks 2: H/F; F/{{H — F);G/(H = H A F)

5. F -+ (H = F) aks 1: H/F, F/H
6.[(H—oF)»(H—-HAF)]=2[F>(H—-HAF) MP 4, 5
7. F—(H—> HAF) MP s, 3

B.[Fa2(H—-HAF)]-[H—- (F> HAF)
tw 6: H/F; F/H;GJ(H A F)
9. H—~ (F—- HAF) : MP 8, 7
' THM
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1.2. Alternatywne aksjomatyzacje .

Podany w przedstawianym tutaj wyktadzie system aké.jomatéw nie jest je-

dynym mozliwym. Przyjmujac inny system zmienia sie sposéb dowodzenia

twierdzefi. Dana niech teraz bedzie nastepujaca aksjomatyka KRZ:

SANE o

© © N

10.
11..

12.
13.
14.

H — (F— H) _
(H=(F->G)— (H- F)— (H—-G))

HAF - H
HAF— F
H—s (F-HAF)

Ho HVF
FSsHVF o -
(H—F) = ((G=F) =+ (HVG~ F)).

(H=F)- (H—~F)

(H=F)— (F -~ H)

(H—=Fy— (F—H)—> (H=F))
(H—= F)— ((H— ~-F)— —-H)
H— (-H - F)

-—H s H

H—->FH

Na podstawie tej aksjomatyki mozna ndowodnié nastepujace tezy:

Twierdzenie 8 _
a) (F2G)—» (H—>F)—- (H->G))
b)(H—-F)—> ((F >G) = (H-G))

Dowéd: 1. (HS(FoG)—» (H~F)— (H . G)) aks 2
2. [(H— (F=G) = [(H—F) = (H-~G)]| -

S+ {F=G)=[(H=3(F=G)=[H—-F)-> _
—+(H—= G}  aks1: H/[(H~ (F—= G)) = [(H— F) = (H- &)};

F/(F = G)
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3. (FG)=[(Ho(F-Q)— :
= [(H— F)— (H-= &) MP 2,1
4 {(F-G)2[Ho(F-G)=2[(H-F)— (H—
> @M = {l(F = G) = (H = (F - G))] -
= [(F=G) = [(H—+F)— (H->&)]}
 aks 2: Hf(F = G); F/(H = (F = GQ));
| G/[(H - F) - (H = G)]
5.[(F =G (H(F->-@)->[(F-G)— :
S [(HoF)= (H->@)] : - MP 4, 3

6. (F—G)— (H— (F->G)) aks 1: H/(F > G); F/H

T(F=2G)=(HoF)-= (H=>G) MP 5, 6
' koniec dowodu czesci a)
B(FG)w[(H=F)>H-G)] - {{(F—-
2@ (H-oP]=2[(F->6G) - {H-G)]}
aks 2: H/(F — G); F/(H — F); G/(H = G)
9.[((F=2GQ) = (H—-+F))—={(F=-G) - (H->G)] . MPs8, 7T
; W.[(F>G) 5 (H-F]-[{(F-G)— (H—
i SN {H=E) = [(F2G) —
i S (H= F) = [(F—C) = (H - &)}
aks 1 H/[(F—) G = (H—= F); F/{(F— G)
1. (H = F) > (F—>G)~+(H—>F)] —{(F=G)—
— (H = G}]] MP 10, 9
122.{(H=F) = [[(F2G) > (H-o F)]>[(F—
G = (H= O} = {(H= F) =
S [(F2G) = H-F))]-[(H-F)—
= [(F—= G) = (H -]}
aks 2: H{(H = F); F{/[(F = G) = (H - F);
G/[(F = G) = (H - @)

B.[(H=aF)=>[(F=-G) - (H-

= F)] = [(H = F) =2 [(F > G) =.(H - G}]] MP 12, 11
U. (H— F) = [(F—=.G)— (H— F)] aks 1: H/(H = F); F/{F - G)

15. [(H— F) = [(F = G) = (H = G)]] MP 13, 14
?' THM
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Twierdzenie 9

Dowéd: 1. (H —+ F) - ((H — -F) - -H) aks 12
2.[(H— F)— ((H— ~F) = -H)]—
— [~F.=+ [(H = F) = ((H — ~F) = ~H)]]
- aks 1: Hi{(H = F) = (H - —~F) =5 -H); F/-F
3.F 2 [(H— F) = (H— ~F) » —=H)] MP 2, 1
A [AF{(H—=F)~ (H—-F)>5-H)]] -
S [(=F = (H—= F) = [-F = (H = -F) = -H)]]
aks 2: H/~F; F{(H = F);G/((H — =F) — ~H)

5. (=F = {H = F)) - [-F = ({(H = —F) - —H)] MP 4, 3
6. (~F = ((H=-F)—>-H)) > {(-F = (H— ~F)) >
- (~F = -H)] © aks 2: H/-F;F{{(H = =F);G/-H

7.[(-F = (H—F)) = (~F = ((H— -F)—>-H)] -
= {[(-F = ((H—> ~F)=-H) =5 [(-F >
= (H—=>-F) = (-F—=+-H)]|=[~F—->(H-—
— F)) = [(-F = (H » -F)) - (-F - -H)]|}
twlb: Hf-F — (H 5 F);
F/~F = ((H = ~F) - ~H);
G/(~F = (H = —F)) = (~F - ~H)
8.[(~F—= (H—--F)=>-H)=[(~F=(H-
= -F)) = (-F = -H)]] =&
S [(-F > (H—= F)) 5 [(-F > (H— ~F)) = (-F - -H)]]
o MP 7,5
9. - F>H-F)=[(~-F=>(H—-F)) = (-F—>-H)] MPs6
10. {{(~F = (H = F)) = [(~F = (H — ~F)) =
= (wF > -H)} > {{(-F->(H—> F))->
= (F—=(H-2-F))]=[(~F—=(H-> F))—>
= (~F » -]} " aks 2: H/(—F = (H —» —F));
| G/(—;F - (H = F)); F{(~F - =H)
1L.[(~F>(H=2F)> (-F > (H->-F))] >
=+ [(-F =+ (H = F)) = (-F = ~H)] MP 10, 9
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12. "F =3 (Ho-F))yo> [(-Fo(H->F) =
— (-F = (H = -F)))
aks 1: H{(-F — (H - —~F)),F{(-F - (H = F))

13. (—1F — (H —3 —vF))_ ‘ aks 1: H/~F;F/H
14. (-F = (H = F)) = (-F = (H — -F)) _ MP 12, 13
15. (-F = (H —+ F)) = (-F - -H) MP 11, 14

16. [(~F = (H = F)) = (-F »> =H)] > [(H = F) —
— [(~F — (H = F)) = (-F = =H)]]
aks 1: [H/(~F = (H = F)) » (=F = ~H)|; F/(H = F)
17. (H = F) = [(~F = (H = F)) = (=F = =H)] MP 16, 15
I8.{(H—= F)—» ((=F = (H = F)) = (-F = -H))] >
{{H>F)=s (~F-> (H-F)]-[(H-
—+ F) = (-F — ~H)]}
aks 2: H/(H = F); FJ/(=F — (H = F)); G/~F = ~H
19.(H3F)—= (~F— (H— F))]—

— [(H —3 F) — ("1F —)—|H)] MP 18, 17
0. H2F)5(F—H-F) aks 1: H/(H = F); F|-F
21. (H =+ F) = (-F — —H) - MP 19, 20

THM ]

Twierdzenie 10
—l(H/\F) =aHvV-F

Dowod: 1. HAF - H ‘ : aks 3
2.HAF S F _ aks 4
J.(HAF = H)— (~H—-(HAF)) ,‘ twq H{(HAFY,F/H
4. -H > -(HAF) _ _ - ' MP3,1
6(HAF%F}+hFﬁﬂWWFD"( . tw@ H/(HAF)

6 -F o -(HAF) . o L MPs,2

7. (~H = ~(H A F)) > [(~F — =(H A F)) —
—)(("ﬂHV"IF)—)«ﬂ(H/\F))] 7
:  aks 8: H{(~H); F/(~(H A F)); G/(~F)
8. (wF=a-(HAF))= ((mHV-F)—>-(HAF)) MP 7, 4
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9. (HV-F)3-(HAF) - MP 8, 6

10. -H — (-H vV -F) aks 6: H/(=H); F{(~F)
11.-F - (-HV~F)" aks 7: H/(~H); F/(~F)
12. (~H 5 (~H V =F)) = (=(~H V ~F) = = H)

' _ o iw@: H/(~H); F/(~HV —F)
13. =(~H vV -~F) - —H MP 12, 10
14. —H - H - aks 14
15. (~(-HV-F) » —-=H) = [(~—H — H) =

= (~{(—H V —~F)} =+ H)] tw 1 b: Hf(~(~H Vv -F)); F/(-—H); G/H
16. (——H =+ H) = (-(~H V-F) - H) MP 15, 13
17.-(~HV-F)3 H MP 16, 14
18. (F = (-HvV —-F)) — (—1(-'1H VaF) & —=F)
tw 2: H{(~F), F/(~HV ~F)
19. =(~H V-F) - -—~F : MP 18, 11
20. ~F 3 F ' ' aks 14: H/F
21. (=(-HV ~F) = ==F) = [(-~F = F)— .
— (=(=H V =F) - F)] tw8 b: H/(~(=H Vv ~F)), F/(-~—F),G/F
22. (+=F = F) = (=(=H V ~F) = F)  MP 21,19
'23. 5(~HV~F)—> F MP 22, 20
24. H= (F5> HAF) aks 5
2. (H (F+HAF)>[~(~HV-F)—>
=+ (H = (F = HAF))]
aks 1: H/(H = (F — H A F)); F/~(=HV =F)
26. 5(-HV-F) = (H— (F 2 HAF)) : MP 25, 24
27. [>(-HV-F) =+ (H > (F > HAF)]—
— {[—I(—!HV —-F) -3 H] — ['1(—|HV“1F) — (F—)
- HAF)]} aks 2: H/—~(~HV ~F); F/H:G/(F — H A F))
28. [~(~HV ~F) = H| 5 [~{(-HV ~F) —» (F - HA F)] MP 27, 26
29. 2(~HV~F) 5 (F3 HAF) MP 28, 17
30. C(-HV-F) 2 (FoHAF) - [~ (—-HV—|F) —
—)F]—)-[ﬂ("lHV"IF) —}H/‘\F]
aks 2: H/~(~H Vv =F);G/{H A F))
31.[(~HV-F) 3 Flo [~(~-HV-F) 5 HAF] - MP 30, 29


http://-i-.fr

37.
38.

39.

B 40.
: 41.

?
32.
33.

34.
35.

36.
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(~HV-F)—+ HAF ‘ MP 31, 23
(~(~HV~-Fy—> HAF)— (~(HAF)—

— ~—(=H V - F)) tw: H/~(=HV -~F); F/(H A F)
—;(H A F) — —1—1(—|H \' —IF) MP 34, 33
——(—~HV-F) 5 -~HV-F .

aks 14: H/(—=H Vv —F)
[-(H A F)i — —(—H V-F)] = [(=~(-H VvV -F)— .
—+-HV-F) = (~(HAF) 5 -HV-F)]
tw & b: H/—~(H A F); F/~~(~HV ~F);G/(~HV —F)

(—l—|(—1HV—|F) —-+—1HV"1F) — (—l(H/\F) —+
— —H V) ' MP 36, 34
(~(HAF)— -HV-F) MP 37, 35

(«(HAF)—»-=HV-F) = [(~HV-F = ~(HAF)) =
— (=(HAF)=-HV-F))
aks 11: H/~(H A F); F{(~H v =F)
(«HV—F < ~(HAF)) = (~(HAF)=-HV-F) MP 39, 38
~(HAF)=-HV=-F - MP 40, 9
THM

Wykorzystujac idee poprzedniego dowodu (kroki 24-32) mozna udowod-

ni¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenile 11

(HF)=(H-G) = (H=>FAQG))

THM

Podamy jeszcze jedna aksjomatyke klasycznego rachunku zdan:
1.

H— (F— H)
(H— F)—= ((F=+G)» (H = G))
((Hf}F)—>H)—>H

HAF - H
HAF S F o
(H=F)~ ((H—>G)— (H-> FAG))
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7 HoHvVF
8. FsHvVF
9. (H>F)—~(G—=F)-> (HVG— F)
10. (H=F)— (H—=F)
11. (H=F)—= (F—> H)
122 (HoF)->({(F2H->(H=F)
13. (H— F)~ (-F - —-H)
14, H——-—H
15. -—H - H
H>FH
F.
Twierdzenie 12
H—H
Dowéd: 1. (H = F) — H) = H " aks 3
2. H = ((H— F)— H) | aks 1: H/(H — F)

3. Ha(H—-F)-H)—>[({((H>F)=H) —
—+ H) =+ (H - H)]
' aks 2: F/({(H - F)— H);G/H

4. (((H—=F)—= H)— H)— (H— H) MP 2, 3
5 H—H MP 4,1
-
Twierdzenie 13 -
HAF—FAH
Dowéd: 1. HAF 5 F | | aks 5
2. HANF S H aks 4

3.(HAF— F) = (HAF = H) > (HAF - FAH))
| aks 6: H/(H A F);G/H
4. (HANF—>H)-(HAF - FAH) MP 3, 1
5. HAF>FAH " MP4,2
THM
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Twierdzenie 14
HvF s FVH

Dowod: 1. H + FVv H aks 8: F/HH/F
2 F+FVH aks T: F/H; H/F
3.(H»FVH)» ((F>FVH)—» (HVF— FVH))

aks 9: F/(Fv H,;,G/F

4. (F-FVH)— (HVF— FVH) MP 3,1
z 5. HVF > FVH MP 4,2
| THM

- Twierdzenie 15
BHAFAGYy= (HAF)AG

Dowod: 1. FAG = F aks 4: H/F; F/G
2 FAG =G aks 5: H/F; F/G
3. HA(FAG) = FAG aks 5: F/FAG
LHANFANG) = H | aks 4: F/F A G
5 HA(FAG)—FAG) =2 ((FAG - F)—>

— (HA(FAG) - F))
' - aks 3: H/H A(FAG); F/F AG:;G/F
((FAG = F)= (HA(FAG) > FY) MP 5, 3

| 6
} T (HA(FAG)—= F) : MP 6, 3
B.(HA(FAG)—- FAG)—» ((FANG—-G)— _
= (HA(FAGQ) = G)) aks 2: H/HA(FAG); F/F AG
9. (FAG—=G) = (HA(FAG) = G) MP 8, 3
10. HA(FAG) = G ‘ MP 9, 2
N.(HA(FAG) > H)y> ((HAN(FAG) > F)—
— (HA{FAG) = HAF)) * aks 6: H/H A(F AG); F/H,G/F
12.(HA(FAG) = Fy— (HA(FAG)— HAF) MP 11, 4
13. HA(FAG)—» HAF | MP 12, 7
4. (HAFAG) - HAF) = (HA(FAG) > G)—
~+ (HA(FAG) - (HAF)AG))
aks 6: H{H A {(FAGy, FIHAF;GF
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5. (HA(FAG) = G) = (HANFAG) = (HAF)AG) MP 14, 13
16. HA(FAG) = (HAF)AG MP 15, 10
‘ THM
Twierdzenie 16
HV(FVG)s (HVF)VG
Dowéd: 1. H - HVF aks 7
2HVF+(HVF)VG aks 7: H/{H v F;F/G
3. F+HVF aks 8
4. G (HVF)VG aks 8 F/G;H/HVF
5. H-HVF)> ((HVF(HVFIVG)—> (H—
~ (HV F)VG)) aks 2: F/HV F;Gf(HV F)V G
6.(HVF 2 (HVF)VG)= (H- (HVF)VQG) MP 5, 1
7.HS(HVF)VG o MP 6, 2

8.(F2+HVF)= (HVF >
—+(HVF)VG) =2 (F3 (HVF)VGE)

aks 2: H/F;FfHV F;G/(HVF)v@

9. (HVF =+ HVF)VG) 3 (F=2(HVF)VG) MP 8, 3
W.F>(HVF)VG MP 9, 2
IL(F2(HVFAVG) 2 (G (HVF)VG) >

-+ {(FVvG > (HVF)VQG) aks 9: H/F;F{(HVF)V G
12. (G (HVF)VG) > (FVG - (HVF)VG) MP 11, 10
13. FVG—~ (HVF)VG MP 12, 4

14. (H > (HVF)VG) = (FVG = (HVF)VG) —

<+ (HV(FVG)=s (HVF)VG)) aso F/(HVF)VGG/FVG
5. (FVG (HVF)VG) 2 (HV(FVG) > (HVF)VG) MP14,7

16. HV(FVG)— (HVF) VG

MP 15, 13
THM



- 'Dodatek 2
" Postacie normalne. Wzajemna definiowalnoéé¢

funktorow

Nastepna definicja okreéla, kiedy formula przyjmuje tzw. alternatywna pd

sta¢ normalna.

Definicja 14

1. Kazda zmienna zdaniowa i negacja zmiennej zdaniowej ma alterna-

tywna posta¢ normalna.

2. Dowolna skoticzona koniunkcja zmiennych zdaniowych bgdz ich negacji
.ma alternatywna postaé normalna.

3. Jesli H ma dltematywnq postaé normalng, za8 F zostalae wymieniona
w 1 lub 2, to HV F ma alternatywna postaé¢ normalng.

4. Tylko formuty wymienione w 1, 2 i 3 majg alternatywna postac nor-
malng.
DEF

Uwaga. Dualnie defininje si¢ koniunkcyjna posta¢ normalna.

Definicja 15

Niechm € N oraz {f, f1,..., fm} bedzie zbiorem dowolnych funktoréw praw--
dziwosciowych. Mowimy, Ze funktor f jest definiowalny przez zbiér funkto-
6w {f1,. .-, fm} wiw formule zbudowana z jednego egzemplarza funktora f i
odpowiedniej ilodci zmiennych zdaniowych (zaleznie od jego argumentowosci)
jest logicznie réunowasina peimej formule zbudowanej z funktordw ze zbioru

{f1,..-, fm} oraz z tych samych zmiennych. ER
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Uwaga, W powyzsze] definicji nie musza by¢ wszystkie wykorzystane zmienne

zdaniowe jak réwniez wszystkie funktory.

Przyklad 4
Waszystkie funktory jedno- i dwuargumentowe definiowalne sa przez {v,—}.

p ¢\fi V fa fa = foe = N[ fio fuu fiz fis fuiu 1 fis
1 111 1 1 1 1 1 1 1 & 0 0 0 0 0o 0 0
1 /{1 1.1 1 O 0 O0 0 1 1 1 1 0 0 0 0
g 11 1 0 0 1 1 0 01 1 0 0 1 1 0 0
o 0(f1 0 1 0 1 O 1.0 1 0 1 0 1 0 1 0

phg=pV-p

pfag=pV g

pfag=p

pPp—=g=-pVp
pfeg=4q
(r=g)=-[(-pva)V(pVvg)]

itd.

W powyziszym przykladzie przydatne jest nastepujace twierdzenie:

Lemat 7

Zastepowanie w formule jej podformuly prezez formule réunowasng logicznie,
zachowuje wartosé logicang catodei, w szczegdlnosci opisana operacja prowa-
dzi od tautologii do tautologii. :
LEM
Twierdzenie 17 ‘

Dowolny prawdziwosciowy funktor skoriczenie argumentowy jest definiowalny
przez zbior {Vv,—}.
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Dowéd (szkic): Niech f bedzie funktorem n—argumentowym. Rozpatrzmy
formule f(p1,...,pn) (oczywiscie musimy rozszerzyé deﬁrﬁcjeg formuty ra-
chunku zdan na tego rodzaju napisy). Przypu$émy, Ze istnieje wartoscio-
wanie, dla kiérego jest ona prawdziwa (jedli takowego nie ma, to szukana
formuta ma posta np. =(p1 V -p1)).

Dla kazdego wartoéciowania w, dla ktérego w(f(p1,...,ps)) = 1 konstru-
‘ujemy koniunkcje £1 A ... A gy, gdzie &; 1= p; o ile w(p;) = 1, zad g; == —p;
w przeciwnym przypadku. Szukana formuta, to alternatywa powyzszych ko-
niunkcji dla wszystkich wartoéciowan weryfikujacych formulg f(p1,...,pn).
Aby wyeliminowa< z niej koniunkcje wystarczy zastosowac nastepujaca wer-
sje prawa de Morgana: '

(HI/\.../\Hn)E"("iH:[V...V"lHn)
THM

Poslugujac si¢ sposobem uzytym w twierdzeniu 17 latwo pokazac:

Twierdzenie 18
Dla kazdej formuly klasycznego rachunku zdari istnieje réwnowaezna logicznie

ormula o alternatywnej postact normalne;.
f yuwnej po 3] THM

Okreslamy dwa dalsze funktory, a mianowicie funktor Sheffera (/) i Lu-
kasiewicza (}):

pla|p/e plalplg
1/1] 0 1{1} o
1{of 1 1{0] 0
0|1 1 01| o0
ofo] 1 olof 1

latwo wykazaé, Ze za ich pomoca mozna definiowaé nastepujace funktory:
A, V, . Z tej obserwacji oraz z twierdzer 17 i 18 natychmiast wynika naste-

pujacy wniosek.
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Whniosek 6

1. Keazdy funktor skoriczenie m'gumentowy definiowalny jest przez funktor
/, jak réwniez przez funktor .

2. Kaida formula klasycznego rachunku zdan jest rownowasne logicznie
pewnej formule zbudowanej z / (podobnie dla |).
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System dedukcji naturalnej

Pod koniec lat dwudziestych zaczely sie prace nad syntaktycznym ujeciem
klasycznego rachunku zdan, w ktérym dowody twierdzeit lepiej niz w syste-
mie aksjomatycznym odpowiadalyby y,naturalnemu sposobowi” uzasadnia-
nia tez. Odpowiednie systemy formalne, tzw. systemy dedukcji naturalnej,
zostaly wypracowane niezaleinie przez Stanistawa Jaskowskiego i Gerharda.
Gentzena. .

Dla kazdego spéjnika wystepujacego w jezyku okredla sie za pomoca
dwéch regul, jak mozna ten spéjnik wprowadzaé do dowodu (tzn. dota-
czyé¢ formule o tym.spéjniku jako spéjnik gtéwny), wzglednie go eliminowaé
(tzn. ,rozbi¢” formuly o danym spdjniku}.

wk) L F | o) HAF
HAF | H
HAF
. F
way 2 oa) HYE,
HVF F
F HvF, -F

HVF H
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(WI} F (OI) w
Ho F F
F.Fo H H=F
wry) 220, Fo (OR)
H=F HoF
H=F
F H
H-+F, Ho-F —H
(WN) =25 27 (ON) ——
~H H

Powyisze reguly nalezy tak rozumied, ze formuly stojgce w liczniku musza
sie znalez¢ w dowodzie, by moéc dopisaé formulg stojaca w mianowniku jako
nowy linijke. Reguly (WK), (OA), (OI), (WR) oraz (WN) zadaja zatem
dwie formuly, ktdre musza sie znalezé w dowodzie, by méc dopisaé formute
figurujaca w mianowniku. Reguly (OK) i (OR) za$ pozwola dolaczyé dwie
rézne formuly do dowodu, o ile w dowodzie znajduja si¢ formuty z licznika
odpowiednich regul. |

Podstawowa idea dowodéw przeprowadzonych w systemach dedukcji na-
turalnej {tzw. dowodéw za,loieniowych) jest nastepujaca: Opierajac sie na
pewnych przestankach nalezy przeprowadzaé konstrukcje formuly, ktéra za-
mierza sie dowies¢. Posuniecia dozwolone w tej konstrukeji okresla metare-

gula systemu dedukcji naturalnej.
Metaregula

1. Kazda formula figurujaca w dowodzie posiada numer.

2. Pierwszymi formulami dowodu (tzn. zalozeniami dowodu wprost) sa
wszystkie kolejne poprzedniki implikacji formuly, ktora zamierza sie
dowiesé (o ile istnieja, tzn. o ile teza dowodu jest postaci implikacji).
Dodatkowym zalozeniem dowodu nie wprost jest negacja ostatecznego

nastepnika.
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dikicja paturalna )

' 3 (a) Moina wydedukowaé nowe formuly stosujac reguly wprowadzenia

\

i eliminacji spojnikéw.

(b} Mozna wprowadz{aé dowolne formuly jako hipotezy. Numery ta-
kich formu} nalezy odpowiednio oznaczaé. QOznakowanie to prze-
nosi sie na numer kazdej formuly, ktora jest wyprowadzana za
pomocy formuly o numerze oznakowanym. Oznakowanie znika,
budujac implikacje o poprzedniku bedacym hipoteza i o nastep-
niku bedacym dowolnym wnioskiem z tejze hipotezy (znaczy to,
ze wniosek posiada numer tak samo oznaczony co numer hipo-

tezy). ;

4. Dowdd wprost koficzy sig Iiitaoznamkcmran\ad formula bedaca ostatecznym
nastepnikiem tezy. (Z takiej formuly mozna bezpoérednio zrekonstru-
owac cala teze, korzystajac z reguty (WI).) Dowéd nie wprost koriczy
si¢ nieoznakowanymi formutami sprzecznymi. (Lub koniunkcja formut

sprzecznych — jest to réwnowaznie na bazie regul (WX, OK).)

Kazda formule juz udowodniong mozna w dowolnym miejscu dolaczyé do
dowodu. Podobnie mozna skorzysfa,é z kazdej reguly wtérnej, tzn. z kaidej
reguly ‘o wykazanej przez dowdd zalozeniowy niezawodnodei, Poprawnoscé
regul wykazuje sie standardowym sposobem: zakladajac, Ze zachodzy prze-

stanki, nalezy ndowodnié wniosek.

Przyklad 5 Wykaza¢ poprawnoéé reguty Modus Tollens:

H—> F, -F
-H
1. H= F zal.
2. -F _ zal.
3. H—=F WI 2
4, -H WN1, 3
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Przyklad 6 Wykazaé prawdziwosé formuty:

P=2q) > ((~p—>9q) >0
. p—q |
. P g
- g

. TP

""‘I_Ip

. pA-p

Dodatek 3. Dedukcja naturalna /«"

/

zal.

zal.

zal. dowodu nie wprost
modus tollens 1, 3.
modus tollens 2, 3

WK 4, 5

Przyklad 7 Wykazac poprawnoéé nastepujacej reguty:

% 4.
* b,

* 6.

* 8.
* 0,

= 10.

12.
13.

HoF,G=HR

HVG——)FVF}_
. H— F

. G—)Fl

.HvV(G

G
F
Fv ik

-G
H
F

. Fv K

‘WG-)'FVF].

zal.

zal.

zat.
hipoteza 1
0l 3

- WAS
O+ 4,6

' hipoteza 2
0OA 3,8
OI1, 9
WA 16-

Ox 8, 11

(G FVR) = (-G FVFR) > FVE) patrz prayklad 2
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14. (-G = FV Fy) = FV F) 'f 017,13
15. FV F ' Ol 12; 14

Definicja 16 Formule H da si¢ wydedukowaé ze zbioru formut X [symb.:
H ¢ C5(X)] wtw istnieje dowdd zalozeniowy (wprost czy tez nie wprost) dla

H na podstawie zaloZeni ze zbioru X.

DEF
Twierdzenie 19
('3 jest operacjg konsekwencji.
Dowod:
standardowy, ¢wiczenie!
THM

Twierdzenie 20 _
Dla wszystkich X C FOR zachodzi:

Ca(X) € G3(X) € Ci(X)

Dowéd: Pierwsza inkluzja wynika z tego, Ze wszystkie aksjomaty klasycz-
nego rachunku zdaih posiadaja dowdd zalozeniowy [éwiczenie!], a jedyna re-
guta wnioskowania Modus Ponens odpowiada regule (OI). Druga inkluzja
jest prawdziwa, gdyz wszystkie reguly systemu dedukcji naturalnej sa regu-

tami poprawnymi [¢wiczeniel]. '
: THM

Otrzymalidmy zatem trzecie, obok semantycznego i syntaktyéznego, przed-

stawienie klasycznego rachunku zdan: (FOR, Cs).
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Podstawowe pojecia teoriit mnogosci

Twérca teoria mnogosei jest Georg Cantor [1845-1918]. Podstawowe jej po-
jecia zbior i nalezenie elementu do zbioru s3 pierwotne - nie definiujemy
ich. Charakteryzowane sa przez aksjomaty, wyrazajace zwiazki miedzy nimi.
Intuicyjnie zbiory, to mnogosci obiektéw, o ktérych méwimy, zZe nalezg do
danego zbioru lub Ze s3 jego elementami. Z punktu widzenia teorii zbiorow
nie wazZna jest istota owych obiektéw. Abstrahujemy od tego, czym one sa.

Dla przejrzystosci zapisu uzywamy tradycyjnych skrétéw: zbiory ozna-
czamy duzymi literami A, B, itd., nalezenie oznaczamy przez €. Zbiory

mozna obrazowac za pomocy okregéw - diagraméw Venne'a:

Zwykle wprowadza sie zbidr pusty {ozn. @), ktéry mozna scha.rakteryzdwa.é
jako zbiér nie posiadajacy elementéw. Na zbiorach mozna zdefiniowaé dzia-
fania i rozpatrywac rozmaite zaleznoéci. '

Jesli zbiér ma skonczong ilo§é elementdéw, to wypisujemy je w klamro-
wych nawiasach np. {2, -3, 8, 2}.

Dila kaidego zbioru A istnieje jego podzbior B, zlozony z elementéw
spelniajacych dany warunek ¢: B = {z € A; ¢(z)}

" Zbidr A jest zawarty w zbiorze B (inaczej: A jest podzbiorem B lub B
jest nadzbiorem A; ozn. A C B) wtw kazdy element zbioru A jest elementem
zbioru B.

Przyklad: zbior wszystkich Polakéw jest zawarty w zbiorze wszystkich
ludzi.



Podstawowe pojecia : .

Graficznie taka sytuacje mozna przedstawi¢ nastepujaco:

ACB

Zbiory sy identyczne (réwne) (A = B) wtw maja te same elementy (jest
to tzw. zasada ekstensjonalnosci). Poslugujac sie prawami logiki i wypowie-
dzianymi powyzej definicjami moZna pokazaé, Ze istnieje dokladnie jeden
zbiér pusty. fLatwo zauwaiyé, ze jesli dwa zbiory sg identyczne, to sie¢ w
sobie zawieraja. Stad wynika, ze jeSli wypisujemy elementy dwdch zbiorow
réwnych, to nie wazna jest kolejnoé¢ ich wymieniania, ani iloéé powtérzet,
istotne jest natomiast, Zeby kazdy element, ktéry pojawil sie w jednym zbio-
rze, wystepowal takze w drugim i na odwrat.

Odnotujmy, Ze zbidr pusty jest podzbiorem kazdego zbioru.

Podstawowe operacje na zbiorach: |

Suma zbiorow A1 B (ozn. AU B) jest to zbidr, ktérego elementami sa
wszystkie elementy nalezace do zbioru A lub B.

Przyklad: sumg zbioru liczb parzystych i mepa,rzystych jest zbidr liczb
naturalnych.

AUB

Sumg dowolnej rodziny zbioréw (jesli elementami zbioru sa zbiory, to mé-
wimy o nim ,rodzina zbioréw”) {A;}icr (skrétowy zapis zbiorn indekso-
wego, ktérego elementami sa zbiory A; dla kazdego indeksu i € [I) jest
zbiér tych elementéw, ktére naleiy do jakiegos zbioru A; (ozn. ;s As) czyh
z € {fier Ai <> dla pewnego 1 € I,z € A;.

Przekrdj (inaczéj iloczyn lub czesé wspélna) zbioréw A i B (ozn AnB)

jest to zbiér tych elementéw, ktére naleza zaréwno do zbioru A jak i B.
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Przyklad: przekrojem zbidrusw-rmbéwif-pt‘c)stﬁbkadtéw Jjest zbiér kwadratéw.

N

Podobnie jak z w przypadku sumy, takze iloczyn zbioréw mozna uogdlnic.

Przekaem dowolnej rodziny zbioréw {A;}ics (0zn. (Y;cy A:) jest zbidr
elementow, ktére naleza do kazdego zbioru A;.

" Réznica zbioréw A 1 B (ozn. A — B) jest to zbiér tych elementéw, ktére
naleza do zbioru A i jednoczesnie nie naleza do zbioru B.

Przyklad: Réznica zbioru wszystkich ludzi i zbioru wszystkich kobiet jest

Dopetnienie zbioru A wzgledem ustalonego uniwersum 3 (ozn. A') jest

zbior wszystkich mezczyzn.

to zbidr tych elementéw, ktore naleza do zbioru 2 i jednoczeénie nie naleia
do zbioru 4 (A' == - A).

Przyklad: dopelnienie zbioru drzew iglastych wzgledem uniwersum wszy-
stkich drzew to zbiér drzew lisciastych.

7

7

PoSlugujqc si¢ powyzszymi definicjami i prawami logicznymi mozna po-
kazad, ze dla dowolnych zhioréw za.chodzq naste;pujaece réwnosei:

(AN B) (BnA)

AU(BUC) =(AUB)uC

A-(BUC)=(A-B)n(A-C)

A-(BNC)=(A-B)U(A-C)

A—-{A-B)=(ANB)



7

_ EdstaWoWe pojecia

.Wy'k'azuj@t.: ich prawdziwo$¢ mozna postuzyé sig podanymi powyzejilu-
stracjami graficznymi. ‘

Czesto uzywanym pojeciem jest para uporzqdkowana Wazna Jest W niej
kolejnoéé wyrazéw (w odréznieniu do zbioru dwuelementowego, w ktdrym
porzadek wypisywania elementéw nie ma znaczenia). PowyZszy warunek
spelnia nastepujaca konstrukcja pary o wyrazach a i b: definicja: {(a,b) :=
{{a}, {a,b}}.

Korzystajac z wprowadzonej definicji okredlimy 1loczyn kartezjafiski (ina-
czej produkt) skoniczonej ilodci zbioréw:

Dla dowolnych zbioréw A i B przez ich iloczyn kartezjariski rozumiemy
zbi6r wszystkich par uporzadkowanych {(a, b}, gdzie acAorazbe B

Relacjg dwudrgumentowq R okreélong, na zbiorze A o wartodciach w B
nazywamy kaidy podzbidr produktu A x B. Analogicznie mozna zdefiniowad
relacje n—argumentowq, przy czym woéwczas nalezy sie poshuzyé 'pojqciem
produktu rodziny zbioréw Ai,..., A,. Wystarczy w tym celu rozpatrywac
n-ki uporzadkowane, ktdre moZna zdefiniowac za pomocq poznanej juz pary
uporzadkowanej: : :

{ag, ..., an) := {{ay,.. an_l) ), dla a; € A;.

Gdy {a,b) € R, to m0w1my, ie a jest w relac;z R do b..

Jedli B C A x B, to podzbidr zbioru A zloZony z elemehtéw, ktére sg
w relacji B do pewnego elementu nzileiz@cego do B, nazywamy dziedzing R.
Podzbiér zbioru B zlozony z tych elementéw &, dla ktérych istnieje element
a zbioru A, quqcy w relacji R do b, nazywamy zbiorem wartosci relacji R.

Przez n—tq potege zbioru A {ozn. A") rozumiemy, ZblOI‘ n-tek uporzad-
kowanych ktorych kazdy wyraz nalezy do A.

Relacje dwuargumentows f okreSlona na zbiorze A o wartosciach w B
nazywamy funkcjg jesli dziedzing f jest A i kazdy z elementéw tego zbioru
jest w relacji f do dokladnie jednego elementu zbioru B (ozn. f : A —+ B).
Zbior B nazywamy przeciwdziedzing f. Jesli zbiér wartoéci réwna si¢ prze-
ciwdziedzinie, to méwimy, ze funkeja jest ,na” (inaczej suriekcja). Jedli kazdy
z elementéw zbioru wartoéci jest wartodcia tylko jednego argumentu, to funk-
cja jest réznowartosciowa (injekcja). Funkcja réznowartosciowai ,na” zwana

jest bijekcig.




Dodatek 5 :
Zadania do klasycznego rachunku zdan

1. Ktére z ponizszych zdan s3 zdaniami w sensie logicznym:

(a) Torun lezy nad Wista. (T)
(b) W. lksifiski wyskoczyl przez okno. (T)

(c) J. Nowakdwna jest pigkna(T), a K. Kowalski uwaza ja za brzydka
(T). (caloéé T)

(d) Chciatbym pilotowaé odrzutowiec. (N)
(e) Przyjde do Ciebie dzi§ wieczorem. (N)
(f) Nalezy przestrzegad zasad etyki. (N)
(g) Czy glupote mozna mierzyé w calach? (N)
2. Okredli¢ spéjnik zdaniotwérczy (na podstawie tablicy zero-jedynko-

- wej), ktéry odpowiada wyrazeniu ,,...tylko wtedy, gdy...”. Spojnik

taki nazywa sie replikacjqg.

3. Jakie tabelki prawdziwoiciowe odpowiadaja nastepujacym spéjnikom?

(a) ...a...
(b) ...albo
(c) ani...ani
(d) ...badz
(e) ...i...
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(g) ...lub...
(b} ..., oile...
(i) ...oraz...

{j) ...chyba, Ze nie...
(k) ...wtedy gdy...
(1) ...zawsze gdy...

4. Sformalizowaé nastgpujace zdanias

(a) Zelazo i mied# przewodza prad elektryczny.

(b) Kto podrabia lub falszuje banknoty i wprowadza je w obieg lub
celowo stara sie o podrobione lub sfalszowane a nastepnie wpro-

wadza je w obieg, bedzie ukarany.

{c) Jedli Jan uwaza Olka za dziwaka, o ile ten go omija, gdyz przy
okazji kazdego spotkania prébuje pozyczy¢ od Olka pienigdze, to

QOlek uwaza Jana za dzjwaka.

5. Podaj przyklady zdafi, ktérych schematami sa nastepujace formu-
ly KRZ:
(a) pAg—p
(b) pvg—r
(€) (p—q) = (p——9)
(d) (pAg) VT
(e) -pAg
Zwréé uwage na jednoznacznodé interpretacji Twoich zdah (np.
~ poprzez uzycie nawiaséw).

6. Wybierz spoéréd nizej wymienionych napiséw formuly klasycznego ra-

chunku zdan:

(@) =g Ar | | (T)
(b)y p—gAr (T, zgodnie z konwencjy nawiasdw)
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(© (=g =(~g— ") (T)
(d) (@) VI(r) (T)
(© () () - ™)
(f) pvrvs (T, jako alternatywa wieloskladnikowa)
&) par—os (N)

Czy i kiedy moZna opuszczaé nawiasy?
7. Uproscic zgodnie z konwencjg nawiasdw:

o (((pAg) = (gVr))A(-D))
* ({p1 = ((p2 A p3) Aps)) = ps)

8. Pamietajac o umowie dotyczacej mocy funktoréw uzupelnij opuszczone
nawiasy: '

e gArvVp3r=-s—3pvr

9. Jedli H jest tautologia, F' kontrtautologia, zas G funkcja kontyngentna,
to co mozna powiedzie¢ o nastepujacych formulach:
(a) HVG
(b) HAG
(¢ G F
(d) -G
() ~H—- F

10. Ktore z ponizszych zdanin pozwalaja na ustalenie wartosci logicznej H?

(a) H tworzy z dowolnymi innymi zdaniami prawdziwe alternatywy.
(b) Z niektérymi zdaniami H tworzy falszywe koniunkcje.

(¢) Implikacje o nastepniku H zawsze sa; prawdziﬁe.

{d) Negacja H czasami jest falszywa.

(e) Z niektérymi innymi zdaniami H tworzy prawdziwe réwnowazno-
© 8ci.



11. Sprawdzié tautologicznosé nastepujacych formul metoda zero-jedynko-
wa, nie wprost i skrétowa :
e p—*p

s p=p
* p—op

* —mp—p

e p—(g—p)

s ((p=g)>p)—p

o (pog) =2 (lg—=r)=(p—or))

s pr(g—r) 2 (lp2q—2(p—r))
o (p=>q) > (p—r)) 2= {g—7))
cprg) = (=)= (= gAT)
s p2rg2[r=9 > (Vvr—g)]
e (porgA{(r—=s)3(pAr—=gAs)
s (p3g)A(r—o sy (pVr—gqVs)
e (poqg)—o (pVr—aqvr)
e{(prq) 2 (rVp—rvy)

o (p3q) = (pAT 3 qAT)

s (prg)—+(rAp—rig)

e p—(7p—g)

e —p—(p—9q)

e (p—q) = ((p~g) = —p)

*» ~(pAg)=-pV g

s ~(pVg)=-pA—g
(p=q)=(-p=g)
(p=g)A(r=8 o (pAr=gAs)
p=g)A(r=38) =+ (pVr=gqVs)




o (p—q)—>

Zadania

(=g = —p)

® (p—+—q)—= (g p)
¢ (pq) > (~g—p)

® (—g — -p)

- (p—+q

o ((pPAg) =)= ((pPA-r) o —q)
o (PAg =)= ((p—>—gVr)
* ((pAg) 1) (p—+(g—T))
e (p(g—r)=>(lprg —>r1)
e (par(gar) 2 (g2 (p—>r)

o (p—q)—
e (-pVvg) —

e (pqg=p

e o(p=gq) =
e ~(p=gqg) =

(a) H—-GH
G
G

(b) HVG,

-~H

= (-pVyg)
(p—19)
Ag
(-p=9q)
(p=—q)

12. Sprawdzié czy nastepujace reguly zachowuja prawdziwoéé
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13. Ktore z nastepujacych regul zachowuja tautologicznosé -

(a)
- (b)
(c)
(4)
(e}
(f)
()

H,G
H—-GH
HHSF

F
HvG,-H
—a

H
HAG
G
HvG@G
HvG H
G
H->G
Ho -G

14. ,Jeéli Franek nie zdaZy na autobus, to spéZni si¢ na wyklad”. Czy z

tego wynika, ze zdazywszy na autobus nie spézni sig?

15. Sprawdzié, czy tez kolejne wnioskowania sa poprawne:

(2)

(b)

(d)

Jeéli Jan Kowalski ma dlugi i nie jest odporny psychicznie, to
strzeli sobie w glowe. A zatem jesli Jan Kowalski ma dlugi i nie

strzeli sobie w glowq7 to jest odporny psychicznie.

Jedli nie jest prawda, Ze rownoczesnie jestedmy mlodzi i Jestesmy
madrzy, to nie jestemy mlodzi lub nie jestedmy madrzy.

Jezeli Maciek jest niedodwiadczony, to postgpi zgodnie z whasnymi
przekonaniami. Jezeli Maciek jest uczciwy, to jest niedoswiad-
czony. Jezeli Maciek nie jest uczciwy, to nie przyznaje sie do wia-
snych bleddw. Lecz Maciek przyznaje si¢ do wlasnych bledéw;
zatem postapi zgodnie z wlasnymi przekonaniami.

Jedli nikotyna jest szkodliwa, to palenie tytoniu jest niezdrowe,
wiec jedli palenie tytoniu nie jest niezdrowe, to nikotyna nie jest
szkodliwa. ' '

16. Kto$ ttumaczy zalety uczenia si¢ logiki na przykladzie. ;Jesli ktof ma

w domu papugg, to interesuje si¢ zwierzgtami. A zatem nie s3 mu

~
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obojetne sprawy przyrody. Dlatego dba on o zachowanie naturalnego
érodowiska, tzn. Ze nie wywozi swych odpadéw do lasu.” Wywodd ten
robi duze wrazenie na shichaczu, ktory od razu postanawia wykorzy-
staé swiezo nabyts wiedze. Pyta sie znajomego, czy ma papuge, a ten
zaprzecza. ,Aha, to Ty swoje émieci wywozisz do lasu.” Ten oburza
sie nie bez podstaw. Jaki blad logiczny popelnil nasz adept?

17. Czterolatek dowiaduje sie, Ze jutro pdjdzie do kina i zastanawia sig:
»Pamietam jak mama méwila, ze jutro bedzie u nas babcia. A babcia
wlaénie przyszia. Czyli dzis jest jutro i zaraz idziemy do kinal” W czym
tkwi blad?

18. Sprowadzi¢ do koniunkcyjnej i alternatywnej postaci normalnej:

(@ (p—=r)— (-pAg)

(b) (p=9)

(c} (pvr) = (p—gA-m)
(d) ~(pva) = -pA-g

() pPAg—{pvr—qvr)

19. Pokazaé w oparciu o system aksjomatéw, ze

(2) {p=¢,g=r}Fp=r.

(b} {p=g}F-p=—g¢

(c) {p—=gr—ostkpAr—sgAis
(d) {p—>q,'r—>s}|-er—>qu-
(e) {p=gq,r=s}FpAr=gAs
() {p=gqr=s}kpvr=qvs

20. Sprawdzié, czy nastqpujqce anikania logiczne za;chodzqrz

(@) {p—=q,8V=q,r = p} = (r As)
(b) {pV¢,~r —-p,ms—+ g} s>
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21.

22.

23.

24.

Stosujac dowdd zaloZzeniowy wprost udowodnié¢ nastepujace twierdze-
nia: '

() ( H=2F)—> ((H->G) - (H2FAQ)

(b)) ( H=F)—» ((F=-G) = (H->G))

() (H=(F=2 @)= [(F— H)—= (F—=G)
Stosujac dowdd zaloZeniowy nie wprost udowodni¢ nastepujace twier-
dzenia:

(a) ~H =+ (H —+ F)

(b) (H—-F)=(-HVF)
Interpretacja formut klasycznego rachunku zdan nazywamy dowolna

funkcje v : FOR —» {0, 1}, ktdra dla dowolnych formul F, H spetnia

ponizsze warunki:

T(-F) =1 <= ©{I") =0,

SFVH)=1 < 5(F)=1lb v(H) =1,
HFAH) =1 < B(F)=1i9(H) =1,
H(F = H)=1 < o(F)=0lbo(H)=1,
B(F=H)=1 < v(F)=3(H).

Udowodnij, Ze kazde wartoiciowanie zmiennych v : AT — {0,1}
wyznacza dokladnie jedng interpretacje formul v : FOR — {0,1},

i na odwrét.

Pokazac, Ze wlasno$é bycia tautologia zachowana jest przez podstawia-

nie formul za zmienne.
Wskazdwka:
Niech H bedzie dowolna tautologia;

P1yP2y s« oy Pr ZMiennymi zdaniowymi (niekoniecznie wystepujacymi w

formule H), za§
Hy, Hs,, ..., H, dowolnymi formutami. Rozpatrzmy podstawienie

e : FOR — FOR, takie ze
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25.

26.

27.

Zadania

Vpear ((VigicnP # pi) = e(p) = p) oraz .

Vici<ne(ps) = ;.

Niech w - dowolne wartoiciowanie zmiennych. Rozpatrzmy wartoécio-
wanie w’, takie ze w'(p;) := w(#;), zad dla pozostalych zmiennych
niech w'(p) := w(p). Pokazemy, iz w'(F) = w(e(F)) dla dowolnej
formuly F poprzez indukcje ze wzgledu na zlozonosé formuty:

Jesli H jest zmienng zdaniowa, to teze otrzymujemy wprost z definicji
w' itd.

Poniewaz H byta tautologia, zatem 1= w/'(H) = w(e(H)).

Czy przy danej interpretacji podstawianie do formut prawdziwych za-

chowuje prawdziwosé.

Pokazad, ze zastgpowanie podformuly formula réwnowazna nie zmienia

wartoéci logicznej calosci.
Pokaza¢, Ze nastepujace definicje formuly s3 réwnowazne:

A) Formula jest kazdy element najmniejszego zbioru spoérdd zbioréw

X spelniajacego warunki

a} kazda zmienna nalezy do X;
b) jedli H, F, naleza do X, to réwniez
—(H) nalezy do X,
(F)V (H) nalezy do X,
(F) A (H) nalezy do X,
(F) — {(H) nalezy do X,
(F) = (H) nalezy do X.
B) a) Formula jest kazda zmienna;
b) jesli H, F sa formultami, to
~(H), (F)V (H), (F) A (H), (F) = (H), (F) = (H) réwniei;
¢} tylko wyrazenia wymienione w a), a takze te, ktdre uzyska

sie przy pomocy b) sa formulami.



Zadania 87

28,

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Przybysz z dalekiego kraju zna implikacje logiczna. Nalezy mu wyttu-
maczyc znaczenie alternatywy. (Zdefiniowal alternatywe przez imphi-

kacjg.)

Czy mozna mu wyjaéni¢ koniunkcje na podstawie implikacji i réwno-

waznosci?

Ktod méwi o spéjniku, ktéry jest prawdziwy dokladnie wtedy, gdy
tylko jedno z dwéch wiazanych zdan jest falszywe. Nalezy ten spojnik
wyrazi¢ w jezyku, w ktérym mamy do dyspozycji negacje, koniunkcje
oraz alternatywe. Jak taki spéjnik brzmialby w jezyku polskim?

Ile jest dwuargumentowych spéjnikéw klasycznych (tj. dwuwartoscio-

wych 1 ekstensjonalnych), a ile n-argumentowych?

Zdefiniuj za pomoca funktoréw Sheffera (/) i Lukasiewicza () naste-
pujace funktory: A, V, .

plq|p/e plglplyg
t{1] o 1l1] o
1{0] 1 1{0] o
0|1 1 0l1| o
ojo| 1 0jo| 1

Pokazaé, #e funktory Sheffera i Lukasiewicza sa jedynymi funktorami
dwuargumentowymi defininjacymi wszystkie pozostate funktory praw-

dziwosciowe.

Zdefiniowa¢ za pomocy par funktoréw {A, -}, {—, ~} wszystkie eks-

tensjonalne funktory dwuargumentowe.



Dodatek 6
Kolokwia

Niniejsze zestawy zadan powinno\siq rozwiazal bez zadnych dodatkowych

pomocy naukowych. Czas trwania testu: 60 minut.

6.1. Kolokwium I

Zadanie 1:
Omoéwic zasade ekstensjonalnosci!
~ {Ograniczenia wzglgdem naturalnego uzycia jezyka, implikujace uproszczenia na poziomie
formalnym.)

Zadanie 2:

Wykazad, Ze to rozumowanie jest logicznie poprawne!

o Jedli studenci socjologii sa dobrze wyksztalceni lub znajda zatrudnienie

w bankowoici, to sa zadowoleni.
e Tylko wtedy, jesli sa dobrze wyksztalceni, moga solidnie pracowaé.

e Jedli nie znajda zatrudnienia w bankowosci, to réwniez moga solidnie

pracowac.,

Whiosek

e Zatem s3 zadowoleni.
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Zadanie 3:
Ktore z nastqpujadcych‘formul sa tautologiami?
L (p~-p)—>-p

2. pAgoT=p—3(g—>T)

]

(p=g)op)—p

.

(e (g—g))—=p

jol}

(p=2(gor)—>(pArgorT)

Zadanie 4:

Udowodnié poprawnoséc nastepujacych regul!

1 -(H =+ F)
) H

o H—~F, ~H—-F
’ H=F

2 -~(HVF)
' —H A~F

6.2. Kolokwium II
Zadanie 1:

Jaki jest stosunek pomiedzy poprawnoécia regut a prawdziwoscia formul?

Zadanie 2:

. : p
Wykazaé, 7e ponizsze rozumowanie jest logicznie poprawne. Jak sie ma
jej wniosek do doéwiadczen fizycznych?
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Jeéli 16d zostanie ogrzany powyzej 0°C, to sig roztopi.

Jedli zawczasu sie go uchroni przed dziataniem storica lub nalezycie

ochlodzi, to sie nie roztopi.

A jesli zawczasu sie go nie uchroni przed dzialaniem slofica, to zostanie

ogrzany powyzej 0°C.
Whriosek

Lod dokladnie wiedy si¢ roztopi, gdy ogrzeje sie go ponad 0°C.

Zadanie 3:
Ktére z nastepujacych formul sa tautologiami?
L(po2q)vi{g—p)
2.p+qVr={(p=2qVip—r)
3.p2q=(p=q)

4. p—(g—=r)) =2 ((p>a) = (p— 1))

Zadanie 4:

Udowodni¢ poprawnosé nastepujacych regul!

1 *-(H—}F)

. —————-__IF

9 Hv-F, ~HVF
) H=F

3. ﬁ(HEF)

—~(H = F) V-(F — H)
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