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Rozdzial 1

Wstep

Mechanika kwantowa, przez ponad p6t wieku swego istnienia, traktowana byta jak teoria
statystyczna, pozwalajaca uzyskaé przewidywania probabilistyczne za pomoca okreslone;j
dla zespotu uktadéow kwantowych macierzy gestosci. Poglad ten ulegt zmianie dopiero
w latach siedemdziesiatych ubiegtego wieku wraz z opracowywaniem pierwszych technik
eksperymentalnych, ktore pozwolily fizykom otrzymaé¢ wglad w ewolucje czasowa poje-
dynczych uktadéw kwantowych. Metody teoretycznego opisu dynamiki czasowej uktadu
kwantowego, warunkowanej wynikami prowadzonego w sposéb ciagly pomiaru, wypra-
cowane zostaly w latach osiemdziesiatych i dziewieédziesiatych ubiegtego wieku.

Ewolucji czasowej uktadu kwantowego poddanego obserwacji nie mozna opisaé¢ za
pomoca rownania Schrodingera. Ciagla i deterministyczna zmiana stanu uktadu kwan-
towego, generowana przez hamiltonian uktadu, odpowiada sytuacji, w ktorej uktad jest
izolowany. Pomiar w mechanice kwantowej zaburza ewolucje swobodna systemu. Zgodnie
z postulatem rzutowym von Neumanna, przeprowadzony w chwili ¢ pomiar idealny obser-
wabli dyskretnej A powoduje nagla i niedeterministyczna zmiane funkcji falowej uktadu
kwantowego z 9 (t) do jednej z funkcji whasnych ¥ (t) rozwazanej obserwabli [109]. Ak-
tualizacja stanu zachodzi z prawdopodobiefistwem a priori znalezienia stanu ¥/ (t) w
stanie 1(t). Ewolucja uktadu obserwowanego jest zatem stochastyczna i nieodwracalna.
Zastosowanie postulatu rzutowego do opisu ciagglego w czasie pomiaru obserwabli uktadu
kwantowego prowadzi jednak do zatrzymania ewolucji swobodnej uktadu.

Uogo6lniong postaé¢ postulatu rzutowego, ktora pozwala opisaé¢ redukcje stanu kwan-
towego dla pomiaréw nieidealnych obserwabli ciaglych, podali Davies i Lewis [39, 40].
Zdefiniowana przez nich posta¢ odwzorowania, nazywanego instrumentem, okreslajacego

transformacje stanu kwantowego, oparta jest na pojeciu miary potspektralnej. Rozwazona
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w [39, 40] zmiane stanu mozna otrzymac z unitarnej ewolucji uktadu ztozonego z uktadu
obserwowanego oraz przyrzadu pomiarowego. Pojecie instrumentu wykorzystal Ozawa
rozwijajac w [89, 90] koncepcje wprowadzonych w [88] warunkowych wartosci oczeki-
wanych i stanu a posteriori zaleznego od wyniku pomiaru obserwabli ciaglej. Podejscie
Ozawy umozliwia (przez wprowadzenie instrumentu zaleznego od czasu) nietrywialne
rozwigzanie problemu cigglego w czasie pomiaru kwantowego.

Stochastyczne réwnanie rozniczkowe dla stanu a posteriori dla dwoch typoéw ob-
serwacji zliczajgcej i dyfuzyjnej wyznaczyl, korzystajac z modelu stochastycznej unitarnej
ewolucji uktadu ztozonego, Belavkin [15, 17, 25]. W rozwinietej przez Belavkina kwan-
towej teorii filtracji, opartej na kwantowym rachunku stochastycznym Ito [71, 91], mode-
lowane za pomoca symetrycznej przestrzeni Focka, pole bozonowe pelni role przyrzadu
pomiarowego.

Redukcje stanu w kwantowym réwnaniu filtracji Belavkina otrzymanym wewnatrz
przyblizenia Markowa mozna traktowac¢ jako metode statystycznego oszacowania rezul-
tatow przyszlego pomiaru warunkowanego poprzez wyniki obserwacji z przesztosci. Usred-
nienie rozwigzan rownania filtracji po wszystkich trajektoriach obserwowanego procesu
stochastycznego wyznacza ewolucje uktadu otwartego opisana przez réwnanie master.

Rozwazany przez Belavkina, pomiar obserwabli Q(t) jest nieniszczqcy w tym sensie,
ze operator Q(t) komutuje z dowolnym, zapisanym w obrazie Heisenberga operatorem Zy
uktadu obserwowanego, dla wszystkich ¢ > ¢. Proces stochastyczny Q(t) jest ponadto
procesem samonieniszczgeym tzn. [Q(t), Q(t')] = 0 dla wszystkich ¢,¢' > 0, a zatem moze
by¢ traktowany jak klasyczny. Idea ciaglych nieniszczacych obserwacji zdefiniowana przez
Belavkina rézni sie zatem od tej, ktéra zaproponowali Braginsky, Vorontsov i Khalili
[29, 34].

Dyskusje fizycznych podstaw i zastosowan kwantowej teorii filtracji mozna znalezé na
przyktad w pracach Belavkina, Staszewskiego i ich wspotpracownikow [22, 24, 25, 35, 100],
Holevo [66], Barchielliego i jego wspolpracownikow [2, 4, 6, 9], a takze w wielu pracach
fizykow teoretycznych i doswiadczalnych [49, 50, 54, 58, 82, 104, 107].

Nieliniowe stochastyczne réwnania rézniczkowe opisujace dynamike redukeji funkeji
falowej ukladu otwartego postulowali Pearle [92] i Gisin [55, 56]. Ewolucja czasowa stanu
zaleznego od trajektorii kwantowych w optyce kwantowej byta rozwazana miedzy innymi
w pracach [33, 58, 113]. Analize procesu dyfuzji czystego stanu kwantowego bez dyskusji
statystyki pomiaru mozna znalezé w pracach Gisina i Percivala [57, 93]|. Stochastyczne
réwnanie rézniczkowe dla czastki z obserwowanym potozeniem zapostulowal, niezaleznie

od Belavkina, Diosi [43, 44].
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Opis stochastycznygo procesu liczacacego dla otwartego markowskiego uktadu kwan-
towego bez dyskusji dynamiki a posteriori podany zostal przez Daviesa [38, 39].

W niniejszej pracy omoéwiono szczegotowo dwa przyklady zastosowania kwantowego
rachunku stochastycznego Ito i kwantowej teorii filtracji w optyce kwantowej. Praca
sktada sie z Wstepu, czterech rozdziatow (2-5), Dodatku oraz Podsumowania.

Rozdzial drugi zawiera prezentacje podstawowych definicji, notacji i twierdzen uzy-
wanych w teorii pomiaru kwantowego.

W trzecim rozdziale oméwiono reguly kwantowego rachunku stochastycznego Ito oraz
oparty na nim model ciaglego nieniszczacego pomiaru obserwabli rezerwuaru osobliwego
wraz z krotka dyskusja fizycznych przyblizen modelu.

W rozdziale czwartym przedstawiono opis ciaglej obserwacji fotonéw fluorescencji
emitowanych przez pojedynczy atom o schemacie pozioméw energetycznych typu A w
eksperymencie Dehmelta [42]. Warunki wzbudzenia ukladu w do§wiadczeniu Dehmelta
pozwalajg monitorowaé okresy, w ktérych atom przebywa w stanie metatrwalym. Ewolucje
a posteriori atomu oraz statystyke fotondéw fluorescencji wyznaczono korzystajac z metody
funkcjonatu generujacego [15]. W rozdziale otrzymano réwnania filtracji dla dwoch
rodzajow obserwacji zliczajacej: niemieszajacej 1 mieszajacej. Praca zawiera rowniez
oryginalne formuly na dtugo$é okreséw jasnosci i ciemnosci dla uktadu A w przypadku
nierezonansowym i wyniki dla rezonansu, ktore sa zgodne z rezultatami prac [98] oraz [5].

Rozdzial piaty poswiecony jest analizie ewolucji a posteriori jednomodowego pola
elektromagnetycznego znajdujacego sie wewnetrz optycznej wneki rezonansowej z czes-
ciowo przepuszczalnym jednym oraz dwoma lustrami. W rozdziale wyprowadzono kwan-
towe réwnanie filtracji dla heterodynowego i ro6znicowego heterodynowego pomiaru promieniowa-
nia opuszczajacego wneke. W pierwszym przypadku réwnanie a posteriori otrzymano
jako graniczny przypadek réwnania filtracji dla obserwacji zliczajacej, drugie wyprowadze-
nie oparto na podanym w [16] unitarnym modelu obserwacji dyfuzyjnej. W drugiej czesci
rozdzialu przedstawiono przyklady rozwigzan analitycznych kwantowego réwnania fil-
tracji dla rozwazanej obserwacji dyfuzyjnej. Miedzy innymi udowodniono, ze $ci$niety
stan koherentny uktadu jest zachowany podczas ewolucji stochastycznej.

Dodatek zawiera nowe wyprowadzenie kwantowych regut Ito dla iloczynéw przyrostow

proceséw postawowych (anihilacji, kreacji i liczby czastek) w reprezentacji Focka.






Rozdzial 2

Opis pomiaru w mechanice kwantowe;

2.1 Operatory statystyczne i obserwable w standardowym sfor-

mulowaniu mechaniki kwantowej. Pomiar idealny

Niech #H z iloczynem skalarnym (- |-) bedzie zespolona osrodkowa przestrzenia Hilberta
zwigzang z ukladem kwantowym S. Niech B(H) oznacza zbior operatoréw liniowych
ograniczonych okres§lonych na przestrzeni H. Mozna wykazaé, ze B(H) z norma
|A]l := sup{||Apl|l, ¢ € H, |l¢|]| = 1} jest przestrzenia Banacha, a takze C*-algebrg
z jednoscia [30, 106].

Stany ukladu kwantowego mozna zdefiniowa¢ wprowadzajac zbiér operatorow klasy

sladowej

T(H) = {T € B(H) : Tr(T17)"* < o0}, (2.1)

gdzie Tr jest Sladem w przestrzeni H. T (H) jest przestrzenia Banacha z norma
1T == Tr(TTT) 1z Operatory statystyczne, inaczej stany uktadu, reprezentowane sa
przez dodatnio okre§lone operatory klasy sladowej o $ladzie réwnym jedno$ci. Zbior

stanow

PH) = {peTH):p>0, Trp=1} (2.2)

jest zbiorem wypuklym. W mechanice kwantowej wazna role odgrywaja elementy ek-

stremalne zbioru P(H), nazywane stanami czystymi. Mozna wykazaé, ze p jest stanem

czystym wtedy i tylko wtedy, gdy p? = p. Stany czyste uktadu sa dane przez jednowymi-

arowe projektory P, = |p)(yp|, gdzie ¢ € H 1 ||| = 1. Dowolny stan p € P(H) moze by¢

wyrazony jako kombinacja wypukta stanéw czystych P; = |o;){(pil; p = > w;P;, gdzie
i

0 <w; <1oraz Y w; =1, a szereg operatorowy jest silnie zbiezny.
i

9
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Aby rozpoczaé dyskusje o wielkosciach mierzonych w mechanice kwantowej zdefiniu-

jmy kilka wybranych klas operatoréw liniowych w przestrzeni H.

Operator A jest operatorem symetrycznym (hermitowskim) jezeli jego dziedzina D(A)

jest gesta w H i dla dowolnych ¢, 9 € D(A) spelniony jest warunek

(Adlp) = (P]Ap).

Operatorem  samosprzezonym nazywamy operator symetryczny, dla ktorego
D(A) = D(A"). Operator symetryczny A nazywamy istotnie samosprzezonym, jesli jego
domkniecie A jest samosprzezone. Jezeli operator symetryczny nie posiada rozszerzenia
samosprzezonego nazywany jest maksymalnym.

Standardowe sformulowanie mechaniki kwantowej zaktada, ze kazdej wielkosci mierzo-
nej, nazywanej obserwablg, odpowiada operator samosprzezony, dziatajacy w przestrzeni
Hilberta zwiazanej z rozwazanym ukladem kwantowym.

Niech A bedzie operatorem samosprzezonym w #H i niech 2 C R bedzie widmem
operatora A. Przez ®B(f2) oznaczmy o-algebre podzbiow borelowskich zbioru {2.

Miarg spektralng (ang. projection valued measure — PVM) nazywamy odwzorowanie

E :9B(2) — B(H) o nastepujacych wlasnosciach [94, 106]:

(i) E(U;4;) =3 E(4A;), gdy A;NA; =0 dlai# j, aszereg jest zbiezny w stabym

sensie.

Miara spektralna nazywana jest takze miarg rzutowg lub ortogonalnym rozktadem jed-
nosci. Przed podaniem probabilistycznej interpretacji mechaniki kwantowej przypomni-

jmy tresé twierdzenia spektralnego [86, 94, 106].

Twierdzenie 2.1. Niech A bedzie samosprzezonym operatorem z dziedzing D(A) C H.
Istnieje wowczas jedyna miara spektralna E : B(2) — B(H) taka, zZe

o) = {oen: [ PalB@) <o (23

i dla kazdego ¢ € D(A),
(olAg) = /Q d{g|E(2)e), (2.4)

gdzie {2 jest widmem operatora A.
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Wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy obserwabla uktadu kwantowego reprezen-
towana przez operator samosprzezony A i miarg spektralna F, ustanowiona przez twierdze-
nie spektralne, sprawia ze miare spektralng mozna traktowaé jako obserwable w mechan-
ice kwantowej. Zgodnie z probabilistyczna interpretacja Borna przyjmujemy, ze rozktad

prawdopodobienistwa obserwabli A € B(#H) w stanie p € P(H) dany jest jako
pa(4) = Tr[pE(4)], A€ B(2). (2.5)

7 wlasnosci miary spektralnej F wynika, ze ,uf jest miara probabilistyczna na B($2);
wlasnosé (ii) zapewnia nieujemno$¢ miary ,u‘;‘, a (1) jej unormowanie do jednosci. Wyraze-
nie

(4), = TrlpA] (2.6)
dzigki (2.4) okresla wartos¢ srednig obserwabli A dla rozktadu prawdopodobieristwa (2.5).
Gdy uklad kwantowy znajduje sie w stanie czystym Py = |¢) (1|, mamy

(Ay = (¥]AY). (2.7)

Odwracalna ewolucja zamknietego uktadu kwantowego, ktory w chwili poczatkowej ¢

znajduje sie w stanie p(tg) € P(H), opisana jest rownaniem
p(t) = U(t,to)p(to)UT (¢, to), (2.8)

gdzie

Ult,tg) = ‘fexp{ - ;i/tH(t’)dt’} (2.9)

jest operatorem ewolucji uktadu. We wzorze (2.8) przez % oznaczono operator chrono-
logiczny, a H (t) jest operatorem energii uktadu (hamiltonianem). Jezeli uktad kwantowy
jest izolowany (nie oddzialuje z zewnetrznym polem), wowczas operator H nie zalezy od
czasu.

Zgodnie z podejsciem zapoczatkowanym przez Birkhoffa i von Neumanna postuluje
sie, ze pomiar dowolnej wielkosci fizycznej musi byé¢ zredukowany do eksperymentu,
ktorego wynik decyduje o prawdziwosci lub falszu pewnego stwierdzenia. Odpowiada
to zalozeniu, ze zdarzenia w mechanice kwantowej reprezentowane sa przez projektory
dziatajace w przestrzeni H. Przypomnijmy, ze projektory sa idempotentnymi opera-
torami: P? = P, ortogonalnymi do uzupetienia P+ = I — P: PP+ = (. Dla kazdego
projektora istnieje podprzestrzen domknieta Mp C H, taka, ze P jest operatorem rzu-

towania na te podprzestrzen. Zbiér wszystkich zdarzen kwantowych nazywamy logikg
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kwantowq [72]. Porzadek logiczny w tym zbiorze P < R wynika z relacji algebraicznej
PR = P, ktora jest rownowazna stwierdzeniu Mp C Mpg. Koniunkcja zdarzen P A R
oznacza, ze Mparr = Mp N Mpg. Odpowiednio, alternatywe P V R definiujemy zadajac
Mpyr jako powloke liniows okreslona na Mp U Mpg. Moéwimy, ze dwa zdarzenia P,
R sa komplementarne, gdy PV R = I, ortokomplementarne, gdy P + R = I, niekom-
patybilne, gdy P A R =0 i ortogonalne, gdy PR = 0 [21]. Mozna wykazaé, ze zdarzenia
ortogonalne sg niekompatybilne, ale niekompatybilno$¢ zdarzen w mechanice kwantowej
nie oznacza ich ortogonalnosci. W logice kwantowej istnieja komplementarne niekom-
patybilne zdarzenia, ktore nie sa ortogonalne [21]. Klasyczny model logiki wyklucza taka
mozliwos¢.

Kompatybilnosé zdarzen P i R, czyli fakt, ze moga one zaj$¢ tacznie, oznacza, iz
[P,R] == PR— RP=0. (2.10)

W podrecznikach méwi sie czesto o réwnoczesnosci zdarzen P i R. Roéwnoczesno$é
zdarzen rozumiana jest tutaj w taki sposob, ze odnosza sie one do tego samego stanu
uktadu kwantowego, nie musza one zachodzi¢ w tym samym czasie. Zauwazmy, ze dla
zdarzen kompatybilnych P A R := PR oraz PV R:= P+ R+ PR.

Opiszmy teraz zapostulowana przez von Neumanna nieciggla i nagla zmiane stanu
uktadu kwantowego wywolana przez akt pomiaru. Niech A = Z x; F; bedzie rozktadem
spektralnym obserwabli A, x; s wartosciami wlasnymi operator; A, natomiast F; sa pro-
jektorami na podprzestrzenie wlasne A. Przyjmujemy, ze pomiar idealny obserwabli A,
w ktorym otrzymano warto$é z;, powoduje zmiane stanu uktadu [109]
'+ _ Eipki

Tr[pE;]’

p—p (2.11)

gdzie operator p jest stanem ukladu bezposrednio przed pomiarem. Transformacja stanu
ukladu kwantowego (2.11), nazywana postulatem rzutowym von Neumanna, jest pow-
tarzalna w tym sensie, ze jezeli pomiar obserwabli A zostanie powtérzony dostatecznie
szybko, tak, aby ewolucja czasowa nie zmienila stanu (2.11), znowu otrzymujemy wartosé
x;. Wynika to z tego, ze

Tr[EipE;]

R - 1. (2.12)

(@) = Trlp Ei] =

Gdy dokonano pomiaru obserwabli, ale wynik pomiaru nie zostat odczytany, otrzymu-

jemy zachowujaca $lad transformacje operatora statystycznego postaci

p— Y EipE;. (2.13)
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Zwykle p # > E;pF;, a zatem pomiar w mechanice kwantowej moze powodowaé zmia-
ne stanu ukl;du nawet wowczas, gdy nie zwieksza on naszej wiedzy o uktadzie. Po-
danego schematu nie mozna bezposrednio zastosowaé do przypadku obserwabli z wid-
mem ciaglym, poniewaz prawdopodobienistwo otrzymania w pomiarze okreslonej wartosci
x jest wowczas rowne zero dla dowolnego p € P(H). Pomiar powtarzalny, jak udowodnit

von Neumann, istnieje tylko dla obserwabli dyskretnych [109].

2.2 Wspoélmierzalnosé obserwabli. Pomiar niedoktadny. Obser-

wable uogoélnione

Omowimy teraz zagadnienie wspotmierzalnoscei (kompatybilnosci) wielkoscei fizycznych w
jezyku miar probabilistycznych.

Niech A; i A3 beda obserwablami o miarach spektralnych odpowiednio F; i Fy oraz
widmach (2; i {2. Obserwable A; i As nazywamy wspdétmierzalnymi, gdy istnieje obser-

wabla A okreslona na B({2, x (%) taka, ze
A(Al X 02) = Al(Al), (214)
A(Ql X Ag) = AQ(AQ), (215)
dla wszystkich Ay € £, Ay € 2 [106]. Operatory (2.14), (2.15) nazywamy obserw-

ablami brzegowymi. 7 powyzszej definicji wynika, ze dla wspétmierzalnych obserwabli

A; i A, istnieje tgczny rozklad prawdopodobieristwa p;‘, taki, ze dla dowolnego stanu p,

p;:‘(Al X Ag) = Tl"[pEl(Al)EQ(AQ)], (216)
Py (AL x () = pi(Ay), (2.17)
p;‘(Ql X Ag) = plpq2(A2) . (218)

Wyrazenia (2.17) 1 (2.18) nazywamy rozktadami brzegowymi, natomiast p;‘(Al x Ag) in-
terpretujemy jako prawdopodobienistwo tego, ze wynik lacznego pomiaru obserwabli Ay
oraz A w stanie p znajdzie sie w zbiorze Ay x As. Réwnowaznosé wspotmierzalnosci
obserwabli i przemiennosci odpowiadajacych im miar spektralnych wykazal von Neu-
mann [109]. Zgodnie z podanym przez niego twierdzeniem, dwa operatory samosprzezone
A i As sa przemienne (komutuja) wtedy i tylko wtedy, gdy mozna je wyrazié¢ jako funkcje
borelowskie pewnego innego operatora samosprzezonego A. Powyzsze stwierdzenia mozna
bezposrednio rozszerzyé do dowolnego skonczonego zbioru obserwabli.

W standardowym sformutowaniu mechaniki kwantowej nie mozna opisaé¢ tacznego

pomiaru obserwabli nieprzemiennych. Problem przesledzmy na przyktadzie obserw-
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abli polozenia i pedu. Twierdzenie Stone’a [94] mowi, ze z kazdym operatorem samo-
sprzezonym A mozemy zwiazaé¢ jedyna silnie ciagla grupe operatoréw unitarnych
U(t) = e'*4, gdzie t € R. Majac zatem operator samosprzezony pedu P i polozenia

X mozemy okresli¢ dwie grupy operatordéw unitarnych
U(.T) — e—ia:P/h, V(p) — eipX/h7 (2.19)
gdzie x,p € R. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie [94, 106].

Twierdzenie 2.2. Niech U(x) i V(p) bedq ciggtymi jednoparametrowymi grupami oper-

atorow unitarnych spetniajgcych relacje
V(p)U(z) = "?"U(x)V(p), Vp,zecR. (2.20)

Niech P bedzie generatorem grupy U(z), a X generatorem grupy V(p). Istnieje wéwczas

gesty zbior D C H taki, ze P i X sq operatorami istotnie samosprzezonymi na D oraz
XPp—PXyp = ihp, Yo D. (2.21)

Operator potozenia i operator pedu tworza pare obserwabli kanonicznie sprzezonych.
Rownosé (2.20) nazywana reprezentacjg Weyla kanonicznych relacji komutacji moze by¢

dla tej pary zapisana w réwnowaznej postaci
Ul(2)E(A+x)U(z) = E(4A), AcBR), (2.22)

gdzie F jest miara spektralna operatora X i A +x = {s+x; s € A}. Z (2.22) wynika,
ze operator pedu jest generatorem przesuniecia wzdluz osi potozen uktadu. Pelne zdefi-
niowanie regul komutacji operatoréw wymaga od nas zawsze ustalenia dziedziny komu-
tatora. Polozenie i ped uktadu kwantowego opisane sa, podobnie jak wiekszos¢ wielkosci
mierzalnych, przez nieograniczone operatory samosprzezone. Takie operatory, zgodnie
z twierdzeniem Hellingera-Toepliza [94], nie moga by¢ zdefiniowane na calej przestrzeni
Hilberta H, a jedynie na jej gestych podzbiorach. Uzywajac reprezentacji Weyla mozemy
uniknaé¢ trudnosci zwiazanych z ustalaniem dziedziny komutatora. Poniewaz obserwable
potozenia i pedu nie sa przemienne, standardowy formalizm mechaniki kwantowej wyk-
lucza réwnoczesny pomiar odpowiadajacych im wielkosci. Jednak w praktyce labora-
toryjnej mamy czesto do czynienia z tacznym pomiarem potozenia i pedu dla uktadéow
kwantowych. Na przyktad, mierzac potozenie czastki natadowanej w komorze Wilsona
uzyskujemy réwnoczesnie informacje o jej pedzie z pomiaru krzywizny toru czastki.
Nalezy jednak podkresli¢, ze zawsze sa to pomiary przyblizone wykonywane z okreslona

doktadnoscia.
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Potrzeba stworzenia Scistego matematycznego opisu tacznego pomiaru polozenia i
pedu ukladu kwantowego byla jednym z powodoéw rozszerzenia przez fizykéw pojecia
obserwabli. Pojecie obserwabli uogélnionej wprowadzili niezaleznie od siebie Lewis i
Davies [40], Holevo [67] i Ludwig [80, 81].

Niech T bedzie zbiorem wynikéw pomiaru dla okreslonej wielkosci fizycznej, przez
B(7) oznaczmy o-algebre zbiorow borelowskich na Y. Miarg pdtspektralng (ang. posi-
tive operator valued measure — POVM) nazywamy odwzorowanie E : B(71) — B(H)

spelniajace nastepujace wlasnosci [32]:
(i) E(A) > 0 dla wszystkich A € B(7),

(i) E(@) =0, E(Y)=1,

(i) E(U;4;) =" E(4;) dla kazdego przeliczalnego zbioru parami roztacznych elemen-

1
tow A; C T, a szereg jest zbiezny w stabym sensie.

Miara potspektralna nazywana jest takze obserwablg uogdlniong, obserwablg rozmytg lub
nieostrg, nieortogonalnym rozktadem jednoscii efektem. Rozklad nieortogonalny definiuje

na B(7) miare probabilistyczna postaci
nh(A) == Tr[pE(A)]. (2.23)

Rozszerzony formalizm mechaniki kwantowej zaklada, ze wielkoscia matematyczna,
ktorej przypisujemy sens wielkoSci mierzonej jest miara poédtspektralna. W standard-
owym sformutowaniu teorii kwantowej sens fizyczny posiadajg wybrane operatory samo-
sprzezone i zwigzane z nimi w sposéb jednoznaczny miary spektralne. Wprowadzone
uogoblnienie sprawia, ze obserwable takie jak energia, ped, polozenie czy spin ukladu
staja sie niejednoznaczne. Niejednoznaczno$é w definiowaniu obserwabli uogélnionych
wynika stad, ze z danym operatorem samosprzezonym mozemy zwiazaé nieskoriczenie
wiele miar polspektralnych. Oczywiscie nie kazdy z tych rozktadéw nieortogonalnych
posiada sens wielko$ci mierzonej. Jednoznaczna definicje obserwabli uktadu otrzymu-
jemy dopiero wowczas, gdy rozpatrujemy konkretna procedure pomiarows.

PrzesledZzmy teraz w jaki spos6b nieortogonalne rozklady jednosci pojawiaja sie w po-
miarach obarczonych btedem. Niech F bedzie miara spektralng odpowiadajacg pewnemu
operatorowi samosprzezonemu o widmie (2. Przez 7 oznaczmy zbiér wartosci jakie
mozemy otrzymaé dokonujac pomiaru. Niedokladnosé aparatury pomiarowej wprowadza

randomizacje miary prawdopodobiefistwa zwigzanej z miara spektralna zgodnie z for-
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mula [32]

F(A) = / p(4,2)dE(z) (2.24)

Q

gdzie A € B(7T), p(-,z) jest miara probabilistyczna na B(7"), natomiast p(A,-) jest
funkeja mierzalna na zbiorze 2. Nieidempotentny operator (2.24) wyznacza miare pol-
spektralng na B(7). W praktyce kazdy pomiar obarczony jest bledem i prawdopodo-
bieristwo (2.5) definiowane przez miare spektralna F ulega rozmyciu przez niedoktadnosé
aparatury.

Wspolmierzalnosé obserwabli uogélnionych nie oznacza przemiennosci odpowiada-
jacych im miar poélspektralnych. Warunek przemiennosci musi byé spelniony w sytu-
acji, gdy ktoras z wielkosci mierzonych reprezentowana jest przez miare spektralng [74—
76]. Formalizm obserwabli uogolnionych pozwala opisaé¢ taczny pomiar polozenia i pedu
uktadu kwantowego, ale w takim eksperymencie niedoktadno$é¢ pomiaru obu wielkosci
jest nieusuwalna [39, 69]. W mocy pozostaje stwierdzenie, ze réwnoczesnie z dowolng
doktadnoscia mozna mierzyé tylko obserwable przemienne.

Tworcy podstaw mechaniki kwantowej juz w latach dwudziestych ubieglego wieku
zdali sobie sprawe z faktu, ze z niektéorymi wielko$ciami fizycznymi nie mozna zwiazaé
operatorow samosprzezonych nawet wowczas, gdy rozpatrujemy doktadne pomiary tych
wielkosci. Problem ten omoéwimy na przykltadzie obserwabli czasu.

Czas jest wielkoscig wyrozniong w mechanice kwantowej, wystepuje on bowiem jako
parametr w réwnaniu ruchu. Podane ponizej uzasadnienie stwierdzenia, ze operator
czasu nie moze by¢ reprezentowany przez miare spektralna, pochodzi od Pauliego [106].
Niech H bedzie hamiltonianem uktadu. Zatézmy, ze T jest operatorem samosprzezonym.
Niech  generowana  przez  operator T  grupa  operatoréw  unitarnych
V(e) = e €T/" gdzie ¢ € R oraz grupa U(t) = e /" 7 parametrem ¢ € R, spetni-
aja relacje Weyla

U)WV (e) = e =V (e)U(t). (2.25)
Z relacji (2.25) wynika rownosé

Vie)E(A)WV(e) = B(A+e), (2.26)

gdzie E jest miara spektralng hamiltonianu. W nierelatywistycznej mechanice kwan-
towej widmo hamiltonianu jest zawsze ograniczone z dotu. 7Z tego witasnie powodu
rownosé (2.26) nie jest prawdziwa dla wszystkich wartosci ¢ € R. Otrzymujemy zatem
sprzeczno$¢, z ktorej wynika, ze nie istnieje samosprzezony operator T'.

W pracy [68] Holevo udowodnil, ze obserwabla czasu moze byé reprezentowana przez

maksymalny operator symetryczny, co oznacza, ze z operatorem czasu mozemy zwigzac



ROZDZIAL 2. OPIS POMIARU W MECHANICE KWANTOWEJ 17

miare polspektralng. Podobnie operator fazy dla oscylatora harmonicznego i operator
momentu pedu mozna poprawnie zdefiniowaé¢ tylko za pomoca miar pélspektralnych

32, 69).

2.3 Pomiar posredni, instrument i stan a posterior:

Rozwazmy uktad kwantowy S, ktoremu odpowiada przestrzen Hilberta Hs. Zakladamy,
ze informacje o uktadzie kwantowym S otrzymywane sg w sposob posredni, dzieki po-
miarowi wielkosci fizycznych uktadu M, ktoéry oddzialuje z S. Za von Neumannem
przyjmiemy, ze uklad, ktory pelni role aparatury mierzacej, jest obiektem kwantowym,
z ktorym zwiazaé¢ mozemy przestrzeri Hilberta H . Wspélna dynamika ukladow zde-
finiowana jest na przestrzeni Hilberta Hs ® Haq. Zakladamy, ze w chwili poczatkowej
uklady sa niezalezne i stan uktadu zlozonego opisuje macierz gestosci p ® o, gdzie p jest
stanem ukladu obserwowanego S, a ¢ przygotowanym przez eksperymentatora stanem
poczatkowym przyrzadu pomiarowego. Uktady oddziatuja ze soba przez pewien czas, a
ciagla i odwracalna dynamika generowana przez hamiltonian uktadu ztozonego opisana
jest transformacja unitarna U (p ® o) UT.

Niech Anq bedzie obserwabla z miarg spektralng F i widmem {2, dziatajaca w Hg.
Przez Try,, oznaczmy $lad w przestrzeni H . Postulujemy, ze pomiar obserwabli Axy,
ktorego wynik lezy w zbiorze mierzalnym A C 2, prowadzi do nieliniowej zmiany stanu

uktadu S postaci

Za(p)

pld) = Trus[Za(p)]’

(2.27)

gdzie
Za(p) = Trn,[U(p@ o) U (I® B(A))], (2.28)

a Try . [Za(p)] jest prawdopodobieristwem otrzymania wyniku w zbiorze A C 2. Jezeli
pomiar zostal wykonany, ale nie znamy jego wyniku, méwimy ze uklad znajduje si¢ w
stanie,

p(2) = Talp) = Trny (U (p@ o)UY, (2.29)

Odwzorowanie Zp : P(Hs) — P(Hs), gdzie A € B(2), dane wzorem (2.28) moze by¢
rozszerzone jednoznacznie do odwzorowania liniowego Z : B(£2) — L(T(Hs)). Latwo

sprawdzié, ze odwzorowanie 7 posiada nastepujace wtasnosci:
(i) VA € B(£2) I jest kompletnie dodatnie [103],

(il) Zu,a:(p) =2 Za(p), Vp € T(Hs), gdy A; N A; =0 dlai # j,
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(i) Trns[Zo(p)] = Trne p, ¥p € T(Hs).

Z powyzszych wlasnosci wynika, ze Z okresla na zbiorze B(2?) miare polspektralna F' w
taki sposob, ze

Trys [pF(A)] = Tras[Zalp)] (2.30)

dla A € B(2)ipe P(Hs). Notacje T wprowadzili Davies i Lewis [39, 40], od nich takze
pochodzi nazwa instrumentu. Instrumentem nazywamy kazde odwzorowanie z B(2) w
L(T(Hs)) spemiajace warunki (i)-(iii).

Dla kazdego instrumentu mozna zdefiniowa¢ w sposéb jednoznaczny odwzorowanie du-

alne J = 7* w taki sposob, ze dla kazdego A € B(12)
Tos[Ta(p)A] = Ton [pTa(A)], p e T(Hs), AB(Hs).  (231)

T B(2) = L(B(Ms)) jest odwzorowaniem kompletnie dodatnim i Jo(I) = 1.
Ozawa udowodnil [90], ze dla dowolnego instrumentu oraz stanu p istnieje rodzina

standw a posteriori {p, : © € 2} taka, ze
(i) Vx € 2, p, jest macierza gestosci w Hg,
(ii) funkcja x — p, jest silnie borelowsko mierzalna,

(iii) VA € B(2) mamy

/ peTrrs [Laa(p)] = Tap) - (2.32)
A

W pracy [109] von Neumann wykazal, ze redukcja funkeji falowej uktadu kwantowego
(2.11), towarzyszaca idealnemu pomiarowi obserwabli dyskretnej, moze byé¢ wyprowad-
zona ze schematu pomiaru posredniego. Przedstawmy tutaj przyklad oparty na pomysle
von Neumanna. Niech {¢;} bedzie zupelnym ortonormalnym zbiorem wektoréw wias-

nych pewnej obserwabli A,

Apj = zioim, Py=> logr)(@snl;
k

A= ;P (2.33)
J

Zbior {p;1} tworzy baze przestrzeni Hs. Niech {t;} bedzie baza w przestrzeni Hq, a ¢
wektorem jednostkowym z H . Zdefiniujmy na przestrzeni Hs ® H o operator unitarny
U w nastepujacy sposob:

Ulpjr @) = @jk @ 1. (2.34)
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Operator U opisuje oddziatywanie, ktore wprowadza korelacje miedzy stanami uktadow.
Pomiar obserwabli Z =} z;[1;)(¢;| ukladu M, opisa¢ mozna na przestrzeni Hs @ H

za pomocg miary spektralnej

Ut 1@ [yl | U, (2.35)

jeA
ktoéra wyznacza instrument postaci
Ta(p) = Y (s [UW)P(WU T y) = " PipP;, Vp € Hs. (2:36)
JjeA jEA
Wyrazenie jest zgodne z (2.11). Gdy sumujemy po calym zbiorze 2 otrzymujemy pomiar
nieselektywny i stan a priori (2.13). Liniowa transformacja stanu ukladu kwantowego

postaci (2.36) zostala podana przez Liidersa [79].

2.4 Kwantowy paradoks Zenona

Opiszmy teraz efekt zatrzymania ewolucji swobodnej ukladu kwantowego wywotany
ciaglym w czasie pomiarem idealnym obserwabli uktadu kwantowego opisanym postu-
latem rzutowym von Neumanna. W tym celu rozwazmy uktad kwantowy, dla ktorego w
chwilach tk/n, k =0, 1,...,n, nalezacych do przedziatu czasu [0, ¢], przeprowadzono serie
n + 1 pomiaréw idealnych obserwabli dyskretnej A = ZacZEl, gdzie E; sa projektorami
na podprzestrzenie wlasne operatora A. Generowana przez hamiltonian H uktadu kwan-
towego unitarna transformacja stanu uktadu (2.8), ktéra ma charakter deterministyczny
i przyczynowy, w chwilach pomiaru przerywana jest przez nieciagla i losowa zmiane stanu
uktadu (2.11), zatem ewolucja uktadu jest stochastyczna i nieodwracalna.

Korzystajac z tego, ze ||e1t/" — [ —iHt/hn|| = o(1/n?) oraz Ej, = E? mozna wykazac
dla H € B(Hs), ze [70]

lim (Bpeflt/hmpn = B elbrfExt/h (2.37)
Stad, prawdopodobienistwo tego, ze we wszystkich n+ 1 pomiarach otrzymamy wynik zy,
Prti(Er) = Tr[(Ere Y B p(0)(Epe /™ B )", (2.38)

przy n — oo jest roéwne

p(Ey) = Trle Bl BB 5(0)Eel BB = Tr(p(0)Ey] . (2.39)

Z (2.39) wynika, ze ciagla obserwacja ukladu opisana postulatem rzutowym niszczy

ewolucje swobodng i uktad zostaje uwieziony w stanie poczatkowym. Dzieje sie tak
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dlatego, ze kazdy z pomiaréw idealnych przeprowadza uktad do stanu odpowiadajacego
pojedynczej wartosci wlasnej mierzonej obserwabli, a zmiana stanu ukladu zwigzana z
hamiltonowska ewolucja w przedziale ¢/n dla n — oo staje sie zaniedbywalnie mala.
Uogdlnienie wzoru (2.37) na przypadek nieograniczonego operatora H i obserwabli z
ciaglym widmem jest trudnym zadaniem. Efekt zatrzymania ewolucji swobodnej uktadu,
nazywany kwantowym efektem Zenona, dla przypadku, gdy H = —%A przedstawit
Friedman [45]. Autor wykazal, ze jezeli obserwujemy w sposob ciagly czastke swobodna
po to, aby ustali¢ czy znajduje sie ona w pewnym obszarze D C R3, wowczas praw-
dopodobienistwo tego zdarzenia nie zalezy od czasu i jest réwne prawdopodobienstwu
tego, ze w chwili poczatkowej czastka znajduje sie w obszarze D.
Fizyczne konsekwencje formuty (2.37) przedstawili Misra i Sudarshan [85]. W pracy [85]
po raz pierwszy uzyto okreslenia kwantowy paradoks Zenona.
Nietrywialna granice ciaglej obserwacji otrzymali, rozpatrujac ciag pomiaréw nieideal-
nych, ktorych doktadnosé zmniejsza sie wraz ze wzrostem czestosci pomiaréow, Barchielli,

Lanz i Prosperi [7, §].



Rozdzial 3

Model ciaglej nieniszczacej obserwacji

3.1 Kwantowy rachunek stochastyczny Ito w przestrzeni Focka

Niech F(K) bedzie symetryczng przestrzeri Focka [31] nad jednoczastkows przestrzenia
Hilberta K := C"® L?(R, ), catkowalnych z kwadratem funkcji ze zbioru R, w zbior C”,

F(K) == C® (énw) : (3.1)
k=1

Dla uproszczenia zapisu zastapmy F(K) przez F. Dla kazdego f € K mozna zdefiniowa¢
wektor wyktadniczy e(f) € F,

) = (LA enE) P reref..). (3.2)

Tloczyn skalarny dwoch wektoréw wykltadniczych w przestrzeni F ma postaé

(e(9)le(f))Fr = exp(glf)x = exp {Z/O 9j(t)fj(t)df] : (3.3)
j=1
Unormowany wektor wyktadniczy

1
1) = e (511 ) (), (3.4)
nazywamy wektorem koherentnym. W szczegolnosci ¢(0) = (1,0,0,...) € F jest wektorem
prozni.

Niech H; i Ha beda przestrzeniami Hilberta. Mozna udowodni¢ [63, 91], ze dla

symetrycznej przestrzeni Focka
F(H1 @ Ho) =2 F(H1) @ F(Ha). (3.5)
Izomorfizm (3.5) jest unitarny: istnieje operator unitarny U:F(Hi®Hsa) — F(H1)QF (Hz)

ktory, dla dowolnych elementow fi; € Hy oraz fo € Hy, odwzorowuje wektor e(f1 @ f2)

21
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w iloczyn tensorowy wektoréw e(f1) ® e(f2). Stad, oraz dzigki temu, ze L*(R,) mozna
zapisa¢ w postaci sumy prostej L2([0,t))@® L?([t,00)), przestrzen F ma strukture cigglego
iloczynu tensorowego

F = ]:[O,t) & ]:[t,oo) . (3.6)

Flo,t) oraz Fiy o) 53 symetrycznymi przestrzeniami Focka odpowiednio nad C"®L*([0,t))
iC" @ L3([t,0)).

Zalezna od czasu rodzine operatorow {F(t), t > 0} (ograniczonych lub nie), dziala-
jacych w przestrzeni F, nazywamy kwantowym procesem nieantycypujgcym, gdy F(t)
dziata na przestrzeni F; o) jako operator jednostkowy i moze dziala¢ w sposob nietry-
wialny na przestrzeni Fg 4 (por. [71]).

Niech D bedzie powtoka liniowa zbioru wektoréow wyktadniczych w F. Zdefiniujmy,
na gestej w F dziedzinie D, operatory: anihilacji A;(t), kreacji A;r. (t) oraz liczb czastek
Ay (t) [11, 71]:

&@W%zéﬁ@*%% (3.7)

0
A;(t)e(f) = T@e(f—i_gx[o’t)) » , (3.8)
Aij(t)e(f) = —ii\e(exp(ﬂpin[o,t))f)‘A_O7 (3.9)

gdzie x[o.¢) jest funkcje charakterystyczna zbioru [0,1), € = (e1,...,6,) € R", A € R oraz
(Pij )i := dirf;. Korzystajac z (3.3) otrzymujemy

<mmwwmfzéa®wmwmm (3.10)

@@mﬂmmlea@mwmmwmn (3.11)

Operatory A;(t), A}(t), A;;(t) spelniaja kanoniczne relacje komutacji postaci

A0, 4] = (AT, ALE)] = 0, [Ay(t), Aul®)] = SudaltAE) = 8aliy(t AT,
[A(t), ANEY] = Bigtat’, (450, ()] = Bixdi(tnt), [A(t), AY(#)] = 8 AL(tAY)
(3.12)

gdzie t At' := min(¢,t’). Definicje (3.7)—(3.9) pozwalaja formalnie zapisa¢

1Mﬂ=4%@®7£@=4@@®7M@=A@®%®® (3.13)

gdzie a;(t), a;f(t) sg operatorami speliajgcymi kanoniczne relacje komutacji postaci

la; (), ai(t)] = 0, [a;(8),al ()] = 6;56(t — t'). (3.14)
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Niech M (t) bedzie jednym z proceséw postawowych: A;(t), A;r-(t), A;;(t). Korzystajac z
wlasnosci faktoryzacji (3.6) mozemy zapisac [91]

(M(t) = M(s))e(f) = e(fio.s) ® {(M(t) = M(s))e(fis)} @ efir),  (3-15)
gdzie (M(t) — M(s))e(fis,1)) € F(C™ @ L3([s,1)).

Definicja 3.1. Niech {L,}o<s<: bedzie procesem nieantycypujacym (Ls € B(Fjo.s)) dla
0 <s<t). Méwimy, ze L jest procesem prostym wzgledem podziatu so =0 < s1 < ... <
sp =1 jezeli Ls = Ly, gdy sj < s < sjy1. Calke stochastyczng z L wzgledem M na F
definiujemy przez [71, 91]

/L(S)dM(S)e(f) = lim i (L(si)e(fio.5))) ® (M(si11) — M(5:))e(f1s;.5,11)) © €(flsisr.00))-
’ ) (3.16)

Z powyzsze] definicji oraz z definicji (3.7)—(3.9) wynika, ze przyrosty dt¢, dA4;(¢), dA;-(t),

dA;;(t) rozpatrujemy jako operatory dzialajace w przestrzeni F; ;1.4¢), dla ktorych

dA;(t)e(f) = dtfi(te(f), (e(hldAl) = FBdHe(f)],
Ay (te(f) = dAL@D) f;()e(f). (3.17)

W dalszej czedci pracy wielokrotnie korzystaé¢ bedziemy z tego, ze dA;(¢), dA;-(t), d4;;(¢)

komutuja z dowolnym procesem nieantycypujacym F'(t).

Twierdzenie 3.1. (Kwantowe reguty Ito [71, 91]). Niech My (t) i Ma(t) bedg jednymi
z procesow A;(t), A;(t), Aij(t). Wowcezas My (t)Ma(t) jest procesem nieantycypujgcym

spetniajgcym relacje:
d(M;(t)Ma(t)) = dMy (t) Ma(t) + My (t)dMa(t) + dM; (£)dMa(t) (3.18)
gdzie iloczyn AM; (t) dMs(t) okreslony jest przez kwantowq tablice przyrostéw Ito:
dA; () dAL(t) = di;dt,  dA(t) dAw;(t) = dudA (L),
Ay (1) dAL(t) = 6;(1)dAL(), dAi(t) ddg(t) = dpddu(t),  (3.19)

a pozostate iloczyny, w tym wszystkie tloczyny zawierajgce dt, sq rowne zero.
3.2 Kwantowa ewolucja stochastyczna i kwantowe réwnanie Lan-
gevina

Rozwazmy uklad kwantowy S, ktory oddziatuje z rezerwuarem modelowanym w przestrze-

ni Focka F. Niech H bedzie osrodkowa przestrzenia Hilberta zwigzana z ukladem S.
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Przestrzenn H bywa nazywana takze przestrzenigq poczgtkowq [17, 91|. Aby opisa¢ odziaty-
wanie miedzy ukladem S i polem bozonowym, a takze ewolucje uktadu zlozonego, nalezy
rozszerzy¢ wprowadzony w poprzednim podrozdziale kwantowy rachunek stochastyczny
do przestrzeni h = H Q@ F [71, 91]. Kwantowy rachunek stochastyczny w b rozwiniety

przez Hudsona i Parthasarathy’ego, okresla znaczenie rownan postaci

AM(t) = zn: (zn: Dji()dAi(t) + B; (£)dA; (L) + f}(t)dA}(t)) FGH)dt,  (3.20)

j=1 \i=1

gdzie M(t), D;;i(t), E;(t), F;(t), G(t) sa nieantycypujacymi procesami w b, a przyrosty
procesow podstawowych nalezy identyfikowaé z ich wzmocnieniami, czyli operatorami
postaci I; ® dA;(t), itd. Znaczenie rownaniu nadaje podana przez autoréw definicja

kwantowej calki stochastycznej dla procesé6w nieantycypujacych w . W szczegélnosci

teoria nadaje sens kwantowemu réwnaniu stochastycznemu postaci [71, 91]

dU(t) = zn: R;dAl(t) + Zn: zn:(sij — 8;5)dA(t) — zn: zn: RES;dA;(t)

i=1 j=1 i=1 j=1

1 — i
—§ZR;RjdtfﬁHdt Uy, U®0) = I, (3.21)

j=1

gdzie R;, S;;, H € B(H), H' = H, Zn: Sij ® |hi)(hj| =: S jest operatorem uni-
tarnym w H ® K 1 {h;,j = 1,2,... ,n}l’jeislt ortonormalng baza w C". Aby uprosci¢
zapis utozsamiliSmy operatory wystepujace w rownaniu z ich wzmocnieniami, operator
R; nalezy identyfikowac¢ z R; ® Ir, natomiast Ay (t) z Iy ® Ai(t), itd. Rozwiazanie row-
nania (3.21) istnieje i jest jednoznaczne [2, 71, 91], jest nim jest rodzina {U(¢t), t > 0}

nieantycypujacych operatoréw unitarnych w b; dla S = I otrzymujemy |[2]

j=1

U(t) = Texp{ - ;i/t {Hdt’ +ih§n: (RjdAj(t’) —RjdAi(t')ﬂ } (3.22)
0

gdzie % jest operatorem chronologicznym. Aby sprawdzié, ze (3.22) jest rozwiazaniem

rownania (3.21) dla S = I wystarczy zauwazy¢, ze

AU(t) = Uft+dt)—U(t) = {exp < - %Hdt +jz: (R;dAl(t) — R;Aj(t))) - 1] U(t)
— i % < - %Hdt + i (R;dAl(t) — RldA; (t)))mU(t) . (3.23)

Z kwantowych regut mnozenia Ito wynika, ze wszystkie wyrazy rzedu m > 2 znikaja.

n
Wyrazenie — > %R}R]—dt w rownaniu (3.21) pochodzi sie z wyrazu drugiego rzedu i
j=1



ROZDZIAL 3. MODEL CIAGLEJ NIENISZCZACEJ OBSERWACJI 25

nazywane jest poprawkg Ito. Podanie rozwiazania rownania (3.21) dla S # I wymaga
uzycia metody iteracji Picarda [84]. Z fizycznego punktu widzenia operator U(t) spel-
niajacy rownanie (3.21) opisuje odwracalng ewolucje uktadu zlozonego w obrazie in-
terakcji eliminujacym swobodng ewolucje rezerwuaru, H jest hamiltonianem uktadu
S, a operatory R; oraz S;; kontroluja sprzezenie ukladéw, w szczegdlnosci wyraze-
nie (SZ-' — 6ij)d/1ij (t) opisuje proces bezposredniego rozpraszania fotonéw na S miedzy
kanatem ¢ oraz j [10].

Niech {V(t),t € R} bedzie silnie ciagla grupe operatorow unitarnych na przestrzeni
F = F(C"® L*(R)) takich, ze

V(te(f(s)) = e(f(s+1)). (3.24)
Mozna wykazaé, ze operatory U i V spelniaja relacje postaci [5, 46]
Ult+s) = VI U®BV(s)U(r), Vst>0. (3.25)

Z relacji (3.25) wynika, ze V mozemy interpetowaé jako operator opisujacy swobodng

ewolucje pola. Korzystajac z (3.24) oraz (3.13) otrzymujemy

t+s
VT(s)Aj(t)V(s) = / a;(t)dt’ = A;(t+s) — Aj(s) (3.26)
lub inaczej
Vi(s)a;()V(s) = a;(t+s), (3.27)

zgodnie z tym, ze operatory A;(t), a takze A;f(t), A;;(t), zapisane sa w obrazie interakcji.
W dalszej czesci pracy bedziemy korzysta¢ z tego, ze dla dwuparametrowej rodziny op-

eratoréw unitarnych U(t,r) := VI(r)U(t — r)V(r), r < t, zachodzi wlasnos¢ [46]
U(t,s)U(s,r) = Ult,r), r<s<t. (3.28)
Zdefiniujmy teraz grupe operatoréw unitarnych U = {U(t), t € R} kladac

Ult) = Vv, =0 (3.29)

Ut(=t)V(t), t<0

Generatorem grupy U jest hamitonian uktadu ztozonego [62]. Grupa U okresla rodzine

6(t) automorfizméw B(H ® F) postaci

0t)(ZoW) = U (Zo W)U(t), (3.30)
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gdzie Z € B(H) i W € B(F). Jezeli §j € P(H ® F) jest stanem ukladu zlozonego w

chwili ¢ = 0, wowczas wyrazenie

(B)' = Try#{U'(t)BU(t) 7} (3.31)

okresla wartos¢ srednia operatora B € B('H ®F ) w chwili ¢. W obrazie interakcji otrzy-
mujemy
(B)' = Tr, ={BOUL)IUT (1)}, (3.32)
gdzie B(t) = VI(t)BV (t).
W dalszej czesci pracy rozwazaé bedziemy operatory ukladu zlozonego na przestrzeni
HRF.
Niech Z € B(H) bedzie obserwabla uktadu kwantowego S. Operator Z w obrazie

Heisenberga wyraza sie jako
Zy = Ut (Z @ IF)U(). (3.33)

Korzystajac z definicji operatora U(t) dla ¢ > 0 oraz z tego, ze V (t) komutuje z Z ® Ir
otrzymujemy

Z, = U ()(Z®Ix)U({1). (3.34)

Stosujac reguly rozniczkowania Ito (3.18) oraz (3.19) do réwnosci (3.34) otrzymujemy

réwnanie ewolucji Heisenberga nazywane kwantowym réwnaniem Langevina:

dz, = (dUT( ) ZU(t) + UT (1) Z(dU(t)) + (AU (t)) Z(dU (t))

1 n n
_ ﬁ [H,, Z,dt — 52( AR Z) + [Zt,R;,t]Rj,t) dt+ Y S, 12, RiJdAl(t)
j=1 jyi=1
— Y (2, BRS04 A; () + ) (Z Sti.eZiSkie — 5ijzt> dA; (). (3.35)
jyi=1 jyi=1 \k=1

Roéwnanie (3.35) wyznaczamy korzystajac z réwnania (3.21) oraz réwnania do niego
sprzezonego, a takze faktu, ze proces nieantycypujacy U(t) komutuje z przyrostami
dA;(t), dAT(t) i dd;(t).

Zalozmy, ze w chwili poczatkowej uktady sa niezalezne, a zatem stan ukladu ztozonego
mozna zapisa¢ w postaci

n = po®oo, (3.36)

gdzie pg € P(H), o9 € P(F). Zredukowany operator statystyczny ukltadu & w chwili ¢
definiujemy jako
p(t) = Ter{UnUT (1)}, (3.37)
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lub w spos6éb réwnowazny za pomoca réwnosci
Ton{Zp(t)} = Trner{Zunk, Y7 e B(H). (3.38)

Rozwazmy sytuacje, gdy pole bozonowe w chwili rozpoczecia oddziatywania z uktadem

S znajduje sie w stanie koherentnym [4, 10],

oo = [(F)AI (3.39)

Korzystajac z tego, ze wartosci srednie operatorow dA;(t), dA;L- (t), d4;;(t) w stanie ko-
herentnym (3.39) wynosza odpowiednio f;(t)dt, f;(¢)dt oraz f;(t)f;(t)dt, z (3.35) otrzy-

mujemy

ST Zp() = jtTrW{ztpo @ LU

- TH{[ Z_( RI(Z.R)) + 5B Z1R; + [,(0)B], 215,

+1;(6)S512, Rl + fi(D), (ZS 7S —52,-2))],)(@}. (3.40)

Rownanie (3.40) spelnione jest dla dowolnego operatora Z € B(H) i jest ono rownowazne

kwantowemu réwnaniu master :

Solt) = Loglo(t)], (3.41)

gdzie Ly s jest ograniczonym operatorem na P(H) postaci

Loslol®)] = — L1 ;z( R+ Ryp(0). 7))
+ Z [fa )(suptom] —RISMt)) + 50 Ruott)s], - o) ;)

+ i) ZSkjp £S5k, — ILF (D17 p(1) (3.42)
k=1

Rownanie (3.41) opisuje nieodwracalna (nieunitarng) dynamike uktadu S, ktory oddzia-

luje z rezerwuarem, rozwiazanie r6wnania mozemy zapisaé jako [1]

p(t) = O(t,s)p(s), (3.43)
gdzie

O(t,s) = T{exp/tdt’,ct,7f}. (3.44)
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Latwo sprawdzi¢, ze dla operatora (3.44) spelniona jest wlasnosé potgrupy
O(t,s)0(s,r) = O(t,r), r<s<t, (3.45)

zatem operator L,  jest dla kazdego ¢t > 0 generatorem kwantowej pélgrupy dynamicznej.
Dla rezerwuaru w stanie prozni (f = 0) zredukowana dynamika uktadu S jest jednorodna
w czasie [1, 60, 71, 77, 95]. Gdy uktad S nie oddzialuje z rezerwuarem (tzn. S;; = d;;,
R; = 0), rownanie (3.41) przyjmuje posta¢ rownania von Neumanna

d i

Solt) = — [H,p(t)] (3.46)
Hudson i Parthasarathy rozpatrywali sytuacje, gdy rezerwuar w chwili poczatkowej zna-
jdowatl sie w stanie prozni [71, 91]. Przypadek rezerwuaru bedacego mieszaning stanow
koherentnych opisano w [12], natomiast wyniki dla rezerwuaru w stanie Scisnietym mozna

znalezé na przyktad w [27, 64].

3.3 Fizyczne podstawy modelu: przyblizenie Markowa, rezer-

wuar osobliwy

Opierajac sie na pracy [49] Gardinera i Colleta przedstawimy dyskusje przyblizen stosowanych
w optyce kwantowej, ktore dla S = I prowadza do rownania Langevina typu (3.35).

+

Niech pole elektromagnetyczne, ktérego operatory a;(w) oraz a; (w) speiaja kanon-

iczne relacje komutacji

[ai(w), a;(W)] = 0, [as(w),al(@)] = d;6(w—w'), (3.47)

]
oddzialuje z ukladem S. W (3.47) zmienna w jest czestoscia pola, a indeks dyskretny
reprezentuje polaryzacje.
Przyjmijmy, ze hamiltonian oddziatywania uktadow jest liniowa funkcja operatoréw pola.
W przyblizeniv wirujgcej fali (ang. rotating wave approximation — RWA) hamitonian
oddzialywania mozna zapisa¢ jako
" 9+
Hy = ih(2m)~'/2 Y / Kj(w) | Rjal(w) — Riaj(w)| dw, (3.48)
Z1705-6;
gdzie R; sa operatorami ukladu S, a k;(w) sa funkcjami rzeczywistymi charakteryzu-
jacymi sprzezenie ukladéw. W obrazie oddziatywania eliminujacym ewolucje swobodna
pola, dla sprzezen niezaleznych od czestosci — przyblizenie ptaskiego kontinuum — otrzy-

mujemy

H(t) = mi [Rja}(t) — Rla;(n] (3.49)
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gdzie
03

1 © —iwt w
a;(t) = m/@j—ej a;(w) e “dw. (3.50)

Operator ewolucji U (t) zapisany w obrazie interakcji spelnia zatem réwnanie
d ~ i ~
—Ut) = —=(H + H(t))U(t), (3.51)

dt h

gdzie H jest hamiltonianem uktadu S. We wzorze (3.49) staly sprzezenia r; polozono 1,

co nie ogranicza og6lnosci rozwazari.

Przyblizenie Markowa otrzymuje sie przez przejscie graniczne 6; — oo we wzorze (3.50).

W ten sposob otrzymujemy operatory a;(t) = lim a;(t) oraz al(t) = lim al(t) spel-

QJ'HOO J ej — 00 J

niajace kanoniczne relacje komutacji (3.14), ponadto

/&j(t’)dt’ o A;(t), (3.52)

0 e
H(tydt —» ihzn: [RjdA}(t) —R;dAj(t)} : (3.53)
U(t) U (3.54)

Rozszerzenie obszaru catkowania w wyrazeniu (3.50) do przedziatu (—oo, 00) oznacza, ze

rezerwuar staje sie osobliwy [1, 61, 65|, w reprezentacji Focka otrzymujemy bowiem

W(Dlal®a; () = filo)f (), (3.55)

W(DlasB)al(t)u(f)) = 8500t =) + Fi(B)f;(t), (3.56)
a zatem dla rezerwuaru w stanie proézni czas zaniku dwupunktowych czasowych funkcji
korelacji pola wynosi zero, 7 = 0. Roéznica miedzy hamiltonianem oddzialywania dla
rezerwuaru o dodatnich czestosciach i dla rezerwuaru osobliwego jest niewielka wewnatrz
przyblizenia RWA [47].
Szczegbdly zatozenn kwantowego modelu propagacji swiatta, ktore pozwalajag okresli¢ za-
kres stosowania rozwazonego przez Hudsona i Parhasarathego réwnania stochastycznego

(3.21), mozna znalez¢ na przyktad w [114].

3.4 Teoria detekcji: procesy samonieniszczace i pomiar nienisz-
czacy

Operatory A;(t), A}(t), A;;(t) opisuja swobodne pole bozonowe. Zgodnie z interpre-

tacja podana przez Gardinera i Colleta [49] mowimy, ze odpowiadaja one polu przed
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oddzialywaniem z ukladem S i nazywamy je polem wejsciowym. Operatory w obrazie

Heisenbera
APt = UT()A;(U(), AG() = UT(H)A;(0U(E), (3.57)

okreslaja natomiast pole wyjsciowe, czyli pole po oddziatywaniu z uktadem S. Stosujac

reguly kwantowego rachunku rézniczkowego Ito mozna wykazaé, ze

out _ T Ty . ! !
A /{ZU NS,U () dA, (¢ )+U(t)RJU(t)dt}, (3.58)

0

AN () = /{ZUT (t")dAl(t )+UT(t’)R}U(t’)dt'}, (3.59)

0

At 0/ { Z Ut ()81, 8,mU (¢ )d/lkm(t')+n;1 1(t)S, RiU ()AL (¢)

k,m=1
+ Z Ut )RS U )d A, (') + Ut (t’)RjRjU(t’)dt’}. (3.60)

Rozwazany przez nas model zaklada, ze obserwabli uktadu S nie mierzymy bezposred-
nio. Z rownan (3.58)—(3.60) wida¢, ze pomiar obserwabli pola wyjsciowego dostarcza
informacji o uktadzie S i w tym sensie pole bozonowe pelni role aparatury pomiarowej.
W bezposrednim pomiarze pola wyjsciowego dla fotodetektora zliczajacego fotony typu

7 mierzony sygnal mozna wyrazi¢ za pomoca obserwabli
./\f;’“‘t () == A;}lt (t), (3.61)

ktora okresla liczbe fotonéw typu j unoszonych przez pole wyjsciowe do chwili ¢
W pomiarze posrednim pola wyjSciowego mozna natomiast wyznaczy¢ wartosci obserw-
abli

QM (t) = AT (1) + e A (1), (3.62)
gdzie ¢ € [0,2m). Z wzordw (3.58)—(3.60) dla S = I, otrzymujemy

t

NEU(t) = / dAj;(t') + Ry dALY) + R}, dA;(t') + R}, Ry pdt!, (3.63)
0
t
QoM (t) = /ei¢ dA;{ (') +e 2 dA; () + (ei‘bR;f.’t, + e*i¢Rj7t/> dt’. (3.64)
0

Zdefiniowane powyzej stochastyczne procesy wyjsciowe {J\/'j‘?ut(t), t >0}, {Q‘;-“t (t),t >0}

sa samonieniszczqgee [13, 14]:

VU (), NP ()] = [Q5™ (1), Q3™ (¢)] =0, Vi, t' > 0. (3.65)
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Wlasnosé¢ (3.65) oznacza, ze dla kazdej z rozpatrywanych rodzin obserwabli istnieje
wspo6lna miara spektralna. Z tego powodu kazdy z proceséw mozna traktowaé jak proces
klasyczny, ktéry moze by¢ obserwowany bez zadnych ograniczeri. Méwimy, ze pomiary
obserwabli w roznych chwilach czasu nie interferuja, zatem pomiar obserwabli, ktoéry
mozemy prowadzi¢ z dowolna precyzja, nie wplywa na wynik pomiaru w nastepnych
chwilach. Poniewaz N7 (t) oraz Q" (t) nie komutuja ze soba, w pojedynczym doswiad-
czeniu mozna realizowa¢ pomiar tylko jednego z tych proceséow.

Aby udowodni¢ wlasnosé (3.65) nalezy zauwazyé, ze dla rodziny operatoréow pola

{Y'(t),t > 0}, spelniajacych warunki
Y(t),Y(#)] =0, Yi@t)=Y(t), YO)OF = (Y(t)Fjo.)) © Fireo) (3.66)

ktorej przykladem jest

{N;(t) == 455(t), t = 0} (3.67)
{Q;(t) == Al(t) + e A (t), t > 0} (3.68)

z ¢ € [0,27), zachodzi
[U(T,t),Y(#)] =0, Vt<t. (3.69)

(3.69) wynika z tego, ze U(T,t) dziala w sposéb nietrywialny tylko na przestrzeni
H @ Fie1y. Z whasnosci (3.28) otrzymujemy

U(T) = UT,H)U(t), VT >t, (3.70)

S
=
g
I
=
g
~
=
g
=
g
I

Uiy @)U(T), YT >t (3.71)
Stad ostatecznie
YU (1), YU (¢)] = [UT (Y (U (1), U (#)Y (£)U ()
= UMDY (U(T), UNT)Y (") U(T)] = UND)[Y (), Y ()U(T) = 0. (3.72)

Z (3.72) wynika takze, ze pole wyjsciowe spelnia takie same relacje komutacji jak pole
wejsciowe, co oznacza, ze pole wyjsciowe pozostaje swobodnym polem bozonowym [5].
Procesy wyjsciowe {N"(t),t > 0}, {Q3"(t),t > 0} sa procesami nieniszczqcymi

[13, 14] w tym znaczeniu, ze

[Ze, NY"U ()] = (2, Q3" ()] = 0, VO<t <t, (3.73)
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gdzie Z; jest dowolng obserwablg uktadu S w obrazie Heisenberga.

Pomiar obserwabli spelniajacych warunek (3.73) nie zaburza obecnego i przyszlego stanu
ukltadu §. Mozemy powiedzie¢, ze pomiar pola wyjSciowego zmienia nasza wiedze o
uktadzie, ale nie zmienia stanu uktadu. Wtasnosé (3.73) mozna wykaza¢ korzystajac z
(3.71). Latwo sprawdzi¢, ze dla rodziny operatoréw pola {Y(¢),t > 0} spelniajacych
warunki (3.66), z (3.71) wynika, ze

[Z, YU ()] = U [Z2,Y ()| U®), Vo<t <t. (3.74)

Korzystajac z tego, ze komutator operatorow Z oraz Y (t') jest rowny zero otrzymujemy
(3.73).

Zauwazmy, ze dla rezerwuaru, ktéry w chwili poczatkowej znajdowal sie w stanie
prozni funkeja operatorowa t — Q;(t) okreslona przez (3.68) jest statystycznie rownowazna
klasycznemu standardowemu procesowi dyfuzji Wienera [18, 19]. Z wtasnosci komutacji

(3.65) oraz stad, ze e4i(1)4(0) = +(0) wynika, e $rednia operatora
exp{iQ;(t)} = exp {iei(bA; (t)} exp {ie " ?A;(t)} exp{-1/2t} , (3.75)

daje te sama warto$¢ co zapisana dla klasycznego standardowego procesu Wienera w; z

miarag P(dw) caltka .
/ exp {1 /0 dwt/}P(dw). (3.76)

Wielkosé ei¢a;[(t) +e71%q,(t) dla kazdego ¢ € [0,27), zgodnie z tym, ze

(2(0)]a;(£)1(0)) = ((0)]a] (£)e(0)) = (£(0)a] (t)a; (t')e(0)) = 0, (3.77)
(U(0)]ay(t)af(t')e(0)) = 6(t — ), (3.78)

J

ma dla rezerwuru w stanie prozni statystyczne wlasnosci klasycznego biatego szumu.



Rozdzial 4

Skoki kwantowe 1 efekt odktadania
elektronu na poétke dla atomu o

schemacie pozioméw typu A

Opracowane pod koniec ubieglego wieku metody pomiaru $wiatla fluorescencji emi-
towanego przez pojedyncze jony i atomy otworzyty droge do obserwacji efektéw kwan-
towych, ktore byly ukryte w przypadku detekcji promieniowania pochodzacego od wielu
obiektow. Spektroskopia pojedynczych jonow i atoméw pozwolita miedzy innymi na za-
obserwowanie skokéw kwantowych i efektu odktadania elektronu na potke [26, 87, 96].
Eksperyment, w ktéorym mozna ustali¢ kiedy uktad przebywa w stanie metastabilnym
(elektron jest odkladany na potke) zostal zaproponowany przez Dehmelta [42] i zre-
alizowalo go wiele zespoléw badawczych [96, 108]. W doswiadczeniu Dehmelta, ktore
polega na sprzezeniu intensywnego dozwolonego przejécia ze slabym przejsciem wzbro-
nionym przez jeden wspolny poziom, w $wietle fluorescencji pojawiaja charakterystyczne
okresy ciemnosci i jasnosci. Pierwszy okres odpowiada fazie, w ktorej fluorescencja jest
rowna zeru (fluorescencja wytaczona), okres jasnosci wyznacza natomiast seria wielu emi-
towanych w krotkich odstepach czasu fotonow (fluorescencja wlaczona). Skokowe zmi-
any natezenia w obserwowanym promieniowaniu odpowiadaja skokowym zmianom stanu
atomu. Zgodnie z terminologia wprowadzong przez Cooka i Kimblea [37, 73] mowimy, ze
fluorescencja w doswiadczeniu Dehmelta ustaje, gdy elektron wykonuje skok kwantowy
do stanu metastabilnego.

Na fakt, ze teoria ciagtego pomiaru kwantowego, oparta na kwantowym rachunku

stochastycznym Ito, jest wygodnym narzedziem matematycznym do opisu i analizy statystyki

33
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Rysunek 4.1: Schemat pozioméw energetycznych dla konfiguracji A.

fotonéw emitowanych przez uktad w do$wiadczeniu Dehmelta jako pierwszy zwrocit
uwage Barchielli, ktory wyznaczyl, korzystajac z metody funkcjonalu charakterysty-
cznego, statystyke fotonow fluorescencji emitowanych przez tréjpoziomowy atom o schema-
cie pozioméw energetycznych typu V [3]. Barchielli rozwinal podana przez
Cohena—Tannoudjiego i Dalibarda [36] metode wyznaczania Sredniej dlugosci okresow
jasnosci i ciemnosci. W [3] oraz w przegladowej pracy [5], gdzie autor podal pewne
wyniki dla ukladu A, zalezna od wynikéw pomiaréw fotonow flurescencji, ewolucja a
posteriori atomu i wartosci oczekiwane a posteriori procesu wyjsciowego nie byty jednak
rozpatrywane.

W rozdziale, korzystajac z metody funkcjonatu generujacego [15, 101], otrzymamy
statystyke fotonow fluorescencji dla tréjpoziomowego ukladu typu A. Wyznaczymy i
opiszemy zalezng od wynikéw pomiaru ewolucje a posteriori atomu dla obserwacji miesza-

jacej 1 niemieszajacej oraz wyznaczymy $redni czas oczekiwania na zliczenie fotonu.*

4.1 Opis eksperymentu Dehmelta w jezyku kwantowego rachunku

stochastycznego

Rozwazmy trojpoziomowy atom z dwoma przej$ciami spontanicznymi: jednym bardzo
intensywnym |0) — |1) i drugim bardzo stabym |0) — |2) (Rysunek 4.1), ktory oddzia-
tuje z polami dwoch laseréow o czestodciach niewiele rézniacych sie od czestosci przejéé

atomowych. Nawiazujac do pracy [36] Cohena-Tannoudjiego i Dalibarda silne przejscie

*Wyniki rozdzialu zostaly opublikowane w artykule [41], cze$¢ materiatu byla prezentowana w formie
plakatu na 39. Sympozjum Fizyki Matematycznej w Toruniu.
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nazwiemy przej$ciem niebieskim, natomiast stabe przejscie bedziemy nazywaé przejsciem
czerwonym. Podwdjne strzatki na rysunku oznaczajg absorpcje i emisje wymuszona,
pojedyncze reprezentuja emisje spontaniczng. Zaktadamy, ze przejscie |1) < |2) jest
zabronione.

Hamiltonian swobodnego atomu o przyjetej konfiguracji pozioméw energetycznych

mozemy zapisaé¢ jako
2
H = —hY_ wilk)(k|, wp>0. (4.1)
k=1

Stany atomu |0), |k), k = 1,2 sa wektorami z przestrzeni Hilberta H = C3.

Opiszemy teraz, odwolujac sie do kilku standardowych przyblizen uzywanych w op-
tyce kwantowej, oddzialywanie miedzy atomem i polem elektromagnetycznym [3, 4, 49,
97, 114]. Pierwsze uproszenie polega na zalozeniu, ze oddzialywanie miedzy uktadami jest
liniowg, funkcja operatoréw pola. W przyblizeniu dipolowym i w obrazie oddzialywania

eliminujacym swobodna ewolucje pola, oddziatywanie miedzy uktadami ma postaé
—er- E(rt), (4.2)

gdzie e jest tadunkiem elektronu, r oznacza wektor wodzacy elektronu, natomiast E
jest wektorem natezenia pola elektrycznego. Niech o (7), ¥i(7), (k =1, 2) beda funke-
jami falowymi stanéw atomu w reprezentacji potozeniowej. Przez a;(w), a} (w) oznaczmy
odpowiednio operator anihilacji i operator kreacji spelniajace kanoniczne relacje komu-

tacji [a;(w) al

(et}

(W)] = 0;i0(w — w'), gdzie w > 0 jest ciagtym indeksem reprezentujacym
czestos¢ pola, a indeks j opisuje kierunek propagacji i polaryzacje fotonéow [3, 12].

W przyblizeniu RWA hamiltonian oddzialywania mozna przedstawié jako

2
Hine(t) = —eZ|O)(k|/d3rwo(T)r-E+(7',t)1/1k(r) + he, (4.3)
k=1

gdzie

+ _ -1/2 oo (e —iwt
Ef(r,t) = > (27) / dw Fj(mw)e ™ aj(w) . (4.4)

< 0

J
Linia nad symbolem funkcji falowej w wyrazeniu (4.3) oznacza sprzezenie zespolone,
natomiast hc jest sprzezeniem hermitowskim. Jawna posta¢ wspodlczynnikow F;(r;w)

nie jest istotna w naszej dyskusji. Po wprowadzeniu stalej
F]Qk(w) = —e/d3r Yo(r)r - Fj(r;w)r(r), (4.5)

otrzymujemy

2 oo
Hi(t) = 3 10)(k 3 (2m) 2 / dw F¥(w) e “'a;(w) + he.  (4.6)

k=1 j 0
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Kolejne przyblizenie polega na przyjeciu, ze wspolczynnik opisujacy sprzezenie uktadéow
F]Qk jest staly w otoczeniu czestosci atomowych wq oraz ws i réwny zero poza tym ob-

szarem, dzieki temu

Hun(t) = Y I0) () Y 2) 2 E ek () + he, (@)
k=1 j
gdzie X it
a" = — a;(w)e “tdw . .
w0 = o= [ T ayeen 48)

Jezeli czestosel wy oraz we réznia sie znaczaco (przedzialty catkowania nie nakltadaja sie

na siebie), wowczas
’

[ah(t),al ()] = 0 dla k#k. (4.9)

J

Jezeli przesuniemy granice catkowania w wyrazeniu (4.8) do nieskoriczonosci, otrzymamy

a;(t) = lim ak(t), (4.10)
takie, ze
[ai(t),a; ()] = 6i;0(t —t'), (4.11)

a dla operatorow A;(t), A}(t) danych wzorami (3.13) spelnione sa reguly komutacji
(3.12). Zatem otrzymana postaé¢ oddzialywania spelia zalozenia opisanego w poprzed-
nim rozdziale modelu kwantowego rachunku stochastycznego.

7 zaltozenia, ze lasery dostrojone sa do dwoch znacznie rézniacych sie czestosci prze-
j$¢ atomowych wynika, ze mody pola elektromagnetycznego mozemy rozdzieli¢ na dwa
roztaczne zbiory niezaleznych poél: I oraz Is, gdzie I; reprezentuje fotony niebieskie,
natomiast Io sktada sie z fotonéw czerwonych. Hamiltonian oddzialywania wygodnie

jest przedstawié za pomocg operatoréw postaci

o s = ol sy e, i
zjS2 = 2 |2)(0], gdy j €Iz,
gdzie z; sa zespolonymi stalymi charakteryzujacymi site sprzezenia uktadéw dla fotonu
typu j. Operator ewolucji uktadu zlozonego (w obrazie oddzialywania eliminujacym
swobodna ewolucje pola) mozna zapisaé¢ (por. (3.22)) jako
Ut) = T exp { /Ot [— %Hdt’ + 22: > (RjdA}(t') - R}dAj(t’)) ] } (4.13)
n=1j€el,
Korzystajac z kwantowych regul rozniczkowania Ito tatwo sprawdzié, ze operator U(t)
spelia kwantowe rownanie stochastyczne postaci

2
W) = ~Ku@ydi+ Y (RjdAj(t) —R}dAj(t)) Uy, U() =1, (4.14)

n=1jel,
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gdzie
. 2
i 1
_ n.
K = ﬁH+§ E E RjRJ. (4.15)
n=1j€l,

Zgodnie 7z (4.12),

i1
K = %H+§F|O><O|, (4.16)

gdzie )

I'=>T., I.=>Y lzP. (4.17)

n=1 J€ln

Zatozmy, ze stan poczatkowy uktadu zlozonego jest postaci @:(f1)®@u(f?), gdzie v € H,
[[9l] = 11 ¢(f") sa stanami koherentnym przestrzeni Focka: a;(t)c(f") = fJ'(t)e(f")
dla j € I,. Aby opisaé¢ bliskie fali monochromatycznej swiatlo lasera przyjmiemy, ze
fj"(t) o~ e’i”"t/\?, gdzie v;, niewiele rozni si¢ od w, 1 A} jest rozne od zera tylko dla
kierunku propagacji $wiatta lasera. Korzystajac z wynikow podanych w poprzednim

rozdziale tatwo sprawdzi¢, ze zredukowana macierz gestosci atomu

p(t) = Trr {U) (W@ u(fH) @l N o) @)U}, (4.18)

gdzie Trr jest $Sladem wzgledem przestrzeni Focka, spelnia roéwnanie master
(por. z (3.41))

d i 2 I .

PO == [H, 0] + > 3 [ (R — e X7 RE) o)

n=1jel,

FESS (1R R+ [Rypl0), BY) (1.1

n=1jel,
Aby lepiej zrozumieé¢ znaczenie stalych opisujacych sprzezenie atomu z polem elektromag-
netycznym wyznaczmy rozwigzanie rownania master dla przypadku, gdy pole w chwili
rozpoczecia oddziatywania znajduje si¢ w stanie prozni (f! = f? = 0). Dla atomu,
ktory w chwili poczatkowej byt w stanie p(0) = |0)(0|, rozwiazanie rownania master jest
wowczas postaci

Fl (1 — G_Ft)
r

I (1 — e_”)

p(t) = e "*[0)(0] + DA+ ——F—12)(. (4.20)

Jezeli w chwili rozpoczecia oddzialtywania atom byt w jednym ze stanow p(0) = |n)(n|,
n = 1,2, otrzymujemy p(t) = |n)(n|. Wielkos¢ I'"! jest zatem czasem Zycia stanu
wzbudzonego |0) ze wzgledu na emisje spontaniczng.

Aby usunaé¢ zaleznos¢ od czasu w wyrazeniach opisujacych sprzezenie atomu z polami

laseréw w rownaniu (4.19), przejdziemy do wktadu wirujgceej fali [98], czyli wyznaczymy
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zredukowana ewolucje atomu dla operatora ewolucji

2
U,(t) = exp { —1> " vnln)(n| t} Ult). (4.21)

Stochastyczne rownanie rézniczkowe dla unitarnego operatora U, (t) ma postaé

2

dU,(t) = — KU, (t)dt =1 valn)(n|U, (t)dt
, =1
+ ZZ(e—iVntRjdA}(t)—ei"ntR}dAj(t)) U,(t), (4.22)
n=1j€l,

a nowy stan zredukowany

2

o) = exp{ =13 vl ult boto) ey {Z ol o} (1.23)

n=1

spelia réwnanie

p(t) = —Lp(t) — p(t)LT + 22: La[n)(0]p(2)0) (n, (4.24)
gdzie .
L= izi:lAn|n><n| + 5 TI0)0) +12: 2 (o)l + n) o)), (4.25)
”*An = Up —wn, ::n:2 iy ZA (4.26)
et

Wielkosci A,, w (4.26) opisuja odstrojenia laserow od rezonansu, natomiast {2, sa czes-
tosciami Rabiego [97]. Dla uproszczenia przyjelismy, ze > iZ;A\} € R, n = 1,2. Aby

jeI’VL
otrzymaé silne przejécie niebieskie i stabe przejscie czerwone nalezy zalozy¢, ze

D> >0, I'1> 0y, 02>, > >0. (4.27)

Taka sama dynamike zredukowana atomu uzyskamy w modelu poétklasycznym, w ktérym
pole elektromagnetyczne laseréw opisane jest klasycznie, a mozliwo$é zajscia emisji spon-
tanicznej wprowadza sie uzywajac skwantowanego pola, definiowanego za pomoca oper-
atoréw a;(t) spetniajacych relacje komutacji (4.11), ktore w chwili rozpoczecia oddzialy-

wania z atomem jest w stanie prozni. Taki wlasnie opis mozna znalez¢ w [3].
4.2 Statystyka procesu liczacego i ewolucja a posteriori dla obser-
wacji niemieszajacej i mieszajacej

Rozwazmy doswiadczenie, w ktorym fotodetektor rejestruje emitowane przez atom fotony

fluorescencji. Zalozmy ze przyrzad zlicza fotony poruszajace si¢ we wszystkich kierunk-
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ach, poza kierunkami wzdtuz ktérych rozchodzi sie §wiatlo laseréw. Pomijajac, dla up-
roszczenia, przesuniecie w czasie miedzy aktem emisji i detekcji fotonéw, przyjmijmy, ze

detektor mierzy wartos¢ obserwabli

NO(E) = (N7 (), N3 (1) (4.28)
o sktadowych
¢
N = NP, AT = / a2 (1) a9 (1) (4.29)
jery 0

W powyzszej definicji

a2"(t) = UH(#) a; (1) U (1)

; US(t) a;(t) Uy (t), (4.30)

a2 (1) = UT(8) al () U(t) = U (1) al (1) U, (8) (4.31)

sg operatorami anihilacji i kreacji pola wyjsciowego, czyli opisuja pole po oddziatywaniu
z atomem w przedziale czasu [0, t) [2, 49]. Zalozmy, ze detektor rejestruje w sposob
natychmiastowy wszystkie docierajace do niego fotony. Zbiér I? jest zbiorem fotonéw o

kierunku propagacji pozwalajacym dotrzeé¢ do detektora. Z réwnosci
VU(E), NP ()] = 0, Vi t' >0, (4.32)

wynika, ze dwuwymiarowy proces wyjsciowy N°"(t) moze by¢ traktowany jak klasyczny

proces stochastyczny. Latwo takze sprawdzié, ze
WS (E), U8 Z U, (8) = US(#) ING (), Z] U (8) = 0, 0<t' <t, (4.33)

a zatem rozwazany pomiar jest nieniszczacy.

Statystyke procesu liczacego (4.28) wyznaczymy korzystajac z metody funkcjonatu
generujacego [15, 101]. Poniewaz w pracach [15, 101] podano rozwiazania dla pola bo-
zonowego, ktore w chwili rozpoczecia obserwacji jest w stanie prézni, postepowanie dla
pola w stanie koherentnym przedstawimy szczegétowo. Rozwazmy najpierw obserwacje
niemieszajgca tzn. zalézmy, ze detektor osobno zlicza fotony niebieskie i czerwone. Ko-
rzystajac z kwantowych regul rézniczkowania Ito mozna sprawdzié, ze operator generu-

jacy [15, 25, 99, 101]

2

Gk,t) = > > exp{/lnkn(t/)d./\/'j(t’)}, (4.34)

n=1jerd

n
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gdzie k,,(t) sa zespolonymi stalymi takimi, ze 0 < |k, (t)| < 1, spelnia kwantowe stochasty-

czne réwnanie rézniczkowe postaci
2
= (Z > (ka(t) - l)d./\/}(t)>G(k,t). (4.35)
n=1jerIg
Operator G (k, t) := Ul (t)G(k, t)U,(t) nazywamy wyjsciowym procesem generujgcym.

Wartosé érednia wyjsciowego procesu generujacego

Gk.t) = (W@ u(f) @ «(f)G" (k, ) @ u(f1) @ u(f?)), (4.36)

okresla funkcjonal generujgcy procesu liczacego (4.28) dla obserwacji niemieszajace;j.
Niech g(k,t) bedzie odwzorowaniem liniowym okreslonym na algebrze operatoréow

atomu za pomocg wzoru

Wlegk,)[Z]y) = (W@ u(f) @ «(f)G (k, 1) Zey @ o(f1) @ (f?)), (4.37)

gdzie Z; = UJ(t)ZU,(t) jest operatorem atomu w obrazie Heisenberga w ukladzie wiru-
jacej fali. Zauwazmy, ze (Y|g(k,t)[I]v) = G(k,t). Aby otrzyma¢ rownanie rézniczkowe
dla g(k,t) wyznaczymy stochastyczne rownanie rozniczkowe dla  iloczynu

GO (k,t)Z; := wQ"(t, Z). Uzywajac kwantowych regul rézniczkowania Ito otrzymujemy

d’]‘(‘OUt Z Z tﬂ_zut ) out(t Z)RT ) wntdAj(t)

n=1jel,

+ Z Z out J . — Rg tﬂ'](;ut<t7 Z))e_i’/"tdAT + Z RT tﬂ_zut R_] (dt
n=1jel, jelI

+Z > (ka(t) = V)R 72" (t, Z) Ry dt — (Kng™ (£, 2) + n (£, 2) K ) dt
n=1jerd

2 2

+30> (kalt) = R Z)ANG (1) + 37 D7 (k) = 1) R w1, Z)e™ A (1)

n:lje]d n=1jerd

+ Z > (kn )T (t, Z) Ry et AL(1). (4.38)

n=1 ]ejd
Wyznaczenie wartosci redniej z (4.38), zgodnie z definicja (4.37), prowadzi do réwnania
postaci

d

ek D[Z] = glk.t)[ - L'z - ZL+Z > (ka(t)-1RIZR;+ Y RIZR;], (4.39)

n=1 jerId JerI

gdzie L dane jest wzorem (4.25). Korzystajac z tego, ze wiazki laserow sa bardzo waskie

mozemy przyjac, ze detektor zlicza wszystkie emitowane przez atom fotony fluorescencji.
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Otrzymujemy w ten sposob uproszczone réwnanie

%g(k, (2] = gk, t)[~LTZ = ZL+ Y k() [WS[ZS, ] . (4.40)

n=1

Rozwiazanie rownania (4.40) mozna zapisa¢ w postaci szeregu Dysona [15, 39, 101]

o 2 t tn to
gk.)[Z2] = > Y Fll...Fln/dtn/dtn_l.../dtl x (4.41)
n=0 ly,...,l,=1 0 0 0
sy, (t1) . ko, (8a)S) (1) ... ST (£2) Z(8)Sy,, (ta) - .. S, (t1)
gdzie
Z(t) = e Ltz Lt (4.42)
Si(t) = eltSe It (4.43)

S jest operatorem zdefiniowanym w (4.12).
Proces liczacy (4.28) jest regularny, znaczy to, ze tylko jeden foton moze zostaé za-
obserwowany w danej chwili. Trajektorie regularnego procesu liczacego (4.28) do chwili

t mozna przedstawi¢ w postaci

T = ((Zl,tl), (lg,tz), ey (ln,tn)), (444)

gdzie 0 < t1 < ty < ... < t, <t sy chwilami, w ktorych nastapito zliczenie fotonu danego
typu. Niech X! bedzie zbiorem wszystkich trajektorii liczacych do chwili ¢ o skonczonej

dhugosci || :==n € {1,2,...} i niech > = [J X*. Szereg (4.41) mozna przedstawi¢ w

t>0
postaci wartosci oczekiwane;j
g(k,t)[Z] = / k() Vi(r| )2V (7| t)dr, (4.45)
TEX
iloczynu wyrazenia
k(r) = ]k ts) (4.46)
i=1

oraz zaleznego od trajektorii procesu liczacego operatora stochastycznego

Vi Hzv(r| t), (4.47)
gdzie
Vir|t) = e ¥\/I, Si, (tn) ... \/T1, Si,(t), (4.48)

dla miary probabilistycznej zdefiniowanej na zbiorze Xt

n

dr = []dt:. (4.49)

=1
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Obserwowany do chwili ¢ proces liczacy (4.28) mozemy w pelni scharakteryzowaé postugu-

jac sie gestoscia prawdopodobienistwa

p(rlt) = 0" (Wlg(k, )[I]Y)/0ki, (t1) - .- Oku, (tn) |y, (tr)=...=ks,, (n)=0 » (4.50)

gdzie symbol §/0k oznacza pochodna funkcjonalng wyrazenia wzgledem k. Funkcjonal
generujacy (4.36) mozna zapisa¢ jako

t to

Glk,t) = PO +> Y /dtn]ndtn_l.../dtl y
0

n=111,..,l,=1y 0
ki, (t1) - Ky, (tn) Ph(Liytas Doy tas oo 3 lny tn|0), (4.51)
gdzie
P50]) = [le” | (4.52)

jest prawdopodobieristwem braku zliczenia fotonu w przedziale czasu [0, t), natomiast
pg(ll, tl; lg, t2; cee s ln, tn‘lb) = ||e_LtSl" (tn) e Sl1 (t1)¢|‘2[’ln e Fl1 (453)

jest gestoscia prawdopodobienstwa zliczenia fotonu typu l; w chwili ¢1, fotonu typu Iy w
chwili £, ..., fotonu typu l,, w chwili t,, gdzie 0 < t; < t3...t, < t i zadnych innych
fotonow w przedziale czasu [0, t).

Wyznaczmy teraz stochastyczne rownanie rézniczkowe dla wektora falowego 1Z (t) =
V(t), gdzie V(t) jest propagatorem stochastycznym takim, ze V(¢)(r) = V(7| t) dla
7 € X' Propagator stochastyczny 17(t) mozna zapisa¢ w postaci chronologicznej catki

Ito [15, 99

00 2

Vi) =e > Y x

n=011,....l,=1
tn

t to n
X / dt, / dt, ... / dty S] (tn) ... S, (t2) [ [ dVw (1) , (4.54)
0 0 0 i=1

gdzie 5] (t) = e™S] e, S = \/T1, S, — I i Ny, (t), (I = 1,2), jest procesem liczacym
takim, ze

N, () () = |7|. (4.55)

Dla rozniczki procesu dN;(t) = Ny(t+dt)—Ni(t) mamy: dN;(¢t)(7°) = 1, gdy (I,t) € 7> i
dN;(t)(T°°) = 0 w przeciwnym przypadku, stad otrzymujemy klasyczne regulty mnozenia
Ito postaci

le(t)de (t) = 6lmle(t>7 le(t)dt =0. (4.56)
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Reguly (4.56) pozwalaja dla propagatora stochastycznego wyznaczyé rownanie
2
AV(t) = —LV()dt+ > (VTuS, — D)V()AN,(t), V(0)=1. (4.57)
n=1
Zatem funkcja falowa a posteriori J(t) = ‘7(15)1/) spelia liniowe réwnanie filtracji Belavk-
1na postaci

d(t) = —LoO)dt + Y (VInSe = DHOANG(E), $(0) = (4.58)

n=1
Rownanie (4.58) opisuje warunkowa ewolucje czasowa czystego stanu kwantowego atomu
dla ciagtej niemieszajacej obserwacji liczacej. Nieliniowe rownanie filtracji Belavkina za-
chowujace normalizacje funkcji falowej a posteriori mozna otrzymac z réwnania liniowego
(4.58) wyznaczajac rozniczke wyrazenia ({b\(t)@(t))*lm@(t). Stosujac reguty rachunku

stochastycznego Ito sprawdzi¢ mozna, ze

d[{( -2 (BOI(TaS]80 — DR)AN (L) — Tu(GOIS] S0t -
A (4.59)
Podstawiajac (4.59) do rozwiniecia w szereg Taylora wyrazenia d[(¢ ( )|1/J( ))~1/2], otrzy-

mujemy
ABO D)) = (B( 1/22[ 1518.8() Lt

+((P(O)ITa 8183 (1) /2 = 1)dNa(1)] | (4.60)

gdzie 3(t) = ((t)|1h(t))~/2(t). Ostatecznie, (4.59) oraz (4.60) pozwalaja wyznaczy¢
kwantowe stochastyczne réwnanie rézniczkowe dla unormowanej funkcji falowej a poste-
riori p(t) postaci

2

dp(t) = ( L+ DL(SlSn>t>gB(t)dt +> _
n=1 2 n=1 <SrTLSn>t

—I]ot)dN,(t), (4.61)
gdzie ( . )y = (@(t)|(.)p(t)). Powyzsze réwnanie, podobnie jak (4.58), jest stochasty-
cznym rownaniem rekurencyjnym. Do wyznaczenia postaci funkcji falowej w chwili ¢ 4 d¢
potrzebna jest znajomosé funkceji falowej w chwili ¢ oraz informacja o wynikach obserwacji
w przedziale czasu [t,t + dt). Jezeli t € 7°°, czyli w chwili ¢ nastapito zliczenie fotonu
jedno z wyrazen dN,,(¢)(7°°) odpowiadajace fotonowi niebieskiemu lub czerwonemu jest
rowne jeden; wyrazenia w rownaniu (4.61) zawierajace dt sa wowczas zaniedbywalnie

male w stosunku do ostatniego elementu i wektor falowy zmienia sie z doktadnoscia do

fazy wedtug wzoru
Snd(t)

P+t = 15 SO

=|n), n=12. (4.62)
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Jezeli w chwili ¢ detektor nie wykryl fotonu, otrzymujemy

dg(t) _
= ( L+Z (S15,,) ) a(t). (4.63)

Aby rozwazy¢ sytuacje, gdy selektywny detektor rejestruje tylko czesé fotondéw fluo-
rescencji musimy przej$¢ do réwnania stochastycznego dla macierzy gestosci p(t) =

|2(0)){(2(t)]. Z (4.61) wynika, ze

2
G = (=)~ L' + Y. TS )

n=1

TI‘;.[ [S S"p

t)S; ~ ~
Z <()] - p(t)> (AN, (t) — T Tru[S) S, p(t)]dt) . (4.64)
Oznaczmy przez (AN;(t))(7) érednia liczba zliczen fotonéw typu | w przedziale [t,t + dt)
zalezng od trajektorii procesu liczacego 7 do chwili ¢t. Poniewaz przyjmujemy, ze praw-
dopodobienstwo zliczenia wiecej niz jednego fotonu w podanym przedziale jest zaniedby-

walnie matle, otrzymujemy [6]
(AN} () == P91, t]p(8) )t ~ Ty T[S} Sip(t)]dt. (4.65)

Wielkosé (4.65) jest wartoscia Srednia a posteriori procesu dN;(t). Korzystajac z (4.65)
oraz (4.58) mozna dowiesé, ze ||1Z(t)|\2 jest martyngalem, czyli warto§¢ oczekiwana tej
wielkosci w chwili ¢ 4 dt zalezna od trajektorii procesu liczacego 7 do chwili ¢ jest réwna
wartosci tej wielkosci w chwili ¢.

Niech s bedzie dowolna funkeja trajektorii do chwili ¢ rozwazanego procesu liczacego.
Przez (s)st oznaczmy usredniona po wszystkich realizacjach procesu liczacego z miarg
wyznaczona przez (4.52) oraz (4.53) wartos¢ funkeji s. Jezeli nie uwzgledniamy informacji

jakich dostarcza pomiar fotonow fluorescencji, stan atomu w chwili ¢ jest postaci

p(t) = (p(t))st - (4.66)

p(t) jest stanem a priori atomu speliajacym rownanie (4.24). Wyobrazmy sobie teraz
sytuacje, w ktorej detektor rejestruje tylko fotony wybranego rodzaju, na przyktad fotony
niebieskie. W tym przypadku znamy jedynie warto$¢ Srednig a posteriori przyrostu
dN>(t) w rownaniu (4.64). Zatem, zgodnie z (4.65), stan a posteriori atomu, zalezny od

wynikow pomiaru fotonow niebieskich, spelnia réwnanie
2
a0 = (= Lo - 0L + Y- 1usup(0s
n=1

( S1p(t)S]

Trp[STS15(1) —ﬁ(t)) (ANy(t) — Iy Try[STS1p(H)]dE) . (4.67)
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Latwo sprawdzi¢, ze dla selektywnego detektora, ktory rejestruje tylko czesé fotonow

czerwonych i niebieskich emitowanych przez atom, otrzymujemy réwnanie filtracji postaci

2
dp(t) = (— Lo(t) — pOLT + 3 1.S,p(t)S) ) dt
) =1
Z <THSSS;()] - 5<t>> (ANZ(t) — T Tra[S]Snp(H)]dE) . (4.68)

Dla réwnari (4.67) oraz (4.68) z tego, ze p?(t) = p(t) nie wynika, ze p*(t +dt) = p(t+dt),
a zatem w przypadku braku pelnej informacji o fotonach emitowanych przez atom stan
czysty uktadu nie jest zachowany.

Opiszmy teraz obserwacje mieszajgcg, czyli zatdzmy, ze detektor nie rozréznia fotonéow
niebieskich i czerwonych. Jezeli detektor nie zlicza wszystkich fotondéw fluorescencji otrzy-
mujemy wowczas )

G(k,t) = Y exp{/lnk(t’)d_/\/j(t')}. (4.69)
jerd 0
Odwzorowanie g(k, t), odpowiadajace operatorowi generujacemu (4.69), spelnia réwnanie

postaci

d

ek (2] = gk, )|~ LTZ = ZL+ (k(t)=1) Y | TSI 28, +>  I.S1ZS,]. (4.70)

n=1 n=1

Rozwiazanie rownania (4.70) mozemy przedstawié¢ jako szereg

50 t tn to
= Z/dtn/dtn,l.../dtlk(tl)...k(tn) X (4.71)
n=07p 0 0

Xefptl /ey(tg—tl) L /ey(tn—tnfl)fey(t—tn)[z] ,

gdzie
2
SN2 = -L'Z— 2L+ (I'n—T%)SiZS,, (4.72)
n=1
2
J12) = Y risizs, (4.73)
n=1

sa odwzorowaniami zdefiniowanymi na B(#). Oznaczmy przez v = (t1 N tn),

gdzie 0 < t; < ty < ... < t, < t sa chwilami, w ktorych nastapita detekcja fotonu,

trajektorie procesu liczacego dla obserwacji mieszajacej. Niech YT! reprezentuje zbiér
n

wszystkich trajektorii o skoriczonej dlugosci |v| :=n € {1,2,...} i niech dv = T[] d#

bedzie miara na T*. Szereg (4.71) mozna zapisa¢ w postaci

g(k,t)[Z] = / k(v) ¥ (v] t)[Z]dv, (4.74)

veTt
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gdzie
k(v) = J[k), (4.75)
i=1
Y (v] t) = ! /ey(tZ—tl) o jey(tn_tn—l)/ey(t_tn) (4.76)

jest stochastycznym odwzorowaniem na B(H). Zatem gestos¢ prawdopodobienstwa tra-

jektorii v = (t1,t2,..., ty) € T*

p(ul t) = 0" (Plg(k, )I]Y)/6k(t1) - . 6k (tn) k(t)=...=k(t.)=0 - (4.77)

Dla kazdego superoperatora 7 dzialajacego w zbiorze B(H) istnieje superoperator dualny

/" okreslony w T (#H) w taki sposob, ze
Try{p (2]} = Tepy{Zd'p]}, VpeT(H), VZ e B(H). (4.78)

Korzystajac z formuly (4.77) mozemy wyznaczy¢ dla stanu poczatkowego p(0) = |1) (1]

prawdopodobienistwo braku zliczen fotonéw do chwili ¢
P§(015(0)) = Trpfe” ' [p(0)]} (4.79)
oraz gestosci prawdopodobieristw

pf)(tl 7t2 yoee ,tnlﬁ(O)) =
_ TrH{ey’(t—tn)//ey’(tn—tn_l)// o //ey’(tg—tl)//ey/tl [b\(o)]} , (4.80)
gdzie ./, #' sa operatorami dualnymi odpowiednio do . i ¢ zdefiniowanych przez
wzory (4.72) oraz (4.73). Prawdopodobieristwo warunkowe P(0, [t,t + )| v ; p(0)) braku

zliczeni fotonow w przedziale czasu [t,t +t) dla zaobserwowane] trajektorii v do chwili ¢,

dane jest przez [6]

p6+t(t1 ,tg gooe

PO, [t,t+t)|v;p(0) = L 4.81

Z (4.79) oraz (4.80) otrzymujemy
PO, 61+ Bl 50) = Tea{e” [0}, (182)
Z)\(t) _ i ey/(tft") /ey/(tnftn,l)// . f/ey'(tgftl)//ey’tl [ﬁ(())} : (483)

q(t)
gdzie q(t) jest wspotezynnikiem normalizacyjnym okreslonym przez Try p(t) = 1. Macierz

gestosci (4.83) jest stanem atomu w chwili ¢ zaleznym od trajektorii procesu liczacego
v do chwili ¢. Zgodnie z formuta (4.83), jezeli w chwili ¢y nastapilo zliczenie fotonu,

Aot = T )
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Zatem po zliczeniu fotonu atom jest w stanie

Piump = Z T ' ndin (4.85)

Z (4.83) wynika, ze unormowany stan uktadu, miedzy dwoma zliczeniami, dany jest przez

y (- tO)[ jump] (4 86)
Try{e” =) [Biump |}’ '

gdzie to jest chwilg ostatniego zliczenia. Korzystajac z (4.85) oraz (4.86) mozemy wyz-

plt) =

naczy¢ nieliniowe rownanie filtracji Belavkina dla obserwacji mieszajace;j:

a0 = (=180 - p0L + Y- 1s,s0)s] )ar
n=1

2
(Z * n)(n (t)) (AN?(t) — I (0]p(t)[0)dt) . (4.87)
Srednia warto$¢ wyrazenia dN?(t) = dN{(t) + dNg(t) zalezna od trajektorii v do chwili
t dana jest jako

(AN (1)) (v) = pi ! (¢]p(1))dt = I (0[(¢)|0)dt . (4.88)

4.3 Okresy jasno$ci i ciemnoSci

Wykazemy teraz obecno$é¢ okreséw jasnosci i ciemnosci w $wietle fluorescencji emitowa-
nym przez uklad A. W tym celu wyznaczymy $§redni czas oczekiwania na emisje fotonu
dla obserwacji niemieszajacej, gdy zliczane sa wszystkie fotony fluorescencji. Czas oczeki-
wania na zliczenie jest wowczas rowny czasowi oczekiwania na emisje fotonu. Jezeli de-
tektor nie rejestruje wszystkich fotonéw fluorescencji, nadal mozemy obserwowac okresy
jasnosci i ciemnosci pod warunkiem, ze $redni czas oczekiwania na zliczenie fotonu bedzie
znacznie krotszy od sredniej dtugosci okresu ciemnosci [36].

Cohen-Tannoudji i Dalibard zauwazyli, ze charakterystyka okresow jasnosci i ciem-
nosci jest w kontrolowana przez prawdopodobietistwo P°**(0||1)) braku emisji fotonéw
miedzy chwilami ¢y i to+1¢, gdzie tg jest momentem, ktérym nastapita emisja fotonu typu
[ [36]. Prawdopodobieristwo warunkowe Pttg‘”(() [ 1)) mozemy wyznaczy¢ korzystajac z
(4.52) oraz (4.53). Mozna wykazaé, ze (4.53) ma strukture postaci

po(listas lostos . s lnstalt)) = PY (0] [1,) HWl (ti = tica|[lim1)) X

=2

I, | (0™ [0)]?, (4.89)

gdzie
P (0][1) = [le™ |1, )|1? (4.90)
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jest prawdopodobienistwem braku fotonow w przedziale czasu od t,, do ¢, pod warunkiem,

ze w chwili ¢,, nastapila emisja fotonu typu [,,, odpowiednio

Wi, (t: — tica| [lim1)) = I, [(Ofe™ POt |,y ) 2 (4.91)

i i

jest gestoscia prawdopodobienistwa emisji fotonu typu [; w chwili ¢; i zadnego innego
fotonu w przedziale czasu od t;—; do t;, pod warunkiem, ze w chwili ¢;_; nastapila
emisja fotonu typu l;_;. Zauwazmy, ze wyrazenie (4.91) zmierza do zera dla réznicy
t; —t;—1 — 0. Wlasnosé¢ ta wynika z tego, ze atom po emisji fotonu przechodzi do stanu,
z ktoérego nie moze wyemitowaé kwantu promieniowania. Ponowne wzbudzenie ukladu
do stanu, z ktérego moze zaj$¢ emisja spontaniczna zajmuje pewien czas, co prowadzi
do charakterystycznego dla promieniowania emitowanego przez pojedyncze atomy i jony
efektu antygrupowania fotondw (ang. anti-bunching effect).

Wyznaczmy teraz gestosé prawdopodobienstwa W (t] |n)) emisji fotonu typu I w chwili
to+t pod warunkiem, ze w chwili ¢y nastapita emisja fotonu typu n. W tym celu potézmy

2

e Hn) = Y a;(tlIn)li), n=1,2, (4.92)

Jj=0

zgodnie z (4.91), mamy
Wit |n)) = Lilao(t||n))*, n=1,2 1=1,2. (4.93)

Korzystajac z definicji (4.25) operatora L, mozna sprawdzi¢, ze wspotczynniki a;(t| |n))

spelniaja réwnania rézniczkowe postaci:

(i) = L ot n)) — 1A (1] ).
do(tln) = —3 o) — Saaltl ) — sTaolel ), (4.94)
(i) = — 2 Doag(t]n)) — idaas(t] ),
z warunkiem poczatkowym:
a;(0||n)) = 6;n, mn=1,2, =012 (4.95)

Rozwiazanie uktadu (4.94) mozna otrzymac korzystajac z metody transformaty Laplace’a.

Do wyznaczenia (4.93) wystarczy znajomosé formut

caltl 1)) =~ (T ent TR gy TS )
2 (7’277‘1)(7‘377‘1) (7‘177’2)(7‘377’2) (7’177”3)(7'277’3)
1 (22<( r1+iA eT1t+ ro+iA; orat n rs+iA; ) eT3t> ’

e ) T M e o MR e e
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gdzie rj, (j =1, 2, 3) sa pierwiastkami réwnania charakterystycznego
ir r 22 i02
r®—ir? <A1 + Ay + 12) +iT<141A2 - 5(A1 + Ay) — = 12)
0 (4.96)

Przyblizong posta¢ pierwiastkow rownania (4.96) mozemy wyznaczy¢ metoda Newtona.

Dla zalozenia (4.27) otrzymujemy:

T = —1A2 +<, (497)
1 1 1
o~ =l =i+ Z(F2 — 402 —4A? — 4iTA))Y2 (4.98)
1 1 1
rg o~ == il - Z(F2 — 402 —4A? — 4iTA))Y2 (4.99)
(027 —4A%2 + 441 Ay) — 21 (Ag — Ay)

O R 2 TR LS el VI 4.1
¢ 2(42 = 4) 02 —AAZ + 4A A2 + AT2(Ay — Ap)2 (4.100)
1 2 1

Mozna sprawdzié, ze
|Rer1\ < |R€’I"2,3‘. (4101)

Wykazemy teraz, ze dla A; # Ay zachodzi

2 OO
> / Wi(t] |n)) dt = n=1,2, (4.102)
=1

czyli prawdopodobieristwo tego, ze co najmniej jeden foton fluorescencji zostanie wyemi-
towany przez atom w przedziale czasu [0,+00) jest rowne jednosci. Aby dowiesé, ze

rownosé (4.102) zachodzi zauwazmy, ze

Z ((tn)) = Tr[(L + Lt)e Hn)(nfe 5] = —%Tr[e*“|n><n|e*m}, (4.103)
2 oo .
Z/ Wiltlin)) dt = 1~ Jim_Tefe~"n)nfe ). (4.104)

Z tego, ze dla Ay # Ay cze$ rzeczywista pierwiastkow r; jest mniejsza od zera wynika, ze
granica z prawej strony wyrazenia (4.104) znika, a zatem rownosé (4.102) jest spelniona.
Zgodnie z (4.91) mozemy uprosci¢ notacje zastepujac Ptto"’t“ (0| |n)) przez P(t||n)).
(4.27), (4.90) oraz (4.91), otrzymujemy

PO|[n)) = 1, (4.105)

d
S P = -

NE

Wi(tl[n)) - (4.106)

=1

Stad

t

Pilm) =1-3 / Wi(t'| |n)) (4.107)
0

=1
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Z (4.102) wynika, ze
g2 T
P(tIn) = 3 / Wit'| [n)) dt” . (4.108)
=1 %

Wyrazenie 1 — P(t||n)) okresla prawdopodobienistwo tego, ze co najmniej jeden foton

zostanie wyemitowany do chwili ¢, a zatem
d
p(tlIn)) = 1 = P(n)] = Faore(t] 7)) + Fong(t] n)) (4.109)

jest gestoscig prawdopodobieristwa tego, ze czas oczekiwania na emisje dowolnego fotonu
fluorescencji po emisji fotonu typu n w chwili t; = 0 wynosi ¢. Struktura wyrazenia
(4.109), w ktorym Fgnor (t] [n)) oraz Fiong(t| |n)) zwigzane sg z dwiema roznymi skalami
zmienno$ci w czasie, jest dowodem istnienia okreséw jasnosci i ciemnosci w emitowanym
sygnale [3, 36]. Przyjmujac dla uproszczenia, ze A; = 0 otrzymujemy

Q2T |ry +14z|% exp(2Re (r1)t)

Flone (1) = 4.110
1 g( H >) 4|(7“27’]"1)(T’377"1)|2 ( )
Polozmy teraz
+oo
I = / Fiong (t] 1)) dt. (4.111)
0
Z (4.108) oraz (4.109), mamy
+oo
/ Faort (] |1))dt = 1 —1I. (4.112)
0
Znajomosé formul (4.97) — (4.100) pozwala zapisa¢
22r
Fanors (] |1 et — "3t 4.113
ht(|‘>) |F2—4.le|‘e e | ) ( )
Fiong(t]|1)) = II|2Re(r1)|exp[2Re (r1)t], (4.114)
2202
I 2 : 4.11
(7 —4A2) + 417 A2 (4.115)
Z (4.27) wynika, ze IT < 1.
Wprowadzmy teraz czas opdznienia 6, ktory spelnia relacje [36],
12Re (ra,3 )| < 0 < |2Re(ry)| ™t . (4.116)

Przedzial czasu At miedzy dwoma kolejnymi emisjami uznajemy jako krotki, gdy At < 6
i jako dtugi, gdy At > 0. Prawdopodobieistwo wystapienia krotkiego czasu oczekiwania

na foton po emisji fotonu niebieskiego jest postaci

0 0 “+o00
P(At < 0]1)) = / p(t| 1)) dt ~ / Fupon(t] [1)) dt = / Fupore (t] 1)) dt = 111

(4.117)
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Wyrazenie
+o0o
P(At > 0||1)) ~ / Fiong (t]]1))dt = IT (4.118)
0

definiuje prawdopodobieristwo dlugiego czasu oczekiwania na foton po emisji fotonu
niebieskiego. Krotki czas oczekiwania jest rozlozony z gestoscia prawdopodobieristwa
(1—1II) 7  Fiport (t] ]1)), natomiast dtugi czas oczekiwania z gestoscia prawdopodobienstwa
7' Fiong(t]]1)). A zatem Srednia warto$¢ Tynort krotkiego przedziatu oczekiwania na fo-
ton po emisji fotonu niebieskiego dana jest formuta

+oo
1
Toort = =12 / t Fopor (] |1)) dt = TO72 4 271, (4.119)
0

natomiast
+oo

/ t Flong(t||1))dt = [2Rery|™* (4.120)

0

1
/—Tlong = ﬁ
wyznacza Srednig warto$¢ dtugiego okresu oczekiwania na foton po emisji fotonu niebies-
kiego. Z postaci wyrazenia
Q30|
4(rog = r1)(rs — 1)

wynika, ze dla (4.27) oraz roznych odstrojen, mamy

Fong(t]12)) = 5 exp[2Re (r1)t] (4.121)

b T[(22 — 4A2)% + 42 A2]
— +
Flong (t]2))dt ~ ! 2 1=2 4.122
/ fong (1] 2)) I [(02F — 443)% + 472 AF] (4.122)
0
Przy tych zalozeniach
\QQF T2 T3 2
Faort (t]12)) = =2 et 4 SELI 4.123
hort (#112)) = = (r1 —r2)(rs —ra) (r1 —r3)(r2 —r3) (4123

A zatem prawdopodobieristwo wystapienia dtugiego czasu oczekiwania na foton po emisji
fotonu czerwonego jest w przyblizeniu rowne jeden, czyli po emisji fotonu czerwonego
niemal zawsze nastepuje okres ciemnosci.

Opiszmy jeszcze krotko zachowanie uktadu, gdy odstrojenia sa rowne:
A = Ay = A, (4.124)

Otrzymujemy wowczas pierwiastki r; réwnania (4.96) postaci

r o= —iA, (4.125)
ry = _ir — %m + i(ﬂ — 4002 — 402 —4A% — 4iTA)V/2? (4.126)
P r o Lial 1(F2 — 4007 — 402 — 4N — 4HTA)V? (4.127)
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Mozna sprawdzié, ze dla rownych odstrojen

o Tt
92
Wit 1)) dt = ——L 4.128
; 1(t1)) ENTR ( )
- 0
—+o0
92
Wit 12) dt = ——2— . 4.129
;/ ) at = oo (4.129)
- 0

Oznacza to, ze po emisji dowolnego fotonu fluorescencji istnieje niezerowe prawdopodo-
bienistwo tego, ze uklad nigdy nie wyemituje kolejnego fotonu. Ta wyjatkowa wlasnosé

jest charakterystyczna dla uktadu A [98].



Rozdzial 5

Ciagla nieniszczaca obserwacja
dyfuzyjna $Scisnietego stanu

koherentnego

Korzystajac z kwantowej teorii filtracji opiszemy ewolucje a posteriori jednomodowego
pola elektromagnetycznego (oscylatora harmonicznego) znajdujacego sie wewnatrz op-
tycznej wneki rezonansowej z czesciowo przepuszczalng Scianag [113]. W tym przypadku
informacji o uktadzie dostarcza pomiar promieniowania uciekajacego z wneki.

W rozdziale wyznaczymy kwantowe rownanie filtracji dla dwoch typoéw pomiaru
promieniowania: pomiaru heterodynowego i réznicowego pomiaru heterodynowego [4, 33,
97]. Nieliniowe réwnanie filtracji dla obserwacji heterodynowej otrzymamy jako graniczny
przypadek réwnania dla obserwacji zliczajacej. W odréznieniu od wyprowadzen po-
danych w [6] oraz [113], w ktorych wykorzystano pojecie instrumentu bez odwotywania sie
do stochastycznego rachunku Ito, w pracy uzyjemy sformulowanej wewnatrz modelu uni-
tarnej stochastycznej ewolucji ukladu ztozonego metody funkcjonalu generujacego [15].
Wyprowadzenie liniowego réwnania filtracji dla réznicowego pomiaru heterodynowego
otrzymamy korzystajac z unitarnego modelu obserwacji dyfuzyjnej opisanego w [16].
W obu przypadkach do rozwazan wlaczymy pole lasera, z ktérym mieszane jest pole
opuszczajace wneke.

Glownym celem rozdzialu jest przedstawienie analitycznego rozwigzania réwnania
filtracji dla obserwacji dyfuzyjnej jednomodowego pola elektromagnetycznego, ktore w
chwili poczatkowej znajduje sie w $cidnietym stanie koherentnym. W rozdziale po-

damy rozwiazanie réwnania filtracji z zespolonym procesem dyfuzji otrzymanego dla

33



5.1. POMIAR HETERODYNOWY. PRZEJSCIE OD SKOKOW KWANTOWYCH DO
DYFUZJI STANU KWANTOWEGO o4

plytka
Swiatlodzielaca

pole wejsciowe pole wyjsciowe

uklad S fotodetektor

oscylator lokalny

Rysunek 5.1: Schemat detekcji heterodynowe;.

podwdjnego pomiaru heterodynowego oraz réwnania filtracji z rzeczywistym szumem
kwantowym wyznaczonego dla pojedynczego pomiaru heterodynowego. Wykazemy, ze
podczas obu ewolucji stochastycznych stan koherentny i $cisniety stan koherentny sa
zachowane.”

Opis statystyki procesow wyjsciowych dla pomiaru heterodynowego, bez dyskusji warunk-

owych wartosci oczekiwanych i ewolucji a posteriori, mozna znalezé¢ w [4].

5.1 Pomiar heterodynowy. Przejscie od skokéw kwantowych do

dyfuzji stanu kwantowego

Rozwazmy oscylator harmoniczny, ktéry nazywaé¢ bedziemy uktadem S, oddzialujacy z
otoczeniem modelowanym przez jednowymiarowe pole bozonowe (3.14), ktore w chwili
poczatkowej znajduje sie w stanie prézni.

Operator ewolucji uktadu zlozonego w obrazie interakcji eliminujacym ewolucje swo-
bodna, pola bozonowego spetnia kwantowe stochastyczne réwnanie rézniczkowe w sensie

Ito postaci [20]
AU(t) = | c dAT(t) — i ot dA(t) — % cledt — %Hdt Uy, U®0) =1, (5.1)

gdzie H = hw (cfc+ 1) jest hamiltonianem ukladu S, ¢ oznacza operator anihilacji,
ct jest operatorem kreacji, a y € R jest stala sprzezenia uktadéw. Roéwnanie (5.1)
opisuje ewolucje jednomodowego pola znajdujacego sie wewnatrz rezonansowej wneki
i sprzezonego z nim, poprzez czeSciowo przepuszczalne lustro, rezerwuaru [33, 51, 78|.

Oddziatywanie uktadoéw zapisane jest w przyblizeniu RWA.

*Czes¢ podanych w rozdziale wynikow byla prezentowana podczas wystapienia na konferencji Quan-
tum Probability and Its Applications 26. - 31. March 2006, Greifswald
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W pomiarze heterodynowym [33, 97], ktorego schemat przedstawiony zostal na Ry-
sunku 5.1, wyjsciowe pole bozonowe A% (t) = UT(t)A(t)U(t), ktore interpretujemy jako
pole wychodzace z wneki, jest superponowane, przy uzyciu plytki $wiattodzielacej, z sil-
nym polem lasera (oscylatorem lokalnym). Pole lasera bedziemy opisywaé za pomoca
operatoréw Aj,(t) oraz A;ro(t) spelniajacych relacje komutacji (3.12) i przyjmiemy, ze
podczas doswiadczenia znajduje si¢ ono w stanie koherentnym «(f) [4]. Zakladajac, ze
plytka Swiattodzielaca wykazuje znikoma absorpcje, otrzymujemy pole docierajace do

fotodetektora postaci
B(t) = VTA(t) +iv1—T A,(t), (5.2)

gdzie T jest wspolczynnikiem transmisji plytki. Zauwazmy, ze B(t) oraz operator do
niego sprzezony B (t) speliaja reguly komutacji (3.12). Dla uproszczenia zalézmy, ze
fotodetektor zlicza w sposob natychmiastowy wszystkie docierajace do niego fotony.

Wyjsciowy operator generujacy dla opisanej obserwacji zdefiniujmy jako [5]

GO (k,t) = (L(f)exp{/1nk(t')dB(t’)B(t')}L(f», (5.3)
0

gdzie B(t) = dB/dt. Latwo sprawdzi¢, korzystajac z regut (3.18) oraz (3.19), ze
(AB(t)B(t))* = dB(t)B(t).

Aby plytka $wiatlodzielaca transmitowala bez strat pole A°“(¢) przejdziemy do
granicy 7' — 1 i jednoczesnie przyjmiemy, ze | f| — oo tak, aby wielkos¢ (1—T)|f|* = e =2
miata stala wartosé [33, 48], dzieki temu otrzymujemy

t

GO (k) — exp{ / 1nk(t’)dy°ut(t’)}7 (5.4)
0

z liczacym procesem wyjsciowym

t
! / 1
yout(t) — /dAout(t/) + @dAoutT(t” + %t)dAout(t/) + ?dt/, (55>
0

gdzie r(t) jest funkcja zespolong z modutem |r(t)| = 1. Z postaci rownania (5.1) wynika,
ze

dAM () = dA(t) + e dt,  dA®(t) = dAT(t) + cl dt, (5.6)

dAC (1) = dA(t) + Ve dAT(E) + Vel dA(E) + el e dt, (5.7)

gdzie ¢; = UT(t)cU(t).
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Korzystajac z regut komutacji (3.12) mozna wykazaé, ze proces Y(t) = U (t)Y°ut(t)UT (¢)
komutuje z Y(t') dla dowolnych ¢ i t', stad oraz z tego, ze U(t)Y°"(¢') = Y(U(¢),
otrzymujemy
[VOUr(t), YoUr(t)] = 0, Vit t. (5.8)

Zgodnie 7z (5.8) proces samosprzezony (5.5) moze by¢ przedstawiony za pomoca klasycznej
miary stochastycznej na zbiorze R z wartosciami {0,1,2,...}. Innymi stowy proces
stochastyczny (5.5) jest samonieniszczacy.

Wyznaczmy teraz réwnanie rozniczkowe dla odwzorowania g(k,t) : Z — g(k,t)[Z]

zdefiniowanego przez

(Ylg(k,0)[Z]y) = (1 @u(0)|G™ (k1) Ziy) @ 1(0)) , (5.9)

gdzie Z; = UT(t)ZU(t) jest operatorem ukladu S zapisanym w obrazie Heisenberga,
¥ jest funkcja falowa ukltadu S w chwili poczatkowej i ¢(0) jest stanem prozni pola
bozonowego. Biorac pod uwage to, ze (dY(t))? = dY(t) latwo sprawdzié, uzywajac
kwantowych regut rézniczkowania Ito, ze operator G(k,t) = U(t)G°"*(k,t)UT(t) spelnia
réwnanie

AG(k,t) = (k(t) — 1)AV(£)G(k,1). (5.10)

Korzystajac z (5.10), dla operatora 73" (t, Z) = UT(t)G(k, ) ZU (t) otrzymujemy stochasty-

czne rOwnanie rézniczkowe postaci

drpt(t, Z) = —(K{ng(t, Z) + 7§ (t, Z) Ky dt + pen®(t, Z)c,dt
f(c R Z) - 71 Z)ed)AAQ) + VR Z)er - an (1 2))dAT(1)
( 1) (P 2 dy (1) + Vel (1, Z)AA() + VIR (1, Z)cd Al (1)
( T (t, Z) ey + fr( ) j clnut(t, Z) +uctwg‘“(t,Z)ct>dt,(5.11)
gdzie K, = UT()KU(t) oraz K = 1H + 4cfe. Wartosé srednia (5.9) dla wyrazen z

réwnania (5.11) daje

drp(t, 2)) = ()| — (K me(t, Z) + mi(t, Z)K)dt + k(t) pclmi(t, t

2)
+(k(t) — 1) <7rk(t, Z)e 2 + \/ﬁ%t)ﬂ'k(t, Z)e+ \//j@CTﬂ'k(t, Z))

cd
dt[n(t)), (5.12)
gdzie 7 (t, Z) = G(k,t)Z oraz n(t) = U(t)n, n = ¥ @ ¢(0). Z réwnania (5.12

) wynika, ze
odwzorowanie generujace g(k,t) spelnia rownanie rozniczkowe postaci

d

8 gk, t)[Z2] = glk,t)| -~ K'Z - ZK — \/n ()TZ Vi ()Z -2z

+k(t) (Vi ()TZ+f ()Zc+s—QZ+MCTZc)} (5.13)
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Rozwiazanie rownania (5.13) mozna zapisac jako

12

Z/dt /dtn 1 /dtlk(tl)...k(tn)x

n=0 0 0
x ST(t1)... ST (t,)Z(t)S(t,) ... S(t1), (5.14)
gdzie
—Kti—e2t/2 - Lt tr(t’)dt/ —Kt—e 2%t/2— —le tmdt’
2y = o LT AR A, SRz vieTe ] . (5.15)
oraz
Kt+e 2t/24/ne e fr (t) dt’ t —Kt—e"2/2—/netec tmdt’
S(t) = e v { (\/ﬁc—i—r())e i { .
(5.16)
Niech 7 = (t1,t2,...,t,) bedzie trajektoria obserwowanego procesu liczacego Y°"(t) do

o0
chwili ¢ oraz X = |J {r C [0,¢) : |7| = n}. Szereg (5.14) mozna przedstawi¢ jako
n=0

g(k,t)[Z] = /k(T)VT(T|7§)ZV(7'|75)d7'7 (5.17)

TEX?

n n
gdzie k(1) = [] k(t;), dT = [] dt; jest miara probabilistyczna na X! oraz
i=1 i=1

t
—Kt—e 2t/2 —/me e [r(t)dt
0

Vir|t) = e S(tn) ... S(t1). (5.18)

Propagator stochastyczny IA/(t)(T) = V(7|t), ktory definiuje dla dowolnej trajektorii 7
ewolucja a posteriori &(t) = V(t)z/}, gdzie 1) jest stanem poczatkowym uktadu S, mozna

zapisaé¢ za pomoca chronologicznej catki Ito postaci

t
—Kt—e2t/2 —/pe e [r(t')dt’

V() = e 0 x

oo ta n
> /dtn/dtn 1. /dt1 S'ty) ... S'(t) [[dvta), (5.19)

n=0{ 5 i=1

gdzie
—2 1 T g g2 _ et tﬁ /
S’(t) _ eKt+5 t/2+/e cbfr(t)dt e Kt—e ?t/2—\/pe cbf (t)dt ’ (5'20)
t

"= \/ﬁc+9— , (5.21)

natomiast Y'(¢) jest zmienna losowa taka, ze dY (¢)(7>°) =1dlat € 7 i dY (t)(v*°) =0

dla t ¢ 7% oraz Y (0) = 0. Z pomoca regul (4.56) mozemy wyznaczy¢ rownanie

av() = — (K + \/ﬁ@c + 5_2/2>17(t)dt + (ﬁc + %t) - I)f/(t)dY(t), (5.22)
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z V(0) = I. Zatem nieunormowana funkcja falowa a posteriori z’/;(t) = V(t)y speknia

réwnanie stochastyczne

dy(t) = — (K + \/ﬁ@c + 5—2/2) P(t)dt + <\/ﬁc MO 1> YOAY (), (5.23)

€
z warunkiem poczatkowym 1} (0) = .
Z liniowego rownania filtracji (5.23) mozemy przej$¢ do rownania dla unormowanej funkcji

falowej P(t) = (h(t)[(t))~1/2¢(t). Stosujac klasyczne reguly rézmiczkowania Ito otrzy-

mujemy
aa(t) = [(—K— VAT Btctey VA o+ VD ) )at
Vet

—Ilavel| ge), (5.24)

+ —
Vilere)e+ vE )+ B () <2
gdzie ()¢ = (P(t)|(.)P(t)) jest srednia a posteriori operatora ukladu S. Gdy stan
poczatkowy ukladu S jest macierza gestosci p, wowczas zalezna od wynikow obserwacji

do chwili t unormowana macierz gestosci 5(t) spelnia rownanie filtracji

a5t = (= 3HA0] - Scle. p0) + pepte)e ) at
+ (suepttct + VAR + VEr@pO ~ pl0)((eeh+ 2V (L) ) )
X (52u(cTc>t + 14 2ey/nRe (r(t)(c): )) B

X <5dY(t) —ep{cle)dt — e71dt — 2/ Re (r(t)(c)t)dt> , (5.25)

gdzie {a,b} = ab + ba. Rownanie (5.25) wyznaczono w [6] nie uzywajac kwantowego
rachunku stochastycznego Ito i nie podajac szczegdtéw schematu pomiaru heterodynowego
oraz interpretacji fizycznej funkeji r(t).

FLatwo sprawdzié, korzystajac z rozwazain rozdzialu trzeciego, ze nieselektywna ewolucja
ukladu S dana jest poprzez rownanie master postaci (por. z wzorem (3.41)):

S o) = —LIH.p(0)] ~ 2 {cle.p(0)) + pep(t)et (5.26)

Roéwnanie (5.26) otrzymac¢ mozna takze z (5.25) biorac pod uwage to, ze wartosé srednia

a posteriori przyrostu dY (¢) dana jest przez
@y @)(r) = 2\//75*1Re(@<c>t)dt +e72dt + p(cle)dt . (5.27)

Rozwazmy teraz liniows transformacje procesu liczacego Y (¢) postaci [6]

AWe(t) == edY(¢) —%. (5.28)
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Dla procesu wyjsciowego We(t) mamy
dWe(t)dWe(t) = £2dY(t) = edWe(t) +dt, dWe(t)dt = 0. (5.29)
W granicy € — 0 dla procesu W(t) := sh—% We(t) dostajemy reguly Ito postaci
dW()dw (t) = dt, dW(¢)dt = 0. (5.30)

Gdy € — 0 otrzymujemy z (5.25) rownanie filtracji dla obserwacji dyfuzyjnej [6, 33]

i

4(0) = (= GHP0] - 5 {cle.po) + et ) a
+ (VAR @ pt) + VEr () - 25(t) /i Re (rB){c)) )
X (dW(t) —2/iRe (r(t)<c>t)dt) : (5.31)

Wartosé oczekiwana a posteriori przyrostu dW (t) wynosi

@W(0))(r) = 2 VaRe (r(t)(c),) dt (5.32)
Gdy w chwili poczatkowej uktad S znajduje sie w stanie czystym, wowczas unormowana

funkcja falowa a posteriori p(t) spelnia réwnanie stochastyczne postaci

ap0) = | = (K= e+ Glen?)ars

+aT(t) (e — (c)t) (dW(t) —2,/uRe (r(t)<c>t)dtﬂ B(t), (5.33)

gdzie ()¢ = (P(®)|(.)@(t)). Aby to udowodnié¢ wystarczy sprawdzi¢, stosujac rachunek
stochastyczny Ito, ze p(t) = |@(¢))(p(t)| spekia (5.31).
Dla wartosci oczekiwanych a posteriori dowolnego operatora uktadu & mozna, korzysta-

jac z (5.31) lub (5.33), wyznaczy¢ rownanie
d2) + (ZK + K'Z — uct Ze)dt =
VE () Z + Zr(t)e — 2ZRe (r(t){(c)e))e (AW (t) — 2¢/mRe (r(t){c)¢)dt) . (5.34)

Usrednienie (5.34) po wszystkich trajektoriach 7 do chwili ¢ prowadzi do réwnania dla

wartosci oczekiwanych a priori postaci

d

&<Z>t +{ZK + K'Z — uc'Ze)t = 0, (5.35)

gdzie (Z)! = Tr[Zp(t)] i p(t) jest stanem a priori spelniajacym réwnanie (5.26).
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Rysunek 5.2: Schemat réznicowej detekcji heterodynowe;j.

5.2 Rownanie filtracji dla réznicowego pomiaru heterodynowego

W réznicowej detekcji heterodynowej, ktorej schemat przedstawiono na Rysunku 5.1,
pola A°"(t) oraz Aj,(t) padaja na $wiatlodzielaca plytke o wspolczynniku transmisji
T = 1/2 dajac dwa superponowane pola

! 1

V2 V2

W doswiadczeniu, ktérego opis mozna znalezé na przyklad w [4, 33, 97|, wyznaczana jest

Bi(t) (A" (1) +1A(1), Ba(t) = —= (1 A1) + Aw(t)) . (5.36)

roznica natezeni pol Bi(t) oraz By(t). Podobnie jak w zwyklej detekeji heterodynowej,
przedstawionej w poprzednim podrozdziale, zaktadamy tutaj, ze oscylator lokalny znaj-
duje si¢ w stanie koherentnym ¢(f) takim, ze f(t) = |f|e?®. Dla mierzonej w doswiad-

czeniu obserwabli definiujemy wyjsciowy operator generujacy postaci

GO (k,t) = (u(f)|exp { /t ek(t’)i(dAoufT(t')AlO(t’) — dAO“f(t')Afo(t’)) }|L( Y,
0

(5.37)
gdzie 7! = |f]|, a k(t) jest dowolna, calkowalng funkcja zespolong. W granicy bardzo

intensywnego pola oscylatora lokalnego, czyli ¢ — 0, z (5.37) otrzymujemy

t
GO (1) = exp { / k() dQO“t(t’)} , (5.38)
0
gdzie
t
Qout(t) _ /eiqﬁ(t')dAoutT(t/) + e—id)(t/)dAout(t/) ’ (539)

0
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przy czym ¢(t) = w/2 + 0(t). Zgodnie z (5.6) oraz (5.7),
dQo(t) = dQ(t) + /i (e Wef + e 1M, )dt, (5.40)

gdzie Q(t) jest wejsciowym procesem Wienera. Uzywajac regul (3.19) mozna wykazad,
ze (dQ°"(t))? = dt. Z wzoru (5.39) wynika, ze w pomiarze heterodynowym mierzymy
kwadratury optyczne pola wyjsciowego.
Aby znalez¢ rownanie dla odwzorowania generujacego (5.9) z operatorem G°“(k,t)
danym wzorem (5.38) nalezy wyznaczy¢ rownanie stochastyczne dla operatora
(¢, Z) = UT(t)G(k,t)ZU(t). Stosujac kwantowe reguly rézniczkowania Ito mozna
sprawdzié, ze

dG(k,t) = (k(t)dQ(t)+;kz(t)dt>G(k,t). (5.41)

Z pomoca (5.41) otrzymujemy réwnanie

drfit(t, Z) = —(K]ag s (t, Z) + mg " (t, Z) K;)dt + pclng (¢, Z)cydt

(Ve 1.2) = w2, 2) el + kO Om2 1. 2) )aa(
( Ut (¢, Z)\pace — /pemt(t, Z) + k(t)el* W aut(t, Z))dAT(t)
+<;k2(t)wz‘“(t, Z) + k(t)y/cfe?Dnp (¢, Z) + k(6)m" (¢, Z)\/ricie” “’"”)dt (5.42)

Dla stanu poczatkowego n = ¥ ®:(0) uktadu ztozonego otrzymujemy rownanie rézniczkowe
dla wartosci sredniej operatora " (¢, Z) postaci
d
&<m@@%=WM—WM@@—ME@K+MM@@C
+§k‘2(t)7rk(t, Z) + k(t) (Ve e Omy(t, Z) + mi(t, Z)/uce D) n(t)) , (5.43)

gdzie n(t) = U(t)n. Zatem odwzorowanie generujace g(k,t) spetnia rownanie

d

8 g(k,)[Z2) = gk, t)[-K'Z — ZK + puc' Zc

1 . .
+§k2(t)Z + k() (Vuc'e®DZ + Z\fice M) (5.44)

z warunkiem poczatkowym g(k,0) = Z. Zgodnie z [16], rozwiazanie rownania (5.44)

mozna zapisa¢ w postaci

o(k,1)[Z /qu W) 2V (g)du(gh) (5.45)
Qt

gdzie v jest standardowa miara probabilistyczna Wienera okreslona na przestrzeni (2

ciaglych trajektorii ¢ = [q(t)[t > 0] obserwowanego procesu Q°"t(t) ograniczona do
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przestrzeni QY = {q¢'|¢ € Q} trajektorii ¢ = [¢(r)|r < t] do chwili t. Caltke (5.45)

wyznaczamy dla operatora
t
Glka') = 60 = o] [ KENa)] (5.46)
0

oraz propagatora stochastycznego ‘A/(t)(qt) = V(q'), ktory spelnia stochastyczne row-

nanie roézniczkowe postaci
AV (t) = —KV()dt + /Juce ?OV()dQ(t), V(0) = I. (5.47)

Aby udowodni¢ powyzsza teze wprowadzmy odwzorowanie stochastyczne

~

W[2] = Vi) zv), (5.48)

[1]

z algebry operatoréw uktadu S w nig sama, ktére dla dowolnej trajektorii ¢ € 2 definiuje
selektywny instrument =(t)(¢)[Z] = V1(¢")ZV (¢"). Zauwazmy, ze jezeli operator V(t)

spelnia rownanie (5.47), wowczas
AVt zv(t)) = Vi) (- K'Z — ZK + uc' Ze) V (t)dt +
V) (Vaete®D Z + 7 fuce 9OV (1)dQ(t) . (5.49)
Zatem stochastyczne rownanie rekurencyjne dla odwzorowania =(t)[Z] jest postaci

d=21)[2] = EW)[-K'Z — ZK + pc' Zc)dt + 2(t)[ucte®® Z + Z fruce*M]dQ(t)

m
=
N
I
N

(5.50)
Usrednienie rownania
d(G(k, )E(1)[Z]) = Gk, OE) k() Z + Vucte?DZ + Z\/uce *D]dQ(t)

1 : _
+G(k, t)E(t) §k2(t)Z+k‘(t)\/ﬁ(cTeld’(t)Z—l—Zce_1¢(t))—KTZ—ZK—i-,ucTZc dt, (5.51)

wzgledem standardowe]j miary probabilistycznej Wienera prowadzi do (5.44) dla wartosci
sredniej (5.45) i to koriczy dowod.
Zgodnie z (5.47), nieunormowana funkcja falowa () = V(t)¢ ukladu S spelnia

roéwnanie stochastyczne

() = ~K§(B)dt + yice *Og()dQ(r) . D(0) = ¢ (5.52)

Proces Q(t) w rownaniu (5.52) jest klasycznym procesem Wienera. Aby otrzymaé dy-

namike a priori ukladu S korzystajac z rownania (5.52), nalezy wyznaczy¢ rownanie

dG(t) = (— ih[H,E(t)] - g{ac,a(t)} + uﬁ(t)&) dt

—|—(\/ﬁce_i¢(t)3(t) + E(t)\/ﬁcTeid’(t))dQ(t) (5.53)
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dla operatora o (t) = |1Z (1)) <12)\(t)| i usredni¢ je wzgledem standardowej miary probabilisty-
cznej Wienera. Informacje o wyjsciowym procesie Q°"*(¢) mozemy otrzymaé korzystajac

z wynikajacej z (5.45) formuty

(GO (k1) Zy) = / Gk, ') (V (@)1 2V (g )0)du(a") (5.54)

ktora dla operatora Z = I daje funkcjonal generujacy rozwazanego procesu wyjsciowego

z wyj$ciowa miara prawdopodobieristwa
dd(g") = dv(d"){V(gd)¥|V(a")¥) - (5.55)
Wzor (5.54) wyznacza wartosé¢ srednia a posteriori operatora Z jako
(2)(d") = (e(d)|Z¢(d")), (5.56)

gdzie p(t)(q) = o(q"), P(t) = (J(t)@(t))_l/%\(t) jest unormowana funkcja a posteriori

spelniajaca réwnanie

dp(t) = —K@(t)dt + Juee ?Oa1)do(t), $(0) = o, (5.57)
gdzie .
K = %ﬁ—i—%gf& (5.58)
H = H—uhRe(e_i¢(t)<c>t)lm(e_i¢(t)c), (5.59)
ce 9 = cem) _Re(e7 M (c),), (5.60)
dQ(t) = dQ°"(t) — 2y/mRe(e M (c),)dt, (5.61)

z {c)r = (@(t)|co(t))-
Stosujac klasyczny rachunek stochastyczny Ito mozna sprawdzié¢, ze dla funkcji @Z(t)

speliajacej liniowe rownanie filtracji (5.52) prawdziwe sa formuty

AW OIP(1) = Vi (B)Re(e*Ve)d(1)dQ(r) , (5.62)

O (1) 2] = @(0)d(0) 2 | S p(@(t)Re (e *We) B(1))*dt +

oo

G| (Re(e 0 F@)dQm) |, (5.63)

gdzie P(t) = (D(t)|(t))~1/2(t). Latwo sprawdzié, ze réwnania (5.62) oraz (5.63)

prowadza do rownania nieliniowego (5.57) dla funkcji @(¢). Odpowiadajace rownaniu
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(5.57) réwnanie dla unormowanej macierzy gestosci a posteriori p(t) ma postac

4p(0) = (= GHA0] = (e, p0) + (ot ) a

+ (Viée W pt) + pt)yaé ¢V )dQ(t), (5.64)

gdzie iloczyn ce () oraz proces O(t) dane sy poprzez (5.60) oraz (5.61)
z () = Tr[p(t)c].
Wartosé rednia procesu dQ°"*(t) zaleznag od trajektorii ¢* do chwili ¢ mozna wyz-

naczy¢ korzystajac z warunkowej miary prawdopodobienistwa

V(@™ )y|V (g™ ) y)du(g™* )
(V(g)eIlV(ghe)dv(gh)

ktorej posta¢ wynika z formuty (5.54). Wyrazenie dv(gtt4%)/dv(gtt%) = p*(dq(t)) jest

p(dq(t)) = (5.65)

warunkowa standardowa miarg probabilistyczng Wienera, czyli

p*(dg(t) = j%exp{ - 1ty } (5.66)

Korzystajac z rachunku rézniczkowego Ito mozna wykazaé, ze

plda(0) = p*(a@a(0) (1+ G GO (5.67)
Z (5.52) otrzymujemy
d<V(qt)wV(qt)¢> _ t —ig(t) ., t
V@AV Vi (#(g")[Re(e )e(a")) da(t), (5.68)
stad
2
p(dg) = \(/1% exp{ - ﬁ [dq(t) - 2\/E(Re(e_i¢(t)c)>(qt)dt} } . (5.69)
Zatem
<onut(t)>(qt) — 2\/E<Re(e*1¢(t)c)>(qt)dt (570)

Dla detekcji heterodynowej musimy przyjac, ze ¢(t) = w/2 + V¢, gdzie 9 jest czestos-
cig oscylatora lokalnego. W pracy [16] Belavkin rozwazyl pomiar obserwabli pola (5.39)
dla funkcji ¢(t) = 0. W optyce kwantowej nie istnieje jednak schemat pomiarowy real-
izujacy taka obserwacje [4]. W wielu pracach autorzy mylnie pisza, ze zaprezentowane
przez Belavkina [16] oraz Belavkina i Staszewskiego [25] wyprowadzenia réwnania fil-
tracji dla obserwacji dyfuzyjnej odpowiadaja pomiarowi homodynowemu [58], [28]. Jak
zauwazyl Barchielli, pomiar homodynowy w modelu z wielomodowym $wiattem wyjs-

ciowym wymaga, aby pole bozonowe, z ktérym oddziatuje obserwowany posrednio uktad,
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byto w chwili poczatkowej w stanie koherentnym [4]. Ewolucja stochastyczna uktadu ob-
serwowanego dla pomiaru homodynowego i heterodynowego opisana zostata takze przez
Carmichaela [33] oraz Milburna i Wisemana [113]. Podane przez nich réwnania filtracji
réznia sie jednak nieco od réwnan jakie mozna otrzymaé uzywajac modelu unitarnej
stochastycznej ewolucji uktadu ztozonego.

Liniowe réwnanie filtracji dla obserwacji dyfuzyjnej wyprowadzone przez Belavki-
na w [16], pozostawalo przez kilka lat niezauwazane przez naukowcéw zajmujacych sie
zastosowaniem kwantowej teorii filtracji w optyce kwantowej [33, 52, 53, 112, 113]. Au-
torzy prezentowali jedynie nieliniowa wersje rownania filtracji omawiajac przyklady jego
rozwiazywan numerycznych. Do wzrostu zainteresowania liniowa wersja rownania przy-
czynila sie praca Goetscha i Grahama [58], w ktorej autorzy przedstawili dyskusje fizy-

cznej tresci liniowego rownania filtracji podajac przyktady jego Scistego rozwiazania.

5.3 Rozwigzania réwnania filtracji dla obserwacji dyfuzyjnej z

szumem zespolonym

Opiszemy teraz ewolucje a posteriori jednomodowego pola elektromagnetycznego zna-
jdujacego sie wewnatrz wneki rezonansowej z dwoma czedciowo przepuszczalnymi lus-
trami [48]. W tym przypadku uktad oddzialuje z dwoma niezaleznymi sktadowymi A (t)
oraz Ay(t) pola bozonowego, a réwnanie ewolucji ukladu zlozonego mozna zapisaé w

postaci

dU(t) = \/g <c dAl(t) — ¢t dAl(t)) U(t) + \/g <c dAl(t) — f dAg(t)) U(t)

_ (;H + ‘;&) Utdt.  (5.71)

Warunki doswiadczenia pozwalaja prowadzi¢ pomiar proceséw wyjsciowych

t

Qout(t) = / dQ1 (') + v/ i/2Re(e 1) ar’ (5.72)

0

t

Q5 (t) = /ng(t') + \/;T/2Re(e_i¢2(t/)c)dt’. (5.73)

0
Zgodnie z wzorami (5.72) oraz (5.73), w ktorych
¢
Qi(t) = / AP QAT () + e 1) A, (1), (5.74)
0
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t
Qy(t) = / 2 dAL(¢) + e 712 q A, (1) (5.75)
0

podwdjny pomiar heterodynowy mozna traktowaé jako laczny pomiar obserwabli
Vi/2Re(e71c) oraz /pu/2Re(e%2W¢) obarczony losowymi bladami (d/dt)Q(t)
oraz (d/dt)Qs(t).

Korzystajac z wynikéw poprzedniego podrozdziatu mozna wykazaé, ze nieunormowana
funkcja falowa a posteriori zZ(t) uktadu S dla podwdjnej obserwacji heterodynowej spet-

nia roéwnanie filtracji postaci

dip(t) = — <;H + gcfc> P(t)dt + e M DAQ, (t)h(t), (5.76)
gdzie
d0.(t) = %(dgl(t)—ing(t)) (5.77)

jest zespolonym procesem dyfuzji dla ktorego, zgodnie z tym, ze dQ;(t)dQs(t) = 0 oraz
(dQ1(1))* = (dQs(1))? = dt, mamy

(dQ.(1)® = 0, dQl(1)dQ.(t) = dt. (5.78)

Rownanie (5.76) otrzymujemy zaktadajac, ze ¢o2(t) — ¢1(t) = 7/2.
Dyskusje o ewolucji warunkowej uktadu obserwowanego zaczniemy od wyznaczenia
rozwiazania réwnania (5.76) dla przypadku, gdy [¢(0)) = |ap), gdzie |ag) jest stanem

koherentnym z amplituda oy € C. Korzystajac z wlasnosci

da)y 1_

T - =, -

c'la) Do + 2a|04>7 (5.79)
Ola)

oraz liniowej niezaleznosci wektorow: |a) oraz <%, mozna sprawdzi¢, ze podstawie-
nie |1$(t)> = [(t)|a(t)) do réwnania (5.76) prowadzi do niesprzecznego ukladu réwnan

réwniczkowych

da(t) = — (iw + g)a(t)dt, (5.80)

di(t) = {— %"dt + Vaa(t)e 14, (1) — g|a(t)|2dt}l(t), (5.81)

z warunkiem poczatkowym: «(0) = g, [(0) = 1. W ten sposdb otrzymujemy rozwiazanie
liniowego rownania filtracji postaci

t

(1) = exp [— Sl Slaol® (e 1)+ v [ at) e-w”dgz(t’)] a(t)). (5.8
0
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z amplituda a(t) = ag e~ (W +5)t 7 waoru (5.82) wynika, ze wartosci $rednie a posteriori
dowolnego operatora Z uktadu S dane jako
((t)|Z3(2))
(W (®)]v(1))

nie zaleza od mierzonego sygnalu. W szczegélnosci, dla kwadratur optycznych

(Z)r = = (a(®)[Z]a(t)) (5.83)

X = (c+¢")/2, Y = (c — c')/2i oraz operatora liczby czastek n = cfc, otrzymujemy
formuty

(X); = Rea(t), (Y); = Ima(t), (n); = e "ag|*. (5.84)

Z wzoru (5.82) wynika, ze jezeli w chwili poczatkowej uklad znajdowal si¢ w stanie
koherentnym wyniki pomiaru obserwabli (5.72) i (5.73) nie zwiekszaja naszej wiedzy o
uktadzie. Podobnie jak w przypadku obserwacji zliczajacej, gdy detektor mierzy w sposéb
bezposredni fotony uciekajace z wneki [33] ewolucja a posteriori dla |1Z(0)> = |ag) daje
stan koherentny z malejaca wyktadniczo i niezalezng od kwantowego szumu amplituda
oraz stochastycznie zmienng faza.

Korzystajac z wzoru (5.82) wyznaczymy teraz statystyke a posteriori dla superpozycji

dwodch stanéow koherentnych postaci

-~ |(X0> + | — (67}
B0)) = o, 2) = 20E =00, (5.85)
+
gdzie Ny = /2 (1 £ e~2l20l*) jest czynnikiem normalizacyjnym. Przypomnijmy, ze stan

|ao, +) jest kombinacja liniowa stanéw Focka |n) o parzystej liczbie obsadzen i dlat-
ego nazywamy go parzystym stanem koherentnym, |ao, —) nazywany jest nieparzystym
stanem koherentnym zgodnie z tym, ze mozna go wyrazi¢ poprzez stany Focka o nieparzys-
tej liczbie obsadzen. Gdy |ap| > 1 sktadniki | £ ap) sumy (5.85) staja sie ,makroskopowo
rozroznialne” i otrzymujemy dwa przyklady stanu typu kota Schrodingera [105].

Z liniowosci réwnania (5.76) oraz z tego, ze dowolny stan uktadu mozna wyrazic
poprzez stany koherentne wynika, ze wzor (5.82) pozwala wyznaczy¢ ewolucje a posteriori
dla dowolnego stanu poczatkowego. Latwo sprawdzié¢, ze rozwiazanie rownania (5.76) dla

stanu poczatkowego (5.85) mozna zapisa¢ jako

B(6) = w(t) (*Wla() £ X0 a() , (5.86)
gdzie .
k(t) = exp [—Mzt + % lao|? (e — 1)} /N+ (5.87)
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Wtedy, gdy |ap| > 1 oraz t < 1/p mozemy przyjaé, ze
(a(t)] — a(t)) = e Aale™ ~q. (5.88)
Stad dla obu rozwazanych stanéw typu kota Schrédingera otrzymujemy
(X): = Rea(t)tanh (2Rex(t)) , (Y): = Ima(t)tanh (2Rex(t)) , (5.89)
Wyznaczone zgodnie z wzorem
AZ(t) = \J(Z22) —(2)} (5.90)

zalezne od wynikéw pomiaru niepewnosci kwadratur optycznych maja dla (5.88) postaé

AX(t) = \/111 +Re’a(t) (1 — tanh® (2Rex(t))) , (5.91)
1 2 2
AY(t) = \/4 + Im°a(t) (1 — tanh? (2Rex(t))) . (5.92)

Wyrazenie tanh (2Rex(t)) zmierza do jednej z dwoch wartosci £1, co oznacza, ze pod-
czas obserwacji jeden ze skladnikow sumy (5.86) staje sie dominujacy. Ten ciekawy efekt
opisany zostal w [53]. We wspomnianej pracy przedstawiono otrzymane na podstawie
symulacji numerycznej wykresy wielkosci (5.89), (5.91), (5.92) oraz niezaleznej od szumu
warunkowej wartosci sredniej (n), = e ¢ |a0|2. Analityczne rozwigzanie liniowego row-
nania filtracji z rzeczywistym procesem dyfuzji dla parzystego stanu koherentnego mozna
znalez¢ w [59].

Udowodnimy teraz, ze gdy uklad S znajduje sie w chwili poczatkowej w $cisnietym

stanie koherentnym

[$(0)) = S(6)D(0)|0) = S(&o)lao) = [€, o), (5.93)

gdzie
D(ag) = exp (apc’ —age) (5.94)
S(&) = exp (;5002 - %fo (CT)z) (5.95)

z & = o0e'? € C, rozwigzanie réwnania filtracji (5.76) mozna przedstawi¢ w postaci

(1)) = UDSED)lalt)) - (5.96)

Zauwazmy, ze gdy & = 0 formula (5.93) definiuje stan koherentny |ag), gdy natomiast

agp = 0 otrzymujemy Scisniety stan prézni S(&p)|0).
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Opiszemy teraz postepowanie, ktore pozwala wykazac, ze podstawienie wektora (5.96)
do réwnania (5.76) daje niesprzeczny uktad rownan rézniczkowych dla wspotezynnikow
o(t), 6(t), a(t) oraz I(t). Aby znalezé przyrost dS (£(¢)) = S (£(¢ + dt)) — S(£(¢)) wygod-
nie jest postuzy¢ sie postacia operatora Scisniecia S(€) z normalnym porzadkiem opera-

toréw anihilacji ¢ i kreacji ¢! [111]
S(€) = (cosh 9)71/2 exp {—F (CT)2 /2} exp [—In (cosh ) c'e] exp [Tc?/2] ,  (5.97)
gdzie
I = etanhp. (5.98)
Kolejnym krokiem jest przemnozenie obu stron réwnania (5.76) z lewej strony przez
ST(&(t)). Aby otrzymaé

dr() »

STED)AS(E(H) = 5 tanh o(t)do(r) [2T@E — 2ce — 1] + S0 4

dr'(t . ‘
- # {(CT>2 cosh? o(t) — (2cfe + 1) e M ginh o(t) cosh o(t) + e~ 29® sinh? o(t)
(5.99)
nalezy skorzystaé¢ z wyznaczonej za pomoca formuly Bakera-Hausdorfa transformacji

unitarnej
ST () S(¢) = (CT)Q cosh® p—(2¢fe + 1) e sinh p cosh p+c?e ™2 sinh? p. (5.100)
Prawg strone rownania mozna przeksztalci¢ uzywajac wzoréow
S51(€)eS(€) = ccoshp — cfel? sinh g, (5.101)

ST(€)cTeS(€) = cfecosh? o+ (cTc + 1) sinh? o — [028—19 + (CT)2 eie} sinh pcosh p.

(5.102)
Nastepnie musimy skorzystac¢ z wzoru (5.79) oraz wlasnosci
9?|a) Jla) 1
2 _ — 19 1
(c")?|a) 902 +a D + 0 |a) . (5.103)

. .. . . L. . . 2] o .
Wreszcie liniowa niezaleznosé zbioru wektoréow {\a},%, 6(';3} pozwala wyznaczy¢

uktad réwnan rézniczkowych

dé(t) = —2wdt, de(t) = —psinhp(t)cosho(t)dt, (5.104)

jol

Q
=

I

{— (iw + %) — psinh? Q(t)} a(t)dt — /e sinh o(t)e 1 VdAQ, (), (5.105)

il((tt)) = —%wdt + %d la(t)]* + %sinh2 o(t) |e(t) ] dt + /zex(t) cosh p(t)e "1 (DA Q, (1)

—g sinh? o(t)dt + ga2 (t)e~®) sinh o(t) cosh o(t)dt (5.106)
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z warunkiem poczatkowym: 1(0) = 1, a(0) = ag, 6(0) = 6y, 0(0) = go. Rozwiazanie

uktadu mozna zapisaé¢ w postaci

0(t) = 6o —2wt, o(t) = artanh (e " tanh o) , (5.107)

t
a(t) = e (iwts)t cosh o(t) ap — /el sinh QO/ef(wr%)t'e*i%(t/)sz(t/) ;
cosh gg
0

(5.108)

1) = o ORe) st d (o —laol?)
cosh gg

¢
X exp \/ﬁ/ (a(t’) cosh o(t")e 1) dQ, (') +/iie ) a2 (#') sinh o(t) cosh Q(t’)dt')
0

(5.109)
Z wzoréw (5.107) oraz (5.108) wynika, ze dla $ci$nigtego stanu koherentnego wartosci

$rednie a posteriori kwadratur optycznych dane przez
(X); = Re (a (t) cosh o(t) — a (£) €*® sinh g(t)) , (5.110)

(Y); = Im (a(t) cosh o(t) + a(t)e ™ sinh Q(t)> (5.111)

zaleza od mierzonego sygnatu. Uzywajac formul (5.100)—(5.102) mozemy wyznaczy¢

niepewnoéci kwadratur optycznych

1 2e~#t tanh g ] 1/2
AX(t) = = |1 e M tanh oy — cos (6y — 2wt , 5.112
(0 = 5 1+ o e ey —cos 0 - 200) | G112)
1 2e~#! tanh g ] 1/2
AY(t) = - |1+ e # tanh gg + cos (6p — 2wt . 5.113
®) 2 { 1 — e~2ut tanh? g ( e (o ) ( )
Dla p =0 z (5.112) oraz (5.113) otrzymujemy wyrazenia
1
AX(t) = 5\/1 + 2sinh gg [sinh gy — cosh gg cos (6 — 2wt)] , (5.114)
1
AY (t) = 5\/1 + 2sinh g [sinh g + cosh gg cos (6y — 2wt)], (5.115)

dla ewolucji swobodnej uktadu S. Z wzoréw (5.112) oraz (5.113) wynika, ze periody-
cznie zmienne $cisniecie obserwowanego stanu maleje w czasie. Scisniecie kwadratury X
otrzymujemy, gdy

cos (0 — 2wt) > e tanh gg, (5.116)

a kwadratury Y dla
cos (0p — 2wt) < —e #" tanh g . (5.117)
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Otrzymane formuty dla g9 = 0 odpowiadaja rozwiazaniu dla poczatkowego stanu koher-
entnego, gdy potozymy ag = 0 otrzymamy ewolucje a posteriori dla $cisnietego stanu
proézni.

W literaturze rozwazana jest takze definicja Scisnietego stanu koherentnego postaci
[83, 105]

8,6) = D(B)S(£)]0). (5.118)

Poniewaz operatory D () oraz S (£) nie komutuja, wektory |3, &) oraz |, ) nie sa tymi
samymi stanami. Rownosé¢ D (5) S (§) = S (§) D («) zachodzi wtedy, gdy [83]

a = Bceosho+ Bel?sinhp, B = acoshp— @e’sinhp. (5.119)

Korzystajac z powyzszych relacji mozna w latwy sposob wyznaczone dla stanu (5.93)
formuly a posteriori wyrazi¢ poprzez parametry stanu |3, §).

Zespolony proces dyfuzji i analityczne rozwiazanie rownania filtracji dla obserwacji
oscylatora harmonicznego, ktory w chwili poczatkowej znajduje sie w stanie gaussowskim,
bez wyznaczenia stochastycznej fazy wektora, opisane zostalty przez Belavkina i Barchiel-

liego [6].

5.4 Rozwiazania réwnania filtracji dla obserwacji dyfuzyjnej z

rzeczywistym szumem

Analize ewolucji a posteriori jednomodowego pola elektromagnetycznego znajdujacego
sie wewnatrz wneki rezonansowej dla pojedynczej réznicowej obserwacji heterodynowe;j

rozpoczniemy od przypadku, gdy |{/;(O)> = |ag).
Podstawienie wektora [9(t)) = I(t)|a(t)) do réwnania (5.52) daje uklad réwnai

rézniczkowych postaci
da(t) = — (iw + g>a(t)dt, (5.120)
w —ig(t) H 2

di(t) = —Edt—f— Via(t)e do(t) — §\a(t)| de| i(t), (5.121)
z warunkiem poczatkowym «(0) = ag, (0) = 1. Funkcja O(t) w (5.121) jest klasycznym

standardowym proces Wienera.

Z réwnania (5.120) otrzymujemy niezalezna od szumu amplitude a(t) = ag o (iwtg)t,
Klasyczna formuta rozniczkowa Ito
d(Ini(t)) = T - (di(t))* (5.122)
1(t) 212(¢)
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do ktorej, zgodnie z (5.121), podstawiamy
(di(1)? = pad(t)e 2402 (¢) dt, (5.123)

pozwala wyznaczy¢ rozwigzanie postaci

t

(e7t—1)+ / <\/ﬁei¢<t’>a(t')dg(t')ge2i¢<t'>a2(t')dt'>

0

iwt o
l(t):exp *7+7

(5.124)
Udalo sie nam zatem wykazaé, ze dla pojedynczego pomiaru heterodynowego, podobnie
jak dla podwojnej obserwacji heterodynowej, stan koherentny jest zachowany. Wartosci
$rednie a posteriori operatoréow uktadu S, do wyznaczenia ktoérych wystarczy znajomosé
funkeji a(t), nie zaleza od mierzonego sygnatu, a stany a posteriori dla obu rozwazanych
obserwacji r6znig sie jedynie postacia fazy.
Warto przedstawié tutaj jeszcze jedna metode, ktora pozwala sprawdzié¢, czy stan
koherentny jest zachowany podczas ewolucji stochastycznej. Zauwazmy, ze jezeli nie-
unormowana funkcja falowa @(t) speliajaca liniowe réwnanie filtracji jest w dowolnej

chwili ¢ > 0 réwna, z doktadno$cia do stalej, wektorowi koherentnemu, wowczas

-~

ch(t) = a()b(t), (5.125)

oraz

ch(t+dt) = aft+dt) Pt + dt). (5.126)

Z rownan (5.125) i (5.126) otrzymujemy

(c — a(t) — da(t)) d(t) = da(t)y(t). (5.127)

gdzie da(t) = a(t + dt) — a(t). Jezeli teza jest prawdziwa podstawienie do (5.127)
przyrostu dzZ(t) z liniowego réwnanie filtracji pozwala wyznaczy¢ rownanie réwniczkowe
dla zmiennej «(t).

Aby udowodnié, ze podczas ewolucji stochastycznej danej rownaniem (5.52) $cisniety
stan koherentny jest zachowany skorzystamy z tego, ze dla stanu typu (5.93) zachodzi
rownosé [83]

S(€)cSH(©)lg, a) = al¢, a). (5.128)

Uzywajac formuly Bakera-Hausdorfa mozna sprawdzié, ze [83]

S(€)eST(€) = e+ Ty, (5.129)
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gdzie T'y = coshp, I'y = e?sinhp. Roéwnanie (5.128) jest rownaniem wlasnym dla
$ci$nietego stanu koherentnego typu (5.93). Jezeli funkcja falowa @(t) speliajaca réw-
nanie filtracji (5.52) jest w kazdej chwili ¢ > 0 z doktadnoscia do stalej cisnietym stanem

koherentnym, wowczas prawdziwe sg réwnania
S(E)es (E()P(t) = [eTi() +f Da(0)] d(1). (5.130)

S(E(t + dt)eST(E(t +At)p(t +dt) = [eTi(t +dt) + ¢l To(t + dt)] (¢ +dt). (5.131)

Z (5.130) oraz (5.131) mozemy wyznaczy¢ rownanie postaci

[e (T1(t) + ATy (1)) + ¢ (Ta(t) + dTa(t)) — a(t) — da(t)] dip(2)
+ (edDy () + ¢f ATy (8) — da(t)) 9(t) = 0. (5.132)

Podstawienie przyrostu dQZ(t) z réwnania (5.52) do (5.132) pozwala otrzymac niesprzeczny

uktad réwnan rézniczkowych postaci

a(t)ly (1) [—rl()(lw )dt+dr() Jae D da(t)dQ(t )} a(t)
—a(t)m[rg(t) (lw+ )dt+d1“2( )}—ﬂrz(t)e—iw)dg(t) — 0, (5.133)

Ts(t) [—rl(t) <1w+ )dt+dF1() Ve Oda(t)dQ(t )]
—rl(t)[ ()(lw+ )dt+d1“2( )} ~ 0 (5.134)

z warunkiem poczatkowym I';(0) = cosh gg, I'2(0) = el% sinh gy, a(0) = g, co konczy
dowdd.

Wyznaczmy teraz niepewnosci kwadratur optycznych Scisnietego stanu koherentnego
a posteriori. Dla zmiennej (5.98) z rownan (5.133) oraz (5.134) mozemy wyznaczyé

rownanie Riccatiego postaci:

d . .
ZT®) = -2 (iw+ %) T(t) + pe 29O T2(1), T(0) = é®sinhgy.  (5.135)

Rozwiazanie ogblne réwnania (5.135) mozemy zapisa¢ jako
F(o)e—(2iw+u)t

I(t) = ] . (5.136)
1— /LF(O) fef(21w+u)t/,2i¢(t/)dt/
0

Dla funkcji ¢(t) = 7/2 + 9t otrzymujemy

(2iw + 219 + p)T(0)

L(t) = — — .
®) eiw it [2iw + 2i + p(1 +T(0))] — pI'(0)e—21t

(5.137)
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Formuta (5.137) pozwala, zgodnie z tym, ze

AX(t) = (2Res(t)) ", (5.138)
AY () = |k(t)] (2Rer(t))"? | (5.139)
gdzie
1+I(t)

K(t) = =T (5.140)

wyznaczy¢ niepewnosci kwadratur optycznych scisnietego stanu koherentnego a posteriori
dla pojedynczego réznicowego pomiaru heterodynowego.

Pomiar kwadratur optycznych thumionego oscylatora harmonicznego, oparty na heurysty-
cznym modelu obserwacji polozenia i pedu czastki w komorze pecherzykowej [23], opisany
zostal w pracach [24, 35, 102]. Autorzy prac wykazali, ze gdy obserwujemy tylko jedna z
kwadratur optycznych, stan koherentny uktadu nie jest zachowany, a dowolny poczatkowy
stan gaussowski staje sie stanem $ciSnietym. Zgodnie z otrzymanymi przez nich for-
mutami, stan koherentny moze by¢ zachowany tylko dla lacznego pomiaru polozenia i
pedu oscylatora harmonicznego. Roéznica pomiedzy wynikami podanymi w dysertacji
i cytowanych pracach wynika z tego, ze oddzialywanie pomiedzy oscylatorem i polem

bozonowym w [24, 35, 102] zapisane jest bez przyblizenia wirujacej fali.

5.5 Poréwnanie wartosci $rednich a priori i a posteriori opera-

torow ukladu

Walls i Milburn w pracy [110] wykazali, ze rozwiazanie rownania master (5.26) dla stanu

poczatkowego p(0) = |ag) (| mozna przedstawi¢c w postaci

p(t) = la(t)){a@)], (5.141)

gdzie a(t) = e_(i”+%)to¢0. Widaé zatem, ze wartosci Srednie a priori i a posteriori
operatoréow ukltadu, ktéry w chwili poczatkowej znajduje sie w stanie koherentnym sa
takie same ({a); = (a)® = «(t)). Stochastyczna faza stanu a posteriori staje si¢ is-
totna dopiero wowczas, gdy rozwazamy superpozycje standéw koherentnych. Oczywiscie,
dla rozwazanych w rozdziale doswiadczen, dowolny stan a priori i a posteriori zmierza
asymptotycznie do stanu prozni. Aby udowodnié, ze podczas ewolucji a priori stan ko-

herentny jest zachowany mozna, inaczej niz autorzy [110], postuzy¢ sie transformacja [6]

7(B.8) = Tr{e Pepeivc') (5.142)
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z dzialaniem odwrotnym zdefiniowanym jako

== / 4o &7 65" 5 (B, ) . (5.143)
Formuty
— . 9
Trf{e Pecpe 'y = iﬁﬁ(ﬁ,ﬁ) , (5.144)
Tefe-Pectjeivc'y  — 1ﬂ+i;ﬁ> 7(3.5) . (5.145)
Tr{ePepee ) = <_iﬂ+i§ﬂ> 5(3.5) . (5.146)
. 9
Trf{e P et e’y = 557 (3.59) - (5.147)
pozwalaja z (5.26) wyznaczy¢ rownanie
O = 0N . p\5 0 Y AW e
TR (57ﬁ7t) = [— <1w + 5) 5@ + (IW - 5) ﬂ@ﬂ} P (ﬁaﬁvt) . (5.148)

Rozwigzanie rownania (5.148) dla stanu poczatkowego
5(B,5;:0) = Tr{e Pclag)lag|e '} = e 1Pao—ifm (5.149)

mozna zapisaé jako

p(B.5it) = eiPelnminali=r, (5.150)
bowiem podstawienie (5.150) do (5.148) prowadzi do niesprzecznego uktadu réwnan
rozniczkowych: da(t) = —(iw + p/2)a(t)dt, dh(t) = 0 i to konczy dowod. Podobny
sposob postepowania dla stanu p(0) = |£p, ag){&o, o], dla ktorego

1

p(B.B;0) = exp | =i (Bso+ %) — 5 ((B)*lo+5lo) = B*ro | , (5.151)
gdzie
so = agcoshpy — age'? sinh gy, (5.152)
ly = e'%sinhggcoshgg, (5.153)
ro = sinh?pgg, (5.154)

pozwala tatwo sprawdzié, ze ewolucja a prior: nie zachowuje $cisnietego stanu koherent-
nego.

Wartosci srednie a priori obserwabli ukladu S dla dowolnego stanu poczatkowego
mozna wyznaczy¢ korzystajac z rownania (5.35). W szczegolnosei, dla operatora liczby

czastek otrzymujemy réwnanie roézniczkowe

= —u{n)t, (5.155)
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stad
(n)t = e " (n(0)). (5.156)

W analogiczny sposdéb mozemy wyznaczyé¢ wartosci srednie a priori kwadratur opty-

cznych

pt

(X)' = e 2 [(X(0)) coswt + (Y (0)) sinwt] , (5.157)

(Y)' = e 2 [(Y(0)) coswt — (X (0)) sinwt] . (5.158)

Zatem dla uktadu, ktéry w chwili poczatkowe]j przebywal w parzystym stanie koherent-

nym |ag, +), otrzymujemy

(n)t = e " |ap|? tanh |ag|? | (5.159)
dla nieparzystego stanu koherentnego |ag, —), mamy

(n)t = e |ap|? coth || . (5.160)

Zgodnie z (5.157) oraz (5.158), wartosci $rednie a priori kwadratur optycznych dla stanow

|y, +) pozostaja rowne zeru. Dla Scisnietego stanu prozni S(€p)|0), otrzymujemy
(n)t = e M sinh? g, (5.161)
oraz (X)! =0, (Y)! =0, a dla cisnigtego stanu koherentnego |y, o), otrzymujemy

(n)t = e " |ag cosh gy — ag sinh go|” + sinh? gq . (5.162)
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Podsumowanie

Celem niniejszej dysertacji bylo przedstawienie przyktadow zastosowan, opartej na nieko-
mutatywnej wersji stochastycznego rachunku Ito, kwantowej teorii filtracji w optyce
kwantowej. Model ciaglych nieniszczacych obserwacji markowskiego uktadu otwartego,
ktory pozwala opisa¢ szeroka klase probleméw oddzialywania ukladéw kwantowych z
polem elektromagnetycznym, poshuzyl w pracy do rozwazenia skokow kwantowych i
efektu odkladania elektronu na poétke w doswiadczeniu Dehmelta oraz przedstawienia
nieidealnego pomiaru kwadratur optycznych ttumionego oscylatora harmonicznego. Praca
zawiera wyprowadzenia i analize rozwigzan kwantowego réwnania filtracji Belavkina dla
dwoch typow obserwacji: liczacej i dyfuzyjnej. Postugujac sie kwantowym rachunkiem
stochastycznym Ito wyznaczono w pracy miedzy innymi formute na $redni czas oczeki-
wania na zliczenie fotonu fluorescencji dla atomu o schemacie poziomoéw energetycznych
typu A. Struktura otrzymanego wzoru potwierdza wyniki innych prac, w ktorych wskazano
na wystepowanie okreséw jasnosci i ciemnosci w $wietle emitowanym przez uktad A.
W dysertacji wykazano, ze posredni pomiar kwadratur optycznych oscylatora harmon-
icznego, w przypadku gdy uktad w chwili poczatkowej znajduje sie w stanie koherent-
nym, nie zwieksza naszej wiedzy o ukladzie — uklad pozostaje w stanie koherentnym,
a zatem niepewnosci kwadratur optycznych nie ulegaja zmianie. Analityczne rozwigza-
nia liniowego réwnania filtracji otrzymano réowniez dla $ci$nietego stanu koherentnego
oraz dwoch stanoéw typu kota Schrodingera. W pracy podano takze, wskazujac zaloze-
nia lezace u postaw teorii pomiaru proceséw samonieniszczacych, wyprowadzonie kwan-

towych stochastycznych regut mnozenia Ito.

7
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Dodatek A

Wyznaczenie kwantowych regul Ito w

reprezentacji Focka

Symetryczna przestrzen Focka F(L?(R4)) mozna rozpatrywaé jako przestrzeri Hilberta
L? (TOO(R+)) catkowalnych z kwadratem symetrycznych funkcji ¢(7) zmiennej
T = (t1,...,tn), gdzie t; € Ry i < ... < t,. loczyn skalarny w L2(T°°(R+)) dany

jest wzorem [17]

(ol Z/ /dtn_1.../dt1¢(t1,...,tn)w(tl,...,tn). (A1)
- 0

Przestrzen YT°° (R ) nazywana bywa przestrzenig Guichardeta [63]. Wektor wyktadniczy,
ktory oznaczymy przez ¢y, definiuje sie jako ¢y ((/)) =1, p¢(r) = [] f(t). Dla unor-
mowanego wektora prozni 6 mamy &y (0) = 1 oraz §y(7) = 0, gdy 7 t;TU).

Proces anihilacji A(t), kreacji Af(t) oraz liczby czastek A(t) dla dowolnego t > 0

definiujemy za pomoca réwnosci

(At))(r) = / p(rUs)ds, (A.2)
(AT = > X'(s)p(r\s), (A.3)
(AD)() = |Flo(r), (A4)

gdzie x'(s) =1, gdy s < t, x'(s) =0, gdy s > t, |7'| = > x'(s). Ciag 7 U s jest postaci
(t1, .y tiySytig1y ..o ytn), gdy t; < s < t;11 oraz T\s fT(tl, costic1y tiny ey ty), gdy
s = t;. Latwo sprawdzi¢, ze dla wektora prozni (A(t)dy)(7) = 0, (AT(t)dp)(7) = 0, gdy
7] £ 0, (AN(©)3)(r) = x'(5) dla s € 7, gy || = 1, (A(£)5)(r) = 0.
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Zauwazmy, ze z definicji (A.4) wynika, ze

) [e’e) ta

(elA(t)p) =/xt(S)lw(S)\zds+/dtz/dt1(xt(t1)+xt(tz))|s0(t1,t2)\2
+ [ dts [ dta [ dti (X' (1) + X' (t2) + X (£3)) | (tr, tas t3)[> + ... . (A.5)
[o] o]

W szczegolnosei dla wektora eksponencjalnego otrzymujemy formute
i ¢
wiawer) = ewf [1re)par} [iswytar. (A6)
0

Korzystajac z (A.6) mozna sprawdzié¢ ze, dla wektora koherentnego zdefiniowanego jako

EETTE S
vp = e zleslp  zachodzi wzor

i = (L1700
(sl(A) = A(s))ey) = e JI1T@IPar §°

n=0

/ IF@)2dt . (A7)

n!

Wida¢ zatem, ze proces A(t) jest niejednorodym procesem Poissona.

Wykazemy ponizej, ze kwantowe reguly mnozenia Ito dla infinitezymalnych przy-
rostow procesow (A.2)-(A.4) wynikaja z zalozenia, ze proces A(t) jest regularny tzn.
tylko jeden foton moze byé¢ obserwowany w danej chwili. Innymi stowy przyjmujemy, ze
prawdopodobienistwo wiecej niz jednego zliczenia w przedziale czasu o dltugosci dt znika.

t+dt| _

Stad, zgodnie z tym, ze roznica |7 |7t| moze wynosi¢ tylko jeden lub zero, mamy

[dA®dA@Bel(r) = (7T = ) (T = I )e(r) = (7] = ') ()

= (d4{®)p)(r). (A.8)

Jezeli t € T wowczas wszystkie wyrazenia rzedu dt i wiekszego niz dt sg zaniedbywalnie

t+dt| _

male w poréwnaniu z przyrostem |7 |7t| = 1, pozwala to wyznaczyé reguly:

[dA(t)dte](r) = dtdte(rUt) = 0, (A.9)
dtp(T\t dyv teT
dA (D)dtg] () = dt( 3 w(T\S)—ZsO(T\?")> et ey eer
serttde rert 0 gdy t ¢ 7
(A.10)
dto(T dv t €T
AA@DdtA(r) = At — () = PO BV IET

0 gdy t¢ 1

[dA(t)dA) (1) = dtdtp(rUtUt) = 0, (A.12)
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(At (1)dAT (1) (r) = ( T (@A (D)) (r\s) Z(dAT(th\r)) ~ 0. (A13)

serttdt rert

[dA(t)dA(t)e)(1) = dt(dA(t)e)(TUt) = dt[(A(t+dt) — A(t)e](T L)

= dt(|(rUt)N [0, t+dt)| = |(rLE) N[0, )] ) p(TUt) = dtp(TUt) = (A(t)e)(T), (A.14)

[dA®)dA@DRl(T) = (177 = [F')(dA@R)@)(r) = (7] = |r'])dte(r LUt)
_ dtp(rUt) gdy ter 0. (A15)
0 gdy t¢ 7

[AA#)dAT ()] () = [(A(t + dt) — A@X)dAT(t)¢](r) = (Jr+4] = |7'[) (dAT(t))(7)

o(r\t) gdy ter

0 gdy t ¢
= (AT (t)p)(7), (A.16)

= (IT”‘“—ITtI)( > w(T\S)—Zw(T\T)> = {

serttdt rert

[dAT ) dAMDR)(r) = D (dAB)p)(T\s) = Y (dA[®)e)(T\r)

seTttdt rert

= > P\ Nn[tt+d)p(r\s) = Y [(F\r) N[t t+db)e(r\r) = 0, (A.17)

serttdt rert

[dA(t)dAT(t)¢](T) dt(dAT(t)p)(rut) = dt[(AT(t+dt) — AT())e] (T UT)

= dt ( Z X (s)p(r U t\s) — Z X' (r)e(r Ut\ﬂ)

seTUt rerTuUt

= dt( > p(rUt\s)— Y gp(TI_It\r))

se(TuUt)N[0,t+dt) re(Tut)N[o,t)
= dtp(r), (A.18)

[dATB)dAD)el(r) = Y (dA@))(T\s) = Y (dAE)¢)(r\r)

sertt+dt rert
dtp(r) gdy teT
= Z dtp(t\sUt) — Z dtp(r\rut) = (™) = 0. (A.19)
serttdt rert 0 gdy t ¢ T

Wyznaczone reguly tatwo uogélnié do przypadku wielowymiarowej symetrycznej przestrzeni

Focka F nad przestrzenia C" ® L?(R, ) rozpatrywanej w rozdziale trzecim.
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