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En este trabajo se explica con detalle el planteamiento y solucién del
problema de las funciones de un solo determinante proyectadas en rela-
cién con las matrices de densidad. Sirve, pues, como introduccién al tra-
bajo de Hardisson y Harriman, 1967, que, debido a la brevedad de la
publicacién, no es lo suficientemente explicito en el fundamento ni en el
desarrollo del tema.






Funciones de un solo determinante proyectadas

En el caso mdas general, una funcién de un solo determinante de
N electrones puede escribirse como funcién de N spin-orbitales de un
electrén:

V()= DH(r)a(L) + P~ (r)B(L). 1)
Si cada uno de estos spin-orbitales se restringe a tener un spin puro,

entonces resulta el método de diferentes orbitales para diferentes spines:
DODS, en el que el determinante se escribe:

To=(N)-%det { ai(r)a(ly) ... au("u)a(gu)bl('w1)3(@4-1) < bu(ry)B(En }

=Sod[ar|B] @

con w+v=N, ®=aq,...au b,...b,, Jo es el operador antisimetrizador y
[a#{B'] es el producto de u factores o seguido de v factores B. El deter-
minante 7, es evidentemente una funcién propia de S, con valor propio
(u —v), pero, en general, no es una funcidn propia de S La aplicacién de
un operador de proyeccidén para obtener un estado de spin puro da:

V=0,T,= ) Cls, m,mT, 3

k=0
en donde los Cy(s, m, n) forman un conjunto de coeficientes conocidos

para todos los valores de s, m y n=4iN y T, es una suma de (:) <Z>

determinantes:
Ty= Jo®lar— o] 4)

representando el simbolo [a*~*B*| la suma de todos los productos de
o factores que tienen w—k spines « y k spines B, como, por ejemplo:

[&*-18Y =aaf + aBa+ Baa,
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definiéndose |a*B8"~¥] de forma semejante. Los diferentes términos en
cada suma pueden ser considerados en un orden definido, en cuyo
caso:

® G
Ti= > Tur, 5)

I=11I'=1

donde Ty, es un determinante cuya funcién de spin es el producto del
término [ en [ar*B¥| por el término I’ en |a*B*—*].

En @ se escogen las funciones espaciales de un electrén de acuerdo
con el teorema del apareamiento, de forma que satisfagan las condi-
ciones de ortogonalidad:

J a¥(r)a(r)dr= [ b ()b{r)dr=35;
) (6)
Jaf(r)bj(r)dr:di&i; 0<d;<1.

Operadores

Una vez fijada la funcién de onda, ¥, (3), es necesario definir el
operador. La forma mds general de un operador de uno y dos electrones,
que es el mds usado en Quimica Cudntica, es la que sigue:

Q=20+ 0,

i<j

= D P A st frsufrsi )+

R (it o 17500 + (051 + 1050+ i) + )

i<j

+ (FsiSi + 117 SinSin + 157802852 ) + (57084 + i 500872 +
+ (5 siSi + 788+ (Ff7scasio +f75:281) ),

en donde se ha puesto de manifiesto la parte espacial y la de spin.
Haciendo ahora

Fi=D\fise ¥ Fr= ) fisush ®

i<j .
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donde los indices m, 7, k y A pueden tomar los valores 0, z, +, —.
Ademas, s,=1. Entonces:

O={F)+F:+ Ft + FZ} + {FY+(F:+ F: + F)2)+ (FY+ Ft3+ F=) +

+

9
+(FE+Fit+ FoO)+ (FE+ FL) + (Fi+ F2) + (FEZ+ F21)} ®
Recordemos ahora las relaciones de conmutacidn:
[Siny Sin]=S8i1s [Sizy Si]=—5i_; Sipy Sic]l= =285
+ + [si+ (10)

[Sir Sl =0, 557
y consideremos los operadores de spin total S, y S%:
SkZESiK; SZ:Esl—-si. (11)
i ij
Es evidente que los conmutadores
[SwFl y  [SwFrl (12)

son independientes de 7 y de 7, puesto que estos indices se refieren a
la parte espacial. En la tabla I se dan los conmutadores (12). Las rela-
ciones de conmutacién con S? se deducen a partir de las relaciones:

$2=8 5, +8:+8.
[A+B,Cl=[A, B]+[B, C] (13)
[AB, C]=A[B, C]+ A[C, B]

utilizando la tabla I.

VALOR MEDIO DE QO
El valor medio de ) en el estado ¥, (3), viene dado por:

ey

0O =
="y

o' (©.T) 0(0.T7) dr
1 +
=Wy JTO{GSQ®S}T0 dr (]-4)

y es, por tanto, proporcional al valor medio de O,Q0; en el estado T,.
En (14) hemos abreviado <(¥|¥)> por w,:

WW=0,= [ O1)O.1) dr= [ T10.T,ds (15)

45



ya que O, es un operador de proyeccién idempotente, ©@?=0,, con la
propiedad, que utilizaremos seguidamente, de:

S$20,=s(s+ 1)0,. (16)
Escribamos ahora el operador de aniquilacién «normalizado»:

B 2_t 1
A ST—t(t+1)

e L (17)
s(s+ D) —tt+1)
y el operador O, es, en general:
o.=]]a: (18)

t#£s

donde ¢ toma todos los valores, excepto s, consistentes con el nimero
de electrones en el sistema. En (7) los operadores de spin del primer
corchete son de rango cero o uno, y los del segundo corchete de rango
cero, uno o dos. Se sabe que la aplicacién de Q a una funcién propia
de S* —en (14) O,T, es una funcién de este tipo— producird componentes
asociados, todo lo mds, con s—1, s, s+1 para los operadores del primer
corchete en (7), y con s—2, s—1, s, s+1, s+2 para los operadores del
segundo corchete (McWeeny y Mizuno, 1961). Luego, para el primer
corchete de (7) se tiene:

0,"=Al, AL (19)
y para los del segundo:

O = Al L,AL AL AL (20)

Puesto que T, es una funcién propia de S, podemos reemplazar O
por O, =0,0,, una proyeccién sobre los estados propios de S2y S, y
transferimos los operadores de aniquilacién (19) y (20) a la derecha de
en 9,00,, utilizando los conmutadores de S$? con

91229i y con QZ:ZQi,,

i<j

que se encuentran en las tablas II y III, que se han construido con ayuda
de (13) y de la tabla I.
En efecto:
S?—(s—1)s S2—(s+1)(s+2)

00,08 = : Q0" @D
Ss+1)—(s=1)s s(s+1D—(s+1)s+2)

46



y sucesivamente se tiene:

00,0’ = §2— (s —1)s][S?— (s + (s + 2]Q,0P =

T 4s(s + 1) [

1
:m [S20, — 2520 (s? + s+ 1)+ Qy(s* + 28 — 52— 28)]6)9) _
1
=Ty S 25 D+ (s - 250" @)

donde hemos hecho uso de (16).
Ahora, desarrollando los conmutadores:

[$% 0]1=5%, - O,8*=A,

' (23)
[S2 [S2 Q]]=S'0, — 2520, 5% + 1,54 =B,
se obtiene finalmente:
1
O0,OM - = (B _2A,+20,5} 0P 24
1 4s(s+l){ 1 (A + 1%} (24)

Es interesante hacer notar que si evaluamos la expresion
(S2—(s—1)sHS?—s(s+ DI S~ (s + (s +2) 12,0
con ayuda de la tabla II, obtenemos
[C,— 2B, -4A,5710 =0,

lo que nos proporciona una comprobacién de dicha tabla.
La expresién (24) se transforma, con ayuda de la tabla II, en:

1
o"q,0M Z___[ 4F0S? + 4F:S? 4 2F<S S, + 2F*S. S, +
4s(s+1)

+4F+S (S, + 1)+ 2F (S~ 82 - 5)+ 2F*S2 +  (25)
+4FS_(S,~ 1)+ 2F78* + 2F~(S*— 52 +5)) J o

Al reemplazar ahora O, por O,,=0,0,, hay que tener en cuenta
que:

Sz®sm:m®sm (26)
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y la expresién (25) se simplifica muchisimo, ya que al aplicar el operador
OWN,0M a T, no puede resultar ninguna funcién con valor propio de
S, distinto de m. Esto hace que, por ejemplo:

FS,(S.+1)= 2 fisi. Zs,.,, S, 27)
i i
eleve en dos el orden de m y que, por tanto, no haya que considerarlo.

Asi resulta:

1
000,08 = yram —  [4s(s+ DEy+ 4m?F 4 2mF:S_ + 2mF*S,]10%)=

z n z z 1)
F: F'S_+F'S ]@ﬁm =
[ s(s+1) St oseD O +)

2 [ FewIl ZS(H 6:n ,+Zsf_+f§s,~_ zsiu] O =

i

m . .
z { s(S 1) m(fisi+si_+fisi—sl+)+

m

e e 05 (28
ZS(S+ 1) 2 (f;sH-S]— +fzst—-S/+) -| St ( )

Considerando ahora los términos
-4
fisisSis,
i

si ¢ toma el valor correspondiente a un «, s;.5;_=1, y habrd tantos tér-
minos como alfas, es decir, u. Si ¢ toma el valor correspondlente a un f3,

s;+5;_=0. Por otra parte,
Z
fisiSiy
i

nos da » términos no nulos, es decir, u+v=N términos:

E(fisi—ysi—+ffsi—5i+)= Z ff (29)
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Por otra parte:

z Z (fisieSio +fisi_sin)=2 Z (fisiusi +1isi-8.) =

Loj#d i<j
¥4 Zz z
= 2 (FisisSio +1i8ieSie+fisiSie +fi5;-8:)=  (30)
i<j
k4
= 2 (fl + ff)(si+sj— + S,'_S]-_,_)
i<j

En definitiva se tiene:

m m?
O O = [ 2 {f” (o fisi | +

D e

m 4 4 ‘ (1)
+ Z] { i) (fi +17)(8148j- + Si-Sj1) } ] Osm (1)

Como se ve, el coeficiente de (f)ﬁ,l,,) se ha resuelto en un operador de
un electrén y en otro de dos electrones.

Una vez obtenida la expresién de ON0,00) procedemos de la
misma forma para obtener O2,02:

snm

O®0.0% _ S2—(s—=2)(s-1) . §?—(s—1)s .
T T s+ ) = (s=2)s—= 1) s(s+ 1) —(s—1)s
S —(s+Ds+2) S (s+2)(s+3) 0,0?
ss+D—(s+D(s+2)  s(s+1)—(s+2)(s+3) ~ °
1

- 8A,(85?—3)—4By(552—7)—10C
16s(s+ D[4s(s + 1) — 3] [8A,(852-3) A(552-7) L+

+ D+ 160,5%(452 - 3]0 (32)
pudiéndose también comprobar que la aplicacién de S?—s(s+1) a la
expresién anterior produce una identidad nula.

La expresién anterior (32) se puede simplificar por las mismas razo-
nes aducidas con relacién a 920,02 cuando reemplazamos O, por O,,:

1
2s(s+ D[4s(s + 1) -3]
+2m’[4s(s + 1) = 3UF% + F2) + m[4s(s + 1) = 3(F2 + F&) +
+ m[4s(s + 1) = 3UF¥ + F%) +
+ 2[28%(s+ 12— 4s(s + D)m? — s(s + 1} + 6m*]FZ +

(2) (2)
®.\:m QZ ®sn1 =

[ 25(s + D[4s(s + 1) — 3]F%+
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+[—2s(s + Dm + s(s + 1) + 6m* - 3m?)(F% + F#)S_+
+[—2s(s+ 1) —s(s+ 1)+ 6m> + 3m?)(F= + F2)S . +
+[$¥(s+ 1)+ 2s(s + )m? — s(s + 1) = 3m* F_ + F=_ )+
+[—s(s+ 1)+ 3m*F% S +[—s(s+ 1) +3m?]F=_ S +
+[—2s(s+ Dm —s(s+ 1) — 6m*+ 3m? + 3m](F+; + F*)S_ +
+[—-2s(s+ m+s(s+1)— 6m> - 3m? 4+ 3m](F+ -+ F-1)S. +
+A[s% (s + 1P+ 2s(s + Dm? — s(s + 1) = 3m*UF+-+ F3*) +
+ B s+ 1)+ 2s(s + I)m?2 = 2s(s + 1)+ 3m* - 3m?(F+ = + F=) +

+[s(s+1) = 3m?)(Ft1 + FL1)S2+[s(s + 1) = 3m?(F+ =+ F-)S2 +

+[6s(s + Dm—s(s+ 1) — 6m3+3m> - 3m](F+- + F7H)S_+
+[6s(s+ Dm+s(s+ 1) — 6m*—3m?—3m](F+ + F*)S, +

+ BSZ(S+ 1)2— 6s(s + 1)m2—2s(s + 1) 3mh 4 377’12](F+_ " F_"') J
_IZ] [fll 1) Z[fll {27’)1 S!z+’n(51—5k++s,+5k )}+

0;
+fi 4 2mPs;, 4+ m(s;_Sip + SioSe_) Y] +

1 y i
T st 1 DidsG+ D3] ,Z, [7""{2[252(“1)2‘4““1)’” -

—s(s+ 1)+ 6mls;s;,

+[—2s(s + Dym+ s(s + 1) + 6m3 — 3m%)(s;.; 1+ Sx_ + Si1.S;25k_) +
+[—2s(s+ Dm —s(s+ 1)+ 6123 + 3m2[(s5;.8;_Sp— + Si_SizSes) +
+[s(s+ 12+ 2s(s + 1)m? — s(s + 1) = 3m*{s; .8, +5,_8;.) +
+[ = $(s+ 1)+ 3m?](S:4.8j1 Se—S1— + SiSj-Sk4S::) } +

+ {4 (s + 1Y + 2s(s + D)m? — s(s + 1) — 3m*]sy,s), +
+[3s%s+ 1P+ 2s(s + 1ym? — 2s{s + 1) + 3m* - 3m?s;,.s;_ +
+[35Hs+ 12— 6s(s + Lym? — 2s(s + 1) + 3m* + 3m?]s;_s;, +
+[=2s(s + Dm — s(s +1) — 6m> + 3m? + 3m]s;, s;.Se_ +
+[—2s(s+ Dm -+ s(s+ 1) — €m® - 3m? + 3m]s;,$;_Sp, +
+[6s(s + Dm — s(s + 1) — 6m3 + 3m? — 3m]s;,S;, Se_ +

+[6s(s + Dym + s(s + 1) — 6m2° — 3m? — 3mls;_s;,Sks +

+[8(s+ 1) = 3mP(Si18Sk—S1 + Si-S;_SpyS14) } +

+ M s+ 12+ 2s(s + Dm? — s(s + 1) — 3m*]s;,s;,+

+[35%(s+ 102+ 2s(s + )m? — 2s{s + 1} + 3m* - 3m?]s;_s;, +

O =

sm

+

(33)



+[35%(s + 12— 6s(s + 1)m? — 2s(s + 1) + 3m* + 3m?]s; s, +
+[—2s(s+ 1ym —s(s+ 1) — 6m3 + 3m2 + 3mls,.s; Sr_ +
+[~2s(s+Dm+s(s+ 1) — 6m3 —3m? + 3m]s;_s;.Sp, +
+[6s(s+ D)m —s(s+1) — 6m3 + 3m? —3m]s; . s;.Sc_ +

+[6s(s+ 1)m + s(s+ 1) — 6m> - 3m? —3m]s;s;_Si. +

+[s(s+1) = 3m2(s; 87, Sk_Si + Si 8, Sk451,) } ] J 0%,

En esta férmula es conveniente expresar los operadores de dos electro-
nes en términos de los componentes tensoriales irreducibles. A partir de
los nueve componentes tensoriales de segundo orden, que se encuentran
en McWeeny y Mizuno, 1961, s;.5;, con «, 8=x,y, z y después de la facil
conversién de «, 8 en z, +, —, se encuentran combinaciones lineales que
nos dan bases para las representaciones irreducibles de Dz en 1, 3, 5 dimen-
siones: son los conjuntos tensoriales irreducibles de rango cero (invariante),
uno (vector) y dos (tensor), y son los siguientes:

Rango cero:

1
Tg: —'—§ [$1482- -+ $1_824 + 255,52,]
Rango uno:
1
T}:E [s1:52- — $1-82.]
1
Ty =—[s1,5_ —51_8,]
2
1
Ty :7 [51:52+ — S14.52:]
Rango dos:
1
T;Z'— S1-82— (34)
2
T;: — 7 [SIZSZ— + 51—521]
1 1
Ig:: I: 2512521—_ (Sl+52~ + 51—52+)]
V6 2
—1 1
T, = ey [$1:524 + $1452.]
o1
T, :? S14824
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con las convenciones de fase de Wigner-Condon-Shortley. De estos opera-
dores s6lo hay que considerar aquellos que dejen invariante la compo-
nente z del momento angular total, puesto que T, y O,7, son funciones
propias de S, con el mismo valor de m. Es decir, hay que fijarse sola-
mente en:

0

To ~ 281,52+ $1.82_ + 51824
0

Ti ~ §1.8_ — $1_824

0
Ty ~ 45150, — S14.52- — S1_S2. : (35)
Ahora bien, los operadores de dos electrones %, f*-, f~* estdn asociados
con los spines s,S,, $.$:_, $1_8,,, respectivamente, y se trata de descubrir

qué combinaciones lineales de f%#, f+—, f~+, que llamamos A, B y C, multi-
plican a los T de (35) y cumplen la identidad:

(o812 + 781850 +[7181-82 = Al28:50, + 81,82 +51-82,. ] +
+ B[s1,83_ —8§1_8.] +

+ C[4SIZSZ:_SI+SZ—~ _SI—SZ+] (36)

Resuelto el correspondiente sistema de ecuaciones se obtiene:

A= (=24 2 )
B=—1{f+——f%)

R i A (37)

A= =

La férmula (33) contiene unos términos de dos electrones que esquema-
ticamente podemos escribir, con valores obvios para R, Sy V:

YR} +[{S}+[7{V} (38)

que hay que identificar con los operadores anteriores multiplicados por
factores X, Y, Z, respectivamente:

fHARY+f{S}+fH{V} E% (f2+2fr—+2f~ "X+

l - =+
+E~(f —fHY+
1
+ _6_ (fzz_f+— _f—+)Z (39)
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El proceso de identificacién nos da:
X=2R+S+V; Y=S-V; Z=4R-S-V (40)
Asi, después de ordenar términos, la férmula (33) se convierte en:

1
) (2) 2
0R0,0%= | e 1

i<j

it Si_Sky + S Si)+

m
s(s+1)

y (2ms;,+ S;_Siy + SjSk_) +

"’ GrD L

+ 3 (Fif + 2 + 205 ) (250,10 + 8148 + Si_Sj4) +

|
+?(fi f

1) [ m(Si+Si_ — Si—Sj+) +

+ Z (8i:8j+ Sk — Si4SjeSk_ — SizS;_Sky + Si—SjzSky) ] +
k
s(s+1)=-3m?

s(s+ D[4s(s+1)-3]

1 22 - +~
+ G110
[ [s(s+ 1)~ 3m?)(4s;.S;, — SiS;- —si-8j2)—  (41)

- 2 [3(2"1 - 1)‘(Sizsi+sk— + si+Sisz—) + 3(2771 + 1)(Sizsj—sk+ + si—Sisz+)] -
k

(2)
- 23(5i+sj+5k—51—+5i—3j—5k+51+)] J Qe

k,1

Esta férmula tiene el inconveniente de que, mientras ¢ < j, k y [ pueden
tomar cualquier valor. Para conseguir que ¢ <j<C k <C I, se consideran los
diferentes valores de k y I con respecto a i <Cj y se van escribiendo los
resultados, obteniéndose:

1
@ @ " rf0 20, . s
Ovaz@sn 2 [f??Jr 2 s(s+1) [fj:l.2ms,z+fii(1+s,_s,++s,+s,_)+
i<j<k<l
+fz°(shsk++s,~+sk_)+(f‘°+ “O)x(s S+ S5 )]+

i m
2 s(s+1)

[f?lZ_ZmS,-Z + f?]z(]. -+ S;-8j + Si+Sl’_) + f?;:(si_Sk_,_ + Si+sk—) +
1
+ f‘jf + [ONS;-Sky + SjySe) + 3 (ff_; + 2fj]_- + 2f;+)(2s,~zs,-z +8;4Sj— + S;-Sj4) +
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1

> ( [(f+‘—f msisi- — si-sie) + (Ff7— %)

X (8:78;—Sj1 + Si_SiySjz+ SizSj4Sj + Si—8jSip — Si18i_Sj; — $izSi-Sj_ —
‘ — 84 8j2Sj— — SiSj-Sj) +
H(FE = F757) % (81084 Sk = Si SjeS — Siaj-St F Si-8j2Sk4) +
+( —— F N SiSi—Ske — SiSj—Ska— SicSja Sk + Si4Sj4Si) +
+( ;;C_ —f;k+)(si—sizsk+ — Si_Sj+ Sk — Si+Sj2Sk— + Sip Sj_Si)] +

s(s+1)-3m?
6s(s+ D[4s(s +1)—3]

X (4S1z8j. — SiySj— — Si_Sjy) — 3[(fflz —f;;_ - f:'){ (2m — 1)(s;;Si_Sj4 +

o+ Si Si_Sip+ SiSjiSis +8i.8;:8;) +

[ (F— i~ f=)s(s + 1) —3m?]

-+ (2m + 1)(sizsi+5j—— + 8i-8i+8jz + 8i;Sj-Sjy + S,'_S,'ZSI'+)} +

(=T = @m = 1)(sisS) Sk + Si1Si:Sk-) +

+ (21 4 1)(81;S; Skt + Si—SjzSka) }
+ (2 —frm = 2m = 1)(si:8j-Sks + Siv8j-Skd) +
+(2m+ 1)(8i8j4 St + Si-Sj+Se) o+
+ (fﬁ— ;;c_ - ;:){ (2m — 1)(S;—Sj:Sks + Si—Sj4Skd) +
+(2m + 1)(8:1.8; S+ Si+5j:5k-) ] — 6[(]‘?; — f:;_ - f,TL) X
X (S:48:-8;48j_+ Si_Si1.S;_Sjy + Si1Si_Sj Sk + S84 8j_Sky +
+ 8i18;4 i Sk + Si-8;_Sjy Skq + iS4 SkoSi + Si_Sj_SkyS14) +
+( am ;Lk" — fi—k+)(s,~+s,:_s,-_sk+ + 8;-Si4Sjy Sk + SiySj_SkySk— +
+ 8i-Sj 4 Sk Sk + iy Sj_Ski S+ Si_S;Sp_Sti) +
-}-(}‘jjC f Y(S;_ 8 Sj_ Sk + SiySj_Sj1 Sk + SiSj 4 Sty Sk— —
iy Sj_Sk_Sky + Si_Sj Sk St + SitSj_Se_St)+
(= =SS Sk-Stp + Si=Sj4SkaS1-) +

(e~ —f P Sio S Sk St + 8148 -SkaS12) +

+ (%~

sm

e f;l+)(si-si—sk4-5t+ + 5i+si+5k-~sl—)]] } ow (42)



Matrices de densidad

La matriz de densidad de transicién, de orden p, entre un estado ¥,
y otro ¥, se escribe, en la normalizacién de Lowdin:

Tty 285y - oo Kl R 5 25 5 v x))=

_ N q,*( NI ’
=1, S0 X2y ooy Xy Xy oo, AW, X ey XD Xy ey XN
dx, dxp, ... dxy  (43)

Si ¥,=V, se obtiene la matriz de densidad.
Centrando la atencién ahora en el valor medio del operador

Q= 2 Q;+ ZQ""’

i<j

se tiene:

r { zﬂi+ E in}\l’dxl oday= J‘l'* Zﬂﬂfdxl codxy+

i i<j

+ J\P* 2 Qi,-\I’dxl dx,\rz

i<j

=NJ\I’*QI‘I’dx1 de-l— (Z;]) j\II*QIZ\del . de —
= [ QU 2" ) dey + Jngr(z)(xl, xolx!, x))dx, dx; (44)

donde el simbolo /” indica que después de actuar el operador sobre las
variables que no tienen prima, se hace x|=x; y x;=x, y se efectia la
integracién. Ahora bien, segin Mcweeny y Mizuno, 1961, se puede
escribir:

IO [x0) =y ([ rDe(Dec* (1) +y = (rrDa(1)B*(1) +

Ly i)t () + (BB )

puesto que un operador sobre los spines puede descomponerse de esta
forma escogiendo convenientemente los coeficientes vy, que dependen de
las coordenadas espaciales solamente. Se ve ficilmente que, para un
estado en el que el componente z del spin total esté definido, los dos
componentes y*— y y~+ tienen que anularse. En efecto, si la funcién de
onda se expande en funcién de productos de spin, cada uno de los cuales
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contiene el mismo nimero de factores o y el mismo nimero de factores 3,
la integracién sobre los N-—1 spines que nos da vy introduce ceros a
menos que los spines de ¥ y ¥* se correspondan. Luego:

IO a) =y ra(De* (1) +y~—B(1)B*(1") (46)
y de la misma forma:
T@(xy, x,lx7, 25) =y a(Daya*(1)a*(2) + v+~ ~a(1)BR)a*(1)B*(2) +
+ 7y B(Da(Za*(1)B*(27) + vy~ +a(1)B(2)B*(1)a*(27) +

+y T BDABH Vet (2) +y= - BBRF 1B (2)
(47)
La aplicacién de la férmula (44), si sustituimos I'™ y I'® por (46) y (47),
respectivamente, da los resultados siguientes, donde ya se ha hecho la
integracién sobre el spin. Ademds, se han agrupado los términos f,,
segiin las componentes tensoriales irreducibles ya encontradas, realizan-

do, asimismo, combinaciones lineales de los términos f? y f%, que son
de rango uno. (Véanse las tablas II y III, Hardisson y Harriman, 1967.)

| oroledn= | Rt sy dns [ SRee o @
J,Q,ZI“Z)(xl, xolx7, xf)dxdx, =

_ J,f?g(y++++ byt oyt oy )drdr, +

+ J’%(fi% fOI20y**++ —y===")]drdr,+

= | A3 2y g drdrs

+ J %(fg + ZfIJE— + 2f1"2+)[%(’}’++++ _ ,),+—+— —ytt
+yT T Ay y T ))drdr, + (49)
b [ 3 =y =y ==tdrdry+
4 J %(fﬁ _ﬁ-z— _f1—2+)(.},++++ - ,},+—+— _ y—+—+ +
+yTTTT ey — )y

Se ha obtenido el valor medio de  en el estado ¥, pero se sabe (14)
que este valor medio es proporcional al valor medio de 0,00, en el
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estado T,. Pero (31) y (42) demuestran que @;2()1@&{ y 65(292622 se
pueden escribir abreviadamente:

000,00 ={GP +GP}0¢) (50)
020,00 ={GD +G? + GP 1O (51)
donde G, G,, ..., son operadores de uno, dos, ..., electrones, respectiva-

mente. Luego:

Y|QUYDY ={ (TGP + GPIODT S + (TGP + GP+ GP|ODT» 1 (52)
y, por consiguiente, se ha obtenido el valor medio de Q en el estado ¥
en funcién de las matrices de densidad de transicién entre el estado T
y el O,T, Estas matrices de densidad también se pueden expresar en
la forma (45), con las mismas limitaciones que conducen a (46) y
analogas para las matrices de segundo, tercer y cuarto orden.

Aplicando el mismo procedimiento que ha producido las expresio-
nes (48) y (49) a los operadores G de (31) y (42), se obtendrdn las
siguientes férmulas, designando por I'. las matrices de transicién entre
los estados Ty y O,Ty, vy calculando término a término. Para (31):

’ " m : mZ . > o , _
J (fl + 2s(s+ 1) f1+s(s+l) fisiz ) T} )dxy

’ m ’ o
= J Rlyi*+ ’)’;—)d"l'*‘zs(—s_i_ﬁj filyr*+y,7)dri+

by | Hor =7 53)

J ‘2—5(?% (f; +f)(s14:52- + $1-52)I Py, lex'l, x?)dx,dx,=
= J’_r_n_ (fz +fz)('y"++—+y+“+)dr1dr2 (54)
2s(s+1) v 0T "

El término en f se puede escribir:

m 4
2s(s+1) J ftr 4y dndry =

:——28(:1 D J folyt==*+y +*7)drdr, (55)
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lo que da, en definitiva:

L ’ 2 4 f2Y =+ +— P _
2s(s+1) J (F+ Iyt +y =t drdr,=

s(s+ I)J filyt==*+y **")drdr, (56)

Se tiene, por tanto:

TG+ GPIONTY = | Ryt + vz )dri+

2
J—fz{s(s+l)( PV s(s +1)(7++ Ve
2m AR R
Sy, )drz} s (57)

Para (42) se procede andlogamente, aunque los desarrollos son mds
largos, obteniéndose una expresién andloga a la (57) para (To|GP +GP +
+GRIOPT,>. Comparando ahora la (48) con la (57) y la (49) con la
andloga a la (57), se obtienen las tablas II y III (Hardisson y Harri-
man 1967), en las que se pueden ver los correspondientes componentes
del operador, de la matriz de densidad y de ésta en funcién de las
matrices de densidad de transicién.

Célculo de las matrices de densidad de transicién

Cuando consideramos las matrices de densidad de transicién, éstas
estdn formadas por las obtenidas entre los estados T, y O,T, en las
que hay que considerar una suma de integrales entre T, y los diferentes
Tiy. En general, si:

W, =(N 1) 3{¥e, ¥s, ., ¥}

Wy = (N )-5{ W, W, ., Wh ) 8
y las funciones de un electrén tienen integrales de solapamiento:
f Ve () Wi(x) dx =dg! (59)
entonces:
J‘If;\lf’zdxl . dxy=A%"=det { A"} =det {d%'} (60)

siendo posible escribir las matrices de densidad de transicién asociadas
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con estos estados en funcidn de ciertos cofactores. Si designamos por
Af*(t,u,...lv,w, ...) al determinante de la matriz obtenida suprimiendo
las filas ¢, w, ... y las columnas v, w, ... de A#" se tiene:

T = Y, D (= DA (Eo)es1)%(D) (61)

v

(L, 211, 2)=4 )" ' ewemA(tulow)Wer(1)We= )WDY (2)

tLuv,w

€= { (=Dt u>t (62)

(—=1)+u u<t

rea, 2,311723)=

4

=5 D € A urlpwy) W (L)W ()T (3T H DT (F7B)
t,u v,w
r y

§ (= Lyrrusr=t t<r<<u; u<t<r; r<<u<<t

wr (= 1)t rt<u; t<u<<r; u<r<t

1 ’ ’
re(a,23,4\1,2,3, 4'):2—42 N € A turslowyz) x

tu v,w
75 Y2

x Wex(1yws*(2) e (37 )wex @yyr1)w: (2)*1’}’?(3)11'1’1(4’) (64)

€rurs = ( - 1)t+u+r+s—1

s<r<<t<<u; s<<u<r<t, t<<u<<s<r; t<<s<r<<u;
rls<<u<<t; u<t<r<s; s<t<<u<r;, r<<t<<s<u;
ur<<s<t; us<<t<r,; t<<r<<u<s; r<u<<t<s,;

€rurs = ( - 1)l+u+r+s

s<r<<u<t; s<t<r<<u; u<<t<<s<r; rls<<it<<u,
U<<s<<r<t; t<<u<<r<s,; s<<u<<t<r,; t<<r<<s<<u;
r<u<<s<t, t<<s<<u<r; r<t<<u<s; u<lr<<t<s;

Puesto que O,T, no es una funcién normalizada, y las matrices de
transicién contienen esta funcién, hay que considerar la integral de
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normalizacion :

. @ o
W= JT(;‘@STO dx,...dxy= [TBZ cils, m, n)z z Tiwpr dxy ... dxy=

k=0 =1 r'=1
; G
— 2 Ck(sy n, n)E 2 JTET]([[' dxl — de:
k=0 1=11=1
LM

— Z z Z ci(s, m, n) AV (65)
&=0 1

=1 I'=

y las matrices de densidad de transicién entre los estados T, y O,T,
serdn:

-2 fmu», 20 s N)OTHL, 2, s N) dy ... dy—
, O
= N S\, 2 cils, m, n)JTUT(l', 2, .. N)T (1,2, ..., N)d, ... dy=
° k=0 1=1 r=1
1
- W, Z 2 2 crls, m, m)lg gy (1117 (66)
ko1 o1

en donde los signos sumatorios se han abreviado. Igualmente:

1
P21, 2)= 3 ) Y els, m w1, 211, 2) (67)
k1 r
1 —
F:(1,2,301,2,39=2) ), Yeds m low(,2311,2,3) (68)
k 1 r

1 7 ’ ’ 14
Te(1,2,3, 41,230 4= ) ) D euls m mlose(1,2,3,411, 2,3, 4)
k ! r (69)
Las funciones de T, y de Ty, es decir, las ¥;£ y ¥ de (58), son:
WI=DAr)EE)
ki’ Q)kll’ Ekll' (70)
\P,‘ =¥ (r).]' (g)
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cumpliendo estas condiciones:

, ap I<p<p
(I)?):CI)’;” =P,= {b

» M+HISp<N 1)

independientemente de k, I, I, y:

o 1<p<gpu ) o )
&= 8 ,u,+1<p<N; §-‘§”={B seguin los valores de p, k, , I’ (72)
Sustituyendo estos valores en las (61), (62), (63) y (64) se obtienen,
para las (66), (67), (68) y (69):

Sk

rz(m')=% S euls,m,m) Y (= D@D (DA () (73)

I.q1, 21, 2)= ]
2w

s mm DD euend 10220010, x

1314 t,u v,w

x EF(IEFRNEM (DEL (A (tulow)  (74)

1
rr(l9 2v 3Il’y 2’7 3')=a2 Ck(S; m, H)E 2 6lureva X
ki tbu v,w
r ¥

x OF(1)DH(2)DF(B)D.(1)P,(2)D,(3)
x EF(INEH2NE BNE (DEL (T BN H (turlowy)  (75)

’ ’ ’ ’ 1 ’ !
T(1,2,3,4]1, 2,3, 4 ):%; culs, m, n)tZ D Curs€tuy: x

r,s y,2

x OF(1NP7(2)DF (3D (4) (1D, (2)D,(3)D(4) x
x EF(LEF2NE*BNET (A (DEL ()ETB)EM (DA™ (turs|owyz)  (76)

Las matrices de densidad de transicidn se pueden expresar, lo mismo
que las que no son de transicién, en la forma (46), (47) y expresiones
andlogas para las de tercer y cuarto orden. Pues bien, comparando estas
expresiones con las (73), (74), (75) y (76) se podrdn sacar ciertas conclu-
siones, puesto que son dos maneras diferentes de expresar las matrices
de densidad de transicién. La primera conclusién es que el hecho de
que los spines £ y £ sean « o B impondra restricciones en k, I y I'.
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Escribamos ahora, con el fin de abreviar la escritura de las (73), (74),
(75) y (76): 1

i) =) yr)er )P,

t,v

Yoo = (- 115 eyls, m, mATAtlo) 77

kLU

Yelry mlr, 1) = 0 Yy (tulow) 0 (1032, (DP,(2)

t,u v,w

1 »
ye(tulow) =—— ef,,evw’;ck(s, m, 1) A (tu|vw) (78)

’ ’
yos(ry, 1o 13T, 1, 157) = Z 2 voo(tur| vwy) x
t,u v,w
roy

O (1) (2)D7(3)P(1)P,.(2)D,(3)

’y‘;“(turlva)=6%% €1r€omy 2 cils, m, M)A (tur|vwy) (79)

kil

’ ’
Yilry ry Ty walr, v v, 1) = 2 2 yy(turslvwyz) x
t,u v,w
r,s ¥,2

x @I (1)D7(2DP7 (3P (H) D (1), (2)D,(3)D,(4)

*y::(turs]vaz) =2+4w €1rs €vwy: 2 cils, m, n)A‘L"“'(turslvaz) (80)

kil

donde los determinantes As,, As,, ..., son los que, deduciéndose de los
A anteriores, corresponden a la combinacién o, de forma que:

(1= yrlr)-oy

oy

Te(L, 201, 2)= ) yelew vy, 7)o (8D)

o2

FT(L 27 3“-,’ 2/} 3'): 2 ’)"{“("1, ra r3lrl’7 rl,y r3l)'o-3

rl‘(ly 2a 3y 411’; 2’a 3’: 4,): 2 ')’?(rly r, r; T4!7'1’, rZ,; T3’, r4’)’0-4

o4
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Se ha conseguido una representacién de las matrices de densidad en
la base de las @, puesto que las yi(ry, ... |r/,...) estdn expresadas en
funcién de ellas. Debido a que las ®; son las a; y b; (71), la representa-
cién estd hecha en una base que no es ortogonal (6).

Calculo de w,

Se puede considerar que los determinantes A% provienen de las
respectivas matrices A" y estas matrices, a su vez, se pueden escribir
como una especie de productos directos entre la matriz de solapamiento
espacial y las matrices de solapamiento de spin, que son las que varfan:

[A%], = [d],; 6"+ ] (82)

La matriz de solapamiento d es independiente de k, I, I’ y estd deter-
minada por las condiciones de ortogonalidad (6). En el dibujo adjunto se
puede apreciar su forma esquemadtica, indicindose también las funciones
de spin para uso inmediato. Se ve que la parte central (regién entre
las filas y columnas v y w) tiene una diagonal principal constituida por
una sucesién de «I», siendo el resto de dicha regién elementos nulos.

Como para que A% sea diferente de cero es necesario que no haya
una columna o fila constituida por elementos nulos, en la regién central
es imperativo que g%** tenga la diagonal principal formada por elemen-
tos no nulos. Puesto que los spines de 7, en esta regién son «, es
necesario que los spines de Ty, sean también «, lo que significa que
de los (,u

k
T la estructura siguiente: en las v primeras funciones habrd v -k alfas
y k betas.

Las primeras v funciones en 7, asociadas con las v primeras filas
de A son «, y las ultimas v funciones, asociadas con las tultimas
v funciones de A%*" son B. Puesto que entre las primeras » funciones
de Ty hay v—k alfas y k betas, cada una de las primeras » colum-
nas de A% tendrd un solo elemento no nulo: v—k columnas, corres-
pondientes a «, iguales a «I» en la porcién izquierda superior y k colum-
nas iguales a «d;*» en la porcién izquierda inferior. En las dltimas v
columnas ocurre algo similar: en la parte derecha superior hay v—k
columnas con «d;» y en la derecha inferior k columnas iguales a «l».

Los efectos combinados de estas restricciones son que hay exacta-
mente N elementos no nulos en cualquier A%, cada uno en cada
columna. Si A% es diferente de cero, también habrd un elemento no
nulo en cada fila y, por tanto, una posibilidad dnica para !’, para cada
valor de [, contribuird a un término no nulo.

) valores para [/, s6lo son aprovechables (Z) Esto da para
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Hemos obtenido un esquema del determinante A%, Para calcular
su valor se recurre a la férmula de Laplace:

A=E(—- 1)5”"5'AP'Q’--.;'A(?Z'...V . 83)

pq.. s

donde AZ'?-- es el determinante obtenido suprimiendo las filas p, g, ..., t
y las columnas p’, ¢, ..., t" y el A(FZ"*) el formado por las filas y colum-
nas suprimidas. La suma se hace sobre las combinaciones principales k
a k de los k indices p’, ¢, ..., t, de tal forma que p" <g <...<t,

tomados de 1, 2, 3, ..., N. Los indices p, g, ..., ¢ son fijos. Por tltimo:

Ss=p+qg+ ... +1

C , (84)
S=p+qg+ ...+t

Ahora se escoge como indices p, q, ..., ¢ las filas donde se encuentran
las «di*» y «dp. Como las columnas que hay que suprimir nos tienen
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que dar un determinante no nulo, es ficil darse cuenta de que la tnica
combinacién posible es p’=p; ¢’'=q, ..., t’=t y, por tanto, (— 1yt =1:

ABYEY ATy

di (85)

Queda por evaluar el primer determinante. Suprimiendo las tltimas
filas, donde se encuentran las «df», queda:

AOK — (_ 1)42+-+ 2 A(d*)A(d) (86)
Como .
142+3+...+2k=2k*+k, (—]1p+2+ +2%—=(_1)*

y se obtiene:

AVKI — (— 1)k H |d;[2 (87)

donde hay k factores |d;|* que vienen determinados por el valor de I

Llamando:
A=Y { T4} (88)
1 i

en donde este A viene definido (Hardisson y Harriman, 1967) por:

[Ja+am=> aw (89)
i=1 k=0
péra cualquier valor de x. Luego:
;= 2 cils, m, n) Z AW = Z (=Drews, m, n) A (90)
k=0 1 k=0

ya que I’ viene condicionado por [.

65



Matrices de densidad de transicién y resultados

Siguiendo un método muy similar al anterior se evalian las matrices
de densidad de transicién, en funcién de nuevos pardmetros definidos
a partir de las «d;». Estos pardmetros y sus combinaciones se encuentran
en Hardisson y Harriman, 1967, tablas V, VIA y VIB.

Este método nos da las componentes de la matriz de densidad de
primer orden y de segundo orden (al utilizar las expresiones 77-81), en
funcién de los orbitales correspondientes a;, b;, que no es una base
conveniente porque no es ortogonal y es dificil de determinar en la
préactica. Por eso se expresan los resultados de la matriz de densidad
de segundo orden en funcidén del conjunto ortogonal de orbitales ¢;, que
son las funciones propias de la matriz de densidad de carga:

Pr=yt+y- 91

y que tienen la propiedad de ser iguales en el estado proyectado y en
el no proyectado (Harriman, 1964). La transformacién a efectuar es:

1
(a;+Dby); ON-inn=————o(@;— D) (92)

i V20t d)

T 20+ d)

También se demuestra que los «d;» se obtienen a partir de los corres-
pondientes valores propios antes de la proyeccion:

1
di=~2~ A= Ayiv) (93)

siempre que se ordenen de forma que Ap ;<A

Los resultados finales para los componentes de la matriz de densidad
de segundo orden (los de primer orden estin expresados en funcién de
las a;, b; en Harriman, 19€4) se expresan ahora asi:

Y7 (ri, rilr/, r)= 2 ’)’{iszPi(rl)SDi(rz)‘P: ("1')<P?‘("z') (94)
b
teniendo en cuenta que, por simetria:

Yijki= €17V kiij = €Y jilk (95)

donde €= —1 para T}y +1 para todos los demds; €= —1 para V9(-)
y Ty +1 para todos los demds. Los vy;;; se dan en la tabla IV de Hardis-
son y Harriman, 1967.
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TABLA 1

[SwFel y  [SpFr]

5,=8; S, s

0 —F, F_

F. 0 —2F,
—F_ 2F, 0

0 —Fo, Fo_

0 —F.g F_o

Fy. 0 —2F,

F+0 0 _2F10
—Fq_ 2Fy, 0
—F_4 2F20 0

0 —(Fi+Fyy) F_,+F,_

2F, ., 0 —2(F,, +F,,)
—2F__ 2AF,_+F_) 0

Fry . —2(F,—F_,)

F,. —Fiy —2(F,—F,.)
—F,_ 2(F,—F, ) F__
_F—z Z(FZZ—F—+) F__

0 2F,, —2F,_

0 2F,, —2F_,




TABLAS II Y III

En estas tablas, cada conmutador es igual a:
o "o T =T
EFKCK ’ ZFK;\CIC\
K,r KA
L

respectivamente, donde los coeficientes C son los operadores de spin en la
columna correspondiente opuesta a Fﬁ vy Fﬁ. Los signos superiores se correspon-
den, lo mismo que los inferiores.

TABLA II
A=[8%0] By =87 [$% Q]] C1=[5% [S% [S% 211]
F2 2 4$2—82+1) 8(252—S2+1)
Fz_ Fs. —25_(S.£D) F4S_(S245,+1)
F F28, —45,(S,+2) F8S,(82+S.+2)
F ) 42(5.+1) 282—28,S, £ D) +4(S £1) 48228, 43) + 4SS, +1)(S,£2)
F% 0 282, —482,

En la tabla III, que se da en la pdgina siguiente, faltan los términos siguientes
del conmutador D;:

Fxx4+Fxx | 2483 (25.+9)
Fz zF =+
++ 4
F =t 24St
=+ * 3 F
FZ:: +F.,—.ft 24Si(52+1)
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TABLA III

F+Fg

Ry, +F,
Fit +F20
PP

0+ +0
Ot +F£0

Ft—+F=+

2z 22

FiZ+F_%

el
i+
+
~
|+

H
I+
+
"y
Hip o H

+

~

o~
I+

I

~
H
Hi+
~

My
+

I+
+
6
4

Ar=[82, Q)] B,=[S2, [S2, Q,]] C,=[S2 [S2% [52 O,1] D,=[$2 [S?, [S% [S2, M111]
2 4$2—S2+1) 8(252—82+1) —16[$*—5%(S2 —3)—(52 —1)]
FS_ | —25.(5.£D F4S_(S24S,+1) F8S_[£SXS,+2)+(S;£1)]
F25. | —454(5.+2) F85.4(S?+S5,+2) F168 [+ 5AS,+3)+(S,+2)]
+2(S,+1) 2(8?+ 82438, +2) +4SH2S,+3)+4(S £ 1)(S,+2) 8IS+ SHS2£5S,+5) +(S2 +35,+2)]
0 ~282, 457 —882,(S2+1)
4 8($2—52+3) 16(852—752 +9) 32[S(452— 752 +41)+354 — 2852 +27]
TS —25_(5.£5) T4S_(452—352 4105, +17) F8S_[£85478,+36)FS,(652 +125,—43)+53]
-1 ~2($2— 82 +3) —4($2—75,+9) —8[SH4S2— 782 +41) + 354 —2852 +27]
—225,43) | 4(S2+382411S,+9) | £405XS,+2)£8S,(352+21S,+44)+216 8S%(582+ 24521148, +128) + 85(3534452+1355,304) + 1296
F25. —45,(38,47) F4S , (552+9S2 +495,+68) — 165, [S(128,435) + 5382 4355, +122)+133]
425,42) | 23S2—S2475,+10) | £854S,£11)F8S,(352 £55,—11)+112 85952 —S2 1638, +113)—8S,(6S3 +4252 +49S,F67) + 656
TS —25_(35.+4) F25_ (5524982 +33S,+26) FS_[+85%128,123) 424552 +9S, +21)+320]
+S, 25.(S,+4) +28,(582—352 455, +26) +5.4[£85%45,123)F 85,352 +:155,— 1) +320]
2 4S2~82425,+4) +4SH6S,+19)F4S5(652 £115,—19)+ 104 1652452 — 82 +29S,+54) — 1654353 2152 +255,F 32) + 640
F25. | —45.(5,+6) F8S5.,(482—352 445, +24) FS_[165(+7S,+43) T 165652 305, ~1)+1248]
+25_ 4S$(Sz'i 3) 145 (552352115, +18) +S [+£165%(4S,+19)F165,(352 +6S,—22)+432]
-4 —8(82—82+3) —16(852—752+9) —32[S2(452—7S,+41) + 384 — 2852 +27]
2 4S2—82 +2) 8(552—452 +5) 8[S2(552— 852 +44) +35¢ — 2952 +28]
0 0 +482 (35, +4) 852 (452+352 +155,+13)
0 0 +1652 (35.+10) 3287 (452 +3S2 4265, +55)
0 0 F452,(35,+10) — 852452+ 352 4265, +55)
0 0 —4482, —16S% (48— 382 F6S,+19)
0 0 +28,(352—352 435, +22) +8 [ +85%3S,+20)F 245%(S,+5) +304]
0 0 —4082_ —852 (782~ 6S2F S, +37)
0 0 F452 (35,44 — 852 (452+382 4158, +13)
0 0 F45_(352—352495,+16) +£16S_[+8523S,+17)F (382 £65,—21) +26]
0 0 8(352—382+4) 8[S%(352— 652 +38)+ 35 —2752] +208




