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Introduccion

Este trabgo se encuadra, de forma genérica, dentro del andisis de sstemas dinamicos no
linedes. En particular, setrata de llevar acabo @ estudio de una clase de red neurond artificia
dinamica. El objetivo principa es andizar las posibilidades que ofrecen estas redes neuronades
en la solucidn de problemas en los que intervenga evolucion tempora, como identificacion,

deteccion de patrones en sefides, control y muchos otros.

Las redes neuronales pueden condituir una herramienta importante en la resolucion de
problemas complgos. Estan inspiradas en los sSstemas neurondes biologicos y su
caracterigica fundamental, heredada de los sstemas naturdes que emulan, es incorporar
mecanismos de gprendizaje. Estos sstemas poseen la capacidad de aprender a partir de
gemplos concretos, generaizandolos, en 1o que se conoce como proceso de entrenamiento.
En redidad, |os model os més comunes de neurona artificid estén muy lejos de parecerse alas
naturdes y sus métodos de entrenamiento son muy poco plausibles bioldgicamente. A pesar
de elo, en la préactica este tipo de Sstemas ha tenido gran éxito en problemas muy dispares,
en donde la complgidad hace que € aprendizaje juegue un papel importante. El inconveniente
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fundamental que poseen estos sstemas es |la opacidad de las soluciones que encuentran.
Precisamente d intentar describir cdmo una red neurona dindmica resuelve un problemaes la
motivacion fundamentd de este trabgo. Para dlo seintentara andizar la dinamica de una clase
particular de red, catalogando en lo posible las diferentes posibilidades y se aprovechara ese

conocimiento parala meora de |os métodos de entrenamiento.

El trabgo se divide en dos pates en la primera se andiza la dinamica de las redes
neuronaes tipo Williams-Zipser con diferente nimero de neuronas (por la complgjidad, €
estudio se reduce fundamentamente a estudiar una y dos neuronas), y en la segunda se
estudian diversos problemas concretos en |os que se han aplicado estas redes, para estudiar
sus dinamicas y su evolucion a lo largo del proceso de entrenamiento. Estos problemas, de
muy ditinto grado de dificultad y caracterigticas, sirven de gemplos sobre los que se aplican

los desarrollos previos.

Esta memoria se ha dividido en cuatro capitulos, de los cuales los dos primeros refinen
parte del conocimiento previo necesario y los otros dos describen € trabgo redizado en la

tesis. A continuacion se resumird el contenido de esos cuatro capitul os.

En d primer capitulo se hace una breve introduccidn alas redes neuronaes, siguiendo con
més detdle las utilizadas en este trabgjo. Ademés, se proporciona una vison genera de los
agoritmos de optimizacion tanto multidimensionales como monodimensionales empleados en

U entrenamiento.

El sguiente capituo consste en una introduccion a la teoria de los Sstemas no linedes. Se
hace especia hincapié en la teoria de bifurcaciones. Estas determinan las transiciones entre
digintas dindmicas equivaentes cuando se varian los pardmetros dd ssema. También se
presentan comportamientos especificos, como la gparicion de cuasiérbitas y la dindmica

cadtica.
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En d tercer capitulo se aplica la anterior teoria no lined a las redes neuronaes tipo
Williams-Zipser, fundamentalmente. Se examinara por separado € caso de una sola neurona,
dos neuronas, y n heuronas. Para € primer caso se determinaran sisteméticamente todos las
dindmicas, en @ segundo se hara un andiss de las bifurcaciones, examinando especidmente
las dinamicas donde aparecen cuasidrbitas y caos, y en € Ultimo caso se recogen resultados

parciaes sobre condiciones parala estabilidad.

Por Ultimo, en € cuarto capitulo, se tratara € comportamiento dinamico de las redes
neuronales en diversos problemas. Entre éstos eté la deteccion de dos patrones smples, la
caracterizacion de la sefid del potencia evocado visud y € problema de identificacion de una
planta correspondiente a un motor de corriente continua controlado en € inducido. Se andiza
e comportamiento dindmico de la red neurond a lo largo de cada entrenamiento,
estableciendo de esta manera la relacion entre las dinamicas y € vaor dd error. Se plantea
una edrategia de inicidizacion de los pesos con d fin de meorar los resultados de los

entrenamientos.

Findmente, se extraen las conclusiones findes dd trabgo y se proponen una serie de

cuestiones a desarrollar en trabgjos futuros.






Capitulo 1. Redes Neuronales y Técnicas de

Optimizacién para el Entrenamiento

En este capitulo se hace una introduccion a las redes neurondes y las técnicas de
optimizacion més frecuentemente utilizadas en su entrenamiento. Se comienza con unarevison
de los modelos de redes neurondes con importancia historica, como € perceptrén de
Rosenblatt. Se andliza como se organizan dichas neuronas en digtintas topologias. Se hace
especia hincapié en los tipos de redes neuronaes utilizadas, haciéndose una division bésica
entre las dinamicas y edtéicas. A continuacion se describe @ proceso de entrenamiento de
dichas redes, que se enfoca como un problema de optimizacion basado en € gradiente. Se
repasan los agoritmos para € cdculo dd gradiente en redes edtéticas (Backpropagation) y
dindmicas (Backpropagation Through TimeY Real Time Recurrent Learning). Por Ultimo,
s hace una revisdn de las técnicas de optimizacion multidimensionaes donde e utiliza la
informacion dd gradiente y las de optimizacion monodimensionaes en las que se apoyan las

anteriores.



2 Capitulo 1

1.1 Introduccion Historica

Higtéricamente la idea de las redes Neurondes atificides surge dd intento de imitar €
funcionamiento de las redes neurondes biologicas. Los progresos en neurofisologia y
neuroanatomia de la década de los 40 junto con € desarrollo de adgunos model os neuronales
permitieron a Warren McCulloch (neurofisidlogo) y John Fitts (matemético 10gico) proponer
e primer modelo computaciona de neurona [McCulloch 43]. Posteriormente, D.O Hebb en
1949 propuso una serie de postulados sobre los mecanismos de aprendizaje de las redes

neuronales biologicasy atificiaes [Hebb 1949].

Entre la década de los 50 y los 60, un grupo de investigadores bidlogos y fisidlogos
plantean los primeros modelos de redes neurondes atificides. Inicidmente, dichos modeos
s implementaron mediante circuitos dectronicos, y poderiormente se smularon sobre
ordenadores que proporcionanban un medio més flexible para su estudio. Frank Rosenblatt,
Bernard Widrow y otros observaron la gplicabilidad de las redes neuronades a problemas
practicos. Mas concretamente, @ primero que planted un modelo de red neurona
(denominado Perceptron) fue Rosenblatt en 1958 [Rosenblatt 1958]. Se observé con este
modelo que con problemas sencillos, tales como imitar € comportamiento de lafuncion |6gica

O-Exclusivo no se producian resultados aceptables [Minsky 1969].

Algunos investigadores, como Teuvo Kohonen, Stephen Grossherg y James Anderson
continuaron este esfuerzo a pesar ded descrédito en que cayeron las redes debido a las

dificultades encontradas en  perceptron.

Desde findles de los 80 y la década de los 90 se ha experimentado un resurgir de las redes
neuronaes como una técnica generd de resolucion de problemas. Veamos dgunas de las

caracteristicas més relevantes para su éxito:

- Capacidad de Representacion. Algunos tipos de redes, como € Perceptron Multicapa
(MLP) [Hush 1993] son capaces de representar cuaquier funcion con la precision
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deseada, superando las dificutades iniciales que se presentaron con los perceptrones
monocapa.

- Cgpacidad de aprendizaje. Presentan la habilidad de ser adaptables y permitir inducir

relaciones a partir de gemplos a través de un proceso de gprendizaje 0 entrenamiento.

- Capacidad de pocesamiento en paraldo. De igua forma que en las redes neuronas
bioldgicas, las redes atificides estan formadas por ementos neuronaes smples que
pueden funcionar en paralelo. ESto tiene ventgjas computacionaes frente a los Sstemas

secuenciaes.

- Tolerancia a fdlos. Como la informacion esta digtribuida en toda la red de forma
redundante, a producirse un falo en un demento individud, & comportamiento global

de red se degrada solo ligeramente.

Gracias a edtas caracterigticas, las aplicaciones actuaes de las Redes Neuronales abarcan

campos tan diversos como la medicina, economia, industria, etc.

1.2 Neurona Artificial

Se puede consderar la neurona artificiad més coman (perceptron), como una funcidén que
tiene n entradas y una sola sdida, cuyo funcionamiento consste en redizar las Sguientes
operaciones. se rediza una suma ponderada de las entradas mediante unos coeficientes
denominados pesos, y se le golica d resultado una funcion, conocida como funcion de

activacion. Este modelo fue propuesto inicialmente por Rosenblatt [Rosenblatt 1958].
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1 W,
W W, Y=f(a)
a
u W, \s_/ f(a) >
w ./

W,

Figural.1. Modelo de red Neuronal Artificial tipo Perceptron.

Como se observa en la figura 1.1, existe una entrada cuyo vaor esta fijado a la unidad y
cuyo peso se suele denominar umbral. La funcion de activacion determina e posible carécter

no lined. En € caso de perceptrén de Rosenblatt dicha funcion es € esca on unitario:

1 Si a>0

F@=i 5 4 a<o

— — —

donde lavaridble a esla suma ponderada antes mencionada. De forma que:

a=g w,u, +tw,
i=1

Y = f(a)

donde:
- n ese nimero de entradas
- u; eslaentrada i-é&sma
- w; esd peso que afecta ala entrada i-é&sma
- wo es e peso umbrd
- f(@) eslafuncion de activacion

- Yeslasdidadelaneurona
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Como ya se ha comentado, una sola neurona tipo perceptrén de Rosenblatt permite
representar una clase restringida de funciones. En particular, la funcion Iégica O-Exdusvano

puede ser representada con un perceptron. Latabla de verdad de la O-Excdlusvaes

X Y O-Exclusiva
0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Tabla1.1. Tablade verdad de la funcién O-Exclusiva

S representamos las dos variables independientes en un plano, la funcion O-Exdusivada
vaores binarios en cuaro puntos seglin la tabla anterior. Denominemos con A a aguellos

puntos que dan un valor 0y con B los que dan un vaor 1.

B1 0A1

XW 1+YW2=-Wo

Ao

Figura 1.2. Problemade la O-Exclusivo como puntos sobre el plano X-Y.

El perceptron permite dividir € plano en dos partes separadas por una recta:

WX W,y = - w,

Como se puede observar en la figura 1.2, no se pueden separar los puntos 4 de los B

mediante unarecta, por [0 que & perceptron no puede representar la funcidn O-Excdusiva
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Los Unicos problemas que se pueden resolver de forma exacta mediante una capa smple
de perceptrones son aquelos en donde los dos tipos de sdidas se puedan discriminar en €
epacio de las entradas mediante un hiperplano, es decir, sean linedmente separables
[James 1991].

Otras funciones de activacion son la sgmoide y la tangente hiperbdlica, cuyas formulas

vienen dadas de la sguiente manera:

Tangente hiperbdlica

Tanh(x) = c-e”
e +te”
Sgmoide
1
Sgm(x) =
gmx) =T

Cuyas representaciones gréficas se observan en las sguientes figuras.

Somx) |4 -+l

Figura 1.3. Representacion de la sigmoidey latangente hiperbdlica.

Las diferencias entre estas funciones de activacion y ladel Perceptron de Rosenblatt es que
son continuas, y ademés infinitamente derivables. Esto implica que podemos gplicar métodos

de entrenamiento que involucren derivadas de las mismas, como se vera posteriormente.

Otro tipo de neurona de gran gplicacion es la utilizada en |as redes neuronaes de funciones

de base radid (RBF) [Chen 1991]. Su sdida viene definida de la siguiente manera:
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o © (- W&-w)
e e e

[ ] el @]

donde:
- u eslasdidade laneurona
- w esd peso correspondiente ala neurona

-s 2 esd parametro de normalizacion de laneurona

Hasta ahora se han considerado modelos de neurona estéticas. Otro tipo de neurona més
complego son las denominadas dinamicas, que tienen un estado interno x que cambiaen €

tiempo, determinado por su ecuacion de estados.

x(k) =G(x(k - J),..., x(k - m),u(k),...,u(k - n)) ecuacion de los estados
v, (k) = F(x(k), x(k - 1),...,x(k - 0),u(k),...,u(k - p)) ecuacion delas sdidas

donde:
- x esd esado interno
- u eslaentrada

-y, eslasdida

Edtas neuronas se han utilizado para tareas tdes como € reconocimiento de fonemas
[Wang 2002] o la modelizacion de sistemas no linedes (dindmica de un robot antropomaorfico

manipulador [Maricha 1999]), entre otras muchas aplicaciones.

1.3 Topologias de Redes Neuronales

Lainterconectividad de las neuronas determina la topologia de las redes, redizandose de tal

forma que sea lo més adecuada para € entrenamiento y para € problema especifico. En

muchas ocasi Ones, |as neuronas se organizan en capas.
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Las redes se denominan de aimentacion hacia ddante S las sdidas de una capa conectan
con las entradas de la Siguiente cgpa. La interconexion en la misma capa se suele denominar
laterd. S la conectividad entre las neuronas de dos capas incluye a todos |los e ementos se
denominatotal o completay s sdlo incluye agunos es parcid. En base a los dos anteriores

conceptos, podemos hacer una clasificacion de las topologias en cinco grupos [Maren 1990].

1.3.1 Multicapa conectada en alimentacion hacia delante

La disposicion de las neuronas es por cgpas y la interconexion de éstas es hacia delante.
Edte tipo de topologia se suele utilizar en reconocimiento de patrones y gproximacion de
funciones y tiene una caracteristica estética, es decir, ante una entrada fija tendremos una
sdidafija Esta estructura es la més frecuente y corresponde a la red denominada perceptrén

multicapa (MLP).

1.3.2 Capa unica, conectada lateralmente

Esta topologia consiste en una Unica capa con las neuronas conectadas entre si. Suelen ser
dinamicas. La evolucion en d tiempo permite aprender patrones temporaes o bien los estados
findes. Se suelen utilizar para redizar funciones de autoasociacion de patrones, debido a esto
también se denominan autoasociativas [Kohonen 1989]. De este tipo son las denominadas

redes de Hopfield/Tank [Hopfield 1982] y Williams-Zipser [Williams 1989].

1.3.3 Bicapa conectada hacia delante y hacia atras

Estén compuestas por dos capas con conexiones tanto en € sentido de la sdida como en
reglimentacion. Se basan en los mismos principios que las autoasociativas de una Unica capa.
Se presentan patrones ala entraday lared evoluciona hasta llegar a un equilibrio. De estetipo
son las de Carpenter [Carpenter 1991] y Grossberg [Grossberg 1988] y la Bidirecciond
Associative Memory (BAM) de Bart Kosko [Kosko 1987].

1.3.4 Multicapa cooperativa/competitiva

Edtas tienen conectividad hacia ddante y hacia arés (redimentacion) y poseen ademas
conexiones laterales en cada capa Edtas redes son especidmente empleadas en la
moddizacion de redes bioldgicas, debido a que las redes naturales poseen edta clase de

conectividad. Las conexiones laterdes se suedlen denominar cooperativas 0 competitivas
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[Kohonen 1990] seglin tengan la caracteristica de excitar o inhibir a la neurona que recibe

dicha conexién como entrada.

1.4 Redes Neuronales Estaticas y Dinamicas

Las redes neurondes edtéticas son aguellas en que las sdidas en un instante determinado
s0lo dependen de las entradas en dicho instante, con lo que no exigte ninguin tipo de evolucion
tempord. S ocurre que las sdidas dependen de las sdidas 0 entradas en instantes diferentes
entonces se denominan dindmicas. Aqui habria que digtinguir dos subtipos. las redes
dindmicas en las que existe una retrodimentacion en la red o aquellas en las que podemos
describir una dindmica interna de la neurona mediante variables de estado. Edtas Ultimas se

denominan loca mente recurrentes.

1.4.1 Redes Neuronales Estaticas

1.4.1.1 Perceptron Multicapa
El perceptrén multicapa (MLP) es d tipo de red estética més comun. Tiene una topologia
de dimentacion hacia delante totalmente conectada como se aprecia en lasiguiente figura.

Yy

Entradas Sdidas
Capa Capas Capa
de Ocultas de
Entrada Sdida

Figura1.4. Red Neuronal MLP.
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Como se puede obsarvar, la salida en un ingtante determinado no depende de otros

ingantes, 9 las neuronas no tienen una dindmicainterna

1.4.1.2 Red de Funciones de Base Radial (RBF)

La red de funciones de base radid (RBF) también es una red estética (véase figura 1.5).
Esta formada por dos capas. Una de dlas estd compuesta por neuronas con funcion de
activacion radid (usuamente gaussianas). Cada neurona posee un peso asociado a cada
entrada, determinando la posicion o centroide de la gaussiana. El resto de pesos representan

las varianzas o dispersiones de cada gaussiana. La sdida de cada neurona viene dada por:

e (- wy, )Ex- w.)l]
ulj :e(pe_ 1j 17 -

u _]:12’1]\[1
6 =7 4§

donde:
- uyj eslasdidadelaneurona; delacapal
- wy; €S el vector de pesos correspondiente alaneurona; de lacapa 1
- N1 ese nimero de neuronas en la capa 1

-s* esd pardmetro de varianza de laneurona; delacapa 1

La segunda capa esta formada por funciones de activacion lineales.

Entradas

Figura1.5. Red Neurona RBF.
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Una variacion comin sobre este moddo es utilizar una funcion base que incremente su
flexibilidad utilizando la digancia Mahdanobis en la gaussana [Lee 1991]. La funcidén de

activacion se convierte en:

Uy, :expg- (x- le)(ﬁ _}l(x- le)H j=12,...,N,

1

donde é ;- esahoraunamatriz (matriz de covarianza del nodo ;).

1.4.2 Redes Neuronales dinamicas

En este tipo de redes d funcionamiento se describe mediante ecuaciones en diferencia o
diferencides dependiendo de la naturdeza discreta o continua de las variables. Estas redes
son importantes porque muchos de los sistemas que se pueden moddizar en d mundo red

tienen caracterigticas dindmicas.

Veamos a continuacion giemplos de redes neuronaes dindmicas.

1.4.2.1 Red neuronal con retardo en el tiempo (TDNN)

Es una red dinamica smple que se puede consderar como una red estética en la que se
introducen valores de la entrada en ingtantes anteriores [Hertz 1991], como aparece en la

gguiente figura

T y(K)

MLP
u(k) T u(k-l)T u(k-Z)T e T u(k-n)
— Etapa de Retardos
u(k)

Figura 1.6. Red Neuronal TDNN.
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Lasdidaes

v(k) = F(u(k)u(k-1),...,.ulk- n))

donde F' eslaactuaciéon de un MLP.

Al no haber redimentacion se pueden utilizar los mismos agoritmos que se utilizan en las

estéticas.

Es interesante apreciar que cuaquier serie tempora se puede modelizar mediante una red
neurona estética, para lo sdlo hay que afladir € tiempo como una variable més de entrada.
El inconveniente principal que tiene esto es @ que las redes neurondes edtéticas, d no
depender sus sdidas de las entradas anteriores no tienen capacidad de memoria, es decir, no
son capaces de retener informacion del pasado. Esto supone un incremento de compleidad

en lared, yaqueimplica gorender la solucion de las ecuaciones en diferencia o diferencides.

Los sstemas dinamicos con readimentacion ofrecen ventgas respecto a los puramente
dimentados hacia delante, ya que para agunos problemas una red recursiva dindmica con un
pequefio nimero de nodos se comporta igua que las redes puramente aimentadas hacia

delante con un nimero grande de nodos (incluso infinitos).

Los sstemas con redimentacion son agpropiados para la moddizacion, identificacion,
control y aplicacion de filtrados. Este tipo de redes se suelen denominar recurrentes, debido a

que existe una redlimentacion que implicitamente involucra recursividad.

1.4.2.2 Redes Neuronales con salida realimentada

En este tipo de red dinamica ademéas de incluir a su entrada |as correspondientes a instantes
anteriores, también se incluyen las sdidas en ingantes anteriores. Este tipo particular de
arquitectura fue introducido por Narendra [Narendra 1990] y fue utilizada por primeravez en
identificacion de sistemas no linedles y en problemas de control [Morgan 1991]. Observemos

en lasguiente figura este tipo de red.
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v T
MLP
u(k)T u(k-1) T : -u(k—n)T y(k—m)T S Ty(k-z) Ty(k—l)
u(k)_> Etapa de Retardos Etapade Retardos |q¢——

Figura1.7. Red Neuronal con salidas realimentadas (Narendra).

De esta manera la salida de |lared tipo Narendra viene dada por:
y(k) = F(u(k) u(k-1,...,.u(k- n),y(k-1),...,y(k- m))

donde F eslaactuacion de unared MLP.

1.4.2.3 Redes con estados realimentados

Este tipo de red incorpora un tipo diferente de realimentacion. Estas redes son tipicamernte
de una Unica capa con redimentacion entre nodos. En @ caso més generd todos los nodos
estan interconectados, es decir, cada nodo esta conectado a todos los demés y también

condggo mismo. Esto se observa en lasiguiente figura.

oo 4

Figura1.8. Red con estados realimentados.

Por otro lado todas |as entradas de la red se conectan con cada nodo individua mente.

Un conjunto de sdidas de cada nodo individua congtituye lasdidagloba de lared.

En adgunas redes de egte tipo, las neuronas tienen un estado interno digtinto del de la

variable de salida. En cambio, en otras la salida en cada nodo coincide con d estado.
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VVeamos dentro de este tipo de red cuatro g emplos concretos.

Red de Hopfield continua

Este tipo de red es de una cgpa smple y completamente interconectada [Hopfield 1982].

Cada nodo tiene una dindmicainternay viene dada por la sguiente ecuacion diferencid:

dx n m X
tid_tl(t) :-xi(z)+é_ Wl;/yj(t)"'é. wlu, (1) i=1..,n
j=1

1=0 (1.1
yi (1) = 1 (x;(2))
donde:

- xi(t) es d estado interno de la neurona i

- yi(?) eslasdidade la neurona (estado de salida)

- wij es €l peso que conecta la neurona;j-ésmacon lai-éma

- w', esel peso correspondiente de la entrada /-ésma del nodo i-ésmo
- u)(¢) eslaentradade laneurona /-ésmaen d indante ¢

- n es€ nimero de neuronas

-m esd nimero de entradas

Lamayoria de |as aplicaciones originaes de Hopfield requerian que la red funcionara como
un sistema dinamico con mltiples puntos de equilibrio asintéticamente estables. Utilizando €
segundo método de Lyapunov [Hale 1991] es posible describir las condiciones necesarias
para garantizar la estabilidad. En particular, S la matriz de pesos es Smétrica entonces todos

los puntos de equilibrio son estables.

Red de Hopfield discreta

Ahora la dindmica de la red se rige por una ecuacion en diferencias, que viene dada de la

sguiente forma:
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x;(k) = é w;x (k) + g wlu, (k) i=12,..,n
= 1=0

yilk+1) = f1(x, (k)

Ahora la condicién de estabilidad es que la matriz de los pesos W sea Sméricay definida
positiva en € caso de que las actudizaciones de los nodos se hagan smultaneamente. S las
actualizaciones no son smultaness, la condicion se hace menos redtrictiva, ya que en lugar de
exigir que W esté definida podtiva solo hay que garantizar que los eementos de la diagond
sean positivos [Bruck 1988].

Una de las aplicaciones originaes de las redes de Hopfield es la memoria asociativa. Una
memoria asocidativa es un digpostivo que acepta un patron de entrada 'y produce como salida
e patrén dmacenado que se le asocia a esa entrada. En la memoria asociativa de Hopfield,
los patrones entrada/salida son binarios y se codifican en los pesos de lared. S ala entrada
s le presenta una version ruidosa o incompleta de un patron previamente entrenado la red

convergerda patron origind [Hush 1993].

Redes neuronales recurrentes continuas (RNRC)
Este tipo de red es smilar alared de Hopfield, ya que d igud que ésta es un tipo de red
neuronal con una sola cagpa y los nodos totalmente interconectados [Pineda 1988]. La

diferencia estriba en la ecuacion diferencia de cada nodo, que en este caso esla sguiente
dy, _ J g .
Lot =00+ @ vy, O+ & whe () 1512000 (1)
j=1 1=0

donde:
- yi(?) esladidadd nodo en un ingante ¢
- wj; es el peso que conectael nodo i-ésimo con € j-ésmo
- w'i es e peso correspondiente ala entrada /-ésmadel nodo i-ésmo
- ui(¢) eslaentrada i-ésmad nodo en cuestion en d ingtante ¢

- f{x) eslafuncién de activacion que suele ser una sigmoide o unatangente hiperbdlica
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- n ese€ nimero total de neuronas

-m es e nimero de entradas
En este tipo de red |os estados coinciden con las salidas de los nodos.

Exige una relacion entre la red de Hopfield y la RNRC, ya que haciendo la siguiente

transformacion afin:
V(@) =Wy, (t) +u

donde:
- yr(?) hace @ papd de variable de estado de lanuevared de Hopfield.
- »(t) eslasdidade lared RNRC de laque partimos.

Podemos verificar efectivamente que yn(f) cumple la ecuacion (1.1), sSempre y cuando W

sainvetible

Redes neuronales recurrentes discretas (RNRD)

Una gproximacion en tiempo discreto de la RNRC es precisamente la RNRD o Williams-
Zips [Williams 1989]. En lugar de tener la ecuacion diferencid (1.2) se dispone de la

ecuacion en diferencias Sguiente:
vk +1) = 1@ wyy, (k) + @ wl, (k) + wyo)
j=1 =1

Podemos obtener una expresién mas compacta introduciendo los vectores entrada y €

peso umbral dentro del sumatorio, con € cambio de notacion siguiente:

i1 i=0
vk =iy (k) i=1,2,n
Lu (k) i=n+le,n+m

la expresion queda como:
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ntm

yi(k+1)= 1 (@ wyy, (k) (13)

donde n es & nimero de nodosy m es e tamafio del vector de entrada. La definicion de ug

viene del hecho de consderar d peso umbra como se especifica en los perceptrones

multicapa

Estas redes son capaces de emular Autdmeatas Finitos Deterministas (DFA) arbitrarios. Esta
caracteristica de las redes recurrentes las hace adecuadas para € reconocimiento de

secuencias [Alon 1991].

Es posible asociar la RNRD a una red estéica multicgpa equivdente a través de un
desdoblamiento en € tiempo, como seilugtraen lasiguiente figura

yi(p) ya(p)

T'v\\/\/ k‘\\w@

ue(p)

v 4 trw
LC% /“Cfi e
N

yi(1)
Red Neuronal Recurrente(RNRD)

y2(1) u2(1)

"\\ ‘2\\“0)

u2(0)

y1(0) y2(0)

Red EstéticaMLP equivalente.

Figura 1.9. Equivalenciaentre lared de estados realimentados y la estética.
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Se observa que una evolucion tempord de p etgpas en lared RNRD es equivaente a una
red estética de p capas, donde todas las capas tienen € mismo conjunto de pesos (€ conjunto
de pesos origina dela RNRD).

Para verificar esto se pueden congruir las y(i) aplicando las ecuaciones de la redes

neuronales etéicas. En primer lugar calculemos la sdida de la primera capa:

y(©) = £ (& w,y,(0)+ & whu,(0))

=0

Que corresponde a la primera iteracion de la ecuacion recurrente (1.3). Teniendo en cuenta

gue los pesos de las diferentes capas son iguaes. Parala capap ocurre lo Sguiente:
yi(p)= (@ w,y,(p- D+ Q& whi(p- 1)
j=0 =0

que corresponde a la iteracion p-1 de la ecuacidn recurrente (1.3). Vemos entonces la

equivaencia de las dos redes.

Edte resultado es interesante desde € punto de vista del entrenamiento, ya que sugiere la
posibilidad de la aplicacion de los méodos de entrenamiento de las redes estéticas a la red
RNRD.

1.5 Entrenamiento de las Redes Neuronales

Se entiende por entrenar una Red Neuronal a proceso de gjuste de |os pesos seglin unos

criterios determinados que dependen ddl dgoritmo de gprendizgje.

Los agoritmos de entrenamiento se pueden dividir en dos grandes grupos. los supervisados

y los no supervisados. El entrenamiento no supervisado se caracteriza porque no se dispone
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de los vaores deseados a la salida. La propia red durante € entrenamiento se autoorganiza
paraidentificar smilitudes entre & conjunto de entradas.

En los entrenamientos supervisados, se presentan a la entrada unos determinados patrones
y e intenta que la salida produzca los patrones deseados correspondientes. Este tipo de
enseflanza quizéas sea artificia, ya que no existe ningln mecanismo equivaente en los Ssemas

biolégicos. A pesar de esto, estos mecanismos de ensefianza son |os més usados.

Generdmente e utiliza una funcion de coste para indicar |0 algada o cercana que esta la
salida deseada respecto ala sdida de lared. Esta se suele eegir de tipo cuadrético.

np Np 2

J,(0=28 8 (4,()- 3, (p)

p=l /=1

donde:
- np €s e nUmero de patrones a entrenar
- dj(p) eslasdidadeseada j-ésima correspondiente d patron p
- yi(p) eslasdida,-ésmacorrespondiente a patron p

- N, esd nimero de sdidas

El objetivo del entrenamiento consiste en buscar un conjunto de pesos que hagan minima
dicha funcion. Esta funcion gréficamente se representa por una hipersuperficie en € caso de
tener més de dos pesos. En lafigura 1.10 se aprecialo compleja que puede ser esta superficie

en e caso de tener tan s6lo dos pesos.
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Figura 1.10. Superficie de error de unared estética con funcion de activ acion tipo sigmoide.

Egte es un problema de optimizacion sin ligaduras. En muchas técnicas de optimizacion se
utiliza la informacion sobre @ gradiente de la funcion de coste. El Backpropagation es una
técnica que permite determinar € gradiente para la redes estéticas tipo MLP [Hush 1993].

Veamos formas de determinar d gradiente enlared MLPy laRNRD o Williams-Zipser.

1.5.1 Backpropagation

Se puede deducir la forma andlitica del gradiente en € caso de tener un tipo de red MLP,

paradlo, en primer lugar podemos aclarar la notacion:

- w; sdlidade nodo en lacapal

- wj,i peso que conecta el nodo i delacapa/-1 a nodo; delacapal

- xp las muestras del patron p

- up; componente i del vector de entrada

- di(x,) larespuesta deseada del nodo j de sdlida paralamuestrap del entrenamiento

- ny nimero de nodos en la capa/
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- L nimero de capas
- pindicad patron

- npindicad nimero de patrones

La capa 0 de la red corresponde a las entradas. Teniendo esto en cuenta cada salida de

cada capa se puede expresar como:
né-l
u, = f(a Wl,_/,iul-l,i) (1.9)
i=0

donde 1 es la funcion de activacion, que sude ser una sigmoide. La derivada de la funcidn de

activacion en d caso de la sgmoide se puede expresar de la Siguiente manera:
ria)= L8 = r@ya- @)
a
Laoptimizacion condste en minimizar la Sguiente funcion de coste:
d
Jw)=a J,(w)
p=1
donde J, es lafuncion de coste cuadrética de cada patron definida de la Siguiente manera:
_ly 2
J,(w) —Ea_ll(ulq (x,)-d,(x,))
4=

Como se puede observar, s0lo se tiene en cuenta la salida deseada en la Ultima capa. Las
componentes del vector gradiente de la funcidén de coste respecto a los pesos se puede

escribir, gplicando laregla de la cadena, como:
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ﬂJP (W) — ﬂJP (W) 1-[ul,./

ﬂwl,j,i ﬂ”/,j ﬂwl,j,i

(15)

Laderivada parcid de las salidas respecto alos pesos se determina mediante (1.5) como:

1

fTu, Mg
W= f€a Wl,j,mul-l,m)ul-l,i (1.6)
m=0

ﬂwl,j,i

Laderivada parcid del coste respecto alas salidas se denomina sensibilidad, ya que dauna
idea cuditativa de la variacion de la funcion de coste respecto a la variacion de la sdida en
cada nodo. Utilizando de nuevo la regla de la cadena y suponiendo que la funcion de

activacion es una sgmoide se obtiene:

Wr(w) :]\glwp (w) ﬂul’flm
T, ; et Wy, Ty

N, +L

_ 8" (w)

=a £ Uiy m 1- Ui )Wl+l,m,j
m=1 ﬂ“1+1m

1.7

Esta expresion nos permite obtener recursvamente hacia atrés las derivadas respecto a las
sdidas, ya que S conocemos ks sdlidas de la capa /+1, y la senshilidad de los nodos de
dicha capa, conoceremos la sensibilidad de la capa anterior. Este proceso recursivo es € que

da nombre a agoritmo Backpropagation. Por otro lado, parala Ultima capa, setiene:

ﬂ‘é P _ u, (x,)- d,(x,) (18)
U

Podemos plantear € proceso de determinacion del gradiente de la forma sguiente: se
cacula la sdida de cada capa en un proceso hacia delante a partir de laentrada de lared. A
continuacion se determina la sengbilidad de la Ultima capa a través de la ecuacion (1.8) y

mediante la ecuacion recurrente (1.7) se cacula @ resto de sensibilidades. Por otro lado, se
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cdculan las derivadas de las sdidas de las capas con respecto de |os pesos con la ecuacion
(1.6) y por ultimo se determina e gradiente mediante la ecuacion (1.5).

Este tipo de dgoritmo no selimitad tipo de red MLP, es posible hacer una generdizacion a
las redes tipo RNRD. Un primer método es hacer una gplicacion directa a la red estética
equivaente, en cuyo caso e tiene € méodo denominado Backpropagation Through Time
(BPTT) [Werbos 1990]. Un segundo método surge de la gplicacion a lared la regla de la
cadena de forma diferente a la del Backpropagation y se denomina aprendizaje recurrente en

tiempo redl. Veamos con més detdle este Ultimo agoritmo.

1.5.2 Real Time Recurrent Learning (RTRL)

Egte dgoritmo fue desarrollado por Williams-Zipser [Williams 1989] para las redes
recurrentes totalmente conectadas. Veamos a continuacion los detdles de dicho método, ya

queesd que utilizaremos para entrenar |as redes recurrentes.

Como vimos la arquitectura de este tipo de redes tiene lasiguiente forma

X Y
A *
1 m m+1 m+2 N+m N+n
) 4 ) 4
QO Jy
[\ \
LLAN T AN [[ AN\
/ A\ I 1\ I 1\ ]
\ 1\ \ N\ \\
\ \ \ \

Figura1.11. Red tipo RNRD o Williams-Zipser.

donde: - X esd vector de entradas de lared
- Yesd vector de sdlidas de lared
- m es e nimero de entradas
- n ese nimero de sdidas

- N esd nlimero de entradas + niimero de neuronas descontando las de salida
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En la anterior figura hay que tener en cuenta que los primeros m nodos son smbdlicos, es
decir, no les corresponden neuronas. La salida de |os Ultimos » hodos son las sdidas globaes

delared.

En este caso la funcion de coste incluye € error cometido en cada salida para cada etapa

de la evolucion tempora y para todas las secuencias de entrada. Veamos seguidamente esta

funcion:
&
Jw)=a J,(w)
p=1
sendo Jp :
15 o ’
Jp(W)=-a a (dj(k)' ”j(k))
k=11wW
donde:

- kp eslalongitud de la secuencia de entrenamiento p-ésmo

- Wrepresentae conjunto de salida de nodos de lared que son salidas

L as derivadas parcides |as podemos poner de la Sguiente forma

k
Welt) =8 & (d,0)- w0ty ()
ﬂWj,i k=1 W
donde lanotacion p" ;; significa
ph, (1 = 1)

Tw;
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El objetivo para hdlar d gradiente es determinar los coeficientes anteriores, en base a la

ecuacion anterior.

Caculemos laderivada parcia de u, respecto aw;; para determinar p; ",

Nyrn +n _ OL\J
pji(k) = T, () _ f“{a Wy ptty (K - 1))ea gﬂ Py (k- D +w,, M:u
fiw, ga-1g v, WA

— f((]\énwh wup (k - 1))ea dh]dazua (k- 1)+ g" MH

@a—l =1 ﬂw‘/"[ g

donde dy; eslafuncion delta de Kronecker.

S e tiene en cuenta que & conjunto de entradas (incluyendo la correspondiente a peso

umbra) son constantes respecto a los pesos la ecuacion anterior queda:

o G S, (- DY
P,,(k) f‘l’a Wi, by (K - l))éjh,u,(k N+ a Wia — q.. U
=1 _1 ﬂW g

It

N+n -m

—fqa w, ity (k - l))édh]ul(k 1)+ awhapa””(k 1)3
=1

Se comprueba que existe una recurrencia hacia delante en la variable de etgpa k. Esto hace
que, a diferencia del backpropagation estético, hay que disponer de condiciones iniciaes

arbitrarias parainiciaizar € proceso recursvo (generdmente se supone que los pbji (0=0).

Exigten varias diferencias entre los agoritmos de entrenamiento de las redes recurrentes
BPTT y RTRL. El primero ofrece un coste computaciona bastante mayor que € segundo
pero este Ultimo presenta un requerimiento de espacio mayor. Otra diferencia fundamenta es

la direccion de los procesos recursivos para determinar € gradiente de cada uno, hacia atras
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en BPTT y hacia ddante en RTRL. Esto confiere a este Gltimo método ventgjas para su

implementacion en tiempo red.

1.6.Técnicas de Optimizacién utilizadas en el entrenamiento

Como se menciond anteriormente € proceso de entrenamiento supervisado consiste en
encontrar los pesos de la red que minimicen la funcidn de coste para los patrones o series
temporales. Formamente este problema se puede plantear como una optimizacién sin
ligaduras, es decir, se busca un vector de » dimensones que cumplala sguiente condicion de

punto extremo:

X = (W o Wp oo s Wy e s W e W) /ﬂ;(w) =0 "i=12,., n 2 (19)
X

Siendo f(X) lafuncion de coste aoptimizar y X € vector de pesos.

Para que € extremo sea un minimo hay que garantizar que la matriz Hessiana sea definida

positiva

= _éqzyu y
(w) = e———q definida positiva (1.10)

A

elx.1x; g

Tanto la ecuacion (1.9) como (1.10) estén condicionadas a que la funcidn tenga definidas
las derivadas parcides primeras y segundas, a menos en € minimo. En caso de no edtar
definidas las derivadas segunda o primera, € objetivo seré encontrar un punto 7 ta que
vaor de J(W) sea minima/méximo. En € problema de optimizacion que se plantea en
entrenamiento de las redes neurondes la funcidn es infinitamente diferenciable respecto a
todos los pesos, debido a que la funcidn de activacion degida es normamente infinitamente
derivable.

Cudquier punto X se puede poner como:
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X =X, +1 .S,
En muchas de las técnicas de optimizacion se utiliza parallegar d punto optimo lo siguiente:
se planteaunadireccion S; y un puntoinida X; y se optimizaalo largo de lalinea que parte de
X; en ladireccion S;. La variable independiente x es ahora x;+l Sj y la optimizacion se

convierte en monodimensiond respecto a parametro | .

Los digtintos méodos de optimizacion sin ligaduras se diferencian en como s vaia la
direccion S;, cuya eleccion depende de un método de optimizacion multidimensiond, y como
se optimiza | , que corresponden a diferentes métodos de optimizacion monodimensionaes. El
parametro | en d campo de las redes neurondes se suee denominar velocidad de

aprendizgje.
1.6.1 Métodos de optimizacién multidimensional utilizados

1.6.1.1 Método del gradiente descendente

Este método se basa en la caracteristica principa de gradiente que consiste en que, paraun
punto del espacio de variables independientes, nos da la direccion en la que la funcion de
cogte crece mas rgpidamente [Rao 1984]. Para minimizar dicha funcion deberemos seguir la
direccion opuesta. Dado que lainformacion del gradiente es edtrictamente local se escoge un

punto inicid X, y se aplicalasiguiente expresion iterativa

Xy =X, +|*iSi =X, - l*lel

El asterisco sobre € parametro | indica que este es d vaor optimo (minimo) de la funcion
de coste en la direccion opuesta d gradiente. Una solucion subdptima frecuentemente usada
esdegir | congante. Este vaor debe ser pequeio (ideamente infinitesmal) para asegurar la
convergencia, dado € caracter local ddl gradiente.

Una variante muy comin es d méodo dd momento. Las principdes ventgas de los

métodos del momento son basicamente tres. avanzan més rpidamente en zonas donde la
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hipersuperficie es plana, evitan converger en minimos locaes, y por Ultimo, acderan la
convergencia hacia un minimo unavez se hallegado a un entorno proximo a éste.

Estos métodos se basan en afiadir d desplazamiento del punto en una iteracion €
desplazamiento en la iteracion anterior, convenientemente ponderado. Una posibilidad es la

Squiente:

DXvi+1 =- th(XH—l) +aDXi
Xi+l = Xi + DX,

i+l

donde u se denomina coeficiente de momento y esta entre O y 1. Esto se planted por
Rumdhart, Hinton y Williams [Rumehat 1986] para d entrenamiento con € agoritmo del
Backpropagation.

1.6.1.2 Método del gradiente conjugado de Fletcher-Reeves

El méodo dd gradiente conjugado [Fletcher 1964] supera en velocidad de convergenciad
método dd gradiente descendente en € caso de que lafuncion sea cuadrética[Rao 1984], ya
gue garantiza la convergencia d minimo en n 0 menos iteraciones, con n € nimero de
variables independientes de la funcion (dimensiones del problema de optimizacion). Esto se

suele denominar convergencia cuedrética.

Se extrae este método imponiendo que la direccion de blsgueda sea ortogond d gradiente

de laanterior iteracion en caso de una funcion cuadrética

L as direcciones vienen dadas por:

=-Nf + —|Nfi|22 S
I\

i-1

Ladireccioninicid es

So = 'Nfo = 'Nf(Xo)
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Este méodo tiene un mejor comportamiento en & caso de funciones que se goroximan a
una funcion cuadrética. En generd, en las cercanias dd minimo funciona bien, ya que cuaquier
funcidn se gproxima a una funcion cuadrética. Por otra parte, en este méodo se tiene en
cuenta una mayor informacidn que la correspondiente a la dd gradiente descendente, ya que,
ademas ddl gradiente, aparece ponderada la direccion anterior por la relacion de médulos del
gradiente actua d anterior, lo que aflade informacion sobre la curvaturaloca de la superficie,

1.6.1.3 Métodos Pseudo-Newton

En primer lugar veamos en que se basa @ método de Newton, para obtener € fundamento

de los métodos Pseudo-Newton.

Congiderando € desarrollo de Taylor hasta € primer orden delafuncion Nf muy cercana

a minimo se cumple que:

S=-H'Nf

donde H corresponde a la Hessana de la funcidén f. Por tanto, se puede plantear una

ecuacion iterativa para que converge ad minimo como:

Sk+1 =- Hl;—llmfk—l

Este proceso recurrente basado en la anterior ecuacion se denomina método de Newton.

Se puede demostrar que s la funcion es cuadrética ocurre que la convergencia exacta se
redizaen n pasos, sendo » & nimero de variables independientes de lafuncidn o lo queeslo

mismo, existe la convergencia cuadratica [Rao 1984].

Este método asi planteado tiene basicamente dos inconvenientes que es @ dmacenamiento

y caculo de laHessiana. Se plantean en su lugar los métodos Pseudo-Newton que estiman la
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Hessana Veamos a continuacion dos méodos muy utilizados que son € DFP [Fletcher

1963] y e BFGS [Broyden 1970], [Fletcher 1970], [Goldfarb 1970] y [Shanno 1970].

Método de métrica variable DFP (método de Davidon-Fletcher-Powell)

En este método la estimacion de lainversa de la Hessiana que se plantea es la Siguiente:

Hi+l=}[i +Mi+Ni
donde
¢
M, =-I % (1.11)
S, 0,
0. 0)¢
Ni = - (HIQIG:)(HIQI) (1.12)
Qi HiQi
y

Qi :Nf(Xi+1) - Nf(Xl)

Eda particular actudizacion de la matriz H; surge por la necesidad de que la matriz sea
samétricay ademas definida positiva (para mayor detale ver la deduccion en € gpéndice A).
Estas dos condiciones se le imponen debido a que ésta tiene que aproximarse alainversa de
la Hessana y éta es smétrica (3 las derivadas cruzadas son iguaes, cosa que ocurre S las

derivadas segundas son continuas) y definida positiva, d menos en d minimo.

Este método garantiza la convergencia cuadrética (como o hace d método dd gradiente
conjugado). Ademés es muy estable y converge hacia d minimo, incluso cuando la funcién a
optimizar tiene variaciones muy abruptas [Fletcher 1987]. La estabilidad de este método se
puede atribuir d hecho de ir afladiendo informacion de los pasos anteriores a la matriz H,.
Este méodo, por otro lado, nos garantiza la definicion positiva de lametriz H;. Considerando
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que Xi.; corresponde d punto extremo y que la derivada direcciona en la direccion Sl.qes

negativa
s%, =5 Rrox.) - Rrex)) =- s Ky =Ry m.R7 >0 (1.13)

Puede ocurrir que no se dé la anterior condicion, debido a que € méodo de blsgueda en
una direccion no sea lo suficientemente preciso. Ocurrird entonces que lamatriz H degjara de
ser definida positiva. Una manera de solventar este problema es volver aiinicidizar lamatriz H
[Fletcher 1987].

Otro tipo de dgoritmo Pseudo-Newton y de mérica vaiable es d BFGS
(Broyden-Fetcher-Goldfarb- Shanno), que es ligeramente més robusto desde € punto de vista
del clculo numérico que e DFP [Fetcher 1987].

Método BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno)

Este méodo es muy smilar d DFP dendo la Unica diferencia la forma de la actudizacion

del H;, que introduce un término adiciond:

H

i+l

=H +M +N,+U,

M,y N; son las mismas matrices que en las formulas (1.11) y (1.12) respectivamente. El

término U, es:

7 ¢ ~
U=%"1H0Wu"
1 @QI IQI g lul
DXi - Hi >Qi

I/ll. =
DY 0 %0

sendo
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Qi :Nf(XHl) - Nf(X,)

1.6.2 Métodos de optimizacion monodimensional

En todos los méodos de optimizacion sempre existe una primera fase que consste en
acotar € intervalo en donde se encuentra d minimo. Méas concretamente, se buscan tres

vaoresdelaabscisa, a, by c tdesque
fl@>f®) y fO)<fl) (1.14)

Con edta condicidn se garantiza que existe un minimo en d intervao abierto (a, ¢), Sempre

y cuando lafuncion sea cortinuaen € intervao cerrado [a, ¢] [Teukolsky 1992].

Veamos a continuacion tres métodos,; uno de interpolacion, € de la parébola [Rao 1984],
otro de eiminacion, € de la Seccion de Oro [Teukolsky 1992], y por Ultimo uno hibrido que
utiliza los dos méodos anteriormente mencionados, € de Brent [Brent 1973].

1.6.2.1 Método de interpolacion parabédlica

Se parte de tener tres puntos; xo, x1 Y x» que cumplan las condiciones (1.14), se gustauna

pardbolay se consdera como candidato d minimo de la pardbola asi determinada.
Veamos |la expresion de la pardbola
p(x) = al(x - x0)2 + bl(x - xo) +c,

Sendo as, by, c1;
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2, = (g-71)
d
b, = ((xg - x,)q - (x5 - x,)r)
d
€ _f(xo)

donde:

El minimo asi determinado es una gproximacion d minimo buscado de la funcion.

1.6.2.2 Método de la Seccion de Oro

Como en todos estos métodos € objetivo es, a partir de tres puntos que cumplan la
condicién (1.14), determinar tres nuevos puntos a’, b’y ¢” que también cumplan y que acoten

mejor d minimo, td que
|c¢- a¢<|c- a|
Lo que diferencia un método de otro esla dependenciadea’, b’y ¢” frenteaa ,b y c. End

caso dd méodo que nos ocupa se determina un punto intermedio x, con d que

determinaremos los nuevos puntosa’, 'y ¢”. Este punto viene dado de la Sguiente manera:

t+cte(c- b) Si |c- b|>|a- b|
+cte(a- b) Si |c- b|<|a- b|
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Esta congtante definida en la expresion anterior se denomina congtante de Oro 0 Seccion

de Oro, y tiene & siguiente vaor:

En cuanto ala congtruccion dd nuevo trio en funcidndex y a, b, ¢ , e gplicalo Sguiente:

S f(b) < f(x) y x >b entonces € trio viene dado por (a, b, x).
IS f(b) >f(x) y x>b entonces d trio viene dado por (b, x, c).

IS f(b) < f{x) y x<b entonces d trio viene dado por (x, b, c).
iV)S 1(b) > f(x) y x<b entonces € trio viene dado por (a, x, b).

Edta distincion de cuatro casos se hace para que los nuevos puntos a”, b’y ¢’cumplan la

condicion (1.14).

1.6.2.3 Método de Brent

Como ya hemos mencionado d agoritmo de Brent se basa en la combinacion adecuada de

dos métodos: & dela Seccién de Oro'y d de interpolacion parabolica.
Veamos las condiciones en que sera preferible  método de la pardbola:
i)El vaor dd minimo de la pardbola tiene que pertenecer d intervao (g, ¢), ya que puede

ocurrir que esta pardbola tenga € minimo fuera déd mismo. Este es @ caso S los tres

puntos ainterpolar no cumplen (1.14).

1 En laliteratura también se aplica un método de Brent para la blsgueda de raices, pero a
diferencia de la combinacion planteada se utiliza € de la biseccion y @ de interpolacion de la
secante.
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i)El paso actud debe ser menor que la mitad del paso anterior. Esta condicion se impone
con € fin de garatizar la convergencia hacia un punto, antes que ocurra que se caiga en
agun cido limite. Generdmente esta condicidn es demadiado redtrictiva. Se suele suavizar,

de forma que en lugar de utilizar € paso anterior se utilizad paso antependitimo.

En definitiva en caso de no fijar los pardmetros de la pardbola 0 no ser aceptables, debido

aqueno cumplani) y ii), se utilizae método de Seccidn dela Oro.






Capitulo 2. Sistemas dinamicos

En este capitulo se hace unarevison de la teoria de los Sstemas no lineales que se aplicara
en d edudio de las redes neurondes dindmicas de capitulos podteriores. Este estudio
conggtira en determinar las diferentes clases de dindmicas equivaentes que puede redizar la
red. Un dstema serd equivaente a otro S sus trayectorias tienen d mismo comportamiento

cuditativo. Este hecho se hace preciso mateméticamente en la definicion de equivaencia

topolégica.

L as trayectorias més smples son las que estan condtituidas por puntos fijos o de equilibrio,
que no presentan evolucion. Su carédcter 0 edtabilidad estd determinado por €
comportamiento local de las trayectorias Stuadas en su entorno. Un punto fijo puede ser
atractor (estable), repulsor (inestable) o tener direcciones de araccion y repulsion (slla).
Siguen, en orden de complgidad, las trayectorias periddicas, trayectorias cuasiperiddicas y
por ultimo los conjuntos de puntos de dindmica cadtica, cada uno con su propia caracteristica

de estabilidad.
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Cuando se varian los pardmetros de un Sstema las dinamicas pueden modificarse hasta
llegar a una Stuacion critica. En este punto, € sstema experimenta cambios cuditetivos que
hacen que dge de ser topolOgicamente equivaente a la Stuacion anterior. Este proceso
condituye una bifurcacion, a patir de la cuad d ggema puede exhibir nuevos
comportamientos. El estudio de las hifurcaciones condituye una herramienta Util en la

caracterizacion de ladindmica

Dentro de las poshles dindmicas encontradas en los sstemas no linedes destacan las
dindmicas cadticas. Se sude determinar la existencia de dichas dinamicas mediante
exponente de Lyapunov. Un tipo de caos caracteristico es € que aparece en € mapa

Horseshoe.

2.1 Introduccion

Un sstema dinamico se caracteriza por dos elementos, la ecuacion que especifica la
dindmica y una condicién inicid o estado en € cud empezara la trayectoria que describa
dsema Las representaciones matemdticas mas comunes para describir los fendbmenos
dinamicos son la ecuacion diferencid y la ecuacion en diferencias. La mayoria de las teorias

fidcas estan descritas mediante ecuaciones diferenciades.

La teoria de los sistemas dinamicos ha surgido del estudio cudlitativo de dichas ecuaciones
para entender y predecir diferentes fendmenos como: las drbitas de los planetas, las
vibraciones de una cadena, € patron de evolucion atmosférica, etc. Algunos comportamientos
dindmicos son regulares y explicados facilmente, como, por gemplo, € baanceo de un
péndulo smple y otros son irregulares y a priori poco explicables a través de descripciones

sencillas, como € problema de los tres cuerpos.

El maemédico Henri Poincaré fue d primero en apreciar la verdadera dificultad del
problema de los tres cuerpos, que reside, no en la complgidad de las reglas sno en la
precison en la especificacion de las condiciones inicides. Poincaré fue @ primero en descubrir
la sensibilidad respecto a las condiciones inicides reconocida actuamente como caracterigtica

fundamentd de los dstemas dindmicos cadticos. Estos sstemas han ddo ampliamente
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estudiados en los Ultimos treinta afios. Matematicos, Fisicos, Ingenieros, Bidlogos,
Meteordlogos y Quimicos, han descubierto la exisencia de comportamientos cadticos en
sstemas descritos por ecuaciones diferencides o en diferencias gparentemente smples. En
meteorologia se describio @ primer atractor cadtico (atractor de Lorenz [Lorenz 1963]) enun
modelo smplificado del comportamiento amosférico. En Biologia se han estudiado los mapas
cuadréticos para entender la dinamica de la evolucion de las poblaciones (model o poblaciona

de Ritcher [May 1976]).

Lateoria de la dindmica de sstemas incluye la dindmica de los Ssemas no linedes y de los
linedles. La segunda esta mucho més desarrollada que la primera gracias en gran parte ala
teoria del control. La diferencia entre un sstemano lined y lined se centra principamente en
dos aspectos. El primero es que en € sstema lined se demuesira que existe dependencia
continua respecto alas condiciones inicides. Esto no ocurre en determinadas dindmicas de un
sstema no lineal (dindmicas cadticas) como ya hemos mencionado en parafos anteriores. La
segunda gran diferencia es que en los sstemas no linedes no se cumple € principio de

superposicion en la solucion de las ecuaciones que rigen ladinamica

Por Ultimo es importante indicar que en la mayoria de los Sstemas no linedles es muy
complicado obtener una expresion anditica de las trayectorias en € espacio fésico. Ete es
uno de los motivos por € que la teoria de sstemas dinamicos se centra en € estudio

cuditativo de las dindmicas.

2.2 Definicion formal de Sistema Dinamico

Todos los poshbles estados dd sstema estén caracterizados por los puntos de agun
conjunto .X. Este conjunto es denominado espacio de estado del sistema. La especificacion de
un punto x1 X inicia junto con la ecuacion de evolucion en @ tiempo debe ser suficiente para

determinar la evolucion tempord de dicho punto.

V eamos a continuacion una definicion formd dd sstema dinamico.
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Definicion 2.1. Un sisema dindmico es una terna {T, X, j '}, donde T es un conjunto de
nimeros a que pertenece la variable ¢, X es un espacio de estado, | ': X® X esunafamiliade

operadores de evolucion parametrizados por ¢ 7 ta que:

donde id es € operador identidad

La definicion anterior engloba los dos casos de sistemas dinamicos que consideraremos, €

sgemacontinuo y € discreto.

2.2.1 Sistemas dinamicos continuos y discretos

El primer tipo de Sstema dindmico es d continuo caracterizado porque d eemento 7 dela
terna, es continuo y coincide con la recta redl. La forma mas comun de definir un sstema
dindmico continuo es mediante ecuaciones diferencides. Supongamos que € espacio de
estado X 1 A", con coordenadas (x1,x2,%4,x,), 1aley de evolucion dd Sstema se suele dar
implicitamente en términos de la derivada de x; como un sstema de ecuaciones diferenciales

ordinarias de primer orden, esto es:

dx; :
EO fL(X,X,,0,X%,), 1=12,...,n

o en formavectoria

x =f(x) (21)

Lafuncidon f asgna un vector a cada punto del espacio fésico, congituyendo un campo

vectoria. La ecuacion (2.1) representa un sistema de » ecuaciones diferenciaes en donde no

aparece explicitamente @ tiempo (Sstema auténomo), cuya aoreviatura en inglés es ODE.
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En & segundo tipo de Sstema dindmico 7' es un conjunto discreto de nimeros (enteros).
Edte tipo de sstema se denomina de tiempo discreto. En este caso la evolucion de los estados

del sstema se representa mediante ecuaciones en diferencias, esto es:

X, (K +1)° . (x,(K), X, (K),, X, (K)), i=12,...,n

o en formavectorid

x(k +1) =f(x(k)) 2.2)

Donde & es un vaor entero. Es interesante indicar que existe formas de obtener sistemas
discretos apartir de los continuos que tienen importancia tedrica 'y préctica Una de élas es
obtener & sstema discreto haciendo que lafuncion f* coincida con € operador de evolucion
j '(x) dd sistema continuo a tiempo unidad(dl mapa f(x)=j *(x) se denomina mapade tiempo
unidad). Otra forma es la congtruccion ddl Ilamado mapa de Poincaré [Robinson 1995]. Aquii,
los puntos del espacio fasico de dicho Sstema discreto se generan mediante las intersecciones
de la trayectoria dd 9stema continuo con una superficie transversal a dicha trayectoria Una
ventga de ssema discreto es la facilidad para cdcular iterativamente su trayectoria
Frecuentemente para obtener numéricamente la trayectoria de un sstema continuo se debe

aproximar implicitamente por un Sstema discreto.

En lasiguiente seccion vamos a definir conjuntos de puntos en € espacio fasico interesantes

paad andissdd ssema

2.3 Conjuntos Invariantes

Formamente, un conjunto S es un conjunto invariante de f's para cuaquier xol S tenemos
que F(xot) 1S paratodo ¢, Sendo F(xo ) las coordenadas fasicas de una trayectoria
evaduada en d ingante ¢ y que parte del punto fasico x(0)=x,. S €s un conjunto invariante en
un sistema discreto § para cudauier xol S, £ (xy) T S paratodo » nimero entero, Sendo 1

el mapa f iterado n veces. De igua manera, se puede hablar de postivamente invariante
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cuando las definiciones se redtringen a ¢ 0 n pogitivos, es decir, parae sistemainverso o con

trayectorias hacia atras en € tiempo.

Los conjuntos invariantes son importantes porque dan una medida de como se fragmenta €
epacio de estados, ya que actlan como fronteras, restringiendo las trayectorias a
subconjuntos del espacio fasico.

Podemos definir un conjunto adiciona asociado a cada conjunto invariante, € dominio de
atraccion, que esta definido por todos los puntos del espacio fasico (que no tienen por qué

pertenecer d invariante), que convergen a dicho conjunto. Es decir, para un sstema discreto

(0 mapa):

B(S)={x1 X /d exige dgunasecuencian® ¥ ta que$s)l Sy f ™ ® s, }

De manera andoga se puede definir e dominio de atraccion para @ sstema continuo

sustituyendo 1 “(x) por F(x.7) dondet® ¥.

Se puede definir d dominio de atraccion de un conjunto (negativamente) del mapainverso,

como |os puntos que divergen de dicho conjunto invariante con € mapa directo.

Los puntos de equilibrio en los sstemas continuos, denominados puntos fijos, en los
sistemas discretos, y los ciclos son los gemplos mas smples de conjuntosinvariantes. Existen
otros tipos de conjuntos invariantes. Los conjuntos invariantes que siguen (en orden de
complgidad) son las hipersuperficies de dimensén menor que d espacio fasico. Ejemplos de
tales variedades son la variedad estable e inestable asociada a un punto de equilibrioffijo de
slla, y @ aractor cadtico, que aparece en las dinamicas cadticas. Dichas variedades las

estudiaremos en secciones posteriores.

Andicemas en primer lugar los puntos fijos (de equilibrio).



Capitulo 2 43

2.4 Puntos fijos

Un punto fijo de un mapa (2.2) es una 6rbita que retorna a Si misma después de una

iteracion, esto es:;

feE=x

Un punto de equilibrio de un Sstema continuo f'es un punto x que no cambia con d tiempo,

esto es:

L os puntos de equilibrio son también conocidos como puntos fijos o puntos estacionarios.

Generdmente por smplicidad se utiliza la terminologia punto fijo cuando e refiere a un

mapay punto de equilibrio cuando se hace referencia a un sstema cortinuo.

Tanto los puntos fijos como los puntos de equilibrio se dadfican en funcidon de
comportamiento de sstema en torno a dichos puntos, es decir, en funcion de lo que s
denomina estabilidad loca. Antes de entrar en detdle en esa dlasificacion hagamos una
revison de concepto de estabilidad.

2.4.1 Estabilidad

Al menos exigten tres nociones de estabilidad gplicables a un punto fijo: estabilidad locd,
edtabilided globd y estabilidad lined. La estabilidad lineal muy a menudo, pero no sempre,
implica estabilidad locd [Hartman 1964]. El ingrediente adiciond necesario es la
hiperbolicidad, que se verd mas adelante.

La nocion de la estabilidad locd et condicionada por la evolucion de la orbita hacia
delante en torno a un punto fijo. Un punto fijo es locamente estable 5 10s puntos cercanos a

este punto permanecen en un entorno del punto. Si, ademés, x (#)® x cuando t® ¥, entonces



4 Capitulo 2

el punto fijo se denomina asintGticamente estable. Un punto fijo es inestable S no es estable.
Dentro de esta categoria se encuentran los puntos de silla, que poseen la cudidad de que sdlo
en determinadas direcciones, |as trayectorias convergen a punto y en las otras divergen, y los
puntos inestables propiamente dichos, para los que las trayectorias divergen en todas
direcciones. En € caso de los puntos de silla, para una trayectoria genérica, no se llegara a

converger en los.

En cuanto a la estabilidad globd, afecta a todo € espacio fasico, es decir, no es una
propiedad loca, en torno a un punto fasico particuar. Uno de los pocos sistemas en los que
coinciden la estabilidad locd y la globa es en los linedes, debido a que éstos tienen un Unico
punto de equilibrio/fijo en € cero, y éde es, ademas, € que caracteriza la estabilidad
globadmente. Existen dgunos teoremas que garantizan la estabilidad globa, como € teorema
fundamentd de Lygpunov [Hale 1991], que inspira un método denominado directo que es
capaz de determinar la estabilidad globa bajo ciertas condiciones.

La estabilidad lined esta determinada por € desarrollo de Taylor hasta primer orden del
mapa / mediante @ denominado proceso de linedizacion. En generd @ procedimiento de
linedizacion es usudmente suficiente para andizar la estabilidad de los conjuntos atractivos,

sean estos puntos fijos, drbitas periddicas, o aractores cadticos.

Por otro lado, también existe € concepto de estabilidad estructurd. Un sstema es
edructurdmente estable s ante un pequefio cambio en sus parametros su dinamica se

mantiene cuditativamente igud.

En las sguientes subsacciones haremos referencia de la estabilidad loca y globd mediante

dos teoremas basicos de Lyapunov.

2.4.2 Estabilidad de Lyapunov: Estabilidad local y global

Para entender los teoremas de Lyapunov y su relacion con la estabilidad es necesario

egecificar formadmente las definiciones de edabilidad anteriormente  expuestas.
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Consderaremos que d punto de equilibrio et Stuado en d origen, Sin pérdida de
generalidad.

Definicion 2.2. Estabilidad locAl:
El punto de equilibrio x=0 es estable en =1, 9 paracuaquier e>0 exigeun d(zo, €)>0td

que
)| <d b [x@)| <e," t2 ¢, (2.3

La estabilidad loca es un concepto menos redtrictivo que la estabilidad asintética, no
requiere que las trayectorias que empiezan cerca dd origen tiendan a @ asintéticamente. Hay

que sefidar que este concepto de estabilidad depende ddl ingtante inicidl.

Cabe digtinguir aqui que cuando d no depende del ingante inicid degido, la estabilidad se

denomina uniforme,

Se puede definir formamente e concepto de estabilidad asintética de la Sguiente manera:
Definicion 2.3. Estabilidad Asintética

Un punto de equilibrio x=0 es asintéticamente estable parar=to S

1. x=0Oeslocdmenteestable, y
2. x=0 eslocamente aractivo, esto es existe un d(zo) td que

)| <d b lim x(t) =0
t®¥

Como se ha dicho en la definicidn previa, la estabilidad asintética se define para @ tiempo

inidd ¢,. Cuando no hay dependencia con € punto inicid se afiade € término uniforme.

Las dos definiciones anteriores son definiciones locdes, hacen referencia a un

comportamiento en torno a un punto de equilibrio. En € caso en que se cumpla la condicién
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de estabilidad (2.3) para todas las condiciones inicides x,/ A" se dice que & punto es
globamente estable.

A continuacion se describira € método para determinar |os diferentes tipos de estabilidades
descritas anteriormente. Uno de |os resultados que destacaremos es aquel que hace referencia
alaegabilidad global.

2.4.2.1 Método directo de Lyapunov

El méodo directo de Lyapunov también se denomina segundo método de Lyapunov y
permite determinar la estabilidad de un sstema en ausencia de latrayectoria fésica explicita. El
método utiliza una generdizacion de laidea de “energia dd sstemd’, y estudia € cambio de
esa funcion energia. Para ser més precisos, es necesario definir exactamente € significado de
medida de energia, éta se cuantifica mediante una funcion 7 denominada de Lyapunov. A
continuacion e rediza una revison de las diferentes condiciones que se le imponen a dicha

funcidn en e teorema bésico de Lyapunov en € que se basa este método.

Definicion 2.4. Funcidn locdmente definida positiva (fldp)
Una funcién continua VA"XA .® A es una funcion locamente definida positiva (fldp) s
paraagun e>0 y agunafuncion continua, estrictamente crecientea: A .® A, ocurre que

VOH=0y V(x,)3a(x) "x1 B,,"t30 (2.4)

e’

donde B, :{xT A || <e} :

Las funciones son globamente definidas positivas o definidas pogtivas (fdp) 9 satisfacen las
condiciones (24) y secumplequea (p)® ¥ amedidaquep® ¥.

Usando estas definiciones, d sguiente teorema permite determinar la estabilidad para un
sstema estudiando la funcion de Lyapunov gpropiada V. Basi camente este teorema establece

que cuando ¥(x,?) es unafuncion definidalocamente postivay ¥ (x, ) £ Oentonces se puede
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concluir laestabilidad del punto de equilibrio. Laderivadade V" en € tiempo se toma sobre las
trayectorias dd sstema

LA 14

V(x,1) SO PR

Podemos resumir € teorema basico de Lyagpunov mediante la siguiente tabla, en donde se

expresan de manera resumida las condiciones respecto a 'y V(x,t)y las correspondientes

conclusiones garantizadas por € teorema.

Condiciones Condiciones Conclusiones

sobre V(x,1) sobre - V (x,¢)
fldp,decreciente 3 0 locamente Locamente unif. esable
fldp,decreciente fldp Locamente unif. asintét. estable
fdp, decreciente fdp Globamente unif. asintét. estable

Tabla2.1. Resumen del teorema basico de Lyapunov.

El teorema anterior da condiciones suficientes para la estabilidad en @ origen del sstema. El
problema que se plantea en la aplicacion dd teorema es la fata de una metodologia clara para
la busqueda de la funcion de Lyapunov V, aunque se sudle empezar la blsgueda con
funciones cuadréticas. Estas condiciones son necesarias, debido a que no se garantiza

unicidad en la determinacion de dicha funcion.

Indicar que aunque hablamos de sisteas continuos, todas las definicionesy € teoremason

aplicables asistemas discretos. La Unica diferenciaes que 7 se sustituye por

DV (x(k)) =V (x(k +1)) - V' (x(k))
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Exigte otro método de Lyapunov para estudiar la estabilidad, conocido como & método
indirecto o primer méodo. Dicho método utiliza lalinedizacion ddl Sstema para determinar la
edtabilidad. De aqui en adel ante diremos que un punto de equilibrio es estable cuando € punto
sea uniformemente asintéticamente estable segiin la definicion de Lyapunov. Veamos con més

detalle € proceso de linedizacion, y como ésta se relaciona con la estabilidad.

2.4.2.2 Linealizacion

Para calcular la estabilidad de un punto fijo x, consideremos una pequefia perturbacion y en

torno a dicho punto. Esto es

x=xp+y

S consderamos @ desarrollo de Taylor del campo vectoria en dicho punto fijo, entonces €

sstema queda

x= f(x,)+Df(x,)y+ ordenes superiores (2.5)

donde Df{xp) €s una matriz que contiene las derivadas primeras del campo vectorid f

evaluadas en € punto x,, y se suele denominar matriz Jacobiana.

Parece razonable pensar que € movimiento cerca del punto fijo podria estar caracterizado

por un sstema linedl, dado que y =x y que f{xp) s cero en & punto de equilibrio. La

evolucién tempora de la perturbacion queda como:

y=Df(x,)y

Esto sera vaido sempre y cuando se puedan despreciar |os términos de mayor orden. La

solucién de la ecuacion diferencid ordinaria anterior viene dada de la siguiente manera

Df(xp)

yit) =e """y, (2.6)



Capitulo 2 49

donde exp[Df(x,)] es € operador evolucion para un sstema lined. Llamando 4 a Df{(xp)

(matriz congtante n X n), entonces € operador linea de evolucion tempora se define como:

exp[A] =1+ At + = 427 + 2 43 4 .
2 3

donde I eslamatriz identidad # x n.

La edabilidad asintética dd punto fijo esta determinada por los autovaores del campo
vectorid linedlizado Df{(x) en x,. En particular, se garantiza que € punto es asintdticamente
estable g todas las partes redes de los autovaores de la jacobiana evaluada en  punto de
equilibrio del campo vectorid son negativos. Para demostrar esto es necesario observar que
descomponiendo lamatriz Df en cajas de Jordan [Bronson 1995] aparecen los autovaoresen
ladiagona, y 9 todos tienen sus partes reales negativas entonces las trayectorias perturbadas

(2.6) tienden a cero exponenciamente, o lo que eslo mismo, convergen a punto de equilibrio.

Cuando existe dgun autovaor igud a cero y todos los demés son menores que cero
entonces d dstema lined equivadente es todavia estable, pero @ sstema no lined origina
puede no serlo. En este caso, se dice que € punto de equilibrio es no hiperbdlico. Por €
contrario, 9 todos los autovalores son distintos de cero entonces @ punto de equilibrio
(estable 0 no) es hiperbdlico. En los puntos no hiperbdlicos es necesario acudir a 6rdenes
superiores en d desarrollo de Taylor (2.5) para determinar la estabilidad del sstema no lineal

entorno a punto.

Veamos que ocurre en € caso de un mapa. Al utilizar la gproximacion lined la ecuacion

queda como:

y(k+1)+x,= f(x,)+Df(x,)y(k) +Ordenes superiores

considerando que x, es un punto fijo la anterior expresion queda
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y(k+1)= Df (x,)y(k)+ Ordenes superiores

En este caso, laevolucion de sstema depende de la acumulacion de lamatriz jacobiana Df
M(xp). S planteamos la descomposicion de Jordan de la Jacobiana obtenemos productos -
ésmos de los autovalores. S son todos menores que uno entonces € sistema converge a
punto fijo. El punto fijo es hiperbdlico cuando todos los autovaores en vaor absoluto son
digtintos de uno [Robinson 1995]. Hay que acudir a términos de érdenes mayores d primero

para determinar la estabilidad s & punto fijo es no hiperbdlico (dgun autovaor igud a la
unidad).

A continuacion se planteara una clasificacion de los puntos de equilibriof fijos hiperbdlicos.

2.4.3 Puntos fijos hiperbdlicos inestables, estables y de silla

La evolucion de las trayectorias en un entorno de un punto fijo/equilibrio hiperbdlico esti
determinada por la gproximacion lineal, como se judtificd en la seccidn anterior. Este resultado

se expone formamente en € teorema de Hartman- Grobman [Robinson 1995].

Definamos | os diferentes tipos de puntos fijos o equilibrio.

Un punto de equilibrio de un sstema continuo es estable, S todos los autovaores de la
meatriz asociada a la goroximacion lined o jacobiana en @ punto tienen parte red negativa. De
forma similar, 9 todos los autovaores de la jacobiana en médulo son menores que la unidad

entonces € punto fijo hiperbdlico de un sstema discreto es estable.

Un punto de un campo vectorid es un nodo inestable o inestable, s todos los autovalores
de la jacobiana tienen parte red podgtiva. De forma samilar, 9 todos los autovaores de la
jacobiana en modulo son mayores que la unidad entonces € punto fijo hiperbdlico de un mapa

esinestable.
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Por Ultimo, s d menos uno de los autovaores del campo vectorid linealizado es menor que
ceroy S lapartereal de d menos otro autovalor es positiva, entonces se dice que € punto de
equilibrio esde silla. En € caso de un mapa esta condicion se trandforma en s existe d menos
un autovaor de modulo mayor que uno y otro menor que la unidad. Es importante indicar que
cuando d punto fijo/equilibrio es de dlla se le pueden asociar dos variedades denominadas

estable e inestable. Veamos con més detdle esta cuestion en la siguiente seccion.

2.4.3.1 Variedad Estable e Inestable del punto fijo/equilibrio de silla

El egpacio fasico se puede descomponer en tres subespacios generados por los
autovectores generaizados de la jacobiana evaluada en d punto fijo/equilibrio asociados alos

diferentes autovaores:

E® es @ subespacio que tiene como base los autovectores generalizados de Df (x) con
Re(l {)<0 paraun campo vectorid o || j|<1 paraun mapa.

E° es @ subespacio que tiene como base los autovectores generalizados de Df (x) con

Re(l ;)=0 paraun campo vectorid o || j|=1 paraun mapa.

E" es d subespacio que tiene como base los autovectores generdizados de Df (x) con

Re(l |)>0 para un campo vectorid o || {|>1 para un mapa

E® es denominado € espacio estable de dimension ns E° esd espacio critico de dimension
ne, y E" es @ espacio inestable de dimension n,. S la dimensiéon € espacio fasico es n,
entonces resulta que n=n,+nstn. En @ caso de un punto hiperbdlico n. es cero. Para un
punto fijo o equilibrio de slla hiperbdlico se puede definir las variedades estable W°(x;) e
inestable 7(xp). En @ caso de un mapa

WS(xp):{x:fk(x)® x,,k® +¥}
W () ={x ()@ x, k® - ¥
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Dichas subvariedades 7°(x,) y W (xp) tienen una caracteristica muy importante en torno
a punto fijo/equilibrio y es que son tangentes a los subespacios E£°y EY respectivamente
correspondientes a dicho punto fijo [Irwin 1980]. Este resultado inspira como cacular
numéricamente estas variedades para un mapa. Para cacular los puntos de 7(x;,) se parte de
puntos suficientemente cercanos ax, Stuados en & autoespacio £ y e itera hacia ddante. De
igud manera se cdcula ° (x,) pero con & mapa inverso [Alligood 1996]. Es importante
indicar que por la manera en que se definen las variedades, son invariantes, ya que unos
puntos se relacionan con otros sSmplemente iterando en tiempo. En la Sguiente figura podemos

observar |as variedades correspondientes a un punto de silla

Kx,)

X
ke

Wu(x p)

Figura 2.1. Dibujo de las variedades estable e inestable de un punto fijo de silla x, con dimension de

espacio fasico igual ados.

En esta seccidn se han revisado los diferentes tipos de puntos fijos/equilibrio hiperbdlicos.
Cabe preguntarse qué ocurre s éstos no son hiperbdlicos. En este caso, la estabilidad local no
e puede garantizar mediante d méodo de linedizacion. Es necesario utilizar términos de
Ordenes superiores d primero en € desarrollo de Taylor del mapalcampo vectoria, debido a
gue & sstema degja de ser equivaente desde d punto de vista dinamico d sstema linedizado.
Por dlo, se hace preciso un estudio mas complgo de la dindmica en € entorno de un punto
fijo o de equilibrio no hiperbdlico. Veamos con més detdle la equivaencia de Sstemas

dindmicos o equivaencia topoldgica.

2.5 Equivalencia de sistemas dinamicos

La idea es plantear que relacion debe exidir entre dos sSstemas para que tengan un

comportamiento dinamico Smilar. La poscion reaiva de los conjuntos invariantes y la forma
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de las regiones de atraccion deben también ser Smilares en Sstemas equivaentes. Definamos

esa eguiiva encia denominada equival encia topol 6gica desde un punto de vista mateméti co.
Definicion 2.5. Se dice que dos sistemas dindmicos g Y /' son topol gicamente equivaentes o
conjugados S hay un homomorfismo £ (funcidn invertible y continua con inversa continua) que
pase dd sstemag d f preservando ladireccion en € tiempo.

Desde d punto de vista matemético, topol dgicamente equivaente implicaques x e y son

las variables del espacio fésico de cada Sistema, entonces exigte la funcidn invertible 4 tal que
y=h(x).

Estoes

g(h(x)) = h(f(x))

Podemos poner también la anterior relacion como:

f=h"ogoh=h"(g(h(x)) (2.7)

La relacion entre la Jacobiana en un punto fijo xo de /'y su correspondiente punto fijo
vo=h(xo) de g es:

Df (x,) = Dh_l(xo)Dg(yo)Dh(xo)
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Por lo tanto, los polinomios caracteristicos de Df{(xo) y Dg(yo) coinciden. De forma similar

se puede demostrar que las drbitas periddicas tienen la misma estabilidad [Alligood 1996].

Veamos un gemplo de equivaencia en € sstema dinamico de red neurond recurrente, la

eguivalencia topoldgica de lared neurond de Williams-Zipser y lared discreta de Hopfield.

Ejemplo:

Congderemos que lafuncion 1 es @ mapa de lared de Hopfield, que describe la evolucion
tempora de las activaciones de las neuronas, y g € mapa de la red de Williams-Zipser, que
describe la evolucion tempora de las sdidas de las neuronas. Veamos las funciones 'y g,

ademés de latransformacion 4 :

f(X) =WTanh(X)
g(Y) =Tanh(WY)
Y =h(X)=WX

donde W eslamatriz de pesosy W* suinversa, sendo W no singular.

Lardacion (2.7) se cumple, como podemos observar a continuacion:

f=htogoh=h*(gh(x))=WTanh(WW *X)=WTanh(X)

La equivdencia topolégica puede darse locdmente Dos Sstemas son locamente
equiva entes topol dgicamente cerca de un punto fijo/equilibrio s cumple la condicidn (2.7) en

un entorno de dicho punto fijo/equilibrio.

2.6 Teoria de Bifurcaciones

Hasta ahora € problema era caracterizar las dinamicas cerca de los puntos de
equilibrioffijos. Ahora se estudian los cambios en los parametros que hacen que d sstema

pase de una situacion (una clase topol 6gicamente equivaente) a otra distinta. La aparicion de
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un sstema no topol Ggicamente equivaente bgo variaciones de los pardmetros se denomina
bifurcacion. Estas se representan gréficamente mediante los denominados diagramas de
bifurcacion, que son curvas de las coordenadas de los puntos fijos frente a los parametros.
Sus vaores estan en torno a la situacion en donde & sistema deja de ser topol 6gicamente
equivaente [Kuznetsov 1998]. El gemplo més sencillo de bifurcacidn es cuando un punto
fijolequilibrio dga de ser hiperbdlico. Dentro de las bifurcaciones se pueden digtinguir entre
localesy globales. Las primeras se denominan también bifurcaciones de puntos de equilibrio o
puntos fijos cuando hacen referencia a entornos de puntos fijos o de equilibrio y bifurcaciones
de ciclo cuando hacen referencia a ciclos en Sstemas discretos o ciclos limites en sstemas
continuos. Las bifurcaciones locales no se caracterizan tan sdlo por € comportamiento en los
puntos fijos/equilibrio sno por la estabilidad en pequefios entornos cerca de dichos puntos.
Las hifurcaciones globaes son las que no se pueden andlizar Unicamente mirando |os entornos
de los puntos fijos 0 ciclos. Un gemplo de esto puede ser  cambio de aspecto de
variedades estables 0 inestables asociadas a diferentes puntos de slla. En este capitulo nos

centraremos en |las bifurcaciones locaes de puntos fijo o de equilibrio.

2.6.1 Bifurcaciones asociadas a puntos fijos no hiperbdlicos

Se digtinguen diferentes tipos de bifurcaciones en funcidn de los vaores criticos de los

autovalores de |la Jacobiana evaluada en |os puntos de equilibrio.

La idea generd es plantear una forma norma asociada a cada bifurcacion. Dicha forma
norma es un mapalcampo vectorid que satisface la misma condicion de bifurcacion del
mapalcampo vectorid origind y que es locamente topol Ggicamente equivdented mismoen €

punto fijo/equilibrio donde se produce la bifurcacion.

Sistema continuo

Bgo la accion del cambio de un pardmetro € autovaor asociado a la gproximacion lined
en un punto de equilibrio puede dcanzar d ge imaginario por la recta red o bien que una
pargia de autovaores compleos conjugados toquen @ ge imaginario en *iw,. ESto origina

dos tipos de bifurcaciones:
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Tipo de dlla-nodo (o tangente): Es la bifurcacion asociada con la gparicion de un

autovalor igud acero (I =0).

Tipo Hopf (o Andronov-Hopf): Es la bifurcacion asociada con la presencia de dos

autovalores conjugados con parte rea nula, esto esl ; ,=xiw,, wy>0.

La bifurcacion slla-nodo es posible s 73 1, Sendo » € nimero de variables de estado, en

cambio en la bifurcacion tipo Hopf es necesario que 3 2.

Sistema discreto

En este caso existen tres posibilidades criticas donde la dinamica no se puede determinar

mediante |a gproximacion linedl. Estas son:

Tipo de dlla-nodo (o tangente): Es k bifurcacion asociada con la aparicion de un
autovaor igud a uno (I =1). Esta bifurcacion se denominatambién punto limite o punto

devudta

Tipo duplicacion de periodo o periodo doble: Es la bifurcacion que aparece cuando

autovaor dd punto fijo esigud amenosuno (I =-1).

Tipo Neimark-Sacker (0 Torus): Es la bifurcacion asociada con la presencia de dos

autoval ores conjugados de modulo igua alaunidad, esto es, | 1 ,=¢™9, 0<qg<p.

Al igud que en d caso dd sistema continuo, las bifurcaciones c tipo de slla-nodo y
periodo doble son posibles cuando #2 1, en cambio parala Neimark- Sacker es necesario que

ns 2.

S observamos la anterior lista de bifurcaciones, en d sstema discreto discriminamos la
bifurcacion en donde € autovalor es —1 de aquella en donde es 1, a pesar de tener € mismo
vaor absoluto. Esas Situaciones no son topol gicamente equivaentes. ESto es asi, ya que no

son semgantes desde un punto de vista dinamico. Aungue en ambos casos las trayectorias
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tienden a acercarse d punto fijo, en @ primer caso |o hacen sdlo por un lado, y en d segundo

por |os dos lados smulténeamente.

La herramienta para € estudio y clasificacion de las bifurcaciones es la forma normd. La
forma normd congste en una expresion lo méas smple posble (polindmica) que captura la
Stuacion de labifurcacion en @ punto fasico origen y parael cero del parametro. Existen otros
parametros que indican la subclase de la bifurcacion. Un sstema sera locamente equivaente a
la forma norma y, por tanto, experimentara la misma bifurcacion, S cumple cietas
condiciones de dos tipos diferentes. Las condiciones de no degeneracion se aseguran de la
equivdlencia de ssema a la forma normd. Las condiciones de transversalidad srven para
verificar que la variacion del sstema respecto a parametro no vaa ser demasiado particular y

exigad mismo tipo de fendmeno que ilugtralaforma normd.

Las condiciones de no degeneracion se pueden expresar en términos de las derivadas
parciaes de f con respecto a x evaluadas en d punto fijo/equilibrio y con parametros cero
(justo en la bifurcacion). Por otra parte, las condiciones de transversdidad estan relacionadas

con las derivadas de / con respecto alos parametros dd sistema.

Para observar e comportamiento dinamico e torno a las anteriores bifurcaciones, y €
mapalcampo vectorid equivaente, se hara una revison de dichas bifurcaciones en una sola

dimension, y se generdizaran agunos resultados para varias dimensones.

2.6.1.1 Bifurcacion tipo de silla-nodo en una dimension

En primer lugar, se determinarédn las bifurcaciones para un sstema discreto y a continuacion

Se extenderan |os argumentos para un sistema continuo.

El sstema discreto con € que vamos atrabgar ese sguiente:

¥=f(xa), x,xI AalA (2.8)
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donde x y x representan € estado en laiteracion k+1y k, respectivamente, y 1 € parametro

dd ssema

Por smplicidad, se va a estudiar un sistema con un solo pardmetro y estado. En € caso de
tener més estados se pueden generdizar los comportamientos dinamicos de la forma norma
como e vera en la seccion 2.6.2. S @ dstema tiene més de un parametro se consderara la
condicion critica en los autovaores definida por una ecuacion de ligadura en los parametros.
El nimero de ecuaciones de ligadura define lo que se denomina nimero de codimension de la

bifurcacion.

Andicemos la forma norma asociada a la bifurcacion silla-nodo. Edta tiene la Siguiente

forma

Y=a+x+cx?, xxI Aal A

En este caso d vaor ¢ que hemaos definido en la anterior ecuacion [o consideramos como
positivo 0 negativo, y como veremos posteriormente, su vaor va a depender del sstema,
aunque desde d punto de vigta de la dindmica lo més sgnificativo es su sgno. Comencemaos

suponiendo que ¢ es positivo.

=1
=
=

a<0 a=0 a>0

Figura2.2. Bifurcacion de silla-nodo para ¢>0.

El comportamiento dd sstema cerca de x=0 para pequefios vaores de f| se puede

observar en la figura 2.2. Para a<0 existen dos puntos fijos en @ sstema x,, =++/- a , d
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punto fijo de laizquierda es estable, en cambio € de la derecha es inestable. Paraa >0 no hay
puntos fijos en d ssema Mientras a cruza & cero desde vaores negativos a postivos los
dos puntos fijos (estable e inestable) se unen para a=0 y desaparecen para a>0. Podemos

representar la curva denaminada diagrama de bifurcacion (representacion de los puntos fijos

respecto a pardmetro).

X X
a+x2=0 a-x2=0

1

1 X X1:

‘;\l\

| 1
1 1
[} 1
I [}
1 I
1 i
1

I 1
I I
1 I
X2 X!

(@) (b)

Figura2.3. Dibujo delabifurcacion @) ¢>0 b) ¢<0.

Como vemos, en @ caso de que ¢ sea positivo lo que ocurre es que d cambiar a de
negativo a positivo, d sstema pasa de tener dos puntos fijos (estable e inestable) a no tener
ninguno. Cuando ¢ es negativo ocurre lo contrario, como se observa en la figura2.3. Indicar
que cuando a es cero se produce en si la bifurcacion de silla-nodo, es decir, @ punto fijo cero

no es hiperbdlico (su autovaor esigud ala unidad).

Formdicemos esto mediante un teorema que nos da la forma norma asociada a la

bifurcacion de sllla-nodo [Arnold 1983] y las condiciones para que se produzca.

Teorema 2.1. Dado €& ddema discreto unidimensond (2.8), con f{x,u) suave
(suficientemente diferenciable), y teniendo un punto fijo en xo,=0 para un vaor del parametro
a=0, con autovaor | =£,(0,0)=1. S se cumplen las Sguientes condiciones:

)/(0,0)t 0

i)/2(0,0)1 0
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Entonces existen transformaciones suaves e invertibles en los parametros y las varigbles de

estado que nosllevan d mapa:

R=b +h +sh?

donde € signo del término cuadrético viene definido como:

s =signo(f ., (0,0))

Hay que indicar que la condicion i) es una condicion de no degeneracion, y laii) es una

condicion de transversaidad.

Larelacion entre d parametro b delaformanorma y € parametro a del mapa viene dada

de la siguiente forma (véase gpéndice B).

b@)=

/..(00)|£, (0.0)a +0@")

Existe un teorema andogo parad sstema continuo.

Para @ caso de los mapas/campos vectoriaes smétricos existe n punto fijo/de equilibrio
en d origen y no se cumple la condicion de no degeneracion i) anterior. En este caso laforma
norma correspondiente es otra y la bifurcacion se denomina tipo Pitchfork. Andizaremos a

find de lasguiente seccion dichaformanormd.

2.6.1.2 Bifurcacioén tipo periodo doble en una dimensién

Andicemos laforma norma asociada a esta bifurcacion.

¥=-@Q+a)x+cx’=g(x,a)° g, (x) (2.9)
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Para explicar las caracteridticas de esta bifurcacion consideremos, de momento, € sistema

dado por la segundaiteracion del mapaanterior. S y=ga,(x), entonces

gl =g, (y)=-@+a)y+ey’
=-(+a)(- @+a)x+cx) +c(- (L+a)x +cx)® (2.10)
= (1+a)%x- [1+a)(2+ 22 +a?)l® + 0(x°)

El mapa g.@ tiene un punto fijo en d origen. También tiene otros dos puntos fijos cuando

a>09 ¢>006a<09 ¢<0. Edos puntos fijos cumplen:
X12 = g;2) (x1,)

donde x,, = i(Ja_ +0(a)). Estos dos puntos son estables y congtituyen un ciclo de

periodo dos parad mapaorigind g,. ESto sgnificaque
‘x2 :ga (‘xl)l xl = ga (.X2)

con xt x,. Esimportante indicar que x, es punto fijo dd mapaorigind y no corresponde a

un ciclo dos. Veamos la representacion de los puntos fijos ddl mapa g.@ frente d pardmetro

del sgema.
X X
=0.@
X=0a'9(X) X X=0a@(x)
—~— :.Xl |
I~ o |
i > .
i S I
I N\ a ! a
, 1
| ]
| J I
1 P2 I
R l
- |
1 Xy 1 X5

@ (b)

Figura 2.4. Dibujo de la bifurcacién del mapa de la iteracion segunda @) ¢<0 b) ¢>0 (trazo discontinuo

ciclo/punto fijo inestable, trazo continuo ciclo/punto fijo estable).
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En primer lugar, se puede observar que d dibujo de la bifurcacion tiene una forma
parabdlica en torno a parametro cero. Por otro lado, en la anterior figura s distinguen dos
casos a medida que cambiamos € signo de a. En € primero, cuando ¢ es negativo, un punto
fijo etable y ciclo dos inestable se convierten en un Unico punto fijo estable. En € segundo,
cuando ¢ es podgitivo, un punto fijo inestable se convierte en un punto fijo y en un ciclo dos

estables.

=
=N
=N

/',, ga(12) () P . g(z) ) /,. ga(lzJ (x)
> a e
X2 ,/)

a<o a=0 a>Q
Figura 2.5. Mapa de la segunda iteracién (2.9) cerca de la bifurcacion de periodo doble. Para €l caso ¢>0
figura 2.4 (b), el punto fijo eslainterseccién delacurva géz) (x) conlarecta X =x.Deun punto fijoen

el origen se pasa atener dos mas, cambiando la estabilidad del origen.

Formaicemos la rlacidn entre la forma norma asociada a la bifurcacion denominada de

duplicacion de periodo [Arnold 1994] y  mapaf.

Teorema 2.2. S se supone € sstema (2.8) con f suave, con un punto fijo x,=0 para e

pardmetro a =0 y ademéas se verifical =£,(0,0)=-1. S se cumple:

L1 2, 1 .
) S (00)"+2 /. (00)* O

i) £, (00t 0
Entonces hay un cambio suave e invertible de coordenadas que llevad mapasiguiente

R=-@1+a) +ch?®
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donde & signo ¢ esta determinado por

= signo (£ (00)° += £...(00)
ed 6 2
En este caso lacondicion i) es de no degeneracion y laiii) es de transversadidad.

Bifurcacion Pitchfork

El mapa de segundo orden (2.10) coincide con la forma norma que carecteriza a la

bifurcacién tipo Pitchfork. Esto es:.

R =@+a)h +ch®

donde ¢ corresponde a

¢ =signo(f,,, (0,0))

Cuando ¢ es negativo, un punto fijo estable (6 origen) se convierte en un punto fijo
inestable (el origen) y un dos puntos fijos smétricos estables. Por @ contrario, cuando ¢ es
positivo, un punto fijo estable (6 origen) y dos puntos fijos Smétricos inestables se convierten
en un Unico punto fijo inestable (€l origen).

En resumen podemos observar |as bifurcaciones anteriores en la Sguiente tabla.
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Bifurcacién FormaNormal Signo dec a<0 a>0

2 ptos. fijos
c>0 Ningan punto fijo
2 (Estable e Inestable)
Silla-Nodo A=a+h+ch

2 ptos. fijos
c<0 Ningtn punto fijo
(Estable e Inestable)

Pto. fijo Inestable

c>0 Pto. fijo Estable

Periodo 3 Ciclo dos Estable
h=-@+a)h+ch

Doble Pto. fijo Estable

c<0 Pto. fijo Inestable

Ciclo dos Inestable
3 Ptos. fijos
c>0 Pto. fijo Inestable

‘ 3 (Estable,2 Inestables)
Pitchfork R =@+a)h+ch

3 Ptos. fijos
c<0 Pto. fijo Estable
(2 Estables, Inestable)

Tabla2.2. Resumen de las bifurcaciones.

2.6.1.3 Bifurcaciones tipo Neimark-Sacker y Hopf

Las bifurcaciones Neimark-Sacker y Hopf se caracterizan porque un par de autovalores
complgos conjugados de un punto de equilibrio/fijo atraviesan d geimaginarioy d circulo
unidad, en un ssema continuo (Hopf) y en un sgema discreto (Neimark- Sacker)

respectivamente.

En este caso, a diferencia de |as anteriores bifurcaciones, es necesario que d sstematenga

un espacio fasico de d menos dimensidn dos.

Bifurcacion Neimark-Sacker

En primer lugar vamos a tratar la bifurcacion discreta Neimark- Sacker, més adelante se
completard € desarrollo para la bifurcacion continua tipo Hopf. La forma norma de la

bifurcacion Neimark-Sacker es:

a,

g:(“a)a@osq -senq(:jeec19+(x12+x22 osq - senqéee - b 9
&5 e seng

q cosq %ng cosq gb 4 %xzf;a (2.12)

=1

2
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donde a es d parametro;g=q(a), a=a(a) y b=b(a) son funciones suaves, y 0<q(0)<p,
a(0)L 0.

Egte sgema tiene un punto fijo x;=x,=0 paratodo valor de a. Lamatriz Jacobianaen ese

punto es:

senqo

A= (1+a)
gsenq cosq g

La matriz tiene de autovalores | ; =(1+a)e™9. Para valores pequefios de a, € cero no es
autovaor y por tanto la forma normal (2.11) serd invertible. Como se puede obsarvar, €
punto fijo del origen es no hiperbdlico para a=0 debido a que € par de autovaores
complgos conjugados estan Stuados sobre d circulo unidad del plano complgo en €

agumento (.

Para reducir lacomplgidad del desarrollo, crearemos una variable complga para e estado

. ) 2 _ . . 3
z=x,+ix,, Z=x,-1ix,, |4 =zZ=x] +x], e introduciremos un nuevo parametro

complgo d(a) =a +ib . El 9stema queda como:
Z=ez(+a +d |z|P)=lz+cz|z| (2.12)

donde | =I (a)=(1+a)c'"® y c¢=c(a)=e'"®d(a) son funciones complgas dependientes dd

pardmetro a.

Usando la representacion en coordenadas polares z=r ¢, con r =|z|, se obtiene una

expresion parala coordenadar independiente dej
F=rfi+a +d@)r?|

ademés
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/2

Oi.

2a(@) , , @I .
l1+a @+ay

|1+a +d@)r 2| = (1+a)§+

& -

=1+a +a(@)r*+0(r°?)
Basdndonos en o anterior podemos determinar laformapolar del sstema (2.12):

erhra o o0 -
7=j +a@)+r0,(r)

donde Ry Q, son funcionessuavesder ya.

La primera de las ecuaciones (2.13) define un sstema dinamico unidimensiond que tiene un
punto fijoen r =0 paratodoslos valoresde a. El punto esestables a <0; paraa >0 d punto
se convierte en linealmente inestable. Para a =0 hay que usar términos superiores d lined. Se
supone que domina € término cuadrético d resto en las cercanias de r =0; la estabilidad del
punto fijo para a =0 esta determinada por € signo de a(0). Suponiendo que a(0)<0 € origen
es no linedmente estable (entendiendo por no linedmente que no tiende de manera
exponencid d punto fijo) estable para a =0. El mapar de (2.13) tiene un punto fijo adiciond
estable para a>0. La expresén de dicho punto fijo se puede determinar utilizando €
desarrollo de Taylor der de (2.13).

ro<a>:1/- %W(a)

En este caso € mapa para la coordenada j de (2.13) describe una rotacion cuyo angulo
dependede r y a goroximadamente igud a g (a). Por superposicion de los mapas definidos
por (2.13), se obtiene € diagrama de bifurcacion para d sstema de dos dimensiones origina
(2.11), como == puede ver en la figura 2.6. En dicha figura 2.6 se observa como € origen
cambia de edtabilidad y aparece una curva invariante cerrada estable correspondiente &

segundo punto fijor .
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De forma andoga se puede andizar € caso de que a(0)>0. El sstema experimenta la
bifurcacion Neimark-Sacker para a=0. Contrariamente a lo consderado anteriormente,
exige una curva invariante cerrada inestable que desaparece cuando a pasa por cero, de

vaores negativos a positivos, como seve en lafigura2.7.

a<0 a>0

Figura 2.6. Bifurcacién Neimark-Sacker supercritica (a(0)<0).

a<0 a=0 a>0

Figura2.7. Bifurcacion Neimark-Sacker subcritica (a(0)>0).

Cuando se produce la Stuacion de la figura 2.6 la bifurcacion se denomina bifurcacion

supercritica. En la Stuacion de lafigura 2.7 la bifurcacion se denomina subcritica
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La estructura de las orbitas de (2.13) sobre d circulo invariante depende de que larelacion
entre & angulo de rotacion Dj =qg(a)+r°0a(r) y 2p searaciond o irraciond. Si esraciond,

todas las Orbitas sobre la curva son periodicas. Esto es, S

b -
2

Q|

con py g enteros, todos los puntos sobre la curva son ciclos de periodo ¢ del mapa p-
iterado. S @ cociente es irraciond, no existen orbitas periddicas y todas las orbitas son

densas en € circulo. En este caso se suelen denominar Orbitas cuas periodicas.

Podemos plantear qué ocurre s se le afiaden términos de orden superior a mapa (2.11).

Por gemplo, consderemos € sguiente ssema

0 a80sq - senq geex, 0
:-(1+a) e =
.5 fseng  cosq i, 5

0sq - senqéee - bleex, O
SR A e (D

q cosq X2 @

‘”maiz

(2.14)

donde e término O(||x||") depende de forma suave de a. El sstema (2.14) no es
topolégicamente equivdente d (2.11). Los términos de mayor orden afectan d
comportamiento de la bifurcacion dd sstema. S se reescribe (2.14) en forma polar, € mapa
de r dependera de j . El sstema se puede representar de forma similar a (2.13) pero con
funciones R y Q 2p-periddicas. A pesar de que los sistemas (2.11) y (2.14) no sean

topol gicamente equivaentes i que tienen en comln la curvainvariante cerrada

Los términos O(||x||*) no afectan ala bifurcacion de la curva cerradainvariante (2.14). Esto
€S, una curva unica localmente invariante se bifurca desde € origen con la misma direccion

[Kuznetsov 1998] y estabilidad que & sstema (2.11).
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Td y como se ha vigto en las bifurcaciones anteriores existe un teorema que relaciona €

anterior sstema (2.14) con € sistema discreto (2.8) cuando se produce la bifurcacion dada.

Enunciemos ahora € teorema de la forma norma correspondiente a la bifurcacion

Neimark- Sacker [Sacker 1965].
Teorema 2.3. Supongamos que € siguiente sstema discreto de dos dimensiones
¥=f(x,a),x1 A% al A?

con f suave, tiene para todo |a| lo suficientemente pequefio, € punto fijo x=0 con

autovalores:
|, =r@)e™ @ (2.15)

donde r(0)=1, j (0)=ap,
Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

(C.1) r€0) 0

(C.2) e*™0 11 para k =123,4

Entonces, hay una transformacién invertible de coordenadas y pardmetros que transforman

d dgemaen

a, 0 asosq (b) - senq(b)e, 6
==(1+b T L

&5 " P enqb) cosa(b) E.h

+(ylz+ z)gﬁOSQ(b) - senq(b)cee(b) - b(b)dee, O

: : =+ 0 4
V2 Rsenq(b) cosq(b) b(b) a(b) sy, 5 CUr )
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con g(0) =q, y a(0) = Real(e" ¢, (0)) donde c;1(0) viene dado por la expresion:

(0 = £208.00-2m) 5,0] | [g2O"_, 220
2m(m -9 @-m) 2Am-m) 2

donde my=¢'“, y los términos g;;(0) vienen dados por un desarrollo de Taylor que detallamos

a continuacion.

Al hacer  cambio de variables z=x;+ix, en € Sstema (2.8) obtenemaos un mapa complgo

gue podemos separar en parte lineal y no lined. Esto es.
z=1(b)z +g(z,z,b) (2.16)

donde | (b) coincide con la expresion (2.15). Desarrollando g en serie de Taylor respecto a

(z,2) (no contiene términos linedes).

g(z,z,b)= § ig,d(b)zkzl,con k,1=01,... (2.17)
o K

Los gij(0) de laférmula anterior coinciden con los coeficientes correspondientes de Taylor

evauadosen b=0.
Se puede ver parte de la demostracion de este teorema en @ apéndice C, aunque la idea

bésicaesir transformando € sstema (2.16) mediante dos cambios de variables sucesvosen

laformanormd (2.14) cuya expresién en variable complgaes
W=etwl+b+d(b)[w]?) +o(n]")

donde d(b)=¢e"¢,(b) yw=y1 + iy,
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Edte teorema indica que s se dan las condiciones (C.1) y (C.2) entonces en funcion del
signo de a(0) sucede & fendbmeno visto en lafigura 2.6 (S es negativo) o € delafigura2.7 (s
es pogitivo). Obviamente habra que exigir que a(0) sea diferente de cero. La condicion (C.1)
corresponde a una condicion de transversdidad y la (C.2) a una de no degeneracion. Esta
ultima da pie a un tipo de bifurcacion nueva en donde se impone una condicion mas sobre los

pardmetras, y por tanto, tiene unaformanormal digtinta bastante mas complga de andizar.

Hay que indicar que estos resultados son generdizables a caso de que d punto fijo no esté
Stuado en € origen, la Unica variacion es que € desarrallo (2.17) se redliza en torno a dicho
punto fijo. También, esto se puede generdizar a cuando € sstema tiene varios parametros.
Entonces debemos hacer una transformacion de |os pardmetros, pasando a un solo parametro
cgpaz de atravesar la bifurcacion d ser variado. Obviamente esto implicara que agunos

parametros originaes sean constantes 0 que tengan ciertas relaciones funcionaes entre elos.

Bifurcacion Hopf

En cuanto d sstema continuo (bifurcacion tipo Hopf) ocurre un fendmeno amilar, la

diferencia es que las condiciones respecto alos autovaores son algo diferentes:

|,,@)=ma)* ima) (2.18)

En este caso las condiciones (C.1) y (C.2) en € caso de la bifurcacion Hopf quedan como:

(B.1) 7,(0) * O donde /; se denomina primer coeficiente de Lyapunov
(B.2) m¢k0)t O

En este caso € pape dd coeficiente ¢;(0) para determinar |a direccion de transicion de la

bifurcacion lo hace 73(0) que viene definido de la Siguiente manera:

1,(0) = 21

Wo

Re al(ig,,(0)g,,(0) + wyg,,(0))
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donde w,=w(0) coincide con la ecuacion (2.18) evauadaen cero y g;;(0) son los coeficientes
dd desarrallo de Taylor (2.17) correspondiente a nuevo campo vectorid complgo creado

mediante & cambio de variablez=x1+i x».

Por tanto, para € dstema continuo 9 se cumplen las condiciones (B.1), (B.2) y 9 €
coeficiente /;1(0) es negativo, entonces, a medida que a pasa de un vaor negativo a uno
positivo gparece un ciclo limite estable (curva cerrada, continua e invariante). Por € contrario,

S es positivo desgparece un ciclo limite inestable.

Hagta ahora se han determinado las bifurcaciones en una dimenson o a lo sumo dos.
Veamos a continuacion la generdizacion para varias dimensiones, para €lo es necesario

acudir alateoriadelavariedad centrd.

2.6.2 Teorema de variedad central

En las secciones previas se ha estudiado las bifurcaciones de equilibrio y puntos fijos en
sistemas dindmicos de una'y dos dimensiones, en esta seccidn e tratardn taes bifurcaciones
para sstemas n-dimendondes. Se vera que d sisema de n dimensones exhibe la
correspondiente bifurcacion sobre una variedad invariante, denominada variedad centrd,
mientras & comportamiento fuera de dicha variedad es “trivid”, por gemplo,

exponencid mente aractivo.

Vamos a desarrollar estas ideas tanto en € dstema continuo como en & discreto.

Empecemaos con d sistema continuo.

Se consgdera un sstema continuo cuya dinamica se define por

x=f(x),xT A" (2.19)

donde /" es una funcion lo suficientemente suave 'y f (0)=0. Los autovaores en d punto de

equilibrioson 14, | 5 ..., | n. Supongamos que € punto de equilibrio es no hiperbdlico, es

decir, hay autovalores con parte rea igua a cero. Sea n, € nimero de autovalores con
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Re(l )>0 (contando la multiplicided), n. € nUmero de autovaores con Re(l )=0, también
denominados criticos, y n, € nimero de autovalores con Re(l )<0. Denominamos E° €
autoespacio asociado alos autoval ores criticos, es decir, € subespacio vectorial generado por
los autovectores asociados a estos autovalores. Con estas definiciones podemaos enunciar €

teorema de la variedad central [Carr 1981] y [Vanderbauwhede 1989].

Teorema 2.4. Exise una vaiedad invariante suave W.(0) (variedad central) definida
locamente de dimension n. de (2.19) que es tangente a E® en x=0.

Es importante indicar que los puntos cercanos a punto de equilibrio y que permanecen en
su entorno para (® ¥, 6 (® -¥, tienden a la variedad centrd. Para que se cumpla que la
trayectoria converja ad punto de equilibrio por la variedad centra se tiene que verificar que

n,=0.

Descompongamos & sistema (2.19) en dos conjuntos de varigbles u y v. Los conjuntos de
vaiables u y v corresponden a la proyeccion de x sobre € autoespacio generado por los

autovectores criticos y no criticos respectivamente.

=Bu+ g(u,v)

v=Cv+ h(u,v) (220)

donde u1 A" ,vi A™*" B esunamatriz ncX n. con todos los n. autovalores en d ge
imaginario, mientras C es una matriz (n,+ns) X (n,+ng con autovaores que no etan en e ge
imaginario. Las funciones gy / tienen un desarrollo de Taylor con términos cuadréticos o
superiores. Esta ecuacion es una descomposicion de sistema (2.19) en @ espacio de los
autovalores criticos y € espacio formado por |os autovectores no criticos. La variedad central
W ddl sstema (2.20) puede ser locamente representada como una gréfica de una funcion

SUave:

W, = {(u, v) V= V(u)} (2.21)

loc
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donde V:A™ ® A™*, y debido que W es tangente d punto de equilibrio
V()=O(|[ul).

Figura 2.8. a) Variedad central en el espacio fasico tangente al autovector critico en el punto de equilibrio

b) Variedad central con gjes correspondientes al conjunto devariablesu y v.

Basandonos en la expresion de la variedad central (2.21) se puede demodtrar, cerca del

origen, que (2.20) es loca mente topol égicamente equivaente a Sstema:

u=Bu+guV(u)

v=Cv

Este es @ denominado principio de reduccion, es decir, |a trayectoria de las orbitas en
torno d punto de equilibrio s2 descompone en un movimiento en la variedad centrd
superpuesto por otro lined ded autoespacio complementario. La dinamica en la primera
ecuacion es laredtriccion del sstema origing a la variedad centra y depende de los términos
no linedes. La segunda es lined y no critica (soluciones exponencidmente crecientes 6
decrecientes). Por tanto, para andizar la dindmica es necesario cacular los autovaores no
criticos con € fin de determinar la estabilidad en € espacio complementario, y por otro lado,
en d autoespacio critico, es necesario acudir d menos a términos cuadréticos, ya que la

gproximacion lined no esvdida

En € caso de un ssema discreto se pueden gplicar las mismas ideas estando los
autovaores criticos en € circulo unidad y obteniéndose @ siguiente mapa en lugar dd campo

vectorid (2.19).
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u =Bu+g(u,Vu))
v =Cv

donde los autovaores delameatriz B estén sobre € circulo unidad y los de C fuera

2.6.2.1 Determinacion de la variedad central

En esta seccion, en primer lugar nos plantearemos como queda la expresion dd mapa o
campo vectoria asociado ala variedad centra en funcion de los digtintos tipos de bifurcacion,
tanto en sistemas continuos como en discretos, para elo acudiremos  a una aproximacion
cuadrética de dicha variedad centrdl. Con d fin de determinar larelacion entre los coeficientes
que gparecen d determinar la forma norma en funcion de mapa o0 campo vectorid genérico
definido por una funcion f se utilizara € método de proyeccion [Kuznetsov 1998] de la
variedad centra gplicado a cada tipo de bifurcacion.

Bésicamente este método consiste en usar los autovectores de la Jacobiana 4 y su
traspuesta A", evaluadas en @ punto fijo y en los parametros de la bifurcacion, para proyectar
el sgema en d espacio critico y su complementario. Este méodo es vdido tanto para

s stemas continuos como discretos.

Suponemos que € sistema tanto continuo como discreto consta de dos partes, unalined y

otra con términos de orden cuadrético. En € caso del sistema continuo,

%= Ax+ F(x),xT A"

donde F(x) = O(|q[") es unafuncién suave.

Bifurcacion de silla-nodo

Comencemos describiendo @ método para  sstema continuo. En este caso, A4 tieneun
autovdor | 1=0, y € correspondiente autoespacio critico £° es unidimensiond. Por otro lado,
definimos los vectores p y ¢ como los autovectoresde A y AT, respectivamente. Por tanto, p

y g cumplen la siguiente ecuacion critica
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Ag=0, g1 A" (2.22.9)

A"p=0 pl A" (2.22.b)

Por otra parte consideramos que p y g estén normalizados de laforma siguiente

(p.g)=1 (2.23)

donde <.,.> smbolizad producto escalar en A",

Podemos descomponer € vector que representa los estados en dos vectores, uno

perteneciente a espacio critico y otro d complementario gracias d sguiente lema.

Lema 2.1. Denotamos E™ como € autoespacio de dimensién n-1 asociado a todos los

autovalores de 4 distintos de 0. Entoncesyl E™ s y sdlo §i:

{p,yy=0 (2.24)

Ladescomposicion es

xX=uqt+y

dondeyl E™, ugl E°, sendo u un escalar.

Teniendo en cuentad anterior lema

S consderamos la evolucidn de las nuevas coordenadas u e y, que corresponden ala

expreson de la reduccion de la variedad central, teniendo en cuenta la condicion de
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ortogonaidad (2.24), de normdizacion (2.23) y las expresiones de los autovectores (2.22.8)

obtenemos:

i =(p,F(ug +y))
y=Ay+F(ug+y)- (p.F(ug+y))q

Podemos hacer |os desarrollos de Taylor de los términos de laizquierda correspondientes a

|as expresiones anteriores.

u :%Suz +u<b,y>+%du3 +...

(2.25)
. 1,
y:Ay +Eau +...
dondes, d, a,y b vienen definidos por
2
S = F
0 (P, F(uq)) B
1‘[3
d =——(p, F(ug))
ﬂl/l u=0
, (2.26)
a= uZ(p,F(uq» - sq
u=0

2

b, =ﬂ—<p,F(uq +))

i=12,...,n
T, u

u=0,y=0

Podemos plantear la expresion de la variedad central, donde se establece la dependencia
(locamente cuadrética) entre lavariableu e y.

v =V(u) :%wzu2 +0(u®)
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donde w,T E™ 1 A", queeslomismoque (p, w,)=0. Sustituyendo e desarrollo anterior

dentro de la segunda ecuacion de (2.25), e igualando los coeficientes de «”° se obtiene la

gguiente rlacion lined.:
Aw, +a=0

El objetivo es determinar w,. Una de las posibles complicaciones es la no invertibilidad de

A, debido a que tiene un autovalor nulo. Para superar esta dificultad, hay que tener en cuenta

que ( p,a> =0. Laredtriccién de la transformacion correspondiente a A en € subespacio £™

esinvertible (4™). Por tanto, podemos determinar w, como
w,=-A4"a
donde w, se obtiene resolviendo € sguiente Sstema de ecuaciones invertible

ed qfe w,0_aal
p’ 0F u 5 &0g
Alternativamente se puede obtener 4™ invirtiendo lamatriz anterior, y diminando la Gltima

filay columna

Utilizando la ecuacion que define la variedad centrd, la primera ecuacion de (2.25) queda

deladguiente manera

i Z%Suz +%(d - 3<b,A’NVa>)u3 (7 (2.27)

Cuando la bifurcacion de silla-nodo no es degenerada, st 0y s0lo es hecesario tener en
cuenta e término de segundo orden. En caso contrario, habria que determinar € término de

tercer orden.
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La anterior expresion se puede relacionar mas directamente con € desarrollo de Taylor del

sstema continuo f. Considerando dicho desarrollo la F queda como
1 1 4
F(x)= EB(x, x) + EC(x,x,x) + O(||x|| )

donde B(x,y) y C(x,y,z) son fundones multilineales. En términos de coordenadas podemos
definirlas como:

g  T%f
B.(x,y) = i .
(x, ) j%:lﬂxjﬂxk Xzox,yk

n 3
C,(x,y,z) = é %

X, yiz
J
Jok =1 Tx ,ﬂxkﬂxl

x=0

donde i=1,2,Y4,n . Entonces & producto escaar <b , y> Se puede expresar como,

(b.y)=a v, =

i=1 ﬂy,ﬂu

u=0,y=0
4 2

_ 4 &g’ _
=a v ca r,F,(ug +y)= =
i=1 ﬂy,ﬂu Em=1 u=0,y=0

g g M2F (ug +
=a y:.a pm—(q y)
i=1 m=1 ﬂyiﬂu

(p.F(ug +y))

u=0,y=0

introduciendo una nueva variable vectorid

X=uq+y

aplicando la regla de la cadena y teniendo en cuenta la definicion de x se obtiene la

sguiente expresiéon
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TF(kx) _ ¢ 1°F(x)
T[yzﬂu Jj= ﬂxjﬂxi qj

I
Qo

entonces

. . &2, 0
1F, (X <
bory=4 v 4 p G4 Tl 2l
i=1 m=1 e‘/::l ﬂxlﬂx/ x=0 7]
d y 3 TF, (X -
S W - QL) |
w= = ge WGIXG |

=8 p,B,(q.y)= {p.B(q.))

m=1

laecuacion (2.27) queda de la sguiente forma

1 1
i=su’ +E@ - 3p.Blg. A" @) + O(") (2.28)
donde

s =(p,B(q.9)).d =(p.C(q.9.9)).a=B(q.,q) - {p.B(q.9))q (2.29)

Indicar que s y d dados por (2.26) tienen la expresion anterior, ya que la derivada segunda
y tercera de F(ug) respecto a u, evauadas en u=0, coinciden con B(q.q) ¥ C(9.9.9),
respectivamente.

En la préctica, [o primero es determinar s. Su signo define la direccion de la bifurcacion, td
y como e vio en la bifurcacion de silla-nodo de un sstema unidimensiond. En caso de ser
s=0, es necesario cdcular € coeficiente que acompafia d término clbico de laexpresién
anterior. Et0 ocurre cuando se trata de un mapa Smétrico y se produce la bifurcacion en €
punto fijo correspondiente d origen (bifurcacion tipo pitchfork), como sucede en @ mapa

correspondiente ala red neurond recurrente que andizaremos en  siguiente capitulo.
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En € caso dd sstema discreto se pueden seguir [0s mismos pasos anteriores y se obtiene

una ecuacion andoga a (2.28).
~ 1 1
7=t 2sut +2(0- Yp. Bl (A B ) +0(")

Siendo a, s y d los pardmetros correspondientes a las ecuaciones (2.29) considerando que

fesunmapa, y E lamatrizidentidad n X n.

Bifurcacion Periodo doble
La deduccion de la ecuacion del mapa correspondiente a la variable 1 en esta bifurcacion
es dmilar aladelabifurcacion tipo silla-nodo. Dicha ecuacion viene dada por:

i =-u+a(0)u? +b(0)u’® +O(Ju") (2.30)

donde

a(0 =%<p,3(q,q)>

b0 =<(p.C(a.0.0))- 5 (p-B@.)) - (pBa.(4- ) B(q.0)

Al ser (2.30) un mapa de una dimensidn se transformara en su correspondiente forma

normal asociada, como se hizo en la seccion que haciareferenciad caso unidimensiond.
X =-X +c(0Ox* +O(x*)

donde
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c(0) =a*(0) + b(0)

El coeficiente ¢(0) de laformanorma permite la prediccidn de la direccion de aparicidn del
ciclo de periodo dos, como se indico con la bifurcacion de periodo doble unidimensiond. Este

coeficiente se puede expresar con lasiguiente formula
1 1 -1
¢ =<(p.Clg.0.9)) - 5 (p.Bla(4- E)Blg,9))

Es importante indicar que hemos utilizado (4-E)™ en lugar de (4-E)"™, debido a que en

estabifurcacion A tiene un autovaor —1, distinto de 1 con lo que (4-E)™ esinvertible,

Bifurcaciones Neimark-Sacker y Hopf

El méodo en este tipo de bifurcaciones varia en € sentido de que € mapa correspondiente
a espacio critico es de dimension dos y se representa por una variable complgja. En este caso

X Se descompone como:

X=zqg+zZq+y

donded C',y zg+zgl E,y1 E™. Lavariable complgaz es una coordenada sobre E°.

L os mapas correspondientes a las expresiones anteriores son

z=e"z +<p,F(Zq +5+y)>

Y= Ay+F(zq+zq+y)- <p,F(zq +§c_1+y)>q- @F(zq +55+y)>5
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Utilizado un desarrollo andlogo d de la bifurcacion de slla-nodo podemos deducir o
siguiente (véase gpéndice D).

Z=e"z(1+d(0) |z ) +0( z ")

Ladireccion de la bifurcacion de laforma norma anterior viene dada por:

a(0) = Re( d(0)) = %Re{ e Up.Cla.q. D))+ 2(p. B(g.(E - 4) " B(g.9) )+

+2(p.B(q.(¢™ E- 4)"B(q.9) )}

Td y como se puede comprobar en d gpéndice D, se tiene que garantizar que

¢ 11 parak=1,2,34,... (2.31)

Las gStuaciones en que se da la iguddad en la expresidon anterior se denominan de

resonancia

En € caso del sstema continuo se pueden redizar pasos andogos a los de la bifurcacion

Neimark- Sacker y obtener la Sguiente formanormd.

z=iwoz + L (0) |z P +O(| z[*)
donde

1,(0) =

Re ¢ “[(p, C(q.9. D))~ 2(p, B(g. 4B (g, 9)))+

2w,

+2(p,B(q,(2w,E - 4)*B(q,9) )}

Al igud quelaNeimark-Sacker € signo /;(0) determinala direccion de la bifurcacion Hopf.
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Lenguas de Arnold en la bifurcacion Neimark-Sacker

La bifurcacion Neimark- Sacker se produce cuando € autovaor atraviesa e circulo unidad
[l |=1 a medida que se varian los parametros del Sstema, como se observa en la figura 2.9.
Asumiendo que la bifurcacidn ocurre lgjos de las resonancias (se verifica la condicion (2.31))
y gue es supercritica, gparece una curva invariante cerrada estable en @ espacio fasico para
autovalores cercanos a circulo. Se puede definir un pardmetro sobre una trayectoria que
converja a dicha curva, denominado nimero de rotacion. Este se define como € limite ddl

angulo de rotacion promedio por iteracion:

I-ma(i Y+a(P( ) +---+a(P“())

r |
k®¥ k

-1

2p
donde

a( )=|PG)-j|

y PX(j ) corresponde a angulo del punto fasico en laiteracion k-ésma

S este nimero es raciond (p/q) la Orbita es periddica El nimero de rotacion indica
entonces que en ¢ iteraciones @ mapa completap revoluciones. En caso contrario, setrata de
una 6rbita cuasiperiddica.

Las regiones de parametros en € plano (Rel , Iml ) cuyas trayectorias con nUmero de

rotacion raciona se acercan a circulo unidad en |os puntos con autova or

I :e"“,qzzﬁ con p y g enteros

formando una especie de lenguas estrechas. Estas regiones son las denominadas lenguas de

Arnold [Kuznetsov 1998] (ver figura 2.9). Suponiendo que € Sstema dependa de un
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pardmetro a se puede definir una curva en @ plano | trazada por | (a), como se puede
obsarvar en la figura 2.9. Cerca dd circulo unidad, esta curva cruza infinitas lenguas de
Arnold caracterizadas cada una de elas por tener una Orbita periddica con una cierta

periodicidad y un nimero de rotacion raciond distinto [Levi 1981].

Al fendbmeno en € que € nimero de rotacion se mantiene congtante en las lenguas de

Armold se denominaphase-locking [Bak 1986].

Por otra parte, Igos de la bifurcacion Neimark-Sacker las lenguas pueden intersectarse.
Las fronteras de dichas lenguas, suden ser bifurcaciones de tipo dlla-nodo en & mapa i-
iterado, sendo i & periodo de la drbita periddica que aparece en lalenguade Arnold. Se pasa
de tener dos drbitas periddicas, una tipo sllay otra estable de periodo i, a tener una drbita
cuasiperiodica a medida que se atraviesa la lengua de Arnold. Dichas Orbitas periddicas estan
Stuadas sobre las curvas invariantes que gparecen en la bifurcacion Neimark-Sacker, y la
variedad inestable de la drbita tipo sillaforma parte de dicha curva invariante. Esta Situacion se

puede observar en lafigura 2.10.

Im |

I'(@)

=1

Re |

Figura2.9. Lenguas de Arnold cerca de labifurcacion Neimark-Sacker.



86 Capitulo 2

Figura 2.10. Ciclos de periodo seis tipo silla{x, %%, %} y estable{y1, y,¥4, y¢} sobrelacurvainvariante.

Lavariedad inestable del ciclo seistipo silladescribe la curvainvariante.

Por ultimo, otra posible forma de que en un momento determinado las lenguas de Arnold
desaparezcan es que se produzca agun tipo de bifurcacion de periodo doble en € mapa i-
iterado, apareciendo una érbita periddica de periodo 2i.

2.7 Dinamicas caoéticas

Las orbitas cadticas son un tipo especid de conjunto invariante. Una caracteristica de las
oOrbitas que pertenecen a este conjunto es que para dos puntos inicides muy cercanos sus
trayectorias divergen muy rgpidamente. Esto se denomina dependencia sensible respecto alas
condiciones inicides. Este comportamiento cuditativo se cuantifica mediante los exponentes
de Lyapunov. El exponente de Lyapunov [Alligood 1996] es un promedio dd ritmo de
cambio exponencia de puntos vecinos en su evolucion tempord. En la seccidén sguiente

definiremos mas formal mente este concepto.

2.7.1 Exponente de Lyapunov
Por smplicidad vamos a definir  exponente de Lyapunov en € caso de un sstema
unidimensond y a continuacion generdizaremos ede concepto para  Sstemas

multidimengondes.
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2.7.1.1 Sistema monodimensional

Sea /' un mapa suave. El nimero de Lyapunov L(x;) de unaodrbita{ x1 x» x3.} sedefine

como

)l/ n

L(x) =lim (| €x)]...| 1 €x,)
9 edelimite exigte.

El exponente de Lyapunov /(x,) se define como

)

(In|/ &x,)| + ... +In| £ ¢x,)

n

h(x;) = Lim (
n® ¥

S edelimte existe. Notemosque 2 exiges y 0lo s L exise, y A= In(L).

Es importante indicar que tanto @ nimero de Lyapunov como € exponente no estén
definidos para dgunas oOrhitas. En particular, las orbitas que contienen puntos x; con f(x;)=0
causan que los exponentes de Lyapunov no estén definidos.

De la anterior definicién se deduce que d nimero de Lyapunov de un punto fijo x; es
If"(x1)|, 0 que su exponente de Lyapunov es h=In|f"(x1)|. En @ caso de ser punto fijo estable
(If(x1)|<1) este exponente es negetivo. S x; es una orbita periodica de periodo 4, entonces
el exponente de Lyapunov es

|n|qu1)| ...t In|quk )|

h(x)= P

En € caso de ser una orbita periddica estable la anterior expresion es negetiva, y la

distancia entre dos puntos proximos Stuados en @ dominio de atraccion de dicha orbita

decaerén exponenciamente como ",
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Sea f un mapa, con { x1 x» x3v} unaodrbitaacotadade f. La Orbita se dice que es cadtica

S ocurren dos condiciones [Alligood 1996]

i) { x1 x2 x33.} NO esasintéticamente periddica.

i) El exponente de Lyapunov %(x;) €s mayor que cero.

2.7.1.2 Sistema multidimensional

Definicién 2.6. Sea d mapa diferencisble /@ A"® A™. Para cada xI A" y vi A"

congtruimos lafuncion

)

| (x9) = lim %IogQDfx"v

cuando exiga @ limite. Se puede demostrar que, para cada x, exissen como maximo m
vadores digtintos de | (x, v) y condituyen la generdizacion de los exponentes de Lyapunov

para Sstemas multidimensiondes.

Los m exponentes de Lyapunov miden € ritmo de separacion de los puntos de la orbita
actud alo largo de m direcciones ortogonaes. Estas direcciones estén determinadas por la
dindmica dd mapa. La primera seria la direccion sobre la cud existe la mayor separacion
entre puntos vecinos. La segunda direccion es la de mayor separacion de entre todas las
direcciones perpendiculares a la primera. La tercera serd la de mayor separacion entre los
puntos vecinos entre las direcciones perpendiculares alas anteriores, y asi sucesvamente. Los
factores de expansdn en cada una de las direcciones anteriores son precisamente los

exponentes de Lyapunov.

Para ilustrar & concepto podemos estudiar la figura 2.11. Consideramos una esfera de
radio muy pequefio centrada sobre un punto inicid xo de unatrayectoria S examinamos la
imagen f(S) de la esfera en una iteracion del mapa, se observa que su forma es
gproximadamente dipsoidal, con los ges mayores en las direcciones expangvas dd mapafy

€ es menores sobre | as direcciones de contraccion.
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Figura2.11. Evaluacién n-ésma de un disco infinitesimal inicial

Después de n iteraciones dd mapa f la esfera se habra tradadado a f/"(xo) y se habra
convertido en un €ipsoide. El cambio promedio por iteracién del tamafio de los ges de
elipsoide son los nimeros de Lyagpunov. Al igual que en una dimensidn, los exponentes de

Lyapunov corresponden a logaritmo natura de los nimeros de Lyapunov.

Para cdcular € cambio promedio correspondiente a nimero de Lyapunov consideremos
que la esfera sobre xo y d mapa 1 se sustituye por una esfera unidad Uy lamatriz Jacobiana
Df{(vo), respectivamente. Estamos interesados en € comportamiento infinitesma cerca de x.
Representando la matriz Jacobiana correspondiente a la iteracion n-ésma de f'en @ punto xo
como J,=Df "(xo), entonces J,U smboliza € dipsoide imagen. Los ges mayores que uno
corresponderan a las direcciones donde € mapa linea Df"(x) es expansivo, y los menores a
las direcciones contractivas. Los m coficientes de expansdn multiplicativos promedio de los

m € es ortogonales son |os nimeros de Lyapunov. ESto es:

donder;" es la longitud dd k-ésmo ge ortogona del eipsoide J,U para una Orbita con

punto inicid xo. El k-ésmo exponente de Lyapunov de la 6rbita que comienza en x €s hc=In
Ly. Consecuentemente con la congtruccion que se ha planteado en parrafos anteriores,
empezando por las direcciones mas expansvas, ocurre que L, 3 L,% -3 Ly

hy3 hy3 -3 hm'
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Las longitudes y direcciones de los ges dd dipsoide imagen J,U son las raices cuadradas
delosm autovaoresy autovectores deJ,J,,', respectivamente [Eckmann 1985].

Usando € concepto de exponente de Lyapunov podemos extender la definicidn de oOrbita

cadtica a Orbitas de mapas multidimensiondes [Alligood 1996].

Seafunmapade A”, m3 1,y siendo { xo x1, x23.} unadrbitaacotadadef. Ladrbitaes

cadticas:

i) No esasintéticamente periddica
ii) Todos los nimeros de Lyapunov son distintos de uno

i) L, (x,)>16 A (x,)>0

Descartamos la posibilidad de considerar como 6rbita cadtica € caso en € que dgun

exponente de Lyapunov es cero, ya que esto indica que esa Orbita es cuasiperiddica

Hemos vigto la definicion de exponente de Lyapunov en € caso de un magpa tanto
monodimensond como multidimensona. En @ caso de un Sstema continuo los exponentes y
numeros de Lyapunov se definen como |os nimerog/exponentes del mapa de tiempo unidad

asociado a dicho 9stema continuo.

Una forma habitud para cdcular 1os exponentes de Lyapunov se basa en € método de
descomposicion QR [Eckmann 1985], que es d méas sencillo y menos costoso

computacionalmente. En € apéndice E se describe este método.

2.7.2 Tipo de caos caracteristico (Smale Horseshoe)

En primer lugar, veamos como se define e mapa Horseshoe cuyo comportamiento se

puede extrgpolar a muchos sistemas en |os que ocurre € mismo fendmeno.

El mapa Horseshoe lo definio por primera vez S. Smde [Smde 1963], de ahi que se

denomine también de Smae. Definié un mapa / invertible sobre A 2 de laSiguiente manera. El
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mapa transforma e cuadrado W=A4BCD a una imagen con forma de herradura superpuesta
sobre W, como se puede observar en lafigura 2.12 (&), con h(4)=4", h(B)=B", h(C)=C",y
h(D)=D". Asumimos que & mapa transforma /¥ de tal manera que contrae uniformemente las
distancias horizontades y expande uniformemente las distancias verticaes. Fuera de la region

W, laUnicarestriccion que le imponemos a/ es que sea continuo e invertible.

En nuestro andis's dd magpa Horseshoe, nos centraremaos en |os puntos sobre € plano que
pertenecen a rectangulo 7 para iteraciones hacia delante y hacia atras. Estos puntos forman

e conjunto invariante H de /.

* C*
D C D
Vo — .D
| \ VD
A
A* B’
A B

@ (b)

Figura 2.12. El mapa Horseshoe. EI mapa convierte el cuadrado W=4ABCD asuimagen 4" B* C" D', que

tiene unaformacomo unaherradura. V' y ¥, generadas por el mapa.

Observemnos que cuaquier punto de H debe estar contenido en laramaizquierda 7, o la
rama derecha V; definidas por WC h(W), como puede observar en la figura 2.12 (a).
Podemos asignar a etos puntos itinerarios representados por una cadena de simbolos que
dependen de s los puntos en cada iteracion estén en 7, 0 Vp (regiones que varian en cada
iteracion). Para un punto v de H, podemos definir un itinerario v de v simbolizado como

Ya S .S ,S,S,.5,5,% delasguiente manera

1. S/ (v) pertenecea V, asignamos S;=.

2. S k(v) pertenece a V), asignamos S;=D.
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La imagen del Horseshoe es un desdoblamiento sucesivo, se estira en una direccion y se
estrecha en la otra, asi e cuadrado 4° B° C* D" se puede colocar en € cuadrado ABCD.
Entonces los puntos correspondientes a 1, y Vp forman dos bandas horizontales, etiquetadas
Ay .D enlafigura 2.12 (b). Los puntos en ./ (.D) son aquellos que se mapeanen V; (Vp) y
paraloscudessS; es./ (D).

Para asignar |as coordenadas S», desdoblaremos #(), como se muestra en lafigura 2.13.
Los cuatro conjuntos de puntos cuyos itinerarios comienzan por S5, forman cuatro bandas
horizontales, combinadas en pares dentro de las bandas ./ y .D. De nuevo, cada vez que
especifiquemos una coordenada adiciona, doblamos € nimero de bandas horizontales.
Cuando se especifica la secuencia entera . 51.5,53%4, € conjunto de puntos representados por
dicha secuencia corresponde a un segmento de linea horizontal. La coleccion de estos
segmentos, para todas las posibles secuencias, forman un conjunto de Cantor (conjunto

carrado caracterizado porque todos los puntos pertenecen a su frontera) de segmentos de

lineas horizontales.
D C
2E.DI
1 2 3 4 3 DD
4 D
1—-”
A \J B

Figura 2.13. Desdoblamiento #%(%), la segunda iteracién hacia delante. Se muestran los puntos del

cuadradado iterado dos veces.

Veamos a continuacion que ocurre con € mapa inverso 4. Para empezar, d laiteracion
inversa de un punto v en W permanece en W, v debe estar en V, 0 Vp. S se hace €
procedimiento inverso de /, es decir, desdoblar 4 (), entonces, como se vio previamente, las
imagenesinversasde 1, y ¥ son bandas horizontaes .7y . D. El conjunto de puntos dentro de

1 que etden V7, s2 amboliza como L1 en figura 2.14(a); y los de ¥ como D.I. Lafigura
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2.13(b) muestra los puntos v en W paralos que su itinerario v tiene S. 1Spigud aunadelas

cuatro posibles secuenciasparcides. 11..,D1.., DD.,y ID. .

I D. . DlI. DD. ID.

(a (b)

Figura 2.14. Iteraciones del mapa Horseshoe. @) iteraciones a ambos intersectandose |as bandas verticales

y horizontales. b) Iteraciones hacia a atrés correspondientes a bandas verticales.

Especificando la secuencia entera dd mapa inverso ¥4S,S:S,., representamos puntos
formando un segmento de linea vertical. La coleccion de todas las secuencias forman un
conjunto de Cantor de segmentos de lineas verticales. Para especificar exactamente un punto
en H, s intersectan e segmento de linea vertica representado por ¥2S,S:S,. y € segmento
de linea horizontal especificado por la secuencia .S,S,S;%4 . Asi para cada itinerario de dos
extremos ¥2S,S:S,. §S,S3¥ corresponde a un punto de H. Notar que la suposicion de
adargamiento uniforme en una direccion y contraccion en otro es necesaria para que la anchura
de las bandas verticdles y dtura de las bandas horizontales tiendan a cero, asegurando una

correspondencia biunivoca entre lositinerarios y puntos invariantes.

Por Ultimo s asumimos que d mapa Horseshoe e edtira 'y contrae uniformemente en los
puntos sobre € conjunto invariante H 'y que las direcciones de estiramiento se mapean a
direcciones de ediramiento d igud que las de contraccion se mapean a direcciones de
contraccion, entonces cada Orbita del conjunto invariante tiene un exponente de Lyapunov
positivo. Por gemplo, asumiendo que la forma del cuadrado en un Horseshoe en la figura
2.12 (a) tiene un ancho 1/4 dd cuadrado original ABCD, y unalongitud tres veces mayor ala
origind. Entonces los exponentes de Lyapunov son n3 y —In4. Basandonos en esto

concluimos que € mapa Horseshoe tiene Orbitas cadticas.
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2.7.3 Puntos homoclinicos y heteroclinicos

En primer lugar, definiremos bs conceptos de punto homoclinico y punto heteroclinico

[Guckenheimer 1980], y a continuacion veremos larelacion con € mapa Horseshoe.

Sea f un mapa invertible en A",y p un punto fijo de slla Un punto diferente de p que
smulténeamente ed en las variedades estable e inestable de p, se denomina punto
homoclinico. S x es un punto homoclinico, entonces /" (x)® py f "(x)® p, cuando
n® ¥ . Por otro lado, dados dos puntos de silla p y ¢, un punto que esté stuado en la

variedad estable de uno de los puntos de sillay en la variedad inestable del otro se denomina

punto heteroclinico.

Podemos ver un gemplo de punto homodlinico en lasiguiente figura

WH(p)

P wyp)

Figura2.15. Cruce de variedad estable e inestable del punto de sillap generando un punto homoclinicox.

Hay que indicar que las imégenes y preimagenes sucesivas de un punto homoclinico son
también homoclinicas. Por tanto, a un punto homoclinico se le puede asignar una trayectoria
discreta de puntos homodlinicos, denominada 6rbita homoclinica. EI mismo fendmeno ocurre

con los puntos heteroclinicos.

La presencia de puntos homoclinicos implica la existencia de un Horseshoe hiperbdlico que

es topol 6gicamente equivalente a que hemos descrito anteriormente [Robinson 1995].
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La congtruccidn de un Horseshoe cerca de una érbita homoclinica se puede observar en la
figura 2.16. Empezamos con una cga R que contiene un punto fijo de dlla p de un mapa
invertible 7. Bgjo una iteracion de /' R se expande alo largo de la variedad inestable de p; y
bajo laiteracion de /™, se estiraalargo de la variedad estable. En particular, hay un nimero /
y k de iteraciones ta que f '(R) se extiende sobre la variedad estable incluyendo d punto
homodlinico x, y 1 ¥(R) se extiende sobre lavariedad inestable incluyendo e punto x, como se
observa en la figura 2.16. Esto es, £ "' es un mapa Horseshoe con dominio 1 (R) eimagen f
“(R). Geométricamente esta construccion es dara. Pero no es tan fécil de ver cuanto de
pequeiia es laregion Ry como de grande debe ser k 'y / para que & Horseshoe hiperbdlico

tenga una expangén 'y contraccion uniforme.

f'®
WH(p)

R

D?l_
\J i WH(p)

Figura 2.16. Construccién del Horseshoe cerca de un punto homoclinico.

Para que sea vdida la construccion de Horseshoe anteriormente expuesta es necesario que
los cortes en los puntos homoclinicos y heteroclinicos sean transversaes. Esto es, una
variedad estable e inestable se dice que se cortan transversalmente s |as dos variedades se
interceptan con un angulo postivo entre dlas, S @ angulo entre las lineas tangentes a las dos
variedades en @ punto de corte es digtinto de cero. S las curvas son tangentes a sus
respectivos cruces, entonces los angulos entre dlos es cero y las curvas no se cortan
transversdmente. En la figura 2.17 ilustramos las intersecciones transversaes y no

transversaes.
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Figura2.17. Crucetransversal, x; y no transversal x, de un punto de silla-nodo estable e inestable.

Existe un teorema [Alligood 1996] que nos garantizaque S p es un punto de slla, y tiene
cortes transversdes entre la variedad estable e inestable, entonces hay un Horseshoe
hiperbdlico para dguna iteracion de /. Esto es generdizable a los puntos heteroclinicos [Hale
1991].

2.7.4 Ruta del caos. Fenomeno de Cascada

Una “cascada’ gparece como una secuencia infinita de bifurcaciones de periodo-doble
[Alligood 1996]. La cascada de las bifurcaciones de periodo-doble se observa en la gran

mayoria de sistemas de baja dimenson que exhiben comportamiento cadtico.

Una 6rbita periddica se convierte en inestable a medida que € pardmetro dd sistema
dindmico se incrementa 0 decrementa y es reemplazado por una Orbita estable de periodo
doble. Esta drbita se convierte en nestable y es reemplazada a su vez por una nueva 6rbita
estable con un periodo doble de nuevo, y € proceso contindia hasta tener un nimero infinito

de tales bifurcaciones de periodo doble.

Podemos ver en la dguiente figura un gemplo del efecto cascada, representando los

diferentes ciclos estables frente d pardmetro del sstema.
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Figura 2.18. Ejemplo de diagrama de hifurcacién donde se observa el fendmeno de cascada.

Tedricamente € caos se producira cuando las lineas sean infinitamente densas. Este es €
motivo por & que es dificil determinar en que vaor de parametro se produce € caos. En
ocasiones éste se confunde con un periodo muy eevado, esta Situacion se denomina criss.
Afadido a esto suele ocurrir que aparecen ventanas en la cascada que nos indican que € caos
€s no robusto, esto es, que ante una pequefia variacion del pardmetro desaparece 0 aparece

el caos.
Hay que afiadir que en @ caso de sSstemas unidimensiondes, bgo ciertas condiciones

[Tabor 1989], aparece la constante de Feingenbaum (4.66920109..) [Feingenbaun 1978], se
puede asegurar que € limite:

L(x,) = Lim # = 4.669201600. .,

n®¥ a an-z

€S Una constante universal.
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Sendo a; € parametro donde se produce la bifurcacion de periodo doble del mapa

i-iterado.

Por dltimo, a modo de gemplo, podemos ver como se genera € diagrama de cascada
basdndonos en las hifurcaciones slla-nodo y de periodo doble. Como podemos observar la

primera bifurcacién genera nuevas ramas y la segunda duplica la periodicidad.

k

Figura 2.19. Modelo esquemético de un diagrama de hifurcaciones. El simbolo + significa bifurcacion de
silla-nodo, y el simbolo — significa bifurcacion de periodo doble. Las lineas rellenas representan orbitas

establesy las discontinuas inestables.



Capitulo 3. Estudio dinamico de una red

neuronal recurrente discreta

El propdsito de este capitulo es la presentacion de algunos resultados sobre € andisis de
las dinamicas de, principdmente, € modelo de red neurond discreta recurrente de Williams-
Zipser. En primer lugar haremos una revison de los resultados encontrados en la literatura. A
continuacion, examinaremos € caso de una sola neurona del que, por su simplicidad, se puede
hacer un andisis completo. Seguidamente estudiaremos € caso de dos neuronas. Aqui la
complgidad impide hacer un andliss exhaugtivo. Se expondran las bifurcaciones que se
producen en & mapa, basandonos en la teoria de formas normaes. Se hara hincapié en la
bifurcacion Neimark-Sacker y los fendmenos asociados a ela, como las lenguas de Arnold.
Se andizard también la poshbilidad de gparicion de caos. Por Ultimo, se dardn dgunos

resultados parciaes correspondientes a caso genera de n neuronas.

3.1 Introduccioén

El resultado més generd sobre la estabilidad de este tipo de Sstemas se deriva de la
gplicacion de teorema de Lyapunov [Marcus 1989] y establece, que para una matriz de
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pesos smétrica, existen sdlo estados de equilibrio correspondientes a puntos fijos y ciclos
limites de periodo dos. También se dan las condiciones bgjo las cuaes solo hay puntos fijos
estables. Recientemente, Cao [Cao 1999] ha propuesto otras condiciones menos restrictivas
pero més complegjas. En [Wang 1991] se ha estudiado € caos para unared con dos neuronas
en una configuracion especifica de pesos, demostrando su equivaencia topoldgica con €
mapa logigtico. Por otra parte, en [Wang 1982] se describe otro tipo interesante de
trayectorias, las cuas periodicas, junto con agunas conclusiones sobre su estabilidad.

Lamayoriade los resultados dd andlisis de |as redes neuronales dinamicas se centran en las
de tipo Hopfidd continuo [Hopfield 1984] y [Tank 1987], en paticular en [Wei 1999] y
[Gopasamy 1998], se muestra la estabilidad de la bifurcacion de Hopf. Otros articulos
determinan € pape de la auto-conexion en la estabilizacion de dicha bifurcacion [Liao 2001].
Por ultimo, en [Potapov 2000] se ha determinado la robustez del caos en la red neurond de
Hopfield discreta.

3.2 Estudio de la dinamica de una neurona

El mapa correspondiente a una neurona en ausencia de peso umbra viene dado por la

expreson sguiente

x(k +1) = tanh( wx(k))

Andicemos & nimero de puntos fijosx, dd sstema. Dichos puntos son las soluciones dela

ecuacion

aanh(x,)=wx,

Como & mapa esta acotado, se cumple quex,l (-1, 1).

Trazando las intersecciones de las funciones correspondientes a cada miembro de la

ecuacion anterior (representadas en la figura 3.1) se establece graficamente  nimero de
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puntos fijos en funcion de w. Se deduce de la gréfica que cuando € peso w es mayor que la
unidad existen tres cortes, determinando tres puntos fijos diferentes. S dicho peso es menor
que la unidad, sblo existe un Unico punto fijo correspondiente d origen.

atanh(x)

Jwx conw>1

>

~——
—-

wx con w<-1

Figura 3.1. Curvas donde se producen los puntos fijos

Para determinar |a estabilidad de los puntos fijos x, calculemos & autovaor asociado

=w(l- tanh?® (wx,))

Por ser x, un punto fijo, laanterior ecuacion se puede expresar como

=w(l- x}f)

El autovaor puede ser mayor o menor ala unidad, sendo € punto fijo inestable o etable,
respectivamente. Basdndonos en este hecho, podemos andizar las dos posibles dinamicas que

Se generan.
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Supongamos inicidmente que € peso w es poditivo. Entonces se pueden producir |as dos
configuraciones dinamicas Sguientes:
S w<1, exige un unico punto fijo correspondiente a origen, y ademas es estable,

debido aquel (=w<1.

S w>1, d punto fijo del origen se convierte en inestable, ya que | o=w>1, y aparecen
dos puntos fijos $métricos x, y —xp, como se puede observar en la figura 3.1. Se
deduce que los autovalores tienen € mismo valor y |os puntos son equivaentes desde
punto de viga dindmico. La magnitud del autovdor se determina mediante la
comparacion de la pendiente de larecta wx y lade lafuncion atanh(x) que aparecen

en lafigura 3.1, dadas por:

precta = W
1 1
(- tanh®(wx,))  1- x?

p atanh

En & punto 1 de lafigura 3.1 se observa que la pendiente de la recta precta €5 Mmenor

que la pendiente p 1. de lafuncion. Esto es

1

w<mb |, =w(- xf,)<1
p

Por tanto, los puntosfijos 1y 1' en lafigura 3.1 son Sempre estables.

Al pasar de la configuracion dindmica @) ala b) se produce una bifurcacion tipo Pitchfork
asociada ad punto fijo dd origen (w=1). Para determinar la forma norma aociada a la
bifurcacion, consideramos € desarrollo de Taylor del mapa hasta @ orden tres, ya que €

término de segundo orden es cero paraw=1

¥=(l+a)x+ X%+ O (3.2)

f Xx (O) 2 f XXX (O)
x- +
2 6
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donde
J (x) =tanh( wx)
como
/«(0)=0
entonces

F=(+a)x+ —ﬂx%(o) x* +0(")

Esta forma norma corresponde a la bifurcacion tipo Pitchfork, vista en € capitulo anterior.

El coeficiente de orden tres viene dado por

w?(1- 3tanh®(x ) )(1- tanh?(x,) ) =- (3.2)

Wik
Wl

En d punto fijo correspondiente a origen este término de tercer orden tiene un vaor

negativo.

Considerando € andisis hecho de la bifurcacion de tipo Pitchfork en la seccién 2.6.1.2, S
e codficiente que acompafia d término clbico es negativo, @ punto fijo cero edable se

convierte en inestable apareciendo dos puntos fijos adicional es estables Smétricos.

Supongamos ahora que € peso w es negativo. En este caso se produce una bifurcacion tipo
periodo-doble en € origen correspondiente a w= -1, y por tanto, puede surgir una nueva
configuracion dindmica. Para determinar la direccion de la bifurcacion recordemos que su

formanorma asociadaes:

R=-@1+a)h +ch?®
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donde
2 1 ..
¢ = signo (£, @) + = 1..(0)2
e4 6 o

En este caso:
¢ = signo@ £, (02=- L*(1- 3tenh2(0))1- tanh 2(0)) =2 (33)
@6 g 3 3

Al ser pogitivo este coeficiente ocurre que d pasar € punto fijo origen de estable ainestable
gparece un ciclo dos estable.

En lafigura 3.2.a se gprecian los puntos fijos y sus respectivos dominios de atraccion del
mapa con peso w<1. Cuando w<-1 surge un ciclo dos estable que, S se consdera & mapa
iterado dos veces, posee una digtribucion smilar de puntos fijos y dominios de atraccion

(figura3.2.b).

-.Xt 0 x; -Xe 0 Xe

X

(@ (b)

Figura 3.2. @ Puntos fijos y dominios del mapa de una iteracion una vez producida la bifurcacion de
Pitchfork b) Puntos fijos y dominios del mapa de dos iteraciones una vez producida la bifurcacion de

periodo dable.

El diagrama de bifurcacion completo es el sguiente.

A X INESTABLE = === =~
ESTABLE

N
S

Figura 3.3. Diagrama de bifurcacion para el mapa correspondiente a una neurona. El trazado discontinuo

1 1

indicaque €l punto fijo esinestable.
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Por tanto, para una neurona se pueden producir tres dinamicas. que € punto fijo
correspondiente d origen sea Unico y estable, que sea inestable y aparezcan dos puntos fijos
estables o un ciclo dos estable.

Cabe plantearse 9 se pueden producir otras bifurcaciones. En primer lugar, podemos
descartar que se produzcan bifurcaciones tipo silla-nodo asociadas alos puntosfijos1y 1’ de
la figura 3.1, ya que esto provocaria la gparicion de més de tres puntos fijos. La Unica
posibilidad se da en los puntos fijos del mapa iterado dos veces, correspondientes a los ciclos

dos. La expresion de este mapa es
x(k +1) = tanh (wtanh (wx (k)))
Por tanto, la ecuacion de punto fijo viene dada por
atanh (x) = wtanh( x)
Gréficamente, la interseccion de las curvas correspondientes a cada miembro de la
ecuacion anterior determinara e nimero de puntos fijos (ciclo dos). En lafigura 3.4 se pueden

observar dichas curvas paraw<-1.

atanh(x)

wtanh(wx)
conw<-1

A\

Figura 3.4. Curvas donde se producen los puntos fijos del mapaiterado dos veces.
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Andicemos la posibilidad de la gparicion de una bifurcacion de periodo doble, para elo

s0lo es necesario cacular € autovalor asociado con € periodo doble, esto es,

oo = W2(L- tanh? (wtanh(wx)))(1- tanh ? (wx))

Se comprueba que € autovalor es Sempre positivo, por tanto, nunca puede vaer —1. Una
consecuencia de esto es laimposhilidad de generar caos mediante € fendmeno de cascada.
Esto es coherente con d hecho de que para un mapa de una sola dimenson, la Unica

posibilidad de dinamica cadtica se produce en mapas no invertibles.

Por ultimo, podemos descartar que se produzcan bifurcaciones tipo slla-nodo asociada a
los puntos fijos extremos, ya que no pueden aparecer més de tres puntos fijos del mapa dos

veces iterado, como se observaen lafigura 3.4.

3.3 Estudio de la dinamica de dos neuronas

En este sstema gparece unarica variedad de dindmicas [Pifieiro 2000g] y [Pifieiro 2000b].
El propésito de esta seccion es determinar las de mayor interés. Una ventgja importante de
tener un espacio fasico de dos dimensiones es poder visudizar facilmente las trayectorias y
puntos fijos. Al igua que con una neurona, no se han considerado las entradas. Por otro lado,

y sin pérdida de generdidad, se han considerado nulos los pesos umbrales.

Con edtas condiciones, la ecuacion discreta que determina la evolucion del sstema viene

dada por:

x(k +1) =tanh( wy,x(k) + wy, y(k))
y(k +1) =tanh( w,,x(k) + w,, y(k))
donde x (k) e y(k) son las sdidas de las neuronas en laiteracion k-ésima.

3.3.1 Determinacion del numero de puntos fijos y su estabilidad

Los puntos fijos son las soluciones de la ecuacion
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X, = tanh( wpx, + leyp) (3.4)
Yy = tanh( Wy X, + szyp)

El punto (0,0) es sempre un punto fijo, independientemente de la configuracion de pesos.
El nimero totd de puntos fijos es sempre impar porque, ademas dd origen y debido a la

smetriadel sstema, s (x,,¥,) espuntofijo,(- x,,- ¥,) loseratambién.

Para determinar gréficamente las configuraciones de puntos fijos, redefiniremos las

ecuaciones (3.4) como

_atanh(x,) - wy,x,

Vo " :F(xp;wll'W12)
i 1)2 (3.5)
a YVpl) = Wl
X, — P 27p F(yp;WZZ’W21)
Wa1

Lafuncion F tiene dos comportamientos cuditativos distintos dependiendo del vaor de los
pesos diagonaes wiy Y wop. Se gpreciaen lafigura 3.5 que la gréficade lafuncidn F tieneun

maximoy unminimo s w;i>1, y § w;i<1, F es monGtonamente creciente.

Figura 35. Los dos comportamientos posibles de la funcion y = F(x; wy,Wy,)y

x=F(y;wy,,w,, ). Lafiguradelaizquierdacorresponde aw;>1, y laderechaw;<1.
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El nimero de puntos fijos vendra determinado por |as intersecciones de las curvas definidas
en las ecuaciones (3.5). En la figura 3.6 se observa la representacion de dichas curvas en €
Stuacion donde existe € nlimero maximo de intersecciones (9 puntos fijos). Como se veraen
secciones posteriores, también existen otras posibilidades: 7, 5, 3 6 1 interseccion o nimero

de puntos fijos.

\/

Figura 3.6. Interseccion de las funciones £’ correspondiente a nueve puntos fijos.

Para especificar € tipo de punto fijo es necesario determinar los autovalores asociados ala

meatriz Jacobiana del Sstema evaluadaen d punto fijo. La Jacobiana dd mapa es

éwy,(1- tanh®(w;,x +wy,1))  w,(1- tanh? (w,x+ w,»)) u
4= Df(X) =é 2 2 u
aw,, (1- tanh”™ (w,.x +w,, 1)) w,, (1- tanh” (wyx +w,,1))

evaduadaen d punto fijo

pe 2 2 ~
éw, . (1- - U
A=Df(x ) =@ ul x’;) Mzl xpz))u

? éWZl(l- yp) w,, (1~ yp)g

Laecuacion caracteristica dd sstemaes:

|A- | 1|= | 2- gwll(l- xpz)+w22 (1- yf,)gl +|W|(1- xf,)(l- y§)=0
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donde | 7] representa e determinante de la matriz de pesos.

_ éw;;  wpl
w=a ¥
W Wxp(

Haciendo un cambio de variable para smplificar la discusion,

S, =wy,(1- xi) +w,, (1- y;)
s, =@ x))(2- )

es posible expresar las condiciones anditicas que determinan € caracter de cada punto fijo en

funcion de sus coordenadas 'y 10s pesos através de las nuevas variables

_i_S >_|S|_1‘I,sz|<1 Estable
sz>|sl|-1'}. 2 ! }|sz|>1|naable
ls,<-|sy-1 Slla

] is,>-|s,|-1 Slla

52 <[si| ]%sz<-|sl|-l Inestable

donde | | representalafuncién valor absoluto.

Edtas relaciones se pueden ilustrar en la figura 3.7, donde se representa las regiones en €
espacio de los pesos seglin d caracter del punto fijo del origen. Las fronteras entre dichas

regiones son |as bifurcaciones.

En este caso se pueden digtinguir tres tipos de bifurcaciones. La bifurcacion periodo doble
que se produce cuando un autovalor alcanza € valor —1 por la recta real. Esta condicion
corresponde a la recta de la izquierda 7] = - wi, - w,,- 1 delafigura3.7. El segundo tipo esla
bifurcacion slla-nodo (Pitchfork en € caso del punto fijo del origen), y se produce cuando un

autovaor acanza @ vaor uno por larectared. En lafigura 3.7 corresponde a la linea de la

derecha || =wy; +w,,- 1. Findmente, la tercera es la bifurcacion Neimark-Sacker, y sucede



110 Capitulo 3

cuando los dos autova ores complejos conjugados acanzan € circulo unidad (magnitud 1) con

laexcepcion de larectared, representada por lalinea | W|=1 en lafigura 3.7.

A
S =|W|

ZONA INESTABLE

Bifurcacién Neimark-Sacker
1

ZONA | ESTABLE

S = Wy HWy,
-

Bifurcacion Periodo
doble

ZONA DE SILLA

Bifurcacion silla-nodo

ZONA DE SILLA

INESTABL

Figura3.7. Regiones de estabilidad y lineas de bifurcacién del puntofijo (0, 0).

Comencemos andizando las formas normaes de las bifurcaciones tipo silla-nodo, Pitchfork
y periodo doble. Estas hifurcaciones estan involucradas en la gparicion de las transciones

entre digtintas dindmicas.

3.3.2 Estudio de las bifurcaciones tipo silla-nodo, Pitchfork, y periodo
doble

Para determinar la direccidn de la bifurcacion se cdcula d coeficiente asociado a su forma
norma. Por otra parte, d ser € sstema de dos dimensiones es necesario tener en cuenta
también @ autovaor no afectado por la bifurcacion (no critico). En € caso de la bifurcacidn

Neimark-Sacker (autovalores complgjos conjugedos) esta Ultima consideracion no es
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necesaria. Podemos ver de nuevo las regiones de estabilidad respecto a los parametros y la
magnitud de los autovaores a lo largo de las rectas que describen las bifurcaciones tipo slla-

nodo (pitchfork en & caso del punto fijo origen) y periodo doble.

A
S,=[W|

I 1:_]_'| sz A 1'| 2:|W|

l l=-|W|v l 2='1

= |wj}l =1

S 1= Wartwaz
-

Bifurcacién Periodo dobl€e Bifurcacion silla-nodo

= Wi = =Wl =1

Figura 3.8. Areas de los parametros donde se sitlian las bifurcaciones para el punto fijo situado en el

origen.

Como podemos observar en la figura anterior, slo en la zona marcada por trazo grueso €
autovaor no critico | , esta dentro del circulo unidad y las transciones de dinamicas sdlo
dependen del coeficiente asociado alaformanormal. En caso contrario, se pueden generdizar
los argumentos de tal forma que cuando se hable de punto fijo estable, se sustituya por punto
de slla, y cuando se trate de punto fijo de slla se sudtituya por punto fijo inestable. ESto se

extiende también alos ciclos de periodo dos.

3.3.2.1 Bifurcaciones tipo silla-nodo y Pitchfork

Como seindicd en d capitulo de introduccion a Sstemas dinamicos, es necesario calcular
los coeficientes que gparecen en la forma norma obtenida d aplicar los teoremas de la

variedad central (véase seccion 2.6.2.1). Estos son
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a(© =2{p. Bla,)

c©=2(p.Cla.0.0))- 3(p. Bla.(4- £)*B(a,0)

donde ¢i A?y pl A? corresponden a autovector critico de la matriz Jacobiana 'y a de su
adjunta, respectivamente.

Jg=q J'p=p
Dichos autovectores estan normalizados de laforma Sguiente:
(p.g)=1

Recordemos que C'y B son gplicaciones multilinedes cuyos coeficientes corresponden alos

coeficientes del desarrollo de Taylor de orden 2y 3, respectivamente (véase seccion 2.6.2.1):

B,(a,b) = @ La b,
su=flx Tx,
2 ﬂf
C. b, = —a b i
a.bie) = ,?1111)6 x, 9x, ¢

En este caso los autovectores p y ¢ son

g= ef d i ijo - 12 (36.2)
p= i W:XO : 12 (3.6.0)
donde:
d=w,X,-1 (3.7.8)
e=wy¥, -1 (3.7.b)
X, =1- x2 (3.7.0)
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Y, =1- y2 (3.7.0)

Siendo x € yo las coordenadas del punto fijo donde se produce la bifurcacion.

Con d fin de obtener a(0) y ¢(0) es necesario calcular las derivadas segundas y terceras del

mapa. Estas son:

1
ﬁza X)Wy W

v, “)(3x
— P =21- x N(3x7-Dw.w, w,
Tx, Tx, Mx, - x)(3x7 - Dw,yw,w,

Por tanto

2
B (a,b) = - Zé x,(1- xiz)wijwikajbk

jk=1

2
Ci(a,b,e)=2 Q (L- x?)(Bx7 - HYw,w,w,ab.c,

jok,i=1

En nuestro caso con € fin de tener una notacion compacta, hacemos € cambio que x;=x,

xo=y. Entonces la expresion anterior queda de la Siguiente manera:

Ci(q.9.9) = 2(1- xg)(on3 - 1)[W11Q1 + leQz]3
C,(q.9,9) =2(1- yg)(?’yg - 1)[W11Q1 + leqz]3

Sudtituyendo en las ecuaciones anteriores la expreson del autovector ¢, dado por (3.7.9),

obtenemos

éZXO (3x§ - l)Wlaz l:,‘
u

€ d°
C(g,q9,9) = 2¢€
(q q CI) ~ (1_ 3y§)

é a
C . J
& Y, H

N C

(3.8)

El término que involucra las derivadas segundas tiene la Sguiente expresion
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B(g,q) = - ngoXo[Wn% +W12Q2]28
éJ/oYo[Wzlfh + szQz]2 a

Sudtituyendo € autovector ¢ la anterior expresion se transformaen

éonowlzzg

2

B(g,q) =-26¢*9) 4 (39)
?onowlz u
&(e+d)’ {

Se utilizaran los resultados parcides (3.7.b), (3.8) y (3.9) para determinar por separado
los codficientes de la forma norma de la bifurcacion Pitchfork asociada a punto fijo de

origen, o lahifurcacion slla-nodo asociada a puntos fijos digtintos del origen.

Bifurcacion tipo Pitchfork en el origen

Eda bifurcacion se produce en € punto fijo dtuado en @ origen. La forma norma

correspondiente viene dada por:
u(k +1) =u(k) + cQ)u(k)® +o(u(k)")

donde ¢(0) esta definido en este caso como

c(0) =%<p, C(q.9,9))

yaque,

B(a,b)° 0

Sudtituyendo las expresiones de C(q,q,9), g Y p dadas por las ecuaciones (3.8), (3.7.9) y
(3.7.b), respectivamente, y evauandolas en € origen, € coeficiente anterior queda como
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3(1- W11)2(2' Wiy = Wy,)

Estudiaremos posteriormente las implicaciones que tiene en las dinamicas d signo de este

coeficiente, que en principio puede ser negativo o pogtivo. La expresdn anterior no eta
definida en los Sguientes casos:

a) w, =1

b) w,+w, =2

La condicion b) implica que € otro autovalor también estd en Situacion critica (ambos
autovaores vaen uno), es decir, la bifurcacion es de codimension dos. Ello implica recacular

la forma normal apropiada para esta bifurcacion y no se estudiara este caso tan particular
debido a su complgidad.

La condicién @) se da cuando aguno de los dementos no diagonales de la matriz de pesos

se anula, ya que por la ecuacion de ligadura que define la bifurcacion, dada por
|W| =wy,, tw,, -1
y como wy;=1, se deduce que
w,Ww,, =0

Caso particular en que wz/w;; es cero

En este caso |os dos autoval ores de la matriz Jacobiana en € punto fijo son:

11

22
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Como d punto fijo es d origen los autovaores corresponden a los pesos diagonales. Esto
da una idea de la importancia de los pesos diagonades en la determinacion de la dindmica
Como constataremos en secciones posteriores. Formamente, para calcular € coeficiente de la

forma normd es necesario distinguir qué peso diagond es d que produce la bifurcacion, esto

€s.

wi;=1. Los autovectores g y p correspondientes son:

g = {1.0}

i w U
p=il- 12 ¢
% Wo - l%

y € codficiente que define € sentido de la bifurcacion tipo Pitchfork viene dado por:

_1 S
c(0) = 6(p,C(q,q,q)) 3" (3.10)

1
3

wa=1. Los autovectores g y p correspondientes son:

Wip u

:l,

1
q:l_
Twn'l

p={01}
El coeficiente que define € sentido de la bifurcacion tipo Pitchfork viene dado por:

3 _
Wap ==

¢(0) = %<p, Clg.q.9)) = (3.11)

Wik
Wl

Por tanto, vemos en este caso particular que € coeficiente de la forma norma ¢(0) es
negativo, un punto fijo estable (d origen) se convierte en un punto fijo de slla (el origen) ala

vez que gparecen dos puntos fijos smétricos estables. ESto ocurre s € autovalor no critico
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esta dentro del circulo unidad, en caso contrario, un punto fijo de silla (€l origen) se convierte

en un punto fijo inestable (&l origen) a medida que aparecen dos puntos de slla smétricos.

Bifurcacion tipo silla-nodo en un punto fijo distinto del origen

La forma norma estudiada en este caso (véase seccion 2.6.2.1) asumia que € punto fijo

erae origen, por tanto, es necesario modificarla. Para ello recordemos que

u:<p,x>

y consderando € desarrollo de Taylor de x entorno d punto fijo xo

x(k+1) =x, + A (k) - X))+ F (x()- %)

entonces

u(k +1) =ug +[1+1 Ju(k) - uy) +a@(ulk) - ug)? +o((ulk) - us)?)

donde

Uy = <p,X0> = XDt VoP,
autovalor critico-1

(3.12)

El mapa anterior es topol 6gicamente equivaente alaformanormd tipo slla-nodo estandar.

h(k+1)=b +[1+1 h(k) + a(O)h(k)? +o(h(k)?)

(3.13)

donde s se conddera que wy; €s € parametro que e varia para aravesar la bifurcacion €

coeficiente b esta definido como (véase gpéndice B):
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T,

T ) (3.14)

b (w,,) =a(0)|

(Wyy - ng) + 0(|W21 - ng

wy, corresponde a valor del pardmetro en e que se produce la bifurcacion. Para determinar

adecuadamente la direccion de variacion del parametro b es necesario calcular la derivada

parcid que aparece en laparte lined de la expreson anterior.

Tu, ex,

w,, WWyu X,

El coeficiente a(0) de laformanorma (3.13) es

o0 =210 =200

Ladireccion de la bifurcacion respecto a la variacion de wo; viene dada por € signo del

dguiente codficiente auxiliar:

h=a(0) Mo = Z%0 (dzf’ - enpt) (3.15)
Twy  2etd) wwaX ¥y

donde recordemos que Xo, Yo, d,y e vienen dadas por las expresiones (3.7.c), (3.7.d),

(3.7.8) y (3.7.b), respectivamente.

En @ caso de que / sea positivo d sstema pasa de tener dos puntos fijos (estable e
inestable) a no tener ninguno. Ocurre o contrario cuando # es negativo (todo dlo
consderando € autovaor no critico esta dentro del circulo unidad). En caso de estar €
autovalor no critico fueradel circulo unidad, cuando / es positivo € sistema pasa de tener dos

puntos fijos (Slla e inestable) ano tener ninguno, y ocurre lo contrario cuando / es negetivo.



Capitulo 3 119

El coeficiente 4 diverge en € caso de que wiws; 0 d+e Se anulen. La segunda Situacion
corresponde a una bifurcacién de codimension dos (ambos autovalores son iguaes a uno). En
el caso de que wiw, s anule, cacularemos /2 de forma smilar a la deduccion de la

bifurcacién anterior.

Caso particular en que w,1w,, es cero

La ecuacion caracteristica asociada a la Jacobiana en d punto fijo (xo, yo) tiene lasguiente

expreson:
é - (1- wy, (- xé))ﬂé - (1- sz(l-yg))H:O

Por tanto, los dos autovalores dependen de los elementos diagonaes de la Jacobiana, esto
€s.
L= wy (1 x7) (3.16.9)
I, =w,(1- y2) (3.16.b)

Se considera, sin pérdida de generaidad, que | , esd autovdor critico y que wy; se anula.

En este caso los autovectoresp y g son:

_boowp X
= 1- 1
p ={01}
y
éwlzzonog
B(q,Q):-Zg d*

@W§2YOY0 o]

Por tanto, @ coeficiente de laformanorma es

a(0) =%<p,B(q,q)> = WL, Y,
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Al igud que en d caso genérico es necesario determinar la relacion entre € pardmetro del
ssema y € que aparece en la forma norma (3.13). Se conddera, por gemplo, que €
pardmetro del sstema que varia para atravesar la bifurcacion es wo,. El parametro de laforma

normd que define @ sentido de variacion es

b =|a(0)] ’L

1-[22

(W, - Wgz )

Si se consderaque wo; esnulo'y la ecuacion que define los puntos fijos (3.4), entonces

Ty _ Mo :ﬂmh(wzz)%)

= =yod- ¥5) =, (3.17)
wy,  w,, wy, ° ° e

El pardmetro auxiliar 2 quedaria como

h=- szzngOZ

En este caso este coeficiente es negativo, savo que yo e anule. Eda Stuacion esla que se
vaa dar cuando andicemos posteriormente las configuraciones dinamicas con agin demento

no diagond nulo.

3.3.2.2 Bifurcacion de periodo doble

El procedimiento para cdcular d coeficiente de la forma normd es amilar d seguido

anteriormente. Los autovectores p, ¢ tienen que cumplir ahora que

Jg=-q J®=-p

y vienen dados por
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. - 1y
8+d%W12X0 g

donde ahora se redefinen d 'y e de lasguiente manera

d=wy X, +1

e=w,Y, +1

En edta bifurcacion d codficiente a determinar es dgo mas complgo, involucrando tanto

términos que afectan ala segunda derivada como alatercera (véase seccidon 2.6.2.1).
_1 1 1
0(0)—g<p,C(q,q,q)>- §<p,B(q,(A- E)™*B(q,9))) (3.18)

Al igud que en las hifurcaciones anteriores habria que digtinguir dos casos en funcion de la

posicion dd punto fijo. S d punto fijo esta Situado en € origen:

B(a,b)° 0

W122 (wy, +1) +(wy, + 1)3
31+ Wll)2 (24w, +wy)

c(0) =?13<p,C(q,q,q)> =

Por otra parte, para los puntos fijos que no estén situados en € origen es necesario cacular
el segundo término de la expresion (3.18), debido a que la segunda derivada del mapa es

digtinta de cero. En este caso B(g,q) coincide con la formula (3.9). Cadculemos en primer

luger

1 (?leXo ((e B 2)lexoyo - dzyo)l:J

A' E _1B H =
(4- £)"B(g.9) Yod2(d +e- 2) &d?(d - 2)y, - wiw,x, X Y20
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Con laayuda de la expresion anterior podemos calcular é término de ¢(0) que involucralas

derivadas segundas.

) d*(2e+d - 2)ys +e(2d + e - Qwix>Yy + 2ew,d *x,,Y,

1 -1 =
E<p,B(q,(A- E) B(q,q))>— Y2d?*(d +e- 2)(d +e)

Por otra parte, d término que contiene derivadas terceras queda de la Sguiente manera:

wYie(3xs - ) +d°(3y; - 1)
3d2)702

%(p,C(q,q,q»:-

Sumando las dos contribuciones anteriores obtenemos la Siguiente expresion:

Bed(dy, + w,x,Yy)> +(-2+d +e)(d® + ew),Y])
3d*Y7(d +e)(-2+d +e)

c(0)=

S congderamos la relacién de bifurcacion dada por

|W|XoYo =-wXo- wyly-1

gue se puede rescribir como

(W1, X + (W ¥y +1) = wiom, XY,

o teniendo en cuentalas expresionesded y e

d= WiWoXo Yo
e

Por tanto, sustituyendo ¢ en € denominador dd coeficiente de laformanorma c(0)
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3 d(dyy + W xoXy)2 +(-2+ d + €)(d° + ewlY2)

c(0) = e
3(W12W21) Y, Xo(d+e)(-2+d te)

De nuevo en esta bifurcacion se pueden plantear problemas s wiow,; Seanula, € resto de

los casos que hacen que ¢(0) diverja son de nuevo hifurcaciones de codimension dos.

Caso particular en que w;1w;; es nulo

Se supone sn pérdida de generdidad que | , correspondiente a la ecuacion (3.16.b) vale

menos uno'y € parametro wy; Se anula. En este caso los autovectores p y g vienen dados por:

q:}_ wi X o u
[} W11Xo+l,é
p={01}

y € coeficiente de laformatiene la siguiente expreson

2€ e ]
c(0) = 12 !1- ?’y—oeYO - yog 1+ ! + UP (3.19
3Y, f Y, g W11XoﬁLH){)

S d punto fijo es & origen e redizan cdculos smilares a los anteriores. Digtinguiendo, de

nuevo, queé peso diagond produce la bifurcacion:
wi=-1. Los autovectores ¢ y p correspondientes son:

q ={1,0}

p= :,1,_ wy, U
7 Wa +lf\;

y d codficiente que define @ sentido de la bifurcacion tipo periodo doble viene definido

por:
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O =2(p.Cla.q.0)) == 305, =3 (3.20)

wap=-1. Los autovectores g y p correspondientes son:

y coeficiente que define d sentido de la bifurcacion de periodo doble:

0 =2 (p.Clag. ) =~ 5w =7 (321)

Wik

Como e puede observar los coeficientes de la forma norma son positivos, esto indica que
es la hifurcacion € origen como punto fijo estable se convierte en un punto fijo de slla
mientras que aparece un ciclo dos estable, Sempre y cuando € autovaor no critico esté
dentro dd circulo unidad. S no es adi, € origen como punto fijo de slla se convierte en un

punto fijo inestable y aparece un ciclo dosde silla

3.3.3 Dinamicas en funcién de los puntos fijos y ciclos

En esta seccion se intentaran catalogar diferentes dindmicas, asi como las transiciones entre
ellas. Las herramientas a utilizar serén € estudio de la caracterizacion del nimero y estabilidad
de los puntos fijos y ciclos, junto con d andisis de las bfurcaciones hechos anteriormente.
Nos restringiremaos a establecer como sistemas equivalentes |os que tengan € mismo nimero'y

estabilidad de puntosfijosy ciclos (descartando las bifurcaciones globaes).

3.3.3.1 Resultados previos

En este apartados derivados agunas relaciones que seran empleadas en los siguientes

apartados.
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El procedimiento para determinar la estabilidad de |os puntos fijos consste en comparar las
pendientes de las funciones F evduadas en d punto fijo teniendo en cuenta agunas
condiciones obtenidas de la consideracion de laformadelafuncion F (posicion relativade los

puntos singulares de F) en cada caso. Para ello recordemos las expresiones de las F

atanh(x) - w;,x

Fxwy,w,) = (322.9)

Wio
F( ) = 2N~ (3.22b)

Wa1

cuyas pendientes en un punto fijo genérico son:
dy _ 1- wy (- x%) (3.23.9)
dc w,(1- x?)
-1

@O wull- ) (3.23b)

S5 1wl )
Congtruyamos una funcién como la diferencia de las pendientes anteriores:

Q - wxgl — W 1@- x*)2- »*)- [Wll(l- x?) +W2_2(1' y?)- 1]
dx &dv (- )L wy (- 7))

D (W;x,y)= (3.24)

El numerador nos indicad € punto esta por debagjo o por encima de la linea que define la
bifurcacion tipo dlla-nodo, como se puede observar en lafigura 3.8. Parae andisis dinamico
de las posibles configuraciones se tienen en cuentalos signos de D, , w2y 1- w,,(1- ¥?).
Esto da una primera informacion para Situar, desde un punto de vista dinamico, € punto fijo a

tratar.
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Conviene también caracterizar los puntos maximos (véase figura 3.5) de las respectivas

funciones F. Estos tienen que cumplir |as ecuaciones:

1
m_ Wi
F¢x;w,,,wy,) = e =0b (1- x>, )w, =1 (3.25.9)
Wio
y
1
-, )' Wao
F&yywy,, wy) = ”LZX =0P (L- yhu)wy =1 (3.25.b)
21

Para € andisis de las configuraciones dinamicas plantearemos dos Situaciones diferentes,
una en que aguno de los pesos no diagondes se anula (Sstema parcid mente desacoplado) y

el caso generd (Sistemna genérico).
3.3.3.2 Clasificacion de las configuraciones dinamicas

Sistema desacoplado

Se considerard aqui que alguno de los dementos no diagonaes de la matriz de pesos es
cero. Los autovalores de la matriz Jacobiana evaluada en € punto fijo p, vp) tienen las

sguientes expresiones.

|, =w, (- x2)

(3.26.9)

l 2 :W22(1' y;) (326b)

Desde € punto de vista dindmico podemos andizar las dos neuronas como la superposicion
del comportamiento de una sola neurona. Empecemos con € caso en que los dos eementos
no diagonales sean nulos. Las dos neuronas funcionan totalmente desacopladas. Las

ecuaciones que definen los puntos fijos vienen dadas por:
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x, = tanh (wllx p) (3.27.8)

v, =tanh (w,y, ) (3.27.b)

Distingamos ahora dos situaciones en funcion de que w1 Y wo, Sean ambos mayores que —
1 o no. En @ primer caso podemos distinguir tres posibilidades correspondientes a cuatro

combinaciones:

1<wp<ly -1<wx,<l. Exige un punto fijo estable en € origen, debido aquel 1y »

son menores que la unidad. Esta situacion se observaen lafigura 3.9 (a).

1<w11<1y wop>1. Parala coordenadax solo x=0 cumplelaecuacion (3.27.d). Por
contrario, en la coordenada y existen tres valores que cumplen la ecuacion (3.27.b),
estos son: +y, y 0. Componiendo las dos coordenadas existen tres puntos fijos
stuados en (0, ), (O, -y0) Y (0, 0), los dos primeros son estables y € tercero es de

slla Dichagtuacion se observaen lafigura 3.9 (b).

wi1>1y -1<wx<l. Edta situacion es smilar a b anterior intercambiando € papd de

las dos coordenadas del espacio fésico.

wi1r>1y wx>1. Parala coordenada x existen tres vaores que cumplen la ecuacion
(3.27.8), que son: *x, y 0. En la coordenada y también exigen tres vaores que
cumplen la ecuacion (3.27.b): £y, y 0. Componiendo las coordenadas de los puntos
fijos se encuentra que existe un punto fijo inestable en (O, 0), cuatro puntos fijos
edtables Stuados en (+x,, * yy), Y cuatro puntos de slla dtuados en (xy, 0) y
(O, £yy). ESto se puede observar en lafigura 3.9 (c).
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A Punto Fijo Estable
0 Punto Fijo Inestable

+ Punto Fijo de Silla
A

Y Y Pitchf. 0 v A
Pitchf. 0 Pitchf. (S-N deg?
0 T 0 1 LU
— [ — A

(@ (b)

Figura 3.9. Dindmicas posibles cuando los elementos diagonales de la matriz de pesos son cero y los

elementos diagonal es son positivos, a) -1<w;1<1 y —1<w,,<1, b) w1 >1y —1<wp<1y C) w1 >1y wyp>1.

En la figura anterior también se puede observar d tipo de bifurcacion que se produce entre
las diferentes configuraciones. En la trangcidn de la figura 3.9.a y 3.9.b se produce una
bifurcacidn tipo Pitchfork asociada d origen. En este caso d coeficiente de laformanormal es
negativo, heredado del de una neurona (véase ecuacion (3.2)). Por otra parte, € autovalor no
critico | ,, que coincide con wy,, €sen magnitud menor que la unidad. En latrangcion entre la
figura 3.9b y 3.9.c, se produce la misma hifurcacion Pitchfork en d origen y dos
bifurcaciones slla-nodo asociadas con los puntos extremos 1y 1'. En cuanto a signo del
coeficiente de la forma norma de la Pitchfork sigue Sendo negativo. Para determinar laforma
norma asociada a la bifurcacion slla-nodo se puede considerar € mismo desarrollo de Taylor
(3.1), pero sobre la coordenada y. Como y, es nulo, € segundo término del desarrollo de
Taylor se anula, y por tanto, se deduce que la bifurcacidn tipo slla-nodo se convierte en tipo
Ritchfork con coeficiente de la forma norma negativo (véase 2.6.1.2). El autovaor no critico
es mayor que 1, en d caso de la Pitchfork asociada a origen (I 1= wy; >1) y los autovaores
asociados a las bifurcaciones Pitchfork de los puntos fijos extremos son menores que 1

(I, =wy,(@- xg) <1).

Por otro lado, existe que la poshilidad que uno de los pesos sea menor que —1, la

diferencia respecto a caso anterior es que aparecen ciclos dos. Sin pérdida de generdidad
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vamos a suponer que wii<-1. Parala coordenada x existe un vaor que cumple la ecuacion
(3.27.@) correspondiente a O (I ;>1), y otros dos vaores +x, correspondientes a las
coordenadas del ciclo dos que aparece en € caso de una sola neurona. Para andizar qué
ocurre en la coordenada y es necesario plantear tres Situaciones que se relacionan con tres

rangos de variacion de w,. Estos son:

wiu<-1y wy<-1. En la coordenada y existen tres vaores que cumplen la ecuacion
(3.27.b); 0 ( »>1), y un cido dos monodimensiona Stuado en +y,. Combinando
todas las coordenadas se determina que existe un punto fijo (0, 0) inestable, dos
ciclos dos de slllagtuados en (xxo, 0) y (O, +y), y dos ciclos dos estables situados en
(x0, ¥0), (-x0, -y0) Y €n (-xo, ¥0), (xo, -v0). Eta configuracion se puede observar en la
figura3.10 (a).

wn<-1y -1<w,<1. En la coordenada y solo & O cumple la ecuacion (3.27.b), por
tanto existe un ciclo dos estable situado en (+xo, 0) y un punto de sillaen (0, 0). ESto

se observaen lafigura 3.10 (b).

wn<-1y wy>1. En la coordenada y también exigten tres vaores que cumplen la
ecuacion (3.27.b): £y, y 0. En esta Stuacion existe un punto fijo inestable en (0, 0), un
ciclo dos de slllaen (+xo, 0), dos puntos fijos de sillaen (O, +y), y dos ciclos estables

Stuados en (+xo, -y0) Y (£x0, o). ESta Situacion se puede observar en lafigura 3.10.
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A Punto Fijo Estable -, CiclodosEstable

O Punto Fijolnestable . Ciclo dosde Silla
+ Punto Fijo de Silla

P-D.0 Pitchf. 0
P-D 1,1’ P-D LI

[

(a) (b) (c)

Figura 3.10. Dinamicas posibles cuando |os elementos diagonales de la matriz de pesos son cero y los

elementos diagonal es son positivos. a) w1 <-1 Y wyp<-1, b) wy1<-1y —1<w,<1ly €) wii<-1y w1

En las anteriores figuras podemos andizar |as bifurcaciones que gparecen. En € caso dela
trangicion entre la figura 3.10.b y 3.10.a, se producen tres bifurcaciones de periodo doble,
cuyos coeficientes asociados a las formas normaes son positivos (véase ecuacion 3.21). El
autovalor no critico es, en magnitud, menor que 1, en € caso de los puntos fijos extremaos, y
mayor, en € caso dd origen. Por otro lado, la diferencia de la trangicion entre la figura 3.10.b
y 3.10.c respecto ala anterior es que aparece una bifurcacion Pitchfork asociada a origen en
lugar de la bifurcacion periodo doble. El coeficiente de la forma norma de la bifurcacion
Pitchfork es negativo y € autovaor no critico es en magnitud mayor ala unidad.

Supongamos que agun demento no diagond es digtinto de cero. Consderemos, sin
pérdida de generdidad, que w»; esnuloy w1, positivo. La ecuacion de puntos fijos queda

como:

x]? = tmh (Wllxp + W12yp) (3.28-a)

y, = tanh (szy » ) (3.28.b)

Laexpresion de los autova ores coincide con los de la ecuacion (3.26.8) y (3.26.b).
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De la ecuacidon anterior vemos que no exige influencia de la coordenada x en la
determinacion de la ecuacion de punto fijo correspondiente a la coordenada y. Los puntos
fijos coinciden con las intersecciones de las curvas F. En edta Stuacion la funcion F(x,; wia,
w21) degenera en una recta horizontal y=y,, donde y, son las ordenadas de los diferentes
puntos fijos. S se consdera que los pesos diagonales son mayores que —1, se pueden

plantear cuatro casos. Estos son:

1<w;;<ly —1<w,,<1. Existe un Unico punto fijo estable situado en € origen, debido
a que Ao existe un punto de interseccion de las curvas F, como se observa en la
dguientefigura

Yy & Y=F(x; wyq, wp)

y=0

Figura 3.11. Interseccién de las curvas que definen los puntos fijos con wy, igua a cero, wy, positivo, -

1<W11<1 y —1<W22<1.

—1<w;<1y wy>1. Respecto ala coordenada y existen tres vaores que cumplen la
ecuacion (3.28.b): £y, (I 2<1) y 0 (I »>1). Como se puede observar en lafigura 3.12
correspondiente a las intersecciones, existe un punto de sila stuado en O, y dos
puntos estables (véase ecuacion (3.23.8) correspondiente de la pendiente de F(x;

W11, le) ) Stuados en (XQ, yo) Yy ('XQ, -yo).
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| >
Wo?//// X X
|
I

‘ Y=o

Figura 3.12. Interseccidn de las curvas que definen los puntos fijos con w,, igual a cero, wi, positivo, -

1<W11<1 Yy W22>1.

wi1>1y —1<w,<1. Respecto ala coordenada y existe un solo vaor O (I ,<1). Como
s ve en lafigura 3.13 existe un punto de slla Stuado en 0, y dos puntos estables
situados en (+x,, 0) (son estables debido aque wy, (1- x2) < w,(1- x2) =1).

Y“

y=F(x; wyq, wp,)

Figura 3.13. Interseccion de las curvas que definen los puntos fijos con w,; igual a cero, wy, positivo,

Wwq1> 1 Yy —1<W22<l.

wi1>1ly wpp>1. Respecto a la coordenada y exigen tres vaores que cumplen la
ecuacion (3.28.b): +y, (1 2<1) y 0 (| 2>1). Como se ve en la figura 3.14 existe un
punto fijo inestable situado en (0, 0), dos puntos de slla en (+x,, 0), cuatro puntos
estables (x1, -yo), (-x1, ¥0), (x3, yo) ¥ (-x3, -y0), dos puntos fijos de silla (xo, yo), (-xo,
-yo) (son de silladebido aque w,,(1- x2) >w,,(1- x2) =1) .
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Y A y:F(7V;|_11 W12)
Y=)o /\
i
y=0 , X0 Yo x; [

Figura 3.14. Interseccion de las curvas que definen los puntos fijos con wy, igual a cero, wq, positivo,

wi>1y wp>1

En lafigura Sguiente se resumen las cuatro configuraciones dinamicas.

A Punto Fijo Estable
n Punto Fijo Inestable
+ Punto Fijo de Silla

v Yy 4
Pitchf. 0 oo T i
> —> e
A
@ (b)
v 4 Pitchf. 0 Y
Pitchf. (S-N deg) A + A
=Xn« X
A o —
(© (d)

Figura 3.15. Configuracion de las posibles dinamicas con w,; igual a cero, w, positivo, a) -1<wy<ly —

1<wp<l, b) =1<w<ly wy>1, €) wi>1y —1<wp<l,d) wip>1y wyp>1.
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En las anteriores figuras podemos andizar |as bifurcaciones que aparecen. En € caso de la
trangicion entre la figura 3.10.b y 3.10.a, se produce una bifurcacion Pitchfork en punto fijo
del origen, cuyo coeficiente asociado a la forma norma es negativo, como se observar en la
ecuacion (3.10) y (3.11). El autovaor no critico es menor a la unidad en magnitud
(I ;=w11<1). Por otro lado, en latransicion entre lafigura 3.10.b y 3.10.c se produce lamisma
bifurcacion Pitchfork, pero en este caso € autovaor no critico es mayor en magnitud a la
unidad. A priori, se debe de producir una bifurcacion silla-nodo en los puntos fijos extremos.
Andicemos con més detdle esta bifurcacion. Como vimos en la ecuacion (3.12) d mapa
asociada a la coordenada de la variedad centrd en la bifurcacion slla-nodo esté definido

como:
ule +1) =uq +[1+1 J@(k) - uy) +a@)(uk) - up)* +o((ulk) - uy)®) (3.29)
pero en este caso,

u, :<x,p>20

a(0) = - wi,y,¥, =0

por tanto, la bifurcacion degenera a una bifurcacion tipo Pitchfork, de tal forma que (3.29)

queda como:
ull +2) =[1+1 (wy,) (k) + c(O)u® (k) + o(u* (k)

donde

_1 1 oy
) =-(p.Ca.9.9)) - - (p.Bla.(4- E)"B(q.9))
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Por tanto, en este caso € coeficiente asociado alaformanormal de la bifurcacion Pitchfork
es negativo. Por otra pate, € autovador no critico es menor a la unidad

(I, =w, (- x2) <1). Edto indica que, a medida que aumenta w,,, un punto fijo estable se
conviete en un punto fijo de slla, gpareciendo dos puntos fijos, edable y sllg,
respectivamerte.

Podemos plantearnos, como se hizo en € caso anterior, qué ocurre cuando los pesos
diagondes son menores que -1. Esto produce bifurcaciones de tipo periodo doble.

Planteemos | os cuatro casos posibles:

1<w11<ly wyp<-1. Exigte un Unico punto fijo de slla Stuado en € origen, debido a
que sblo hay un punto de interseccion como se puede observar en lafigura 3.16. Para
llegar a este caso se puede partir de la configuracion &) y disminuir w,, pasando por —
1, con lo cua se produce una bifurcacion de periodo doble asociada d punto fijo
correspondiente d origen. Como se vio en las ecuaciones (3.20) y (3.21)
coeficiente asociado a la forma norma es pogtivo y @ autovaor no critico es de
magnitud menor alaunidad. Por tanto, aparece un periodo dos estable. Esto se puede
obsarvar en lasguiente figura

v ? Y

P-D 0

wy,=1

- -
[ARY Ll Ll
X

A Punto Fijo Estable

4+ Punto Fijo de Silla
Ciclo dos Estable

Figura 3.16. Dinamica antes de la bifurcacion y después siendo la figura de la derecha la situacién descrita

en este apartado.

wi1r>1y wyp<-1. Respecto ala coordenada y existe un solo vaor O (I ,<1). Como se

ve en lafigura 3.17 existe un punto fijo inestable en 0, y dos de silla Stuados en (xx,
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0). Al igud que @ caso anterior se llega a esta configuracion partiendo de la Situacion
) disminuyendo wo,. Ladiferencia es que en este caso se producen tres bifurcaciones
de periodo doble correspondientes a los tres puntos fijos. El origen, como los otros
dos puntos fijos, tiene € coeficiente de la forma norma positivo (véase ecuaciones
(3.19) considerando y, es nulo, (3.20) y (3.21)). La diferencia estriba en que €

autovaor no critico es mayor en magnitud que la unidad en la bifurcacién asociada d

origen, y, por tanto, gparece un ciclo dos de slla. En los otros dos puntos fijos ocurre

lo contrario y gparecen dos ciclos dos estables.

A Punto Fijo Estable
0 Punto Fijo Inestable

2 Ciclo dos Estable

-+ Ciclo dosde Silla
4 PuntoFijodeSilla

v 4 P-D 0

P-D 1,1’

WZZ:- 1

=

[—)
X

Th—n

Figura 3.17. Dinamica antes de la bifurcacion y después siendo la figura de la derecha la situacién descrita

en este apartado.

w1<-1y —1<w,<1. Este caso es anadogo al expuesto en € apartado €).

wi<-1ly wy>1. Respecto a la coordenada y exigen tres vaores que cumplen la
ecuacion (3.28.b): +yp (I 2<1) y O (I »>1). Lasintersecciones son smilares a caso b)
anterior figura 3.18. Existe un punto inestable Stuado en 0, y dos puntos estables: (xo,
vo) Y (-xo, -y0). En este caso se produce una bifurcacion de periodo doble en € origen
S consderamos como Situacion de partida la descrita en b) y variamos wy;. Al igud

que antes @ coficiente de la forma norma es positivo, y € autovaor no critico es en
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meagnitud mayor que uno, por tanto, aparece un ciclo dos de slla. En lasguiente figura

se puede observar dichatrangcion.

A Punto Fijo Estable

] PuntoFijo Inestable .;.. CiclodosdeSilla
+ Punto Fijo de Silla
YA YA
A P-D 0 A
wy=1

A\
\4

Figura 3.18 Dinamica antes de la bifurcacion y después siendo la figura de la derecha la situacion descrita

en este apartado.
wu<-1y wxp<-1. En eda Stuacion existe un Unico punto fijo correspondiente a
origen, sendo éste inestable. Podemos llegar a esta Situacion partiendo de la descrita
por €). En este caso se produce una bifurcacion de periodo doble asociadad origen.
El codficiente de la forma normd es positivo y € autovaor no critico es, en magnitud,
mayor que la unidad, y por tanto, gparece un ciclo dos de slla. La Stuacion es la

descrita a continuacion.

O Punto Fijo Inestable & Ciclo dos Estable
4 PuntoFijodeSilla .i.. CiclodosdeSilla
v A
P-DO
wy=1

!

Figura 3.19. Dinamica antes y después de la bifurcacion. La figura de la derecha es la situacion descrita en

este apartado.
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Sistema genérico

En este gpatado se establecerdn digtintas posbles dinamicas Sn condderar ninguna
restriccion en los pesos. Se combina e andisis del nimero de puntos fijos con las condiciones
de estabilidad dadas anteriormente. Se tratardn por separado los casos en los que ambos
pesos sean mayores que la unidad (Caso 1), ambos menores que la unidad (Caso 2) y que

sea uno mayor que launidad y € otro menor (Caso 3).
Caso 1

En este caso consderemos que

1 Wiy >1

|
Tw, >1

Podemos distinguir dos situaciones atendiendo a las formas de las posibles intersecciones
de las curvas F, esto es, que € producto de los elementos no diagonales sea positivo o

negativo. Comencemos suponiendo que & producto es positivo.

En lafigura 3.20 se pueden observar las intersecciones posibles cuando w1,>0 y w,;>0 (los
resultados posteriores son smilares s w1,<0 y w,;<0). Las distintas posbilidadesson 9, 7, 5

0 3 puntosfijos.

y 4 v b
4
11
0 > g %
X X
1
41

(b) (©

Figura 3.20. Configuracién de las curvas dadas por las ecuaciones (3.22) con wi;>1, Wy>1 Wip>0'y Wiy >0.

a) nueve puntosfijos, b) 5 puntosfijos, ¢) 3 puntos fijos.
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Tanto en la Stuacion mostrada enlafigura 3.20 (a) como en la3.20 (b) Ds (véase ecuacion

(3.24)) evaluado en € origen esta dado por

D, (W:0,0) = |- (W11 Wy, - 1)
Wio (1' Waa )

(3.30)

y €s negativo. Por otra parte, como wy, espodtivoy (1-w»;) €S negdivo, setiene que
wyy +w,, - 1<|W|

Los eementos diagonales son mayores de la unidad, por tanto, a partir de la anterior
expresion se deduce que € determinante de la matriz de pesos es mayor que la unidad. Esto
nos indica que & punto fijo O es inestable. ESto sera asi mientras se mantenga @ signo de

D¢(W; 0, 0) (véasefigura 3.7).

Por otro lado, existe una Smetria tanto respecto ala posicion de los puntos fijos como ala
estabilidad. Esto Ultimo se debe a que la ecuacion de autovalores es invariante respecto a
cambios de signo en las coordenadas de los puntos fijos. Basdndonos en esto, solo es
necesario andizar |os puntos sin tilde que gparecen en lafigura 3.20. Para €llo agrupemos los
puntos de la figura 3.20 como 1 y 3, por un lado, y por otro, 2 y 4. A continuacion se
andizarala estabilided.

1y 3. Planteemos la estabilidad del punto 1. Consderando que € signo de Dy es
negativo en dicho punto:

O L4 € o Rl U S KM S GO B
A wy, (L- xz)l_l' Wy, (1- yZ)J

ademas como y>ymax (Véase figura 3.20.8) y considerando la expresion (3.26.b)
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Wy, (L- yz) <wy,(1- y:m'x) =1 (3.31)

y COMO wy, €S pogitivo

wyy (LX) +wy, (- p%) - 1> | (1- x*)(2- »*)

por otra parte

wy, (- xz) +w,, (1- yz) >0

y como |, w11 Y wa, SON positivos, entonces

- w (- x%) - wyp(l- ¥7) - LW (- X7)(2- »7)

Con las relaciones anteriores se concluye que los dos puntos son de silla (véase figura

3.8). Deforma andoga se puede deducir que @ punto 3 estambién de silla.

2y 4 congderando que € sgno de Dy(W; X, y), dado por 3.24, es positivo, que wi, s
postivo y

Wy, (L- y§)<W22(1' yrznax)zl P w,,(1- y02)<1

entonces

wyy (LX) +wy, (- p%) - I W[ (L= x*)(L- »7) (332)

por otro lado, w,, (1- x2) esmenor quelaunidad, yaque

w,(@- x2)<w,@-x2.)=1 b w,(1- x)<1
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por tanto
0<w,(1- x2)+W22(1' yz) <2 (3.33.9
C w2\ 4,2 |W|
W |@-x*)2- y°)<———<1 (3.33.b)
Wi Wy

Congderando las rdaciones (3.32), (3.33.a) y (3.33.b) (véase figura 3.7) se concluye

gue los dos puntos son estables.

Como s ha vigto, los puntos 2 y 3 son estable y de slla, respectivamente, y estén
relacionados con una bifurcacion tipo slla-nodo. La Stuacion pogterior a la bifurcacion
corresponde a la figura 3.20.b. Justo en la Situacion de la bifurcacion las pendientes de ' son
igudes, esto es, D(W; X, y), dado por la ecuacion (3.24), se anulay, por tanto, se cumple la

condicién de ligadura correspondiente a la bifurcacidn mencionada:

|71 (@- x*)(A- p%) =wyy(1- X)) +wy (- y°)- 1

Analicemos la direccion de dcha bifurcacion. Consideremos que d variar € parametro wo;
y dgjar constantes e resto de pesos se consigue atravesar la bifurcacion. La reacion existente
entre @ sentido de variacion de w,; y ddl coeficiente correspondiente alaformanorma (3.13)

viene dada por:

Mo ____ &% (3.34)

wy, Wi Wy X

Por otra parte, € coeficiente a(0) asociado alaformanorma viene dado como

a(o) - (dZyO - erZ'xOYO)
(€+d)2Yo

donde
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Para determinar s € autovalor no critico es menor 0 mayor que 1 en magnitud es necesario
determinar € signo de d 'y e condderar la relacion entre los maximos de las funciones F' y las

coordenadas correspondientes a punto fijo en la situacion de bifurcacion (figura 3.21). Eto

€S,

wyuXo <wyy(L- x75) =1P d =w; X - 1<0
WyoYo <Wap (L= yia) =1P e=wy, Y, - 1<0
Por otra parte
d=w,;X,-1>-1
e=wyY, -1>-1

Luego

- 2<d+e<0

Se puede observar en la figura 3.8 que esta condicion corresponde a que € autovaor no

critico seamenor que la unidad en magnitud.
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I

/

Figura 3.21. Situacién limite correspondiente alabifurcacion sillanodo.

La expresion (3.34) es positiva, ya que € parametro e es negativo y € producto de pesos
no diagonaes es podtivo. Por tanto, en esta Stuacion ocurre que «(0) es negativo, y la
direccion de variacion ddl parametro que aparece en la forma norma es la misma que wo,
con lo cua se concluye que a medida que w,; aumenta respecto a parametro critico wa;-
(vaor de w,; donde se produce la bifurcacidn) @ punto fijo de sillay € punto fijo estable
desaparecen. Esta Utima configuracion corresponde a la figura 3.20.b, donde @ punto O es
inestable, e 1y 1" sondesdlla y lospuntos4y 4 son estables.

En cuanto a la dtuacion descrita por la figura 3.20.c, exigen tres intersecciones
correspondientes a tres puntos fijos. El Unico que cambia su estabilidad es € origen, debido a
que Dy(W;0,0) cambia de signo, pasando de ser negativo (figura3.20.b) a positivo (figura
3.20.¢). Por tanto, considerando, ademas, que w1, €S positivo y que wy, €s mayor que uno,

entonces:

Wy +wy, - 13|
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Cuando s pasa de la configuracion dinamica correspondiente a la figura 3.20.b a la
actual mente mencionada, figura 3.20.c, se produce una bifurcacion tipo Pitchfork asociada a
punto fijo origen. La direccion de la bifurcacion viene dada por € coeficiente asociado a la

formanormd, esto es;

c(0) = W122 (Wyy '2 1)+ (wy - 1)3
32~ wyy) (2 wyy - wy,)

<0

Ede codficiente es negativo, ya que wi Y wz SON mayores que 1. Por otra parte, €
autovalor no critico es mayor que la unidad debido a que la suma de los pesos diagonaes son
mayores que dos (véase figura 3.8). Por tanto, un punto de slla 'y un punto inestable se
convierten en un punto fijo de sillaamedida que se araviesala bifurcacion.

Dentro de la configuracion de tres intersecciones (véase figura 3.20.¢), d origen puede ser
un punto de slla o inestable, en funcion de que se cumplalasiguiente relacion o no.

- Wy, - W,, - 1|
Cuando € origen pasa de inestable a punto de silla la relacion anterior se convierte en una

igualdad, y por tanto, se produce una bifurcacion de periodo doble (véase figura 3.7).

Ladireccion de la bifurcacion viene definida por € signo dd coeficiente de la forma normd,

dado por:

W122 (W, +1) + (wy, +1)3

>0
31+ W11)2 2+ wy, +wy,)

c(0) =

Este es postivo, ya que los pesos diagonales son mayores que 1. Por otra parte, €
autovalor no critico es mayor que 1, debido a que la suma de | os pesos diagonales es positiva
(véase figura 3.8). Por tanto, a medida que € origen pasa de sllaainestable aparece un ciclo
dostipo slla
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En la sguiente figura se recopilan las diferentes configuraciones del caso 1 sefidando las

bifurcaciones que se producen en las trangiciones de las dinamicas.

Silla —nodo
2,3

2,3
g m—

A

A Punto Fijo Estable
O Punto Fijo Inestable
+ Punto Fijo de Silla
Ciclo dos de Silla

Pitchfork 0

Periodo doble 0 A
(Aparece un ciclo
dos de silla) 0

Figura 3.22. Configuraciones dinamicas en €l casowq;>1, wy>1, wip wy>0.

Cuando los signos de los eementos no diagonaes son digtintos la forma de corte entre las

curvas F es diferente. El nimero de cortes posibleses 9, 7, 5y 1, como se puede observar
en lasguiente figura
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v A v A
\
4
4
3
0 > 0 >
X X
1 2
—
v A
—
0 >
X
\

Figura 3.23. Diferentes posibilidades de cortes de F cuando wy;>1y wy>1.

En esta Stuacion, de forma similar a la anterior, se puede demostrar que @ punto O es
inestable, d 1y @ 3 son puntos de Slla, y findmente los puntos 2 y 4 son estables. Para pasar
de una configuracion a otra se producen hifurcaciones de tipo silla-nodo d igud que en
caso anterior. Se puede demostrar, iguamente, que & punto fijo correspondiente a origen

sempre esinestable.
Caso 2

En este caso, consideremos que

1wy <1

|
Tw, <1

L as posibilidades respecto a nlimero de puntos fijos son dos. que existan tres puntos fijos o
un punto fijo, esto dependera dd signo de D(W; 0, 0) dado por la ecuacién (3.30).

Observemos en la siguiente figura las dos posibilidades respecto d nimero de intersecciones.
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\ 4

\4

(a (b)

Figura 3.24. Situacién de los puntos fijos cuando ambos pesos diagonales son menores que la unidad.a)

unainterseccion, b) tresintersecciones.

En la Stuacidn en que existen tres cortes se deduce que D,(77;0,0) es negativo, y a ser wi,

positivo y wx, menor alaunidad, se cumple que:

Wiy T wy, - 1AW | (3.35)

por otra parte, como

wy, +tw,, <2 (3.36)

entonces teniendo en cuenta la relacion (3.35)

43! (3.37)

Por tanto, como se puede apreciar en la figura 3.25 donde se visudiza € lugar geométrico
de las tres relaciones anteriores (3.35), (3.36) y (3.37), € origen puede ser un punto de sillao

inestable en funcidn de que se den las Sguientes relaciones
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|[W[>-w,-w,-1 P puntofijodesilla
[W<-w,-w,-1 P puntofijoinestable

sa=W| |

y.

S 1=Wi1+HWw22

ZONA DE SILLA

ZONA INESTABLE

Figura 3.25. Lugar geométrico donde estéa situado el origen cuando ambos pesos diagonal es son menores

gue launidad (tresintersecciones).

Viendo las anteriores expresiones, € origen pasa de slla a inestable aravesando una

bifurcacion de periodo doble. El coeficiente asociado alaformanormd es:

W122 (Wy, +1) + (wy, +1) :

c(0) = 3.38
© 3(1+W11)2(2+W11+W22) ( )
Teniendo en cuentalardacion en labifurcacion
|W|:'W11' Wy, -1
que también se puede expresar como
(W +D(wy, +D=wp,wy Powy, +1:w (3.39)

w, +1
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Sudtituyendo wy,+1 en laexpresion de ¢(0) se deduce que

¢(0) = W122W12W21 + (wy, +1)4
31+ Wll)3 (2+wy +wy,)

Por otro lado, una condicidn para que existan tres intersecciones es
Wi,Wp, >0 (3.40)

y consderando que se trata de la hifurcacion periodo doble en la figura 3.25 (linea

discontinua) se observa que
Wy t Wy, >0 (3.41)

para que sea compatible con la relacion (3.40) y con las condiciones de este caso (w11<1,

wo<1) se debe cumplir que
(w,; +1)>0 (3.42)

Consderando las expresiones (3.40), (3.41) y (3.42) d coeficiente c(0) es positivo. Por
tanto, cuando € punto fijo cero pasa de slla ainestable gparece un ciclo dos tipo slla debido
a que d autovaor no critico es en magnitud mayor que b unidad (se puede observar esto
comparando lafigura 3.25 con lafigura 3.8).

Para los otros dos puntos fijos (1 y 1'), S se consdera que las pendientes (3.23.9) y
(3.23.b) son poditivas, d iguad que los dementos no diagonales.

Qzl' wy (- x%)

>0P w,(1- x?)<1 3.43.
dx le(l- xz) 11( ) ( a)
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&ngl_ Wy, (1- yz)
dyE 1- wy,(L- yz)

Considerando la expresidon (3.43.b), que € signo de la funcion Dy(W, x, y), (ecuacion

>0P wy,(l- y*)<1 (3.43.b)

(3.24)), es positivo, y que w1, €s positivo se cumple que:

wyy (L= x%) +wy, (L= %) - 14| (1- %*)(2- »7) (3.44)

y d ser d determinante de la matriz de pesos menor (véase ecuacion (3.37))que la unidad

ademas se cumple

|7 1(@d- x*)1- y*)<1 (3.45)

combinando las dos expresiones se cumple que:

wy,(L- x?) +w,([1- y*)<2 (3.46)

Teniendo en cuenta la relacion (3.44), (345) y (3.46) € lugar geométrico dd plano

parametrizado por los pesos diagondesy € determinante indica que estos puntos son estables
0 deslla, como se puede observar en lasiguiente figura

S, A

ZONA| ESTABLE

S1
ZONA DE SILLA

Figura 3.26. Lugar geométrico donde estan situados los puntosfijos (1y 1') desde el punto de vista de su

estabilidad cuando ambos pesos diagonal es son menores a la unidad.
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Cuando € punto fijo pasa de estable a punto de slla se produce una bifurcacion tipo
periodo doble. El coeficiente asociado alaformanorma viene dado por

3ed (dy, + lexoYo)2 +(-2+d+ e)(d3 + eW122Y02)
3d%Yi(d +e)(-2+d +e)

c(0) = (3.47)

donde

d =wy X, +1

e=w,Y, +1
Comparando las figuras 3.26 y 3.8 se puede deducir que € autovalor no critico es menor
que la unidad. Por otro lado, d coeficiente dado por (3.47) no tiene un signo definido. Por
tanto, cuando los puntos 1y 1' pasan de estables a puntos de silla gparecen dos ciclos dos
edables 9 d coeficiente (3.47) es positivo 0 desgparecen dos ciclos dos tipo slla s es
negativo.

En cuanto alas configuraciones de un punto fijo, cuando se pasa de tres puntos fijos a un
punto fijo se produce una bifurcacion tipo Pitchfork en € punto fijo correspondiente d origen.
En este caso € coeficiente de laformanorma correspondiente viene dado por:

¢(0) = W122(1' ""222)"'(1' Wll)3
31~ wyy) (2= wyy - wy,)

Lardacion de bifurcacion es
W [Ewy +w,, -1

gue también se puede expresar como
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(1- wi)d- wy) = wipwy P 1-wy, = el
1- wy,

Sudtituyendo 1-w,, en la expreson de ¢(0) se deduce que

2 4
¢(0) = WW, Wy ¥ (wy; - 1)

3(wy, - 1)3(2' Wiy - Wy,)

(3.48)

Este coeficiente es negativo, ya que wii+w»<2, w1<1y los dementos no diagonaes tienen
e mismo sgno. Por tanto, las trangciones de las dinamicas dependeran dd autovalor no

critico | . Eto es (véase figura 3.8):

-1<I ,<1. Las condiciones son O<wi;+w,,<2, ocurre que:
De dos puntos estables y un punto de silla correspondiente d origen se pasa a un

Unico punto estable situado en € origen.

| ,<-1. Lacondicion es wi;+w,,<0, ocurre que:
De dos puntos de sllay un punto inestable correspondiente d origen se pasa a un

Unico punto de silla sSituado en € origen

Por dltimo s d origen es un Unico punto fijo ocurre que Dy(7;0,0) cambia de signo
respecto a la stuacion de la figura 3.24.b. Como wy, es menor que la unidad y wi, €S

positivo, entonces.

wy +w,, - 1 W |

S seobservalafigura 3.7, d cero podria ser etable, inestable 0 de silla. Se restringen mas
las posibilidades s 1a suma de pesos diagondes es positiva, ya que solo puede ser estable 0
inestable. Cuando cambia de estable a inestable aparece una 6rbita cuasi periddica producida

por una bifurcacion tipo Neimark- Sacker. V eremos posteriormente que esta 6rbita sempre es
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estable. Por otra parte, este tnico punto fijo puede pasar de ser un punto estable a punto de
slla apareciendo un ciclo dos estable, ya que € codficiente de la forma normd (3.37) es
positivo y € autovaor no critico es menor que la unidad (véase figura 3.8). Por Ultimo, este
punto fijo puede pasar de inestable a silla, produciéndose una bifurcacion tipo periodo doble
(véase figura 3.8). En esta Stuacion, d autovaor no critico es en magnitud mayor alaunidad y
el coeficiente ¢(0) asociado ala forma norma (véase ecuacion 3.37) es positivo. Por tanto, a

medida que € punto fijo cero pasa de inestable a silla gparece un ciclo tipo silla

Pitchfork 0
(W11tW2<0)

=
=

A\

A Punto Fijo Estable
Punto Fijo Inestable | Periodo Doble 1, 1°
¢(0)<0

O

+ Punto Fijo de Silla

Ciclo dosde Silla
Ciclo dos Estable

Figura 3.27. Dindmica correspondiente a la situacion en que ambos pesos diagonales son menores a la

unidad partiendo de una situacién correspondiente al Caso 1.
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v Periodo Doble 1,1°
al ¢(0)<0

—

Capitulo 3

X
1°A
A Punto Fijo Estable
O Punto Fijo Inestable
Pitchfork 0 + Punto Fijo de Silla
(W11+W22>0) e CiclodosdeSilla
Ciclo dos Estable
A
Y Periodo Doble 0
—> — 4+
X - X

ﬂ Neimark-Sacker 0

Y

—>

Periodo Doble 0

Figura 3.28. Dindmica correspondiente a la situacion en que ambos pesos diagonales son menores a la

unidad partiendo de otra situacion distintaalade lafigura3.27.

Caso 3

En este caso consideremos que

[RCH <1 | 1wy >1

| |
Twy, >1 Twy, <1
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Supongamos que los signos de los pesos no diagonades son iguaes. Con esa suposicion
exige una Unica situacion correspondiente a tres puntos fijos, como se observa en la siguiente

figura

\j

o> N

Figura 3.29. Curvas que determinan los puntos fijos cuando wy;<1 'y wy,>1.

En edta Stuacion € signo de la funcién Ds(W;0, 0), dado por (3.29), es positivo, wi, €S

positivoy wy, €s mayor que launidad, por tanto se cumple que:

wyy Wy, - 13|

y € 0 puede ser inestable o de silla (véase figura 3.25).

Teniendo en cuenta que D(W; X, y) evauado en los otros dos puntos fijos es postivo y

considerando que se cumple también que

wy, (- y?) <1 (3.49)

como ademés wy, es positivo

wyy (L= x%) +wy, (1- %) - 1< || (1- x°)(2- »y7) (3.50)
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Por otra parte, como la pendiente de F'(x; wi1, wip) €S poditiva, esto es

1 w

2 -
F&x;wyy,w,) =lx 5o
Wio
entonces
) 1
@- x°)<— (3.51)
Wig

combinando las relaciones (3.49), (3.50), (3.51) y considerando que wi,wo; €S positivo, se

deduce que
IR L4
[ ]@- x*)2- y°) < <1 (3.52.9)
WiiWa2
wy, (- x2)+W22(1' yz) <2 (3.52.b)

Consderando las relaciones (3.50), (3.52.8), (3.52.b) estos puntos describen € lugar
geométrico que se observa en lafigura 3.26. Estos puntos pueden ser de silla o estables. Por
tanto, con tres puntos fijos se pueden dar las mismas configuraciones dinamicas que las de

Caso 2.

Por otra parte, cuando los pesos diagondes no tienen d mismo Sgno, exisen dos
Stuaciones posbles cinco puntos fijos, tres puntos fijos o un solo punto fijo. En la Sguiente

figura podemos observar |as tres posibles configuraciones.
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/

> >

X
2
)

@ (b ©

Figura 3.30. Curvas cuando | os pesos son wy;,<1y wy>1, @) situacion con 3 puntos fijos, b) situacion con 5

puntos fijos b) situacin con un solo punto fijo.

La configuracion de la figura 3.30.a coincide con la configuracion 3.29. Por tanto, es
necesxio andizar las configuraciones de la figura 3.30.b y 3.30.c, como se detdla a

continuacion.

Aplicando los mismos razonamientos que anteriormente se cumple la relacion y teniendo en

cuenta que Dy(W; 0, 0) es negativo
wy, +w,, - L<| W |
y se puede afirmar que € origen esinestable, estable, 0 de silla (véase figura 3. 7).
Por otraparte, lospuntos 1y 1’ cumplen que
w (L= x®) +wy, (1= %) - 1> [ (- x*)(A- y7)
y por tanto pueden ser inestables o de silla
Lospuntos2y 2" enlafigura 3.30.b, pueden ser estables, o silla. Debido a que:

wy (L= x%) +wy, (- p%) - I W[ (1- x°)(2- y7) (353)
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w,(L- x%) <1

wy, (L= y?) <1 (359

Ademés s consderamos la Siguiente figura

>y

e

Figura 3.31. Situacion critica de corte entre las curvas F con wy;<1y wy>1.
teniendo en cuenta que:
|7 |@- x*)A- y*) <[ |(@2- x))(A- ¥*)
como en lasituacion criticade lafigura 3.31

W 1(1- x )@= »?) = wu(@- x2) +wp(l- p0)- 1

entonces

1- yz) |.W11(1' xf)"'wzz(l' yf)' lJ

wl@- x3)(-
[W Q- x)A- y.) < )
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ademas

Wll(l' xcz) <1

por tanto

|7 1(1- x?)(L- p?) <w,, (1- y?)<1 (3.55)

Considerando las relaciones (3.53), (3.54) y(3.55) se deduce que los puntos 2y 2 son
estables o de slla (véase figura 3.26).

En eda Stuacion se puede observar que a pasar de la figura 3.30.b a la figura3.30.c se
produce una bifurcacion slla-nodo asociada a los puntos 1 y 2. En esta bifurcacion no se
puede determinar s € autovaor no critico es mayor o menor que la unidad. Por otra parte,
cuando en la trangcidn entre la figura 3.30.b y la figura 3.30.a se produce una bifurcacién
Pitchfork asociada a origen, en este caso no se puede determinar tanto & sgno del coeficiente

asociado alaformanorma como s d autovalor no critico es mayor o menor ala unidad.

Se condata que, en este caso, a diferencia del anterior, es dificil demostrar de una forma
anditica los diferentes comportamientos dindmicos. Consideremos gemplos de transiciones
entre diferentes dinamicas (las configuraciones dindmicas se han determinado numéricamente

mediante € programa DsTool [Back 1992)).

En d gemplo de la figura 3.32, se condgdera la Situacion en la que dnco puntos fijos, dos
de slla, dos estable y € origen inestable, pasan a un solo punto fijo inestable en € origen,
gpareciendo un ciclo de periodo diez estable adiciond. En este caso se producen dos

bifurcaciones slla-nodo y han aparecido otras bifurcaciones.
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A P.F.Esable — " " —
m P.F. Inestable .-~ -
+ P.F.deSilla - / ;
: / )
Y ; ; v ! .
- j ..'
’ i .
A“":.:f.:.:.w._‘_#/ A N s
X b H X L
(b)

(@)

Figura 3.32. @) Configuracion dindmica correspondiente a wy;=15, wy,= -4, wy=43 y wy= -10, b)
configuracién dinamica correspondiente a w;,=15, wy,= -13, w»=43 y w,,= -10. Las variedades estables e

inestabl es asociadas alos puntos de silla aparecen en linea azul y roja, respectivamente.
En d gemplo de la figura 3.33 se consdera la Stuacion en que cinco puntos fijos, tres de

dlla, incluido € origen, y dos estables, pasan atres puntos fijos, sendo € origen inestable y los
otros dos estables. En este caso, se produce una bifurcacion tipo Pitchfork (desaparecen dos
puntos fijos) y una bifurcacion periodo doble asociada d origen. Indicar que debido a esta

ultima bifurcacion la segunda dinamicatiene un ciclo dostipo silla

= Ciclo dos de Silla
F. Estable
F. Inestable
F. deSilla

A P
m P
4+ P.

ul .
(b)

-“,“ PR X
(a)

Figura 3.33. 8@ Configuracion dindmica correspondiente a w11=15, w12= -10, w21=43 y w22= -29.8, b)
configuracion dinamica correspondiente a wl1=15, w12= -10, w21=45.2 y w22= -29.8. Las variedades
estables e inestabl es asociadas alos puntos de silla aparecen en linea azul y roja, respectivamente.
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En d gemplo de la figura 3.34 se consdera la Situacidn en la que cinco puntos fijos, dos
estables, dos inestables'y un punto de silla correspondiente a origen, pasan atres puntos fijos,
dos estables y uno inestable en € origen. En este caso se produce una bifurcacion tipo slla-
nodo. Indicar que en este gemplo gparece un ciclo dos tipo slla, ya que partimos de la

configuracion de lafigura 3.33.b.

: CidodosdeSilla ...mf——a | ek
A P.F. Estable o R

m P.F. Inestable
+ P

F.deSilla

@ (b)
Figura 3.34. @) Configuracion dindmica correspondiente a w;,=15, wyp,= -10, wn=43 y wy= -29.7, b)
configuracion dindmica correspondiente a w;,=15, wi,= -10, w,,=43 y w,,= -29.8. Las variedades estables e

inestables asociadas a los puntos de silla aparecen en linea azul y roja, respectivamente.

En d gemplo de la figura 3.35 se conddera la Stuacion en la que cinco puntos fijos, tres
estables incluido € origen y dos de slla, pasan a cinco puntos fijos, pasando € punto fijo
origen de estable ainestable. En este caso se produce una bifurcacion tipo Neimark- Sacker.
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A P.F. Estable
m P. F. Inestable i
4+ P.F.deSlla I/

@ (b)

Figura 3.35. @) Configuracién dinamica correspondiente a w;,=31.53, wy,= -10, w»,=94.68 y wx= -30, b)
configuracién dinamica correspondiente a w1,=31.53, w,= -10, w,;=94.7 y w,= -30. Las variedades estables

einestables asociadas alos puntos de silla aparecen en linea azul y roja, respectivamente.

Por Ultimo, exigte la Stuacion de una sola interseccion o punto fijo. Este punto fijo puede

ser estable, inestable o slla, d igud que en @ caso anterior.

3.3.3.3 Interpretacion de las configuraciones dinamicas

Hasta ahora se ha llevado a cabo una clasficacion de las dindmicas en base a la
configuracion y caracteristicas de los puntos fijos. Cabe preguntarse s esta es informacion
suficiente para hacerse unaidea sobre la forma de las trayectorias fasicas. Lo primero que hay
gue tener en cuenta es que € espacio fasico esta acotado, de forma que las trayectorias deben
acabar en los conjuntos invariantes estables, sean éstos puntos fijos smples o ciclos como los
estudiados hasta € momento o conjuntos mas complejos como drbitas cuasiperiddicas o
atractores cadticos. Los distintos dominios de atraccion de cada elemento estable indicaran
los limites entre trayectorias fasicas muy didtintas. Las variedades estables de los puntos de
dlla condituyen la frontera entre los dominios de araccion, asi que su cdculo numérico
permite determinarlas. Con todos estos elementos, se pueden eaborar “retratos fasicos’
cuditativos veraces sobre la forma de las trayectorias genéricas. Ademas, como se ha visto,

s puede determinar las trandciones entre las dinamicas en una primera aproximacion
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atendiendo a las hifurcaciones locales en los puntos fijos o los ciclos. En las Sguientes
secciones £ prestara atencion a dementos invariantes como  Orbitas  cuasiperiodicas 'y

cadticas, y alas stuaciones dindmicas o bifurcaciones que pueden originarlos.

3.3.5 Bifurcacion Neimark-Sacker

En esta seccion d objetivo principa es determinar la estabilidad de la 6rbita cuasiperiodica
que aparece a medida que se araviesa la bifurcacion. En primer lugar, intentaremos
generdizar |os resultados para una clase de funciones de activacion f. Planteemos un lema que
nos determina la forma de lafuncion F, que considerando una funcidn de activacion ftienela

sguiente expreson

f_l(x) - WX

Wij

F(xw,,w,) =

1

Lema 3.1. S Al C? monGtonay acotadacon £’ (x): 0 " xT A - {0} entonces F notieneun

punto sngular en dicho conjuntos w, f¢€0) £1.
Demostracion:

Para demostrar € lema es necesario andlizar la ecuacion que define los puntos criticos de

F.Estoes

f_lq:(x)' Wii

ij

F(Kx;wj,wl.j): =0

1

con

S|
S e ()
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En primer lugar, verifiquemos que bgo las condiciones dd lema se garantiza que solo existe
un punto sngular en € intervao (0¥ ). Paradlo, utilicemos d teorema de Rolle que indica que
s una fundon gl C'[a, b]) con g(a)=g(h)=0 entonces g’ se anula en agin punto

perteneciente d intervao (a, b). Veamos por tanto laderivada de lafuncion F, esto es.

1 %)

F§x;
i w, FE(F ()

W) =-

i’

Lafuncion F1 CY([#{0), c)), considerando ¢ como la cota superior de f, yaque £’ no se
anulaen € intervao [0¥). Sabemos que F’ no se anulaen dicho intervalo ({0), c), debido a
que /’ no s anula en & mismo intervao (0¥). Puesto que no se verifica la concluson del
teorema de Rolle [Spivak 1994] entonces agunas de sus premisas falaran, en este caso no se
cumple la existencia de dos ceros en lafuncion £ en dicho intervalo. Por tanto, alo sumo F’

tendré un Unico cero, esto es F' tendrd un Unico punto singular.

Veamos a continuacion la condicion que garantiza la existencia de un punto singular de F en
(f(0),c). Apliguemos € teorema de Bolzano-Welerstrass [Spivak 1994] sobre F en d
intervdo [f{0),c-d] donde 0<d<<1. Supondremos que F(/{0)) no se anula, veremaos que
ocurre con este caso particular. La funcion F’ es continua en dicho intervalo debido a que
f¢i(x) también lo es Se tiene que cumplir la siguiente desigualdad para que F’ tenga un

punto singular:
1

_lel O w2
PO 4= e & ey

y f’(c-d) es un vaor pequeiio cuyo signo coincide con @ de f’(0) (debido a que f es

egtrictamente monGtona). La condicion anterior se transformaen

1<w, £ €0) (356)



Capitulo 3 165

entonces existe un punto singular de lafuncion F en (f{0), ¢), en caso contrario lafuncion F no

tiene ningln punto singular y es monétona.

En € caso particular en que F (f(0)) se anule, es decir, 1’(0)=1/w;; se puede verificar que
F" no tiene un punto singular en € intervao (f{0),c). Esto es debido a que lafuncion 1 tiene
un Unico minimo o maximo en & origen motivado porque /'es monGtona, acotaday que f’’ no
se anula en (0¥), como se puede observar en la figura 3.36. Por tanto, F’ sera positivao

negativaen d intervao abierto (/{0), ¢) 9 /’(0) es positiva 0 negativa, respectivamente.

, A
e | root
f(0)>0

><v
<y

£(0)<0

Figura 3.36. Representacion de la derivada de la funcién de activacion. a) considerando /' (0) >0, b)

considerando f*(0)<O.

Podemos plantear la misma demostracion para d intervao (-¥,0) descubriendo la misma
condicion para que exiga un Unico punto singular. Como consecuencia § no < da la

condicion (3.56) sellegaalaconclusion dd lema .

En lafigura 3.37 se puede observar laformatipicade lafuncién F (considerando | €0)>0).
Eda tiene un minimo y un maximo cuando w;;> 1/ €0) (figura 3.37.a) y es mondtonamente

creciente en caso contrario (figura 3.37.b), d igua que ocurre con la funcion de activacion

tangente hiperbdlica.
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/[

@ (b)

\/

Figura3.37. Los dos posibles comportamientos delafuncion F. @) w, f €0) >1,b) w, f €0) £1.

Veamos a continuacion que la bifurcacion Neimark- Sacker solo se produce en € punto fijo

correspondiente d origen, paradlo s utilizarad lema anterior.

Teorema 3.1. S /1 C? monGtona y acotada con f®x):0 " x1 A - {0} y f{0)=0 entonces

s0lo se puede producir la bifurcacion tipo Neimark-Sacker en @ punto fijo correspondiente d

origen.
Demostracion:

La metodologia a seguir es en primer lugar, demostrar que cuando se produce la
bifurcacion se deduce una ligadura sobre los pesos no diagonades. A continuacion se
andizarén las Stuaciones de corte de lafuncion F que definen @ nimero de puntos fijos con la

condicion encontrada inicid mente.

Supongamos que se produce la bifurcacion en € punto fijo (xo , yo) . Las coordenadas de

edte punto fijo satisfacen las Siguientes relaciones:
XY, =1 (3.57.a)

- 2< [y F Ty <2 (3.57.b)

donde
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|| es el determinante de lamatriz de los pesos

X, :f((fl(xo)) Y, :f(tf-l(yo))

Considerando la expresion (3.57.8) y las condiciones limites de lainecuacion (3.57.b)

1
YZCurva =
71X
¥ 2- w, X,
+2recta
Wao
_-2-wuX,
-2recta
Waz

La primera ecuacion anterior corresponde a la ecuacion (3.57.a) y las dos Ultimas a las

condiciones extremas de lainecuacion (3.57.b).

Edtas Stuaciones pueden generar cuatro posibilidades en funcion de la combinacién de
Sgnos de wiy Y wop. Trataremos sdlo una de dichas combinaciones, ya que € resto son

equivadentes. En lasguiente figura se observa unade dllas.

A\ 4

X1

Xalim

-2- wi X
vg =10
\/Vlz

Figura 3.38. Curvas que definen labifurcacion Neimark-Sacker (wy;>0, w,,>0).

Considerando la ecuacion 3.31.a, € determinante de los pesos cumple que
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1

W m
J&S 7 (x0)) S&S T (0o))

y como la derivada de la funcion de activacion tiene € mismo signo entonces dicho

determinante es sempre positivo.

Observando la figura 3.38 la curva superior representa la restriccion (3.57.b). El tramo
resdtado en dicha curva corresponde a los puntos que verifican la bifurcacion. Por tanto, para
gue exida la bifurcacion es necesario que la recta 'y curva superiores de la figura 3.38 s

intersecten. Veamos la ecuacion que cumplen dichos puntos de interseccion

2 w
XZ- S x, 2=
Wiy Wiq | |
Las soluciones son
1 & - w,w,, 0
XO - (;1_ 21""12 :
Wiy 8 |W| @

Para que existan dichos cortes tiene que ocurrir que

Wy Wy, <0

Por tanto, una condicién necesaria para que exista la bifurcacion es que los pesos no

diagonales tengan Signos opuestos.

Veamos en |as figuras sguientes las tres posibilidades de corte de lafuncion F, compatibles
con la restriccion anterior. Consideraremos, sin pérdida de generalidad, que /7 (0) es positivo

y que wy; €s positivo.
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_,_,,/x X X
)

(b) (©

€)

Figura3.39. Diferentes formas de interseccion de F(x; wii,win) Y F(y; way,wap) considerando w,<0, w,>0. &)
wu<Uf'(0) y wo,<Uf(0), b) wiu<Uf(0) y w>Lf(0), ©) wi>1 £(0) y wo>1Uf(0).
Analicemos con detdle estas tres Stuaciones.

a) Cuando w1;<l/ £'(0) y wx<1/f7(0).

En este caso s0l0 es necesario demostrar que @ cero es € tnico punto fijo.

Supongamos que x; es una coordenada dd punto fijo mayor que cero, y w;,<0

(w21>0). Lagguiente ecuacion define e punto fijo

FHx) - wyx
y:—ll:F(x’Wn’le)

Wio

La coordenada y es positiva debido a que & numerador y w1, Son positivos. Por otro

lado se cumple también la ecuacion:

= fEl(J’) - Wyl
Wy

=F(y, Wy, Wy)

La coordenada x es negativa debido a que  numerador y w,; Son negativos. Para
evitar esta aparente contradiccion tiene que ocurrir que x=y=0. El Unico punto fijo que

se produce en esta Situacion es € origen.
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b) Cuando W11<1/ f ,(O) Yy W22>1/f ’(O)

En este caso es posible tener diferentes puntos fijos distintos del origen. Latécnicaes
consderar € signo de Ds en dichos puntos fijos y concluir que la condicion (3.57.b)
fala Refiriéndonos alos nombres dados en la figura 3.39.b se puede andizar los puntos

ly?2.
- Punto fijo 1
Comparando las pendientes de las funciones £ en dicho punto fijo

1- wiiﬂ(xl) <— W:;jqxz) bW | f&x,) f&x,) <w,f&:,)+w,fEx,)- 1

VIV ® wy S &x,) twy, f&x,) >2

- Punto fijo 2
Consderemos la sguiente figura limite donde desaparece dicho punto fijo.

e

Figura 3.40. Situacion critica de corte entre las curvas F con w;<1/f7(0) y w>1/17(0).
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Teniendo en cuenta que la derivada de la funcidn de activacion es decreciente ocurre

que:
| W1 f&xo) fRyo) <IW | f&x.)fKy,)
como en la Situacion critica de lafigura 3.40
W 1f &) €y.) = f&x ) +wy f&y,)- 1 (3.58)
entonces

< f&o) w, f&x,)+w,, f&y,)-1
f.)

W f&x,) f€y,)

ademés, como & méximo de la curva F cumple que:

wy, f€x,,,) =1

y como lafundon /7 es decreciente ocurre que

wy, f€x,) <1

por tanto

W f®xo) fRyo) <wypf&y,)

El segundo término de la desiguddad es menor que la unidad, ya que como wo; €s

positivo entonces, y como se puede observar en la figura 3.40, |la derivada de F(yy;

W22, W21) Cumpl e
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dF(yg;Wa, W,y) — szf«)’o) -1
dy Wy

<0P w,, f&y,)<1

Por tanto, no se cumple la condicion de bifurcacion (3.58).
¢) Cuando wy1;>1/ £°(0) y w>1/f"(0). Refiriéndonos alos nombres de lafigura 3.39.b
- Puntosfijos1y 3.

Comparando las pendientes de las funciones £ en dicho punto fijo

- W;l/f:%Cl) <1- W:;Q{xz) PAW | f&x,) f ) <wyy f&xy) +wy, f&x,)- 1

VIV ® wy S &x,) +wy, f&x,) > 2

- Puntospunto 2y 4.

En este caso se puede considerar la Situacion critica correspondiente alafigura 3.41y
plantear Smilares argumentos que € caso dd punto fijo 2 correspondiente d caso
anterior, la Unica diferencia es que se intercambian los papeles jugados por cada

coordenada.
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Yimax e

Ye

Figura 3.41. Situacion critica de corte entre las curvas F con w;>1/17(0) y w>1/1(0).

3.3.5.1 Determinacion de la direccion de la bifurcacion

Una vez vido que la bifurcacion Neimark-Sacker sdlo se produce en d punto fijo
correspondiente a origen es necesario determinar la estabilidad de la 6rbita cuasiperiodica. Al
ser e dgtema de dos dimensiones, no existe autovalor no critico, es decir, la dindmica esta
definida exclusivamente por la variedad centrd.

L os autoval ores complg os conjugados tienen la Sguiente expresion:

12 :etiq’0<q <p

Como se vio en € capitulo anterior, la forma norma asociada se suele expresar como

mapa complgo

Z=e"z(1+d(0) |z ) +0( z |")

donde
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1 i _
a(0) =Re (d(0))= ZRe{ ¢ “[{p.C(g.4.7))
+2(p,B(g.(E - 4)'B(q,9)) (3.59)
+2(p,B(g,(e*E - 4)"B(g.9)}

El objetivo es cdcular € coeficiente «(0). El primer paso es obtener la expresion del
autovector complegjo ¢l C? asociado d autovalor | 1y € autovector de la Jacobiana adjunta
pl C?, estoes:

Jg =e%q Jp=e"p
y que cumplen la condicion de normaizacion

(p.g)=1 (3.60)

L os autovectores en este caso tienen las Siguientes expresones

i
= ’l’
1 % wi, £ €0)
- I e " Wllfq(O)U
PP T

donde b se determinaa partir de la condicion de normdizacion (3.60) y su vaor es

s - 250 @)+ ifvy - wy)ra0)]
4 Sen (q)

donde se haintroducido larelacion entre d argumento del autovalor complegjo conjugedo y los

parametros dd Sstema parasmplificar.
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1%}

Las segundas y terceras derivadas del mapa evaluadas en € origen tienen la sguiente

expreson:
v, _
Vi = W 0
Tx  Tx, wywi £ RO)
1/,
— L - wow,w. 0
Tx T, 9T, Wy Wa Wy f ®O)
En este caso:
2 2
B(g.q)= 8§ —L = SHO) & w,wy 4,4,
jik= 1ﬂx ﬂxk jok=1
1/, <
C.(q,9,9) = a ———q,9.9, = fM0) Q w,w,w,q,9,q,
ok, l= 1ﬂx ﬂ  Tx X Jk =1

Consideremos gue la segunda derivada de la funcion de activacion se anula en @ origen

(caso de latangente hiperbdlica).

B°O0
El término ¢ (¢,¢,7) Viene dado por.
y — _ S ®O)
qC]_ 1] l - 3
e (¢.9.9) 10 ( )( |
y = S®O)le - SRO)w,, NS KO) Wy Wy, - 1
aC g, - 22 1"V 22
e "C,(q9.9.7) W 7 §0)°

Parasmplificar Cx(q,q,q) Se haconsderado la condicidn de ligadura |7]=1.
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Considerando la relacion entre los parametros del Ssstema en la bifurcacidn, € coeficiente

gue determina la estabilidad de la 6rbita cuas periodica queda

~ e} f@wo)b 1 [1+f<1(0) WLW, +wh - fR0)(w, + wy, )Cos (Q)]"‘[,J‘:J
a(0) = 2—| - o
§2W 12f(1(0) |+ Ifqo)(w 1 W22 )Sn (q) gg

Considerando la relacion de los pardmetros en la bifurcacion y la expresion dd Cosq

evauada en la bifurcacion, la relacién anterior queda como

e SRO)(wh +wp - 2wh) Ul
i 8 2 ay
Iy

zfﬂ(O)(wll T Wa )Si” (q ) IDH

a(0) = Reg LOLY

A2 wi, £ %0)°

Sudtituyendo b~ en la expresion anterior

_ S/ ®O0) } 2 2 2
a(0) = 4W122 f(I(O)S (1 fG(O) WyuWap + Wi fG(O) )

utilizando la relacidn de ligadura (3.57.@) correspondiente a la bifurcacion, a(0) se puede

expresar cComo

1%0) f«o>2w21
1- 3.61
4740)° & : (361

a(0) =

Aplicando uno de los resultados obtenidos a lo largo de la demostracion del teorema 3.1,
que concluye que la condicion necesaria para la existencia de la bifurcacion Neimark-Sacker
€s que wpwx<0, entonces € término dentro de los paréntesis de la expresion (3.61) es
sempre pogtivo. Por tanto, € signo de a(0) Unicamente depende de la relacion entre los
signos de la derivada primeray tercera de la funcion de activacion evauadas en € origen. En
el caso de ser la funcidn de activacion una tangente hiperbdlica esta relacion es negativa, con

lo cua labifurcacion es supercritica, esto es, la érbita cuasiperiddica es sempre estable.
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Podemos generdizar este resultado a una red discreta de Hopfield de dos neuronas.

Recordemos que € mapa de lared discreta de Hopfield sSin pesos umbrales es
X(k +1) = W (X(k))

Exige unardacion lined entre e mapa de la red de Williams-Zipser y la de Hopfield, dada

por
X, =WX,,

Por tanto, lared de Hopfied y Williams-Zipser son topol dgicamente equivadentesy tienen
mismo nimero de puntos fijos y estabilidad. Como consecuencia la primera condicion que
extraemos es que en lared de Hopfield solo se produce la bifurcacion Neimark- Sacker en e
origen. Por otro lado, podemos calcular d parametro (3.59), para verificar que la bifurcacion

tiene lamisma direccidn. Laexpreson de lostérminos By C queda como:

2

[} 7
B.(¢g.9) = a —+—14,4.

j,k=1ﬂxjﬂxk

2
f“‘(o)a di/\'wijwi/\'qjqk

jik=1

02
f®0)a wiq?
Jj=1

2

_ 1/ _

C(q.9.9)= & ——"—4,9,7
_j,k,l:lﬂx‘/ﬂxkﬂxl s

2
o _
= f(m(O) a dikdilngwik Wad;9:9,

ok I=1

2
= f®o)a w;q°7q,
j=1

Parte de |os términos de a(0) son:



178 Capitulo 3

" q _—f@(O) - w wyue ' (w w
e Cl(q,q’q)_fG(O) 12[ a*t fKO)wy ( at 12)]

- iq — _ S ®O)w,, - iq 2
e '"C,(q.,q9,7) = 740w 12[ + f§0)e (Wquz"'le)]

S consideramos las ligaduras de la bifurcacion Neimark- Sacker, que coinciden con las de

lared Williams-Zipser (3.57.8) y (3.57.b).

a(0) = %Re[e"'q <p,C(q,q17)>]:

Reg%o)b_{[az +(@,-a3)Cos @)]- ifa, +a,)sin (Q)}§=

&

- &(a 5 - f(I(O)(Wllag, - wya 2))

4a ,
donde
a,=-wy
a, = fq(o)wlzwﬂ (W122 Twywy, + fG(O)z)
a; =wy
= f]0)*wy,

Introduciendo los términos a; entonces a(0) tiene la Sguiente expreson

RO B 1 40wy, O KO f<(0)2w
0) = C’_I. 11 22 — 21 =
‘O T o 4f¢(0>§ 5

Podemos aplicar la relacion wi,w»1<0 del teorema 3.1 debido a que las condiciones de
bifurcacion son las mismas que las de la red de Williams-Zipser. Por tanto, la orbita
cuasiperiodica es estable s d producto de los signos de la derivada primera y tercera
evauadas en € origen son diferentes. ESto hace que € resultado coincida con € de la red

Williams-Zipser, como era de esperar.
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3.3.5.2 Simulacion

Veamos qué ocurre cuando la funcién de activacion es la tangente hiperbdlica. Esta funcion
satisface las condiciones impuestas en € apartado anterior: ser continua hasta la segunda
derivada, mon6tonamente creciente, acotada, que su valor en d origen sea cero, y que su
derivada segunda sea digtinta de cero en cuaquier punto que no sea € origen. En este caso la
relacion de las derivadas terceray primera de la activacion evaluada en € origen esigud a—2,
por tanto, la drbita cuasperiddica es Sempre estable. Podemos visudizar este fendmeno
mediante la figura 3.42, donde se trazan dos trayectorias comenzando en dos puntos
diferentes, uno, interior ala orbitay otro externo, smbolizados con dos asteriscos. La forma
de converger a la Orbita cuasiperiddica es en espiral, como se observa en la figura. La orbita
esta formada por sucesivas iteraciones no continuas pero, a iterar indefinidamente, se puede
conseguir que |os puntos estén tan préximos unos a otros como se quiera, dando lugar a una

region précticamente continua.

11 X 1

Figura 3.42. La 6rbita cuasiperiddica con |os siguientes parametros; wq;,=1.44, w;,=-1.44, w»=0.72, w,,=0. El
asterisco ‘*’ indica los puntos iniciales de los que se parte para generar la 6rbita cuasiperiddica. Las
Orbitas con el color rojo y magenta representan dos trayectorias que parten de un punto externo e interno,

respectivamente.
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3.3.5.3 Estudio de las lenguas de Arnold

El objetivo de esta seccion es estimar las lenguas de Arnold para d mapa correspondiente a

dos neuronas con la funcion tangente hiperbdlica como funcion de activacion.

Egte dstema tiene cuatro parametros, con lo cud la idea es fijar dos pesos (w11, wi2) Y
variar los dos grados de libertad restantes mediante & determinante de la matriz de pesosy la

suma de eementos diagonaes.

Recordemos la expresidn del nimero de rotacion:

@)+ a(PG )+ + a(P G )

_1
r=—--lI
2p ke¥ k

donde

a( )=|PG)-j|

y PX(j ) corresponde a angulo del punto fasico en laiteracion k-ésma

Como se puede observar, en laexpresion anterior € valor del nimero de rotacién depende
del punto de partida. En ocasiones experimentamente se encuentra mas de un nimero de
rotacion, ya que ocurre que coexiste més de un punto periodico estable y como consecuencia
dicho nimero depende de que € punto inicid pertenezcad dominio de atraccion deun ciclou
otro. Por este motivo, para poder visudizar correctamente las lenguas es necesario calcular la
periodicidad experimenta haciendo un enrgillado del espacio fasico e iterando hacia delante
estos puntos, viendo asi la periodicidad asociada a cada punto inicid y discriminando los
ciclos diferentes. Con este método sdlo se discriminan los ciclos edtables. Para ver las
fronteras de Arnold sdlo se tienen en cuenta las zonas a las que solo les corresponda una
unica periodicidad. En la figura 3.43 podemos ver las diferentes formas de las lenguas de

Arnold caracterizadas por vaores distintos de los parametros wiy y wis.
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Las configuraciones més comunes de las diferentes periodicidades son las sguientes; dos
oOrbitas de periodo dos (estables), cuatro érbitas de periodo tres (2 etablesy 2 de silla), dos
oOrbitas periodicas de periodo cuatro (estables) y dos orbitas periddicas de periodo seis
(estable y de silla). También se ha encontrado experimentamente que coexisten las diferentes

orbitas periddicas mencionadas anteriormente.
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Figura 3.43. Representacion de las principales lenguas de Arnold con el correspondiente nimero de

rotacién. a) wq,= 0.217 y w1,=0.050 b) w1,=0.100 y w1,=10.000.

3.3.6 Estudio del Caos

Una red neurond con una sola neurona no es capaz de tener un comportamiento de
dindmica cadtica. Para que exista un comportamiento cadtico son necesarias d menos dos
neuronas. En [Wang 1991], se ha encontrado caos en una red con dos neuronas con una

configuracion especifica de pesos (cuando € determinante es cero). Se demuestra con estos
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vaores de pesos que d Sstema es equivadente a un Sstema cadtico de una dimension (mapa
logigtico). En base a este hecho vamos a tratar dos casos. En primer lugar, andizaremos €
caos en la gStuacion con determinante de la matriz de pesos nulo y que llamaremos
degenerado. En segundo lugar, se generdizard este andiss d sstema no degenerado,
considerando dos casos particulares correspondientes a que la matriz de pesos sea Smétrica o
no [Pifieiro 2001].

3.3.6.1 Caos en la red de dos neuronas: Caso degenerado

Consderemos @ caso en € que € sstema dinamico tiene € determinante de la Jacobiana
igual a cero en todos los puntos, para elo es necesario que € determinante de |os pesos sea

igua acero. Representemos lamatriz de pesos que tiene esta propiedad como:

é& kal
W =ma . 3.62
"8 kol (362

Con estos pesos, se puede ver facilmente que @ sstema discreto de dos neuronas es

eguivaente d mapaunidimensond f sobre d intervao [ z,, z, ] . Se define como [Wang 1991]
1 (z1) = tenh( muz,) + ktanh( mbz,)
donde z, =-1- k| Y z =1+

Se ha demostrado que éste Ultimo mapa es topol dgicamente equivaente a una clase de
mapa unimodal es bien conocidos (mapa logigtico [Robinson 1995]). Con esta equivaencia, es
esperable que se encuentre Smilar comportamiento y, en particular, smilar forma de encontrar

dinamicas cadticas (“rutade caos’) variando sus parametros.

En la figura 3.44 se muestra una de esas rutas cadticas (cascada de periodo doble). Este
diagrama se ha obtenido dibujando los puntos findes de muchas smulaciones frente a un

parametro. Se puede observar que existen “ventanas’ de periodicidad mezcladas con vaores
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de pardmetros con comportamiento cadtico. En muchos casos, ambas dinamicas estan
densamente mezcladas respecto a los pardmetros, o 1o que es o mismo, se destruye la
dinamica cadtica con pequefios cambios de los parametros, dando lugar a trayectorias
periodicas. En esta dtuacion se habla de dinamica “no robusta’. Cuando pequefios cambios
en los parametros no dteran sustancialmente las dindmicas cadticas, entonces @ caos se dice

gue es robusto. En nuestro caso estamos ante una dinamica dd tipo no robusta.
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Figura 3.44. Ruta de periodo doble. Dentro de la regién de dinamicas cadticas, hay valores de parametros

gue dan dindmicas con trayectorias periddicas (ventanas).

Este resultado coincide con [Potapov 2000] donde se trata una Situacion més particular en

laformade la matriz de pesos (3.62), asumiendo que los pardmetros a y b son iguaes.

Para determinar |a robustez de las dindmicas de este sstema determinaremos la magnitud
de los exponentes de Lyapunov. En este caso d ser e sstema f unidimensiona solo exise un
exponente. Cuando tiene un vaor postivo @ sstema es cadtico, como indicamos en €

capitulo de sstemas dindmicos. El exponente de Lyapunov tiene la siguiente expresion:

1 4 1, ) 0
L —!J@rg;ln%|fﬂ(zj)|— lim ;Ing§}1|a(l- tanh(az, )?) + kb(L- tanh(bz, ) )|;
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En lafigura 3.45 se representa & exponente de Lyapunov frente a parametro a. Se puede
observar que para muchos vaores dd parametro, € exponente acanza un vaor negaivo,
gpareciendo unas trayectorias periodicas estables y desapareciendo € caos. Para ciertos
vaores dd parametro la derivada es cero, d exponente de Lyapunov no et definido, y

gparecen representados como picos abruptos negativos (Situacidn superestable).

Esto corresponde a las denominadas trayectorias superestables. El lugar geométrico en €
espacio de los parametros en donde ocurre esta Stuacion se denomina spine locus

[Barreto 1997].

_2_.....: ........ E.........: ........ . ........ :.........: ....... :.........E ........ . ........ ,..... o

Figura 3.45. Exponente de Lyapunov (L) frente a parametro a. Se observan muchos picos que

corresponden a dinémicas no cadticas.

L os resultados experimenta es obtenidos son coherentes con la conjetura hecha por Barreto
en [Bareto 1997]. De acuerdo con ésta, S un atractor cadtico tiene / exponentes de
Lyapunov postivos y hay n parametros que varian, entonces una variacion de los n
pardmetros pueden destruir € caoss n 3 1. S n <[ entonces @ caos no se puede destruir con

una variacion suave. Como se puede observar para un sistema de una dimension solo existe
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un exponente de Lyapunov, y € caos se puede destruir variando cudquier parametro, como

Se puede observar en lafigura 3.45.

3.3.6.2 Caos en la red de dos neuronas: Caso no degenerado

En este caso tenemos un verdadero sistema de dos dimensiones (no se puede reducir aun
sstema equivaente unidimensiona) porque € determinante de la matriz Jacobiana asociada no
es idénticamente cero. En principio, € determinante de la matriz de pesos no es cero, pero en
la préctica, por la aritmética finita en la determinacion de la funcion tangente hiperbdlica se
hace cero en las saturaciones. Consderando los efectos de la precison aritmética, e mapa se
hace no invertible en los puntos del espacio fasico situados en las saturaciones (donde su
ordenada vae + 1). Experimentamente hemos observado (figura 3.46) la existencia de
multiples ramas que surgen de los puntos de slla Stuados en las saturaciones formando la

variedad inestable y a su vez |os atractores cadticos.

En primer lugar, se puede observar laforma del atractor en € espacio de dos dimensiones
en lafigura 3.46. Exigten tres puntos de equilibrio de silla, marcados por circulos en la figura
Las lineas rectas representan |as variedades estables de cada punto de silla. Las lineas curvas
son las variedades inestables de los puntos de slla inferior y superior (mitad inferior y mitad
Superior respectivamente) y dd punto de slla dd origen (ambas ramas). Las variedades
inestables juegan un papel importante para establecer la existencia de atractores caoticos.
Ademas en estas variedades aparecen cruces trasversales, por tanto, este es un tipo de caos
de Horseshoe, con cruces homoclinicos y heteroclinicos. Para estas dindmicas, la variedad
inestable condtituye € atractor cadtico. En redidad, en este caso exigten dos atractores

cadticos que corresponden alavariedad superior e inferior respectivamente.
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(b)

X

Figura 3.46. Configuracion cadtica con los pardmetros (wll=- 25 wl12= 255 w21= -124.5, w22= 125). Los
circulos representan los puntos de silla de las que parten las variedades estables (color azul) e inestables
correspondientes (color rojo). La figura a) representa todo €l espacio fasico y la b) la parte de las

variedades correspondiente alaregion del cuadro representado en trazo discontinuo en lafiguraa).

En la anterior figura se puede observar que los puntos de slla Stuados en los extremos
tienen una de las coordenadas en € espacio fasico (lay) saturada, esto hace que la Jacobiana

evduada en dichos puntos sea cero, como se puede observar en la siguiente expresion:
|J(xp ’yp)| :|W|(1_ x;)(l_ yi): 0

donde x,, y, son las coordenadas de los puntos de sillay |/#] es € determinante de la metriz

de pesos.

Las condiciones que determinan las dinamicas cadticas particulares son multiples: es
necesaria la existencia de dos puntos de silla'y que estén Stuados en las saturaciones, de ta

maneraque d mapa no esinvertible en dicho puntos.

Dentro de este caso se pueden distinguir dos situaciones digtintas atendiendo a la forma de
los atractores cadticos sea smétrica 0 no [Pifieiro 2002]. Veamos con més detdle estas

Stuaciones.
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Caso de atractor simétrico

Este caso se crea por una perturbacion suave de lamatriz de pesos del caso anterior que la

hace no singular, como se observara a continuacion.

_€&a a+k@
&b b+ky

W
Como podemos observar en la matriz anterior, cuando £ se anulareducimos d ssema d
caso degenerado. Por otro lado € determinante depende de este parametro k y ladiferencia
entre a y b. El motivo de este tipo de parametrizacion es observar cuanto de robusto es
caos partiendo de unos parametros @ y b donde € dstema degenerado se comporte

cadticamente.

Veamos a continuacion su robustez. Para ello es necesario determinar 1os coeficientes de
Lyapunov en un sstema de dos dimensiones. En este caso la manera de hacerlo es algo mas
complicada y es necesario utilizar dgoritmos més sofisticados como la descomposicion OR.
Es importante sefidar que en los puntos de saturacién aparece una divergencia respecto a los
coeficientes de Lyapunov, con que se ha modificado € caculo de ta forma que estos puntos
no |os tenemaos en cuenta. En primer lugar, basandonos en estos resultados numéricos, uno de
los exponentes de Lyapunov es sempre negativo independientemente del parametro del
sstema. Por otra parte en la figura 3.47 se puede observar que € otro exponente de
Lyapunov varia erréticamente de vaores positivos a negativos, esto indicaque, a igua que en

el caso degenerado, € caostiene fata de robustez.
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Figura 3.47. Exponente de Lyapunov (L) frente alos pesos siendo variados en trayectorias lineales en el

espacio de pesos. Aqui las ventanas de estabilidad son mas amplias en lafigura 3.45.

Al igud que en d sstema singular se verificala conjeturay € caos es no robusto, ya que €
tener sAlo un exponente de Lyapunov positivo, independientemente del niUmero de parametros

que sevarie (n 3 ).

En la figura 3.48 se pueden observar experimentamente los atractores encontrados y sus
dominios. Las trayectorias observadas numéricamente coinciden con la variedad inestable del
punto de slla Stuado en € origen. Edtas trayectorias estén redlmente compuestas por un par
de ciclos smétricos. En otras padoras, hay un ciclo de periodo largo con un dominio de
atraccion amplio (compuesto por dos zonas) y un ciclo de periodo mucho més pequefio con
un dominio de atraccién mucho mas pequefio que se mezcla con e otro dominio de atraccion.
De los resultados obtenidos se extrae que existe una gran dependencia repecto ala precision
aritmética utilizada [Pifieiro 2002]. Més especificamente, se ha observado que € factor critico

eslagproximacion en @ caculo de latangente hiperbdlica
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Figura 3.48. Los ciclos simétricos con sus dominios de atraccion (color gris). Los ciclos son de

periodicidad 1035 y 39.

Por tanto, la fata de precision numérica hace que no se gprecia un atractor cadtico y se

tenga un pseudo- caos.

Caso genérico
Afiadamos una pequefia perturbacion respecto a caso anterior que haga que la matriz sea
generd. Denominando a la perturbacion e (de orden 107), la matriz de pesos queda como

sgue

& a atk+el

W=g
&b bk

et en}

Como se puede observar en lafigura 3.49, la principa diferencia con respecto los casos
anteriores (con la excepcion de los dos partes conectados de los dominios de los atractores

principaes) es que € espacio de estados esta compuesto por dominios completamente
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mezclados correspondiente a los tres atractores encontrados. Para las trayectorias que
convergen en edas regiones, una pequefia perturbacion puede causar una sgnificativa

diferenciaen los estados que se vidtan.

'3
 mom o
1 I Id
" !' I Jr
" 1y
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-..-..'""-r'-.,-v'.:-q- L
FT R TR M - ) a as o
E

Figura 3.49. Caso genérico con pesos elegidos como una perturbacién suave dada por (5) Existen dos
atractores grandes y un atractor (ciclo) simétrico todos con dominios entremezclados (color gris) La

periodicidad de losciclos esde 1927, 1927 y 582.

Se puede condtatar la fata de robustez en este caso, ya que € anterior caso es un caso

particular de este considerando e igua acero.

3.3.6.3 Analisis del atractor

En la figura 3.50 se dibujan las propiedades estadisticas de estos atractores. La
coordenada vertical reflga la frecuencia con que cada punto del atractor es visitado. De esta
figura, es claro que la mayor frecuencia de puntos visitados esta en las regiones de saturacion
(esquinas inferior izquierda y superior derecha), seguidos por los puntos findes de las ramas

gue forma cada atractor. Por tanto, los puntos mas visitados estan Situados en los extremos de
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las ramas. Estos puntos son las intersecciones de las variedades estables e inestables de los
diferentes puntos de dlla. Es decir, los puntos heteroclinicos son los més frecuentemente

visitados.

Figura3.50. Histograma reflejando la frecuencia con que cada punto del atractor es visitado.

3.4 Resultados para n neuronas

En este caso d estudio de bifurcaciones y caracterigticas dindmicas se ve dificultado debido
a que no s puede determinar € numero de puntos fijos ni sus correspondientes

caracteristicas dindmicas, ya que no existen expresiones anditicas paralos autovaores.

Recordemos laformadd mapa paran dimensones

x,(k+1) =tanh(éN_ w, X (k)+éM w, u (k)+w")

in”"n im ™~ m

n=1 m=1
donde

x,(k) eslasdidadelaneuronai-ésma
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u, (k) eslaentradam-ésimade las neuronas.

w.

in?

w', son |os pesos correspondientes a las sdidas redimentadas y |as entradas de las

neuronas, respectivamente, de la neuronai-ésma

w'' ese peso umbral delaneuronai-ésma

En este caso lamatriz Jacobiana viene dada por la siguiente expresion:
J(x)=Gx)W
donde

W eslamatriz de pesos,
G(x) = diag(G,(x),G,(x),...,G,(x))

con

G,(x)=1- tanhz(éN w, x, (k))

in’n
n=1

En e caso de que x seaun punto fijo ocurre que:
G,(x)=1- x}

El determinante de la matriz Jacobiana viene dado por:
A
@ =O 6,
i=1

Es importante introducir la expresién del determinante de la Jacobiang, ya que éste es €
producto de los autovaores, d igud que latraza de la Jacobiana coincide con la suma de los

autovalores.
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Es posible dar una condicion suficiente para que los puntos fijos sean estables. Para ello
caculemos @ determinante de la Jacobiana de esa Orbita. Se puede plantear en términos de

Lema

Lema 3.2. Suponiendo que d punto fijo estable esta situado dentro del hipercubo de lado

2 ’1_ |W|—l/n

entonces  punto fijo es estable.
Demostracion:
Dentro dd hipercubo se cumple
G, (x) WY ti=1,...,n

Sudtituyendo en laexpresion del determinante:
A LY 1
|7 (x) =7|O G,(x) <O 1w V=1
i=1l i=1

Como d determinante es menor que la unidad, entonces todos |os autovalores son menores

que es que launidad, por tanto, & punto fijo x es estable O.

De igua manera que en d lema anterior se da una condicion suficiente para que un punto
fijo sea estable, también se puede afirmar que no existe ninglin punto fijo inestable que esté
dentro de este hipercubo. Estos resultados se pueden completar en € caso de punto fijo de
dlla afiadiendo la condicion |1, este Ultimo caso se andiza con mas detdle en

[Tifio 2001].
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Podemos también determinar otras condiciones suficientes para garantizar la etabilidad de
lared, o lo que es o mismo, que todos los puntos fijos sean estables, es decir, que todos sus
autovalores sean menores que uno. Para dlo se puede utilizar € teorema del circulo de
Gershgorin [Kincaid 1994]. Este plantea que los autovaores de una matriz 4 estan en la

interseccidn delos circulos en € plano complejo definidos por:

[N g U
D, =izl C|z-aqa,|EQ aijg
i

Jri
En figura 3.51 se puede observar que s
max {|r [+|d; [} <1 (3.63)

entonces se garantiza que los autova ores estén dentro del circulo unidad.

Imag(l ) 1

-

SIS )

Figura3.51. Circulos de Gershgorin en el caso de ser una matriz todos |os el ementos diagonal es real es.

En d caso de lared neurond la condicidn (3.63) queda de la Sguiente manera:
max {Q |w;, |G,(x)} <1
j=1

En genera podemos plantear una condicion mas redtrictiva para € caso e punto fijo

distinto del origen. En & caso del origen esto Sempre se cumple,
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N
max {Q w, b <1
i=1

En concluson s @ maximo de las sumas parciaes de lasfilas de la matriz de pesos, en vaor

absoluto, no excede de la unidad entonces todos los puntos fijos son estables.






Capitulo 4. Aplicaciones

En ede capitulo se andizara € comportamiento dindmico de las redes neurondes en
diversos problemas con diferentes grados de dificultad, entre estos estén: la deteccion de dos
patrones smples, la caracterizacion de potencides evocados visudes y d problema de
identificacion de una planta correspondiente a un motor de corriente continua controlado en €

inducido.

Se ha estudiado la capacidad de las redes neuronaes en resolver |os problemas anteriores.
Por otra parte, se ha andizado € comportamiento dindmico de la red neurond alo largo dd
entrenamiento, paraintentar relacionar la dinamica con € error. Basado en dicho estudio se ha
planteado una edtrategia de inicidizacion de los pesos con d fin de mejorar |os resultados de

|os entrenamientos.
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4.1 Deteccion de dos patrones temporales

Egte problema es interesante, ya que por su smplicidad da unaidea clara de lainfluenciade
ladinamica en € funcionamiento deseado de la red neurond ante las entradas. Este problema

consste en digtinguir dos patrones muy smples en una serie tempora.

Se pretende que la red decida d fina de la secuencia de entrada cud de dos posibles
patrones ha gparecido en lamisma, paraello su sdidaen € ingante fina (€l Unico considerado
en € error) debe vaer 1 0 -1 indicando que ha aparecido € primer patron o € segundo.

Los patrones a entrenar son pulsos de dos clases (postivos y negativos) colocados
deatoriamente en la secuencia temporal. Un giemplo de pulso positivo se puede observar en

lagguiente figura

a8

Q.8

Q.6

Entrada

Q.5

a4r

Q.3

Q.2

aar

L L L L L
5 10 15 20 25 0 35 40

Muestras
Figura4.1. Patrén tipo pulso positivo con anchura de 5 muestras.
Se han obtenido buenos resultados con una sola neurona. En la siguiente figura se puede

observar la curva de error correspondiente a entrenamiento de 20 patrones con 40 muestras

cada uno y con pulsos de 5 muestras de ancho.
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Error

(] § L] 15 0 5

2 30 35 4 45 51
Epocas

Figura 4.2. Curva de error del entrenamiento con 20 patrones de 40 muestras cada uno y con pulsos 5

muestras de ancho.

En la figura 4.3 se muestra € patrén de entrada, la sdida deseada, y la sdida que
proporcionalared. Se puede observar que lasdida deseaday lared se gproximan a partir de

la muestra donde comienza d pulso.

L] T T T L1}

[+] 5 11} 15 a - n = L] [ a o 1% :—'.:" = 30 5 L)
Muestras Muestras
@ (b)

Figura 4.3. Salida de la red (trazado continuo), a) corresponde al pulso positivo y b) corresponde al pulso
negativo.
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Es interesante ver la relacion de la variacion de la dinamica propia de la red con € error
durante d entrenamiento. El mapa que define la dindmica de una sola neurona (véase seccién

3.2) tiene como parametros dos pesos, € de redimentacion y € peso umbra.

T

Peso de realimentacion

Epocas

Figura 4.4. Evolucion a lo largo del entrenamiento del peso de realimentacion correspondiente a una

neurona.

El cambio méas dgnificativo corresponde d peso de redimentacion. En la figura4.4 se
muestra dicho cambio. S la comparamos con la figura 4.2, se encuentra que € error bga
considerablemente cuando @ peso supera d vaor unidad, es decir, d sstema auténomo (sin
consderar entradas) de una neurona pasa de tener un Unico punto fijo estable
(aproximadamente en € origen) a tener dos puntos fijos estables adicionaes (bifurcacion silla-
nodo). Estos Ultimos puntos estén situados cas Smétricamente (€l origen de la asmetria esta
en & peso umbral que es dd orden de 10®). En la figura 4.5 se observa & espacio fasico
unidimensiona con los tres puntos fijos. Cuando seiniciae pulso positivo d estado seStlaen
el semige postivo y d terminar dicho pulso @ estado converge d punto fijo estable Stuado en
el semigje positivo. Esto se debe a que € dominio de atraccion es todo € semige positivo.
Con d pulso negativo ocurre |o contrario, convergiendo € estado d punto fijo estable Stuado

en d semige negativo.
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xg X0 Xpa

X

Figura 4.5. Dominios de atraccion de los puntos fijos correspondientes a una neurona con peso de

realimentacion mayor que la unidad y peso umbral préacticamente cero.

Es interesante andizar la trayectoria en ausencia de entrada del  sstema entrenado y con

estado inicia cero, como se consideraen @ entrenamiento.

NEt T —

0!

Figura4.6. Evolucion de lasalida delared con entradanulay estado inicial nulo.

Se puede observar en la figura anterior que & sSstema evoluciona hasta terminar en uno de
los puntos fijos estables. Este comportamiento se debe a la dinamica propia del sstema, ya
que € estado inicid se encuentra dentro del dominio de atraccidon de uno de los puntos fijos
edtables (véase figura 4.5). La evolucion de la trayectoria dentro de las 40 primeras
iteraciones (correspondientes d tamafio de la secuencia utilizada en & entrenamiento) es
relativamente lenta. ESto hace posible que un cambio minimo de la entrada provogue que se
sdte de un dominio de atraccion a otro. A medida que nos dgamos del tamafio de la
Secuencia entrenada es necesario un valor de la entrada mayor para producir tal transicion.
Esto reflgalagenerdizacion dd entrenamiento, ya que para un amplio rango de variaciones en
laamplitud y ancho del pulso se sigue discriminando las dos clases de pulso, Sempre'y cuando

Sse mantenga € tamafio de secuencia entrenada.
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Hemos solucionado las dificultades cuando congderamos trayectorias con una longitud de
Ssecuencia mayor que la utilizada en @ entrenamiento. Planteemos que ocurre en caso
contrario, es decir, cuando se considera € error en trayectorias de longitud menor que las
entrenadas. En figura 4.7 se observa que no se dga evolucionar la salida red lo suficiente

como parallegar d estacionario y dar un vaor adecuado en la Ultima iteracion.

8}

.8

1 rd 3 L] L] v 2] g LY

Muestras

Figura4.7. Representacion delasaliday entrada de lared con trazado negro y rojo, respectivamente.

Como e ha vigto, en este problema la red funciona de ta manera que cada patron esta

asociado a un estado find de equilibrio s d sstema se dgjara evolucionar o suficiente.,

4.1.1 Estrategia de Inicializaciéon de pesos

La edtrategia clasica de inicidizacion de pesos heredada de las redes edtéticas consiste en
escoger |os pesos iniciales con vaores aeatorios muy pequefios [Thimm 1997]. Esto impide
gue las neuronas de la red se saturen. La saturacion es una Situacion indeseable, ya que
dificulta d entrenamiento mediante backpropagation en las redes estéticas o en generd la
propagacion de la derivada de los estados en € tiempo en las dindmicas. Respecto a la
dindmica propia (Sn pesos umbraes) esto significa que d origen es @ Unico punto fijo y,
ademés, es estable. S se consderan los pesos umbrales @ origen cambia de posicion

ligeramente, manteniéndose la dinamica, ya que los autovalores estardn lgos dd circulo
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unidad. De esta manera la red neurond es topoldgicamente equivaente a un sistema lined
edable. Vamos a intentar plantear una edtrategia dternativa de inicidizacion de pesos que
mejore @ entrenamiento.

Para disefiar esta edtrategia, consideremos |as transiciones entre dinamicas que se pueden
dar con una sola neurona. Hemos visto anteriormente que cuando se produce una de estas
trandciones, la bifurcacion tipo slla-nodo, € vaor del error bgja considerablemente. Veamos
qué ocurre cuando tomamos como Stuacion de partida la que corresponde a la Stuacion
critica de la otra bifurcacion (periodo doble). En este caso, € vador dd peso de
retroaimentacion debe ser igual a menos uno. Se puede observar € resultado en las figuras
48a y 4.8b, donde se visudiza d eror y € vaor dd peso de redimentacion,
respectivamente. El peso de redimentacion tiende a ser mayor que uno, correspondiente con
la dnamica de dos puntos fijos estables. Esto es esperable, ya que cuando se produce la
bifurcacion periodo doble (w=-1) gparece un ciclo dos estable, 0 1o que eslo mismo, lasdida
de la neurona oscila de un vaor pogtivo a negativo continuamente. Este comportamiento no

es € adecuado desde € punto de vista de |a salida deseada.

(@

Error
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(b)

Peso

in 5 n = an 35 i a5 0
Epocas

Figura4.8. Evolucion del error (a) y peso (b) alolargo del entrenamiento comenzando conw igual a menos

uno.

Visto lo anterior se puede plantear comparar tres edtrategias de inicidizacion de pesos
diferentes. La primera edtrategia es la convenciond, es decir, e eligen aeatoriamente con
digtribucién uniforme en un intervalo Smétrico respecto a origen. La segunda estrategia
consste en patir de los pesos deatorios anteriores e imponerles que d peso de
redimentacion vaga uno (bifurcacion silla-nodo). La tercera estrategia es smilar ala segunda

sdvo que & peso de redlimentacion vae menos uno (bifurcacion periodo doble).

En lafigura 4.9 se puede comparar |os resultados entre la Stuacion inicid y find de los tres
histogramas de la distribucion del error correspondiente a las tres estrategias anteriormente
mencionadas. Para redizar dichos histogramas se han consderado 3000 muestras con
digtribucion uniforme en € intervalo (—0.01, 0.01) (las graficas de laizquierda corresponden a
la digtribucion de errores iniciales y los de la derecha a los entrenados con 10 épocas). Se
puede observar que la megior estrategia corresponde a comenzar en la bifurcacion silla-nodo.
La segunda mejor es la que comienza en la bifurcacion periodo doble superando incluso la
técnica clésica de inicidizacion de pesos. Este resultado es coherente con |o mostrado en las
figuras 4.9 y 4.10. Los histogramas findes estan claramente discretizados, esto sgnifica que

hay muchas configuraciones de pesos que corresponden aproximadamente a los mismos
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vaores de error. Esto se debe a la presencia de minimos locaes en la superficie de error

donde convergen mltiples entrenamientos.

B

NUMERO DE VECES

(b)

NUMERO DE VECES

—~

0

NUMERO DE VECES

ERROR

ERROR

NUMERO DE VECES

N

NUMERO DE VECES

NUMERO DE VECES

ERROR

p I

ERROR

Figura 4.9. Histogramas de la distribucion del error a inicio y final del entrenamiento. a) puramente

aleatorio, b) imponiendo que se comience en labifurcacion silla-nodo y ¢) imponiendo que se comience en

labifurcacién periodo doble.
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En la dguiente figura se puede observar la variacion dd higograma durante
entrenamiento. En € ge de las Z se representa @ porcentgje respecto a nimero de muestras

totales.

@) (b)

Figura 4.10. Distribucion normalizada del error a lo largo de las épocas. @) puramente aleatorio, b)

comenzando por la bifurcacion silla-nodo, y ¢) comenzando por la bifurcacién periodo doble.

En la figura 4.10.a se observa que los entrenamientos convergen rgpidamente a un minimo
con error reaivamente dto. En la figura 4.10.b los errores evolucionan a un Unico minimo
local cercano a cero. En d Ultimo caso (figura 4.10.) convergen a varios minimos locales de

errores superiores a caso anterior.

4.2 Deteccion de la seinal del Potencial evocado

El potencid evocado es una respuesta déctrica dd Sistema Nervioso Centra que guarda
relacion tempord, concreta'y definida con € estimulo que la ha originado, siendo su principa

caracterigtica la reproducibilidad. Generdmente este tipo de estimulo es sensorial, cognitivo o



Capitulo 4 207

un acto motor. En @ caso que @ estimulo sea de naturaleza sensorial |a respuesta se denomina

potencial evocado sensorid: auditivo, visua o somatosensorid [Regan 1989).

Estas respuestas déctricas se recogen mediante una serie de eectrodos situados en la

cabeza del sujeto. Esas sefides son amplificadas y registradas en un electroencefa dgrafo.

Los potenciales evocados estan formados por una serie de componentes. Dichas
componentes s entienden como aquellos méximos y minimos que se observan y que
caracterizan a potencia evocado. Estas componentes se suelen denominar también puntas y

vales dd potencial evocado.

A modo de gemplo, los potencia es evocados visuaes se pueden utilizar, desde € punto de
viga dd diagndgtico, para observar anomalias en € sstema visua, demodtrar dteraciones
funcionaes en d sstema visud (cuando sdlo hay sintomas en otro Sstema, como la eclerosis

multiple).

En & problema atratar nos centraremos en los potenciaes evocados visuaes, por tanto, se

describe a continuacion su morfologia

4.2.1 Morfologia del potencial evocado visual

La morfologia de los potenciades evocados visuaes sude asemgarse a una letra 7 (ver
figura 4.11) y con menor frecuencia, a una letra 7. Los estimulos visuaes mas usuaes son
flash y & damero (este estimulo se produce mostrando en un monitor un patrén de damero y

su inversa, es decir, los cuadros blancos pasan a ser negros'y viceversa).

Ocurre en edte tipo de potenciaes que s la luminosidad dd estimulo es bastante intensa,
empiezan a aparecer picos en torno a los 25 milisegundos, dependiendo su presencia del

individuo. Veamos en lasguiente figura un potencia evocado con sus componentes.
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[s] 100 200 300 400 500 800 700 500 200 1000

mseg.

Figura4.11. Potencial evocado visual.

Se puede observar en la anterior figura que existen tres componentes principaes,
denominadas N1, P10 Y N> que ddimitanla V. Lanotacion Ny P indica polaridades negativas
y postivas de las puntas, por tanto, la denominacion dependera de la referencia eéctrica
utilizada. Debido d montgje de adquisicion, en @ caso de la figura, aparecen polaridades

inversas.

El problema a resolver es la locdizacion tempora mediante redes neurondes de la
componente P dd potencid evocado visua. Para €lo se dispone de un nimero de
registros, junto con la evaluacion de un experto neurofislogo de la posicidn tempora de las

puntas més sgnificativas (N1, Pioo Y N2).

4.2.2 Entrenamiento para la deteccion de la componente Pigo

La determinacion de la componente P1o0 depende del contexto temporal, con lo cud ala
red se le exige de dguna manera que tenga capacidad de memoria. Por tanto, analicemos la

capacidad de memoria de lared neurond.

Una medida de la memoria es la relacion de la variacion dd estado find respecto a la del
inicid. Formdicemos en primer lugar € concepto de dominio de atraccion definido en €

capitulo 2.
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En & caso dd aractor hiperbdlico X, se define su dominio de araccion b(X) como €

conjunto dado por (véase seccion 2.3):
b(X) ={a" e>0,818x1 X 1q. |1 (@)- x| <ef

sendo f'un mapa.

Respecto a la influencia que tiene la entrada frente a las caracteristicas dd sstema
autéonomo (es decir, sn entrada), veamos la propiedad denominada de shadowing

[Hde 1991], queindica

Definicion 4.1. Un sstema f posee la propiedad de shadowing 9 " >0 exise un >0, ta
que para cua quier b-pseudo-orbitat los estados del sistema con entrada (x ) cumplen:

v, (K) - f5(x(0)] <e
donde:
" eslacomposicion del mapa auténomo 1k veces( 1° es @ mapa identidad)

x(0) esun estado inicid del sstema sin entrada o autonomo

xna(k) estado del sistema con entrada o no auténomo en e instante ¢

! b-pseudo-6rbita. Son las trayectorias del sistema no auténomo cuyos estados {x,, (£)}

verifican:

||f(xna(f))- X, ( +1)||<b, "3 0

donde x,,, son los estados dd Sstema no auténomo (con entrada) y f es € mapa autonomo.
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Se puede demostrar que algunas redes neuronales discretas en € tiempo tienen esta
propiedad de shadowing. En particular, se verifica para redes con funciones de activacion
tipo sgmoide, esto es, funciones mondtonamente crecientes, acotadas y continuamente

diferenciables[Garzon 1994].

Egto garantiza que S fijamos un » adecuado determinando asi la cota de la entrada, para
todos los estados xn,(0) (condicion inicid del sstema no auténomo) perteneciente ab (X) y lo
suficientemente algados de su frontera, 1os estados generados por € sistema no auténomo
permanecen asintéticamente en un entorno e de 1 “(x(0)), y por tanto de los puntos X.
Intuitivamente, esto permite asegurar que acotando convenientemente la entrada nuestro

ggemaevolucionarda de lamismaformaque e sstema auténomo.

Congderemos a continuacion la definicion de dominio de atraccion reducido.

Definicion 4.2. Denominamos G(X) € dominio araccion reducido de un atractor hiperbdlico

X, d conjunto de los puntos y end b(X), tal que " / 3 1, todos los autovalores D' £ () son

menores que uno.

Definicion 4.3. Se dice que € estado del sistema no auténomo permanece atrapado
robustamente en € atractor hiperbdlico X a partir de laiteracion /, S d estado auténomo en la

iteracion [ x (/) etden & dominio de atraccion reducido G(X).

S e sstema esté atrgpado robustamente la matriz Jacobiana evauada en € estado xpq(k-1)

Tx,., (k)

B D)

tiene todos sus autovaores dentro dd circulo unidad, y como la dependencia del estado
xna(k) respecto a estados pasados viene dado por € producto de las matrices anteriores
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k) _ W) W, (k-0 T, (k-nt])
=, (k- n) I (k-D)x, (k-2 Tx, (k- n)

se puede demostrar que este producto tiende a la matriz cero a medida que € nimero de

factores crece (dependencia entre estados més separados en € tiempo).

Esto plantea una dificultad en d aprendizge cuando existe dependencia de grandes
longitudes en € tiempo, y se entrena la red considerando sdlo d ingante tempord find (7) en

lafuncién de coste, esto es;

T =28 [r,(0- 4, (1)

p

donde:
vo(T) eslasdidap delared en d ditimo instante
dy(T) eslasdidadeseadap en d Ultimo indante

S s cdculad gradiente tendremos la Sguiente expresion:

N, w) =8 v, (1) - d, )R, ;», (NN, x(T)

p

2 & d o -
= a (y.” (T) B dp) Nx(T)yp (T) a Nx(t)x(T)wa(t )
p t=1

Con la anterior expresdn vemos que S ocurre la condicidn de atrapado a un atractor, las
partes dd gradiente dependientes de la informacion en ingantes t<<7" son despreciables

frente d vaor delas de ingtantes més cercanos a 7, esto es:

N 1(7) = 2lD @ o cont << 7
: T, )

COMO e Vio anteriormente.
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Este fendmeno e € problema de anulacion del gradiente o comportamiento de olvido
[Bengio 1994] y [Lin 1996]. Este problema es una dificultad grave cuando se tienen en cuenta
dependencias de largo tiempo.

Basdndonos en lo anteriormente mencionado podriamos utilizar una entrada y entrenar
teniendo en cuenta Olo @ estado find, pero existen dos problemas. En primer lugar, la
dificultad de representar € instante tempora de la P1oo en la sdidafind delared, y por otro
lado, & problema dd olvido posible debido a que puede exidtir gran distancia tempord entre
el suceso sgnificativo (P1o) Y € indante de ladecision find.

Para evitar estas dificultades recurriremos a ponderar € error en todos los instantes con o
que € problema equivale a especificar una trayectoria deseada completa para la sdida. Esta
trayectoria es la que aparece en trazo discontinuo en lafigura4.12. Como se gprecia se desea

dar una sdida significativajusto en € ingtante en donde se produce la P1o.

L os resultados con esta estrategia fueron negativos gpareciendo solo una ligerarespuesta en
torno ala P10, COMO e Ve en € trazo continuo de la figura (este resultado corresponde a un

entrenamiento con cuatro neuronas):

1

0.8t ||
0.6/ '|

04+

Salidas

02+t ||

50 100 150 200 250
Muestras

Figura 4.12. Representacion de la salida real (trazo continuo) y la salida deseada (trazo discontinuo),

utilizando lared Williams-Zipser con 4 neuronasy 1 entrada, y entrenando con 44 patrones.
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Este planteamiento tiene una clara desventgay es que en d momento en donde ocurre la
P10 s tiene que producir la decison de forma instantanea cuando sdlo se ha procesado
informacion sobre la entrada hasta ese ingtante. Es decir, la decison se toma sSin tener en
cuenta un contexto tempora completo en torno ala Pigo.

Por otro lado, se puede estudiar lainfluencia de |os estados pasados respecto a estado en
el dltimo ingante para comprobar S se da la condicion de olvido. Una magnitud que da idea

de lainfluenciade estado en un instante pasado T-t sobre d estado final en d indante T es.

x(7)
1) =D
—é 1x(T)
t =0 T[X(T' t)
donde:
T-D) Df(T)Df(T-1)...Df(T - 1) (4.2)
sendo:
WD) e, 0
(Df(T»,.,.—m—w,,gi tah *(@ (7 )

En la gréfica sguiente representamos € vaor I(t) considerando sdlo la dependencia de la
componente del estado correspondiente a la sdida de la red neurona respecto d mismo
estado en € pasado.
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Figura4.13. Dependenciadel estado salidaen el Gltimo instante respecto alos anteriores.

Se observa que para t mayores de 30 lainfluencia del estado inicid es despreciable. Esto
es indicativo de que efectivamente ocurre un fendmeno de olvido. Hay que observar que €
pardmetro 1 eta relacionado con los coeficientes de Lyapunov, ya que estos Ultimos son los

autovaores de lamatriz definida en la ecuacion 4.1 consderando que T® ¥.

Veamos en generd la dependencia de cada instante respecto a los pasados. Para lo
representamos en un gréfico de niveles de gris la magnitud “”x(T )‘ﬂx(T- t )‘ sendo x d

estado correspondiente a la salida de la red. Se consdera 7' en @ ge horizonta y t en €
verticd.
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W(T)
W(7T-1)

HitHE

120 110 100 a0 50 O &0 50 40

Figura 4.14. Representacion de la dependencia del estado de la salida en cada instante respecto a los
pasados (con una entrada).

Como se gprecia en este caso |os factores mas influyentes son |os estados en los ingantes

comprendidos entre 90 y 110 con respecto a los estados de los tiempos entre 30 y 70.

Panteemos un diagrama smilar congderando ahora la influencia de las entradas sobre la

sdidadelared (figura4.14).

Se observa en primer lugar que la distribucion respecto aingantes y retardo es Smilar ala
anterior gréfica pero en una escda diferente. ESto es indicativo de que lainfluencia mayor esla

correspondiente a los estados pasados en lugar de las entradas pasadas.
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b (T)
(T - t)

Figura 4.15. Representacion de la dependencia del estado de la salida en cada instante respecto a las

entradas pasadas una vez entrenada, con cuatro neuronasy unaentrada (u).

4.2.4 Configuracién alternativa de las entradas

Para superar € problema del contexto podemos plantear una configuracion diferente de las

entradas de la red. Una manera sencilla es consderar como entrada de la red € potencia

evocado retrasado y addlantado en € tiempo [Pifieiro 1998], como se gprecia en la Siguiente

figura

yik)

;

Red Williams/7 pser

ufk-nT) wmes uik-T} u(k) u(k+T)

u(k+nT)

Reatraso/Adelantn en el tiempn

T

ul<)

Figura4.16. Configuracion de las entradas alared Williams-Zipser propuesta.

De estaforma, sele ofrece alared un contexto tempord més amplio.

Se ha degido arbitrariamente un desplazamiento 7=10y un n=2, como seve en lafigura
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0.4

Entradas

Figura4.17. Configuracion delas entradasalared con T=10y n=2.

Los resultados fueron mucho mejores en esta configuracion (utilizando cuatro neuronas),

como se obsarva en lasguiente figura

0.8¢ ||
0.6¢

04+

Salidas

0.2 | .
T J %Ws—-» bt |

50 100 150 200 250 300
Muestras

Figura 4.18. Representacion de la salida real (trazo continuo) y la salida deseada (trazo discontinuo),
utilizando la red Williams-Zipser con 4 neuronas y con las entradas desplazadas, y entrenamiento con 44

patrones.

De igua forma que con una entrada planteemos la magnitud (t) frente at, considerando
as la dependencia reletiva de la sdida en d Ultimo ingtante de la secuencia respecto a
instantes anteriores.
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Figura 4.19. Dependencia del estado salida en el Ultimo instante respecto a los anteriores (con cinco

entradas desplazadas).

Observamaos un comportamiento mas suave en liness generdes y una influencia residua de
bgjo vaor que se mantiene durante mas tiempo. Vemos, por tanto, que para cinco entradas

exige d fendmeno de olvido d igual que para una entrada.

De igud forma también es interesante ver la dependencia del estado sdida en cada ingtante
respecto alos pasados (figura 4.20).

Se gprecia en la figura 4.20 que existe un maximo claro en € ingante donde ocurre la P1go
(muestra 119) respecto a puntos retardados entre 10 y 25 etapas anteriores. Laintensidad de

lainfluencia es mucho mayor que en € caso de una entrada (escala de niveles de grises).

Por otro lado, se observa una franja oblicua (véase figura 4.20) que indica la importancia
del estado sdlida en € ingtante donde ocurre la P1o respecto atodos los estados alo largo del
tiempo.
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Veamos la dependencia de la salida respecto a la entrada no desplazada (»=0) en instantes
pasados (Figura 4.21). En la figura existe un comportamiento andogo a la figura 4.19,
observandose que la dependencia respecto a entradas pasadas es de mayor magnitud que en

d caso de una entrada.

0

W(T)
W(T-1)

140 13 130 125 120 118 110

T

Figura 4.20. Representacion de la dependencia del estado salida en cada instante respecto a los pasados

(con cinco entradas desplazadas).

100

90

a0

0 = B
10 i : Eda

140 13 1a0 125 1z0 115 110

T

Figura 4.21. Representacion de la dependencia del estado de la salida en cada instante respecto alas una
delas entradas (u(k)) unavez entrenada con cuatro neuronasy cinco entradas desplazadas.
4.2.5 Estudio de la dinamica

En esta seccion se andizara la configuracion dindmica correspondiente a los pesos de los

entrenamientos con cuatro neuronas. En primer lugar, se estudiara la dinamica con la
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configuracion de una entrada, y en segundo lugar, la configuracion con mutiple entradas

desplazadas en € tiempo.

4.2.5.1 Configuracién con una entrada

En este caso la dindmica correspondiente a los pesos entrenados considerando pesos
umbrales es de un punto fijo estable y dos ciclos de periodo dos, uno estable y otro de silla.
Por tanto,  comportamiento cuditativo lo caracteriza @ punto fijo y ciclo de periodo dos
estable. En las Sguientes figuras podemos observar dicha configuracion.

A I I ‘ £ A

A Ciclodos Estable % A
€' Ciclo dos de Silla

A Punto Fijo Estable

u
A

X, X3

Figura4.22. Configuracién dindmica correspondiente al caso de una sola entrada.

Por otra parte, se ha determinado la pertenencia de los estados generados con € sistema no
auténomo (considerando los 44 patrones) a los dos dominios de atraccion del ciclo dos 'y

punto fijo estables.

En las sguientes figuras aparecen los vaores de |os cuatro estados (correspondientes a redes
de cuatro neuronas) en dos proyecciones dd espacio fasico. Se representa con triangulo
negro € ciclo dos estable, con triangulo blanco d punto fijo estable, con puntos azules los
edtados dd sstema no autbnomo que pertenecen a dominio de atraccion del ciclo dos

estable, y por dltimo, con puntos rojos |os estados pertenecientes d punto fijo estable.
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Figura 4.23. (a) Representacion de los estados proyectados en el plano xix,. (b) Representacion de los

estados proyectados en el plano xsx,.

Observamos en la primera figura 4.23.a que € estado x; correspondiente a la sdida
representa una pequefia variacion respecto a resto, debido a que, como se ha visto en otras

ocasiones, € estado cero se pondera mucho en € entrenamiento.
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A continuacion podemos observar |as trayectorias considerando los pesos umbrales, como
edtado inicid @ origen ysometidos a la accion de las entradas utilizadas en € entrenamiento
(44 patrones). En la figura 4.24, correspondiente a la evolucion dd estado con una sola
entrada, observamos que € estado x; (salidade lared) varia en un pequefio rango en torno a
origen, mientras que € resto de los estados experimentan oscilaciones de mayor amplitud.
Esto se debe a que la sdlida deseada consiste en un patrén cuyo valor es cero alo largo del
tiempo salvo en € ingtante donde aparece la P1o0. ES0 s2 mantiene en lafigura 4.25.

s ] (1% s R 12 n3s 1 =L} na L

X1 . x3

Figura 4.24. Evolucion de los estados correspondiente un solo patron de entrada, €l color codifica la

iteracion (k).

1 b K 1 » - r] K

Figura 4.25. Evolucién de los estados correspondiente a las trayectorias correspondientes a todos los

patrones de entrada, el color codificalaiteracion (k).

S s congdera cero los pesos umbraes gparece un Unico punto fijo tipo sllasituado en €
origen y un aractor cadtico. En la siguiente figura se representa dicho aractor cagtico. A
pesar de ser un movimiento cadtico la coordenada X3, correspondiente a la salida de la red,

permanece en torno a cero en todos los ingtantes temporaes.
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D5

Figura 4.26. Atractor cabtico correspondiente a los pesos entrenados sin considerar 10s pesos umbralesy

con la configuracion de una entrada.

Para verificar que tenemos redlmente un comportamiento cadtico podemos cacular los
exponentes de Lyapunov. Estos se pueden observar en la sguiente figura donde se caculan

de formaiterativa

Exponentes de Lyapunov

i
20 400 B0 200 000 1200 1400 180D 1800 2000
Iteraciones

Figura 4.27. Exponentes de Lyapunov correspondientes a la configuracion dindmica sin considerar pesos

umbralesy con la configuracion de una entrada.

En este caso los vaores de los exponentes de Lyapunov son 0.2621, -0.0024, -1.2646'y -
4.6106. SOlo existe un exponente positivo con lo cual este caos no es robusto. El nimero de
parametros a variar es menor que € nimero de exponentes de Lyapunov positivos [Barreto
1997].
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4.2.5.2 Nueva configuracion con multiples entradas desplazadas

Andizaremos la configuracion dinamica consderdndolas entradas desplazadas de los pesos
ya entrenados, con pesos umbrdes y sin dlos. En € caso de no existir pesos umbrales
gparecen cuatro puntos fijos de dllay un ciclo de periodo dos estable, como se observaen la
figura4.28. Por otro lado, con pesos umbrales existen cuatro puntos de silla, un ciclo dostipo

sllay un punto fijo estable, como se observaen lafigura4.29.

Es importante indicar que, a pesar de tener una distribucion de nimero y tipo de punto fijo
digtinta, € comportamiento dinamico es parecido. En € primer caso las trayectorias decaen a
ciclo dos, y en d segundo caso lo hacen en @ punto fijo estable, ya que  dominio de
atraccion de estos atractores estables es todo € espacio fésico en ambas situaciones. Por otra
parte, considerando Unicamente la componente del estado que corresponde a la sdida de la
red la Situacion es todavia més parecida, ya que respecto a esta componente las coordenadas

dd ciclo dos son précticamente idénticas, como se observaen lafigura 4.28.

A Ciclo dos Estable +
# Punto Fijo de Silla
A
A +
+
+
X2 r L ] h X4 L + i
+
ry
*a
L * L L
Xl Ll X3

Figura 4.28. Dinamica correspondiente alos pesos entrenados sin considerar pesos umbrales.
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4 Ciclo dos de Silla
A PuntoFijo Estable

+ Punto Fijo de Silla

A

X5 |

s

Xa

X4’

"

X3

Figura4.29. Dindmica considerando pesos umbrales.
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Se puede andizar la forma de las variedades estables e inestables asociadas a los puntos

fijos y cicos de slla, consderando sin pérdida de generdidad la configuracion Sin pesos

umbrales. En este caso, d tener todos los puntos de silla tres autova ores estables la variedad

estable e inestable serd de dimensidn tres y uno, respectivamente. El cdculo de la variedad

estable es complicado, por €lo nos restringiremos a aspecto de la variedad inestable. En la

sguiente figura podemos goreciar las variedades inestables de los puntos de slla sn

considerar peso umbrd.

A Ciclo dos Estable
4 PuntoFijodeSilla £

Ko

X;

X4

Xa

Figura 4.30. Variedades inestables asociadas a los puntos fijos de silla correspondientes a la dindmica sin

pesos umbrales.
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Como podemos observar, es una variedad bastante complga. Cabe plantearse la existencia
0 no de puntos homoclinicos y heteroclinicos. Para descartar |a presencia de caos caculamos
los exponentes de Lyapunov, estos se representan en la siguiente figura, donde se cdcula de

formaiterativael conjunto de exponentes. Se observa que convergen a valores negativos.
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Figura 4.31. Representacion de los coeficientes de Lyapunov correspondientes ala dinamica de los pesos

entrenados sin considerar pesos umbrales.

Al igua que con la configuracion de una entrada se puede determinar la evolucion de los
estados considerando las entradas y |os pesos umbrales, utilizadas en @ entrenamiento. En la
figura 4.32 se observa la evolucidn para un solo patron de entrada. Se puede apreciar que la
trayectoria que describe € estado correspondiente a la salida de la red Ilega a tener un vaor

proximo ala saturacion, convergiendo posteriormente d origen.

X,

Figura 4.32. Evolucion de los estados correspondiente un solo patron de entrada, el color codifica la

iteracion (k).
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En la siguiente figura podemos observar la evolucion de los estados para los 44 patrones de

entrada.

1 o ]

10

Figura 4.33. Evolucion de los estados correspondiente a todos los patrones de entrada utilizados en el

entrenamiento, €l color codificalaiteracion (k).

4.2.5.3 Cambio dinamico relacionado con el error

Al igua que € problema de deteccion de dos patrones veamos como e relaciona d error
en d entrenamiento con las dinamicas. En la siguiente figura podemos visudizar como € error

baja bruscamente en la configuracion con entradas desplazadas (figura 4.16).

JO0) -
200

100 -

5 19 1%

W
Epocas

Figura 4.34. Curva de error en un entrenamiento considerando la estrategia de las entradas desplazadas.

L os puntos rojos representan |a configuraci én de pesos cuya dindmica es analizada.

Analicemos las dinamicas correspondientes a los tres valores de error representados por

puntos rojos en la anterior figura, en orden de mayor amenor vaor del error.
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a) Para € error mayor tenemos una dindmica formada por tres puntos fijos, estable,

inestable y dlla, respectivamente, y tres ciclos de periodo dos, dos de dlos de sllay

uno estable. La dindmica esta caracterizada porque tanto € ciclo dos estable como

punto fijo estable estan Stuados en la saturacion, es decir, en ausencia de entradas

externas los estados tienden a saturarse.

Ll

A

¥

X

1

A Ciclo dosEstable
= Ciclo dos de Silla

X
A Punto Fijo Estable

B Punto Fijo Inestable
& Punto. Fijo de Silla

Figura 4.35. Dindmica correspondiente a la configuracién del punto rojo de lafigura 4.34 (valor de error

mayor).

b) Parad eror intermedio se tiene una dindmica formada por un punto fijo de slla, y

gparece una Orbita cuasiperiodica. Esta caracteriza dicha dindmica De hecho € error

es grande porgue dicha orbita se acerca mucho a la saturacion. Esto se puede

observar en las siguientes figuras donde se representa la proyeccidn en dos planos.
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! ‘ AL I ‘ ‘ 11
Xl Ll X’)

Figura 4.37. Dindmica correspondiente a la configuracion del punto rojo de la figura 4.34 (valor de error

intermedio). La cruz verde representa el punto fijo de silla.

Podemos gpreciar mgor dicha cuasidrbita s la representamos en tres dimensiones y

Se considera como cuarta dimension € color, como se hace en lasiguiente figura

Qg Lbd

A
X3 - fi .4
/ \
7 i il
ans 1
; .__-—_\—_\_—:__F_ i | B X4
L% !
as | | "
08 h\\
a7t > '
o 6
X1 e - : 1.
1 - =1'] b -
X2

Figura 4.38. Dinamica correspondiente a la configuracion del punto rojo de la figura 4.34 (valor de error

intermedio). Lacruz verde representa el punto fijo de silla. La cuarta coordenada se representa con color.

Reaulta interesante andizar la dindmica sin pesos umbrales. Esta configuracion
dinamica tiene tres puntos fijos tipo sllay un atractor cadtico. En figura 4.39 se puede
observar una trayectoria cadtica, en donde se ha representado la cuarta dimension con

e color. En dichafigura se muestra como € estado correspondiente ala sdidade lared
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acanza vaores reaivamente proximos a la saturacion. A pesar de esto, los estados
nunca llegan a saturarse totamente a diferencia del tipo de caos encontrado en dos

neuronas.

Figura 4.39. Dinamica correspondiente a la configuracion del punto rojo de la figura 4.34 cuyo valor error
es intermedio (sin considerar pesos umbrales). La cuarta coordenada se representa con falso color. Las
cruces verdes representan puntos de silla, cuya cuarta coordenada corresponde a 0.1608,0 y — 0.1608,

respectivamente.

Podria ocurrir que esta dindmica cadtica fuera en redidad un caso de dinamica
pseudo-cadtica, es decir, una trayectoria cadtica que degenera en una érbita periodica,
como ocurre en & red de dos neuronas (ver seccion 3.3.5). Para sdir de dudas
podemos observar en la figura 4.40 los exponentes de Lyapunov. Existen tres de ellos
gue son positivos y por tanto, hay caos. Ademas este caos puede ser robusto respecto a
una variacion de dos parametros del sistema, ya que € nimero de exponentes positivos

excede de dos (ver seccion 3.3.6).

A pesx de que la dinamica con pesos umbrdes y sn dlos sea diferente,
cuditativamente tienen smilitud, ya que d movimiento en € espacio fésico, tarto en la
dinamica cadtica como en la cuasiperiddica, esta caracterizado porque € estado no
converge hacia un conjunto finito de puntos, como un punto fijo o ciclo periodico

estable.
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Figura 4.40. Representacion de los coeficientes de Lyapunov correspondiente a la dinamica de los pesos
entrenados sin considerar pesos umbrales. Los exponentes de Lyapunov convergen a 0.2257, 0.2254,

0.0937 y —-0.6872.

c) Ladindmica que corresponde d error mas bgjo es la estudiada en la seccidn anterior

(véase figura 4.28).

Observamos, d igua que con € problema anterior, que € error bga a medida que se
cambia de dinamica, o lo que es o mismo, a medida que se atraviesan las bifurcaciones. Esto
se pone de manifiesto porque en la dindmica b) anterior aparece una érbita cuasiperiédica
debido a que se atraviesa una hifurcacion Neimark- Sacker. Basandonos en esto, intentemos
generdizar en la dguiente seccion la edrategia de inicidizacion de los pesos en las

bifurcaciones paran neuronas.

4.2.6 Estrategia de inicializacion de pesos

En este caso vamos a plantear, de nuevo, que ocurre S consideramos |0s pesos inicides no

totamente deatorios. Esto es:

Un autovaor igua auno, situacion de bifurcacion silla-nodo.
Un autovaor iguad amenos uno, Stuacion de bifurcacion periodo doble.
Dos autovaores compl g os conjugados sobre d circulo unidad, situacion de bifurcacion

tipo Neimark- Sacker.
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Para construir estas matrices de pesos tan particulares, primero generamos » vaores de una
digtribucion deatoria uniforme, dendo » € nimero de neuronas (en este caso cuatro). A
continuacion imponemos que € primero de elos seaigud a 1, paracomenzar en la bifurcacion
tipo dlla-nodo o -1, para comenzar en la bifurcacion tipo periodo doble. Seguidamente
permutamos de forma aleatoria € orden de estos nlimeros, para después congtruir una matriz
diagona D con estos numeros. Por Gltimo, generamos una metriz 7' aeatoria de dimenson
nxn. Los pesos asociados a la sdida de la red quedan definidos como:

W .=T'DT

salida

Los pesos umbrales son nulos y los asociados a las entradas de la red se eligen de una
digtribucién uniforme. En d caso de egir comenzar por la bifurcacion Neimark-Sacker se
sgue la misma metodologia, savo que a los nimeros deatorios iniciaes no se les impone
nada, y cuando se congtruye la matriz D se coloca en una posicion adestoria una matriz de

rotacion, esto es.

o2
)
o

codg) sen(q)

- sen(q) cos(g)

3

M D D D D D D> D D
oYl e e e el ey ey

o
o .-
<

donde q s= elige de forma degatoria

En las sguientes figuras se puede observar como la edtrategia nueva supera a la destoria
uniforme. Las figuras representan histogramas de 3000 muestras, las gréficas de la izquierda
corresponden aladigtribucion de erroresinicides y las de la derecha aladigtribucion del error

después de 10 épocas de entrenamiento.
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Figura 4.41. Histogramas de la distribucion de error al inicio y final del entrenamiento: a) aeatoria, b)
comenzando por la bifurcacion Neimark-Sacker, ¢) comenzando por la bifurcacion silla-nodo, d)

comenzando por la bifurcacion periodo doble.
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En las dguientes figuras se representa la evolucion de los hisgtogramas a lo largo de las
épocas de entrenamiento(en € ge de las Z s representa € porcentgje de muestras
normdizadas). Las edrategias donde se comienza por las bifurcaciones tienen meor

distribucion de error en las primeras épocas.

(a (b)

(© ms " @

Figura 4.42. Distribucion normalizada del error a lo largo de las épocas. @) aeatorio uniforme, b)
comenzando por la bifurcacion Neimark-Sacker, c) comenzando por la bifurcacion silla-nodo, y d)

comenzando por labifurcacién periodo doble.

4.2.7 Resultados del entrenamiento con diferentes algoritmos de
optimizaciéon de gradiente

Para goreciar la dificultad dd entrenamiento en las redes tipo Williams-Zipser, y como
consecuencia, la ventgja de las edtrategias nuevas de inicidizacion resulta interesante visudizar
la superficie de error correspondiente a este problema de deteccion de la Pigo. Para poder
observar esto consideraremos la dependencia del error respecto a dos pesos considerando €

resto constante en las cercanias de un minimo.
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Figura 4.43. Superficie de error de la red Williams-Zipser con cuatro neuronas y cinco entradas

desplazadas.

Como e gpreciaen la gré&ficala superficie de error es complga, ya que esta compuesta de
vdles edrechos entrdazados dificultando € entrenamiento por méodos de optimizacion

samples como & méodo de gradiente descendente.

Vida la complgidad de este tipo de entrenamiento es mgor utilizar dgoritmos de
aprendizaje 0 méodos de optimizacion multidimensionaes un tanto mas eaborados y ala vez
més complgos para garantizar una megor convergencia. Es indicado utilizar métodos que
recojan lainformacion que gporta e gradiente y que estimen la curvatura loca de la superficie
como los métodos del gradiente conjugado o los métodos Pseudo-Newton (véase seccion
1.6.1.3).

Es interesante comparar los resultados del entrenamiento con diferentes méodos de
optimizacion. Para dlo planteamos la siguiente prueba: se va a entrenar con 44 patrones de
entrada, 4 neuronas, con pesos iniciales iguaes en todos |os métodos, y con € mismo nimero

de iteraciones (1000 iteraciones).

Los métodos a comparar en la prueba serén d gradiente descendente simple con
optimizacion lined en la direccion dd gradiente, gradiente conjugado (Fletcher-Reeves), DFP
y BFGS (véase seccion 1.6.1.3).
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Respecto a los requerimientos computacionales de estos métodos, € DFP y € BFGS
requieren un almacenamiento de o(n?), siendo » € nldmero de pesos, y de o(n) @ gradiente
conjugado y gradiente descendente. En cuanto a nimero de operaciones por iteracion €
gradiente descendente tiene un menor nUMero que € gradiente conjugado, y a su vez éste

tiene un menor costo computaciona por iteracion que los méodos DFP y BFGS.

Merece la pena detenerse en |los resultados obtenidos con € método DFP. Las primeras
pruebas redlizadas con este méodo no cornvergian, mostrando inestabilidades. El andlisis de
las condiciones bgo las que se daba este problema reveld que no se verifica la condicion

(113):
sk, - s%r >0 4.2)

gue presarva la definicion podtiva de la matriz que gproxima la Hessiana. Esto es debido a
gue € méodo de busgueda lineal no reunia las elevadas condiciones de precision necesarias
parae DFP. Este méodo era inicidmente € de interpolacion parabdlica, combinado con €

método de blisqueda inicid ya comentado para locdizar € intervao que contiene d minimo.
Veamos las derivadas direccionales en la expresion anterior en dos iteraciones, con € método

de busqueda lined ya comentado.

Si.Nfi Si-Nﬁﬂ
3.228310%| -1.897810°

-1.1256 10° -59.3581

Tabla4.1. Datos correspondientes ala busqueda lineal mediante el método de interpolacion parabdlica.

Como se puede observar, a partir de cierta iteracion se degja de verificar la condicion (4.2)
con lo que lamatriz H;., dgja de ser definida positiva. Esto produce que en la busquedalined

dd | optimo, éste se divida progresivamente hasta hacerlo cero. Como consecuencia de esto
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en la dguiente iteracion Nfi.1=Nf; y causa un problema en @ céculo de la mariz H de la

sguiente iteracion.

Veamoslagréficade error respecto d parametro.

1082

1081+

1080+

1079+

Error cuadrético total

10781

1077 : - : : :
006 -004 002 0 002 004 006
|

Figura 4.44. Curvadel error en unadireccion de blisqueda correspondiente a un entrenamiento de unared

Williams-Zipser con 4 neuronasy cinco entradas desplazadas, utilizando el algoritmo DFP.

Podemos andizar con méas detalle por qué e punto con | cero tiene pendiente positivaen la
anterior grafica. Al dgar de ser H; definida positiva, la derivada direcciona en @ punto X; en
ladireccion S; es positiva, esto es |o mismo que decir que la derivada que se plantea en las
blUsquedas lineales en € origen es positiva (d error crece). Anditicamente, se puede ver de la

dguiente manera

SRy, = (- m1,87) Ry = - K% Ry, >0 4.3)
La ultima expresdn es mayor de cero precisamente debido a que H; dgja de ser definida
positiva

Estos datos dan cuenta de la importancia de utilizar métodos de blusqueda lineal precisos
como € agoritmo de Brent visto en la seccion 1.6.2.3. Por tanto, interesa un método que en

las bisquedas linedes se goroxime a minimo monodimensiona con una mayor precison. Para
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ver d mgor funcionamiento en las busquedas de méodo de Brent, planteemos € mismo

entrenamiento anterior.

S.Nf S.Nfiss
1.8978 10° -5.5911
2.0752 10* 0.0079

1.4900 10* 2.9546 10™

Tabla4.2. Datos correspondientes ala busqueda lineal mediante el método de Brent.

Vemos claramente de los datos anteriores que se preserva la condicion (4.2) con un gran
margen de seguridad, 1o que implica la definicién podtiva de la matriz que aproxima la

Hessana.

A pesx de lo anterior en adgunos entrenamientos, hubo problemas de violacion de la
condicion (4.3) para un nimero de iteraciones elevadas. Una dternativa es exigirle una mayor
precisén a método de Brent en d criterio de parada. Otra dternativa es reinicidizar € vaor
delamatriz H alaidentidad S se detecta que fallala condicion (4.3). S la condicion persiste,
en e peor de los casos, este método se comportara, por tanto, como un gradiente

descendente.

Debido a estas dificultades es aconsgable utilizar méodos menos sensibles a la exactitud

de labusqueda linedl. El méodo Pseudo- Newton recomendado en laliteratura es & BFGS.

Es interesante comparar la evolucion del error en € entrenamiento de los méodos de
optimizacion utilizados. gradiente descendente, gradiente conjugado, y 1os métodos Pseudo-
Newton (¢ DFP y d BFGS), sempre utilizando los mismos pesos inicides en todos los
agoritmos, y  mismo méodo de blsguedalinea (método de Brent).
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Figura 4.45. Curvas de error en una red Williams-Zipser con 4 neuronas y 5 entradas desplazadas
correspondiente a los algoritmos: gradiente descendente, gradiente conjugado, DFP y BFGS. Se utiliza el
algoritmo de busquedalineal de Brent.

Vemos, en primer lugar, que exige una gran diferencia entre d método del gradiente
descendente respecto a los demés, esto es razonable debido a la mayor sofisticacion de los
demas métodos, que a partir de los gradientes intentan determinar mayor informacion de la
hipersuperficie de error. En segundo lugar, la diferencia entre estos Ultimos es relaivamente

reducida apreciandose ventgjas en e BFGS.

Para un nimero mayor de iteraciones d BFGS fue @ Unico método que llegd a un minimo,

considerando como ta ague punto donde € maédulo dd gradiente es gproximadamente cero.

4.2.8 Resultados de la deteccion de la P1o del P.E.V

En las condiciones adoptadas consecuentemente con los resultados de los agpartados
anteriores, en cuanto a la sdeccion de entradas y de los métodos de entrenamiento, se

comprobo la capacidad de lared de detectar 1a Pyo.

El criterio degido para determinar la poscion de la Py a partir de la salida de la red

condgio en fijarla en donde la sdida fuera méxima. Veamos en la dguiente figura d
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histograma donde se representa la diferencia entre @ vaor determinado por € especidistay d

de lared paralos 44 patrones de entrenamiento.
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Figura 4.46. Estadistica de prediccion de los 44 potenciales evocados utilizados en el entrenamiento

(BFGS-Brent) delared Williams-Zipser con 4 neuronasy 5 entradas desplazadas.

Se observa en la gréfica que a excepcidn de dos patrones € resto presenta una diferencia

de un vaor absoluto menor de 10 milisegundos.

Es interesante andlizar |os patrones con mayor error.

€Y (b)

1 ' " — "Entrada 1 " — "Entrada
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— Sdlidadelared — Salidadelared

06 R 0G| i d
oar g o4t )
0.z /_/—/\/_\/_\/M/_ 0z i

o w,-w*,*,l.l.a»,-,-.-,-,-.-‘-ﬁ-,j\,-wm- | et 0 b Il . C
0.2 - - - - 0z - . . .

1] a0 100 150 200 250 1] 50 a0 150 200 250
Muestras Muestras

Figura4.47. a) y b) potenciales evocados donde lared Williams-Zipser daun error de prediccion mayor.
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Se gprecia que estos potenciadles evocados no corresponden a la forma esténdar del
potencid, en particular € segundo tiene una morfologia que induce a pensar que ha sido

incorrectamente capturado.

Se debe andizar la capacidad de generdizacion de la red para medir la capacidad de
predecir la P1o en potenciaes evocados no entrenados. Para €llo se han utilizado 22 patrones

distintos de los usados en € entrenamiento.

10

NUmero de veces

0
-200 -100 0 100 200

Figura 4.48. Estadistica de prediccién de los 22 potencial es evocados no utilizados en el entrenamiento de

lared Williams-Zipser con 4 neuronasy 5 entradas desplazadas.

Vemos que los resultados no son tan buenos como los del entrenamiento, pero esto es
comin en los entrenamientos de las redes neuronales con agoritmos de entrenamiento
supervisados. A pesar de esto, s6lo 6 patrones quedan fuera del margen de una diferencia
menor en valor absoluto alos 10 milisegundos [Moreno 2001].

Hay que considerar que no se ha considerado ninglin método que propicie la generdizacion

(parada temprana, término de regularizacion del error,...).
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4.3 Identificacion de un motor de corriente continua

En esta seccion se plantea identificar un motor de corriente continua controlado en
inducido [Ogata 1998]. En este caso, la sdlida sera d movimiento del ge, descrito mediante la

velocidad o la posicion angulares, y la entrada latensién de control en  inducido.

Consideremos d circuito equivaente de un motor con una cierta carga aplicada, cuyo

esguema viene descrito en la siguiente figura.

R L

O

Ml

q
Vv N\ ) -
T

L]

O
ir = constante
Figura4.49. Diagrama esquematico de un motor de cc controlado en el inducido.

donde

R eslaredstenciadd inducido

L eslainductanciadd inducido

i eslaintensdad del inducido
iseslaintensgdad de campo

V eslatenson aplicadad inducido
E fuerza contraglectromotriz

g esd desplazamiento angular ddl ge
w eslaveocidad angular ddl ge

T esd par desarrollado por € motor

J momento de inerciadd motor y cargareferidos d ge del motor
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fesd coficiente de friccion viscosa equivaente del motor y carga referidos d ge del

motor

Consderemos que V' y q son laentrada y |a sdida, respectivamente Para €llo planteemaos

agunas rdaciones intermedias.

El par T desarrollado por  motor es proporcional d producto de la corriente del inducido

iy lacorriente de campo i S mantenemos j; constante.

El par producido por la corriente del inducido se gplicaalainerciay friccion

a7

d
dt? s

T=Kj =J d
dt
Cuando € inducido estd en rotacion, se induce en éste unatension proporciona a producto

de la corriente de campo y lavelocidad angular. S mantenemos i constante.

E=Kw=kK,%
dt

Por ultimo, la ecuacion generd del inducido es:

di
a +E

V=Ri +L
d

Suponiendo las condiciones inicides nulas y tomando la transformada de Laplace de estas

tres ecuaciones anteriores obtenemos:
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T(s) =q(s)(Js? + f5)= K1, (5)
E(s) = K ,50(s) = K, W (s)
V(s)= E(s)+1,(s)(Ls +R)

Por tanto, la funcidn de transferencia viene dada de la Sguiente forma

q(s) _ K, .
V(s) slJLs?+(Lf+RJ)s+Rf +K.K,|

S consderemos que lainductanciadd inducido L es pequefia

a) . K
V(s) S[TdS+l]

donde
K constante de ganancia del motor
Rf +K,K,
RJ ,
T, =—— = congtante de tiempo del motor
Rf + KlK 2

S se consdera como sdidalavelocidad angular lafuncion de trandferencia es un sstema de

primer orden:

W)oK
V(is) T,s+1

(4.9
Como e puede obsarvar en la anterior funcion de tranferencia € denominador tiene un
polo en d semiplano izquierdo del plano complgo, esto desde @ punto de vista dinamico

indica que € Unico punto de equilibrio correspondiente a cero es estable [Ogata 1998].

En este problema se ha planteado utilizar la red neurona como modelo del motor

consderando como sdida la velocidad angular. En primer lugar, se intenta entrenar lared con
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el modelo lined descrito en la expresion (4.4), y en segundo lugar un motor red con presencia
de no linedidades.

4.3.1 Resultados con el modelo lineal del motor

La idea es plantear un sstema continuo correspondiente a modelo del motor (4.4) que
describe la velocidad angular en funcion dd voltgje que se le aplica. Hemos considerado una
eleccion de los pardmetros para € modeo lined que aproxima e comportamiento del motor

real con e que trabgjaremas posteriormente. Estos son:

K=20
T, =0.25sg

El primer paso es discretizar € sstema utilizando € méodo més sencillo correspondiente &
retenedor de orden cero en la entrada [Ogata 1998]. Con € fin de reproducir €
comportamiento de sstema continuo con mayor fiddidad mediante d Sstema discreto
equivaente se ha supuesto la componente de frecuencia maxima dos décadas por arriba de la
frecuencia de codo ddl diagrama de Bode (atenuacion de 40 decibelios respecto ala ganancia
unidad). Se muestrea d doble de dicha frecuencia (teorema de Shannon [Ogata 1995]). El

tiempo de muestreo correspondiente es.

=P,

= =79ms
100

Los patrones de entrenamiento son pargas de secuencias entrada/salida obtenidas del
modelo linea discreto. Las entradas son degidas entre funciones escalon y snusoidaes con
amplitudes y frecuencias destorias. En la sguiente figura podemos observar un gemplo de
cada tipo de entrada (figuras de la izquierdd) y la correspondiente sdida (figuras de la
derecha).
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Figura4.50. Entradas y salidas parael modelo (4.4). @) escaldn, y b) sefial sinusoidal.

Con los datos generados las amplitudes de la sdida exceden del rango de variacion de
sdlida de las neuronas, para evitar este inconveniente se suele escdar tanto la entrada como la

sdida

Para hacer @ entrenamiento se han considerado 15 patrones tipo escadn y otros 15 tipo
snusoidal obteniéndose buenos resultados con una red de dos neuronas y un error
relativamente bgo. En la sguiente figura podemos observar las entradas y sdidas tanto
deseadas como reales, viendo asi labondad del entrenamiento.
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Figura 4.51. Entradas (figuras de laizquierda) y salidas (figuras de la derecha) tanto real como deseada: a)
escal6n, y b) tipo seno. Entrenamiento con 15 patrones tipo escalén y 15 patrones tipo seno. El error de

entrenamiento es de 0.1476. En azul serepresentalasalidadelaredy en rojo ladeseada

Como ya se ha indicado es necesario determinar € grado de generdizacion delared. Para
ello se han utilizado 10 patrones nuevos de tipo escadn y 20 de tipo sinusoidd. El error
cometido sgue sendo bgo y d comportamiento de la sdida red y la deseada es smilar,
como e puede obsarvar en lasguiente figura (salvo factores de escald).
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Figura 4.52. Entradas (figuras de laizquierda) y salidas (figuras de la derecha) tanto reales como deseadas:
a) escalén, y b) tipo seno. Error 0.2761 considerando 10 patrones tipo escalon y 20 patrones tipo seno. En

azul serepresentalasalidadelaredy enrojo ladeseada.

4.3.1.1 Estudio de la dinamica

Andizando la dinamica correspondiente a |os pesos entrenados observamos que existe un
unico punto fijo estable (esta configuracion coincide tanto S consideramos pesos umbrales
como S no). En la dguiente figura podemos observar dicha configuracion dinamica. Era
esperable esta dinamica, ya que es la que corresponde a un modelo lined del que se han

generado las sdidas.
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Figura 4.53. Configuracion dinamica correspondiente alos pesos entrenados.

4.3.1.2 Cambio dinamico relacionado con el error

Veamos como e transforma la dindmica de la red a medida que cambian los pesos. En este
caso las dindmicas con peso umbrad y Sin @ coinciden, por tanto, nos restringiremos d sstema
sin pesos umbraes. En la figura 4.54.a podemos observar la curva de error. La configuracion
dindmica correspondiente a los dos primeros puntos marcados sobre la curva de error esta
formada por dos puntos fijos estables y un punto fijo de dlla (figuras 4.54.b y 4.54.c). Por
otro lado, la configuracion dinamica dd tercer punto marcado en la curva de error, eta
formada por un Unico punto fijo estable (figura4.54.d). Por tanto, a medida que € error

disminuye, se produce una bifurcacion slla-nodo.
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“. 4 Punto. FijodeSilla

Xy L X1 C X1
Figura 4.54. a) Representacion del error alo largo del entrenamiento. b), ¢) y d) configuraciones dindmicas

correspondientes alos puntos rojos de la curva de error segun el error vade mayor amenor valor.

4.3.1.3 Estrategia de inicializaciéon de pesos

En la figura 4.55 podemos ver la comparacion entre la Stuacion inicid y find de los cuatro
histogramas de la distribucion del error correspondientes a las cuatro posibles estrategias de
inicidizacion descritas anteriormente. Se han congtruido los histogramas con 3000 muestras

dd error en d entrenamiento.

Podemos ver la evolucion de los histogramas alo largo dd entrenamiento en la figura 4.56.
Se observa en dichas figuras que las tres edtrategias que comienzan en las bifurcaciones son
smulares respecto a la estrategia aeatoria uniforme en todas las épocas, incluso en las que ya
e converge d minimo. No existen ventgjas sgnificativas en las inicidizaciones dternatives a la
tradicional, ya que la inicidizacion deatoria uniforme con pesos pequefios determina la

dindmicaided en este caso (lined, un Unico punto fijo estable en € origen).
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Figura 4.55. Histogramas de la distribucidn de error a inicio y final del entrenamiento: a) puramente
aleatorio, b) comenzando por la bifurcacion Neimark-Sacker, ¢) comenzando por labifurcacion silla-nodo y

d) comenzando por la bifurcacién periodo periodo doble.
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(@ _ (b)
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Figura 4.56. Distribucion normalizada del error a lo largo de las épocas. a) aeatoria uniforme, b)
comenzando por la bifurcaciéon Neimark-Sacker, c) comenzando por la bifurcacion silla-nodo, y

d) comenzando por labifurcacién periodo doble.

4.3.2 Resultados del motor CC real
Ege es un motor SAD-100 de la casa ALECOP. Veamos a continuacion de forma

resumida sus caracteristicas técnicas;

Un motor excitado en media por un campo magnético permanente (250 W de
potencia suponiendo condiciones Gptimas).

Tenson en € inducido y excitacion de 100 V y 200 V, respectivamente.

Velocidad maxima de 1500 rpm.

Momento deinerciaJ= 11.6 x 10* Kg n.
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Un regulador de potencia Suministra @ voltgje necesario para atacar ¢ motor. La

accion sobre  motor se efectlia gplicando un voltgje de £ 10 V ala entrada del

amplificador.

Este motor tiene dos sensores que son:

Tacodinamo. Produce un voltge proporciond alavelocidad del motor.
Potenciometro. En la sdida da un voltgje proporciond a la posicién angular del
ge dd motor. El voltge va desde —15V a +15 V seguin esté la posicion angular
del rotor entre -180° y 180°.

Tanto € voltge que proporciona la tacodinamo como € potencidometro se pasa por un
partidor de tensén para gudtar los niveles de tensOn para su adquisicion con un conversor

A/D.

El esquema de adquisicion de datos es d sguiente;

Potencia necesaria Bancada »  Potenciometro >
(Operaciénenla » con e motor Conversor A/D
armadura) CC »|  Tacodinamo >
A
PC
- Conversor D/A - -

Figura4.57. Esquema de adquisicién de datos del motor.

En la sguiente figura podemos ver  motor redl.



254 Capitulo 4

Figura4.58. Fotografiadel motor.

A continuacién se pueden observar algunos g emplos de captura correspondientes a una

entrada escaon y a una entrada tipo snusoidd.

(@
'l.*. 3
o 3
W
FE 1
25
2l
= 15
1
wit
1 "
(b) = : : ] : 8 : v ™y 3 : R ) & 8 ; 8
L] A
% 3

2 a i § @ :
Tisi T

Figura 4.59. Entradas (figuras de la izquierda) y salidas (figuras de la derecha) para el motor de CC. a)

entrada y salida correspondientes a un escalén, b) entrada y salida correspondientes a una sefial

sinusoidal.
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Se observa en las figuras 4.60 que existe un ruido de cierta intensdad en la sdida
Andizaremos posteriormente su origen y como evitarlo mediante filtrado. Por otro lado, las
respuestas siguen |o esperado, ya que se gustan d modelo lined de primer orden del motor.
La diferencia principal que se aprecia es un retraso inicid en la respuesta (retardo), esto se
puede observar mgor en la respuesta sinusoidd. Existe otro fendmeno no lined, € de zona
muerta. Es necesario suministrar un voltge umbra para que @ motor se pueda mover. Dicha

respuesta se observa en lasiguiente figura.

1 5 ] a i ¥ 1 ']
Tini Timi

Figura 4.60. Respuesta correspondiente alazona muerta.

Antes de entrenar la red neurona es necesario andizar y filtrar @ ruido que aparece.
Veamos, en primer lugar, € origen de dicho ruido, para ello andicemos d espectro
correspondiente a una sefid de respuesta. Este se muestra en la figura 4.61. Se puede
observar que € ruido es més sgnificativo en 50 Hz y en sus amonicos. Esta frecuencia
corresponde precisamente a la de la corriente aterna de la red eéctrica, por tanto, podemos
deducir que dicha sefid se introduce en los circuitos del motor aterando la medida. Los picos
més importantes son los de 50 Hz y 100 Hz. En base a esto podemos llegar a un compromiso
para una frecuencia de muestreo que evita fendmenos de aliasing [Oppenheim 1997] de 200

Hz.
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Figura4.61. Espectro correspondiente al ruido.
Para diminar d ruido en las sefides hemos considerado un filtro pasa bga cuya frecuencia

de corte estd muy por debgjo de la frecuencia correspondiente a50 Hz (2 Hz y 10 Hz parala
entrada tipo escaon y snusoida, respectivamente). Para evitar cuaquier tipo de distorsion en
lafasey, por tanto, en posibles desplazamientos temporaesiniciaes se ha aplicado un filtrado
no causd [Antoniou 1993]. En la sguiente gré&fica podemos ver € resultado del filtro con una
entrada sinusoida y escaon.

Figura 4.62. Sefial filtrada, en azul se representa la sefial con ruido y en negro la sefia filtrada. Lafigurade

laizquierda corresponden alarespuesta alasefia tipo escalény lade laderechaaladel tipo sinusoidal.

Para entrenar la red se consderaran patrones de entrada sinusoidales y escalon, siendo las

respuestas filtradas del motor rea serén las sdidas deseadas (convenientemente escaladas).
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Para entrenar  motor se han considerado 36 patrones, divididos equitativamente en tres tipos
de sefides. entradas sinusoidaes (frecuencias bgas de 0.25 Hz a 1 Hz), funcion escddn
negativo y funcion escaon postivo. De esta manera barremos frecuencias bagas con las
sefides sinusoidales y dtas con las de tipo escddn. Por otra parte, dentro de los patrones
correspondientes a un mismo tipo de entrada, se incluyen la mitad de respuestas donde se
gorecia la zona muerta como las de la figura 4.60, y la otra mitad de respuestas donde dicho

efecto no es gparente (figura 4.59).

Para poder entrenar la red neurona se ha tenido que utilizar un nimero relativamente ato
de neuronas (9). En la figura 4.62 podemos observar € resultado para las sefides tipo
snusoida y escaon. Vemos que las respuestas Sin zona muerta aparente son seguidas de
forma correcta. En cambio, las respuestas con zona muerta no son seguidas con tanta
precison. Esto es 16gico, ya que en la funcion de error se ponderan mucho mas los primeros
patrones gque los segundos debido a que tienen una amplitud mucho mayor. A pesar de esto,
hay que indicar que la sdlida de lared con @ segundo tipo de patron no reproduce lineamente
la sdlida deseada pero su amplitud estd en é mismo rango que d de la respuesta del motor

(qQue esmuy bga).

@
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(b)
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Figura 4.63. Salidas redles y deseadas sin zona muerta (figuras de laizquierda) y con zona muerta (figuras
de la derecha) presencia de zona muerta frente a las entradas, a) escalén, y b) tipo seno. Con error de

entrenamiento por patron de 0.06. En azul serepresentalasalidadelaredy en rojo la deseada.

Para ver los resultados en la generdizacion se han utilizado 114 patrones ponderando las
diferentes entradas, tipo snusoidal, escaon negativo y positivo, como en @ entrenamiento.
Aunque € error cometido es mayor d seguimiento de la red es cuditativamente smilar, como

se puede observar en las Sguientes figuras.
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Figura 4.64. Salidas redles y deseadas sin zona muerta (figuras de laizquierda) y con zona muerta (figuras
deladerecha) presencia de zona muerta frente alas entradas, a) escaldn, y ¢) tipo seno. Error por patrén de

0.5400 considerando 114 patrones en total. En azul se representalasalidadelaredy en rojo ladeseada

4.3.2.1 Estudio de la dinamica

Analizando la dindmica correspondiente a los pesos entrenados observamos que existe un
punto fijo tipo dllay dos puntos fijos estables (esta configuracion se mantiene tanto s se
congderan los pesos umbrdes como S no). En la sguiente figura se puede observar la

configuracion considerando una proyeccion.
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Figura 4.65. Configuracion dinamica correspondiente alos pesos entrenados.

Podemos ver las coordenadas de dichos puntos fijos en la Sguiente tabla.

Coordenada Punto fijo Estable 1 Punto fijo Estable 2 Punto de Silla
X1 0.0026 -0.09454 0.8448
X 01714 -0.6630 0.3192
X3 -0.0161 -0.2381 0.3310
X, -0.9828 0.9889 0.0461
Xs -0.8264 -0.9920 -0.9774
Xe 0.2377 0.9236 0.4559
X7 04021 -0.5023 0.0449
Xg -0.2864 -0.6761 0.8479
Xo -0.8140 -0.4475 -0.7895

Tabla4.3. Coordenadas |os puntos fijos correspondientes alafigura 6.64.

El hecho de que existan dos puntos estables explica porque la sdidade lared es de un tipo

cuando se trata ddl patron donde se manifiesta la zona muerta del motor u otro donde no se

gprecia dicha zona muerta. Es més, cuando la entrada no supera un umbral correspondiente a

la zona muerta, los estados estan en @ dominio de atraccion del punto fijo estable denominado

1 en latabla anterior y, cuando supera dicho umbral, los estados estén situados en € dominio

de atraccion de otro punto fijo estable. Esto se puede observar més claramente s se
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consideran las entradas tipo escaon con digtintas amplitudes, de tal forma que en una vez
llegado d estacionario donde llega a uno de los dos dominios de araccion se dga de
suministrar dicha entrada y, por tanto, € estado cae en uno de los dos puntos fijos estables.
En la Sguiente figura se representa € vaor de la amplitud del escaon frente ala sdida de la
red en la Ultimaiteracion. En dicha gréfica se observa como los dos vaores alos que tiende la
sdida coinciden con las primeras componentes de los puntos fijos estables dados en la

tabla 4.3.

004

WALGR DE LA SALIDA

006

'] 0z i 15 ] 25 5 38 F] i5 5
AMELITUD DEL ESCALOH

Figura 4.66. Representaciéon de la salida de la red neuronal en el instante final considerando distintas
amplitudes de entrada escal 6n.
4.3.2.2 Cambio dinamico relacionado con el error

Al igua que @ problema anterior veamos como se relaciona € error en @ entrenamiento
con las dindmicas. En la siguiente figura podemos visudizar como € error bga bruscamente

deun vdor dto auno bgo.
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Figura 4.67. Curva de error en un entrenamiento considerando la estrategia de las entradas desplazadas.

Los puntos rojos representan la configuracién de pesos cuya dindmica es analizada.

En este caso existen dos dinamicas. La dinamica que corresponde d mayor error en la
figura anterior es la de un punto fijo estable cuya coordenada, que coincide con lasalidade la
red X, esta saturada, al igua que otras coordenadas como se puede observar en latabla4.4.

En cuanto ala dindmica con menor error corresponde ala analizada en la seccion anterior.

Ll

Figura 4.68. Dinamica correspondiente a los pesos con el error menor de los puntos representados en la

figura4.67.
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Coordenada Punto fijo Estable

X1 -0.9998

X -1

X3 -10

X, -10

Xs 0.7700

Xe -0.9998

X7 10

Xg -0.9838

Xo 0.6100

Tabla4.4. Coordenadas del punto fijo correspondiente alafigura4.68.

4.3.2.3 Estrategia de inicializaciéon de pesos

En la figura 4.69 podemos ver la comparacion entre la Stuacion inicid y find de los cuatro
histogramas de la distribucion del error correspondientes a las cuatro posibles estrategias de
inicidizacion descritas anteriormente, donde se comienza con vaores deatorios, en una
bifurcacion Neimark-Sacker, bifurcacion tipo slla-nodo y bifurcacion periodo doble. Dichos
hisogramas se han construido con 3000 muestras del error en entrenamiento. Se puede

observar que lamejor estrategia corresponde a comenzar en la bifurcacién silla-nodo.

Podemos ver, también, en la figura 4.70 la evolucion de los hisgogramas a lo largo del
entrenamiento. Se observa en dichas figuras que las tres edtrategias que arrancan de las
bifurcaciones meoran bastante respecto a la edirategia deatoria uniforme en las primeras
épocas. Unavez avanzado @ entrenamiento |os histogramas se asemejan. Esto indica que con

las nuevas edtrategias se converge mas rdpidamente a los mismos minimos locales.
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Figura 4.69. Histogramas de la distribucién de error a inicio y fina del entrenamiento: a) puramente

aleatorio, b) comenzando por la bifurcacién Neimark-Sacker, ¢) comenzando por la bifurcacion silla-nodo y

d) comenzando por la bifurcacion periodo doble.



Capitulo 4
@
:e-;
3 |
24 I_,.,.-n"’r":.:.-r
AT T ol
e T el
e e
=
E T = :
n mn
|- lms)

(d)

ERICAE

ERRTH

265

Figura 4.70. Distribucion normalizada del error a lo largo de las épocas. a) puramente aleatorio, b)

comenzando por la hifurcacion Neimark-Sacker, ¢) comenzando por la bifurcacion silla-nodo y d)

comenzando por labifurcacion periodo doble.






CONCLUSIONES Y
LINEAS ABIERTAS

Conclusiones

En este trabgjo se ha planteado € objetivo de hacer menos opaca la representacion interna
de una clase particular de redes neurondes dinamicas, mediante € andiss de las dinamicas no
linedles posibles . Dada la capacidad de representacion de una red de este tipo, capaz de
emular cas cuaquier sstema dindmico, d llevar a cabo edta tarea por completo resulta
imposible. Por dlo, s han fijado como objeto de andiss Sstemas sencillos de una 'y dos
neuronas (espacios fasicos de unay dos dimensiones). Aun asi, en d sstema de dos neuronas
Se encuentran dinamicas tan complejas como caos, Orbitas cuasiperiddicas y configuraciones
con multiples puntos fijos. Cada una de estas dinamicas, asi como las trangciones entre ellas
(bifurcaciones) han sido objeto de estudio. Ademés de hacer explicito € funcionamiento de
las redes, se pretendia también utilizar ese conocimiento en € problema del entrenamiento,
gue en edte tipo de sstemas es muy complgo y condituye uno de los problemas practicos

fundamentales.
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Se ha intentado elaborar un catdogo con las bifurcaciones presentes en @ sstema, tarea
necesariamente incompleta debido a su complgidad, savo en € caso smple de una sola
neurona. Aqui la herramienta fundamenta es la forma norma, que permite determinar las
condiciones para la aparicion de cada bifurcacion. Se han interpretado las dinamicas en
términos de la forma de las trayectorias mas comunes, asi como los de los dominios de
atraccion de los conjuntos invariantes que las determinan. Se ha prestado especid atencion a
las trayectorias cuasiperiodicas y las bifurcaciones que las originan, estableciendo condiciones
sobre su estabilidad. Las configuraciones cadticas también han sido objeto de estudio

especial, intentando caracterizar la gparicion y formade los atractores.

Desde @ punto de vista experimental se han tratado diferentes problemas, a objeto de
estudiar las dinamicas de las redes que una vez entrenadas, |os resolvian, asi como de obtener
conclusiones sobre los métodos de entrenamiento. Los tres principaes problemas tratados
han sido la deteccidn de dos patrones temporales smples, la caracterizacion de la sefid de un
tipo de potencid evocados visud y € problema de identificacion de una planta

correspondiente a un motor de corriente continua controlado en e inducido.

En d primer problema, por su sencillez, se ha observado claramente como la dinamica
determina € adecuado funcionamiento de la red. ESto es debido a que los puntos fijos

estables son capaces de codificar cada patron, siendo aconsejable tener dos puntos fijos.

Respecto d segundo problema, la deteccidn automética de una componente del potencia
evocado (P100), Se ha hecho un andliss de la dinamica en este sstema mutidimensional. Se ha
determinado una configuracion dternativa en las entradas, asi como la dependencia de los
estadog/sdidas en cada instante respecto a los anteriores. Se comprobd que € estado de la
red esta robustamente atrapado, o 1o que es lo mismo, que la red no tiene memoria alargo
plazo. A pesar de dlo, esto no es un inconveniente en d entrenamiento 9§ se plantea €
problema como un seguimiento de trayectorias, en donde la sdida se activa en  momento de
la P100, € lugar de plantear dicho tiempo, codificado adecuadamente, d find de la evolucidn
tempord en lasdida
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En cuanto d problema de identificacion de un motor de CC, en primer lugar, ¢ ha
entrenado lared parae caso del moddo lined del motor equivaente, donde se havisto que la
red adquiere una dinamica equivaente a un sissema lineal. Por otro lado, se ha entrenado la
red para que aprenda pares entrada/salida de un motor redl. Previamente ha sido necesario
filtrar las sefides, debido a ruido de lared eéctrica. Los efectos no lineales apreciados en la
planta son retardo y zona muerta. Se ha andlizado la dinamica, y se ha viso como la red
modeliza la zona muerta con dos puntos fijos edtables, uno de dlos asociado A

comportamiento Sn presencia de zona muertaly € otro con dla

Por Ultimo, en todos |os anteriores problemas se ha visto como a atravesar una bifurcacion
en € entrenamiento @ error varia Sgnificativamente. Esto ha inspirado un nuevo méodo de
inicidizacion de pesos, que ha condstido en lainicidizacion deatoria en dichas bifurcaciones.

Se havigto € resultado satisfactorio en los problemas planteados.

Lineas Abiertas

En cuanto a las lineas abiertas, esta claro que queda mucho camino por recorrer, del que

este trabgjo es silo un primer paso. Algunas de las posibilidades son

Intentar extrapolar més resultados a lared generd de n neuronas. Estudiar en particular
como se puede extender € resultado de la estabilidad de la cuasiorbita para dos

neuronas, asi como las condiciones en las que surgen aractores cadticos y su
distribucion de probabilidad.

Correlar la evolucion del error durante € entrenamiento con las bifurcaciones en la
dinamica, para crear nuevos agoritmos de entrenamiento.

Suponer otros modelos de red, manteniendo las caracteristicas dinamicas de la red,
pero reduciendo la complgidad (model os polindmicos).

Automatizar en lo posible d andisis de las redes entrenadas.

Estudiar las nuevas edtrategias de inicidizacion de pesos paramas clases de problemas.

Crear otro tipo de agoritmo de entrenamiento aprovechando € conocimiento sobre las

caracterigicas dinamicas de la red neurona. Por gemplo, disefiar un agoritmo de
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entrenamiento congtructivo que a partir de especificar las posicionesy caracteristicas de
los puntos fijos determine | os pesos correspondientes.

Plantear un controlador para e motor de CC basado en la red neuronal como modelo
ided meorado respecto d lined, comparando previamente la identificacion de la red

neuronal con otro tipo de méodos.
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Justificacion de las féormulas iterativas de los algoritmos de
optimizacion DFP y BFGS

Para deducir las formulas iterativas de los dgoritmos DFP y BFGS es necesario partir de

unaexpreson iterativa:
H(k+1) — H(k) +E(k) - H(k) +auu¢ (Al)

Eda forma paticular de actudizar H**" esta motivado porque debe ser una matriz

smélrica, yaquelaHessanalo esy H goroximaalaHessanainversa

L os métodos Pseudo- Newton verifican:
H"“Dg(k) = Dx(k)

donde;
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D (k)=x(k+1)-x(k)
Dg(k)=g(k+1)- g(k)

Imponiendo a la expresién (A.1) la condicion de méodo Pseudo-Newton y ademés

encontrando un a que cumplaque au®g =1, laexpresion (A.1) setransformaen:

H*D = g 4 (Dx' H(k)Dg)(Dx' H(k)%)(t
(Dx- 20 'Dg

Con edsa actudizacion se puede demostrar que § Dx(1), Dx(2),.., Dx(n) son
independientes, entonces e méodo aplicado sobre una funcion cuadrética termina d menos

enlan+1 blsqueday ademés ocurre que H" =G dendo G laHessana de lafuncion.

Para garantizar la definicion postiva de la matriz H se propone una segunda formula

iterativa dternativa ala anterior, esto es.
H*Y =H® + E® = H® + quy ¢+ hyv ¢
S le imponemos la condicion de los méodos Pseudo-Newton y consideramoslosa y los b
taes que se cumpla que au’'Dg=1Yy bv’Dg=-1 entonces se deduce la sguiente expresion

iterativa:

w , Dx(k)De(k)¢  H“Dg(k)Dg (k)@
De(k)®g(k)  Dg(k)® “'Dg(k)

H*Y =H (A.2)

Edaeslaférmulaiterativadd método de Davidon Fletcher-Powell (DFP).

En cuanto d méodo BFGS, su motivacion es la dguiente. S expresamos la formula

iterativa del método como:
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. De(h) ¥ )Dg (k) ODx(k)Dx(k)® _ (Dx(k)Dg (k)9 + Dz (k) Dx (k)9
Di(k) e (k) Dr(k)Og (k) Di(k) 2 (k)

HED = g _,E‘i

S llamamos 4 a H*, con lo que A% serd una aproximacion alaHessianay no asu inversa,
y s en laformulaanterior seintercambian € pape Hy A , por unlado, y Dx y Dg por otro, se
puede verificar que se obtiene una expresidon andogaalaDFP (A.2), sdvoqueA « Hy Dx

« Dg.

En definitiva, podemos ver d méodo BFGS como una gplicacion de laformula (A.2) para
la condicién Pseudo-Newton, en lugar de intentar hacer una gproximacion de la Hessana
inversa se hace de la propia Hessana. De esta manera la condicion Pseudo-Newton nos

determina dos formulas dudes.

Por Ultimo es posible daborar una formula hibrida entre e BFGS 'y € DFP, cuya férmula

€s
H =(1- k) Hypp +k Hyes

Donde @ parametro k, cuyo valor esta entre O y 1, nos determina a que método nos

referimos dentro de lafamilia (DFP, BFGS o su combinacion).
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Relacién entre el parametro b y el parametro a

En este gpéndice determinaremos la relacion entre @ paréametro b que aparece en laforma
norma de la bifurcacion slla-nodo y @ parametro a del mapa (véase seccion2.6.1.1). Para
ello vamos a demostrar cdmo partiendo de una mapa que tiene un punto fijo xo, donde uno de

los autovdores esigud alaunidad, sellegaalaformanormd delabifurcacion de slla-nodo:

F=b+h+sh?+0h?) (B.1)

Congderemos que € desarrollo de Taylor del mapa monodimensiona en torno d punto fijo

€s

f(rna)=fo@)+ f,@)(x- x0) + f,@)(0 - x0)% +O((x - x)°%) (B.2)
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En ese caso s cumplen dos condiciones. fo(0)=xo (condicion de punto fijo) y
f1(0)=fx(x0,0)=1 (condicién de bifurcacion tipo slla-nodo). Podemos escribir @ anterior

desarrollo como:
f(xa)=f,@) ++g@)](x- x0)+ £, (@)x- x5)? +Ol(x - x,)°)
donde g(a) es unafuncion diferenciabley g(0)=0.

Parallegar d mapa (B.1) podemos plantear € siguiente cambio de variable correspondiente

aun cambio de origen:
Xx@)=x-x,+d(@)
El nuevo mapa en términos de la nueva variable queda como:
X=7% - x, +d@)=f(x,a)- x, +d@)=r(x+x,- d@),a)- x, +d(a)

por tanto, consderando @ desarrollo de Taylor (B.2) y agrupando los términos en

potencias de x

x=[,()- x, - gla)d+ 7, (@) + 0[]
+x+[g(a)- 27,@)d +old?)k (8:3)
+[£,(a) +old)) +olx?)

La condicion para que € términos lined digtinto de la unidad de la anterior expresion se

anulees

Fla,d)° g@)- 2f,(a)d +d?% (a,d)=0
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sendo j una funcion diferenciable. Para garantizar que la anterior expresion se anule es
necesario garantizar que unafuncidén d(a) la cumplad menos cuando a seanulo, es decir en

la bifurcacion. Teniendo:

T al
F(0,00=0,—| =-2£,(0010,— =g%0)
( ) ﬂd (0,0) ’ ﬂa (0,0)

gue implica (locdmente) la exigencia'y unicidad de un funcion diferenciable d=d(a) ta que
0=d(0)y F(a,d(a))°0. Por tanto, considerando € desarrollo de Taylor de lafuncion d(a)

en términos de las potencias de a

_ g40) 2
d(a)_Zfz(O)a +0(@?)

Se ha asumido que 1>(0) es distinto de cero, que es la condicién de no degeneracion de la

bifurcacion slla-nodo.

El mapa (B.3) se puede escribir en términos de x de la Sguiente manera
X =§1,108 +ay @f+x +[£,©@ + o)k * +0f’) (B4

dondey esunafuncion diferenciable.

Consideramos un nuevo parametro men{a) como € término constante (el que no depende

de x) de laexpresion anterior (B.4):

m=1,%0)a +a? (a)

donde
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8) m0) =0
b) m0) = £,%0) = £, (x,.0)

S asumimos la condicion de transversaidad
fa(x0,0)* 0

entonces d teorema de lafuncion implicitaimplicala exigenciay unicidad de lafuncion inversa

diferencidble a=a () con a (n)=0. Por tanto, la ecuacion (B.4) queda como
X =m+x +a(mx> +0x°)

donde a(n) es una funcion diferenciable con a(0)=/>(0)* O debido a la condicion de no

degeneracion.
S congderamos h=|a(m|x y b=|a(n)|m Entonces tenemos laformanorma buscada

F=b+h+sh?+0h?

donde s=signo(a(0)) y

b(@)=[/,(0]/%0)a +0(@")
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Forma normal asociada a la bifurcacion Neimark-Sacker de
un mapa bidimensional

En este gpéndice e trata de ver como partiendo del mapa complegjo (equivaente a tn mapa
bidimensond red)

7=1(b)z +g(z,7,b) (C.1)

sendo g lostérminos del desarrollo de Taylor

g(z,z,b)= § igk,(b)zkzl,con k,1=01...
oo KUY

descrito en la seccidn 2.6.1.3 donde se trataba la bifurcacion Neimark-Sacker en mapas, y se

llegaalaformanorma sguiente:



280 ApéndiceC
W=ewl+ b +d(b)|wl)+o(w]") =1 (b)w+ cw?w +o(|w]")
donde d(b)=¢e"¢,(b).

La idea genera es consderar € mapa (C.1) e intentar plantear un nuevo mapa
topol gicamente equivaente que tenga @ menos nimero posibles de términos cuadréticos y
clbicos en su desarrollo de Taylor. Con d sguiente lema se pueden diminar los términos
cuadréticos. Se eligen los términos adecuados en una funcidn /2 que permitird pasar del mapa

origind d topol dgicamente equivaente.

Lema C.1.

El mapa

7=1(b)z +%zz + glle+g—20222 +0()

Se puede transformar mediante la Sguiente transformacion por un cambio invertible

h _ hy
Z=w+%w2 +h ww +%w2

paratodo valor pequefio de [b|, en € mapa en términos cuadréticos:
W=e @+ b)w+olw])
suponiesto que
eM 11y ™11

Demostracion.
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B cambio inverso de las variables esta dado por

h

h
wW=z- %22 - hy,zZ - %22 +o( z|?)
Por tanto, en la nueva coordenada w, € mapa (C.1) tiene laforma

W =1 (0)z+ (g (1 (0)- 1 (B)) o) w*
# g1 0)- 1 ©F ) wiw
#2 (g0 #(1 )< T(0) o) 7

+O(|w|3)

(C.2)

Podemos degir

B = &20 h = 8u h = — go2
T o) -1m) T T(b)-1(b)

Haciendo la anterior deccion s anulan los términos cuadraticos de (C.2). Edtas
sudtituciones son vdidas S los denominadores son digtintos de cero para vaores

suficientemente pequefios de [b| incluyendo b =0. ESto es asi en este caso, ya que se cumplen
1 (0)2-1(0)=e"(e” - 1)1 0
Il Q) -1(@©)=1-¢910
[(©)?-1(0)=e(1- %@ -1)10

debido alas restricciones que hemos supuesto sobre q.

Asumiendo que se han anulado los términos cuadréticos, se puede intentar eiminar los

términos clibicos utilizando € dguiente lema
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Lema C.2.

El mapa
z=1(b)z +8% 3 Ea on, Bu p2y B +O(|Z| )
6 2 2 6
Se puede transformar con @ sguiente cambio de variable

Z=w+@w3+@w2v_v+ iy win? +h°3 _3+0(|w| )
6 2 2 6

un [b| lo suficientemente pequefio, en @ mapa con Unicamente un término cubico:

W =1 (b)w+cw? +o(|n])

Supuesto que

eZiq 1 1y e4iq 1 1

Demostracion.

Latransformacion inversaes

hyy 5 QZZE- @ZZZ _ 8oz _3+O(|Z| )
6 2 2 6

Por tanto,

ApéndiceC

& =1 (0wt =g+ 0)-1 0 o ho? + 2w + 1 )+ 1 0N O s

+ +(| (0)- O ) o + 2 g+ 0 - T0) e + 0y

Eligiendo
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ho = &30 b = 812 ho=— 8
TOHmP-10) T T ) -1() T T(b)*-1(b)

se pueden anular todos los términos clibicos excepto @ gue corresponde aw’w , que se debe
tratar separadamente. Este término se denomina resonante. Las sustituciones son vdidas
debido a que los denominadores son distintos de cero para pequefios valores de |b|, debido a

las condiciones supuestas en este lema.
Se podria, en principio, intentar eliminar € término resonante haciendo la siguiente eleccion

— 8 .
L d)e- | o))

21

pero es posible sdlo para bt 0, ya que cuando vae cero d denominador sempre se anula
paratodo o y en consecuencia, no se puede diminar ese término. Podemos elegir entonces,
por smplicidad, /2;=0. Bgjo esta condicion € coeficiente que acompafiaa término resonante

serd

—8a

o2
Combinando los dos lemas anteriores podemos plantear la forma normd de la bifurcacion
Neimark- Sacker.

Lema C.3. Formanormd paralabifurcacion Neimark- Sacker

El mapa

Z=1(b)z +g—220z2 +glle+g—§222

+ 83 3 +g21222+g12 272+g03 =3

+0(|1"

Td que
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e™11 k=1234
utilizando & sguiente cambio de variables

h _ hy, _
z= w+%w2+ hllww+%w2

h —o Ny —
+ 3Ow3+h;2ww2+ 03 53

+0(|w]")

y para vaores suficientemente pequefios de p|, entonces se llega a mapa con un Gnico

té&mino clbico
W =1 (b)w+cw?w + of|w")

La superposicion truncada de las transformaciones definidas en loslemas C.1y C2 dan d
cambio de coordenada requerido descrito en este lema. Primero se anulan los términos
cuadréticos con & cambio de varidble y eeccion de los coeficientes /;; propuestos en € lema
C.1. El nuevo mapa tendra coeficientes de los términos clbicos digtintos d de mapa origind
(C.1). Seguidamente se hace € cambio de variable propuesto con € lema C.2. En este caso
stlo quedara € coficiente que acompaia a término resonante, que denominaremos 1/2 g%,
distinto de 12 g1,. Esto es, para calcular ¢; es necesario cacular € coeficiente 1/2 g%, del

término resonante. El resultado es € siguiente cuando b =0

202,01 2m) 2. O | 12O | 2,00

OE - Al
<O mm - 3 a-m) 2m-m) 2

donde
n«b = eiQO
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Forma normal asociada a la bifurcacion Neimark-Sacker de
un mapa multidimensional (Variedad central)

En este gpéndice se andizard como e llega ala forma norma que describe la bifurcacion

Neimark- Sacker en varias dimensiones (véase seccidn 2.6.2.1), dada por
z=e"z(1+d(0) [z [))+O( z|*)

Comencemos consderando que la variable x que describe los estados de un mapa se

puede descomponer como

x=zq+2§+y

donde 2 C', zg+zgl E°,yl E™. y q es d auitovector complgo de la matriz

Jacobiana del mapa asociado d autovaor critico



286 Apéndice D

Ag=e®gq
La variable z es una coordenada complgja sobre E°. E€ es € espacio que contiene la
variedad centrd (la dimensién es dos). £ esd hiperespacio complementario (ladimension es
la dimension dd mapa/ menos dos).
Al igud que en labifurcacion slla-nodo, S se considera que p esd vector que verifica
- o

A'p=eop

y esta normalizado de formaque

(p.a)=1

s puede deducir la expreson de z e y de la sSguiente manera [Kuznetsov 1998].

Consderando que
(p.y)=0

por tanto

Podemos escribir € mapa como
X =Ax+F(x), xI A" (D.1)

entonces, en las coordenadas z e y  mapatomalaforma

F=e"z+(p.Flzg +zq+y))

FEAy+F(zg+zq+y)- (. F(za+2q+)a- (p.Flzq+29+1))q
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L os anteriores mapas se pueda ecribir

T=ez +%G2022 +GllzZ+%G0222 +%G2122;+<G10,y>z +(Gy, )z + ...

. : (D.2)
~ - -2
v :Ay+§H2022 +H,zz +§H022 +...

donde Gao, G11, Goz, Gl C*; Goa, Go, Hyil C";'y sehausado e producto escalar en C”.

Los nimeros complegos y vectores que gparecen en las formulas anteriores se pueden

cacular con
q/ < ( )> )
G, = p.F(zq+zq)) ,i+)3
S -4 .
_ q°
G, = .1 — (P, Fzq +7q +)) i=12...,n
, o (D.3)
501,[ (p F(zq*+zq + J’)> i=12,...m
T[y Tl— z=0,y=0
o= q <p,F(ZC[+ZQ)> -G,q-G,q ,itj=2
Y ﬂZ ﬂ— o ij J
Lavariedad centrd tiene la Sguiente expreson genérica
_ - _ 1 ) -1 - 3
y=V(z,2) —szoz +W1122+EW022 +0(z[) (D.4)

Sudtituyendo la y de la variedad central (D.4) en la segunda ecuacion de (D.2) e
identificando términos gparece un conjunto de ecuaciones lineales que permite cacular los

vectores wjj. Estas ecuaciones linesles son:
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(e2in - A)w,, = Hy,
(E- Aw, =H

11

(e 29E - A)Woz =H,,
donde E eslamatriz identidad.

Estas ecuaciones tienen solucion Unica, Sempre y cuando las matrices que multiplican alos
vectores wj; sean invertibles. Lamatriz (E-A) es invertible porque 1 no es un autovalor de A
(e 11).

Si

e¥ 11
las matrices (e**“ E - A) son también invertibles porque e **“ no son autovalores de A.

Sutituyendo la expresion de y dada por (D.4) en la primera ecuacion de (D.2) € mapa

restringido alavariedad centra se puede expresar como

_ 1 -1 -2 1 ;
zZ Ziwz +EG2022 + G]_]_ZZ-'-EGOZZ +E(G21 + 2<G10,(E- A) 1H11> (D5)

+ <G01,(e2in - A)"1H20>)22;+...

El término que contiene los dementos no lineales ded desarrollo de Taylor dd mapa dado

por (D.1) tiene la Sguiente expreson:
1 1 4
F(x) = EB(x, x) + EC(x, x,x) + O("x” ) (D.6)

Teniendo en cuenta las expresiones de (D.3) y € anterior desarrollo de Taylor se deduce

que:
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(Gror¥) = (P, Bla, ) (Gorv) = P, Bg, 1)

por tanto, la expresdn del mapa asociado a la variedad central (D.5) tiene la siguiente

expreson:

z =iwz "'%Gzoz2 + an; +%G0222 +%(G21 + 2<p1B(‘]1(E' A)_1H11)> D.7)
+<p,B(c;,(€2in } A)_1H20)>)22;+--'

teniendo en cuenta d desarrollo de Taylor (D.6) y la expreson de los coeficientes (D.3)

entonces:

Ga =(p,B(4,0)), Gy =( P, B(6,0)). Gor = (P, B(4,9)). Gy =(p,C(4,4,)

H =B(¢.9) - (P, B(a.9))a - (P, B(¢.4))q

Hy, = B(g,9)- (. B(a.9))a - (p.B(a.9))

Por otro lado, sugtituyendo las anteriores expresiones en (D.7) y teniendo en cuenta las

Identidades sguientes
(E- A)'q=——q,(e™E- A)"q= e q
1- e" el -1
(F- 4)'q=——q.(™E- A)'g=—2"_7
1- " e -1

entonces
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~_ .. 1 2 -1 -1 2=
z=-e Z+Egzoz +g1122+5g022 +§g212 zt...

donde

220 =(P. B(4.9)). 211 = (P, B(0.9)) 82 = (P, B(4.9))

82=(P.C¢.9.9)) + Ap, B(g, (E- A B(¢,9)))
N e (1- 2)

1- e

(p.8(a.0)

(D.9)

+(p.B(q.(¢™ E - 4)"B(g,q))) (p.B(q.9))p. B(g.q))-

2 iq

e
e¥ -1

(. B(a.0))

1-¢™
En ausencia de resonancias fuertes, esto es
™ 11, paak=1,234,..

el mapa z se trandforma, utilizando los resultados de la bifurcacion Neimark- Sacker en el caso

complgio monodimensiona (véase apéndice C), en
z=e"z(1+d(0) |z[")+O( z[")

donde @ signo dd nimero rea a(0)=Re d(0) determina la direccidn de la bifurcacion de la

curvainvariante cerraday se puede cacular mediante lasiguiente formula

&g, 0 _ aHl- 2e)e 0 1 1 p
0) =Re 2+ Re - 5 2
O0) =R Re ey S gkl - gl

Usando la definicion de coeficientes (D.8) deducimos que
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a(0) = ZRe{ ¢ "[(p.C(q.4. D)+ 2(p.Blq, (E - 4) " Blq.0))+

+2(p.B(q.(e"E - 4) " B(q.9))
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Calculo de los exponentes de Lyapunov (Método QR)

En este apéndice describiremos € método QR mencionado en laseccion 2.7.1, y que se utiliza

para calcular los exponentes de Lyapunov en d caso multidimensond.

El objetivo es determinar los autovaores de la matriz construida como € producto de las

Jacobianas eva uadas en una trayectoria fésica:
A,x)=J(f ")) T (f () (x)

donde J smboalizala Jacobiana ddl mapa. De forma més precisa, |os coeficientes de Lyapunov

son los autovalores de la anterior matriz, divididos por 'y congderando d limite n ® ¥ .

El procedimiento a seguir con este método es hacer una descomposicion QR [Teukolsky
1992] de la Jacobiana en cadaiteracion. ESto es, J(x) queda como:
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J(x)=O\R,

con Q; € una matriz ortogond y R; €S una matriz triangular superior con eementos
diagondes no negativos. S J(x) es invertible, dicha descomposicion es Unica. Entonces se
inicia un proceso iterativo para k=2,3,%4, donde en la etapa & se congruye lamairiz auxiliar
Ji (k)

)= I (NG
a continuacion se hace lafactorizacon QOR, dada por
JHx)=O,R, (ED)

La Ok seusarden laiteracion Sguientey las R¢ se acumulan de ta formaque

4,(x)=0,RR 1R

Parainiciar € proceso se puede tomar J; (x) en d paso inicid como J(x)Qy, con O, lamatriz

identidad.

Si se consideran | como los elementos diagondes de la matriz R.R.1 %2R, entonces se

puede demostrar [Eckmann 1985] que:

I
Lim=logl ® =1,

n®¥ pn

sendo| ; los exponentes de Lyapunov.
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Por tanto, la estrategia es descomponer la matriz extraida de la ecuacion (E.1), e ir
multiplicando las R;, de td forma que se determinan sus eementos diagondesy se cdculalos
limites correspondientes a la expresion anterior. Este procedimiento se continua hasta que €

vaor sea précticamente congtante, indicando de esta manera que dicho limite ha convergido.
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