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En el campo de la investigacion financiera, uno de los temas
que, sin duda alguna, ha motivado un mayor nimero de trabajos
es la estructura temporal de tipos de interés. Bien directamente
(analisis de las teorias sobre la forma de la curva de tipos,
modelizacién de la misma, ...) o indirectamente (modelos de
gestion de carteras de renta fija, modelos de valoracién de activos
financieros, ...) los tipos de interés han sido objeto de estudio en
muchas de las investigaciones desarrolladas en las Ultimas décadas.
Y su importancia se ha intensificado en los Gltimos afios con el
gran auge de los mercados financieros, al ser un elemento
fundamental en la valoracién de los activos que en ellos se
negocian.

Béasicamente, los tipos de interés se han analizado desde
cuatro perspectivas estrechamente relacionadas. Un primer
enfoque agrupa aquellos trabajos que bien tratan de establecer una
relacion entre el valor de determinados tipos significativos o de
referencia y las variables macroecondmicas nacionales e
internacionales que caracterizan las economias, o bien estudian la
relacion entre los tipos de interés y las politicas monetarias
dictadas por las autoridades. Una segunda linea de investigacion
la forman los estudios que tratan de testar algunas de las hipotesis
existentes sobre la forma de la curva. Estas teorias pueden
englobarse, con matices, en dos grupos principales: la teoria de las
expectativas y la teoria de segmentacion del mercado. En cierto
sentido, estos dos enfoques, principalmente el primero, analizan la
curva desde una perspectiva econémica.

En otro grupo podemos situar aquellos estudios que se
centran en la relacién intertemporal de los tipos de interés. Los
trabajos realizados en este campo se pueden enfocar, basicamente,
desde dos Opticas vinculadas muy estrechamente. Por un lado,
desde el punto de vista estatico, objeto de estudio del presente
trabajo, se trata de determinar la forma de la curva en relacion
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Unicamente con la variable tiempo o transformaciones de ésta, de
tal modo que, dentro de las limitaciones propias de considerar
como unico determinante de los tipos de interés el plazo al que
hacen referencia, se intenta establecer relaciones tipo-plazo tales
gue nos permitan conocer lo mas acertadamente posible el valor
de cualquier tipo de interés aunque no se negocie en el mercado.
Por otro lado, desde una perspectiva dinamica se trata de
establecer los movimientos de la curva en relacion a unos
determinados factores desconocidos cuyo comportamiento puede
aproximarse a través de algin tipo de interés de plazo
significativo.

Este ultimo enfoque es el que mayor atencidn ha recibido por
parte de los investigadores en los altimos afos, contabilizdndose
una gran cantidad de trabajos con grandes avances en el modo de
abordar el tema. Salvo unas pocas excepciones, estos estudios
toman la curva de tipos actual como dada y tratan de modelizar los
movimientos que presentara la misma con el fin, principalmente,
de integrarlos en los modelos de valoracién de activos. Sin
embargo, la curva de tipos cupdn-cero no es observable
directamente en el mercado por lo que muchos de los analisis
empiricos efectuados para valorar estos modelos ofrecen
resultados sesgados derivados del uso de tipos de interés
sustitutos.

En este sentido, creemos necesario, a fin de que los resultados
obtenidos ganen en fiabilidad, profundizar en el estudio de la
caracterizacion estatica de la curva de tipos de interés antes de
comenzar a analizar su dinamica. Ademas, aln cuando los tipos
cupon-cero fuesen observables, seguiria siendo necesario
establecer una forma funcional que nos permita “conocer” tipos
cupdn-cero para los vencimientos no negociados, aunque
evidentemente el problema que nos ocupa se simplificaria
enormemente.
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Otro aspecto importante que justifica esta investigacion es el
caracter eminentemente préactico que presenta la estimacion de la
estructura temporal, ya que su conocimiento no sélo es necesario
desde un punto de vista académico, sino que cada vez mas,
analistas e inversores demandan estimaciones y predicciones de
los tipos de interés mas precisas que les permitan una mejor
gestion y valoracion de sus carteras de activos.

Asi, aunque en un primer momento la modelizacion de la
curva de tipos despertd un gran interés, en la actualidad ha
perdido importancia relativa en favor de los modelos dinamicos.
Sin embargo, recientemente se han publicado algunos trabajos
sobre el tema que se centran no tanto en la especificacion de una
funcion de aproximacion alternativa, sino en el desarrollo de
nuevas propuestas metodoldgicas para la determinacion de los
parametros del modelo.

Se podria decir que el gran avance en el estudio de la
determinacién de la curva de tipos cupon-cero lo desarrollé
McCulloch con su trabajo de 1971 al ser el primero en tratar de
extraer los tipos cupdén-cero a partir de las cotizaciones de los
titulos de renta fija en los mercados. Los trabajos posteriores, en
su mayoria, se han limitado a proponer diferentes funciones de
aproximacion, sin tener en cuenta, en ocasiones, las caracteristicas
especificas del problema analizado, por lo que, generalmente, no
se obtenian mejoras en los resultados.

Se ha de sefialar que este tipo de estudios tienen una clara
limitacion originada porque solo se tiene en cuenta la relacién de
los tipos con el tiempo al que hacen referencia, por lo tanto no se
puede pretender una caracterizacion de los tipos de interés
totalmente precisa en el sentido que, si bien los tipos dependen
del plazo que representan, existen otros factores que intervienen
en su valor.
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Considerando todo lo anterior, el objetivo de este trabajo de
investigacion es triple. En primer lugar se tratan de analizar
tedricamente las diferentes propuestas formuladas, a fin de tratar
de valorar cual de ellas, a priori, puede ser mas apropiada para la
determinacion de la estructura temporal de tipos de interés y
tratar de valorar qué aspectos del modelo originan determinados
resultados “negativos” que se suelen observar de forma
independiente a la muestra utilizada. En segundo lugar, una vez
analizado el problema objeto de estudio y los modelos
desarrollados para su solucién, proponemos otras alternativas de
modelizacibn tomando en consideracion tanto fundamentos
econébmicos como matematicos, con el fin de subsanar,
principalmente, los problemas de convergencia detectados en la
mayoria de las alternativas planteadas hasta el momento. Por
altimo, se trata de valorar empiricamente los modelos planteados
en el mercado espafiol de Deuda Publica Anotada, a fin de
corroborar los resultados tedricos presentados. Ademas, este
analisis empirico nos permite obtener las series historicas de los
tipos cupdn-cero a vencimientos no negociados en el mercado que
sirven de materia prima para otros estudios.

Se ha intentado estructurar el trabajo de modo que refleje, en
la medida de lo posible, la secuencia seguida en la investigacion y
facilite la comprension del problema tratado. De este modo, se
pueden diferenciar dos partes: la que comprende los dos primeros
capitulos y que se corresponde con la presentacion del problema
analizado y la introduccién a las herramientas matematicas
disponibles para su resolucién y una segunda parte donde se
presentan y evallan las diferentes propuestas, a la vez que, se
proponen algunas modelizaciones alternativas.

Asi, en el primer capitulo se introduce el concepto y
caracterizacion de la estructura temporal de tipos de interés,
ademas de la importancia y dificultades de su determinacién. Se
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analiza en detalle la metodologia a seguir, el tipo de funciones que
pueden emplearse para la aproximacion de la curva y los aspectos
que hay que tener en cuenta para la eleccién de las mismas. Por
altimo, se examinan los diferentes aspectos a considerar a la hora
de modelizar la curva de tipos, prestando especial atencion al
efecto impositivo.

Una vez establecido que la determinacién de la estructura
temporal requiere la utilizaciéon de alguna funcion que aproxime
cualquiera de los elementos a través de los cuales se puede definir
la misma, el segundo capitulo debe dedicarse a introducir algunos
conceptos basicos sobre los métodos matematicos de
aproximacion de funciones. El objetivo de este capitulo es ayudar
a valorar la capacidad y caracteristicas de los modelos que se
estudiardn en el capitulo siguiente. Asi, después de una breve
introduccion, se comentan los métodos mas usuales que se
diferencian por el tratamiento que realizan del error de
aproximacion. Nos detenemos, brevemente, en la caracterizacion
de los polinomios ortogonales que por sus caracteristicas pueden
ser adecuados para el fin que nos ocupa y estudiamos
detenidamente las funciones splines ya que son las mas
comunmente empleadas en la aproximacion de la estructura
temporal. En este apartado, se explica el procedimiento de
construccién de cualquier funcion spline y sus propiedades; asi
como, algunas caracterizaciones tipicas que se suelen utilizar en
multitud de campos de investigacion. Finalizamos este capitulo
con una exposicion de los aspectos mas importantes a tener en
cuenta en la eleccién, definicidn y construccion de las funciones de
aproximacion.

En el tercer capitulo, se retoma el estudio de la estructura
temporal y se exponen las diferentes propuestas de estimacion de
la curva de tipos. Se incluyen a titulo informativo otras
metodologias como los métodos no econométricos, que no buscan
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la especificacion de una funcion sino el conocimiento discreto de
los valores de los tipos cupon-cero que extraen de modo iterativo a
partir de los precios de diferentes activos. El tercer apartado se
dedica a los modelos de rendimiento que representan los primeros
intentos de modelizacién indirecta de la curva de tipos a través de
la curva de rendimientos, mientras que los modelos de precios se
analizan en el cuarto apartado donde se hace un estudio detallado
de los trabajos mas importantes.

En el cuarto capitulo se recogen dos de los objetivos
perseguidos: el analisis tedrico-matematico de los modelos
expuestos en el capitulo anterior y la propuestas de nuevas
especificaciones alternativas para abordar el problema de la
modelizacion de la estructura temporal de tipos de interés. El
estudio realizado en este capitulo revela que un gran nimero de
modelos se han formulado arbitrariamente, o al menos sin tener
en cuenta las caracteristicas del problema analizado. Este resultado
nos invita a proponer otras alternativas de modelizacion en base a
las caracteristicas del problema estudiado y las posibilidades que
ofrece la teoria de aproximacion desarrolladas en los dos primeros
capitulos de este trabajo. Entre todas las alternativas
matematicamente adecuadas que se desarrollan en este capitulo
destacan principalmente dos por su sencillez de aplicacion, no
requieren la utilizacion de técnicas no lineales. Ambas se
caracterizan por la utilizacion de polinomios, aunque en un
intervalo diferente al original, de tal modo que éstos no presentan
los problemas de convergencia que sufre cuando se definen en un
intervalo no acotado como es [0,¥).

En el capitulo cinco se analizan empiricamente todos los
modelos presentados en el marco del Mercado Espafiol de Deuda
Pablica Anotada para el periodo 1991-1996 que comprende un
total de 1486 muestras, dando lugar al mayor estudio realizado
para este mercado no sélo en nimero de modelos analizados sino
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en periodo considerado. Comenzamos este capitulo exponiendo
los resultados y datos empleados en los analisis empiricos
efectuados por otros investigadores, lo que nos sirve de referencia
para determinar el modo en que deben construirse las muestras y
qué resultados cabe esperar de los modelos. El resto del capitulo
expone de forma secuencial los pasos a seguir en el analisis
empirico, asi en el apartado tres se caracteriza la muestra, en el
siguiente se explica el modo en que se han aplicado los diferentes
modelos y en el quinto se presentan y evaltan los resultados.

Como conclusion de este trabajo se expone un resumen de los
aspectos mas importantes tratados en cada uno de los capitulos
anteriores y de los resultados més relevantes que se han obtenido.
Y por ultimo, en forma de anexo se ofrecen: una breve
introduccién al Mercado Espafiol de Deuda Publica Anotada como
marco de referencia de los datos empleados en el anélisis
empirico, un resumen de la composicion de las muestras, la
especificacion de las funciones empleadas, las tablas y gréaficas de
los resultados obtenidos y la representacion tridimensional anual
de las curvas de tipos cupén-cero y forwards que generan cada uno
de los modelos en base a las estimaciones efectuadas.



CAPITULO 1:
LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES
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La estructura temporal de los tipos de interés, en adelante
ETTI, es un elemento de gran importancia, tanto en el campo
académico como en la practica de los mercados, por ser pieza
fundamental en la valoracion de activos. Son muchos los estudios
gue se han dedicado directa o indirectamente a avanzar en el
conocimiento de los tipos de interés, su estructura, evolucién e
interrelaciones.

Los estudios en torno a la ETTI han evolucionado
profundamente en los ultimos afios y en la actualidad van
encaminados a tratar de recoger de forma parsimoniosa, a través
de modelos estocasticos, la evolucion dindmica que presentan los
tipos de interés como parte integrada en los modelos de
valoracion de activos financieros.

Dentro de este ambito destacan, entre otros muchos, los
trabajos de Vasicek (1977), Langetieg (1980), Cox, Ingersoll y
Ross (1981) y (1985) o Ahny Thompson (1988) que presentan
modelos de equilibrio; Dothan (1978), Richard (1978), Ho y Lee
(1986) o Heath, Jarrow y Morton (1992) que emplean el
argumento del arbitraje; Ghysels y Ng (1996) que emplean
especificaciones semiparamétricas, Barkoulas y Baum (1996) que
optan por las no paramétricas y Goldstein (1997) que utiliza el
concepto de cuerpos aleatorios para modelizar la dindmica de los
tipos de interés.

Sin embargo, en cualquier estudio que se realice sea cual sea su
dimension, sigue habiendo un problema latentel: la inexistencia
de tipos cupon cero para vencimientos a medio y largo plazo. Por
tanto, sigue siendo necesario analizar y valorar los modelos que se

1 cabe destacar que algunos modelos de valoracién como el de Ho y Lee (1986) o
Heath, Jarrow y Morton (1992) estan disefiados para replicar perfectamente la estructura
temporal actual por lo que integran el analisis de la dinamica de la curva con su
determinacion.
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han propuesto para la extraccién de curvas cupon cero a partir de
la informacion disponible en el mercado. En este sentido, el
objetivo de este capitulo es tanto introducir una serie de conceptos
basicos relacionados con la estructura temporal como profundizar
en la probleméatica de su determinacion.

1.1 INTRODUCCION

Antes de comenzar a desarrollar cualquier trabajo es necesario
delimitar su elemento de estudio. En esta ocasion, ademas, la
delimitacién es absolutamente necesaria ya que el término
estructura temporal de tipos de interés por su amplitud conceptual
puede generar confusion.

La ambigledad reside en que esta expresion se utiliza
indistintamente para indicar tanto la relacion estatica (en un
momento del tiempo) de los tipos de interés con el plazo al que
hacen referencia como el comportamiento dinamico de la misma,
entendido éste como la evolucion de los tipos a un mismo plazo a
través de diferentes momentos de observacion. Asi mismo,
también se habla de estudios de la estructura temporal cuando se
analizan las diferentes hipotesis propuestas para explicar la forma
de la curva, entre las que destacan por su importancia: las
expectativas puras [Fisher (1930)2 y Lutz (1940)] y la
segmentacion del mercado [Culbertson (1957)] de las que se
derivan, en cierta medida, la preferencia por la liquidez3 [Hicks
(1939)] y la llamada teoria del habitat preferido [Modigliani y
Sutch (1966)]4.

2 Cfr. Berges y Manzano (1988, p.17).

3 Algunos autores como Ezquiaga (1991, p.176) o Brigham (1995, p.132) la
considera un caso particular de la teoria del habitat preferido, otros como Freixas (1992) o
Barreira, Meneu y Navarro (1992, p.35) la relacionan estrechamente con la hipétesis de
las expectativas.

4 Cfr. Freixas (1992) y Barreira, Meneu y Navarro (1992, p.36).
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Este trabajo estudia el primer problema y quizas seria mas
apropiado referirnos a la curva de tipos cupon-cero y dejar el
término estructura temporal de tipos de interés para el enfoque
dindmico; sin embargo, siguiendo la nomenclatura de los trabajos
precedentes ambos términos se utilizaran en lo que sigue de modo
indistinto.

Entonces, llamaremos ETTI o curva de tipos cupoén-cero a la
relacion que existe entre los tipos spot, al contado o cupoén-cero y
el tiempo al que éstos hacen referencia. En la medida en que la
negociacion en el mercado se realiza de modo continuo, la
estructura temporal como reflejo del mismo varia en cada instante.
Esto es, la estructura temporal estd asociada a un momento
(instante) de “observacion”; generalmente el periodo mas pequefio
de referencia es el dia. Por otro lado, para que la estructura
temporal sea representativa y aporte informacion debe construirse
en base a referencias o titulos con caracteristicas homogéneas:
fiscalidad, liquidez, riesgo de impago, etc. Por tanto, la ETTI es
un reflejo en un momento determinado de los tipos de interés
homogéneos, salvo en sus vencimientos, que se negocian en el
mercado.

Dado que uno de los principales usos de la ETTI es la
valoracion de activos, se construye en base a activos financieros
libres de riesgo de insolvencia®: titulos del Estado o garantizados
por éste. De este modo se obtiene una referencia base o benchmark
sobre la que se pueden ir cargando diferentes primas o
diferenciales para valorar otros activos con riesgo. La ventaja de
utilizar Deuda del Estado es, ademas de no tener riesgo de crédito,
gue se negocia en mercados secundarios activos y existe para un
conjunto de plazos relativamente amplio.

S Aguellos en los que la probabilidad de que los pagos reales se desvien de los
prometidos es nula.
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En cuanto a su forma, cabe suponer que la curva no sea plana,
es decir, que el tipo de interés no sea independiente del plazo
hasta el vencimiento. No existe una forma caracteristica de la
curva. Es “usual” que la estructura temporal sea creciente, sin
embargo, también es frecuente la existencia de curvas de tipos
decrecientes 0 mixtas® y en general, se suele observar que en los
tipos a largo plazo la curva tiende a hacerse plana. Por ello, no se
puede generalizar la forma de la curva, sino que ésta adopta
pendientes positivas 0 negativas en funcién de la informacion
disponible en cada momento y las expectativas que el mercado
mantiene sobre su comportamiento futuro.

La curva de tipos se representa graficamente en un sistema de
coordenadas bidimensional en el que los diferentes valores que
adoptan los tipos de interés se representan en el eje de ordenadas
y los plazos hasta el vencimiento en el eje de abscisas. Esta
representacion es estatica ya que se refiere a la forma de la curva
en un instante determinado. Para ver la evolucion dinamica de la
ETTI nos ayudamos de un tercer eje que recoge las diferentes
fechas en que se calcula la curva, obteniéndose asi un gréfico
tridimensional que permite observar mejor la tendencia de los
tipos del mismo vencimiento a lo largo del tiempo?.

Para finalizar este apartado queremos resaltar que el
conocimiento de la curva de tipos cupdén-cero no solo es
importante desde un punto de vista practico, en la medida que
sirve de guia a los agentes para realizar sus operaciones, sino que
también lo es en el campo académico. En concreto, existen
muchos temas de investigacion en finanzas que emplean la ETTI

6 También denominadas con jorobas por presentar uno o mas maximos y/o
minimos.

7 En el Anexo 6 se puede observar esta representacion tridimensional.
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como parte fundamental de sus modelos, de modo que una buena
aproximacion de la misma puede ayudar a hacer mas fiables los
resultados obtenidos. Entre los trabajos que utilizan la curva de
tipos como elemento fundamental Fong y Vasicek (1982) citan,
entre otros, a Fisher y Weil (1971) que estudian las rentabilidades
de las carteras, el andlisis de los rendimientos que realizan
Dobson, Sutch y Vanderford (1976), Fama (1976) que valora la
precision de los pronésticos implicitos en el mercado, Brennan y
Schwartz (1977) que valoran los contratos de futuros y la
valoracion de titulos de renta fija realizada por Houglet (1980).

Por otro lado, Carleton y Cooper (1976) recogen algunas de
las aplicaciones de la estructura temporal: construccion y
contrastacion de modelos relacionados con las teorias sobre la
forma de la ETTI, contrastacién de modelos sobre los efectos de la
fiscalidad en los instrumentos financieros, analisis de los efectos
del riesgo de insolvencia de los activos financieros o modelos que
analizan la existencia de oportunidades de arbitraje entre titulos
de renta fija.

En general, se puede decir que a pesar que en los ultimos afios
los estudios en torno a la estructura temporal se han centrado en
su enfoque dinamico, la caracterizacion estatica de la misma sigue
siendo de gran importancia y absolutamente necesaria para
valorar corrientes de flujos no negociadas en el mercado e incluso
testar las teorias de evolucién estocéstica de la estructura temporal.
Que la estimacion de la ETTI sigue siendo un tema central y de
gran importancia en la investigacion financiera, se pone de
manifiesto en que existe poca diferencia entre los comentarios de
Echols y Elliott (1976) y los de Bliss (1996). Los primeros
consideran que el desarrollo de un procedimiento objetivo para
estimar la curva de tipos es un tema de méxima prioridad para
avanzar en el estudio de los tipos de interés y el segundo opina
que la estimacion de la curva de tipos es el punto de partida
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necesario tanto para testar los modelos dindmicos, como para
aplicar éstos a la valoracién de bonos o coberturas con derivados.

1.2 CARACTERIZACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE
INTERES

Como sabemos, el valor actual de un pago futuro es la
cantidad de dinero que debe invertirse hoy para recibir ese pago
en una fecha futura predeterminada. Este valor viene determinado
por la tasa de descuento o tasa de interés aplicada para descontar
o actualizar ese pago futuro, el intervalo de tiempo que resta hasta
la fecha de pago y la frecuencia en que se paga y reinvierte el
interés que puede ser respecto al tiempo discreta o continua en
funcion de que los pagos se realicen en momentos concretos o en
cada instante. El factor de descuento es el concepto que recoge los
tres elementos anteriores y define totalmente el valor del dinero
en el tiempo. En este sentido, la ETTI, al recoger la relacion
plazo-tipo de interés, es en ultima instancia quien determina el
valor del dinero en el tiempo.

No existe una Unica estructura temporal de tipos ya que no
s6lo puede definirse una curva de tipos particular para cada clase
de bonos de determinadas caracteristicas, principalmente elegidos
en funcién de su riesgo de crédito, sino que, ademas, si la curva se
construye empleando frecuencia de actualizacion discreta se
obtiene una curva para cada frecuencia. Si, por el contrario, se
emplea actualizacién continua la curva de tipos es Unica para cada
clase de bonosé.

Independientemente de esta multiplicidad, la ETTI se calcula
en base a los tipos cupdn-cero que representan la tasa de interés

8 La relacion entre el tipo spot compuesto de forma continua, i, y el tipo spot
compuesto anualmente, i,, es: i,=e"-1.
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implicita pagada por un bono al descuento o bono cupdn-cero
(titulo de renta fija que genera un Unico pago a su vencimiento
equivalente a su nominal).

En el caso discreto, la relacién entre el precio, P;, de un bono
al descuento que vence en T y cuyo nominal, sin pérdida de
generalidad, es de 1 u.m. y el tipo cupoén-cero correspondiente,
h(T), es directa®: P,=(1+h(T))".

Dado que la relacién precio - tipo de interés no es lineal,
generalmente, se prefiere trabajar con los factores de descuento:
d;=[1+h(T)]" que coincide con el precio del titulo, si éstos son
bonos cupdn-cero.

Ademas de la estructura de tipos al contado o tipos cupon-
cero, podemos obtener la de tipos forward. Los tipos forward son
los tipos de interés futuros implicitos en la estructura de los tipos
al contado. En concreto, es el tipo de interés que tendria en
ausencia de arbitraje un contrato de futuro consistente en comprar
o vender en la fecha t; un bono cupdn-cero que vence en t,, es
decir, con t,-t; aios de vida: f(t1,tp). Se calcula a partir de los tipos
al contado para los periodos t; y t, partiendo de la siguiente
igualdad:

[1-+N(t)]°=[1+h(t)]" [1+(t, t-)]*"

Otro concepto importante es el de tipo forward instantaneo
que describe la tasa de rentabilidad de una inversién a muy corto
plazo, t, = t;, y coincide con el tipo spot para el plazo
correspondiente: f(t;,t;)=h(t,).

En general, todos estos conceptos (tipo spot, tipo forward y
factor de descuento) estan estrechamente relacionados por lo que

9 salvo gue se especifique lo contrario, en lo que sigue los tipos de interés son
anuales y el tiempo se mide en afios.
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a partir de cualquiera de ellos se pueden calcular los restantes. Se
cumple la siguiente relacion:

A+h(t)™ = (L+f(ty1,t))(L+HN(t) ™ =
(L+f(t, 1)) (1Tt ). (L+f (1, L)) =, %,

donde se observa que los tipos spot son una media geométrica de
los tipos forward implicitos a un periodo. Ademas, esta relacion
pone de manifiesto que los tipos forward representan la tasa de
crecimiento de los factores de descuento en el periodo: f(t,,t,)=(d; -
d, )/d, .

Desde un punto de vista tedrico, sin embargo, es habitual
trabajar de forma continua ya que se simplifican enormemente los
calculos (por ejemplo, no hay que tener en cuenta el cupoén
corrido) y las relaciones son mas faciles de establecer.
Manteniendo la misma nomenclatura empleada anteriormente, se
tiene que el precio de un bono al descuento con vencimiento en T
se expresa como: P,=¢ ™M,

De forma equivalente al caso discreto, los factores de
descuento bajo capitalizacion continua, se calculan a partir del tipo
spot del periodo al que hacen referencia, t, a partir de la siguiente
expresion: d=e™®.

En general, desde la perspectiva de nuestro trabajo es mas
adecuado referirnos a la funcion de descuento, D(t), que a los
factores de descuento. La funcion de descuento es una funcion
continua que asigna a cada valor de t un factor de descuento de tal
forma que D(t)=d. Esta funcion presenta determinadas
propiedades: esta acotada en el intervalo (0,1) para tl [0,¥), en
concreto D(0)=1y Li@rgD(t)zO, y es mondtona decreciente ya que
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se supone que se prefieren los pagos mas proximos que tienen,
por tanto, mas valorio,

En cuanto a los tipos forward, igual que en el caso discreto, se
calculan a partir de los tipos al contado para los periodos de
referencia t, y t,, a partir de la siguiente expresion:

exp[-th(t;)]=exp[-t;h(t)]exp[-f(t,, t2) (t-1,)].

Por otro lado, el tipo forward instantdneo en el momento t se
define como: f(t)=h(t)+t h'(t), que es, en definitiva, la tasa de
decrecimiento de la funcidon de descuento en cada momento del
tiempo: f(t)=-D'(t)/D(t)=[In(D(t))]".

Otras relaciones que se verifican para los tipos forward son:
f(t)=h(t) si h’(t)=0,
1 D(t,)

1
f(t,,t,)= y. f(s)ds= In )
(12) tz'tlQ:T1 () -t D(tz)

Y en cuanto al tipo spot:

h(t)=%c‘§:0f(s)ds=- %In D(t)

Otro concepto, empleado en algunos trabajos, es el de curva a
la par. Se dice que un bono esta a la par cuando su precio en el
mercado equivale a su nominal, esto sucede cuando su TIR
coincide en cuantia con el cupdn. Se puede derivar el rendimiento
a la par combinando la ecuacién de valoracion del titulo con la de
la TIR obteniéndose:

— N(1- dt)

t ot
ajzld,-

10 sobre la monotonia de la funcién de descuento véase Boenawan y Ritchken
(1990).
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La curva de rendimiento a la par, Y(t)=y, indica el cupon que
se pide a un bono con vencimiento en t, para que éste cotice a la
par.

La estimacion de la estructura temporal de tipos de interés
puede realizarse sobre cualquiera de estos cuatro elementos
(funcion de descuento, curva cupén-cero, curva de tipos forward o
curva de rendimientos a la par) ya que el conocimiento de uno de
ellos supone el conocimiento de cualquiera de los restantes. A
pesar de esta equivalencia, algunos investigadores como Svensson
(1994) consideran mas importantes los tipos forward ya que,
aunque su curva contiene la misma informacién que la curva de
tipos spot, presenta la informacion de un modo que facilita su
interpretacion y permite separar més facilmente las expectativas
para los diferentes tramos temporales: corto, medio y largo plazo.
En cualquier caso ninguna de estas variables se observa
directamente por lo que deben derivarse del precio de los bonos
en el mercado.

1.3 DETERMINACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE
INTERES

La importancia del conocimiento de la ETTI, tanto en el
campo académico como en el financiero, es indudable; sin
embargo, la estructura temporal no es directamente observable en
el mercado sino que es necesario estimar su valor. En general, no
existen titulos cupdn-cero con vencimientos superior a un afio por
lo que en este apartado trataremos de ver en qué forma se puede
determinar la curva de tipos y las diversas consideraciones que hay
gue tener en cuenta para realizar este trabajo.

Cuando los agentes valoran instrumentos financieros estan,
explicita o implicitamente, revelando informacién sobre los tipos
de interés que ellos consideran apropiados para las transacciones
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qgue realizan, pero estos precios reflejan otros factores como el
efecto de los impuestos o el riesgo que perciben, por lo que aislar
los tipos interés implicitos no es una tarea sencilla. Sin embargo,
se puede asumir que existe un unico tipo tedrico subyacente para
cada vencimiento que define la ETTI.

Bajo esta perspectiva, al estimar la estructura temporal se
requieren tres decisiones:

Qué funcién de valoracion relaciona los precios de los
bonos con el tipo de interés, a través de los pagos prometidos v,
quizas, otros factores como los impuestos o las primas.

Qué forma funcional se empleara para aproximar
cualquiera de los elementos que definen la estructura temporal y
sobre qué elemento se actuara.

Qué método econométrico se utilizara para estimar los
parametros de la funcién elegida.

Todas estas decisiones afectan, en mayor o menor grado, a las
estimaciones obtenidas por la estructura temporal. A continuacion
estudiaremos cada una de estas cuestiones.

1.3.1 Metodologia de determinacién

Hay un punto en comun en todas las propuestas de estimacién
de la ETTI, el empleo del teorema fundamental de valoracion
como base del desarrollo del modelo de estimacion. Este teorema
implica que bajo certeza y mercados sin fricciones, la ausencia de
arbitraje es equivalente a la existencia de una regla de valoracion
lineal d=>0 " t, tal que el precio de un activo, P;, se corresponde
con el valor actual de sus flujos, Q:
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representado s; la primera fecha en que se recibe un pago después
de la compra del titulo y T; el vencimiento de éste.

Haley y Schall (1979)!1 analizan las condiciones bajo las que el
principio de aditividad del valor es valido; en general, bajo
condiciones de equilibrio y eficiencia de los mercados. Bliss (1996)
considera que la hipétesis de mercados sin fricciones no
concuerda con lo observado en el mercado, por tanto, la ecuacion
no se cumple de forma exacta para cualquier funcién de descuento
razonable. Esto es, si los mercados son incompletos existen
multiples conjuntos de factores de descuento, d, que satisfacen
esta ecuacion, por tanto no es posible encontrar una funcion de
descuento que valore exactamente todos los bonos.

La literatura sobre estimacion de la estructura temporal ha
explicado este fendmeno en términos de fricciones tales como
tasas, restricciones sobre ventas a corto o existencia de primas de
liquidez. Para permitir estas desviaciones se afiade a la expresion
anterior un término de error, g , que justifica, por otro lado, el
empleo del andlisis de regresion y permite que los precios
observados se desvien de los tedricos.

Independientemente de estas consideraciones, otra fuente de
error son las propias cotizaciones empleadas en los modelos, que
reflejan promedios de las valoraciones efectuadas por los agentes a
lo largo del dia pero no constituyen precios de liquidacién a los
que efectivamente se negocian los titulos. Esta caracteristica del
mercado junto a la existencia de diferenciales entre los precios de

11 cfr. Carleton et al. (1984).
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oferta y demanda ponen de manifiesto la imprecisién del concepto
de precio unico.

En lo que sigue, se supondra que deseamos estimar los
factores de descuento, d, 0 més concretamente, como veremos a
continuacion, la funcion de descuento D(t). La decisién de abordar
el problema desde la perspectiva de los factores de descuento se
basa fundamentalmente en que, al contrario de lo que sucede
cuando se toma como variable los tipos cupdén-cero, la relacion
con el precio es lineal. Esto evita que se tengan que emplear
métodos de regresion no lineales como los minimos cuadrados no
lineales (que no garantizan la insesgadez del estimador ni la
existencia de una Unica solucién) o la maxima verosimilitud (que
exige determinar, a priori, la distribucion de probabilidades del
término de error).

Partiendo de la ecuacién de valoracién se obtiene un sistema
de ecuaciones que determina cuél es el valor de los factores de
descuento que igualan el valor actual del titulo con su precio:

P,=Q110y,
P,=Q101+Q 20,

I:)n:indtn1_|_Qn2dtn2_|_ L +Qnmdtnm

donde el primer subindice hace referencia al titulo
correspondiente y el segundo al orden del pago, asi Q,;, representa
al primer flujo recibido por el titulo 2.

Este sistema tiene solucién si el nimero de incognitas (fechas
de pago) no supera el numero de ecuaciones (titulos de la
muestra); esto es, si los titulos pagasen cupones en las mismas
fechas: t;=t,=...=t,, j=1,2,...,m.
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Esta metodologia es la que emplean Carleton y Cooper (1976)
quienes observan que en EE.UU. las emisiones de titulos de renta
fija del Tesoro presentan una estructura de vencimientos de cupon
normalizadal?, por lo que se evita, siempre que se elijan
cuidadosamente los titulos de la muestra, el problema de la
singularidad3 en la matriz de coeficientes. Sin embargo, en
Espafia no se observa esta hormalizacién de las emisiones!4 y para
poder aplicar este método es necesario subsanar este aspecto.

En general, tenemos dos alternativas para hacer frente a la
singularidad: bien seleccionar los titulos que van a formar parte de
la muestra de modo que se incluya en cada fecha de pago al
menos un vencimiento (en cierto sentido como proponen Carleton
y Cooper (1976)) o bien imponer una restriccién funcional a los
factores de descuento; esto es, definir a priori una funcién que sea
representativa de los valores que toman los tipos spot. De este
modo no se estima el valor en cada momento, sino los pardmetros
que caracterizan a la funcién que trata de aproximarlos.

En el primer caso sélo se obtienen valores discretos de la curva
de tipos y esto no es apropiado ni desde el punto de vista empirico
(inicialmente permite valorar Unicamente activos cuyas fechas de
devengo coincidan con los standard) ni desde una perspectiva
tedrica (se requiere de una especificacion de la relacién y no
valores concretos de ésta). Por tanto, la alternativa méas adecuada
para evitar la singularidad es asociar una forma funcional a los
factores de descuento. Esto es, modelizar la funcion de descuento,
de modo que a través de unos cuantos parametros se pueda
recoger la estructura de la misma.

12 | as emisiones vencen los dias 15 de Febrero, Mayo, Agosto y Noviembre.

13 jordan (1980) [Cfr. Carleton et al. (1984)] analiza en profundidad las condiciones
gue debe cumplir la matriz de coeficientes para evitar la singularidad.

14 g Espafia, aunque existe cierta normalizacién no es suficiente (véase el Anexo 1).
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Una posible solucion si se opta por la primera alternativa es
tratar de aproximar los valores discretos obtenidos a través de
algiin método de aproximacién que permita disponer de factores
de descuento en otros vencimientos y se obtenga para los estudios
tedricos una forma funcional con la que trabajar. La opcién mas
eficiente sigue siendo la segunda que evita la singularidad y ofrece
una forma funcional en un solo paso.

De este modo, sustituyendo los factores de descuento por la
forma funcional, G(t), que los caracteriza obtenemos:

T
P= a QG(t) +e, .,
t=5

que bajo el supuesto de que G(t) estd compuesta por una
combinacion lineal de n+1 funciones, gt), linealmente
independientes, se puede expresar como:

P =éQn[aogo(t)+ a,0,(t)+--+a,g,(t)] +e

T
o tomando X; = a Q.g;(t) en forma de ecuacion de regresion:
t=s

n
P=a a;X; +e
j=0

donde & representan los parametros a estimar que se
corresponden con el peso o importancia de cada funcién que
forma la combinacién.

Esta sencilla especificacion, que no fue empleada hasta 1971
por McCulloch y que nos permite extraer de un modo directo los
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tipos cupdn-cero de los precios de los bonos que devengan cupoén,
es la base de la gran mayoria de las propuestas que se diferencian
en el modo en que especifican la funcién de aproximacion, G(t).

1.3.2 Funciones de aproximacion

Como se ha visto en el apartado anterior, establecer una forma
funcional es, ademéas de deseable tedrica y empiricamente, la
mejor alternativa para evitar problemas en la estimacion. Sin
embargo, no todas las funciones estan igualmente capacitadas para
aproximar la estructura temporal. En este apartado, se estudiaran
algunos tipos de funciones y el modo en que deben especificarse
las mismas?s.

La primera cuestidon que se plantea es sobre qué variable se va
a actuar. Para Deacon y Derry (1994) elegir entre ajustar la curva
de rendimientos a la par y ajustar la funcién de descuento es en
cierto modo un tema de preferencias. Sin embargo, es importante
destacar que si bien la aproximacion de la funcion de descuento es
consistente explicitamente con la teoria econdmica, puede ser muy
dificil de estimar y la curva de tipos forward es muy sensible a
pequefios cambios en la misma. Por otro lado, la aproximacion de
los rendimientos, aunque menos atractiva tedricamente, es mas
robusta en la préctica y se puede justificar si se cree que esa €s
realmente la préactica del mercado.

Para McCulloch (1971) la estimacion de la funcion de
descuento es mas sencilla que la de los tipos cupdén-cero que
conllevan la utilizacion de técnicas no lineales que pueden ser
excesivamente complejas. Ademads, una vez determinada la
funcion de descuento la obtencién de los tipos cupdn cero es
extremadamente sencilla.

15 E| desarrollo matematico puede encontrarse en el Capitulo 2.



ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES PROPUESTAS ALTERNATIVAS 39

Hunt (1995B) opina que hay un argumento para tomar como
base del modelo la curva de tipos forward y es que las restricciones
se pueden aplicar directamente a la forma de la misma. Resulta
muy conveniente, por ejemplo, restringir que los tipos forward se
estabilicen en su tramo a largo. Sin embargo, desde su punto de
vista, el hecho de que la estimacion de la curva spot es mucho mas
facil supera todas las ventajas de la consideracion anterior.

Un factor importante cuando se decide proponer una
determinada modelizacion de la curva de tipos es equilibrar la
suavidad con la capacidad de respuesta del modelo, es decir, el
modelo debe ser suave en el sentido que no se vea excesivamente
afectado por la existencia de ruidos en las observaciones, sin
embargo, a la vez debe ser lo suficientemente flexible como para
gue recoja los verdaderos movimientos que el mercado descuenta.
En palabras de Deacon y Derry (1994) la estructura temporal debe
ser suave pero no hasta el punto que no esté bien representada.
Bliss (1996) opina de modo similar y considera la flexibilidad de la
estructura temporal un arma de doble filo porque los modelos
pueden incorporar informacion sobre factores especificos de un
titulo que no son relevantes para valorar otros titulos del mercado,
por lo que es necesario plantearse si es mejor utilizar modelos mas
parsimoniosos que sélo recojan la esencia del mercado (forma y
nivel aproximados de los tipos).

En principio, lo mas sencillo es tratar de aproximar la
estructura temporal a través de un polinomio. Sin embargo,
determinadas caracteristicas de los mismos y la naturaleza de los
datos tratados han hecho que se considere més aconsejable
emplear funciones mas flexibles en la modelizacion de la
estructura temporal.

En efecto, debido a las peculiaridades de los tipos a corto que
los diferencian de los tipos a largo y a la concentracion de un
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mayor numero de observaciones en el corto plazo en comparacion
con la dispersion que existe en el tramo a medio y largo plazo,
puede resultar conveniente, para mejorar el grado de ajuste,
utilizar funciones splines en vez de una Unica funcion para todo el
intervalo.

Si se utiliza una Unica funcion para estimar todo el rango de la
ETTI nos podemos encontrar con que la misma aproxima muy
bien la parte del intervalo que contiene mas observaciones y no
ajustar bien la parte del rango donde las observaciones son
escasas. Sin embargo, cuando se utilizan funciones splines se
define una funcion para cada subintervalo en el que se divide el
rango total de estudio. Esto hace que sea mas facil acomodar la
funcién utilizada a la forma que toma la curva en cada tramo y
mejore el ajuste.

Los polinomios tienen como ventaja que la determinacion de
los coeficientes de los mismos es sencilla. Sin embargo, como
McCulloch (1971) observa, no son capaces de aproximar bien
simultaneamente ambos extremos (corto y largo) de la funcién de
descuento. Los polinomios tienden a ajustar mejor el tramo a
corto, olvidandose del rango a largo de la curva. Por otro lado, los
polinomios tienden a aumentar el error de aproximacion en los
extremos del intervalo de estudio y presentan problemas de
convergencia y fuertes oscilaciones.

Un tipo de polinomios que parece comportarse mejor son los
de Bernstein, empleados por Schaefer (1981). Estos gozan de la
ventaja de aproximar con bastante precision las derivadas, lo cual
es importante desde la perspectiva de obtener los tipos forward.

Si se pretende utilizar funciones splines hay que determinar
qué tipo de splines vamos a utilizar: polinébmicos, exponenciales,
... ; cdmo construiremos los mismos: a partir de las condiciones de
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continuidad y otras restricciones o a partir de alguna base; cudl
serd el grado minimo para garantizar un ajuste suficientemente
suave, etc.

Una vez mas, lo natural, en principio, es emplear splines
polinémicos. Sin embargo, a efectos préacticos, se han de tener en
cuenta varias cuestiones, que hacen que Fong y Vasicek (1982)
planteen como alternativa la utilizacion de splines exponenciales:

1.- Si bien la utilizacion de splines polindmicos permite ajustar
mejor la curva que los polinomios puros, en la medida que se
pueden forzar para que se aproximen, en un intervalo finito, a una
curva exponencial eligiendo un nimero suficientemente grande
de nodos, el ajuste local dentro de cada subintervalo vuelve a
presentar los mismos inconvenientes que se derivan del uso de
polinomios, aunque a menor escala.

2.- Sus propiedades asintoticas siguen siendo no deseables.
Los splines polindmicos no pueden forzarse a que converjan
asintéticamente hacia un determinado valor, como es el caso de
una exponencial.

3.- Los splines polinbmicos comuUnmente proporcionan
estimaciones de la estructura de tipos forward inestables. Los
valores obtenidos fluctian ampliamente y en el extremo a largo
del intervalo presenta saltos de valor muy elevados, llegando
incluso a obtenerse tipos forward negativos.

En favor de los splines polindmicos se suele decir que son
adecuados cuando la estructura temporal estimada se va a utilizar
para testar hipotesis alternativas sobre la misma, porque los
supuestos bajo los que ha sido estimada son mas generales y no
sesgan los resultados de la investigacion principal.
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La utilizacién de splines exponenciales, en teoria, hace frente a
estos problemas, sin embargo, el modelo deja de ser lineal y por
tanto es necesario utilizar métodos de estimacion no lineales o,
como proponen Fong y Vasicek (1982), realizar un cambio de
variable para linealizar el modelo. En la practica Shea (1985) ha
demostrado que las estimaciones de la ETTI con splines
exponenciales no s6lo no son mas estables que las que se obtienen
con splines polinébmicos sino que las propiedades asintGticas de
los primeros son frecuentemente poco reales. En resumen,
empiricamente la aproximacion a través de splines exponenciales
no parece ser superior a la realizada con splines polinébmicos,
obteniéndose estimaciones de la ETTI practicamente idénticas.

La eleccion apropiada de los nodos es un tema crucial cuando
se emplean splines, si el nimero de nodos es demasiado bajo, el
modelo no podra adaptarse a formas complejas de la curva,
mientras que si es demasiado alto se corre el riesgo de que se
tienda a modelizar los outliers. La mayoria de los trabajos emplean
la metodologia de McCulloch (1971) y eligen el nimero de nodos
como la raiz cuadrada del niumero de observaciones; sin embargo,
el Banco de Inglaterra [Mastronikola (1991)] usa seis nodos fijos
equiespaciados.

Para Deacon y Derry (1994) el método de McCulloch (1971,
1975) tiene como ventaja que la posicion de los nodos cambia con
la estructura de las emisiones, sin embargo, un inconveniente es
que se mueven todos los dias por lo que pueden dar la falsa
impresion que la estructura temporal ha cambiado. También
consideran sorprendente la poca importancia que se le ha dado en
la literatura a la localizacién de los nodos y el numero éptimo de
éstos, teniendo en cuenta que existen técnicas para tal finl6,
Ademaés, tanto el numero de nodos como la localizacion de los

16 vgase De Boor (1978).
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mismos parece ser un factor altamente importante ya que se
observan diferencias considerables en las estructuras estimadas
para los mismos datos cuando estos factores varian.

En relacion al grado de las funciones, éstas deben ser al menos
cUbicas para garantizar que la estructura de tipos forward
resultante sea continua y derivable.

Dada la gran flexibilidad de los splines que les permiten
adaptarse, eligiendo un nimero de nodos suficientemente grande,
a cualquier forma, puede parecer que la especificacion utilizada
carece de importancia desde el punto de vista de la bondad del
ajuste. Sin embargo, es necesario elegir adecuadamente el modelo
porque no todas las bases de splines estan igualmente capacitadas
para definir regresores utiles. Algunas bases de splines, como la de
potencias truncadas, generan una matriz de regresores con
columnas casi colineales, que pueden dar lugar a problemas de
singularidad. Una buena accidén correctora puede ser usar como
base los B-splines.

Por otro lado, no todas las funciones se pueden restringir con
la misma facilidad. Debido a la naturaleza de la aproximacion
polindbmica es dificil establecer restricciones sobre las estimaciones
para que simultaneamente satisfagan el nivel y la forma de la curva
resultante. Por ejemplo, en la base utilizada por McCulloch (1971,
1975) es facil imponer restricciones en la pendiente de la curva de
rendimientos, pero se hace dificil derivar rapidamente
restricciones en los niveles de la misma. Sin embargo, las
propiedades que presentan los B-splines hacen que la imposicion
de restricciones tanto en niveles como en pendiente sea mas facil;
ademas su calculo se simplifica porque hay menos coeficientes del
modelo implicados en las restricciones.
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En resumen, es fundamental disponer de medios que
permitan cambiar a posteriori las propiedades locales y sobre todo
el intervalo de las funciones utilizadas para obtener estimaciones
mas precisas.

Aunque a la vista de las propuestas planteadas por los
diferentes autores pueda parecer que basicamente la eleccion se
limita a emplear o no funciones splines, la determinacion de una
buena funcion de aproximacién va mas alla. El tipo de funcion
empleada y en gran medida las restricciones impuestas juegan el
papel mas importante en la estimacion.

En cualquier caso, tanto cuando se elige el tipo de funcion
como el método utilizado en la estimacién hay que tener en cuenta
para qué se quiere la misma. En otras palabras, qué grado de
precisién necesitamos. Un aumento de la precision en el ajuste
puede suponer una carga computacional tan elevada que no se
corresponda con la mejora que finalmente se obtiene, por lo que
también habréd que tener en cuenta este factor a la hora de elegir
nuestras funciones de aproximacion.

Una buena idea es seguir los consejos de Dahlquist y Svensson
(1994) quienes opinan que un modo operativo y facil de estimar la
estructura temporal es empezar con una forma sencilla y juzgar si
el ajuste es suficientemente bueno y si no es asi intentarlo con una
forma funcional mas compleja para ver si se logra la precision
deseada.

1.3.3 El efecto impositivo y otros aspectos a considerar

En este apartado se recogen algunos aspectos que pueden
afectar a las estimaciones y el modo en que algunos autores han
tratado de introducirlos en los modelos. Hasta ahora se ha
obviado un aspecto muy importante que influye en el precio de los
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activos financieros, la fiscalidad de los mismos. El tratamiento
fiscal de los rendimientos obtenidos por un activo depende de
muchos factores por lo que resulta dificil tratar de modelizar éste.
Por un lado, hay que tener en cuenta la naturaleza de los
rendimientos (por capital o por intereses); por otro, las
caracteristicas de su poseedor (persona fisica o juridica) y el
periodo de tiempo de obtencion de las rentas.

Generalmente, no sélo en Espafia sino en otros paises, los
inversores pagan impuestos sobre los cupones percibidos, pero las
ganancias de capital estan gravadas a tipos menores o incluso
exentas. En general, y sin animo de profundizar, podemos decir
que las ganancias de capital tributan a tipos inferiores que los
devengos de intereses!?, soportando éstos, ademas, retencion en la
fuente. Por otro lado, los intereses tributan en su totalidad
mientras que sobre las ganancias de capital se aplican coeficientes
reductores que disminuyen la fiscalidad en funcién del tiempo de
tenencia del activo.

Este diferente tratamiento fiscal hace que los inversores
prefieran titulos con cupones mas bajos y estén dispuestos a pagar
una prima por ello. También hay que tener en cuenta el plazo, ya
que para los titulos a més largo plazo el impacto de las ganancias
de capital frente a las rentas por cup6n es mas pequefio, en
general, que en titulos con plazos mas cortos.

En este sentido, Schaefer (1981) observa un fenbmeno en el
tramo a largo para niveles impositivos altos consistente en un
decrecimiento de la curva adn cuando la estructura antes de
impuestos sea creciente, debido al mayor efecto penalizador, en
términos relativos, de las rentas por cupon.

17 En IRPF, ya que en IS el tipo impositivo es igual en ambos casos.
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Cuando se emplean titulos que devengan cupoén este efecto es
muy importante y es necesario sustraerlo para obtener
estimaciones adecuadas de la estructura de tipos. De hecho, el
efecto impositivo se pone de manifiesto en la estimacion de la
ETTI a raiz de que es necesario emplear titulos que devengan
cupon para su aproximacion, por lo que también se conoce como
efecto cupon.

Para Niebuhr y Robichek (1970) el sesgo causado por los
impuestos puede alterar sustancialmente la forma de la curva si se
construye con cotizaciones de titulos que estan bajo la par que
implican ganancias de capital positivas. Este aspecto puede hacer
gue las conclusiones adoptadas sobre las expectativas del mercado
antes de tener en cuenta la tributacion sean totalmente diferentes a
las obtenidas considerando las tasas. Ademas, Caks (1977) advierte
que si existen diferencias impositivas entre las rentas por cupoén y
las ganancias de capital los flujos percibidos en la Gltima fecha de
devengo, que corresponden a ambas categorias, no deben
descontarse a la misma tasa; lo que da lugar a que, debido al
efecto impositivo, coexistan dos tipos de interés para el mismo
plazo y, en la necesidad de disponer de un unico valor, se genere
un sesgo.

Siguiendo a Deacon y Derry (1994) podemos considerar que
los esfuerzos en la literatura encaminados a tener en cuenta el
efecto de los impuestos se deben, principalmente, a McCulloch
(1975), Schaefer (1981) y Mastronikola (1991).

Aunque, también se deben citar a Dermody y Prisman (1988)
que defienden la existencia de multiples estructuras temporales de
tipos originadas tanto por los impuestos como por los costes de
transaccién y a Prisman (1990) que desarrolla una metodologia
para estimar la estructura temporal en un mercado con fricciones:
impuestos, comisiones y costes de transaccion en general, que no
tienen porqué ser simétricos en el tiempo.
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McCulloch (1975) es el primero en proponer una metodologia
para el tratamiento del efecto impositivo ya que un ajuste de la
curva de tipos que obvie su existencia falla en la estimacion de los
precios de los bonos que se encuentran apreciablemente bajo la
par. Parte de la hipotesis de que las ganancias de capital tributan a
un tipo r, y los cupones a una tasa r y calcula el modelo tomando
los flujos después de impuestos. Para ello distingue entre bonos
negociados a la par, bajo la par y sobre la par, ya que el
tratamiento fiscal de las ganancias de capital es diferente. Dado
que los participantes del mercado tienen diversas cargas
impositivas (algunos son instituciones exentas, otros empresas que
tributan a un tipo fijo y la mayoria inversores individuales que
soportan diferentes tipos segun su situacion particular) algunos
titulos les resultardn mas atractivos a unos que a otros.

McCulloch (1975) considera importante la obtencion de un
tipo impositivo que explique toda la estructura de precios
observada, t, que representaria un tipo impositivo efectivo global
del mercado. La ecuacion de regresion del modelo debe
modificarse para tener en cuenta este aspecto quedando expresada
como:

R =(L-t ), § D(t)dt+N,D(T,).

Esta tasa, t, se calcula dentro del proceso de estimacion del
modelo, como aquella que minimiza la suma de los cuadrados de
los errores entre los precios observados y los calculados, lo que
obliga a emplear métodos no lineales para encontrar su valor
optimo.

Aunque McCulloch (1975) considera que esta técnica es
sustancialmente mejor que no tener en cuenta ningun ajuste, para
Deacon y Derry (1994) su metodologia tiene, principalmente, dos
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puntos débiles: no queda claro qué representa el tipo impositivo
efectivo calculado por el modelo y éste no varia con el plazo hasta
el vencimiento.

Schaefer (1981) para cada tipo impositivo especifico determina
qué titulos son eficientes (aquellos cuyo precio es menor o igual a
la valoracion que el inversor hace del mismo) y cuales no (aquellos
cuyo precio de mercado es mayor que el valor del titulo para el
inversor). Esto es, debido a las cargas fiscales que debe soportar un
inversor existen determinados titulos que tal como estan valorados
por el mercado no interesa poseer y otros que si.

Schaefer (1981), al contrario que McCulloch (1975), considera
que no existe una Unica estructura sino que existe una curva de
tipos especifica para cada tipo impositivo y que en su calculo
Unicamente deben tenerse en cuenta aquellos titulos que el
inversor de forma eficiente mantendria en su cartera.

Esta metodologia choca con la anterior, de hecho Schaefer
(1981) critica a McCulloch (1975) que sélo calcula la curva para
una categoria de inversores (aquellos que pagan la tasa impositiva
efectiva) e ignora la existencia de multiples estructuras y que la
tasa impositiva empleada es una especie de media de todos los
tipos impositivos soportados por los inversores en vez de la tasa
marginal, que es la que deberia determinar el precio de los bonos.

Ademas, para Schaefer (1981) la tasa de impuestos efectiva es
funcion del plazo y se calcula como el complemento a la unidad
del cociente del tipo spot después y antes de impuestos para cada
plazo.

Para Deacon y Derry (1994), este modelo es apropiado para la
toma de decisiones individuales sobre qué bonos incorporar a la
cartera y cuéles no, pero no para la identificaciéon de la curva de
tipos del mercado. Para su obtencidn, seria necesario bien
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identificar todas las clases de contribuyentes o asumir que una
estructura determinada es representativa del mercado, con el
inconveniente de que los bonos no eficientes no son tenidos en
cuenta, a pesar que se negocian efectivamente en éste.

En general, ambos modelos, sufren de dos inconvenientes.
Por un lado, requieren una funcién que especifique los flujos
requeridos por al menos una clase de inversores en todos los
periodos, esta decision es altamente arbitraria y no esta claro que
efecto tiene sobre los resultados el uso de una especificacién u
otra. Y en segundo lugar, el método de estimacion depende de un
modo crucial de la hipétesis que los bonos no estan infravalorados
y esto puede dar lugar a sesgos en las estimaciones, como el
propio Schaefer (1981) reconoce.

El Banco de Inglaterra [Mastronikola (1991)] también se ha
preocupado por este aspecto y bajo la hipdtesis de que las
ganancias de capital estan exentas y que, por tanto, todo el efecto
impositivo se manifiesta a través de los cupones trata de corregir el
mismo intentando modelizar no sélo la relacion tipo-plazo, sino
también la relacion tipo-cupdn. De esta manera, el modelo no
estima una curva de tipos sino una superficie, permitiendo que el
efecto del cupdn varie con el vencimiento.

Para modelizar la relacion cupén - tipo spot emplean curvas
de capital-renta que describen el equilibrio entre la ganancia de
capital, suponiendo que el titulo se mantiene hasta el vencimiento,
(M) -1, y la renta generada por el mismo, /.. De este modo,
determinar la relacion entre ganancias de capital y renta es
equivalente a determinar la relacion entre tipos cupon-cero y el
cupoén, ya que para un vencimiento dado éstas son las Unicas
variables que intervienen en las especificaciones anteriores.
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Este modelo se diferencia del anterior en que no determina a
priori diversas tasas impositivas y calcula una estructura de tipos
para cada una de ellas, sino que define como las diferentes clases
de inversores interactian y ofrece una Unica estructura temporal
gue es representativa del mercado en su conjunto. A modo de
critica, cabe decir que esta metodologia no es rigurosa desde un
punto de vista teorico.

Aunque estas metodologias para el tratamiento del efecto
impositivo han sido formuladas como parte de propuestas
concretas, no existe ninguna limitaciébn para combinar cada una
de ellas con alguna otra especificacién funcional para la curva de
tipos.

En resumen, la dificultad de modelizar el efecto impositivo es
evidente 'y las propuestas planteadas no solucionan
completamente el problema, por lo que en nuestra opinion
consideramos que es preferible no realizar ningun tipo de ajuste
arbitrario tomando determinados tipos impositivos de referencia,
ya que esto tan solo puede perjudicar la credibilidad de las
estimaciones al afadirles un sesgo. Ahora bien, desde el punto de
vista del inversor individual la propuesta de Schaefer (1981)
parece la que méas ayuda ofrece para la valoracion del efecto
impositivo y la formacion de carteras.

Otro efecto que también habria que tener en cuenta cuando se
emplean bonos con cupdn es el efecto duracion. Este surge porque
dos bonos con igual vencimiento pero con cupones diferentes
tienen duraciones diferentes y por tanto la exposicion de cada uno
al riesgo de tipos de interés también lo es. Este efecto no se ha
considerado directamente en ninguno de los modelos propuestos,
quizas porque se considera que el efecto impositivo es el maés
relevante.
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Finalmente, otro factor a tener en cuenta se deriva de la
naturaleza de los datos empleados en la determinacién de la
estructura temporal. ElI problema surge por la inexistencia de un
unico precio de liquidacion o precio de cierre al que se realizan
todas las operaciones efectuadas a lo largo del dia por un titulo.
Cada operacion se negocia de forma independiente y al cierre del
mercado se dispone del precio médximo y minimo negociado para
cada bono sobre los que se calcula la media. La cuestion es qué
precio es representativo, sobre cual se realizara la regresion. Todos
los autores coinciden en emplear el precio medio como la mejor
alternativa al recoger el punto de equilibrio entre el precio mas
alto de venta negociado y el mas bajo de compral8. Donde no
existe consenso es en el impacto que ese diferencial entre precio
de oferta y demanda tiene sobre las estimaciones realizadas.

Para algunos, por ejemplo McCulloch (1971, 1975), este
diferencial, junto con la existencia de comisiones, afecta
sustancialmente al modelo de regresion que se manifiesta en la
presencia de heteroscedasticidad. Esto es, se observa que la
varianza de los errores no es constante en toda la muestra y esto
puede generar conclusiones erréneas sobre los resultados
obtenidos ya que si bien los estimadores siguen siendo insesgados
dejan de ser eficientes o de varianza minima afectando a los
resultados de los tests de significacion conjunta e individual de los
parametros. Para otros, como Schaefer (1981), este diferencial no
es tan grande como para que tenga un efecto relevante en las
estimaciones y puede no ser tenido en cuenta.

En general, las opiniones sobre la heteroscedasticidad y sus
causas son diversas. Asi, mientras Fong y Vasicek (1982) suponen
gue ésta se encuentra mas relacionada con la sensibilidad del titulo

18 Bliss (1996) utiliza en sus regresiones el precio medio pero considera que el
precio maximo y minimo definen un intervalo de precios “verdaderos” del bono.
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al riesgo de interés que con el spread de precios, opinién que
comparte Bliss (1996) que pondera los errores con la inversa de la
duracion, Carleton et al. (1984) consideran que cada muestra debe
ser analizada por separado y no establecer un mecanismo de
correccion general a priori. En cambio, Shea (1984) opina que se
gana mas precision determinando correctamente los nodos,
detectando observaciones anémalas y eligiendo las restricciones
apropiadas que experimentando con la especificacion del término
de error.

Para finalizar este capitulo introductorio queremos reiterar que
la ETTI modelizada debe ser, en la medida de lo posible, una
curva-tipo o curva de referencia, en el sentido que debe estar
construida sobre titulos homogéneos y no recoger ningun tipo de
efecto que pueda sesgar los resultados en uno u otro sentido. Asi,
para su elaboracién, tomamos como datos los precios medios de
las negociaciones efectuadas en titulos libres de riesgo de
insolvencia; de modo que el inversor que desee valorar su
inversion deberd tener en cuenta las caracteristicas de sus activos
(riesgo de insolvencia, liquidez, etc.) y de su situacion fiscal para
corregir en consecuencia el valor obtenido a partir de la curva
estimada.

Adicionalmente, es muy dificil medir el grado de liquidez
implicito en la estimacion de la ETTI ya que en el mercado se
negocian titulos con diferente liquidez y ésta no se mantiene a lo
largo de toda la vida de éste sino que fluctla constantemente. En
cualquier caso, la “liquidez” de la curva estimada dependera del
criterio o filtro utilizado para la inclusion o no en la muestra de los
titulos. Si exigimos un grado de liquidez minimo, medido por el
namero de operaciones realizadas en el dia y el volumen total de
las mismas, obtenemos una estimacién de la ETTI que valora
titulos con esa liquidez minima, pero corremos el riesgo, sobre
todo en un mercado como el nuestro, de limitar demasiado el



ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES PROPUESTAS ALTERNATIVAS 53

numero de observaciones disponibles. Por otro lado, si utilizamos
todos los titulos negociados, nuestra estimacion puede venir
sesgada por las preferencias individuales de algunos agentes y no
recoger la globalidad del mercado.



Capitulo 2:
METODOS MATEMATICOS DE APROXIMACION DE
FUNCIONES
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Dado que el objetivo principal de nuestro trabajo es asignar
una forma funcional adecuada a cualquiera de los elementos a
través de los cuales se puede definir la ETTI, se introducen
brevemente en este apartado los métodos y procedimientos que la
teoria de aproximacion de funciones nos ofrece para tal fin.
Debido a la amplitud del tema centraremos nuestra atencion en
aquellas funciones, métodos y conceptos que por sus caracteristicas
pueden parecer, a priori, mas adecuados en el &mbito de nuestro
estudio, prestando especial atencién a las funciones splines que se
emplean en la mayor parte de los modelos de estimacién de la
estructura temporal que se presentaran en el capitulo siguiente.

Conviene aclarar que existe cierta controversia en torno al
tratamiento de la interpolacién, algunos autores como Schwarz
(1989), Atkinson (1989) o Flannery et alt. (1994) consideran la
interpolacién de funciones como un elemento relacionado pero
independiente de la teoria de aproximacion de funciones,
mientras que otros [Bjorck y Dahlquist (1978) o Cheny y Kincaid
(1994)] sin dejar de prestarle la importancia que le corresponde
no ven en la interpolacibn méas que un caso particular de una
teoria muy general como es la aproximacién; nosotros nos
adherimos a la opinién de estos ultimos.

2.1 INTRODUCCION

La aproximacion forma parte del problema de ajustar un
modelo matematico a unos datos dados y otros factores conocidos.
Béasicamente la aproximacién consiste en encontrar una funcion
f(x) cuyos valores, forma y comportamiento sean los mas
parecidos posibles a los de la funcion a aproximar f(x). Esta puede
ser una funcion desconocida pero de la que se tienen valores
observados, en cuyo caso es deseable que el conjunto de
observaciones disponibles no venga impuesto por las condiciones
del problema estudiado sino que se puedan escoger los datos
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libremente, o conocida pero demasiado compleja para tratarla
directamente.

Se puede distinguir, en funcidn del tipo de relacidon existente
entre los parametros, entre aproximacion lineal y aproximacion
no lineal. Esta d(ltima origina problemas que requieren
procedimientos mas complejos para determinar su solucion. Los
modelos no lineales pueden transformarse en lineales a través de
diversas técnicas, sin embargo, en muchas ocasiones cuando la
complejidad del modelo original es elevada, éstas no son
aplicables. Por otro lado, la aproximacion lineal es mas sencilla y
consiste en aproximar una funcion f(x) a través de otra f*(x) que se
expresa como una combinacion lineal de n+1 funciones

J oX), .y ] 1(X):
FEO)=Cal o(X)+Cyj 1(X)+ ... +Cj (X)

Desde el punto de vista metodoldgico, quizas, resulta mas
conveniente realizar la distincion en base al tratamiento del error
de aproximacion definido como la diferencia entre el verdadero
valor o valor observado y el valor que presenta la funcién de
aproximacion empleada. Podemos distinguir bésicamente tres
métodos: la interpolacién que impone como restriccion que el
error en los puntos de soporte sea nulo, la técnica minimo-
méxima que escoge aquella funcion con el menor error global
méaximo y la metodologia minimo-cuadratica que elige aquella
funcidon que minimiza la suma de los cuadrados de los errores.

Otra subdivision mas sencilla es tener en cuenta simplemente
el tipo de funcion empleada: polinomios puros, funciones
racionales, funciones splines, etc.

En cualquier caso, resulta de gran importancia elegir
adecuadamente qué método se va a emplear con el fin de obtener
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resultados satisfactorios. La eleccion dependera,
fundamentalmente, de las caracteristicas que presenten los datos
estudiados, por tanto, es esencial un conocimiento previo lo mas
detallado posible del problema analizado.

A modo de resumen, concluir que la aproximacion de f(x) a
través de f7(x) construida como una combinacién de n+1
funciones, j j(x), es el punto de partida de todos los métodos, que
irdn perfilando sus caracteristicas segun se establezcan relaciones
lineales 0 no y segun las restricciones que se impongan sobre el
error. Si, por ejemplo, establecemos, en la relacion lineal definida
anteriormente, que: | i(x)=xi obtenemos:

*(X)=cy+Ccx+ ... +C.X"
que se corresponde con la aproximacion lineal polindbmica.
Ademas, segun cuél sea la restriccidon que se imponga al error de
aproximacion estaremos ante aproximacioén por interpolacion,
aproximacién por minimos cuadrados o aproximacion minimo-
maxima o minimax.

En cualquier caso, se tendra que resolver un sistema de
ecuaciones para obtener los pardmetros que caracterizan a f'(x). Si
se disponen de m+1 observaciones y se estructura f'(xX) como una
combinacion lineal de n+1 funciones se obtiene un sistema de
m+1 ecuaciones con n+1 incognitas:

f(Xa) = CoJ o(Xo)+Cif 1(Xo)+ + -+ +Cyf n(Xo)

%) = o o)+ 106)+ -+ o)

que tiene solucién cuando:
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o(%) - ja(%)u
: : ngango
o(Xn) 1 (X8
(%) = Ja(%) f(x)u

d
é
Rango é
8

am: D> > D
[y

O(Xm) jn(Xm) f(Xm)é

Esta solucion sera Unica si el rango de la matriz de coeficientes
coincide con el numero de incognitas y existirhn multiples
soluciones cuando siendo iguales el rango de ambas matrices, su
valor difiera del niumero de incégnitas. Si lo anterior no se cumple
(si el rango de la matriz de coeficientes y el rango de la matriz
ampliada no coinciden) el sistema no tiene solucion, pero los

coeficientes, {cj}oﬁjﬁn, pueden calcularse de modo aproximado

empleando minimos cuadrados o minimax.
2.2 METODOS DE APROXIMACION

Existen diversas formas, desde la perspectiva del tratamiento
del error, de abordar el problema de la aproximacién de
funciones, entre las que destacan: la interpolacién, la
aproximacion minimo-maxima y la aproximacion minimo
cuadratica. En el estudio que nos ocupa se ha empleado,
tradicionalmente, la aproximacion minimo cuadratica que se
refleja en el uso de regresiéon por minimos cuadrados para la
estimacion de los coeficientes de los modelos propuestos.

2.2.1 La interpolacion de funciones
La interpolacién es un método ampliamente utilizado para la

asignacion de funciones a datos tabulados. Sin embargo, para la
determinacién de la curva de tipos carece de utilidad ya que
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nuestro objetivo es determinar qué funcién aproxima mejor una
serie de datos que no son directamente observables sino cuyos
valores se encuentran implicitos en otro conjunto de datos. Una
posibilidad consiste en interpolar los valores de las TIR’s de los
titulos, obteniendo asi una forma funcional para la curva de
rendimientos que, siguiendo la tonica de los primeros modelos
propuestos para la determinacion de la curva de tipos, puede
considerarse representativa de la curva de tipos cupén-cero.

En general, la interpolacién se caracteriza por establecer,
como condicion para la determinacion de los coeficientes de la
funcion de aproximacion, que el error de aproximacion en los
puntos de soporte x; sea nulo: f(x)-f(x) =0. Las funciones
empleadas pueden tomar cualquier forma, aunque generalmente
se emplean polinomios ya que bajo ciertas condiciones su
existencia y unicidad estdn garantizadas y su célculo no es
excesivamente complejo. No ocurre lo mismo en el caso de que se
empleen funciones exponenciales o racionales que no presentan
las condiciones anteriores y son no lineales en los coeficientes.

Por otro lado, hay que tener en cuenta que aunque el error de
aproximacion en los puntos de soporte se anula, en el resto del
intervalo puede ser arbitrariamente grande. En este sentido,
puede resultar mas apropiado perder un poco de precision en la
aproximacion de los puntos observados a cambio de obtener
alguna mejora en la magnitud del error en todo el intervalo y
suavizar el comportamiento de la funcion. La aproximacion
minimo cuadrada y minimo maéaxima son un ejemplo de métodos
gue se basan en esta idea.

2.2.2 La aproximacion minimo cuadrada y minimo méxima

Tal y como acabamos de comentar existen diversos métodos
gue se centran en el tratamiento del error en todo el intervalo de
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estudio no sélo en puntos concretos. Esto es, tratan de buscar una
funcion f'(x) tal que la norma del error ||f'(x)-f(x)]] sea lo mas
pequefia posible.

El concepto de norma esta ligado al de distancia entre dos
vectores; en la medida que las funciones pueden ser vistas como
tales, se puede emplear la distancia entre f(x) y f'(x) para medir la
bondad de una aproximacion.

Dos de las normas maés utilizadas en la aproximacion de
funciones continuas en un intervalo [a,b] son la norma méximal®:

111 1= max | £ ()|
y la norma euclidea o L,:
[‘b 5 ]1/2
=gl f(x)[” dx

Entre los métodos basados en este concepto se encuentran la
aproximacion minimo cuadrética y la minimo maxima. Estas dos
técnicas establecen una restriccion en el error de aproximacion
totalmente diferente a la propuesta por la interpolacién. Desde el
punto de vista de estos procedimientos la interpolacién se basa en
una restriccion del error que da lugar a estimaciones del mismo
poco reales y por tanto destruye la confianza de los pardmetros
estimados. La idea fundamental es que exigir a las funciones de
aproximacion que tomen determinados valores en determinados
puntos las obliga a adoptar formas poco estables, sobre todo si
éstas son polinomios, que son mas sensibles a la existencia de
observaciones andmalas, originando que el error en todo el
intervalo pueda verse perjudicado.

19 También conocida como norma ¥, norma de Chebyshev o norma uniforme
porque proporciona un limite uniforme sobre la desviacién a lo largo de todo el
intervalo.
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En este sentido, se va a establecer una condicion del error mas
tolerante que permite la existencia de desviaciones en los puntos
de soporte para tratar de conseguir, en contrapartida, una mayor
suavidad (entendida como un comportamiento mas estable y
menos oscilatorio) en todo el intervalo.

En el caso del método de minimos cuadrados esta condicién
establece que se escoja aquella funciéon de aproximacion, dentro
de la clase propuesta, cuyo error, medido a través de la norma
euclidea, sea de menor magnitud. Es decir, si se desea aproximar
f(x) a través de una funcién f'(x) los parametros de ésta se deben
determinar de modo que:

- FIE=gf (x)- f(x)|2W(x)dx:Minl ,

representando w(x) una funcion peso determinada.

El método de los minimos cuadrados fue desarrollado por
Gauss en 1794 para suavizar los datos de problemas de
astronomia y geodesia, aunque los primeros resultados publicados
se deben a Legendre en 1806. En 1799 Laplace sugirié minimizar
la suma de los valores absolutos de los errores, que equivale a
realizar la aproximacién, en el caso discreto, con respecto a la
norma ||-] ], cuya ventaja es la eliminacion de la influencia en la
estimacion de un unico error grande. Como la solucién a este
problema es dificil, Gauss propuso minimizar la suma de los
cuadrados de los errores. Esta propuesta es, ademas, desde el
punto de vista estadistico mas adecuada ya que, como veremos a
continuacion, en el caso lineal cuando la funcién de ponderacion
vale la unidad se identifica con el método de los minimos
cuadrados ordinarios.
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Bjorck y Dahlquist (1978) sefialan que el método de los
minimos cuadrados es apropiado para el tratamiento de sistemas
sobredeterminados?, especialmente, cuando se considera que los
errores estdn normalmente distribuidos.

Por otro lado, también recomiendan, para mejorar la
aproximacion cuando se emplean polinomios, utilizar este método
y reducir el grado del polinomio de aproximacién como
alternativa a aumentar el grado del polinomio de interpolacion.
Otro aspecto positivo, es que el error cuando se utilizan minimos
cuadrados oscila en torno a cero, mientras que con la
interpolacién suele seguir un comportamiento potencial.

Si se tiene un sistema de m ecuaciones lineales con n
incégnitas, ¢;, ¢, ..., C, podemos expresar el error de forma
discreta como la diferencia entre el valor de la funcion de
aproximacion y el valor observado en cada punto:

e = én [xjcij]- y,,1=1,2,...,my n<m;
j=1

donde C:(Cij )i:l,...m j=1,..n
X=(X ). los puntos donde se toman las observaciones
Y=(Y, )-._n €lvalorde las mismasy

E=(e ) el error de aproximacion en cada observacion.

representa los coeficientes,

i=1,..m

De tal modo que en forma matricial tenemos: CX-Y=E. Si la
matriz de observaciones X tiene rango maximo n, es decir sus
vectores son linealmente independientes, los parametros C se
pueden determinar de modo que se minimice la suma de los
cuadrados de los residuos; esto es equivalente a minimizar el
cuadrado de la norma euclidea del vector de residuos:

20 sistemas en los que el nimero de ecuaciones (observaciones) supera el nimero
de incégnitas (funciones que forman la combinacién).



ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES PROPUESTAS ALTERNATIVAS 65
E=Infimo|| CX - Y |}

Que se puede expresar como: Min F(C)=E 'E=X"'C'CX-2(CX)'Y
+Y'Y. Por lo que los valores de los coeficientes vendran
determinados por: C=(X' X)'X' Y, que es el modo en que se
estiman los parametros de los modelos de regresion lineales
cuando se emplean minimos cuadrados ordinarios.

Cuando el modelo es no lineal la solucién no se obtiene de
una forma tan sencilla y directa y es necesario emplear algin
método iterativo como el de Gauss-Newton que trata de acercarse
paso a paso a la solucién buscada. De forma breve, el método
consiste en linealizar las ecuaciones del error proporcionando
valores iniciales a los parametros no lineales, de tal forma que el
sistema se puede resolver mas facilmente. El valor de los
parametros se va modificando de forma iterativa, en base a los
resultados obtenidos en la fase anterior, hasta que se considere
que la mejora que se obtendra en el préximo paso es lo
suficientemente pequefia como para no ser tenida en cuenta. El
Unico problema que presenta este tipo de métodos es que la
secuencia de soluciones obtenidas no tiene porque converger
hacia la solucién deseada, aun cuando se elijan adecuadamente los
valores iniciales con los que se comienza la iteracion.

Otro método para determinar qué funcién f'(x) es mejor para
aproximar una funcion, f(x), continua en [a,b] es la técnica minimo
méaxima o minimax, cuya propuesta de restriccion sobre el error
sigue una pauta similar que el caso anterior, escogiendo aquella
funcién cuyo error maximo sea mas pequefio: Error=Infimo ||f-
f']|¥. La aproximacién minimax, sin embargo, exige calculos mas
complejos que la aproximacién minimo cuadratica por eso se
suele emplear ésta mas frecuentemente.
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2.3 ALGUNAS FUNCIONES DE APROXIMACION

Independientemente del método de aproximacion empleado
se debe determinar qué tipo de funcion se va a utilizar para
aproximar f(x). Existe una gran variedad de funciones que pueden
ser empleadas para la aproximacion de la ETTI, sin embargo, los
modelos propuestos se han basado, principalmente, en el uso de
funciones splines por lo que éstas seran tratadas con mayor detalle
y profundidad. Por otro lado, también se comentan algunas
funciones que, si bien no se han empleado directamente en la
modelizacién de la curva de tipos, por sus propiedades y
caracteristicas podrian ser susceptibles de utilizacion.

2.3.1 Polinomios

De entre las diferentes clases de funciones disponibles, los
polinomios son los que mas comunmente se emplean por su
manejabilidad. Desde el punto de vista de la interpolacion se
demuestra que, para una serie de pares de valores o puntos de
soporte (x,y;) i=0,1,2,...,n dados, se puede construir siempre un
Unico polinomio de interpolacion de a lo sumo grado n de la
forma: P, (x)=a,+a,x+ ... +a,x" que satisfaga que: P,(xj)=f(xj)=y; "
i=0,1,...,n. Es decir, se garantiza la existencia y unicidad de un
polinomio de interpolacion.

Por otro lado, desde el punto de vista del error de
aproximacion, el teorema de aproximacion de Weierstrass nos
indica que cualquier tipo de funcién, f(x), continua sobre un
intervalo [a,b] se puede aproximar en el mismo a través de un
polinomio simple, P,(x), con un grado de error, f(x*)-P,(x*) para
x*1 x;; 1=0,1, ... ,n, arbitrariamente pequefio a medida que n® ¥.

En contrapartida, hay que tener en cuenta que, en ocasiones,
el error tiende a cero tan despacio que no resulta préactico tratar
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de aproximar f(x) a través de un polinomio, al menos en todo el
intervalo [a,b]; mientras que en otros casos, el error ni siquiera
presenta convergencia a cero cuando se aumenta el grado del
polinomio, por ejemplo2 cuando se aproxima e* en [0,1] 0 (1+x%)*
en [-5,5].

Por otro lado, no se puede calcular el error de forma exacta
pero su valor se puede acotar. Para ello se debe conocer una cota
superior, k, del valor absoluto de la derivada de orden n+1 de la
funcion en el intervalo mas pequefio que contiene a x* y a todos
los nodos, ya que se satisface:

w( Xk

FO)- RO =2

donde W(X)° (X-Xo)(X-X;)- (X-X,).

Sin embargo, hemos de tener en cuenta que cuando se quiere
aproximar no una funcion concreta sino un conjunto de datos
puede resultar dificil estimar el valor de la cota k y por tanto el
error.

Como aspectos negativos se tienen que los polinomios suelen
oscilar de forma apreciable dando lugar a aproximaciones poco
estables que resultan de poca utilidad cuando se pretende valorar
la funcién en puntos no observables, sobre todo cuando su grado
es elevado. Esta caracteristica da como resultado una funcién que
oscila sobre la funcién a aproximar pero que no se tiende sobre
ésta. Sin embargo, en relacién a nuestro tema de estudio, quizas,
la caracteristica que mas nos afecta negativamente es la falta de
convergencia asintotica cuando |X|® ¥.

2.3.2 Funciones racionales y exponenciales

21 Ejemplo expuesto por Runge en 1901 [Cfr. Cheny y Kinkaid (1994, p.296)].



68 ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES PROPUESTAS ALTERNATIVAS

A pesar de que las funciones polindbmicas son las maés
ampliamente utilizadas por su facilidad de célculo, en ocasiones
dadas las caracteristicas de los datos o funcidn a aproximar resulta
maéas conveniente emplear otro tipo de funciones mas complejas
como pueden ser las funciones racionales o exponenciales.

Las funciones racionales se definen como el cociente de dos
funciones, generalmente polinomios, y presentan, por tanto, una
forma no lineal:

P.(X) a,+ax+---+a,x"
Q. (X) by +bXx++b X"

R (X) =

Desde el punto de vista de la interpolacion, no se puede, al
contrario que en el caso polinémico, garantizar la existencia ni
unicidad de la funciéon. Por ejemplo, si el polinomio del
denominador, Q,(x), tiene un cero en alguno de los puntos de
soporte, el polinomio del numerador, P,(x), también debe tenerlo
con multiplicidad igual o mayor porque en caso contrario en ese
punto, denominado punto inaccesible, no se satisfara la condicion
de interpolacion.

Por otro lado, dejando a un lado la mayor complejidad de
calculo de los coeficientes y la posibilidad de no encontrar una
solucion, la interpolacidon racional es mas apropiada y ofrece
mejores resultados que la interpolacion polindmica cuando la
funcion que se quiere aproximar tiende hacia cualquier tipo de
asintota: vertical, horizontal u oblicua. Este es el caso de la funcion
de descuento, sin embargo, ninguna de las propuestas formuladas
hasta ahora emplean este tipo de funcion en la aproximacién de la
ETTI.

Otro tipo de funciones que por sus caracteristicas son, a priori,
de gran interés para nuestro estudio son las funciones
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exponenciales. En este caso, la funcion de aproximacién se puede
definir como una combinacion de funciones exponenciales:

f'(X)=a.,e' *+a,e' *+ae' 2.

La principal dificultad de estas dos ultimas especificaciones es
su no linealidad que no puede salvarse con los procedimientos
tradicionales de linealizacion lo que obliga a emplear métodos
iterativos para buscar una solucién que puede no ser 6ptima.

2.3.3 Polinomios ortogonales

Los polinomios ortogonales pueden ser Utiles a la hora de
derivar nuevas aproximaciones lineales no interpolativas. Su
importancia reside en que forman un sistema de funciones
linealmente independientes.

Se dice que dos funciones f(x) y g(x) son ortogonales si su
producto interior, (f,g), es nulo, siendo:

o

: Of () g(x)w(x)dx; casocontinuo
(fag):.i.a

1& 7, T(4)90x)w; casodiscreto

y representando w(x) una funcion peso, continua y definida

positiva en todo el intervalo (a,b), respecto a la cual se cumple la
condicién.

Extendiendo esta definicién, se dice que un conjunto de
funciones ¢,g.,....0, forman un sistema ortogonal si (g,g)=0 " i*jy

(9,9),t0 " i. Esto es, si cada funcién es ortogonal respecto a cada
una de las restantes.
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La implicacion méas directa de esta propiedad es que los
conjuntos de funciones que forman un sistema ortogonal son
linealmente independientes, lo cual nos permite evitar los
problemas de singularidad que suelen presentarse en algunas
bases como la de potencias truncadas. Este hecho trasladado al
campo de la aproximacion significa que la solucion al problema
de aproximacion, desde el punto de vista de cualquier técnica
lineal, es Unica.

Una familia de polinomios ortogonales es una familia
triangular de polinomios que forma un sistema ortogonal con
respecto a alguna funcion peso determinada. Una familia
triangular de polinomios es una secuencia de polinomios o,a,...
tal que verifica una relacion recursiva a tres términos consecutivos,
que permite conocer todos los polinomios a partir de ¢y g. La
expansién de funciones en términos de polinomios ortogonales
resulta muy util ya que son faciles de manejar, tienen buenas
propiedades de estabilidad y convergencia hacia los valores de la
verdadera funcion y suelen ser representaciones bien
condicionadas de las funciones que aproximan.

En general, partiendo del concepto de polinomio ortogonal:
(Pi,P)=0" i}, y segln la funcion peso que se tome y el intervalo
de referencia, se pueden calcular diferentes polinomios
ortogonales. De hecho, cada distribucién peso tiene asociado un
sistema ortogonal que es una familia triangular de polinomios.

Existen, por tanto, un gran ndamero de polinomios
ortogonales; sin embargo, desde el punto de vista de nuestro
estudio, nos pueden interesar, a priori, aquéllos que se definen en
el intervalo [0,¥). De este modo, nos encontramos con los
polinomios de Laguerre que son ortogonales respecto a la
distribucién peso w(x)=e™ en [0,¥) y toman la forma:
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dn

x"e ), n30.
o ( )

1
I-n (X) = ﬁex

Los polinomios de grado superior se pueden calcular de modo
iterativo conociendo los dos anteriores a través de la siguiente
expresion:

Lo ()=(n+1)"(2n+1-X)L,(x)-(n/n+1)L,,(x), n* 1

Otra caracteristica es que su norma euclidea vale 1 " n. Sin
embargo, desde el punto de vista de la aplicacién de la técnica de
minimos cuadrados, al ser su funcion peso distinta de la unidad, es
necesario ponderar los valores para el calculo del error. Por lo que
puede resultar mas interesante elegir alguna especificacion cuya
funcién peso sea la unidad. En este sentido, nos encontramos con
los polinomios de Legendre que surgen a partir de considerar una
distribucion ponderada uniforme, w(x)=1, sobre el intervalo [-1,1]
y tienen la forma:

P,(x) = 1 d [(xz-l)n].

2"nl dx"

Se calculan recursivamente partiendo de Py(x)=1y P,(x)=x a
través de la siguiente formula:

2n+1
n+1

n
Pas(9 = SR (0 - — P (9, P L

Una propiedad importante, desde el punto de vista de nuestro
estudio es que |P,(X)|£1 para xi [-1,1], ademéas P,(1)=1" n.

Por otro lado, estos polinomios son apropiados cuando se
desea aproximar una funcién continua f(x) en [-1,1] a través de
minimos cuadrados ordinarios con un polinomio de grado n, g,(X).
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La funcidon de aproximacion se define como una combinacién
lineal de polinomios de Legendre:

0,0=a._,¢ P (%)

y los coeficientes, c,, se determinan estableciendo que los errores
de aproximacion sean minimos respecto a la norma euclidea:

319,00~ f())dx = Min

por lo que, vienen dados por:

= 2Kt L8 ()R (x)dx

Cy

Como inconvenientes tenemos que la evaluacion de la integral
es bastante laboriosa y en nuestro caso que es necesario realizar
una transformacion de los datos. Si nuestro intervalo de estudio es
[a,b] T [-1,1], podemos realizar la transformacion estableciendo:
=1/,(a+b)+,(b-a)x; tI [a,b] y xI [-1,1].

2.3.4 Funciones splines

A pesar de que, tanto las funciones racionales y exponenciales
como los polinomios ortogonales por sus caracteristicas y
propiedades parecen ser adecuados para la modelizacion de la
ETTI, los modelos mas importantes de aproximacién que se
desarrollan en el capitulo siguiente emplean, principalmente,
funciones splines. Por ello creemos necesario tratar con mayor
profundidad la construccion, caracteristicas y otros aspectos de
este tipo de funciones.

La idea de utilizar funciones splines en la aproximacion surge
debido a que los polinomios de grado elevado fluctdan
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fuertemente sobre el intervalo de aproximacion, por lo que se
busca la forma de disminuir los grados del polinomio de
aproximacion sin perder precision. La solucién propuesta es
aproximar, en vez de todo el intervalo, secciones o trozos del
mismo empleando polinomios de menor grado, teniendo en
cuenta que éstos deben mantener al unirse en los extremos de los
subintervalos (nodos) ciertas condiciones sobre la continuidad y
derivabilidad de la funcion inicial.

Se considera que Rutishauser en 196022 fue el primero en
tratar el problema de interpolar suavemente una funcidn a través
de esta técnica empleando polinomios, aunque fue Schoenberg?3
en 1946 quien desarrollo la teoria en torno a las funciones splines.
Posteriormente el concepto de funcion spline se ha ampliado a
cualquier funcion definida a trozos sobre un intervalo, ya sea de
forma polindmica o no, caso de los splines exponenciales,
racionales, etc. y se ha dejado de considerar sélo el caso de la
interpolacion.

2.3.4.1 Conceptos basicos

En general un spline es cualquier funcién definida “a trozos”
(definida de forma diferente en cada subintervalo en el que se
divide el intervalo total de estudio) que cumple determinadas
condiciones de continuidad en los extremos de los mismos. De
este modo tenemos que:

22 Cfr. Schwarz (1989, p.126).
23 Cfr. Atkinson (1989, p.183).
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S(x) = f,(x),paax, EXEX,, ®
15(x) = fo(x),parax, £ X£ %
S0 =t

Is,.(x)=f_,(x),parax,, £ X£ X,

Para proceder a una definicion formal de spline es necesario
definir previamente una particion A={a=x,<x,< ... <x,=b} sobre
el intervalo de estudio [a,b]. Un spline de grado k sobre A, S(x), es
una funcidon real, S(x):[a,b]® |R, que cumple las siguientes
propiedades:

- S(X)I C*![a,b]; es decir, S(x) es derivable con continuidad
hasta el orden k-1 en el intervalo [a,b]

- S(x) es en cada subintervalo [x;,X..], i=0,1,...,n-1, una
funcion de a lo sumo grado k.

Un aspecto muy importante a tener en cuenta a la hora de
definir una funcion spline es que la carga computacional varia
segun la especificacion que se tome. Asi, por ejemplo, no es
apropiado definir S;(x)=a,+bx porque x no varia intrinsecamente
con respecto al intervalo de referencia del spline [x;,X..,]. La forma
Si)=a;[ (Xiz-1-X) (Xiz1 %) 1 D[ (X-x)/(Xi41-%) ], Sin embargo, es adecuada
en el caso de la interpolacion ya que evita introducir ningun
parametro adicional al corresponderse a;=y; Yy b;=Yi...

También puede utilizarse una representacion en forma
cerrada que se mantiene para todo el intervalo [a,b]. Por ejemplo,
se puede restringir que en cada uno de los intervalos el spline sea
un polinomio lineal:

S(x)=a+&b(x-x).
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1X-%,9 X3 X
con (x- x), =i '
10, otro caso

Una representacion analoga se obtiene estableciendo:
n-1
Si)=a y;N;(x)con:
i=1

: X" % g X, EXEX
§ X X

T X, - X .
Ni(X):.i.;(Hl—_aSXi £ XE X,

| Ni+1 i

1'0, otro caso

|

~

De este modo el spline, Si(x), también esta restringido a ser
lineal en todos los subintervalos. Esta especificacion lineal,
también conocida como camino poligonal por su trazado con lineas
rectas, es muy simple y tiene, ademas, propiedades positivas que
algunos splines de grado elevado no poseen en cuanto a la
preservacion de la forma: se conserva la monotonia, Ila
convexidad y el signo (y>0 ® S;(x)>0 " i=1,...,n ) de la funcion a
aproximar.

2.3.4.2 Construccion de splines

Existen dos maneras de abordar la construccién de una
funcién spline: partir de las condiciones de continuidad, e
interpolacién si fuese el caso, que debe cumplir la misma en los
nodos o hacer uso de una base en el espacio vectorial de splines.
En el primer caso, el spline viene expresado segun las condiciones
impuestas; en el segundo, se expresa como una combinacion
lineal de las funciones que conforman la base.



76 ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES PROPUESTAS ALTERNATIVAS

Para ilustrar el primer caso desarrollaremos la construccion de
un spline polinémico cubico. Estos son los que comunmente se
emplean en los desarrollos tedricos y los utilizados en algunos
modelos de aproximacion de la ETTI.

Un spline polindbmico cubico S(x) que se define sobre una
particion, a=x,<x,< ... <x,=b, del intervalo [a,b] es una funcion
gue cumple las siguientes propiedades:

- S(X)I C2[a,b]. La funcion y sus dos primeras derivadas son
continuas.
- S(x) es un polinomio de a lo sumo grado 3 en cualquier

subintervalo de la particion.

En relacibn a la interpolacién, desarrollada a titulo
informativo, estas  condiciones  originan un  sistema
sobredeterminado, esto es, no existe un anico spline de
interpolaciéon para un conjunto de pares de valores (x;Y;)
predeterminados:

- Coeficientes: el spline esta definido por 4n coeficientes (4
coeficientes por cada subintervalo).

= Condiciones: en cada subintervalo se tienen dos condiciones de
interpolacion (una en cada nodo): S(x)= f(x)= Vy; Y S(Xj41)=
f(Xi+1)= Yi+1, dando lugar a 2n condiciones. La continuidad de S(x)
no aporta nuevas condiciones porque estan incorporadas en las de
interpolacion. La continuidad de la primera derivada, S(x), da
lugar a una condicion en cada nodo interior, S’;(x))=S'i.1(X;), por
tanto se afiaden n-1 condiciones. Por altimo, la continuidad de la
derivada segunda, S'(x), de forma analoga a la anterior afiade n-1
condiciones.
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En resumen, para determinar 4n coeficientes tenemos 4n-2
condiciones, por tanto nos quedan dos grados de libertad, que
tenemos que fijar con dos condiciones més para lograr una
solucién Unica.

A modo ilustrativo, si se establece que en cada subintervalo
[Xi,Xi+1] de longitud h=x,,-X;, i=0,1,...,n el spline se define como:
Si(X)=a+b;(X-x;) +C;(X-x;)?+d;(X-x;)?

Los coeficientes, a;, b;, ¢; y d,, deben determinarse de modo que
se cumplan las condiciones exigidas. Para ello se puede tomar
como incognitas las primeras derivadas o las segundas. En
cualquier caso, se tiene un sistema de n-1 ecuaciones (i=1,..,n-1)
con n+1 incognitas. En el caso particular de tomar como
incégnitas las segundas derivadas, tenemos para dos nodos
contiguos X = X; Y X = X -

Sx)=a=y; y Sixu.)=dh’+ch’+bh+a=y., (a partir de la
condicién de interpolacion) y

SIH(Xi) =2 = y| =7 y SIII(Xi+l) =6dh +2c = yi"+l =Z,
(condicién de la derivada 2?)
de donde:

Z Z..-Z
ai=V; C e d — S+l i
| yl i 2 i 6hI y
b =Y~ Yi hi[zi+l +22i]
! h 6

Por tanto, para poder determinar los coeficientes necesitamos
conocer los valores de z; i=0,1,...,n. Estos se pueden calcular
teniendo en cuenta la condicion de continuidad en los nodos de la

primera derivada, S (%) =S (x):
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[Yi - yi-l] _ hi-ll_zi +22i-1_|
h 6

Si.(x)= 3di-lhi2-l +2c.,h,+b = %[Zi - Zi-l]hi-l +z,h,+

i-1

. [yi+l . yi] h |_Zi+l +2z _|
S (x)=bh = -
(%) =h n 5
Igualando ambas expresiones y pasando las incognitas, z, al
primer miembro:

Gé( Yir - ¥i) (Vi- ViU,

h.,z.,+2(h_,+h)z +hz, =6a g'i=1..,n-1
e h h.. a
y tomando: u=2[h+h;,] y
V= 62( Yisr - Vi ) _ (yi - Vi )3
é h hoe

se obtiene un sistema de n-1 ecuaciones tridiagonal vy
diagonalmente dominante:

&, u h O uéz, u

é aé

g0 h u, h, e 4
h, u; hy té z,

D D> D> D
KX £ <

™ D D D
£
N

hn- 3 un- 2 hn- 2 lﬁlgzn-l

hn- 2 un- 1 hn- 1 Q@ Zn

(o en} ey e} eny e} eny ey end

@ D> D> D> D> D>

)
4
z

Con el fin de que la funcion spline quede determinada de
forma Unica debemos establecer dos condiciones adicionales. Esto
se logra reduciendo el nimero de incognitas a n-1. Para ello se
pueden asignar valores?4 a z,y z,, pero experimentalmente se ha
visto que las condiciones impuestas sobre un solo extremo, por ser
asimeétricas, se reflejan fuertemente en los resultados del spline

24 Ep general, en determinados puntos, x;, se asignan valores a la segunda
derivada de la funcion, y'(x,). Esto es equivalente a asignar valores a ¢; en S;(x).
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[Spath (1995, p.84)]; por lo que se considera mas apropiado
asignar valores a z, y z,. Esto se puede hacer de diferentes
formas25, aunque de Boor (1978) recomienda, si no se conoce
nada acerca de las derivadas de los extremos, emplear una
condicién not-a-knot que requiere que la tercera derivada del
spline sea continua en X; Yy X,.;.

Una vez determinados todos los z; a partir de la restriccion
elegida, se puede conocer el valor de cada uno de los parametros
(&, b, ¢, d) y se obtiene una Unica funcion spline para todo el
intervalo [a,b], aplicando los valores obtenidos al polinomio cubico
definido anteriormente.

Este mismo procedimiento se puede hacer tomando como
incégnitas las primeras derivadas y de forma similar se obtiene
una matriz de coeficientes tridiagonal y diagonalmente
dominante.

Sin embargo, en el estudio que nos ocupa, el interés se centra
en la construccion de funciones splines no interpolativas; para ello
se procede de forma similar al caso anterior pero se deben
cumplir Unicamente las condiciones de continuidad. Asi, para el
caso de una funcion de grado k, se tienen k+1 coeficientes en cada
n subintervalo y (k-1)(n-1) condiciones de continuidad en los
nodos interiores x;, i=1,...,n-1. Por tanto se disponen de k+2n-1
grados de libertad que no tienen porque restringirse si se emplean
minimos cuadrados.

Si se toma como ejemplo la construccion de un spline
polinémico cubico que en cada subintervalo [x;,x.,] de longitud
hi=xX..,-X%;, iI=0,1,...,n toma la forma:

25 Informacién detallada sobre algunas de las restricciones mas cominmente
empleadas se pueden consultar en Spath (1995) Capitulo 4 y de Boor (1978) Capitulo 4.
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Si(X)=a,+b,(x-X) (XX )2+ (x-%)* " X [X;,X;a]

y no se incorpora a las condiciones impuestas por la propia
definicién de spline ninguna otra restriccién adicional, se tiene:

SiXw)=a+bh+ch?+dh’=a,,,=S.,1(%.1) [a partir de la
condicion de continuidad]

S (Xi)=b+2ch+3dh?=b,,=S,,;, (X.,) [condiciébn de
continuidad en la primera derivada]

Y S% (Xi4+)=2¢+6dh=2¢.,,=S;,1"(X4,) [de la continuidad en
la segunda derivada]

De esta forma podemos poner a,,,, b, Y ¢., €n funcion de a,,
b, ¢ y d. Por ejemplo, para el caso de que existan dos
subintervalos, [Xq,%;] Y [X1,X.], tendriamos:
&= ap+Dp(X;-X) FCo(X1-X0)*+do(X1-Xo), b1 =he+2C4(X1-X0) +30o(X1X0)?,
C;=Co+3d(X;-Xo)

Sustituyendo estos valores en S;(x), se obtiene la siguiente
especificacion del spline:
I a, + bo(x'xo ) + Co(x'xo )2 + do(X'Xo )3
S() = [ @ + byl + ()] + €[ + 2N, %)+ (xx, 7] +
1+ dohy 2 + 3,0 %) +3(x- %))+ dxx,)?

Siendo a,, by, ¢, dy ¥ d; los coeficientes a determinar para
definir completamente el spline.

La ventaja de la especificacion de los splines a través de sus
condiciones de continuidad (e interpolacion si fuese el caso) es
que resulta extremadamente sencillo afadir restricciones
adicionales que ayuden a mejorar la aproximacion. Como
inconveniente tenemos que el calculo de los coeficientes, para la
especificacion completa de la funcion spline, es mas tedioso. Este

X EXE X,

X, £EXEX,
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calculo es mucho mas sencillo cuando se construye el spline a
partir de alguna base.

Otra forma de construir una funcién spline se deriva del
caracter vectorial del espacio de splines. La idea bésica es
construir los splines como combinaciones lineales de otros splines
standard: bases. Se llama base de un espacio de funciones a todo
sistema de funciones linealmente independiente a partir del cual
se pueden construir el resto de funciones de ese mismo espacio. Si
llamamos g;(x) a las funciones que forman la base, podemos
construir el spline como combinaciones lineales de las mismas:

Kk
S()=a a7; (¥
j=1

Una base particularmente sencilla es la formada por potencias
truncadas, que en el intervalo [xj, Xj+1] se puede definir como:

i :(Xk—lx')+k siendo (x- x )X =(max(x- x 0))",

representando i el intervalo de referencia y k el grado.

Otro ejemplo de conjunto de funciones que forman una base
son los B-splines o Basic splines. Los B-splines se denotan como

Bik , siendo k el grado del spline y representando i el subintervalo

al que hacen referencia. Su determinacion es muy sencilla ya que
se construyen en base a una relacion de recurrencia sobre el B-
spline de orden inmediatamente inferior. Para formar un spline a
partir de esta base, simplemente se tomara, como en el caso
anterior, una combinacién lineal de la misma. Estos splines son de
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gran importancia en nuestro estudio2é y sus caracteristicas seran
tratadas en detalle a continuacion.

También los polinomios de Bernstein forman una base, estos
polinomios estan estrechamente relacionados con los B-splines
definidos en una secuencia de nodos que s6lo admiten ceros y
unos, como se verad en el apartado siguiente. Por otro lado, su
utilidad para la estimacion de la estructura temporal fue puesta de
manifiesto por Schaefer (1981).

Un aspecto importante a tener en cuenta es la condicion de la
base que mide cémo de bien los cambios relativos de los
coeficientes coinciden con los cambios relativos resultantes en el
elemento representado. Cuanto mayor sea la coincidencia mejor
condicionada sera la base. Por ejemplo, supongamos que se
quieren representar polinomios en un intervalo [a,b] con a/b
cercano a uno, elegir una base de potencias 1,X,X%... No es
apropiado, ya que si nuestro intervalo es [100,101] un 0'1% de
variacion en los coeficientes de la funcién f(x)=x-100 supone un
cambio del 100%, mientras que si se emplea f(x)=a+b(x-100)
supone un cambio del 0'1%. Por tanto la eleccion de una base
apropiada es fundamental.

2.3.4.3 Algunos splines caracteristicos

A través de las indicaciones que se acaban de resefar se puede
construir cualquier funcion spline; sin embargo, existen ciertos
splines que por determinadas peculiaridades son de especial
interés. Hasta ahora, el mayor avance en la aproximacion de la
estructura temporal ha sido la utilizacion de B-splines, pero existe
toda una familia de splines con caracteristicas propias

26 ghea (1984, 1985) propone su utilizaciéon y Steeley (1991) realiza la
aproximacion de la estructura temporal de tipos de interés en base a ellos.
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diferenciadas que quizds puedan ayudar a obtener mejores
resultados. Aunque los mayores avances se han hecho en torno a la
digitalizacion de imagenes y el disefio asistido, no existe ninguna
razén para que el campo de las finanzas no aproveche, si fuese el
caso, estas potentes herramientas de aproximacion.

Los B-splines o Basic splines son funciones muy flexibles que se
emplean en la aproximacion y suavizado de otras funciones en
muchos campos de las ciencias, entre ellos las finanzas. Los B-
splines son muy utilizados, sobre todo, en CAD (Computer
Assisted Design) para ajustar curvas que deben dibujarse por un
ordenador porque al ser polinomios se pueden evaluar facilmente
y al estar definidos a trozos son muy flexibles. De Boor (1986)
considera que fue Schoenberg en 1946 quien introdujo los B-
splines; aunque éste reconoce que ya Favard en 1940 y Laplace
anteriormente habian hecho uso implicito de este tipo de
funciones.

La importancia de los B-splines es como su propio nombre
indica su caracter béasico, en el sentido que expresan de forma
esencial el caracter de las funciones splines.

Schoenberg (1946)27 introduce los B-splines como:
Yamsinu/20 o

B -_— |UXd
(9= (% U2 g :

Sin embargo, esta expresion ha derivado en otra mas sencilla
gue permite calcular los B-splines de orden superior a partir de
sus antecesores. En general, existen dos formas de definir los B-
splines, a través de relaciones de recurrencia y como diferencias
divididas de funciones de potencia truncada. De forma recursiva

27 Cfr. de Boor (1986).
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partiendo del B-spline de orden uno (grado cero) se pueden
obtener todos los B-splines de orden superior. ElI B-spline de
grado cero se expresa como:

B.O(x):}l X; £ XE X4
' 10 otrocaso

Calculandose los B-splines de orden superior a partir de la
siguiente expresion:

B () =V* (B (x) + (1- V(X)) B,

1 X%

siendo: Vik(x):}. Xy = X
1o, €n otro caso

Lparax; t X

La especificacion de los B-splines es muy ingeniosa. Se parte
de una definicion muy basica y se van construyendo las funciones
de grado superior a través de un procedimiento muy sencillo que
consiste fundamentalmente en ir dando diferentes ponderaciones
a las curvas de grado anterior que se definen en el intervalo de
determinacién y en sus adyacentes. Esta caracteristica se aprecia
mejor graficamente. Se parte del spline de grado cero:

0
i+1

Ahora a partir de B’ y B, y denotando h;;=Xi.;%; se calcula

B, siguiendo la relacién de recurrencia, como:
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L X=X 1L X EXEXy € x-x,UL X, £XE X,
BI = | +Q1- —u
h, 70,otrocaso & h., (O otrocaso
esto es:

:Xr-] Xi’ X £ XE Xy
| 1,1
T x-Xx

Bl =il- —, X, E£XEXg,,
T hi+1,1
: 0, otro caso
1

Se puede comprobar facilmente que se cumplen las
condiciones de continuidad en x,,. Graficamente se tiene:

)ti-l ! X J(i+1 IXi+2

De un modo equivalente se construye el B-spline de grado 2:

| X- X X- X
i : - X £XEX
h h
| i1 1,2
I P . 7 .
X- X € X- X, U X-X.€ X- X, U
1 i é]-' i+1 l,J+ i+1 é]-' i+1 l,Jv Xi+1 E XE Xi+2
2t h, 8 haifg Nt & hoo B
Bi =1 i2 B i+11 0 i+11 B i+12 O
[ < N
i€ X- X . Ue X- X, U
| i+1 i+2
|§L h vl - h O Xisg EXE X5
.I.g i+12 B i+21
10, otro caso

gue graficamente se representa asi:
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Asi sucesivamente, se pueden ir construyendo todos los B-
splines de grado superior, en general un spline de grado k estara
definido sobre k+1 intervalos consecutivos.

Otra forma de  expresar los B-splines  es28:
M/ (9 = ——BF()

i+k i

Dependiendo de la especificacibn que se tome se pueden
distinguir diferentes tipos de B-splines, por ejemplo cuando la
secuencia de nodos x; es del tipo (..., -2, -1, 0, 1, 2, ...) tenemos los
B-splines cardinales, en cuyo caso la relacibn de recurrencia se
simplifica:

CH(9 = T [XCI (9 + (k- X)CH(x- D],

Otro tipo de B-splines surgen de considerar esta secuencia de
nodos: (..., 0, 0, 0, 1, 1, 1, ...). Para expresarlos se determina el
namero de veces que aparecen ambos nodos. Si se computan +1
cerosy —+1 unos, tenemos:

e
B(mn)(x):gmm %1- X)"x" para 0<x<1
7}

28 De Boor (1993).
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gue también pueden calcularse de forma recurrente mediante
la siguiente expresion:

B mn) (X)=XB(mn- 1,(X)+(1-X)B(m 1,n/(X)-

Para valores fijos de mtn de la expresion anterior se obtienen
las Ilamadas bases de Bernstein para polinomios de grado inferior o
igual a esta suma. Esta forma de los polinomios de Bernstein
también se conoce como Polinomios de Bézier.

Otros tipos de B-splines son los B-splines trigonométricos
descritos por Schoenberg (1964) y los B-splines de Chebyshev
formulados de modo independiente por Burchard (1968) y Karlin
(1968).

Los B-splines gozan de -caracteristicas muy positivas: se
calculan de forma recursiva a partir de los B-splines de orden
inferior y mantienen sus propiedades independientemente del
orden que tengan. A continuacion se detallan las mas
importantes29:

Para k31 y X (Xj,Xj+k+1): B(X)=0; el spline se anula fuera del
intervalo (Xj,Xj+k+1)-
El valor maximo es 1 y el minimo 0: B (x)I [0,1] " x.
¥
Paratodo k, § B¥(x) =1
i=-¥

Para k31, los Bf(x) son de clase k-1.
El conjunto de B-splines {B_"k,Bk . B,'f_l}, es linealmente

k117t
independiente en [a,b].

29 para un desarrollo mas formal, véase Cheny y Kincaid (1994, pp. 344 - 350).
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Ademas, en opinion de Spath (1995), especialmente cuando
los datos estdn equiespaciados, es mejor emplear B-splines que
splines polindbmicos de grado superior a tres. Por otro lado, son
muy apropiados para la aproximacion de funciones monotonas,
caracteristica que presenta nuestra funcion objeto de estudio.

Existen otras funciones splines como por ejemplo los splines
racionales y los splines exponenciales que pueden, a priori, ser
adecuados para aproximar la ETTI. Para Spath (1995) los splines
racionales, especialmente disefiados, son mas apropiados para
reproducir la positividad, la monotonia y la convexidad que los
splines polinbmicos.

La funcién racional mas sencilla definida en [x;,X.,] con cuatro
parametros es probablemente:

Si(x)=a+D;(x-x;)+c[1+d;(x-x)] ™.

A partir de esta expresion y teniendo en cuenta las
condiciones de continuidad e interpolacién, si fuese el caso, se
puede obtener los valores de los coeficientes, aunque de un modo
més complejo que en el caso de los splines polinomicos. Por otro
lado, la relacion no lineal entre los coeficientes afiade mas
dificultad.

Al igual que en el caso de los B-splines existen diferentes
variaciones: los splines racionales adaptativos surgen cuando se
reemplaza, en ciertos intervalos o secuencias de éstos, el spline
racional por polinomios cubicos, este cambio es necesario cuando
los datos requieren la existencia de puntos de inflexion que no se
pueden reproducir con los segmentos racionales. Otro tipo de
splines racionales mas complejos son los llamados spline conicos30

30 véase en Johnson (1996) un desarrollo matematico detallado.
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que se utilizan, basicamente, para representaciones graficas de
secciones coOnicas y se pueden expresar en forma de splines
racionales cuadraticos ponderados.

Otra clase de splines no lineales la forman los splines
exponenciales. Estos splines se utilizaron en interpolacion antes
gue los splines racionales y su objetivo es lograr una curva de
interpolacién visualmente agradable a través de la eleccion
apropiada de ciertos parametros de tension que tienen el efecto
de estirar la curva en los intervalos correspondientes. Al hacer uso
de funciones exponenciales la carga computacional es mayor que
la de los splines racionales cuya complejidad es ya bastante alta.
Por este motivo los splines exponenciales no suelen considerarse
una alternativa competitivas3l.

2.4 CONSIDERACIONES FINALES

En cualquier caso, en la aproximacién de funciones existen
una serie de aspectos importantes a tener en cuenta. En primer
lugar, hay que plantearse qué tipo de funcidn puede ser, a priori,
maés adecuada, existen en este sentido dos aspectos fundamentales
a considerar: la eleccion de la forma'y la eleccion de la norma.

En cuanto a la norma es muy importante que se elija teniendo
en cuenta, principalmente, para qué se va a emplear la funcién de
aproximacioén, f(x), y la carga computacional que la eleccién
conlleva. Por ejemplo, la norma méaxima del error en un intervalo
[a,b] no es relevante si pretendemos utilizar f'(x) para obtener
estimaciones de f(x) fuera de ese intervalo. Por tanto, es muy
importante que la norma tenga en cuenta el valor de la funcién en
el conjunto de puntos que se considere representativo del uso que
se va a realizar de f(x). Si esto se cumple, la elecciéon entre

31 véase Spath [(1995), Capitulo 7].
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diferentes normas (euclidea, méxima, ...) o entre diferentes
funciones peso es menos relevante.

La eleccion de la forma es un poco més intuitiva. En algunas
ocasiones se pueden tener razones para creer que una
determinada especificaciéon es mejor pero en otras no existe a
priori ningun indicio de peso. En otros casos, tan solo se desea
obtener una forma funcional con la que sea facil trabajar, entonces
lo més natural es tratar de emplear un polinomio. Sin embargo, el
uso de polinomios no siempre es posible, al menos en todo el
intervalo. Muchas funciones o series de datos se aproximan de
forma mas apropiada “a trozos” utilizando funciones sencillas
diferentes en los distintos subintervalos. En cuanto a los splines
cabe destacar que Unicamente se pueden considerar como posibles
competidoras de los mismos aquellas funciones cuya primera
derivada en los nodos de los extremos coincide en valor con las
del spline.

Otro aspecto a tener en cuenta es que, en ocasiones, emplear
transformaciones de la variable: f(log(x)) o log(f(x)) es mas
apropiado que utilizar la funcion original; cambios de variables
apropiados pueden simplificar el trabajo enormemente. También
hay que considerar para qué se va a emplear la aproximacion.
Para el célculo de valores de una funcién las funciones racionales
son, por regla general, mas precisas y casi tan faciles de manejar
que un polinomio con el mismo ndamero de paradmetros; sin
embargo, para el calculo de integrales son menos convenientes. El
problema de las funciones racionales es que sus parametros son no
lineales, aunque cuando se emplea la interpolacion se pueden
formular como un conjunto de ecuaciones lineales simultaneas. Si
se desea aproximar la funcion y su derivada son de utilidad las
funciones splines.
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Un aspecto de gran importancia cuando se emplean
polinomios es la eleccidon de su grado (n) y la localizacién de los
puntos de soporte (x;). Si el grado del polinomio es elevado puede
reaccionar fuertemente a disturbaciones en las observaciones,
cuando se toman m+1 valores equidistantes el polinomio no
puede ser mucho mayor que 20m. A modo de ejemplo, cuando se
toman datos equidistantes y polinomios de grado elevado se logra
una buena aproximacion cerca del centro del intervalo pero el
ajuste empeora considerablemente en los extremos. Tedricamente
este comportamiento se explica a través del llamado fenémeno de
Runge32. Si se toman, sin embargo, las observaciones en las abscisas
de Chebyshev la aproximacién es mucho mejor tanto en el centro
como en los extremos del intervalo y no existe riesgo en tomar
n=m. Como norma general si se toma n<2Qm (siendo n el grado
del polinomio y m el niumero de observaciones) un polinomio
ajusta bastante bien. Por lo tanto es importante determinar
adecuadamente el grado de la funcion y los puntos de soporte (y
nodos en el caso de splines).

Otro factor a tener en cuenta es qué funciones o, o, ..., ¢, S€
van a combinar para formar f'; algunas especificaciones derivan en
sistemas de ecuaciones mal condicionados debido a la existencia
de fuertes dependencias lineales entre las funciones de la

- -z o K n J
combinacion. Matematicamente, emplear f(X)=§ bja@ﬂg 0
=0 € 10 g
n
emplear f'(xX)=§ c,T,(x) es equivalente pero en el primer caso
j=0
existe una dependencia lineal en los coeficientes.

32 vgase, por ejemplo, la figura 3.6 en Atkinson (1989, p. 159).
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La modelizacion de la ETTI ha despertado un gran interés en
el campo de la investigacion financiera como se refleja en la gran
cantidad de trabajos dedicados a este fin y la variedad de métodos
empleados. Aunque en la actualidad, el foco de atencion se dirige
cada vez mas al estudio del comportamiento dinamico de la curva,
la estimacion dia a dia de la misma sigue siendo un tema de gran
importancia. Asi, en este capitulo se expondran las diferentes
propuestas que se han desarrollado para la modelizacién de la
curva de tipos cupdén-cero.

3.1 INTRODUCCION

La calidad de la aproximacién y la metodologia empleada,
tanto desde el punto de vista matematico como econométrico, son
los dos factores que permiten diferenciar los diversos trabajos
propuestos. En este sentido, se podria establecer una clasificacion
de los trabajos propuestos en funcion de su elemento de estudio,
de la metodologia matematica empleada e incluso del entorno
economeétrico utilizado.

En el primer caso los trabajos se distinguen por proponer
formas especificas sobre cualquiera de los cuatro elementos
equivalentes por medio de los cuales se puede definir la estructura
temporal: tipos spot o al contado, tipos forward o implicitos,
factores de descuento y curva a la par. En relacién al método
empleado podemos diferenciar aquellas propuestas que aplican la
teoria de aproximacién de funciones y las que no lo hacen. Y en
cuanto al marco econométrico podemos distinguir, basicamente,
entre modelos lineales y no lineales.

Una clasificacion que parece mas clara y que es acorde,
précticamente, con € orden cronoldgico seguido en la apariciéon de los
trabajos es la que agrupa los mismos de forma conjunta en funcion de la
complgidad (matemético-econométrica) de éstos. De este modo,
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podemos clasificar los diferentes trabajos propuestos en tres grandes
grupos, segun la metodol ogia empl eada:

Modelos de rendimientos. Que centran su estudio en la curva de
rendimientos, esto es, en la tasa interna de rentabilidad (TIR).

Modelos de precios. Cuyo fin es derivar los tipos spot a partir del
precio en el mercado de los titulos de renta fija.

Esta clasificaciéon, no solo indica el grado de elaboracion
matematico-econométrico del problema sino también la precision
de las propuestas. De este modo, los modelos recursivos son mas
sencillos pero su precision o grado de ajuste es muy bajo, por lo
que sélo se recomiendan para obtener una primera aproximacion
de la forma y niveles de la curva a titulo informativo. En el otro
extremo, los modelos de precios son mas complejos de aplicar
pero ofrecen mejores estimaciones.

Hay que sefialar que esta clasificacion no esta formada por
compartimentos estancos ya que los modelos de rendimiento
puede modificarse de manera sencilla para construir un modelo de
precios; como Unica dificultad se tiene que el modelo resultante no
es lineal.

Se considera que el primero en ofrecer estimaciones de la
curva de tipos fue Durand (1942)33 que elabor6 la curva de tipos
desde 1900 hasta 1942 a partir de los rendimientos de los bonos
de empresas de alta calidad34. EI método empleado era poco
riguroso, consistiendo en dibujar una curva bajo la nube de puntos
de datos de un modo que fuese subjetivamente razonable; otros

33 Cfr. Fisher-Weil (1971) y otros.

34 Con clasificacion A, Aa y Aaa (Moody’s). Las calificaciones equivalentes de otras
agencias y su descripciéon pueden encontrarse en Brown y Reilly (1997, p.499).
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aspectos negativos a tener en cuenta es la utilizacion de titulos no
homogéneos y la imposibilidad de evaluar estadisticamente la
curva propuesta.

Por otro lado, Malkiel (1966) y McCulloch (1971) entre otros
advierten, aunque ya el propio Durand (1958) lo reconoce, que la
curva estimada por éste lleva implicita un sesgo derivado de la
utilizacion de titulos de empresas no totalmente libres de riesgo.
Esto hace que las curvas propuestas por Durand de forma
sistematica queden por encima de las curvas derivadas por el
Tesoro de los Estados Unidos, recogiendo de ese modo una prima
de riesgo.

A este respecto, cabe sefialar que el procedimiento que lleva a
cabo esta institucion es similar, aunque éstos emplean titulos del
Tesoro y localizan la curva en medio del conjunto de datos. Los
inconvenientes de esta metodologia son los mismos que en
Durand salvo en el sesgo por prima de riesgo. En ambos casos, las
curvas no son apropiadas para derivar tipos forwards.

Posteriormente surgieron métodos mas sofisticados que iban
haciendo uso de los avances matematico-econométricos. De este
modo un siguiente paso fue tratar de modelizar la TIR como
funcion del vencimiento, principalmente, y de otros factores,
equiparando la curva resultante a la curva de tipos cupdn-cero.
Méas adelante se consigue un avance importante, se afronta
directamente el problema y se tratan de extraer de los precios de
los titulos los tipos al contado que implicitamente se han utilizado
para establecer tal precio.

3.2 MODELOS NO ECONOMETRICOS

Estos modelos son extremadamente sencillos en la medida
gue no se emplea ninguna técnica economeétrica ni funcion de
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aproximacion pero como contrapartida los resultados se obtienen
de forma discreta. Como se obtienen s6lo valores para
vencimientos concretos, para conocer el valor del tipo spot para
otro vencimiento es necesario interpolar entre los dos valores mas
cercanos. En relacion a la interpolacion, segun Analistas
Financieros Internacionales (1995A) no existe gran diferencia de
resultados entre realizar una interpolacion lineal o realizar una
interpolacién exponencial, aunque cuando se trata de factores de
descuento esta Ultima parece mas acorde ya que la funcién de
descuento se asemeja mas a una funcién exponencial que a una
lineal. Otra opcion es emplear las técnicas matematicas de
interpolacién y obtener la funciéon de interpolacién que pasa por
todos los puntos obtenidos, de este modo se logra una forma
funcional continua en el tiempo que puede emplearse en otros
estudios.

Los modelos no econométricos se basan en la aplicacion de un
procedimiento iterativo que va extrayendo los valores de los tipos
de interés para diferentes vencimientos comenzando por el més
préoximo. Estos modelos se aplican bien directamente sobre las
cotizaciones de titulos de renta fija o bien sobre algunos de los
instrumentos derivados que se negocian en el mercado (FRA's,
swaps o futuros).

El procedimiento basicamente consiste en calcular el valor de
los factores de descuento o de los tipos cupdn-cero a partir de los
precios de determinado instrumento financiero. Para ello se parte
del titulo con vencimiento mas cercano y se calculan los factores
del siguiente a partir de la ecuacion de valoracién del mismo,
sustituyendo el factor del primer pago por el valor calculado
anteriormente quedando el factor del segundo pago como Unica
incégnita. Para que esto sea posible, como veremos en el préximo
apartado, es necesario que los titulos empleados cumplan
determinadas condiciones.
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3.2.1 Titulos de renta fija

Cuando nos enfrentamos al problema de extraer los tipos
cupon-cero a partir de las cotizaciones observadas en el mercado
empleando una metodologia no econométrica, la idea mas natural
es actuar directamente sobre los titulos de renta fija. En la medida
de que cada titulo puede ser equiparado a una cartera compuesta
por titulos cupdn-cero cuyas fechas de vencimiento coinciden con
las fechas de pago de cupd6n de los mismos, se puede recurrir a un
método secuencial que partiendo del titulo de menor vencimiento
vaya calculando los diferentes tipos spot. La Unica condicion que
debe cumplirse es que el valor de mercado del titulo original tiene
gue coincidir con la suma de los valores actuales de cada uno de
los activos cupdn-cero en los que se descompuso. A esta técnica de
descomposicion y célculo iterativo se le denomina bootstrappingss y
se considera que fueron Bliss y Fama (1987) los primeros en
aplicar este método para la extraccion de tipos forward. Para
Zangari (1997) el bootstrapping es probablemente la técnica mas
usada empiricamente para estimar los tipos spot a partir de un
conjunto de bonos.

Para que el célculo sea posible es necesario que la muestra
empleada cumpla una serie de condiciones que garanticen que el
sistema de ecuaciones formado por el conjunto de titulos no sea
singular, esto es, que exista una solucion. En general se requiere
que los titulos que forman la muestra se escojan de modo que el
namero de factores de descuento a calcular no sea superior al
namero de titulos disponibles. Esto no basta, ademas en la
construccion de la muestra debe observarse que:

Uno de los titulos tenga un so6lo pago
pendiente. Esto es necesario para poder extraer el

35 Fabozzi [(1996), p.91].
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primer factor de descuento sobre el que comenzar la
iteracion. En un sentido estricto esta condicion no tiene
porque cumplirse siempre y cuando se cumpla una
condicion equivalente que garantice el conocimiento
inicial de uno o mas factores de descuento sobre los que
iterar. En caso de que no sea posible cumplir esta
condicion, la muestra debe contener dos titulos con dos
pagos pendientes (que venzan en la misma fecha), para
poder extraer los dos primeros factores iniciales.

En cada una de las fechas de pago debe vencer
algun titulo. Si esto no sucede no se puede continuar el
proceso de iteracion, salvo que se tengan tantos titulos
de igual vencimiento (alejado del vencimiento donde se
produce esta carencia en ese mismo numero de
periodos) como numero de periodos consecutivos en
los que ocurre este hecho.

Todos deben pagar cupdén en las mismas
fechas. Esta condicion debe cumplirse estrictamente ya
gue de otro modo no es posible emplear los factores
calculados en los pasos anteriores para continuar el
proceso.

De forma general, se deben tener n titulos con n vencimientos,

gue forman el siguiente sistema de ecuaciones:

P,=Q.d;
P2:Q12+Q22Qg

P, =QufdHQ,la4+...+ Q0
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donde P; indica el precio del titulo i, Q; el pago realizado por el
titulo i en el momento j, d; indica el factor de descuento calculado
en ese paso y [d| los factores ya conocidos de los pasos anteriores.
Logicamente, si las condiciones se cumplen el proceso iterativo no
lo es en sentido estricto ya que se puede resolver el sistema de
ecuaciones para obtener los valores de los diferentes factores de
descuento.

Esta técnica es la base del modelo propuesto por Carleton y
Cooper (1976), quienes Unicamente aportan la inclusion de un
término de error que supone, por tanto, la utilizacién de métodos
econometricos.

Este método no es aplicable en Espafia, ya que no existen
suficientes titulos negociados que permitan construir una muestra
con las caracteristicas necesarias3®. Sin embargo, se han planteado
diversas soluciones para poder aplicar el método recursivo sobre
titulos de renta fija sin necesidad de que se cumplan las
condiciones anteriores3’. La primera intenciébn puede ser
interpolar, sin embargo, esto sélo puede hacerse en el corto plazo
ya que a medio y largo plazo no existen bonos cupon-cero que nos
permita equiparar la TIR con el tipo spot. Por tanto, se propone
como solucion desplazar el sistema de coordenadas original de tal
modo que se trabaje siempre con referencias (vértices) definidas en
anos enteros. Esto puede hacerse de dos maneras, desplazando el
vencimiento del bono de forma que los flujos coincidan con los
anos exactos o descomponiendo cada uno de los flujos generados
por el titulo en dos que se percibirian de forma hipotética en los
vértices exactos anterior y posterior al vencimiento original; este

36 \gase Capitulo 1, p.16.

37 Un estudio detallado con ejemplos clarificadores se puede obtener en Lamothe y
Soler (1996), pp.115-120.
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altimo procedimiento se conoce como mapping o mapeado de
flujos.

Para llevar a cabo el mapping correctamente debe cumplirse
que el valor actual del flujo original coincida con la suma de
valores actuales de su descomposicién (calculados empleando la
TIR) y que el resultado sea equivalente a emplear tipos cupén-
cero. De este modo, para cualquier flujo se tienen tres ecuaciones
con tres incognitas que definen de forma univoca la
descomposicion del mismo. La estructura temporal para los
vértices de afios exactos se obtiene empleando bootstrapping.

La utilizacion del mapping es costosa en tiempo de calculo por
lo que se suele emplear otra alternativa mas sencilla que consiste
en la utilizacién de bonos tedricos a la par. Estos bonos se
construyen estableciendo que sus cupones coincidan con las TIR’s
de los bonos observados para el mismo vencimiento. De esta
forma se calculan, interpolando linealmente, las TIR’s
correspondientes a vencimientos en afios exactos. Y a partir de
éstas se calculan los tipos cupdn-cero, también referentes a
vencimientos exactos, tales que descontadas las primeras a estos
tipos el precio del bono sea su nominal (100%).

Otro procedimiento relacionado con los titulos de renta fija es
el llamado método de las TIR’s que consiste, simplemente, en
tomar directamente como tipo cupén-cero para el periodo t la TIR
de un bono con t afos de vida, interpolando para aquellos plazos
en los que no se disponga de vencimientos. Los resultados de este
método estdn sesgados por el efecto del cupdn; este sesgo
aumenta a medida que lo hace la cuantia del cupoén y el plazo al
que hace referencia el tipo cupdén-cero.

3.2.2FRA’s
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Los FRA’s (Forward Rate Agreements) son contratos a plazo
de tipos de interés y surgen del acuerdo entre dos partes que
mantienen posiciones en el mercado cuya reaccién es contraria
ante la evolucion de los mismos, siendo el objetivo de ambas
neutralizar el impacto de los movimientos desfavorables de éstos
intercambiando sus repercusiones.

En esta clase de contratos se acuerda el tipo de interés a un
plazo determinado que se va a pagar a partir de una fecha futura
preestablecida. En este sentido, la cotizacion de FRA’s a diferentes
plazos nos proporciona los tipos forward que se estdn negociando
y por tanto de ellos se pueden derivar los tipos spots
correspondientes.

Si F,..n representa la cotizaciéon de un FRA con fecha de inicio
t y vencimiento en t+m, se tiene que conociendo el factor de
descuento d, se puede obtener d., a partir de la siguiente
expresion:

—-— u —-—
I:t,t+m - ed— - ]'l;lb dt+m -
u

siendo a,.,, la fraccion de afio que corresponde al periodo que va
desde t hasta t+m. De este modo conociendo diversas cotizaciones
de FRA'’s se pueden obtener factores de descuento a diferentes
vencimientos. Para conocer el primer factor con el que comenzar
la iteracion se puede recurrir, por ejemplo, al mercado monetario;
se tomara el tipo del depdésito cuyo plazo coincida con t.

El principal inconveniente para llevar a cabo este método en el
mercado espafiol es que tanto los plazos usuales de contratacion
como los de vigencia no superan el afio; por tanto, sélo se podran
realizar estimaciones del tramo a corto de la curva. Para solucionar
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este hecho, podemos recurrir a otro instrumento financiero: los
swaps, que con ciertos matices pueden considerarse como
operaciones reiteradas de contratos FRA'’s.

3.2.3 Swaps

Los swaps de tipos de interés o IRS (Interest Rate Swaps) son
contratos de permuta financiera de intereses en el que las partes
acuerdan el intercambio de dos flujos de pagos por intereses sobre
un mismo nominal a lo largo de un periodo de tiempo
determinado. Béasicamente, en funcion de las caracteristicas de los
flujos intercambiados, destacan los Coupon Swaps (tipo fijo contra
variable) y los Basis Swaps (tipo variable contra variable). Para
nuestro estudio son los primeros los que nos interesan.

La rama fija del swap es equiparable a la compra de un titulo a
la par emitido el dia en que se negocia el contrato, con una vida
igual al plazo de éste y con TIR y cupdn equivalentes al tipo fijo
negociado.

Al igual que en el caso anterior si disponemos de cotizaciones
de swaps para diferentes plazos de forma recursiva podemos ir
conociendo los tipos spot correspondientes a los mismos. La
extraccion de los factores de descuento se realiza a partir de la
definicibn de swap que lleva implicita que el valor actual neto
(VAN) de cada una de las ramas vale cero. Para el caso de un swap
a T, afios con nominal N, e interés fijo c;:

VAN(Swap;)=-N;+cN;a, ,d; +CNjag ,d,+...+cNa, ;d=0

De este modo, tomando diferentes titulos, i=1,...n, se obtiene
un sistema de ecuaciones:
N,=(1+c;)N;a,,d,
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N2:C2N2a0,1+(1+CZ)N2aO,2gg
I.\Inzannaoll+annaO,2+. ..+(1+c,)N
naO,ngD

El principal inconveniente es que en la realidad no se
negocian swaps a todos los plazos. En general, no existen
cotizaciones para vencimientos a 6, 8 y 9 afos, por lo que es
necesario una interpolacion previa, entre las cotizaciones de los
vencimientos mas préximos.

3.2.4 Futuros

De forma similar a los casos anteriores también se puede
utilizar la informacion recogida en las cotizaciones de los futuros
sobre tipos de interés para derivar los tipos spots implicitos en los
mismos.

Si se conoce el precio de un contrato de futuros con
vencimiento en t, P, y d, es el factor de descuento asociado a esa
fecha tenemos que:

> (D
o

d,

100- P =
1+at,t+1(100' Pl)

1
Qe @

3

u
—- Igp diy =
u

t+1

por lo que puede conocerse el factor asociado al vencimiento t+1
del siguiente contrato de futuros. Si se dispone de un namero
suficiente de contratos se pueden obtener factores de descuento
para diferentes plazos. Al igual que en el caso de los FRA’s para
obtener el primer factor con el que comenzar la iteracién se puede
recurrir al mercado monetario.
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3.3 MODELOS DE RENDIMIENTO

Una metodologia sencilla consiste en asimilar la curva de tipos
con la de rendimientos. Los modelos presentados a continuacion
utilizan la tasa interna de rentabilidad (TIR) de los titulos como
medida de los tipos de interés al contado (tipos spot) del mercado.
Estos modelos de estimacidon no se pueden considerar modelos de
extraccion de tipos cupodn-cero, ya que simplemente le dan a la
curva de rendimientos (curva formada por los diferentes valores
de la TIR para los distintos vencimientos) una forma funcional
determinada y consideran la funcién encontrada como una
aproximacion de la curva de tipos spot.

De un modo mas exacto, estos modelos, implicitamente,
tratan de estimar la curva de rendimientos a la par. Para que la
estimacion sea razonable el modelo debe definir de forma explicita
la curva estimada como la curva de rendimientos a la par, tal y
como hace Mastronikola (1991). En caso contrario la adecuacion
del mismo dependera de las condiciones del mercado. Esto es, si
los bonos se negocian en el mercado de tal modo que la TIR
promedio en cada vencimiento es similar al rendimiento a la par
para ese plazo, la hipoétesis de estos modelos es razonable; en caso
contrario cuanto menos se cumpla esta condicion peor sera la
aproximacion.

La Unica ventaja que se observa en esta técnica es su
simplicidad, ya que las TIR’s se calculan facilmente. Como
contrapartida tenemos que, si bien la TIR puede ser una buena
medida de la rentabilidad de un titulo, no es un buen indicador de
los tipos de interés. La relacion que existe entre los tipos spot y la
TIR es compleja e indirecta, siendo esta Ultima una especie de
promedio de todos los tipos al contado que corresponden a cada
una de las fechas en las que el titulo genera flujos, por ello la
identidad TIR = tipo spot s6lo es valida en los bonos cupén cero.
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La utilizacion de la TIR como sustituta o como proxy de los
tipos spot conlleva una serie de errores de sobra conocidos. Por un
lado, no existe una relacion clara y directa, salvo en el caso de
titulos cupdn cero, entre la TIR y el tipo spot correspondiente. La
curva de rendimientos sera tanto mas parecida a la ETTI a medida
gue ésta sea mas plana; sin embargo, la observacion del mercado
nos indica que existen diferencias significativas entre los tipos a
cortoy a largo.

Por otro, la TIR se deriva aritméticamente de un soélo titulo,
mientras que los tipos spot se derivan de un conjunto de titulos
porque hacen referencia al mercado. Esto es, la estructura
temporal de tipos de interés asigna a cada vencimiento un factor
de descuento, sin embargo las TIR’s establecen una relacién entre
la tasa de rentabilidad y un activo determinado que en la mayoria
de los casos no caracteriza el vencimiento del mismo.

Por ultimo, el significado econdmico de la TIR es discutible3s;
si bien es verdad que asociada a cada titulo existe una TIR, esta
tasa no tiene porqué ser la tasa requerida por el mercado para
cualquier otro titulo del mismo vencimiento ya que en su célculo
entra en juego otro factor: el cupédn. En un mercado desarrollado
pueden existir varias referencias con el mismo vencimiento vy
diferentes TIR’s, sin que esto implique la existencia de diferentes
valores de la estructura temporal para ese vencimiento.

En general, el proceso de promediar, por un lado, a lo largo
del tiempo (calculo de la TIR individual de cada titulo) y por otro
lado, entre TIR's de igual vencimiento (media de todos las TIR’s

38 Caks (1977) es mas rotundo y afirma que el concepto de TIR carece de significado
econémico.
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individuales de igual vencimiento), destruye informacion y sesga
los resultados.

Estos modelos presentan un problema comun, el llamado sesgo
del cupdén39, causado porque la TIR es funcién del tiempo hasta el
vencimiento y los cupones devengados; de tal modo que las TIR’s
de titulos totalmente homogéneos en sus caracteristicas
(vencimiento, liquidez, fiscalidad, ...) salvo en su cupdn, son
diferentes.

Independientemente de esta relacibn puramente matematica,
Echols y Elliott (1976) indican que una de las razones que explica
el impacto del cupon sobre la TIR es el efecto impositivo. Para la
mayoria de los inversores las ganancias de capital estdn gravadas a
tipos impositivos méas bajos que los ingresos por pago de cupones,
produciéndose una preferencia neta por los titulos que ofrecen
cupones menores. Esta preferencia neta conduce a un diferencial
de rendimientos, de modo que los titulos que devengan cupones
mas altos suelen tener rendimientos mas altos.

Como consecuencia de todo esto si se compara la curva de
rendimientos con la curva de tipos cupdn-cero se observa que
existe una diferencia (sesgo) entre ambas debida al efecto del
cupon. Asi, la curva de rendimientos subestima cuando es
creciente y sobrestima cuando es decreciente la verdadera
estructura temporal, aumentando el sesgo con el vencimiento.
Ademas cuanto mayor sea el cupdn, mayor serd el sesgo que
depende de forma no lineal del importe del cupén y el periodo de
vida del titulo. Por tanto, la curva de rendimientos sera tanto mas
parecida a la estructura temporal cuanto méas préximos a cero
estén los cupones de los titulos empleados, porque mas parecido
tendran con los titulos emitidos al descuento.

39 Bierwag [(1991), p.275] desarrolla el signo de este sesgo.
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Otro problema muy grave que presenta esta metodologia se
deriva de la propia especificaciéon de la TIR, que incumple una
condicion fundamental como es que los pagos devengados en la
misma fecha se descuenten a la misma tasa. Esto se ve muy féacil si
tomamos dos bonos A y B con uno y dos periodos de vida
respectivamente. La TIR de cada uno viene determinada por las
siguientes expresiones:

P,=Q(1+TIRY™ y Pe=Qs(1+TIRy) +
Que(1+TIR)?.

Se tiene que TIR, es representativa del tipo cupén-cero para el
primer vencimiento ya que el titulo A es cupon-cero; sin embargo,
en el caso del titulo B, el primer pago deberia descontarse a TIR, y
se hace a TIRg, por lo que se incumple una propiedad basica en la
determinacion de la curva de tipos. Si efectivamente, el primer
pago del titulo B se descontase a TIR, entonces el segundo pago,
para que se cumpla la igualdad debe descontarse a un tipo
diferente a TIR; que seria el verdadero tipo cupon-cero para dos
periodos#, por lo que se demuestra que TIRg no es representativa
de éste y su diferencia serd mas acusada, como ya se ha dicho, a
medida que mas pendiente presente la curva de tipos.

Aunque en principio estos modelos estdn ideados para la
estimacién de la ETTI a través de la modelizacién de la curva de
rendimientos, sus ecuaciones de regresién pueden incorporarse en
la metodologia de la estimacion directa de la estructura temporal.
Esto es, suponer que los tipos spot se modelizan a través de estas
ecuaciones y estimar los valores de los pardmetros tomando como
variable enddgena no la TIR sino el precio del titulo.

40 salvo gue la curva de tipos sea plana.



110  ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES PROPUESTAS ALTERNATIVAS

El principal inconveniente que presenta esta alternativa es que
se pierde la linealidad del modelo siendo necesaria su estimacion
por métodos de regresion no lineales. Esta perspectiva es la
seguida por Carleton, Chambers y Waldman (1984) cuyo modelo
se presentara posteriormente.

En los apartados siguientes se presentan de forma detallada
los diferentes modelos propuestos, comentando los resultados
obtenidos por los mismos en los estudios donde se han aplicado.

3.3.1 Cohen, Kramer y Waugh (1966)

Estos autores4! son los primeros que sugieren la utilizacion de
técnicas econométricas de regresion para obtener la forma
funcional de la curva de rendimientos a partir de las TIR's
observadas en el mercado.

Realizan regresiones sobre diferentes ecuaciones tomando la
TIR o su logaritmo como funcién del vencimiento, del cuadrado
de éste o de su logaritmo. En base a analisis empiricos concluyen
que la ecuacién que en un mayor nimero de ocasiones se ajusta
mejor a los datos es:

TIR =b, +b,T, +b,[In(T, ) +e,,

siendo Tj el tiempo hasta el vencimiento del titulo i.

La representacion grafica de las variables explicativas (Gréfico
3.1) nos ayuda a analizar el comportamiento de esta
especificacion. Se observa que el signo de b, parametro
relacionado con el tiempo hasta el vencimiento (Tj), esté
estrechamente relacionado a la forma que adopta la curva de tipos.
De modo que, si la curva de tipos es decreciente (creciente)

41 Cfr. Bierwag (1991, p. 267).
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tendera a tener signo negativo (positivo). De esta forma, el
coeficiente b; es el factor de crecimiento o decrecimiento de los
tipos de interés con respecto al tiempo. En funcién de la magnitud
de variacion que suele existir entre tipos de diferente vencimiento
se espera que su valor esté proximo a cero y no supere la unidad.

Grafico 3.1: Variables del modelo de Cohen, Kramer y Waugh

(Ln

La inclusién de la segunda variable exégena da la posibilidad
al modelo de recoger dos aspectos que, generalmente, se observan
en la curva de rendimientos: la mayor variacién que presentan los
tipos a corto, entendida como una mayor pendiente de la curva en
este tramo, y la tendencia de la misma a converger asintéticamente
en su tramo final. Por tanto, el coeficiente b, es un factor de
correccion de los tipos a muy corto plazo (inferiores a un afio); que
hace posible que la curva de rendimientos resultante se acomode a
las diferentes formas que adopta en la realidad. Hay que tener en
cuenta que la funcion que acompafa a este parametro tiende a ¥ a
medida que nos acercamos a cero, por tanto pueden surgir
problemas de estimacion en el muy corto plazo (tipo instantaneo).
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Resulta muy dificil debido a la utilizacion de [In(T;)]? como
variable exdgena establecer cudles van a ser los signos esperados
de los parametros, porque en la construccion de la curva estimada
también entra en juego la magnitud de los mismos. De este modo,
pardmetros que inicialmente derivan en una curva creciente
pueden dar lugar a otra con forma convexa, si la magnitud de uno
de éstos varia un poco.

Un estudio detallado de signos, valores y relaciones entre ellos
determinan el conjunto de resultados que se cumplen
invariablemente (Tabla 3.1):

Tabla 3.1: Formas de la curva en funcién de los signos y relaciones entre los

parametros
Forma de la curva Estado
Creciente b1=>0; by,<0y b4 b
Joroba (concava) b1<0; by<0y b3 b,
Decreciente b1<0; by=>0y b4 b,
Joroba Invertida (Convexa) b1=0; b,>0y by% b,

Existen otras combinaciones que producen este tipo de curvas
pero su obtencion depende de cuan grande sea el valor de un
parametro respecto al otro. El diagrama presentado en la Figura
3.1 recoge todos los movimientos que se producen.

Figura 3.1: Cambio en la forma de la curva cuando las diferencias entre los
pardmetros aumentan.
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Forma Inicial

CRECIENTE
)

JOROBA
(B)

—>>p

—>>—Pp

Forma Transformada

Forma Inicial

JOROBA
(A)

DECRECIENTE
(89

DECRECIENTE
©

J.INVERTIDA
(D)

Forma Transformada
JINVERTIDA
—>>p (©)
—>>® |  CRECIENTE

Cuando la diferencia entre los paradmetros, mostrada en la Tabla
3.1, se amplia, la forma inicial se convierte en la transformada. A
continuacion, en la Tabla 3.2, se expresa un resumen de los
estados anteriores.

Tabla 3.2: Valores y relaciones entre los parametros

A b1>0; b2<0 y b2>b1 A

b1=0; by<0y by>=b

2

1

B b1<0; by<0y by>b, B' |b1<<0; by<O0y by>>b
2

C b,<0; bo=>0y by>b; C' |by<0; by=>0y by>=>b
1

D b1=0; by=>0y b;>b, D' |b;>0; by=>0y by>>b

De este modo, con la inclusion de [In(Ti)]‘ se consigue que el
modelo sea capaz de representar cualquiera de las formas tipicas
de la curva de tipos.

Esta propuesta, al igual que el resto de modelos de curva de
rendimientos que se analizan en este capitulo, ha sido testado
empiricamente tomando datos del Mercado Espafiol de Deuda
Publica Anotada por Calatayud y Morini (1995) quienes observan
que, en general, el modelo presenta una baja calidad de ajuste

(D)
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global, es muy sensible a la existencia de observaciones anémalas y
formas complejas de la curva.

3.3.2 Fisher (1966)

Fisher42 es el primero en introducir el sesgo del cupén, ¢, en
la estimacion de la curva de rendimientos, para ello propone el
siguiente modelo:

TIR =b, +b,T; + szi2 + b3Ti3 +b,Ln(T)+bsc + b6Ci2 +b,Ln(c)+e

gue no contrasta globalmente sino a través del método stepwise;
esto es, las variables se van introduciendo en el modelo una a una
y en cada paso se eliminan de la regresion las que no alcanzan
determinado nivel de significacion preestablecido.

La finalidad perseguida al testar empiricamente este modelo
es sustancialmente diferente a la que se persigue con los otros. El
objetivo principal es determinar qué variable o combinacién de
éstas es més adecuada. Es decir, no se analiza la validez de un
modelo dado sino que se busca qué ecuacion de regresion
caracteriza mejor la curva de rendimientos en cada caso.

A simple vista el modelo puede presentar dos inconvenientes.
Por un lado, hay un riesgo elevado de presencia de
multicolinealidad. Se pueden diferenciar claramente dos grupos
de variables, las que estdn relacionadas con el plazo hasta el
vencimiento y las que lo estdn con el cupon. Dentro de cada uno
de estos grupos el grado de correlacion puede ser muy fuerte. Y
por otro, si en la regresion se incluyen finalmente la mayoria de
las variables propuestas se deberan estimar mas coeficientes
reduciéndose los grados de libertad.

42 cfr. Echols y Elliott (1976).
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Aunque Fisher (1966) encuentra que en el Reino Unido el
cupon es significativo en la mayoria de los casos, en el andlisis
empirico realizado por Calatayud y Morini (1995) con titulos
espanoles esta variable, tal y como se esperaba, no parece ser tan
relevante debido a la composicion de la muestra. La explicacion es
sencilla, si bien la TIR de un titulo esta condicionada,
fundamentalmente, por dos variables, el tiempo y la cuantia del
cupdn, en el estudio de la relacion TIR - plazo es el tiempo la
variable que mas peso tiene, pasando el cupdn a ocupar un
segundo plano. El cupén sélo logra ser relevante cuando varios
titulos coinciden en sus fechas de pago y amortizacion o éstas
estdn muy préximas, por ser la Unica variable que explica la
existencia de TIR's diferentes para un mismo vencimiento y en
Espafia no suele suceder que diferentes emisiones coincidan en sus
vencimientos.

3.3.3 Bradley y Crane (1973)

De forma parecida a los anteriores, Bradley y Crane®
proponen un modelo sencillo que se recoge en la siguiente
ecuacion de regresion:

IN(1+TIR)=b, +b,T, +b,In(T ) +e,.

Asi, no obtenemos directamente la curva de rendimientos pero
su determinacion es sencilla. Tomando exponenciales se obtiene:

TIR :Tibze(bo+b1Ti ) _ 1.

Al emplear como variable enddgena una transformacién de la
TIR en vez de ésta directamente consiguen dos efectos
interesantes. Por un lado, les permite estimar de modo lineal una
especificacion exponencial del comportamiento de la TIR y por
otro, la utilizacion del logaritmo suaviza ligeramente los saltos que

43 Cfr. Bierwag (1991, p.266).
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presenta la curva facilitando su aproximacion al disminuir el efecto
de los mismos.

Sin embargo, este procedimiento presenta,
fundamentalmente, dos inconvenientes: la significacién econémica
de los parametros estimados se anula; por ejemplo, by es el
logaritmo del factor de variacion de la variable (1+TIR) ante
incrementos unitarios en el tiempo hasta el vencimiento (T), y si el
ajuste logrado no es extremadamente bueno, al deshacer la
transformacion inicial para calcular la TIR estimada podemos
obtener errores de estimacion muy grandes. Esto se debe a que el
error que en el modelo inicial tiene caracter aditivo pasa a tenerlo
multiplicativo. Esto puede comprobarse facilmente, si escribimos
el modelo inicial de forma simplificada como: In(1+TIR) = X+e¢,
obtendremos al deshacer la transformacion una ecuacion como:

TIR = (eX e®)-1. En la medida que e se aleje de 0, e€ se alejara de la
unidad y el error en TIR aumentara.

Grafico 3.2: Variables del modelo de Bradley y Crane

T

Como contrapartida, contamos con una ventaja derivada de la
naturaleza de los datos: la forma de la curva resultante de la
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transformacion es similar a la curva de rendimientos observada; se
diferencian s6lo en el nivel y en la escala de los cambios. Esto
simplifica el estudio de los signos de los parametros. Como la
TIR4 toma valores muy proximos a cero, (1+TIR) toma valores
muy proximos a la unidad; esto da lugar a que la utilizacion de
In(1+TIR) no afecte al estudio de los resultados porque su valor
serd aproximadamente equivalente al de la TIR45 correspondiente.
Esto permite estudiar el comportamiento de la curva de
rendimientos sin  necesidad de realizar ningun tipo de
transformacion sino analizando directamente el comportamiento
de In(1+TIR).

En este sentido, se ofrece en el Gréfico 3.2 la representacion
de las variables explicativas empleadas a fin de facilitar el estudio
de los signos de los pardmetros y su incidencia en la forma de la
curva de rendimientos.

De forma similar al modelo de Cohen et al. (1966), en este
modelo tampoco resulta posible determinar la forma de la curva
s6lo en base a los signos de los parametros y relaciones de
desigualdad entre ellos. La magnitud de uno respecto al otro
puede hacer variar la forma inicial de la misma. Sin embargo,
existen resultados que se presentan de forma independiente de la
magnitud de los parametros e incluso de las relaciones entre ellos.
Estos casos se presentan en la tabla siguiente:

Tabla 3.3: Magnitud de los parametros y formas de la curva

Forma de la curva Estado
Creciente b,>0y b,>0
Decreciente b,<0vy b,<0

44 En tanto por uno.
45 Ambas expresiones y sus derivadas en TIR=0 coinciden.
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Cuando los signos de los parametros son opuestos sélo se
puede afirmar qué forma tomara la curva en el caso que el valor de
ambos coincida (forma inicial en Tabla 3.4). Cuando esto no
ocurre la forma inicial de la curva pasard a presentar formas
crecientes o decrecientes segun cual sea el parametro que presenta
mayor valor absoluto. Estos resultados se resumen en la Tabla 3.4.

Tabla 3.4: Transformaciones sobre las formas iniciales observadas

Estado General |Forma Inicial Estado Secundario | Forma
Transformada
b,>0y b,<0 Joroba invertida |b,] == |b,] Creciente
|b.] << |b,] Decreciente
b,<0y b,>0 Joroba |b,] == |b,] Decreciente
[b,] << |b,] Creciente

De este modo, la inclusién de la segunda variable exdgena
permite a este modelo generar las formas més usuales de la curva
de tipos.

En cuanto a los resultados observados en su aplicacion
empirica destaca su buena reaccion ante la presencia de
observaciones andémalas y formas complejas, debido a que la
utilizacion del logaritmo suaviza ligeramente los saltos que
presenta la curva facilitando por tanto su aproximacion al
disminuir el efecto de los mismos.

3.3.4 Echols y Elliott (1976)

Estos autores consideran esencial que el modelo no s6lo ajuste
los datos observados sino que sea consistente con la teoria
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existente. En este sentido derivan su modelo a partir de una
identidad basica en el estudio de la estructura temporal4é:

h(®)=[(1+h(1))(L+F(1,2))---(1+F(t-1,0)]¥-1

Cuando se toman logaritmos queda:
-1
In(1+h(t))=t*In(1+h(1))+t* té In(1+ f(m,m+1))
m=1

De este modo, para formular completamente el modelo sélo
hay que establecer una expresion para la estructura de los tipos
forward. Echols y Elliott (1976) proponen que en la ecuacion
anterior: 1+f(m,m+1)=k,eMKk2. Por lo que se estima la curva de
rendimiento a través de la siguiente ecuacion de regresion lineal:

IN(1+TIR;) = by + b, Ty + b, Tyl+e P TIR;@
E‘Xp[bo"'blTl"'sz'l]-l .

Este modelo que por la expresion empleada para caracterizar a
los tipos forward denominan exponencial da lugar a una curva
sesgada por el efecto del cup6n. Echols y Elliott (1976) deciden
modificarlo siguiendo el ejemplo de Fisher (1966), de modo que
el impacto que tal sesgo produce sobre la curva de rendimientos
sea evaluado estadisticamente. El, asi denominado, modelo
exponencial modificado, vendria dado por:

IN(1+TIR;) = by + b; T; + b, Ty1+ by, +€j .

gue supone aproximar la TIR a través de:

46 v/gase el Capitulo 1 p.12.



120  ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES PROPUESTAS ALTERNATIVAS
TIR @(bo+b1-|—i+b2-|—i_l+baci) _ 1

Se modela la misma transformacion de la TIR que en el caso
anterior, asi que todo lo dicho anteriormente para el modelo de
Bradley y Crane (1973) en cuanto a ventajas e inconvenientes del
empleo de In(1+TIR) y la relatividad de los resultados es aplicable a
éste.

Grafico 3.3: Variables del modelo de Echols y Elliott

T

uT

El anélisis de los signos de los parametros y de las formas de
las curvas de rendimientos obtenidas en este modelo se complica
al entrar en juego una tercera variable exdgena, el cupén. Sin
embargo, un estudio detallado de los pardmetros indica que el
signo y magnitud del cupon no afecta a la forma de la curva sino a
su pendiente. Por tanto en el analisis que desarrollamos a
continuacion, basado en el Gréafico 3.3 y que recogemos en la
Tabla 3.5, para simplificar, no se tiene en cuenta esta variable.

Tabla 3.5: Transformaciones sobre las formas iniciales observadas
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Estado General Forma Inicial | Estado secundario Forma
Transformada

b,>0y b,<0 Creciente

b,<0y b,>0 Decreciente

b,>0y b,>0 Joroba invertida |b,] == |b,] Creciente
|b.] << |b,] Decreciente

b,<0vy b,<0 Joroba |b,] == |b,] Decreciente
[b,] << |b,] Creciente

Por otro lado, se espera que el pardmetro que acompafa al
cupdn, bs, sea positivo; no sélo porque la relacion TIR-cupon es
directa, sino por el efecto impositivo que éste recoge.

Echols y Elliott (1976) contrastan empiricamente ambos
modelos con diferentes muestras y comparan los resultados
obtenidos con el modelo de Cohen et al. (1966) modificandolo
para que recoja también el efecto del cupon. Los resultados
revelan que, para las muestras escogidas, el modelo exponencial
de Echols y Elliott (1976) es mejor que el cuadratico de Cohen et
al. (1966), y que en ambos casos cuando se tiene en cuenta el
efecto del cupdn el coeficiente de determinacion de los modelos
aumenta. En relacion al mercado espafiol, Calatayud y Morini
(1995) destacan la gran capacidad del mismo para enfrentarse a
las observaciones andémalas y formas complejas de la curva de
rendimiento.

3.3.5 Analistas Financieros Internacionales (1993)

En nuestro pais Analistas Financieros Internacionales (AFI)
proponen, para la aproximacion de la curva de rendimientos, un
modelo que amplia el presentado por Cohen et al. (1966) para
tener en cuenta el efecto que el cupdn y la liquidez de los titulos
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considerados tienen sobre su rendimiento. La ecuacion de
regresion utilizada es la siguiente:

TIR =b, +b,T +b,[In(T,)]* +b,c, +b,l. +e,,

siendo lj un indicador de liquidez que se mide por el volumen
medio diario negociado en el mercado entre titulares de cuenta.

Previamente habian introducido en el modelo una variable
que recogia el efecto fiscal, el diferencial entre TIR bruta y neta,
pero al no obtener significacién estadistica suficiente deciden
excluirla del modelo. Es de suponer, por lo comentado en
apartados anteriores que parte del efecto fiscal quede recogido por
el cupon.

A simple vista parece que el estudio de los signos y valores de
los pardmetros es mas complejo debido al mayor nimero de
variables a considerar; sin embargo, el anélisis se simplifica
cuando observamos que los pardmetros relacionados con el cup6n
y la liquidez no afectan a la forma general de la curva sino a la
magnitud de su pendiente. Esto hace que para el analisis solo
tengamos que tener en cuenta los parametros relacionados con las
variables temporales y por tanto las relaciones que se establecen
son idénticas que para el caso del modelo de Cohen et al. (1966)47.
En cuanto a los signos, todas las variables ya han sido comentadas
salvo la liquidez que mantiene una relacion inversa con la
rentabilidad del titulo por lo que se espera que b, sea negativo.

AFI realiza este ajuste diariamente empleando los titulos a
medio y largo plazo negociados en el Mercado Espafiol de Deuda

47 vgase, en este mismo capitulo, la Tabla 3.1y Tabla 3.2 en la pagina 82.
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Publica Anotada con el objeto de analizar si determinados titulos
estan sobre o infravalorados.

Por otro lado, Calatayud y Morini (1995) llegan a la
conclusion que este modelo es junto al de Cohen et al. (1966) el
mas sensible a las observaciones anémalas y estructuras complejas
de la TIR y destacan que la variable que recoge el efecto de la
liquidez es relevante en escasas ocasiones y que el cupon tampoco
parece ser una variable estructural.

3.3.6 Hunt (1995A)

Este autor propone una modelizacion alternativa de la curva
de rendimientos que tiene en cuenta la sensibilidad del precio de
los titulos a cambios en el tipo de interés para tratar de corregir el
efecto distorsionador del sesgo del cup6n cuando se toman TIR’s
de titulos no emitidos al descuento.

En concreto propone rectificar la relacion TIR-plazo de modo
que el efecto del cupdén pueda ser corregido. Esto se puede hacer,
bien ajustando el plazo para que refleje de una manera mas
precisa la longitud efectiva del titulo o bien ajustando los
rendimientos para que representen de forma més precisa el
rendimiento de un titulo cupdn-cero a ese plazo%. A la primera
alternativa la denomina método de la duracion y a la segunda método
del cupdn-cero, que se corresponde con los modelos de precios que
se veran en el apartado siguiente.

Asi, en el primer caso, se modeliza la TIR como funcién de la

duracion del titulo, mientras que en el segundo se deducen
primero los tipos cupdén-cero de los precios de los bonos con

48 vgase la figura 1 en Hunt (1995A).
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cupbn y se modelizan éstos en funcion del plazo hasta el
vencimiento.

El método de la duracion se basa en que al ser ésta una
medida del plazo medio de pago representa el tiempo de vida
efectiva del titulo cupo6n cero subyacente en un bono que devenga
cupones. En otras palabras, cuando se emplean bonos que
devengan cupon, para que la curva de rendimientos resultante de
éstos sea representativa de la curva de tipos cupén-cero, la medida
representativa del tiempo no es el plazo hasta el vencimiento sino
la duracion de cada titulo.

Bajo esta perspectiva, Hsu y Chu (1993)4° modelizan las TIR’s
de titulos del Gobierno de Estados Unidos como funcion de las
duraciones de los mismos, a través de funciones de Laguerres® que
son, basicamente, el producto de un polinomio y una exponencial.
Hunt (19954), en cambio, propone el siguiente modelo:

TIR=by+b,D;+b,D?*+b,Ci+e,

donde D; es la duracion del titulo i, y C; es su convexidad.

En relacion a los valores y signos de los parametros se tiene
gue b, al representar al tipo a corto debe ser positivo. b, que indica
la pendiente de la curva tomara valores en torno a cero,
determinando si la curva de rendimientos es creciente (b,>0) o
decreciente (b,<<0). b, determina la velocidad de crecimiento o
decrecimiento de la misma y b, al estar relacionado con la
convexidad del titulo se espera sea negativo ya que se supone que

49 Cfr. Hunt (1995).

S0 Estas funciones ya habian sido empleadas por Lau (1983) [Cfr. Hunt (1995A)] y
Nelson y Siegel (1987).
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un inversor demandarda menos rentabilidad a un titulo, caeteris
paribus, cuanto mayor convexidad presente éste.

Los resultados empiricos realizados por Hunt (1995A) en el
mercado australiano revelan que la convexidad no parece ser muy
relevante, debido probablemente a que las diferencias en la
convexidad de diferentes titulos no son lo bastante significativas
como para que un inversor tenga en cuenta esta medida a la hora
de elegir entre diferentes titulos.

3.4 MODELOS DE PRECIOS

Estos métodos son mas sofisticados y hacen uso de la teoria
matematica de aproximacion de funciones. Estas propuestas tratan
de estimar la curva de tipos cupdn-cero de un modo que podemos
calificar como directo en el sentido que no se modeliza en primer
lugar la curva de rendimientos.

Debido a los grandes inconvenientes e imprecisiones que
presenta la estimacion de la ETTI a través de la TIR muchos
autores han planteado una estimacion directa de la primera a
través de la observacion en el mercado de los precios de los titulos
libres de riesgo de insolvencia. El primero en realizar este tipo de
estimacion fue McCulloch (1971), al cual han seguido otros
autores como Fong y Vasicek (1982), Carleton, Chambers y
Waldman (1984) o Shea (1984).

Los modelos propuestos se diferencian entre si,
principalmente, en la especificacion matematico-econométrica de
los mismos, aunque la mayoria de los autores han realizado sus
propuestas en torno a la modelizacién de la funcién de descuento
a través de splines de uno u otro tipo, los menos como Carleton,
Chambers y Waldman (1984) utilizan polinomios directamente
sobre los tipos cupdén-cero.
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En los siguientes epigrafes se presentaran los supuestos
basicos y la especificacion tedrica de cada uno de los modelos,
segun su orden cronolégico de aparicién, junto con las criticas
formuladas y otras consideraciones de especial interés. Los
comentarios sobre los anélisis empiricos que se han realizado en
torno a las diferentes especificaciones se incluirdn en el siguiente
capitulo, a fin de poder comparar la similitud de los resultados.

3.4.1 McCulloch (1971, 1975)

McCulloch, en 1971, es el primero en presentar una
metodologia para la estimacion directa de la funcion de descuento
a partir de los precios observados en el mercado de los titulos de
renta fija de igual riesgo crediticio.

Lo que caracteriza a su modelo es la utilizacion de tipos de
interés y pagos de cupon continuosl. Bajo estas hipotesis, la
expresion de valor actual de un titulo i con nominal N;j, cupon ¢ y
tiempo hasta el vencimiento T; queda como sigue:

T
P =N,D(T,)+c oD(t)t,
t=0
siendo D(t) la funcion de descuento o funcidn caracteristica de los

coeficientes de actualizacion, cuya aproximacion desea realizar a
través de la combinacion lineal de m funciones, g(t):

D(t)=1+4 b,g,(t).
j=1

51 Esta especificacion es muy Util conceptualmente ya que evita tener en cuenta la
existencia del cup6én corrido.
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De forma general, sustituyendo esta especificacion en la
ecuacion del precio y afladiendo un término de error, obtenemos
la siguiente ecuacion de regresion:

m
y,=ab;x,+e;i=1..,n :
j=1

siendo: y;=P-N;-¢;T;

Ti
X = Nigj(Ti )+C C‘)gj(t)dt
t=0

McCulloch (1971), debido a las caracteristicas del mercado
estadounidense en el que basa su trabajo, considera que el término
de error, g, es independiente con distribucion N(0,svj); es decir,
incluye una correccién a la heteroscedasticidad, n,, que recoge el
spread entre precio de oferta y demanda y los costes de
negociacion:

v, = p§| B p(t))| +d,
2
donde d hace referencia a la comision de negociacion, a indica
oferta (ask price) y b indica demanda (bid price).

La dependencia de la heteroscedasticidad con los costes de
transacciéon también ha sido apuntada por otros autores como
Carleton y Cooper (1975) y Carleton, Chambers y Waldman
(1984). Sin embargo, Schaefer (1981) considera que tanto el spread
de precios como los costes de negociacién son lo bastante bajos
como para que no afecten de modo excesivo, por lo que pueden
obviarse®2,

52 Hay que tener en cuenta que McCulloch (1971, 1975) trabaja con muestras del
mercado norteamericano, mientras que Schaefer (1981) emplea titulos britanicos.
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Son dos los elementos que mas influyen en la calidad del
ajuste: la especificacion de las funciones gj(t) y el numero de éstas,
m. En relacion al primer punto, no todas las formas funcionales,
como se ha visto en el Capitulo 2, son adecuadas para realizar el
ajuste. En este sentido, McCulloch (1971) impone que las
funciones utilizadas sean continuamente diferenciables, para
lograr una forma funcional suave sin cambios bruscos, y que su
valor en el origen, t = 0, sea g;(0)=0, para que se cumpla que
D(0)=1.

Dado que los titulos observados no estan distribuidos de modo
uniforme en todo el intervalo, para evitar los problemas que se
detectan en el uso de polinomios simples, propone la utilizacién
de splines polindmicos cuadraticos.

Para ello, establece un conjunto de nodos, d;, que define cada
uno de los subintervalos, (d;,d..;), en los que se divide el intervalo
total de estudio, [0,T,]: 0=d,<d,<...<d,,<d,=T,. De este modo, a
partir de las siguientes expresiones se definen cada una de las
funciones propuestas:

t- d, <t£d,

t2
2d,
d; .

2!

g,(t) =

— ——— —

ted,

—



ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES PROPUESTAS ALTERNATIVAS 129

0. O<tf£d;,
Yod Y
) d..<t£g
¥ z(dj B di-l)
gj(t):{.MHt_d_)_&- d <t£d.
: 2 j 2(dj+1' dj) j j+1
i
i(d-diy)
+%, dj+l<t£dj+2
=2,...m

Graficamente, de forma general, se puede representar cada
una de las funciones g;(t) de la siguiente forma:

Grafico 3.4: Forma de las funciones g;(t)

De este modo cada funcion queda definida en determinados
intervalos; si por ejemplo se tuviesen cinco funciones se tendria
que g,(t) se representaria tomando los dos ultimos tramos C y D;
g,(t) abarcaria del B al D; mientras que g,(t) estaria representado
por todas las secciones; g,(t), siguiendo el desplazamiento de
derecha a izquierda, actuaria de A a C; de forma similar gs(t)
estaria definidaen Ay B.

Con la utilizacion de splines surge otro factor muy importante
a tener en cuenta, la eleccion del nimero de subintervalos y de los
nodos que definen los mismos. McCulloch (1971) considera
adecuado que todos los subintervalos tengan aproximadamente el
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mismo numero de observaciones, por esto determina los nodos, d;,

a traves de la siguiente expresion: d;=t;+qj(ti.1- t;), siendo i la parte
. (-1 —Tr0-1 H

entera de: "/ 1)y G=["Yp]n-i.

En cuanto al nimero de funciones que se deben tomar, m, hay
gue tener en cuenta que si se toma un valor demasiado bajo no se
podra ajustar la funcién de descuento adecuadamente si ésta
adopta formas complejas; mientras que, si es demasiado elevado
puede perder suavidad al intentar englobar observaciones
andémalas. Por tanto, se debe tender a que el valor de m se
encuentre dentro de un intervalo razonable. McCulloch (1971)
propone dos alternativas, por un lado, desde la perspectiva de la
utilizacion de minimos cuadrados se debe seleccionar aquél valor
de m que minimice el estimador insesgado de la varianza de la
regresionss,

Por otro, una forma mas sencilla y que obtiene, segun
McCulloch (1971), resultados similares consiste en definir m en
funcion del numero de observaciones, n, de modo que la
estimacion mejore cuando aumente el niumero de observaciones,
esto es, m(n) debe aumentar con n, y que el numero de
observaciones que se incluye en cada subintervalo aumente cuando
aumenta el nimero total de éstas, por tanto, el ratio "/, también
debe aumentar con n. Una forma de cumplir estas condiciones es
definir m(n) como el entero mas cercano a la raiz cuadrada de n.

Se deben destacar como puntos fuertes de este modelo que es
bastante completo en la medida que incluye un ajuste para la
heteroscedasticidad y realiza la aproximacion a través de splines
para acomodarse mejor a las diferentes formas que adopta la curva
en todo el rango de vencimientos. Ademéas su especificacion

N

2D, - ¢
n-m-lg v,

I--O

(7
N
1l
Qoo

Q
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(interés y pago de cupones continuos) es muy util desde el punto
de vista teérico dado que no solo anula la existencia de cupdn
corrido, sino que permite calcular facilmente los tipos forward
(instantaneo y medio) y los tipos cupén-cero a partir de la funcion
de descuento D(t).

Sin embargo, la principal critica que se le formula es que las
curvas de tipos forward que se obtienen presentan picos, derivados
de la utilizacion de splines cuadraticos. Estos generan curvas de
tipos forward continuas pero no necesariamente derivables.
McCulloch (1971) reconoce y asume este problema, que se
soluciona aumentando el grado de las funciones splines utilizadas.
De este modo, en un nuevo trabajo de 1975 utiliza splines cubicos
para corregir este problema. Las funciones utilizadas se definen de
la siguiente manera:

i 3
It_ Y. 4 fted,
g (t)—l 2 6d,
=1
1 | @t , 0
g = t3d
2
f & o
IO OEIEdj_l
t- 3
:( Jl) 1 dj-l EtEdJ
.{ GhJ_1
: 6 2 6h,
i i i )
|(dj+l '1)§ﬁdj+l dj dj.l+t dj+1% te dj+1
6 2 5

siendo hj=dj+l-dj.

=2, ...

, m-1
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De forma similar al caso cuadratico se puede representar
graficamente cada funcion como

Grafico 3.5: Forma de las funciones g;(t)

dj'z dj-l dj dj+1 dj+2

salvo g,(t) que representa la funcién identidad y es por tanto la
recta bisectriz del primer cuadrante. Igual que en el caso anterior
las diferentes representaciones de las funciones se obtienen
evaluando los nodos para las diferentes j, por lo que, por ejemplo
g.(t) se expresa s6lo en los segmentos C y D, mientras que g,(t)
gueda definida en todos.

En este caso los diferentes subintervalos dj se calculan de
forma similar que en el caso cuadratico, pero tomando como
denominador m-2, ya que ahora las ecuaciones son de grado
cubico. De este modo se tiene, igual que en el spline cuadratico:
d=t;+qj(ti.s- i), siendo, en este caso, i la parte entera de: 09/ (., y
=" mpIn-i..

Parece ser, por los estudios realizados, que el empleo de
splines cubicos dota de suavidad a la curva de tipos forward pero
se siguen observando pendientes muy acusadas en el tramo final
de la misma, obteniéndose en ocasiones tipos forward negativos>4.
Para Deacon y Derry (1994) el problema reside en que esta
especificacion es demasiado flexible, tanto que no restringe que la

54 \/gase Shea (1985) o Nufiez (1995).
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funcion de descuento no sea creciente, por lo que los tipos forward
pueden llegar a ser negativos.

Esta nueva especificacion no ha estado exentas de criticas. Por
un lado, Shea (1985) considera que la eleccién de las bases no es
apropiada ya que puede generar una matriz de regresores casi
perfectamente colineal que genere resultados poco precisos;
Steeley (1991) también comenta este inconveniente y considera
que las imprecisiones surgen por la resta de grandes numeros
derivados de la utilizacion de bases de potencias truncadas.
Ademas, Shea (1985) demuestra que las restricciones implicitas en
el modelo de McCulloch (1975) no restringen que la funcion de
descuento tenga pendiente negativa, por lo que los tipos forward
generados a partir de ésta pueden tomar valores negativos. Por
otro, Fong y Vasicek (1982) critican que los polinomios ofrecen un
ajuste local pobre ya que no se tienden sobre la funcion de
descuento sino que ondean sobre la misma produciendo tipos
forward altamente inestables.

Por ultimo, hay que destacar que, a pesar de estas deficiencias,
el modelo goza de gran reconocimiento por parte de otros
investigadores debido a que su aplicacion es sencilla y los
resultados que obtiene son bastante aceptables a corto y medio
plazo, por lo que los tipos spot estimados por este método se
toman normalmente como materia prima valida en otras
investigaciones; Nelson y Schaefer (1983) y Elton et al. (1990)
entre otros han empleado estos datos%>. En concreto, Waggoner
(1997) opina que el modelo de McCulloch(1975) es una buena
opcion si lo que se busca es un método rapido y facil de usar.

3.4.2 Schaefer (1981)

55 McCulloch ofrece sus datos para el periodo 1947-1991 y vencimientos entre 1 mes
y 40 afios en http://ecolan.sbs.ohio-state.edu/mccull.html. Véase Kwon y McCulloch (1993).
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Schaefer, de forma similar a McCulloch (1971, 1975), propone

que la funcién de descuento, D(t), sea aproximada por una
combinacion lineal de m+1 funciones g;(t):

D(t):éoajgj(t).
=
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Para Schaefer (1981) es fundamental que la eleccion de las
funciones g;(t) se haga de tal modo que la funcion de descuento
estimada mantenga sus propiedades econémicas. De este modo,
para evitar tipos forward negativos, la funcion de descuento debe
ser positiva y monétona decreciente.

Schaefer (1981), siguiendo las sugerencias de Hodges (1967) y
Phillips y Taylor (1970) sobre la aproximacion de funciones
convexas, considera que las combinaciones no negativas de las
siguientes funciones obtenidas de los polinomios de Bernstein
aproximan cualquier funcion monoétona decreciente con una
precisién arbitraria:

i a8 JoxIT
6,00=0,00= 8 (-0 S

j=1,...m;

donde xI [0,1] 56 y g,(x)=1. Para garantizar que D(0)=1y D(1)3 0,
anade dos restricciones a la ya existente, a0 " j:

a,=1 y aa;g;(1)30,
j=0

La representacion gréfica (Grafico 3.6) de las funciones
empleadas no es tan sencilla como en el caso anterior ya que su
valor depende del numero de éstas. Por ejemplo, para el caso de
m=3 se tienen las siguientes formas para j=1,2,3 a la que se
afade gy(x)=1.

Grafico 3.6: Forma de las funciones g;(x)

56 schaefer (1981) no especifica qué cambio de variable emplea.
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g2

En caso de que m sea mayor la forma de las funciones g,(x) y
On(X) es similar a las presentadas, esto es a g,(x) y 0s(X),
respectivamente; y las funciones gj(x) con j=2,...,m-1 son similares,
variando su curvatura, a la funcion g,(x) del gréafico anterior.

Para Schaefer (1981) el uso de este tipo de funciones basadas
en los polinomios de Bernstein tienen una ventaja respecto a la
aproximacion polindmica tradicional. Si bien ambos métodos
tienen errores similares en la aproximacion en niveles, las
funciones que propone ofrecen ajustes considerablemente mejores
de las derivadas que los polinomios comunes. Esta caracteristica
cuando se trata de la aproximacién de la funcidn de descuento es
fundamental, ya que los tipos forward dependen de la primera
derivada de ésta.

Ademas, las restricciones impuestas aseguran que la curva de
tipos forward nunca sea negativa, ya que ni la funcion de
descuento lo es ni su primera derivada puede ser positiva. Sin
embargo, estas restricciones no garantizan la estabilidad de la
curva de tipos forward que pueden presentar, como Shea (1984)
advierte, cambios muy acusados en su tramo a largo.
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Para terminar de especificar el modelo es necesario determinar m,
es decir, cuantas funciones de aproximacion se van a emplear.
Schaefer (1981), al contrario que McCulloch (1971, 1975) no
determina el numero de funciones a aproximar teniendo en
cuenta las observaciones disponibles. Realiza una serie de pruebas
y considera que es mas arriesgado tomar m demasiado bajo que
tomarlo demasiado alto, por lo que decide tomar m=10 para
muestras con vencimiento méaximo de veinticinco afios.

Este modelo no ha sido tan profusamente estudiado como el
de McCulloch (1975), a pesar de que, aparentemente, debido a las
restricciones que impone sobre la funcién de descuento puede
generar mejores resultados. Quizas el motivo radique en que
Schaefer (1981) da mas importancia al tratamiento de la carga
impositiva sobre los cupones y ganancias de capital obtenidas de
las inversiones en bonos que al propio modelo en si mismo.

3.4.3. Fong y Vasicek (1982)

La principal aportacion del trabajo de Fong y Vasicek (1982)
es la utilizacion indirecta de splines exponenciales en la
modelizacién de la funcion de descuento que, en teoria, deben
aportar un ajuste mas preciso de la misma.

La base de su propuesta es que la funcién de descuento
presenta un decrecimiento aproximadamente exponencial, por
tanto puede ajustarse mejor a través de funciones exponenciales
gue con polinomios®’. Sin embargo, para no perder la linealidad>8
del modelo no trabajan directamente sobre D(t) sino sobre una
nueva funcién, G(x), obtenida de la anterior; que ajustan a través
de splines polinémicos cubicos.

57 Shea (1985) no esta de acuerdo ya que considera que un spline polindbmico esta
capacitado para imitar una funcién exponencial.

58 En realidad, como se vera mas adelante, no logran que el modelo sea lineal.
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Proponen la siguiente transformacion: t =-a*In(1-x), 0 £ x £ 1;
siendo a una constante, por lo tanto G(x) queda definida como:
G(x)° D(t)=D(-a*In(1-x)).

G(x) cumple las siguientes propiedades, derivadas de las
caracteristicas de la funcién de descuento: esta definida en el
intervalo [0,1], es una funcion monétona decreciente con G(0)=1
(equivalente a D(0)=1) y G(1)=0 (equivalente a !(i@TD(t):O, un

pago infinitamente lejano carece de valor).

Dado que D(t) es aproximadamente exponencial: D(t)»e?, G(X)
tiene forma aproximadamente potencial. Como

D()° G(X)® G(x) » expgn(l- x)%g y ademas se tiene que x=1-¢
entonces:

InG(x)zgln(l- X) © G(x)» (1- x)%4

Con esta transformacion del argumento consiguen una
funcién, G(x), equivalente a la funcion de descuento, D(t), que
debido a su forma potencial, es mas adecuada para ajustar por
medio de splines polinébmicos.

El modelo queda definido inicialmente por la siguiente
ecuacion que incorpora un ajuste para recoger el efecto impositivo
y la posibilidad de cancelacion anticipada.

T
P=3 D(t)Q, - K,-W +e;i=1,..n.
] a, it ] | |

t=s

Siendo K; la disminucién en el precio del titulo i debida al
efecto impositivo que proponen sea proporcional al rendimiento
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actual (TIR), R;, del titulo; quedando representada a través de la
siguiente expresion:
¢ dP

=b
P, dR

y W; la disminucion en el precio del titulo i debida a la
amortizacion anticipada. Este fendmeno se recoge a través de una
variable dummy, I;,, que toma valor nulo en los titulos que no

presentan esta caracteristica: W,=b,,..l,.

Otra de las caracteristicas del modelo es que se incluye un
tratamiento especifico para evitar la heteroscedasticidad. Parten
de la idea de que el modelo debe ser homocedéastico en los
rendimientos, por ello definen la varianza de los residuos como:

.2
Ele?|=s ?v,, donde v, = &‘ﬁg :
dR g

Para la determinacion de G(x) definen una base formada por
un conjunto de funciones polindmicas, gj(x), a partir de la cual se

construye G(x) como combinacion lineal de las mismas:
G(x)=a b,g;(x);0£ x£1.
j=1

El modelo anterior queda, entonces, como sigue:

I ‘r)'n -a Ci dFl) -
R :SgelQitbjgj(l- e )- leEd_R- Dol +€51=1,...,n.



140  ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES PROPUESTAS ALTERNATIVAS

Siendo por tanto el modelo lineal en las b’s, pero no lineal en
general debido al pardmetro a. Por tanto, la estimacion de los
coeficientes, b;, esta condicionada por el valor de a que minimice
la suma de los cuadrados de los errores de la estimacion. Este
parametro debe estimarse conjuntamente con los otros
parametros del modelo y representa el tipo forward instantaneo a
muy largo plazo. Esta interpretaciéon surge al quedar recogidas las
propiedades asintoticas del modelo a través del desarrollo de
Taylor de primer orden de G(x) en torno a la unidad: G(x)=-
G’(1)(1-x)+0(1-x); como D(1)=G(x), se tiene D()=-G'(1)e?' vy
entonces si G’(1)* O:

D (1)

D(t) '
que es el tipo forward instantaneo.

Fong y Vasicek (1982) consideran que deben emplearse
splines polinbmicos cubicos pero no especifican su forma. La
utilizaciéon de éstos en el ajuste de la funcién G(x) da lugar a que
indirectamente se haya aproximado D(t) por medio de splines
exponenciales de tercer orden: D(t)=a, +a,e ™ +a,e® +a,e™.

Aconsejan depurar la muestra, excluyendo las observaciones
anémalas ya que los métodos de minimos cuadrados son
altamente sensibles a la existencia de datos erréneos. Por lo que,
en su supuesto analisis empirico, eliminan de la muestra aquellas
observaciones cuyos residuos superan cuatro veces la desviacion
tipica.

El modelo, segun sus autores, presenta propiedades
asintOticas deseables para los vencimientos largos, muestra
suficiente flexibilidad de ajuste a la gran variedad de formas que
puede presentar la estructura temporal y robustez suficiente para
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producir curvas de tipos forward estables. Fongy Vasicek (1982)
aseguran que su modelo obtiene resultados empiricos
satisfactorios, aunque no aportan informacion sobre los mismos ni
los datos empleados.

El trabajo de Fong y Vasicek (1982), a pesar de su importante
aportacion a la modelizacion de la estructura temporal, ha sido
duramente criticado por otros investigadores debido a la ausencia
de analisis empiricos que corroboren sus afirmaciones y a la falta
de transparencia en determinados aspectos de su metodologia
(determinacion de la base, etc.). Shea (1985) es el que mas
profundamente ha estudiado este trabajo y el que formula las
criticas méas duras.

Shea (1985) demuestra, a través de analisis tedricos vy
empiricos%®, que ninguna de las dos ventajas principales que Fong
y Vasicek (1982) anunciaban sobre su modelo se cumplen en la
realidad. Ni se evita el uso de estimaciones no lineales, dado que
G(x) es no lineal en a; ni el modelo presenta las esperadas
propiedades asintoticas que mejoran la estimacién de la estructura
temporal.

Principalmente, las criticas se centran en cuatro aspectos: en
primer lugar, la transformacion del argumento no es acertada ya
que frecuentemente condiciona de tal modo los datos que las
aproximaciones obtenidas carecen de confianza. Para valores de a
pequerios, los valores de x observados pueden llegar a estar tan
agrupados que gran parte del intervalo [0,1] puede estar vacio,
conduciendo a tipos forward asintéticos inestables e irreales.
Ademas, el mal condicionamiento de los datos, hace que
dificilmente se pueda obligar a la solucién proporcionada por la
estimacion no lineal a converger. A este respecto, Deacon y Derry

59 Determina las diferentes funciones g;(x) a través de B-splines.



142  ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES PROPUESTAS ALTERNATIVAS

(1994) consideran que este resultado puede estar causado porque
Shea (1985) elige los nodos de los subintervalos siguiendo la
metodologia de McCulloch (1975).

En segundo lugar, G(x) no suele ser lineal. De hecho si Fong y
Vasicek (1982) realmente hubieran creido que la funcion de
descuento presentaba un decrecimiento exponencial no hubieran
utilizado en la aproximacion de G(x) splines polinomiales sino un
polinomio simple. La utilizacion de splines les permitia que la
funcion de descuento se desviase de ese comportamiento tan
estricto. En efecto, Shea (1985) encontrd, que en la préctica, rara
vez G(x) era lineal o aproximadamente lineal; por tanto la
utilizacion de splines exponenciales no es estrictamente necesaria.

Por otro lado, la restriccion asintotica impuesta no es de gran
ayuda, en la practica no se derivan tipos forward tan estables como
supone la teoria, ya que la misma solo afecta a vencimientos mas
lejanos que los observados y tiene poca influencia sobre la forma o
nivel de otros vencimientos. Y por ultimo, si bien el modelo
parece apropiado para capturar la forma de la funcién de
descuento cuando ésta sigue un decrecimiento exponencial real, la
estimacién del mismo esta condicionada a la eleccion de un nivel
para los tipos forward (a). Por ello, para que este modelo pueda
considerarse una técnica generalmente factible, podria ser
necesario establecer restricciones sobre los niveles de la curva a
aproximar.

Contreras y Navarro (1993) aplican este modelo al Mercado
Espafiol de Deuda Publica Anotada modificando algunos aspectos
con el fin de adaptarlo a las peculiaridades de este mercado.
Consideran solo la existencia de un unico nodo interior en t=tg ,
expresan G(x) como: G(x)=(1-x)+b,g,(x)+b,g,(X)+bs0;(x) y definen
cada una de las funciones de la combinacion como splines
polinémicos cubicos que toman la siguiente forma:
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g.(X)=-x+x% O0EXELl

g (X)_"[(XS- 3%5 - 1)x+ 3%, X7; 0L XE1- %
=]
i - X5 +(x5 - x+x%; 1- e £x£1
g(X)_T(-X3+3X§)X-3xox2+x3; 0EXEL- e
=]
’ 1(1- X)x5; 1-e® £x£1

Para determinar totalmente el modelo modifican la
especificacion de la variable que recoge el efecto fiscal, K, para
acomodar los datos a las diferencias existentes entre las Letras y
los Bonos y Obligaciones debidas a la retencién y eliminan la
variable dummy que recoge el efecto de la amortizaciéon
anticipada. De este modo, K;, toma, en el caso de las Letras, valor
nulo y para los bonos y obligacioness!:

K=c¢(1+TIR )-%655 (1+TIR ) (D

=1

Como resultado el modelo modificado queda como sigue:

T T T T
P= é Ci(1+x,)+b,a ¢, 0:(x,)+h,a €. 9,( %, )+hsa C,9:(X; )- b,K, +e

t=s t=s t=5 t=s

Partiendo de la especificacion propuesta por Contreras y
Navarro (1993), ya que se desconoce la empleada por Fong y

60 |_as Letras no soportan retencién y los Bonos y Obligaciones soportan sélo en el
caso de que el tenedor sea residente.

61 Representando s el nimero de dias hasta el pago del primer cupéon y p el
nimero de pagos de cupon que genera el titulo.
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Vasicek (1982), podemos representar graficamente la forma
aproximada de las funciones (Gréfico 3.7).

Grafico 3.7: Forma de las funciones gj(x)

03

ol ,

01

Cabe destacar que la forma de g,(x) no depende de la eleccion
de a ni t, mientras que las funciones g,(x) y 0s(X)
disminuyen/aumentan su curvatura cuando disminuye/aumenta a
0 t,.

3.4.4. Carleton, Chambers y Waldman (1984)

Proponen que inicialmente la estimacion de la ETTI se realice
a través de un polinomio, aunque reconocen que las caracteristicas
de los mismos hacen que no sean capaces de ajustar correctamente
ambos extremos de la curva. Observan que el problema principal
no esta en el uso de éstos sino en el método de estimacion
utilizado y en no tener en cuenta la existencia de
heteroscedasticidad relacionada con el plazo hasta el vencimiento
o hacerlo de modo general. Asi, pretenden aproximar
directamente los tipos spot a través de un polinomio de grado k-1:
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k .
h(t)=&ajt"".

=1

Tenemos, entonces, que la funcién de descuento se aproxima
a través de una funcién exponencial:

L0
D(t) =expa aajt’H,

j=1

D3 D~

por lo que la ecuaciéon de regresion queda de la siguiente manera:

k .
- & ajt!

I &
P = éQite T te.
t=s

El objetivo de esta primera regresion es determinar cual es la
longitud mas apropiada que debe tener el polinomio de
aproximacion y comprobar si el procedimiento propuesto que
emplea minimos cuadrados no lineales es adecuado para estimar
la estructura temporal de tipos en todo su rango. Para ello, hacen
variar el grado del polinomio entre uno y cinco, mostrando el
analisis de los residuos que la mayoria de las variaciones en los
precios pueden explicarse por medio de un polinomio de tercer
grado. Obtienen, asi, valores razonables de los tipos forwards en
todo el rango de estudio, excepto en el largo plazo donde se
observa un comportamiento erratico, derivado presumiblemente
de la poca informacién disponible en este tramo del intervalo.

Por otro lado, el analisis de los residuos pone de manifiesto,
principalmente, la existencia de heteroscedasticidad relacionada
con el vencimiento y suponen, al igual que McCulloch (1971) y
Carleton y Cooper (1975), que ésta puede ser debida a la
existencia de un diferencial entre el precio de oferta y de
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demanda. Diferencial que es mas acusado en los titulos con
vencimientos a mas largo plazo, por lo que cualquiera de estas dos
variables, spread o vencimiento, puede emplearse para corregir la
heteroscedasticidad.

Por otro lado, observan que el polinomio tiende a ignorar la
forma que toma la curva en el corto plazo y un incremento del
grado del polinomio no parece mejorar la situacién sino en el
tramo a largo; concluyendo que la aparente incapacidad de los
polinomios para ajustar simultdneamente ambos extremos de la
curva se debe a la existencia de heteroscedasticidad, que no puede
corregirse de modo general sino que debe examinarse
individualmente en cada una de las muestras.

En consecuencia, incluyen un tratamiento para la
heteroscedasticidad, s*@)=s?*Z)‘, y realizan una estimacion
méximo verosimil del modelo, siendo la funcion log-verosimil
resultante a maximizar:

=~
N

2 1) 1 N_ 4€ & 2l
L(P,Q,/as ,dk)=--a(dlogZ)- —aZ " "eR- aQe™
2iz1 25 i1 g tss )

siendo a=(a,,...,.a, )" .

En esta ocasion, los tests realizados revelan que un polinomio
de aproximacion de grado 6 parece ser el mas indicado.

Carleton, Chambers y Waldman (1984) concluyen que el uso
de polinomios para aproximar la ETTI no da buenos resultados si
se usan regresiones minimo cuadradas; por el contrario, el uso de
estimacién maximo verosimil parece solucionar los problemas
detectados en la primera. Por otro lado, reconocen que la
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desventaja de su método es la complejidad de célculo e
implantacién que lleva implicita al no ser el modelo lineal.

3.4.5. Shea (1984)

Shea analiza en profundidad los inconvenientes de la
utilizacion de splines tanto polindmicos [McCulloch (1971, 1975)]
como exponenciales [Fong y Vasicek (1982)] en la modelizacion
de la estructura temporal y propone una metodologia alternativa
que, si bien supone la estimacion de un mayor numero de
parametros para obtener resultados similares, permite incorporar
méas facilmente las restricciones que sean necesarias para la
obtencion de una buena estimacién de la estructura temporal.

La idea fundamental de su desarrollo es que si bien el spline a
utilizar necesita de restricciones para poder obtener la
identificacion de los parametros, éstas pueden no ser apropiadas
para la aproximacion de la funcién estudiada. La formulacion de
estas restricciones, de modo que se tenga en cuenta la funcién a
aproximar, es méas sencilla de establecer utilizando un modelo de
minimos cuadrados con polinomios cubicos a trozos restringidos
que utilizando directamente la metodologia de los splines.

Lo que motivé su estudio fue la observacion empirica de que
muchos modelos tenian problemas en el tramo a mas largo plazo
de la curva, de modo que la funcién de descuento no conservaba
su forma decreciente sino que tomaba pendiente positiva; esto
daba lugar a tipos forward en el largo plazo altamente inestables
con valores incluso negativos.

La propuesta de Shea (1984) consiste en utilizar la técnica de
estimacién de minimos cuadrados definiendo los polinomios de
aproximacion en cada subintervalo en el que divide el intervalo
total de estudio, [0,T,]. Ademéas establece una serie de
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restricciones sobre el comportamiento de los mismos (basicamente
las condiciones que debe cumplir toda funcién spline) y que el
grado de estos polinomios sea cubico.

De forma similar a McCulloch (1975)62 escoge k-1 nodos
dentro del intervalo para determinar los k-2 subintervalos.
Teniendo en cuenta esto y el grado de los polinomios de
aproximacion el numero inicial de parametros es 4k-8. De este
modo obtenemos la matriz de las variables independientes X que
queda definida como sigue: X=Diag(M,, ..., M,,), siendo M; la
matriz de rango n; x 4 63 que recoge las observaciones presentes en
el subintervalo j:

. 5 3
gl- tlj tij tij lﬁl

_é ) .U
M; =g : Y
& 2 3 U

Si definimos la variable dependiente como Y;=D(t;)-1,
entonces la ecuacion de regresion para el titulo i en el subintervalo
j toma la siguiente forma:

— 2 3.0 -
Y; —blj +b2jtij +b3jtij +b4jtij ;" i=1...0n; =1, k-2 .

Por otro lado, establece como restricciones que el valor de las
funciones de aproximacién y sus primeras y segundas derivadas en

62 Sigue la metodologia de McCulloch (1975) tanto para determinar el niUmero de
nodos como su localizacion.

63 n; representa el nimero de titulos con vencimiento dentro del subintervalo
(djidj+1) .
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los nodos o extremos de los subintervalos sean iguales. Esto queda
recogido en las tres ecuaciones siguientes:

3
dj+l

+b, .d?> +b

3,j+1 j+1 4,j+1

+b

2,j+1

b, +b,,d,,, +b,d2, +b, d%, =b d

2,j 2 j+1 3,j )+ j+1 T M1 j+1 j+1

b2,J' + 2b3,jdj+1 +3b4,jdj2+l = b2,j+l + 2b3,j+1dj+l +3b4,j+ld'2

j+1

2b,, +6b, d,,, = 2b, ,, +6b, .d

4,j 7 j+1 3,j+1 4,j+17 j+1°

Ademas, para garantizar que D(0)=1, b,;=0; esto hace un total
de 3(k-3)+1 restricciones. Podremos aplicar minimos cuadrados
sobre este sistema cuando el numero de observaciones, N, sea
superior a k (parametros - restricciones). EI modelo queda:

Minimizar u en Y=Xb+u,
sujeto a: Rb=0.
Siendo:  Y=[Y,,Y,,....Y,l',
D:[D;abg’--wbg]t con Dj:[blj’ by, bs;, l_)gj]t,
U=[uy, U,..., U],
R:[Ro,Rl;RZaRS]t-

R, representa cada restriccion anterior, asi tenemos:

&€ & 0 0 u
e u
<0 - . 0 -
Para i=0,1,2 R :g & & 3
é a
é 0 0 0 = e_k_2| ek ZJQ

e =(1,d;,df ,d)
donde: e;, =(0,1,2d; 3d{)
%:(0101216dj)
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Para i=3 R3=(1,O,O,...,O).

Asi, el estimador restringido es:
b = b +(X X ) RR(X X ) *R| '[RB].

R

Este método es totalmente equivalente a los métodos que
emplean funciones splines. Es posible probar que los estimadores
de ambos son transformaciones lineales equivalentes del vector de
variables dependientes Y. La existencia de esta relacion lineal
entre los pardmetros de ambos modelos hace que cualquier
restriccion lineal impuesta a la aproximacion en uno de ellos se
pueda transformar facilmente en restricciones sobre el otro. Por
otro lado, la estructura diagonal de la matriz de regresores del
modelo de Shea (1984) nos muestra que los splines son
expresiones mas parsimoniosas que los polinomios a trozos;
debido a esto, mientras que el modelo de Shea (1984) requiere la
estimacion de 4k-8 parametros el de McCulloch (1975), por
ejemplo, s6lo requiere la estimacion de k parametros.

Shea (1984) realiza anélisis comparativos entre su propuesta y
la de McCulloch (1975)%4 sobre una muestra de titulos cupdn-cero
negociados en el mercado japonés. Apoyandose en los resultados
obtenidos y en los de otros autores [Rose y Schworm (1980) y
Jordan (1981)] concluye que la obtencion de estimaciones
negativas de tipos de interés no son propias de un modelo ni de
determinados datos o0 comportamientos anormales en los
vencimientos a largo plazo.

64 No tiene en cuenta la modificacion referente al efecto impositivo.
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Propone como solucidn utilizar restricciones que impongan
comportamientos adicionales sobre la aproximacién por splines.
Estas restricciones pueden hacerse en muchos sentidos. Por un
lado se puede variar la flexibilidad de la aproximacion variando
bien el grado de las funciones base (esta modificacion afecta tanto
al ajuste como a la continuidad de las derivadas de las funciones,
por lo que no es apropiada para los modelos de equilibrio de la
estructura temporal) o bien el nimero de nodos o su localizacion
(esto ultimo suele empeorar la bondad del ajuste). Por otro, se
pueden disefiar restricciones adicionales que disminuyan el grado
de dependencia local de la aproximacion sobre datos en una zona
de comportamiento andémalo. Un resultado satisfactorio, a
menudo, se obtiene al establecer que la primera derivada de la
funcion de descuento en diferentes fechas mantengan
proporciones fijas. En concreto, establece que la primera derivada
de la curva en el ultimo nodo sea la mitad del valor que toma en el
nodo anterior.

Shea (1984) defiende su metodologia alegando que todas las
variaciones sobre las restricciones se hacen ad hoc, por tanto es
muy importante que el método utilizado en la estimacién nos
permita cambiar facilmente tanto las propiedades locales de la
aproximacion como las que afectan a todo el intervalo; es decir,
que nos facilite afadir nuevas restricciones. EI método propuesto
por Shea (1984) es, en este sentido, apropiado porque permite
imponer las mismas simplemente afiadiendo o suprimiendo filas
de la matriz de restricciones.

Deacon y Derry (1994) critican este tipo de ajustes (realizados
imponiendo restricciones ad hoc) porque si bien pueden ser
aceptables en el contexto del desarrollo de un modelo de
investigacion desde el punto de vista practico, donde las curvas
deben calcularse en tiempo real, es de una utilidad limitada.
Ademas, en ocasiones, determinados cambios en la curva pueden
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atribuirse a hechos ocurridos en el mercado cuando en realidad se
deben a los cambios impuestos en la especificacion de las
restricciones.

Por ultimo, cabe destacar que Shea (1984) no afiade a su
modelo ninguna correccion a la heteroscedasticidad ya que
considera que la estimacién gana mas en precision localizando de
un modo razonable los nodos, detectando los outliers y eligiendo
restricciones adecuadas que experimentando con la especificacion
del término de error.

3.4.6. Nelson y Siegel (1987)

Para desarrollar su modelo se basan, de forma similar a Echols
y Elliott (1976), en el concepto de tipo forward que motiva la
teoria de las expectativas, sin que los resultados queden
condicionados por el cumplimiento de esta hip6tesis. La base del
modelo es que el tipo forward instantdneo es solucion de una
ecuacion diferencial (o en diferencias, caso discreto) de segundo
orden con dos raices iguales a través de la cual se pueden
aproximar los tipos spots.

En otras palabras, Nelson y Siegel (1987) consideran
razonable suponer que los tipos forward implicitos a cualquier
plazo tienden asintéticamente hacia un cierto nivel, es decir, para
horizontes lejanos los tipos forward suelen ser casi idénticos y esta
condicion sélo se cumple si el tipo forward instantaneo responde a
las caracteristicas anteriores. Cabe destacar que Jain y Livingston
(1982) y Nelson y Siegel (1988) demuestran que la tendencia hacia
una asintota horizontal sélo es apropiada si los tipos forwards son
finitos.
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Inicialmente proponen modelizar los tipos forward como la
soluciéon a una ecuacion diferencial de segundo orden con dos
parametros constantes:

t t

- t -

f(t)=by+b,e" +b, —e "
2

pero los analisis empiricos efectuados revelan que el modelo esta
sobreparametrizado, el modelo tenia problemas de convergencia y
modificaciones en el valor de los parametros no lineales no
variaban el resultado de la aproximacion, por lo que eliminan una
de las constantes®s, t,, tomando tp=t;=t, y definen los tipos
forward instantdneos con vencimiento en t, f(t), a través de la
siguiente ecuacidon, que puede ser vista como una funcién de
Laguerret6 més un término constante:

t

f(t)=b, +b,et +b,

'
|~

t-Fl,_'_
D

siendo t, by, b, y b, los pardmetros a estimar.

El tipo spot o tipo de interés correspondiente a un titulo
cupoén-cero con tiempo hasta el vencimiento t es equivalente al
promedio de todos los tipos forward instantaneost’” vigentes

65 A pesar de esto, Svensson (1994) y Bliss (1996) consideran esa constante
adicional al llevar a cabo analisis empiricos de este modelo.

66 Este tipo de funcion es muy flexible, sin embargo, Hall (1989) y Bhar y Hunt
(1994) [Cfrs. Hunt (19958)] muestran que presenta inconvenientes en su aplicacion
empirica, encontrando que los modelos polinomiales superan los resultados obtenidos
por éstas en la aproximacion de la curva de rendimientos.

67 véase Capitulo 1, p. 12.
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durante el periodo (0,t), por lo que la curva de tipos queda
definida a través de la siguiente ecuacion:

|~

t
h(t) = by +(b, +b,)(1-€ )t;- b, e

Esta especificacion permite a la curva estimada tomar las
diferentes formas que generalmente se observan en la realidad.
Un modo de ver esta flexibilidad de la curva es interpretar los
coeficientes que definen los tipos forward como la fuerza o
incidencia que cada componente temporal (corto, medio y largo
plazo) tiene sobre la curva de tipos forward instantaneos.

Nelson y Siegel (1987) consideran que b, representa la
contribucién del componente a largo plazo, b, la del componente
a corto plazo y b, la del componente a medio plazo. Esto es
sencillo de ver cuando se analizan graficamente (Grafico 3.8) los
componentes de la ecuacion de regresion.

Grafico 3.8: Variables del modelo de Nelson-Siegel
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(I-exp(-H)/t

(1-exp(-t))/t)-exp(-t)

b, al ser una constante mantiene su valor de forma
independiente a las variaciones en la variable tiempo hasta el
vencimiento, t. Por tanto, al contrario que las demas, mantiene su
valor en el largo plazo y por exclusion se considera representativa
de este tramo temporal; de este modo, b, es el valor asintético del
tipo forward. De forma equivalente en la ecuacién de regresion b,
representa el valor asintotico del tipo spot. Este parametro debe
tener, por tanto, signo positivo y oscilar en torno a ciertos valores
gue se consideren acordes con la realidad.

b, (en la expresion del tipo forward) acomparfia®® a e, curva
que decrece muy rapidamente desde el valor uno en t = 0 hasta
cero cuando b, es positivo (presenta un comportamiento
equivalente pero en sentido creciente cuando es negativo). La
suma de éste con el anterior es el tipo forward instantaneo (de
forma equivalente el tipo spot) para un plazo infinitesimalmente
pequefio.

68 En la ecuacion de regresion se corresponde con (1-eY)t!, que tiene un
comportamiento similar.
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b, acompafiad® a t-e’l, funcion concava que crece rapidamente
desde el origen y a partir de su maximo decrece suavemente hasta
tomar valor cero cuando b, es positivo, siendo convexa cuando
este parametro es negativo. b, es el parametro que determina la
existencia o no de un extremo.

Se ha omitido del anélisis anterior el pardmetro t, porque no
afecta a la forma general que toman las curvas sino a la velocidad
de decrecimiento de la pendiente de las mismas. Valores de t
pequefios corresponden a un rapido decrecimiento en los
regresores, por tanto permite ajustar mejor los vencimientos a mas
corto plazo pero no se acomoda tan bien al tramo a largo; por el
contrario valores de t elevados producen un decrecimiento lento
de los regresores que pueden ajustar con mas precision los
vencimientos a largo pero no son capaces de seguir la curvatura
extrema del tramo a corto. En resumen, t representa la tasa a la
que el tipo forward instantdneo se acerca a su nivel asintotico y
debe tomar siempre valores positivos.

Nelson y Siegel (1987) analizaron este modelo en muestras
formadas por titulos cupdn cero. La principal ventaja, segun sus
autores, de este modelo frente a otros que utilizan mas parametros
(como los polinomiales) es que, si bien el ajuste no es tan bueno
como en éstos, tiene una capacidad de prediccion mayor debido a
gue no intenta condicionarse a la forma exacta que se observan en
los datos reales sino que asume una mayor suavidad en esta
relacion. En definitiva, la pérdida de precisiébn es necesaria para
ganar capacidad predictiva.

Destacan, fundamentalmente, dos resultados: por un lado la
escasa relevancia en cuanto a precisibn que aporta el segundo

69 En Ia ecuacion de regresion es [(1-e")t']-e*, que tiene un crecimiento mucho maés
suave y prolongado.
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término de la ecuacién, sobre todo cuando existe una politica
monetaria que tiene como objetivo la estabilidad de los tipos de
interés. Y por otro, que las diferencias observadas son demasiado
grandes para atribuirlas al sesgo del cupdn, por lo que sugieren
que pueden deberse a que la curva estimada converge a su
asintota demasiado rapido.

En relacion a la convergencia de los tipos hacia una asintota
horizontal, habria que sefialar que esta convergencia seria en el
tramo a largo, que no analizan Nelson y Siegel (1987) ya que sélo
toman titulos cupdn-cero a corto plazo, por lo que el resultado
anterior (rapida convergencia) puede indicar un problema grave
en el modelo. Ademas Fisher, Nychka y Zervos (1995) observan al
aplicar este modelo que, a pesar de que éste fuerza a los tipos
forward a que converjan asintoticamente, no se garantiza que los
mismos sean positivos’C. Por otro lado, los resultados indican que
el uso de funciones splines proporciona mejores ajustes que este
modelo.

Se encuadra esta propuesta dentro de los modelos de precios
aunque no parece ser que esa fuese la intencién de los autores al
proponerlo ya que en ningln momento hacen mencién a esta
metodologia que por otro lado puede encontrarse encubierta ya
que sélo consideran titulos cupdn-cero: el empleo de titulos
emitidos al descuento hace indiferente la distincién entre modelos
de precios y rendimientos ya que en éstos la TIR coincide con el
tipo cupdn-cero del plazo correspondiente; sin embargo, cuando
la muestra estd formada por titulos que devengan cupon esta
distincion es fundamental. De hecho la propuesta inicial de
Nelson y Siegel (1987) no es testar la capacidad de ajuste del
modelo sino su capacidad predictiva.

70 En ocasiones el nivel de la asintota se situaba en —10%.
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Por otro lado, el hecho que Svensson (1994), quien realiza una
modificacién del modelo de Nelson y Siegel (1987), proponga un
modelo similar que analiza a través de la metodologia de los
modelos de precios, y Nufez (1995) para el mercado espafiol y
Deacon y Derry (1994) para el mercado del Reino Unido hayan
aplicado este modelo a precios de bonos obteniendo buenos
resultados, puede justificar la inclusion de este modelo en la
metodologia de los modelos de precios.

La contrastacion de este modelo se puede realizar bien a
través de técnicas de estimacion no lineales (minimos cuadrados
no lineales o maxima verosimilitud) o bien empleando
directamente minimos cuadrados ordinarios tal como proponen
Nelson y Siegel (1987). En este ultimo caso, hay que establecer de
forma externa el valor del parametro que afecta a la linealidad del

modelo, t 1.

3.4.7 Steeley (1991)

Steeley (1991) pone de manifiesto los problemas ocasionados
por el empleo de cualquier base de splines para la aproximacion
de la funcién de descuento y siguiendo la propuesta de Shea
(1984) recomienda el uso de los B-splines. Su principal ventaja es,
segun el propio autor, que toman valor cero en gran parte del
intervalo de aproximaciéon, previniendo asi la pérdida de
precision debida a la cancelacién que se observa en otros splines
como los splines polinbmicos cubicos de McCulloch (1975).
También influyen positivamente en la eleccidén de los B-splines las
buenas propiedades de convergencia que presentan.

71 Bruno y Morini (1997) aplican ambos procedimientos para el andlisis de las
curvas de rendimiento en muestras tomadas del Mercado Espafiol de Deuda Publica
Anotada no encontrando gran diferencia entre los resultados obtenidos; sin embargo,
recomiendan el uso de MCO en vez de MCNL.
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De este modo, la funcion de descuento se aproxima a través
de estas funciones y se sustituye la especificacion en la expresion
de valor actual que, afadiendo un término de error, puede
estimarse empleando minimos cuadrados. Esto es, se aproxima la
funcion de descuento, D(t), a través de una combinacion lineal de
m funciones B-splines cubicas:

D(t):é b,B3(1).
j=1

Para definir los B-splines es necesario tomar nodos extras
fuera del intervalo [0,T,]; es decir, es necesario habilitar k nodos
por encima y k nodos por debajo del intervalo, siendo k el grado
del B-spline. De este modo se necesita disponer de la siguiente
secuencia de nodos: d,<d, ., <...<d,<d,<...<d,<d,,;<...<d, . CON
d,=0y d,=T,. Steeley toma como limite superior del intervalo de
estudio un plazo superior al del altimo vencimiento observado, T,,
a pesar que reconoce que las estimaciones méas alla del ultimo
vencimiento, e incluso antes, son poco reales. En concreto
establece el limite de una buena estimacion en 18 afios. En
relacion a los nodos extras, resulta curioso que Steeley (1991)
efectivamente toma nodos fuera del intervalo de estudio, mientras
gue otros autores, por ejemplo Zangari (1997), cuando emplean
B-splines igualan los nodos extras inferiores a d, y los
superiores a d.: d,=d,,=...=d,=0y d,=d,..,=...=d, . =T,.

Por otro lado, aunque comparte la opinién de que es deseable
que las restricciones del modelo se apliquen en base a los tipos
forward, tal como proponen Schaefer (1981) y Shea (1984),
considera altamente peligroso establecer cualquier tipo de
restriccion, salvo que se incluyan ad hoc, ya que la Unica restriccion
natural que puede imponerse es que D(0)=1; que incorpora al
modelo en forma de restriccion lineal para aplicar minimos
cuadrados restringidos.
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Steeley (1991), al contrario que otros autores, no selecciona los
nodos internos a través de la metodologia de McCulloch (1975),
sino que se basa en la practica del mercado que clasifica los titulos
en vencimientos a corto’2, medio y largo, por lo que divide la
muestra en tres subintervalos. Después de diversas
consideraciones empiricas determina los nodos en los
vencimientos a cinco y diez afos, lo que supone, en el caso del
mercado britanico, un reparto equitativo de la muestra entre los
tres subintervalos considerados. En definitiva, estableciendo este
nidmero de nodos y grado cubico, el modelo emplea seis
funciones, por lo que de forma equivalente es necesario estimar
seis parametros.

Este modelo se considera un gran avance en la modelizacion
de la curva de tipos porque, segun Steeley (1991), no obtiene ni
tipos forward negativos ni poco estables, solucionando los
problemas detectados en los modelos propuestos con anterioridad
por otros autores.

3.4.8 Svensson (1994)

A pesar de que Nelson y Siegel (1987) se plantean la escasa
utilidad del segundo término que contiene la ecuacion del modelo
que proponen, Svensson (1994) cree que es necesario no sélo
mantener éste sino afiadir un término adicional que aporte a la
curva mas flexibilidad; para ello, afiade otro paradmetro constante,
to. De este modo, la ecuacion que define el tipo forward

instantaneo es:
t t

t
T t t
f(t)y=b,+b,e" +b, —e" +b,—e 'z,
tl t2

72 Cabe destacar que considera corto plazo aquellos vencimientos inferiores a cinco
afios, aunque observa que en el mercado se consideran como tales los vencimientos
inferiores a siete afos.
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Al igual que en el modelo anterior si integramos esta ecuacion
en el intervalo (0,t) y dividimos por t obtenemos la ecuacién de la
curva de tipos:

ot et Y
h(t):bo"'(bl"'bz)(]-'etl )tTl' bzetl "'bs(é(l'et2 )tTZ' etzl:J
e e

La interpretacion del nuevo parametro b3 es equivalente a la
de by, la Unica diferencia entre ambos es la pendiente de la curva
a la que acompafan, que en el primer caso esta condicionada por
t,. La inclusion de este término adicional permite la existencia de
méas de un extremo, por lo que el modelo puede presentar, a la
vez, un maximo y un minimo. Como contrapartida el problema de
correlacion entre variables, ya preocupante en el modelo de
Nelson y Siegel (1987), se ve amplificado; por otro, cuando t,
toma valores préximos a t, no se pueden estimar los valores de los
parametros.

Otra diferencia respecto a la metodologia de Nelson y Siegel
(1987) es que estima todos los parametros a través de maxima
verosimilitud, aunque considera que también se podria emplear
minimos cuadrados no lineales o el método de los momentos
generalizados.

3.4.9 Hunt (19958B)

Hunt (19958) se centra en la modelizacion de los tipos
forward y propone cuatro modelizaciones alternativas para
seleccionar cual de ellas es mejor empiricamente. Las dos
primeras propuestas constan de cuatro parametros y consisten en
polinomios simples:
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f(t)=by+bit+b,t>+b,t* y f(t)=by+bt+b,t>+b,t*.

Esto es, analiza la especificacion tradicional que emplea un
polinomio cubico y una variacion de la especificacion propuesta
por Adams y Van Deventer (1994) que incluye el término de
cuarto orden.

Para Hunt (19958B) el uso de polinomios tiene una serie de
ventajas practicas, entre las que destaca que la estructura para los
tipos spot derivada de la forward es similar. Esto es facil de
comprobar ya que los tipos spot se calculan como el cociente entre
la integral en el intervalo de los tipos forward y el plazo de
referencia. En términos de tipos cupdén-cero estos dos modelos
guedarian:

h(t)=b,+*/,b1t+bt2+ bt y
h(t)=b,+*/,b1t+,b,t2+ b t*.

La tercera especificacion surge de considerar una funcion de
Laguerre con tres paradmetros: f(t)=b,+b,e’® que supone
modelizar la curva de tipos como:

h(t)= b, +%E—i(eb2‘ - 1) .

Para Hunt (19958) el empleo de funciones de Laguerre tiene
como ventaja principal que permite de forma natural la existencia
de una asintota en los tipos forward. Sin embargo, considera que
la utilizacion de mas de tres parametros hace que el modelo sea
empiricamente intratable, dando lugar a problemas de
multicolinealidad que impiden lograr la convergencia del
estimador maximo - verosimil.

Para finalizar propone el siguiente modelo:



ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES PROPUESTAS ALTERNATIVAS 163

f(t)=bo+bat+b,["/(.p)] P h(t)=bo+b1(",)+b,In(t+1)t*
Y concluye que la especificacion polindmica de cuarto orden
con omision del término cubico es la més adecuada tanto desde la
perspectiva de la curva de tipos cupdn-cero como de la curva de
tipos forward correspondiente. A este mismo resultado llegan
Adams y Van-Deventer (1994).

Para la aplicacion de estas propuestas hay que seguir la
metodologia empleada por Carleton, Chambers y Waldman
(1984) ya que los modelos resultantes son no lineales.

3.5 OTRAS PROPUESTAS DE MODELIZACION

En este apartado se recogen algunas de las propuestas mas
recientes formuladas en torno al estudio de la modelizacién de la
estructura temporal de tipos de interés que por sus peculiaridades
no son directamente clasificables dentro del conjunto de modelos
estudiados anteriormente.

De forma general, podriamos diferenciar los trabajos que se
desarrollaran a continuacién en base a lo que se considera el
centro de atencion de su estudio; asi, por un lado, nos
encontramos con Mastronikola (1991) quien explica la
metodologia empleada por el Banco de Inglaterra que centra su
interés en la obtencién de la curva de rendimientos a la par o
Dahlquist y Svensson (1994) que nos sirven de ejemplo de la
aplicabilidad de los modelos de estimacion de la ETTI al estudio
de su dindmica al emplear la definicion de la estructura temporal
que proponen Longstaff y Schwartz (1992) en su modelo de
equilibrio.

Por otro lado, se tienen los estudios cuyo fin principal no es
proponer nuevas funciones de aproximacién sino una
metodologia diferente para la estimaciéon de los pardmetros. En



164  ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES PROPUESTAS ALTERNATIVAS

este grupo se encuentran Adams y Van Deventer (1994) que son
los primeros en proponer un criterio de eleccion de los
parametros del modelo basado no s6lo en la minimizaciéon de los
errores de estimacion, como se habia hecho hasta ahora, sino que
incorporan un factor que mide la suavidad de la curva forward
resultante. En el mismo sentido, trabajan Fisher, Nychka y Zervos
(1995) o Waggoner (1997) que tratan de mejorar esta
metodologia.

3.5.1 Banco de Inglaterra [Mastronikola (1991)]

El Banco de Inglaterra modeliza la curva de rendimientos a la
par? teniendo en cuenta el efecto impositivo y tomando como
Gnica hipétesis la racionalidad de los inversores que buscan
maximizar su rentabilidad después de impuestos74.

Dado que la TIR depende de dos factores: cupén y tiempo
hasta el vencimiento, lo que debe considerarse es una superficie
de rendimientos en vez de una curva de rendimientos; de tal
modo que la curva de rendimientos a la par es la interseccién de
esta superficie con el plano que se forma al igualar los cupones
con las TIR’s, es decir, el plano donde se sitian todos los bonos
hipotéticos a la par7s. De este modo, con la consideracion de una
superficie de rendimientos, se puede observar tanto la relacion
precio-tiempo como precio-cupon.

En el primer caso, emplean una técnica algo compleja para
ajustar un spline cubico sobre las TIR’s observadas en el mercado.

73 Este concepto es equivalente al de curva de tipos cupdn-cero [véase Capitulo 1].
En el anexo C de Deacon y Derry (1994) se deriva la curva de tipos forward a partir de
esta especificacion.

4 partir de ahora se obviara el tratamiento impositivo que ha sido desarrollado
en el Capitulo 1.

75 véase el Diagrama A en Mastronikola (1991).
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Al contrario que McCulloch (1975) quien define para todo el
intervalo diferentes funciones base que pondera y suma, el Banco
de Inglaterra usa un conjunto de funciones cubicas que ajustan la
curva en cada subintervalo a la vez que restringe que las segundas
derivadas de las funciones adyacentes sean igual al nodo para
conseguir una curva estimada suave. Ademas, se requiere que el
tramo corto de la curva presente pendiente constante, para ello se
obliga a que la segunda derivada tome valor cero, y que el tramo a
largo sea plano, esto es, que su primera y segunda derivadas sean
nulas.

En definitiva, emplean en la modelizacion splines polinbmicos
cubicos definidos en un conjunto de seis nodos fijos’® cuyos
parametros estiman minimizando la suma de los cuadrados de los
residuos en términos de rendimientos a través de métodos no
lineales. Para aplicar el modelo, proceden primero a una
transformacién del argumento de la funciéon tal que: u=1-e®}
donde s es un parametro predeterminado?’, de este modo se
traslada el intervalo de trabajo de [0,¥) a [0,1]. El modelo original
consta de doce parametros a estimar ya que tiene en cuenta el
efecto de los impuestos y otras consideraciones propias de los
titulos britanicos, de los que solo seis se corresponden a la
especificacion de los splines.

Cabe destacar que su metodologia es muy similar a la de Fong
y Vasicek (1982) ya que en realidad emplean un spline
exponencial de tercer orden, pero se termina ajustando la curva a
través de splines polindbmicos cubicos debido a la transformacion
gue realizan sobre el plazo de vencimiento de cada bono.

76 Que establecen en 0, 2, 5, 10, 15 e ¥, con lo que logran intervalos casi
equiespaciados en el intervalo transformado.

77 parece ser gue un valor de 0’1 es adecuado.
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3.5.2 Dahlquist y Svensson (1994)

Estos autores analizan el modelo tedrico de equilibrio de
Longstaff y Schwartz (1992) y el de Nelson y Siegel (1987) para
valorar cual es el méas adecuado desde el punto de vista del analisis
de la politica monetaria. Por tanto, al igual que Svensson (1994) su
objetivo principal no es estimar la curva de tipos y esto hace que la
precision y suavidad exigida sea diferente que en otros estudios.

Dahlquist y Svensson (1994) no analizan el modelo de
equilibrio de Longstaff y Schwartz (1992) que es bastante
complejo, sino que usan la forma funcional propuesta por éstos
sin comprobar si las restricciones teodricas del modelo se cumplen
0 no. Este modelo es muy flexible pero su mejora en el ajuste es
marginal, su célculo es complejo y la convergencia dificil de
obtener, por lo que sOlo se recomienda en caso de que la
estructura temporal que se quiere aproximar tenga formas muy
complejas y el ajuste con cualquier otro modelo sea de mala
calidad.

El modelo de Longstaff y Schwartz (1992) parte de la hipotesis
de que la dinamica de los tipos de interés se puede explicar a
través de los cambios de dos variables de estado: el tipo spot
instantaneo y la volatilidad del mismo. A partir de aqui podemos
derivar la funcion de descuento en equilibrio como solucion de
una ecuacién diferencial en derivadas parciales’. Esta
especificacion permite que el modelo tenga mas de un extremo
local.

La propuesta de Dahlquist y Svensson (1994) nos permite
destacar la estrecha interrelaciéon existente entre los modelos

78 La formulacion es bastante compleja y puede encontrarse en Dahlquist y
Svensson (1994) o en el articulo original de Longstaff y Schwartz (1992).
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estaticos y dinamicos de la estructura temporal, de tal modo que
se podria haber adaptado cualquier otra especificacion dinamica
que incorpore la estimacion de la curva a nuestro estudio.

3.5.3 Adams y Van Deventer (1994)

Estos autores no proponen un modelo en si de aproximacion
de la curva de tipos sino una metodologia alternativa a la
utilizacién en la estimacion de los parametros de la minimizacion
de la suma de los cuadrados de los errores. Se centran en el
estudio de la curva de tipos forward y eligen la funcién que mejor
ajusta en términos de la suavidad lograda por ésta. Para ello,
definen la curva forward mas suave en un intervalo [0,T] como
aquélla que minimiza la funcién objetivo:

2= (s)fas,

donde ’(s) es la segunda derivada de la curva de tipos forward
para un vencimiento s.

Para comprender porqué esta especificacion es una medida
natural de la suavidad podemos expresarla en forma discreta:

z=alr - -1,

Como la segunda derivada mide la variacion en la tasa de
cambio de una curva, cuanto mas cerca esta su valor de cero mas
suave sera la misma. La suavidad también requiere que la segunda
derivada sea pequefia en cada punto del tiempo de todo el
intervalo [0,T]; por tanto deberiamos requerir que la suma o
integral de las desviaciones al cuadrado respecto al cero de las
segundas derivadas sea lo mas pequefia posible. En la préctica la
minimizacién de Z no tiene significado salvo que se integre en un
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modelo de determinacion de la estructura temporal; por lo que en
este ambito, estiman la ETTI modelizando los tipos forward a
través de polinomios y estimando los pardmetros del mismo
minimizando la funcion objetivo:

La minimizaciéon de esta funcion es un intercambio entre
minimizar el primer término que mide la bondad del ajuste y el
segundo que mide la suavidad.

En general, usando esta funcion objetivo, se pueden
determinar los parametros de cualquier forma funcional de modo
que produzca la curva de tipos forward mas suave posible”®
consistente con el modelo y los datos empleados.
Independientemente de esto, Adams y Van Deventer (1994)
consideran que la forma funcional que produce curvas de tipos
forward mas suaves es un polinomio de cuarto grado sin término
cubico ni cuadrético.

3.5.4 Fisher, Nychka y Zervos (1995)

Estos autores proponen una técnica similar a los anteriores,
trabajan directamente sobre los tipos forward que aproximan por
splines que denominan “suavizados” porque llevan incorporados
un castigo por exceso de variabilidad cuya magnitud se controla
por un Unico parametro; de tal modo que un aumento en la
penalizacion reduce el nimero efectivo de parametros del spline.
Asi permiten que sean los datos quienes determinen el nimero
apropiado de pardmetros que definen al spline. En los splines de

79 Desde el punto de vista de la definicion de suavidad proporcionada por estos
autores.
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regresion el comportamiento oscilatorio se reduce disminuyendo
el nimero de nodos y controlando su espaciado; mientras que en
los splines de suavizado la oscilacion se controla a través de la
penalizacion sin reducir el nimero de nodos.

Definen la penalizacién como:

| Qlo (s)ds.

Esta especificacion s6lo se diferencia de la propuesta por
Adams y Van Deventer (1994) por la inclusion de la constante | .
Un inconveniente a tener en cuenta, en ambos métodos, es que la
penalizacién reduce el comportamiento oscilatorio pero también
reduce la precision del ajuste.

Especifican la funcién de aproximacion como un B-spline
cubico definido sobre un conjunto de nodos distribuidos en base a
la distribucion de los vencimientos de los titulos, siendo el nimero
de nodos recomendado la tercera parte del niumero de nodos
empleados en la estimacion. Por ejemplo, para el caso de tres
nodos, el nodo interior se corresponderia con la mediana de los
vencimientos. Y se define la funcion objetivo a minimizar de
forma similar al caso anterior como:

(R- B +1 gl (t)] et

Qo=

i=1

Realizan la aproximacion tanto sobre la funcion de descuento
como sobre el logaritmo de ésta y los tipos forward y encuentran
que trabajando sobre esta Gltima variable se gana en precisiéon y
en fiabilidad.

3.5.5 Waggoner (1997)
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Bliss (1996) estudia el modelo presentado por Fisher, Nychka
y Zervos (1995) y considera que se podrian obtener mejores
resultados si | dependiese del vencimiento, en concreto si | (t)
fuese creciente en t. Waggoner (1997) sigue sus indicaciones y
desarrolla tedrica y empiricamente este modelo especificando una
penalizacion pequefia en el corto plazo y un valor mayor en el
largo, permitiendo, de este modo, que en el tramo a corto exista
la flexibilidad suficiente pero que el largo plazo no presente
movimientos oscilatorios. De forma similar a Fisher, Nychka y
Zervos (1995) la funcion a minimizar es:

a(r-RF+gl (g )

i=1
101 0£tE£1
con | ()=1100 1£t £10.
1100000 t2 10

La dnica dificultad de esta propuesta frente a la de Fisher,
Nychka y Zervos (1995) es que el método es no lineal.



CAPITULO 4:
NUEVAS PROPUESTAS PARA LA MODELIZACION DE
LAETTI
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En este capitulo se analizan tedricamente los modelos expuestos
en el capitulo anterior y se proponen diversas especificaciones
alternativas a éstos que, inicialmente, desde un punto de vista
analitico, pueden generar mejores aproximaciones de la estructura
temporal de tipos de interés.

Para llevar a cabo el anélisis nos centramos en el estudio de los
valores que toman las funciones de descuento y de tipos forward
en los limites del intervalo temporal, como indicativos de la
idoneidad del modelo para cumplir las condiciones que deben
mostrar ambas curvas.

4.1 INTRODUCCION

Para Deacon y Derry (1994) la eleccién de las funciones de
aproximacion es inevitablemente subjetiva, aunque es necesario
cumplir ciertas propiedades esenciales: la funcion de descuento
estimada debe ser positiva, monétona decreciente (para evitar
tipos forward negativos) y su valor en t=0 debe ser: D(0)=1. Esta
subjetividad define lo que mayoritariamente se ha hecho en la
estimacion de la ETTI. La mayoria de autores se han limitado a
proponer diferentes especificaciones matematicas sin tener en
cuenta las caracteristicas que debe cumplir la funcion a aproximar
y el resto de elementos relacionados, especialmente los tipos
forward.

Para Bhar y Chiarella (1996) la suavidad de los tipos forward
es de extrema importancia no sélo por el creciente nimero de
instrumentos financieros basados en éstos, como caps, collars, etc.,
sino también porque tanto la funcién de tipos forward como sus
derivadas son inputs criticos en los modelos dindmicos de la
estructura temporal del tipo de Heath, Jarrow y Morton (1992).
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La mayor parte de los investigadores, amparados en la
flexibilidad que proporcionan los splines, han ido probando con
diferentes especificaciones de los mismos sin que los resultados se
viesen mejorados. De hecho, algunos autores, como Nufiez (1995),
consideran que desde McCulloch (1975) poco se ha hecho por
mejorar la estimacion de la curva de tipos, a pesar de que cada vez
se proponen modelos de mayor complejidad matematico-
econométrica. En general, los métodos presentados no han
proporcionado resultados superiores bien por carecer de
flexibilidad, por implicar supuestos no constrastables o porque no
se obtienen mejores resultados y en cambio suponen la aplicacion
de métodos de estimaciéon complejos y costosos.

Desde nuestro punto de vista, el problema reside,
principalmente, en que la mayoria de modelos se han enunciado
sin tener en cuenta las caracteristicas del problema estudiado. En
este sentido, consideramos que cualquier propuesta de
modelizacion de la curva de tipos ha de tener en cuenta las
condiciones que debe cumplir la funcién de descuento a la vez que
recoger la suavidad de la curva de tipos forward y su
comportamiento asintotico en el largo plazo.

Ademas, es necesario que la forma funcional propuesta sea lo
suficientemente flexible como para minimizar el error de
aproximacion, esto es, recoja con precision los precios negociados
en el mercado y lo suficientemente suave como para poder valorar
plazos no negociados en el mercado, incluso los situados fuera del
limite superior del intervalo.

Se debe, entonces, desde el punto de vista de la funcion de
descuento, buscar una especificacion que logre que:
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D(0)=1, |(i@mD(t) =0 vy D(t,)>D(t,)>...>D(t,) tal que

t<t,<..<t,

Esto es, el valor de un flujo percibido hoy no necesita ser
actualizado, los flujos recibidos en momentos muy lejanos del
tiempo carecen de valor y la funciébn de descuento debe ser
monotona decreciente para evitar la existencia de tipos forward
negativos.

A la vez que, en relacion a los tipos forward se debe lograr
que: f(t)*0 " t 80 y que f(t) tienda asintéticamente a un valor
acotado cuando t® ¥.

Tal y como veremos a continuacion de todos los modelos que
se han propuesto hasta el momento so6lo el de Contreras y Navarro
(1993) cumple de un modo natural las condiciones anteriores.
Mientras que los modelos de Schaefer (1981), Nelson y Siegel
(1987) y Svensson (1994) se comportan del modo adecuado
Unicamente si se cumplen ciertas relaciones entre los parametros.

4.2 ANALISIS DE LOS MODELOS DE RENDIMIENTO

Los modelos de curvas de rendimientos pueden convertirse
facilmente en modelos de precios. Basta con considerar que la
funcién de aproximacién propuesta para la modelizacion de la
TIR se corresponde a la que se debe emplear para la
aproximacion de los tipos cupén-cero.

El analisis previo de estos modelos nos puede ayudar a prever
los resultados que se obtendran en el analisis empirico efectuado
en el siguiente capitulo. En concreto, nos interesa estudiar los
valores que toman tanto la funcién de descuento como la curva de

80 Esta condicion también garantiza que h(t)3 0.
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tipos forward en los casos extremos, esto es para t = 0y cuando
t® ¥.

En el caso del modelo de Cohen, Kramer y Waugh (1966),
h(t)=bg+b,t+b,[Ln(t)]?, la funcion de descuento y la de tipos
forward se definen, respectivamente, como:

D(t)=exp[-(bd+b,t*+b,[Ln(t)]*t)]

f(t)=by+2b,t+b,[2Ln()+[Ln(®)]]

cuyos limites para t® 0 y t® ¥ sonsl:
limD(t)=1
t®0"

i0, b,>0
i
. ib. >0
_.i.O, blzoi 2_
limD(t) =} b, =0y b, >0
:1’ bozbl: 5 =

f¥, otrocaso

por lo que la funcién de descuento toma los valores esperados en
el limite superior dependiendo del valor y relaciones entre los
pardmetros. Teniendo en cuenta que el signo de b, determina de
forma méas o menos directa el signo de la pendiente de la curva de
tipose2, el cumplimiento de !(i@TD(t):O, implica una restriccion

muy fuerte sobre las formas que pueden adoptar las mismas.
En cuanto a los tipos forward, se tiene que:

limf(t)=+¥ y limf(t)=+¥

81 E| caso bo=b1=b>=0 no tiene sentido porque supone la anulacién del modelo y se
expone Unicamente para recoger todas las posibilidades.

82 vganse las Tablas 3.1 y 3.2y laFigura 3.1 [p.82, Capitulo 3].
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En el primer caso, cuando t® 0%, el signo serd positivo o
negativo segun lo sea b,. Y en el segundo, cuando t® ¥, el signo
viene determinado por b, también de forma directa.

En cualquier caso, se observa que los tipos asintéticos a largo
no convergerian y que dado la existencia del logaritmo en la
especificacion de la curva existen problemas en el calculo del tipo
instantaneo.

El modelo de Fisher (1966), h(t)=bg+b,t+b,t>+b,Ln(t), obtiene
resultados idénticos:

D(t)=exp[-(bd+b,t?>+b,t>+b,Ln(t))]
f(t)=by+2b,t+3b,t>+b,[1+Ln(1)]

Y por tanto, de forma similar al caso anterior:

limD(t)=1,
t®0"

i0, b,>0

i ib, >0

fo, b, =0} ib, >0
limD(t) = | 27 "ib,=0f ° ,
®¥ i i ib; =0,b, >0

:1 b,=b,=b,=b;=0
{¥, otrocaso

lim f(t)= +¥
t®0*

limf(t)=+¥

® ¥
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En esta ocasion, la tendencia hacia +¥ viene marcada, cuando
t® 0" de forma inversa por el signo de b, y cuando t® ¥ de forma
directa por el signo de b,.

Si analizamos el modelo de Bradley y Crane (1973), h(t)=
tP2elP*Pt) _ 1 observamos que los resultados no sélo no son

mejores sino que, desde el punto de vista de los tipos forward, el
problema se complica ain mas. Tenemos, por un lado, que la
funcion de descuento toma la forma:

D(t) = exp|- t(t (%0 - 1)

_ i0,b, >0
por lo que: D(0)=1y !(I@TD('[)ZA¥ b £0°
1+,

Esto es, para que se cumplan las propiedades de la funcion de
descuento se tiene que imponer que b,>0. Por otro lado, en
relacion a los tipos forward tenemos:

f(t)=eP""t2(1+bt+b,)- 1

gue da como resultado:

-1 b, >0

:::eb"-l, b2:
limf(t)=1¥, - 1<b, <0
t®0" i b

jb.€e° -1 b,=-

f- ¥, b,<-1
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por lo que, los casos que interesan suponen o bien la anulacion del
parametro b, o establecer su valor en -1. En cuanto al limite
cuando t® ¥, se tiene:

¥, b,>0
-1 b, <0
- _1 _
Lu@rgf(t)__:}.é, b,=0,b, >0
i€®-1, b, =0b,=0
t- 1 b, =0,b, <0

por lo tanto bajo cualquier supuesto, salvo que el modelo quede
finalmente definido como h(t)=e™-1 no se logra la convergencia
en los tipos forward. Ademas, para cumplir las propiedades de la
funcion de descuento b,>0, que no es compatible con la
convergencia de los tipos forward.

Por dltimo, la propuesta de Echols y Elliott (1976),
h(t)= et 2™) _ 1 presenta adn mas dificultades. Para que la
funcion de descuento, D(t) =exp|- t(e®**t*24™) _ 1)| en t=0 valga
la unidad, D(0)=1, es necesario restringir el pardmetro b, de
modo que b,£0, en caso contrario se tiene D(0)=0. También

surgen problemas en el otro extremo del intervalo, donde se
obtienen los siguientes resultados:

i0, b, >0

¥, b, <0
!(i@rQD(t):_i_O, b,=0yb, >0

:1 b,=0yb, =0

1¥,b,=0yb, <0
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Asi, para cumplir las propiedades exigidas a la funcién de
descuento se debe establecer que b,£0 y que b,>0 o0 que b,=0y
b,>0.

En cuanto a la funcion de tipos forward:

f(t) = et Dl ety - bt Y- 1

se tiene:

ie™-1b,=0
f0)=i" )

-1, b,<0
. ie™ -1 b, =0
limf(t)=§ ot
®¥ T¥, b,>0

Por lo que si queremos garantizar la convergencia de los tipos
forward a largo plazo se debe eliminar el parametro b, del modelo
lo que significa, desde el punto de vista de la funcién de
descuento, que b, debe ser positivo.

En definitiva, si bien la modificacion de los modelos de curvas
de rendimiento para su aplicacion en los modelos de precios es
relativamente facil, las caracteristicas de los mismos no parecen ser
las méas adecuadas para el ajuste de la curva de tipos forward ni, en
ocasiones, de la funcién de descuento por lo que, en teoria, no se
puede esperar que estos modelos obtengan resultados
satisfactorios.

4.3 ANALISIS DE LOS MODELOS DE PRECIOS
Se analizan en este apartado el comportamiento en el limite de

la funcién de descuento y la curva de tipos forward en los
diferentes modelos de precios detallados en el capitulo anterior.
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Las funciones empleadas para cada modelo se recogen de forma
expresa, cuando se considera necesario, en el Anexo 3.

Respecto al modelo de McCulloch (1975) el estudio de las
funciones de descuento y de tipos forward en los extremos del
intervalo [0,¥ ) da como resultado, para la funcién de descuento
que:

D(0)=1y
Li@rQD(t) =+¥ , dependiendo directamente del signo de:
m-1
b, +@ b;(d,s-dpy) [1].

j=1

Dado que no se logra la convergencia asintética hacia cero, al
menos seria deseable que la expresion anterior tenga signo
negativo, es decir, tienda hacia -¥, para que la funcién de
descuento no supere la unidad.

Si la ecuacion [1] vale cero, entonces:

: _ Bt (- dpi-d;-dpy)
limb(t) = f’::ll(d,—ﬂ' di,) 5 <0.

En cuanto a los tipos forward se tiene que:
f(0)=-b, y !(i@rgf(t) =0.

Esto obliga a que b,, sea negativo para poder obtener un tipo
forward instantaneo positivo. En cualquier caso la tendencia de la
curva de tipos forward en el limite es hacer su valor cero.

En el modelo de Schaefer (1981) el estudio de los valores en
los extremos se realiza, ante la falta de informacion sobre el
cambio de variable a aplicar, bajo el supuesto de que éste es de
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tipo exponencial, como el propuesto por Fong y Vasicek (1982);
para xI [0,1] y tT [0,¥), x()=1-¢

Para la funcién de descuento se tiene:
D(0)=1

I|mD(t)—I|mG(x(t)) 1+ab a( 1)r+lg
j=1 =0

S |-o:'

cuyo resultado depende del valor de los parametros b;, pero en
ningun caso tiende a +¥, ya que el sumatorio esta acotado.

Y en el caso de la curva forward nos encontramos con:
f(0)=sb,

e
e s(1- X)ab a( 1)'”%
j=1 r=0

U
U
limf(t)=lim& 2 u
t® ¥ x®1e r+135n' belﬂ l:|
u
8

m mj
e 1+ébjé('1) i

2] ji=1 =0 r gltr

limite es cero salvo cuando:

1+ab a( 1)'”% g =0,
o

j=1 r=0

en cuyo caso vale s.
En concreto, a modo de ejemplo, si se toma m=3 se tiene:

. . o1, 1
limD(t) =limG(x) =1- b, - §[bl+b3] y
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I 1 1

1 TN Y R I
imf(={>" 16" 3lbs*bs]=0
fo, otro caso

El anélisis empirico del modelo de Fong y Vasicek (1982) se
ha desarrollado en base a tres modelizaciones diferentes83. Una
de ellas, propone estimar directamente la funcién de descuento a
través de una combinacién de funciones exponenciales:

D(t)=1+bq[e®-1]+Db,[e?*-1]+b,[e3*-1]
Cuyos valores en los limites del intervalo son:
D(0)=1

limD(t) =1-b by b3=00 br+byths=1

En cuanto a los tipos forward, se observan los siguientes
valores:

f(0)=a[b+2b+3b4

_ i3a, b,+b,+b;=1
limf(t)=i
®¥ 10, otro caso

Por lo que, si se consigue que Li@rQD(t) =0, entonces se logra

automaticamente la convergencia de los tipos forward a un nivel
3a.

En la segunda modelizacion analizada se realiza el cambio de
variable exponencial propuesto por Fong y Vasicek (1982), pero se

83 Una explicacion detallada sobre las mismas se encuentra en el Capitulo 5.
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siguen las indicaciones de Shea (1984) en la determinacion de la
funcion a emplear. De este modo, se aproxima la funcion de
descuento transformada, G(x(t)), a través de un polinomio cubico:

D(t)=G(1-e"#)° G(X)=1+b,x+b,x*+b,x3

El valor de la funcion de descuento y tipos forward en los
limites es bastante similar que en el caso anterior. Asi tenemos,
deshaciendo previamente el cambio de variable aplicado:

D(0)=1 !(i@TD(t)=1+b1+b2+b3=O U bi+btbs=-1

. i3a, b,+b,+b,=-1
f(0)=-b,a limf(t)=ji
®¥ 10, otro caso
Igual que cuando se emplea una combinacion de funciones
exponenciales sobre el intervalo original, si se logra que el limite
cuando t® ¥ de D(t) sea 0, se consigue la convergencia de los tipos
forward.

Por ultimo, se estudia la modelizacion que Contreras y
Navarro (1993) proponen del modelo de Fong y Vasicek (1982)
cuando lo estiman en el Mercado Espafiol de Deuda Publica
Anotada.

El estudio de los limites es, a pesar que se emplean splines,
bastante sencillo ya que existe una Unica especificacion
independientemente del niumero de observaciones disponibles y
se define un dnico nodo interior, d. La funcion de descuento
cumple sin restriccioness4 las propiedades buscadas:

DO)=1 y  limD(t)=0

84 Bajo el supuesto que, en el cambio de variable, a es positiva, caracteristica que
debe cumplir ya que representa el tipo a largo plazo.
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Y en cuanto a los tipos forward se tiene que:
f(0)=a[1+b+by(1+3d*-d*)+b,(d*(d-3))] y !g@rg f(t)=a

Por tanto, esta propuesta es, hasta el momento, la Unica que
cumple las condiciones buscadas de un modo natural.

Carleton, Chambers y Waldman (1984) emplean directamente
polinomios para la aproximacion de los tipos spot por lo que cabe
esperar a priori que la curva de tipos forward no converja
asintéticamente en el largo plazo. En el caso que se emplee la
siguiente modelizacion de la funcién de descuento:

D(t) = exp|- (bt +b,t? +b,t3)|

se obtienen los siguientes valores en los limites:

D(0)=1
] iby >0
i i .
.:.0’ -'l-bgzoigzigb o
T | | M2 =Y, Mg
Li@TD(t)z}l, b,=b,=b,=0
'y, otrocaso

|
:
I
T

Por tanto, la convergencia a cero de la funcién de descuento se

logra si el parametro no nulo que acompafa al término de mayor
grado es positivo.

En cuanto a los tipos forward, que se definen como
f(t)=b,+t(2b,+3tbh,), se tiene:
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f(0)=b limf(t)=+¥%
©=b, y  limf(t)

Dependiendo este dltimo directamente del signo del
coeficiente de mayor grado no nulo. Esto es, de b; o de b, en el
caso de que b;=0 o de b, cuando bz==b>=0.

Tal y como adelantamos la utilizacion de polinomios no
permite que los tipos forward a muy largo plazo tiendan
asintéticamente hacia una constante.

El modelo de Shea (1984) no presenta dificultades en el
calculo de sus limites y obtiene resultados muy similares que
McCulloch (1975). En relacion a los valores que toma la funcién
de descuento se tiene:

D(0)=1 vy !J@TD(t) =+¥
Y para los tipos forward se obtienen los siguientes valores:
f(0)=-b, y !(I@Tf(t)ZO.

Por lo que se demuestra que la propuesta de Shea (1984), si
bien soluciona la inestabilidad de los tipos a muy largo plazo, en la
medida que tienden asintéticamente hacia un valor constante, este
valor no es representativo del que deben tomar los tipos en
vencimientos extremos, ni la funcién de descuento en el limite
superior se comporta de forma adecuada.

El modelo de Nelson y Siegel (1987) presenta un
comportamiento en el limite de los tipos forward estable y logra la
convergencia deseada, siempre y cuando el parametro no lineal, |,
sea positivo. En relacion a la funcién de descuento también se
observan valores apropiados, cuando >0, condicién bastante
I6gica si se tiene en cuenta que representa el tipo asintotico al que
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convergen los tipos forward. Se obtienen para ambos casos los
siguientes resultados:

D(0)=1
0, b >0
H _.[ (by+by )t —
limD(t) =1e™"* b, =0
1y, b, <0
f(O):bo+b1

. — -~ >

!J@Tf(t) b,U t>0

Asi, si t=0 se logra la convergencia de los tipos forward en
cuyo caso cabe esperar que el valor de b, sea positivo por lo que
también se consigue que Li@rQD(t) =0.

Steeley (1991) emplea B-splines y obtiene resultados similares
a los presentados por McCulloch (1975) y Shea (1984). Para la
funcion de descuento se obtienen exactamente los mismos
resultados:

D(O)=1 y limD(t) = +¥

Mientras que para el caso de los tipos forward, varia el valor
del tipo instantaneo, f(0), y se mantiene el resultado cuando t® ¥:

(©=_lb-b] vy limf(t)=0

El modelo de Svensson (1994) es muy similar al de Nelson y
Siegel (1987), concretamente es una ampliacién del de estos
autores para tratar de lograr una mayor flexibilidad en la
estimacion de la curva de tipos; por ello, sus resultados y
comportamiento en el limite son muy parecidos. De este modo se
tiene:
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D(0)=1
10, b, >0
- SBRCRTI v P
ayp(t)=ie Do =0
Iy, by <0
f(0)=bg*bs

{g@Tf(t)=boU tyt,>0

Por tanto, vuelve a ser necesario que los tipos forward
presenten un comportamiento asintético hacia un valor razonable
(positivo) para que la funcion de descuento tienda asintéticamente
hacia cero. Para ello basta con que t y t; sean estrictamente
positivos.

Por ultimo, aunque las diferentes propuestas presentadas por
Hunt (1995B) no seran analizadas empiricamente al no proponer
ninguna modelizacion que sea significativamente diferente a las ya
aplicadas, se ha desarrollado el estudio de los valores en los limites
para comprobar si, a priori, estas alternativas pueden ser
apropiadas.

Para el caso de f(t)=b,+bt+Db,t>+b,t* , se tiene que:
D(0)=1
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| i
(=1L
¥
-I-
|
-.-
-.-
-.-
1
(0)=hy,
i
|
!
) bo
[
: _1
!J@Tf(t)-.:.¥
-.-
-.-
-
¥

b,=b,=b,=b,=0

otro caso
b,=b,=b, =0
ib,>0
tb,=0,b,>0
fb,=b,=0,b, >0
ib, <0
tb,=0,b, <0

fb,=b,=0,b, <0
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Como puede observarse, esta propuesta es muy similar a la de
Carleton, Chambers y Waldman (1984), la diferencia radica en que
la aproximacion a través de polinomios cubicos se realiza sobre los
tipos forward [Hunt(1995B)], en vez de sobre los tipos spot
[Carleton, Chambers y Waldman (1984)]. En general, se observa
gue no es posible lograr la convergencia de los tipos forward.
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Por otro lado, la segunda especificacibn propuesta,
f(t)=b,+b.t+b,t>+b,t*, es practicamente idéntica a la anterior y se
obtienen los mismos valores en los limites.

Para f(t)=b,+b,e”, en cambio, los resultados varian
obteniéndose:

D(0)=1
i i i
.I. :b2 >0% bl >0
.I.O, i Tb1:01bo >0
| ! Ib,<0,b, >0
ePP=1 by =b,=0b,>0
.I. h
ie”, b,<0,b,=0
¥, otrocaso
f(0)=b,+b,
ib, b, <0
. |
limf(t)=1b,+b,, b, =0
¥ b, >0

En consecuencia, Unicamente es posible lograr a la vez la
convergencia de la funcion de descuento y un comportamiento
asintotico de los tipos forward cuando b,<0y b,>0 , por lo que
podria ser una buena alternativa a analizar.

Por Gltimo, para f(t)=b,+bt+b,["/,. )], se tienen:
D(0)=1
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1 ib, >0
: :
0, i ib, >0
B b =0p
:|: | Tbo :Obz >0
limD(t)=i1,  by=b,=b,=0
:¥ otro caso
:
I
T
f(0)=by+b,

L'@T f(t) =x¥ , dependiendo directamente del signo de b,.

Por tanto, esta especificacion no es apropiada desde el punto
de vista matematico ya que no cumple las condiciones tedricas que
deben presentar tanto los factores de descuento como los tipos
forward. De este modo, podemos concluir que la Unica alternativa

propuesta por Hunt (1995B) que podria ser interesante analizar es
la tercera.

4.4 DESARROLLO DE NUEVAS PROPUESTAS ALTERNATIVAS

A la vista de los resultados que se acaban de presentar, se
puede afirmar que pocos han sido los modelos que se han
enunciado teniendo en cuenta las caracteristicas del problema
estudiado, a pesar que desde el punto de vista matematico, existen
varias clases de funciones que apropiadamente definidas pueden
presentar estas caracteristicas. Las funciones exponenciales,
racionales y combinaciones de éstas son algunos ejemplos.

4.4.1 Funciones de Laguerre modificadas

Una forma de lograr nuestro objetivo, centrdndonos en la
aproximacion de la funcion de descuento, es emplear una
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modificacién de la funcién de Laguerre que sustituye el polinomio
simple de ésta por un cociente de polinomios. Esto es, se propone
modelizar la funcién de descuento a partir de:

D :& -at
0= a0 ®

Esta especificacion surge de considerar que el tipo forward es
la derivada de una funcién, F(t), que se define como#s:

D'(t)

JORE=

° F'(t)p F(t)=-InD(t)+c

De este modo, para la aproximacibn propuesta,
t) . .
D(t):Me & se tiene que:

q(t)
F(H=a-+In[g()]-In[p(t)]

Y como f(t)=F(t) p f(t):a+% - %
Caqr POT O BOAD e
p(t)a(t) ’
ipf(=a

Por lo que, a representa el nivel asintético de los tipos forward
en el largo plazo; como consecuencia, en lo que sigue se supondra
gue a es siempre positivo.

Para completar la modelizacién de la funcién de descuento es
necesario especificar los polinomios p(t) y q(t). Antes de proponer

85¢ representa la constante de integracion.
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ninguna especificacion concreta podemos comprobar que ya se
cumplen dos de los objetivos perseguidos:

- limD(t)=0

® ¥

- limf(t)=a
t® ¥

Para que D(0)=1 tenemos que restringir que: p(0)q*(0)=1,
esto es que ambos polinomios tengan el mismo término
independiente. Existen multitud de formas de considerar este
cociente de polinomios; la mas sencilla es tomar p()=1 vy
q(t)=1+b,t. De este modo se tiene la siguiente expresion:

1
1+bt

D(t)= e

gue genera la siguiente especificacion para los tipos forward:

f()=a + b,
1+Dbt

Si analizamos ambas funciones en los limites, se tiene:

D(O)=1 limD(t)=0 f(O=a+b, y  limf(t)=a

Por lo que se cumplen, en principio, las condiciones
requeridas. Esta modelizacién, sin embargo, presenta dos
problemas: por un lado, debe restringirse que b, > 0, porque en
caso contrario la funcién de descuento es negativa para algunos
valores de t y alcanza un polo. Esta condicion también garantiza
gue los tipos forward tomen siempre valores positivos. Por otro
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lado, aunque siempre se logra la convergencia en el limite; como
f(0)=a+b,, esta funcion sélo es apropiada para aproximar curvas
decrecientes, ya que es incapaz de representar una forma creciente
sin alcanzar antes valores negativos.

Para tratar de dotar de flexibilidad a esta propuesta es
necesario aumentar el grado de los polinomios del cociente, por
ejemplo, para el caso p(t)=1 y q(t)=1-+b,t+b,t?, se tiene que la
funcion de descuento sigue cumpliendo las propiedades
requeridas. En esta ocasién, una condicion suficiente para que el
polinomio q(t) no se anule es: b,>< 4b, ; asi D(t)=0" t.

La funcién de tipos forward queda definida como:

fih=a + b, +2b,t :
1+Dbt +b,t
por lo que, de nuevo:
f(0)=a+bh, y Li@rgf(t) =a

La convergencia siempre se consigue, pero si ademas:

4b. . ) -
bZ <4b, - —2, los tipos forward seran positivos.
a

De este modo, se puede ir aumentando el grado de ambos
polinomios, p(t) y q(t), para aproximar de forma mas precisa la
funcion de descuento. Sin embargo, el nimero de condiciones que
deben cumplir los pardmetros para garantizar analiticamente que
el modelo no genere ni factores de descuento ni tipos negativos es
cada vez mayor y el modelo se hace intratable.

Por ejemplo, para el caso de que se emplee un cociente de
polinomios de segundo grado: p(t)=a,+a,t+a,t? y q(t)=a,+b,t-+b,t%.
Una condicion suficiente para que éstos no tengan ceros, esto es,
sean siempre positivos 0 en términos de nuestro estudio:
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garantizar la positividad de la funcion de descuento, consiste en
establecer quess: a,>-4a,<0 y b,%-4h,<0. De este modo:
Sia>-4a,<0b pt)t 0" tT IRP D)t 0" tI IR.
Si b%-4ab,<0b qt)t 0" tl IR b D(t)* +¥ " i
IR

Por tanto, este tipo de propuesta, si bien mateméaticamente es
correcta tiene como inconveniente su dificultad de aplicacion, ya
gue el modelo resultante no es lineal y es necesario imponer
demasiadas condiciones a los parametros; al menos en el
desarrollo tedrico, ya que posiblemente en la aplicacién empirica
los pardmetros tomardn de forma natural el signo y valores
adecuados, que seran los acordes con lo observado en el mercado.

El motivo de emplear el producto de una exponencial y un
cociente de polinomios y no tomar Unicamente la aproximacion
racional se debe a que, aunque las funciones racionales son las que
ofrecen mejores resultados cuando la funcién a aproximar tiene
un comportamiento asintdtico y son las mas apropiadas para
reproducir la positividad, monotonia y convexidad de la funcién
original [Spath (1997)], desde el punto de vista del problema
estudiado, dan lugar a que la convergencia de los tipos forward, si
se logra sea en cero.

4.4.2 Funciones exponenciales

Otra forma, menos compleja, de abordar el problema y dado
que los inconvenientes de la especificacion anterior se originan
por el uso del cociente de polinomios, consiste en aproximar la
funcion de descuento a través de una combinacién de funciones
exponenciales. En la medida, en que la funcion de descuento

86 sin pérdida de generalidad consideramos a,=1.
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presenta un decrecimiento exponencial derivado, directamente, de
su especificacion en relacién a los tipos spot, D(t)=e™®, esta
alternativa puede ser bastante buena.

Para ello, por ejemplo, podemos emplear una combinacion
lineal de funciones exponenciales del tipo gi(t)=e'i !, de tal modo
que:

D(t)=a,e'" +ae'! +a,e'?

Para que D(0)=1, hay que modificar esta funcion,
estableciendo a,=1-a;-a,, por lo que:

D(t) —gld +al[e-|1t ) e-lotJ+a2[e-I2t ) e-lgtJ
Asi, para la funcion de descuento, se tiene:
D(0)=1 vy !g@TD(t):O

Y para los tipos forward:
- ot -t - ot
f(t):(l_ a-a,)l e +al, e’ +al,e
(1-a,- a,)e'" +ae' +a,e'?

gue da como resultado?®’:

f(0)=I o(1-a,-a,)+I ;a;,+I ,a, y
limf (t) =Max{l o1 1,1 o}

Esta modelizacidn es bastante més sencilla que la anterior y no
requiere tantas restricciones, aunque sigue manteniéndose la no
linealidad del modelo. Un modo de evitar esto, es emplear, en vez
de directamente una funcion exponencial, una combinacién de

87 Bajo la hipotesis | o, | 1y | , >0.
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potencias truncadas. Esta aproximacion se basa en la definicion de
funcion exponencial como el limite de la siguiente serie:
¥y
x 9 X
e »qa—
= )

Esta modelizacion es similar a la que proponen Rose y
Schworm (1980) y Chan, Mason y Suits (1978)8. El principal
inconveniente es que es necesario truncar la serie en un término
bastante alto para que la aproximacion sea aceptablemente buena.

También se puede abordar el problema proporcionando una
aproximacion para los tipos forward, en vez de trabajar con la
funcion de descuento. Una forma sencilla de representar los tipos
forward es establecer:

f(t)=b, +b,e®?

funcién que converge a una asintota horizontal siempre que ,
sea positivo; en caso contrario los tipos creceran ilimitadamente a
medidaquet® ¥ :

f(0)=bgtbs limf(t)=b,

® ¥

Por otro lado, para la funcion de

descuento, D(t) :expg- byt - %(1 e'bzt)
é 2

, se  obtienen los

[l el Y el

siguientes valores:
D(0)=1 vy Li@rQD(t) =0, siempre que bg b,>0

Este modelo, que se corresponde con los dos primeros
términos del modelo de Nelson y Siegel (1987), presenta tres
inconvenientes: el modelo resultante no es lineal en los
parametros , no permite sino aproximar curvas crecientes o
decrecientes puras, ya que es incapaz de adoptar formas mixtas, y

88 Cfrs. Shea (1984).
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si bien, la restriccion de b, > 0 es bastante natural porque es el
valor hacia donde convergen los tipos forward, la de b, = 0 no lo
es tanto y es absolutamente necesaria para lograr esta
convergencia y la de los factores de descuento hacia cero.

En general, la combinacién de esta funcibn con otra
exponencial o con una racional, para dotar de mayor flexibilidad
al modelo, supone el aumento del numero de restricciones
necesarias para lograr la convergencia.

Asi pues, tal y como se ha visto, la aproximacion directa, tanto
de la funcién de descuento como de la curva de tipos forward, no
es un trabajo sencillo ya que el modelo resultante, en el mejor de
los casos, es no lineal en los parametros (excepto si se emplea la
serie truncada de potencias, en cuyo caso, el inconveniente es el
elevado numero de términos que es necesario tomar para lograr
una buena aproximacion) y, en ocasiones, es necesario establecer
restricciones en el signo de los mismos que pueden ser,
empiricamente, algo forzadas. Por tanto es necesario plantear el
problema de aproximacion de la funcién de descuento desde otra
perspectiva; por ejemplo, trabajando, en vez de en el intervalo
original [0,¥), en algun intervalo finito [a,b]. En los dos apartados
siguientes se utiliza esta técnica del cambio de variable para
generar modelos acordes con el problema estudiado.

4.4.3 Funciones definidas en el intervalo [0,1]

Una manera sencilla de cumplir las propiedades en los limites
de la funcién de descuento sin ningun tipo de restriccion adicional
es emplear algun tipo de funcién, g(x), o combinaciones de éstas,
definidas en un intervalo finito [a,b] que en a valga la unidad:
g(@=1y en b corte el eje de abscisas: g(b)=0.
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De este modo se define D(t)=g(x(t)), con tT [0,¥)y xI [a,b].
Realizando un cambio de variable apropiado, x=x(t), desde
nuestro intervalo, [0,¥), hasta el intervalo [a,b], se consigue que la
funcion de descuento transformada cumpla esas propiedades. Un
intervalo adecuado en el que resulta sencillo definir funciones que
cumplan estas caracteristicas es: [0,1]. Schaefer (1981), Fong vy
Vasicek (1982) y Contreras y Navarro (1993) definen sobre éste
intervalo sus modelos.

Un cambio de variable apropiado para trasladar t T [0,¥)a x 1
[0,1] es establecersge:

x=1-e2 U t=-In(1-x)a™

En cuanto a las funciones que se pueden emplear tenemos que
cualquier funcion del tipo:

g(x)=1-x%, dT IR*\{0}
cumple: g(0)=1vy g(1)=0.

Desde el punto de vista de la funcidn de tipos forward hay que
tener en cuenta que:

f=-20 5 )= SOOXM
D(t) g(x(t))

Y su valor en los extremos dependera de la especificacion
concreta que se emplee para aproximar D(t). En nuestra opinion,
para que la forma de la curva sea lo suficientemente versatil es
suficiente emplear una combinacion de las siguientes funciones:

GXM)=1X  GXM)=1X GXO)=1%" gy(x(t)=1-x" y
g (X(V)=1-x"

89 Con a>0. Diversas consideraciones sobre el efecto del cambio de variable pueden
encontrarse en el Capitulo 5 (Figura 5.1).
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De esta forma se expresa la funcién de descuento como:

D(1)=G(x(t))=bogo(x(t))+b17: (X(t)) +b,9x(X(t)) +b3g5(X(t)) +b,g.(X(?)
):

=b,(1- x)+b,(1- x*)+b,(1- x®)+b (1- J/x)+b,(1- ¥x)
Para que se cumpla que D(0)=G(0)=1, es suficiente establecer

1-bs- b> b by, por lo que el modelo queda como sigue:

DO=G(x(t)=
(1- x)+ by(x- )+ b,(X- x*) +b,(x- /x)+b,(x- ¥x)

Y se tienen los siguientes valores en los limites:
D(0)=1 vy !J@TD(U:IX'(@TG(X(U):O
Y para los tipos forward:
f(0)=[1-by- b bz bja y !g@rg f(t)=a

Consiguiéndose asi el cumplimiento de todas las condiciones

de partida. Esta modelizacion presenta s6lo un punto débil en
relacion a los tipos forward: éstos pueden tomar valores
demasiado grandes en los vencimientos cercanos a cero. Este
comportamiento estd causado por el uso de las dos ultimas
funciones: g;(x(t)) v g.(x(t)). ElI problema se origina porque, en
general, la primera derivada de x* " d<1, d*0 toma valores
arbitrariamente grandes cuando x® 0.
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Grafico 4.1: Formas de las funciones g;(x(t))(x-1)

Esto puede apreciarse en el Gréafico 4.1, donde se representan
las funciones empleadas®. Se observa que tanto g3 que representa
a gs(x(t))(x-1), como g4 que representa a g,(x(t))(x-1) son suaves
salvo cuando se aproximan a x=0 donde su pendiente se hace
muy acusada.

Esta metodologia es muy similar a la empleada por Contreras
y Navarro (1993) para el andlisis del modelo de Fong y Vasicek
(1982), aunque estos autores emplean splines.

Otro tipo de funciones que pueden emplearse para la
aproximacion de la funcion de descuento en el &mbito de esta
metodologia lo componen los polinomios de Bernstein. Estos se
pueden expresar como:

90 se omite la representacion de (1-x).
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B, ;(0)=x/(1- x)'—a( 1)y g _XJ+r J={1,...n}, i={1,...m}.

Por ejemplo, para eI caso de i, j={1,2} se pueden construir
cuatro funciones:

B11(¥)=0,(x)=x-x’ B1,(X)=0,(X)=x-2x2+x3
B,1(X)=05(x)=x*-x* B, 2(X)=04(x)=x*-2x*+x"

A las que se puede afiadir By,(X)=g,(X)=1-x para aproximar la
funcion de descuento por medio de una combinacion de éstas:

D(1)=G(x(1))=go(X(t))+b1g. (X(1)) +0.9,(x(1)) +D3g3(x (1)) +b,g4(x(t)) =

1- X)+Db,(x- x*)+b,(x- 2x* +x3)+ b, (x*- x*)+Db,(x?- 2x® +x*)
1 2 3 4

Esta aproximacion cumple las condiciones:

DO)=1 y  limD(t)=limG(x(t))=0

En cuanto a los tipos forward, se tiene:

f(0)=a (1- by~ by), por tanto para que f(0)>0 ® b;+h,> 1,
v lim()=a

En principio, segin se observa en el Gréfico 4.2, estas
funciones no tienen porqué presentar ningun tipo de problema
adicional®?,

Grafico 4.2: Formas de las funciones g;(x(t))

91 se vuelve a omitir la representacion de (1-x).
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g4

4.4.4 Polinomios de Legendre

Otra forma de abordar el problema de la modelizacién de la
funcién de descuento, que también requiere la traslacion de los
datos originales a otro intervalo, es el uso de polinomios
ortogonales que garantizan para una determinada norma, funcion
peso y especificacion de los coeficientes, un error minimo definido
éste como la norma ponderada.

Desde la perspectiva de la utilizacion de la técnica de minimos
cuadrados para la estimacion de los pardmetros del modelo, la
eleccion mas apropiada parece ser la de Legendre. Estos
polinomios son ortogonales respecto a la funcion peso w(x)=1 vy
son por tanto apropiados para aproximacion por norma euclidea
o minimos cuadrados. Como vimos en el Capitulo 2 si se desea
aproximar una funcion continua, f(x), definida en el intervalo [-
1,1], se puede emplear el siguiente polinomio de grado n,
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construido como una combinacion lineal de polinomios de
Legendre:

Gu¥)=a,_,CP (¥

donde P,(x) representa el polinomio de Legendre de grado k.
Ademas, si se eligen los coeficientes, c,, de tal modo que:

¢, = 28 ()R (x)dx

se garantiza que el error de aproximacion es minimo:
3.LG.(x)- F(X)] 2dx = Min

Desde el punto de vista de su aplicacion esta alternativa
presenta dos problemas, uno de facil solucion y otro algo mas
complejo. El primero es que tanto la funcion de descuento como
los tipos spot y forward estan definidos en el intervalo t T [0,¥)y
los polinomios de Legendre se definen en el intervalo xI [-1,1];
esto se soluciona simplemente aplicando un cambio de variable
apropiado que traslade los valores de t al intervalo [-1,1]. El
segundo inconveniente es bastante méas grave y surge porque para
lograr que la funcion de aproximacién sea la que genere el
minimo error es necesario especificar los coeficientes como se
expresé anteriormente y esto s6lo es posible si se conoce la
funcién a aproximar, f(x).

Por ejemplo, si se desea aproximar una exponencial del
siguiente tipo: g(t)=e '" t 1 [0,¥), se tendria, en primer lugar,
que definir el cambio de variable que se aplicara. Un modo de
trasladar tl [0,¥) a xI [-1,1] es establecer: x=1-2¢ '. De este modo
se tiene que:
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t=-Ln[*9,]lat P g(t)=g(-Ln[*¥/, ]a "

1 e& -an él- xu/
)J=0(O)= P Lie—==g—p -

Asi, partiendo de las definiciones®2 de los coeficientes, ¢,, y de
los polinomios de Legendre, P,(x), y considerando que es
suficiente tomar n=3 se obtendrian los siguientes valores de los
coeficientes:

_1él- Xuad a
"T2%8 28 a+g
g
1 - A
C, = § €1 XLe xdx = - ag
2624 (a+g)(2a+g)
o= XU 63 5 5 a(-2ag+2g°)
S PR L et v
_7él- xu§é5 s 3.0, _7 a(-4a’g+6ag”- 29°)
C;=— P -—dex
282 48 2 2(a+g)(2a +g)(3a +g)(4a +g)

Por tanto, al aproximar g(t) a través de G;(x(t)) que toma la
forma:

—__a
Gs(X(t))—a g
ag x+5 a(-2ag+2g9?) e3x2 1@_'_
(a+g)(2a+g) 2(a+g)(2a+g)(3a+g)8  2H

7 a(-4a’g+6ag®- 29°) €5 s 3. U
-+ — X X~
2(a+g)(2a+g)(3a+g)(da+g) R 2°H

92 /ganse ambas expresiones en el Capitulo 2.
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garantizamos que el error de aproximacion, definido como la
norma euclidea o suma de los errores al cuadrado, es minimo
respecto a la utilizacién de cualquier otra funcién de ese grado.

El problema para tratar de aplicar este método directamente
es que se desconoce la forma funcional concreta que define a los
factores de descuento, su conocimiento es precisamente nuestro
objetivo, por tanto no es posible calcular el valor apropiado de los
coeficientes de los polinomios de Legendre que garantizan un
error de aproximacién minimo. Sin embargo, cabe suponer, dado
que se emplea como método general de aproximacién los
minimos cuadrados, que una buena aproximacién a este 6ptimo
pueda obtenerse de modo natural aproximando la funciéon de
descuento a través de una combinacion de polinomios de
Legendre, pero dejando que los coeficientes ¢, sean determinados
a través de la regresion como los parametros a estimar.

Se espera que cuanto mayor sea el numero de datos
disponibles mas se acercardn los valores obtenidos a sus valores
Optimos y cuanto mayor sea el niumero de funciones empleadas en
la combinacion mejor sera la aproximacion.

Como ejemplo ilustrativo para explicar la metodologia a
seguir en la implantacion de esta modelizacién podemos tomar un
polinomio cubico. De este modo, la funcién de descuento, D(t) se
aproxima a través de93, G,(x(t)):

D()=G3(x())=boPo(X(t)) +b:P1(X(t))+b,P,(x(t)) +bsP3(x(1)=
= b, +b,x+ bZ%[sz -1+ b3%[5x3 - 3]

93 E| cambio de variable a aplicar puede ser el sefialado anteriormente en el
ejemplo.
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donde los b, representan a los coeficientes ¢, y P (x(t)) es el
polinomio de Legendre de grado k.

Como la funciéon de descuento debe cumplir D(0)=1 b G4(-
1)=1, el parametro b, debe definirse como:
bo=1+b,- b+ bas Esto da lugar a que:

DO)=G,x(®)=1+b,(1+x)+b, g[x2 - 1]+b, %[5x3 - 3x+1]

Ademas se debe verificar que: Li@rQD(t) =0 P G51)=0. Para
ello, es necesario que:
2b, +1
2

b, =-

Por lo que la modelizacion final de la funcion de descuento
gueda:

D(t)=G3(x(t))=%(1- X) + bzg[xz -1+ bsg[x3 - |

Esta funcion, cumple por definicion, que:

D(0)=1 y Li@rQD(t) =0
Los tipos forward quedan definidos como:
D(t) _ g O(t)xX(t) _
D(t) g(x(1))
é 1 5 u
a(1- g 5+, +Eb3(3x2 - 1),

t

1 3 2 5 3
Z(1- xX)+=b.(x°-1)+=b.(x-Xx
2( )22( )23( )

f(t):_
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siendo x=1-2¢"*. Por tanto, se tienen los siguientes valores en
los limites:

f(0)=a (1+6b,-10b,) y  limf(t)=a

por lo que se logra la convergencia de los tipos en un nivel a.

Esta misma metodologia puede emplearse para grados
superiores al considerado, n>3; por ejemplo, en el caso de n=4 se
tiene:

D()=G,(x(t))=
1 3 2 5 3 5 4 2
E(1- X)+ bZE[X - 1]+ b3§[x - x]+ b4§[7x - 6X° - 1]
D(0)=1, Li@r;\D(t):O f(0)=a (1+6b,-10b;+20b,)

v lpfv=a

A modo de ejemplo, la representacion gréafica para n=5 se
recoge en el Gréafico 4.3, donde se ha omitido (1/2)(1-x).

Grafico 4.3: Formas de las funciones g;(x(t))
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g5

g3

g4

g2

Cualquiera de las alternativas planteadas a lo largo de este
epigrafe son igualmente vélidas; sin embargo, algunas requieren
una metodologia méas compleja para su aplicacion. En nuestra
opinién, la utilizacion de polinomios de Legendre en la
aproximacion de la funcién de descuento puede ser la eleccion
maés acertada desde el punto de vista del objetivo perseguido. Ya
que, cumple las deseadas propiedades de convergencia, no
requiere el empleo de métodos no lineales en su estimacién salvo
gue se quiera determinar el cambio de variable (a) de modo que se
minimice el error de aproximacion y existe una alta probabilidad
de que a medida que aumenta el numero de observaciones
disponibles los valores de los coeficientes, estimados por minimos
cuadrados, se aproximen a su valor 6ptimo y por tanto el error de
aproximacién sea minimo.

En cualquier caso, las diferentes alternativas expuestas no
generan un conjunto cerrado de posibles formas de abordar el
problema, existen otras muchas funciones que definidas de forma
apropiada pueden cumplir los requisitos exigidos. Lo mas
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destacable de este capitulo es que la mayoria de los modelos
propuestos no son tedricamente apropiados para abordar el
problema analizado. En nuestra opinion se ha prestado gran
atencion a la busqueda de funciones de aproximacion cada vez
maés flexibles con vistas a reducir el error de aproximacion, pero se
ha olvidado tener en cuenta algo fundamental como es la
adecuaciéon del modelo a las caracteristicas del objeto de estudio.



CAPITULO 5:
ANALISIS EMPIRICO DEL MERCADO ESPANOL DE
DEUDA PUBLICA ANOTADA
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El anélisis empirico de los modelos expuestos anteriormente
en el Mercado Espafiol de Deuda Publica Anotada (en adelante
MEDPA) es la Gltima aportacion de este trabajo de investigacion.
Asi, en este capitulo se comentan los resultados obtenidos por el
mismo. El estudio se ha desarrollado sobre muestras diarias
recogidas durante el periodo 1991-1996 en el MEDPA. También
se expone la forma en que se han construido las muestras y los
resultados obtenidos en otros trabajos similares. Asi mismo, se
detallan las diferentes fases en las que se ha estructurado el
analisis: el estudio del mercado, la construccién de la muestra y la
implantacion de los modelos.

5.1 INTRODUCCION

Uno de los objetivos de este trabajo es valorar los diferentes
modelos que se han venido proponiendo para la estimacién de la
estructura temporal de tipos de interés en un marco empirico
homogéneo. La gran mayoria de los modelos presentados en el
capitulo anterior han sido, con uno u otro fin, analizados
empiricamente; sin embargo, los datos empleados han sido
diversos, por lo que no es posible realizar una comparacién entre
los mismos.

Desde nuestro punto de vista valorar de forma conjunta los
resultados que presentan las diferentes propuestas es importante y
supera el hecho de obtener una clasificacion que informe sobre
gué modelo es superior a cudl en qué aspecto. Su relevancia se
manifiesta en que permite analizar si los problemas o deficiencias
presentados por los modelos son propios de los mismos o se
deben a un comportamiento generalizado del mercado que los
modelos son incapaces de representar.

Ademas, este trabajo supone un estudio amplio del mercado
espafnol de renta fija y destaca tanto por el periodo abarcado (seis
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afios y estimaciones diarias) como por el nidmero de modelos
considerados (la préctica totalidad de los modelos presentados en
la literatura y algunas de las alternativas propuestas). La realidad
es que el mercado espafiol sélo ha sido centro de atencién por
parte de los investigadores nacionales; quizas, en gran parte, por
el escaso numero de titulos que se negocian en comparacién a
otros mercados internacionales, quizas porque las propuestas de
modelizacién han corrido a cargo, mayoritariamente, de los
investigadores norteamericanos y britanicos quienes, l6gicamente,
estudian los mercados de sus respectivos paises.

En este sentido cabe decir que el mercado esparfiol ha sido
analizado por Contreras y Navarro (1993)%4 que se basan
exclusivamente en el estudio del modelo de Fong y Vasicek (1982)
para, en principio, un conjunto reducido de muestras que después
amplian; por Ezquiaga, Gomez y Jara (1994) que analizan
exclusivamente el método de McCulloch (1975) durante un
periodo de diecinueve meses y por Nufiez (1995) que analiza los
modelos de McCulloch (1975), Nelson y Siegel (1987) y Svensson
(1994) para un periodo de algo mas de cuatro afos.

Por ualtimo, en Calatayud y Morini (1995) se analizan los
modelos de curva de rendimiento junto con el de McCulloch
(1971) y (1975) para un periodo de cuatro afos y en Bruno y
Morini (1997) los modelos de Nelson y Siegel (1987) y Svensson
(1994) para el mismo periodo.

5.2 OTROS ANALISIS EMPIRICOS DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE
TIPOS DE INTERES

94 posteriormente han realizado otros trabajos donde siguen aplicando esta
metodologia a un periodo de estudio mayor: Contreras, Ferrer, Navarro y Nave (1994 A,
B) o Ferrer, Navarro y Nave (1995).
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Los trabajos empiricos en torno a la modelizacion de la curva
de tipos son numerosos. La mayoria de los autores que han
propuesto algiin modelo teérico han acompafiado el mismo de un
estudio del mercado. Ademas otros autores han realizado trabajos
donde se analizan empiricamente las diferentes propuestas.

Si hacemos una revision de los estudios realizados se
comprueba que la composicion de la muestra, la frecuencia en que
se tomay el mercado objeto de estudio son, también, variados.

En este apartado, se recoge de forma breve alguno de los
estudios empiricos mas relevantes a fin de poder contrastar
posteriormente, en la medida de lo posible, la concordancia de
nuestros resultados con los de éstos.

5.2.1 El problema de la eleccion de la muestra

Un tema fundamental en todo analisis empirico es la
construccion de la muestra; su importancia es tal que en
determinados estudios la eleccion de una muestra u otra puede
hacer variar totalmente las conclusiones y resultados obtenidos.
Desde esta perspectiva hay que poner mucho cuidado en la
construccién de la misma para que los datos que la conforman no
estén sesgados por los objetivos pretendidos por el investigador.

Afortunadamente en el estudio que nos ocupa la posibilidad
de manipulacion de la muestra es casi inexistente y se limita,
fundamentalmente, a tener en cuenta o no la existencia de outliers
y el considerar u obviar determinados tipos de titulos
considerados no homogéneos. Esto garantiza que los resultados
obtenidos son fiables.

Otro tema de especial relevancia es la frecuencia en que se
toman los datos. Generalmente, las investigaciones empiricas
realizadas toman muestras mensuales, algunas datos semanales,
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pero casi ningun estudio analiza la estructura de tipos
diariamente; a pesar que la obtencion diaria de la curva de tipos
permitiria construir series temporales de los tipos a cualquier
vencimiento.

Donde todos los estudios coinciden es en emplear el precio
medio de la sesion como representativo del conjunto de
negociaciones efectuadas en el mercado. Basicamente, los agentes
negocian dos precios: uno de oferta y otro de demanda,
representando el diferencial, en cierta medida, la liquidez del
titulo. Al final del dia, se conocen para cada titulo el precio mas
alto de negociacién (precio méximo) y el precio minimo, siendo el
precio medio la media aritmética de ambos.

Quizas el precio medio no sea el mas adecuado para
representar las negociaciones realizadas en el mercado;
posiblemente la mediana sea una medida que aporte mas
informacion y para ser mas precisos se deberia tener en cuenta el
volumen de negociacion a cada precio a fin de realizar
ponderaciones. Sin embargo, la diferencia en los resultados,
posiblemente, no seria apreciable y en cambio el precio medio se
obtiene mas facilmente.

McCulloch (1971) inicia su analisis empleando como
observaciones bonos del ferrocarril, pero desde Diciembre-46
hasta Marzo-66 toma muestras mensuales formadas por los
precios medios de titulos del Tesoro americano. En 1975 modifica
la muestra y tomas datos mensuales de los titulos del Gobierno
americano desde Junio-65 hasta Julio-73 empleando, de nuevo,
precios medios.

Carleton y Cooper (1976) para evitar esta decisién construyen
muestras para cada uno de los precios (oferta, demanda y medio)
observados en el mercado. Incluyen en las muestras, ademas de
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los titulos emitidos por el Tesoro con vencimientos standard,
titulos garantizados por éste emitidos por la FHLB (Federal Home
Loan Bank), que se diferencian de los anteriores en la liquidez y
los vencimientos®s. Ademas imponen como condicién que los
titulos no tengan un vencimiento superior a 4 afios para evitar
posibles problemas de singularidad en la matriz de coeficientes.

Echols y Elliott (1976) construyen las muestras en base a los
precios medios de los titulos del Tesoro americano negociados en
la altima sesién de cada mes durante el periodo 1964-1972. Para
mantener cierto grado de homogeneidad, excluyen las emisiones
gue se encuentran en los extremos del intervalo temporal: en el
largo plazo, por ser emisiones de bajo cupdn, con caracteristicas
vitalicias y con ventajas fiscales; y en el extremo a corto, los bonos
con vencimiento inferior a un mes porque presentan un error de
medida desproporcionado.

Schaefer (1981) toma sus muestras el ultimo dia de cada mes
durante el periodo que abarca desde Enero-55 hasta Diciembre-
77. Las muestras estdn formadas por todos los titulos del Gobierno
britanico negociados en el mercado; por lo que no son
completamente homogéneas ya que algunas emisiones estan
sometidas a la posibilidad de cancelacion anticipada a
conveniencia del emisor.

Carleton, Chambers y Waldman (1984) emplean muestras
formadas por titulos del Tesoro americano con vencimientos
standard®¢. Eligen los titulos de tal modo que su plazo hasta el
vencimiento sea inferior a 10 afos, correspondan a emisiones
superiores a un billon de délares (para evitar problemas de falta

95 para homogeneizar los titulos utilizan la siguiente expresion: VAT=(1-a)'VA,
donde a es una constante a estimar y VA" y VA, representan los valores actuales del pago
con vencimiento en t de los titulos de la FHLB y el Tesoro, respectivamente.

96 vgase p. 16 en el Capitulo 1.
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de liquidez), no disfruten de ventajas fiscales y no tengan
posibilidad de amortizacion anticipada. El periodo de analisis
abarca cuatro afios, desde 1976 hasta 1980, y las observaciones se
toman trimestralmente.

Shea (1984, 1985) para evitar problemas con los devengos de
cupon y el efecto impositivo emplea los precios medios de las
emisiones cupon-cero a largo plazo de la NTT (Nippon Telegraph
and Telephone) cuyas ganancias de capital y pagos de intereses se
encuentran libres de impuestos.

Nelson y Siegel (1987) unicamente incorporan en sus
muestras, tomadas el cuarto jueves de cada mes desde Enero-81
hasta Octubre-87, Letras del Tesoro de Estados Unidos por lo que
sOlo estudian el tramo a corto de la curva. Ademas omiten de las
muestras los vencimientos a 3 y 10 dias porque presentan
rendimientos excesivamente altos causados, posiblemente, por el
efecto de los costes de transaccion.

Steeley (1991), al igual que Schaefer (1981) estudia el mercado
britanico pero al contrario que éste restringe las muestras a
aquellos titulos con cupdn elevado para evitar problemas con el
efecto impositivo, ya que los titulos con bajo cupdén y vencimiento
préximo son preferidos por los inversores que pagan tasas de
impuestos elevadas pudiendo presentar distorsion en sus precios.
El periodo de estudio abarca desde Marzo-86 hasta Octubre-87 y
toma las muestras cada cuatro semanas.

Svensson (1994) estudia principalmente el mercado sueco
entre Mayo-92 y Junio-94, aunque también realiza algunas
estimaciones puntuales para comparar resultados del mercado
aleman, britanico, francés y americano. Esta misma muestra es
empleada por Dahlquist y Svensson (1994).



ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES PROPUESTAS ALTERNATIVAS 219

Fisher, Nychka y Zervos (1995) estudian el mercado de titulos
del Gobierno americano durante el periodo comprendido entre
Diciembre-87 hasta Septiembre-94. Excluyen de la muestra tanto
los titulos con posibilidad de amortizacién anticipada como los
gue presentan algun tipo de ventaja fiscal, ademas de aquellos con
vencimientos inferiores a un mes.

Bliss (1996) construye sus muestras a partir de las cotizaciones
de los titulos del Gobierno americano el dltimo dia de cada mes
para el periodo Enero-70 hasta Diciembre-95, eliminando
aquellos con problemas de liquidez (bonos con vencimiento
inferior a un afo y letras con vencimiento inferior a un mes) y con
ventajas fiscales o posibilidad de amortizacién anticipada. Esta
muestra también es empleada por Waggoner (1997).

Otros mercados analizados han sido el australiano, a cargo de
Hunt (19958) que estudia las cotizaciones el altimo miércoles de
cada mes desde Enero-89 hasta Noviembre-94 y Bhar y Chiarella
(1996) que construyen muestras desde Junio-88 hasta Agosto-96
todos los miércoles de cada semana. Los titulos del mercado
sudafricano han sido analizados por McLeod (1990)%7 y el
mercado canadiense por Rose y Schworm (1980)%.

En el &ambito del mercado espafiol, Contreras y Navarro
(1993) efecttan su analisis sobre las muestras extraidas los dias de
mayor volumen de negociacién de la Gltima semana de cada mes
desde Octubre-92 hasta Febrero-93. Para evitar observaciones
andmalas s6lo forman parte de la muestra aquellos titulos cuyo
volumen de negociacion es superior a 500 millones de pesetas o
registran mas de una operacién. Posteriormente, Contreras,
Ferrer, Navarro y Nave (1994A y B) construyen sus muestras a

97 Cfr. Ferrer, Navarro y Nave (1995).
98 Cfr. Shea (1984).
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partir de los precios medios diarios de las operaciones al contado
del Mercado Espafiol de Deuda Publica Anotada efectuadas el
altimo dia de negociacion de cada semana del periodo Enero-93 y
Junio-94; siguiendo también el criterio de eliminar de la muestra
los titulos poco liquidos.

Ezquiaga, GOmez y Jara (1994) toman los precios medios de
los valores mas liquidos para construir sus muestras durante el
periodo de Noviembre-92 hasta Junio-94. Debido al escaso
namero de bonos cotizados en el corto plazo incorporan en la
muestra cotizaciones de bonos cupdn-cero tedricos construidos a
partir de los tipos de interés negociados en las operaciones
simultaneas.

Por ultimo, NUAez (1995) elabora sus muestras diariamente
para el periodo Enero-91 hasta Mayo-95 tomando la mediana de
los precios cruzados durante todo el dia hasta Marzo-95, cuando
emplea el precio medio de las cotizaciones registradas a las tres de
la tarde. Ademas, teniendo en cuenta que las operaciones al
contado se realizan con fecha valor entre 5 y 7 dias actualiza el
precio al tipo de interés de las operaciones simultaneas a una
semana y utiliza también estas operaciones (simultaneas) para los
vencimientos menores a tres meses para evitar la poca actividad de
negociacion de las Letras en ese plazo.

En general y a modo de resumen puede concluirse que en la
construcciéon de las muestras se evita incorporar titulos con
caracteristicas no homogéneas y aquéllos que se encuentran en
algln extremo del intervalo temporal.

5.2.2 Resultados obtenidos en otros estudios

En relaciéon a los resultados obtenidos, si bien se han obtenido
sobre  muestras heterogéneas, ayudan a analizar el
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comportamiento de los modelos en diferentes mercados. El
modelo que mas profusamente se ha analizado es, sin lugar a
dudas, el de McCulloch (1975). Otros modelos que también han
despertado el interés de los investigadores son los propuestos por
Fong y Vasicek (1982), Nelson y Siegel (1987) y Svensson (1994).

McCulloch (1975) al aplicar su modelo logra, en ocasiones,
curvas de tipos forwards inestables en el corto plazo y que
presentan una débil propiedad asintdtica. En el mismo sentido,
Shea (1984) encuentra que este modelo obtiene curvas de
descuento que no son monétonas decrecientes lo que da lugar a
que los tipos forward sean altamente inestables en el largo plazo y
lleguen incluso a tomar valores negativos. Deacon y Derry (1994)
también detectan un comportamiento poco estable de la curva de
tipos forward, sin embargo no obtienen tipos negativos, sino
pendientes fuertemente ascendentes en el tramo final de la curva,
recomendando el modelo utilizado por el Banco de Inglaterra que
obtiene curvas forward muy estables en ese tramo temporal.

Bliss (1996) también estima el modelo de McCulloch (1975)
gue se revela como el mejor de su clase en términos de errores en
precios. Sin embargo, no obtiene resultados tan buenos, aunque la
precision y la estabilidad son razonables, cuando se emplean datos
gue no forman parte de la muestra sobre la que se estiman los
parametros. Por otro lado, Bliss (1996) centra su estudio en el
analisis de los errores por lo que no aporta informacion sobre las
formas de las curvas de tipos cupén-cero ni forwards. EI mismo
resultado es dado a conocer por Waggoner (1997) que opina que
la estabilidad de los tipos forward es mas un deseo de los agentes
del mercado que prefieren que la curva no exhiba un
comportamiento oscilatorio que un resultado corroborado por la
teoria, al menos en lo que se refiere al medio y corto plazo.
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Ezquiaga, Gomez y Jara (1994), para el mercado espafiol,
observan una desviacion considerable entre precio observado y
estimado para los vencimientos inferiores a un afo sobre todo
cuando la pendiente en ese tramo es fuertemente negativa, a la
vez que detectan una pendiente acusada en los plazos a largo que
llevan a la obtencibn de curvas forwards extremadamente
inestables. De un modo similar se manifiesta NUfiez (1995) que
también observa que las curvas de tipos forward presentan con
frecuencia pendientes muy acusadas en el largo plazo cuando se
espera un comportamiento asintético en este tramo; ademas
detecta que este modelo junto con el de Svensson (1994) presenta
mayores errores en el corto plazo que el modelo de Nelson y
Siegel (1987).

Carleton y Cooper (1976) debido a la utilizacién de un
modelo que proporciona resultados discretos de los factores de
descuento no obtiene ninguna funcion para la curva de tipos
forward sino valores puntuales de ésta que unidos proporcionan
una gréafica que muestra grandes saltos; por lo tanto, obtiene tipos
forward altamente inestables y que no presentan propiedades
asintoticas.

Schaefer (1981) también parece encontrar problemas en la
estabilidad de los tipos forward en el largo plazo donde o bien la
curva desciende abruptamente en el Ultimo vencimiento o bien
presenta una subida muy acusada. En cualquier caso, nunca
obtiene tipos forward negativos aunque si excesivamente altos
para recoger condiciones normales de mercado. Este
comportamiento es observado, también, por Deacon y Derry
(1994) que analizan entre otros este modelo.

El modelo de Fong y Vasicek (1982) obtiene segun sus autores
resultados satisfactorios aunque no aportan informacién sobre las
muestras empleadas ni los resultados obtenidos. Shea (1985)
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analiza en profundidad este modelo y encuentra que las curvas de
tipos forwards son altamente inestables sobre todo en el corto
plazo y en ocasiones existen problemas en el tramo a largo donde
no se aprecia convergencia a la asintota, ademas de obtenerse en
ocasiones tipos forward negativos. Sin embargo, Contreras y
Navarro (1982) obtienen, para el mercado espafiol, resultados
altamente satisfactorios, tanto en las propiedades economeétricas
del modelo como en la obtencion de una ETTI suave sin fuertes
oscilaciones. Si bien, hay que tener en cuenta que estos autores,
aunque siguen la metodologia de Fong y Vasicek (1982) adaptan
ésta al mercado espafiol y no emplean sus mismas funciones.

La propuesta de Carleton, Chambers y Waldman (1984)
debido a su dificultad de aplicaciéon y carga computacional tan
solo ha sido analizada por éstos quienes obtienen resultados
satisfactorios tanto en relaciéon a la curva de tipos cupén-cero
como en la curva de tipos forward que no presenta fuertes
oscilaciones y es bastante estable en su tramo final.

Nelson y Siegel (1987) dicen obtener buenos resultados en la
aplicacién de su modelo, sin embargo, hay que tener en cuenta
que sélo forman parte de las muestras titulos cupon-cero cuyos
vencimientos no superan el aino. Svensson (1994) encuentra que
en la mayoria de los casos este modelo es suficiente para obtener
un ajuste satisfactorio, siendo Unicamente necesaria la aplicacion
de su propuesta cuando la estructura temporal es mas compleja en
cuyo caso el ajuste mejora de forma apreciable.

Bliss (1996), desoyendo las indicaciones de los autores sobre la
sobreparametrizacion, analiza la propuesta original de Nelson y
Siegel (1987) que contempla la utilizacion de dos pardmetros no
lineales y encuentra que sus resultados son similares a los
obtenidos con la aplicacion del modelo de McCulloch (1975) con



224  ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES PROPUESTAS ALTERNATIVAS

la ventaja que es mas parsimonioso por lo que obtiene mejores
resultados en las muestras de control.

Nuafez (1995) también analiza este modelo para muestras de
titulos que devengan cupén y recomienda el uso del mismo por
ser el que obtiene los mejores resultados entre las propuestas
analizadas, a pesar que, en el corto plazo los errores medidos en
términos de TIR son algo elevados y se ve superado por el método
de Svensson (1994) que obtiene de resto resultados muy similares.

Otro aspecto positivo a destacar del modelo de Nelson y
Siegel (1987) es que la no linealidad no es un inconveniente tan
grave ya que Dahlquist y Svensson (1994) observan que la
convergencia es bastante rapida y que el método es relativamente
estable.

La utilizacibn de B-splines analizada por Steeley (1991)
obtiene buenos resultados en términos de tipos cupon-cero. Los
errores de estimacién no alcanzan el 1% del precio observado,
pero se observan curvas de tipos forward con tendencia
descendente acusada en el tramo a largo aunque no llega a tomar
valores negativos.

Segun los anélisis empiricos llevados a cabo por Bliss (1996) el
modelo de Fisher, Nychka y Zervos (1995) presenta dificultades en
el ajuste a corto plazo y se ve mas afectado que otros modelos por
errores de medida en los datos. Fisher, Nychka y Zervos (1995)
encuentran que aplicar una especificacion spline a la funcion de
descuento, a su logaritmo o a los tipos forward es casi indiferente
en términos de la curva de tipos cupdn-cero obtenida; sin
embargo cuando se modeliza la funcion de descuento la curva de
tipos forward parece mejorar en el tramo a largo aunque sigue
presentando un comportamiento inestable y pendientes muy
acusadas en ese plazo, siendo los tipos forward siempre positivos.
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En definitiva, salvo el modelo que estima la curva de
rendimientos a la par aplicado por el Banco de Inglaterra que
logra la deseada convergencia asintética de la curva de tipos
forward y la propuesta de Contreras y Navarro (1993) para el
mercado espafiol, el resto de modelos parecen incapaces de
presentar este comportamiento. Asi pues, independientemente de
que la mayoria de las nuevas aportaciones hayan mejorado la
calidad del ajuste no parece haberse logrado una solucion
satisfactoria al problema de los tipos forward.

5.3 CARACTERIZACION DE LA MUESTRA EMPLEADA

El contraste empirico de los modelos se ha efectuado a partir
de los datos disponibles de las operaciones de compraventa simple
al contado sobre Bonos y Obligaciones efectuadas en el Mercado
Espafiol de Deuda Anotada en el periodo comprendido entre
1991y 1996.

En un primer momento el periodo muestral incluia el afio
1990 pero debido a la poca liquidez del mercado y el escaso
namero de titulos negociados, que en muchas ocasiones no hacia
posible la estimacién de los modelos, se optd por excluir el mismo
del analisis. Estas complicaciones también se detectan a comienzos
de 1991 donde algunas muestras son eliminadas; aun asi,
determinados modelos con un nimero de parametros elevado no
han podido ser estimados para este afo.

Las muestras se han construido diariamente, de modo que se
ha trabajado con un total de 1486 muestras que contienen una
media de 15 observaciones. En el Anexo 2 se recoge el niumero de
observaciones que componen cada muestra asi como un breve
analisis descriptivo de la composicion de las mismas.
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Como ya se ha comentado no existe un Unico precio de
liquidacion al que se hacen efectivas todas las operaciones
efectuadas a lo largo del dia con cada titulo, sino que las diversas
operaciones realizadas se efectan a precios diferentes producto
de la oferta y la demanda del momento y al final de cada sesion se
pueden observar para cada titulo negociado tres precios: el
méximo y el minimo de la sesién y la media de éstos. En este
trabajo, siguiendo la tendencia de los anteriores, se ha optado por
utilizar este altimo como representativo de todos los negociados.
Esta alternativa no es la Unica® ni la mejor, pero si la més sencilla.

Otra cuestion que es importante resaltar es el hecho de que en
la construccion de las muestras sélo se han tenido en cuenta los
Bonos y Obligaciones que han sido objeto de negociacion al
contado en el mercado. Reconocemos que la inclusion de las
operaciones al contado con Letras y de las operaciones
simultaneas hubieran ampliado el numero de observaciones
muestrales, pero existen, por otro lado, varios motivos para su
exclusion. Las Letras presentan negociacion  estrecha,
normalmente una sola operacion de bajo volumen, por lo que los
datos que aportan pueden estar sesgados. Cabe destacar que la
mayoria de los investigadores que han analizado el mercado
espafiol también han optado por eliminar estos titulos de sus
muestras. Otro motivo de exclusion se basa en sus caracteristicas
fiscales. Las Letras son titulos al descuento que no soportan
retencién, por lo que su inclusién en una muestra compuesta por
Bonos y Obligaciones que no presentan esta caracteristica rompe
la homogeneidad de la muestra y hace necesario incluir en el
analisis variables dummy que permitan tener en cuenta esta
diferencia.

DV Enel apartado anterior pueden encontrarse otras propuestas.



ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES PROPUESTAS ALTERNATIVAS 227

En cuanto a las operaciones simultdneas, existe un problema
de homogeneidad respecto a las operaciones de compraventa
simple al contado, ya que el objetivo de la realizacion de las
mismas es, generalmente, diferente. Una operacion simultanea
tiene su origen en una necesidad coyuntural de inversién-
financiacién (colocar una punta de tesoreria y/o adquirir liquidez
de modo puntual) y no en una estrategia planificada de cartera,
como puede ser la adquisicion de Bonos y Obligaciones.

Otro argumento que apoya la decision de eliminar los
vencimientos a muy corto plazo, representados en su mayor parte
por simultaneas y operaciones al contado con Letras, es lograr una
mejor distribucién temporal de las observaciones disponibles, de
modo que los vencimientos que forman la muestra se encuentren
en la medida de lo posible uniformemente distribuidos; esta
decisién ha sido adoptada de forma mayoritaria en los diferentes
trabajos empiricos realizados.

En la elaboracién de las muestras, si bien se ha tratado de
incluir todas las operaciones registradas en el mercado para los
titulos y plazos mencionados anteriormente, se han eliminado
algunas de las observaciones para lograr la homogeneidad de las
mismas. En concreto se han eliminado las referencias con emision
anterior a 1990 ya que son emisiones con cupones semestrales y
con mas de una amortizacion del nominal, caracteristicas que en
cierta medida pueden distorsionar el precio de los titulos.

En general, la mayoria de estos titulos vencian antes de 1991,
guedando en esta fecha, aproximadamente, veinte referencias
vivas, de las que el 50% finalizaban ese afio, por lo que la
incidencia de la eliminacion de estos titulos no es muy relevante.
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Ademas su negociacion es estrecha, presentando operaciones
pocos dias al afio (menos del 10% de los negociados)L00,

El resto de los titulos, aquellos con pago anual de cup6n y una
sola amortizacién, se han tomado en su totalidad, aunque sus
precios pareciesen poco acordes con la tendencia del mercado,
dejando que fuese el proceso de estimacion el que estableciese el
filtro de exclusion en base al error computado.

Un aspecto importante de la curva de tipos es que puede
adoptar cualquier forma. En este sentido y como primera
aproximacion consideramos de especial interés observar qué
forma tipica presenta la curva de rendimientos a lo largo del
periodo de estudio para valorar posteriormente el
comportamiento de los modelos ante las diferentes formas de la
misma.

Gréfico 5.1 Curvas de rendimiento 1991

100 savo algunas referencias como los Bonos: B12, vto. 1992 [ES0000011173-2] y
B12.5, vto. 1992 [ES0000011207-2] en 1991 y 1992 o la Obligacion 09.95 con vto. 1994
[ES0000010910-2] para 1993 y 1994 que presentan negociaciones en torno al 37% de las
VECes.
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La forma de la estructura temporal a lo largo del tiempo no
varia de modo brusco, de un dia para otro no cambia la forma
basica de la misma. Asi una curva creciente acaba derivando en
una convexa para pasar a ser decreciente y posteriormente
concava y volver a empezar el ciclo o recorrerlo en cualquier

momento a la inversa.

Respecto a esta cuestion, cuando se analizan los datos
observados durante el periodo de estudio, podemos establecer que
en 1991 la curva de rendimientos, y por aproximacion la curva de
tipos, es claramente decreciente como puede verse en el Gréfico
5.1.
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Gréfico 5.2 Curvas de rendimiento 1992

14.57 __ 300692 __ 28/12/92

141
1351
13
%
- \/\

1151

0 2 . 6 6 10 1'2

Este mismo comportamiento se observa a lo largo de todo el
afo 1992 (Grafico 5.2). Aunque se observa que la disminucion en
el nivel de los tipos alcanzada a finales de 1991 se pierde a finales

de este afio donde toman valores entre el 14 y el 13%.

Gréfico 5.3 Curvas de rendimiento 1993
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En 1993, la curva sufre la primera transformacion importante
pasando de ser decreciente hasta aproximadamente mediados de
Mayo donde comienza a observarse una ligera convexidad en la
misma que se mantiene durante el resto del afio (Gréafico 5.3). Se
vuelve a observar durante 1993 una disminucion de los niveles de
la curva hasta valores inferiores al 9%.

Gréfico 5.4 Curvas de rendimiento 1994
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Durante el siguiente afio la forma cdncava se mantiene hasta
aproximadamente los dos primeros meses, pasando
paulatinamente a presentar formas crecientes y aprecidndose en
los ultimos dias un leve decrecimiento en los plazos a largo de la
misma, tal y como se recoge en el Gréafico 5.4, y un incremento
general en los niveles de los tipos que vuelven a subir en torno del
11%.

Gréfico 5.5 Curvas de rendimiento 1995
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Durante 1995 la forma creciente se mantiene practicamente a
los mismos niveles durante los primeros seis meses del afio para ir

disminuyendo paulatinamente como se observa en el Grafico 5.5.

Gréfico 5.6 Curvas de rendimiento 1996
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Por ultimo, en 1996 se observa (Grafico 5.6) que a partir de la

segunda mitad del afio comienza a apreciarse de nuevo una forma
convexa en la curva que se hace méas patente en Diciembre. Por
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otro lado se observa la importante reduccion que han tenido los
tipos de interés, reduccién que se ha ido manteniendo durante
1997 y a lo largo de este afio, en el que la curva de rendimientos
sigue presentando formas ligeramente convexas.

5.4 APLICACION DE LOS MODELOS

A la hora de estudiar los diferentes modelos en el mercado
espafiol se ha intentado seguir, en lo posible, la metodologia de
estimacion propuesta por los diferentes autores. No existe mucha
variedad en relacion a los pasos necesarios para la aplicaciéon
empirica de los mismos ya que todos siguen una metodologia mas
0 menos homogénea y se suelen diferenciar tan s6lo en el tipo de
funcion propuesta y el elemento en que basan el estudio de la
estructura temporal.

El método basicamente consiste en minimizar una funcién
objetivo sujeta, en ocasiones, a una serie de restricciones. Por lo
general, la funciébn objetivo es la suma de los errores de
estimacién al cuadrado, pero los Ultimos métodos propuestostol
toman como funcién objetivo ésta més un término que mide la
suavidad de la curva, para tratar de lograr un equilibrio entre
precision y suavidad.

Esta minimizacién se puede realizar a través de los métodos
usuales empleados en programacién matematica, pero lo mas
comun es emplear las herramientas econométricas de regresion
para obtener al mismo tiempo la significacibn conjunta e
individual de los parametros estimados.

De forma muy general la metodologia a seguir es la siguiente,
una vez construida la muestra y seleccionado el modelo que

101 aAdams y Van Deventer (1994) y Fisher, Nychka y Zervos (1995).
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gueremos estimar, se deben calcular los valores que toman tanto la
variable dependiente como las variables explicativas. El valor de la
variable dependiente estard compuesto por el precio medio del
titulo mas/menos la parte “constante” de la forma funcional
empleada, entendiendo ésta como la parte de la funcién que no
acompafia a ningun pardmetro del modelo. Mientras que las
segundas se corresponden con la suma del producto de los flujos
por el valor de la funcién correspondiente calculada para cada
fecha de pago. El siguiente paso es aplicar el método de regresion
que se considere méas adecuado y una vez estimados los
parametros se puede calcular el valor estimado de la estructura
temporal de tipos de interés.

Logicamente, algunos modelos necesitan un proceso de
preparacion inicial mas complejo para el calculo de los valores de
las variables y de los parametros, pero en esencia ésta es la base de
la metodologia.

5.4.1 Adaptacion de los modelos de rendimientos

Como ya se ha comentado en los Capitulos 3 y 4, los modelos
de curva de rendimiento pueden modificarse para su aplicacion
como modelos de precios. La conversion es sencilla y consiste en
tomar la funcién de aproximacién propuesta para la TIR como
representativa de los tipos cupon-cero. Sin embargo, su estimacion
puede complicarse debido a que el modelo resultante es no lineal.
La ecuacién de regresion es del tipo:

T
— 32 -9(t
P=aQe o )+ei
t=g

donde g(t) es la funcién de aproximacion propuesta para los tipos
spot, P; el precio medio del titulo iy Q; el pago recibido en el
momento t. En concreto se han empleado las siguientes
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especificaciones para cada una de las propuestas que se han
estimado a través de minimos cuadrados no lineales:

Cohen, Kramer y Waugh ® g(t)=b,+b,t+b,[Ln(t)]?
Fisher ® g(t)=b,+bt+b,t>+b,Ln(t)
Bradley y Crane ® g(t) =t"ze(P™") 1

Echols y Elliott ® g(t)= et 1

En la aplicacion de los modelos de Fisher (1966) y Echols y
Elliott (1976) no se ha respetado la propuesta inicial de los
autores, que incluian como variable explicativa el cupdn
devengado por los titulos. Ademaés en el modelo de Fisher (1966)
se ha eliminado t* por considerar suficiente la utilizacion de un
polinomio de grado dos que supone la aproximacion de la funcion
de descuento a través de una exponencial de tercer grado y para
reducir el nimero de pardmetros del modelo, que aln asi no es
estimable en todas las muestras de 1991. Esta decisién, ademas, se
apoya en el estudio realizado por Calatayud y Morini (1995) que
encuentran que esta variable es escasamente significativa en la
mayoria de las muestras analizadas donde se aplica este modelo
para la obtencion de la curva de rendimientos.

5.4.2 Modelos de precios

En este apartado se expondran los criterios e hipotesis
adoptados en la aplicacion de los diferentes modelos de precios
analizados y los pasos a seguir para efectuar el analisis empirico de
los mismos.

En general, podemos distinguir tres clases de modelos en base
al proceso que es necesario seguir para su implantacién: por un
lado, se encuentran las propuestas de McCulloch (1975), Shea
(1984), Steeley (1991) o similares, que se caracterizan por ser
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lineales y estar definidas en el intervalo original, [0,¥). Por otro,
estdn las propuestas no lineales de Carleton, Chambers y
Waldman (1984), Nelson y Siegel (1987) y Svensson (1994) cuya
metodologia de implantacion es idéntica a la empleada en los
modelos de rendimiento modificados. Y por ultimo, podemos
agrupar aquellos modelos que realizan algun tipo de cambio de
variable para trasladar el intervalo original a otro mas adecuado,
donde se encuadran nuestras propuestas junto con las de
Contreras y Navarro (1993) o Schaefer (1981).

Para la aplicacion del modelo de McCulloch (1975) se ha
procedido en primer lugar a la discretizacién de la capitalizacion,
a la vez que se ha obviado la propuesta que realiza en relacion al
efecto impositivol92, de tal modo que la ecuacion de valoracion a
estimar queda:

P :cig D(t) +100D(T; ) [1]

t=s
donde ¢; es el pago por cupon del titulo i.
Para derivar la ecuacion de regresion cuyos pardmetros se

estimaran por minimos cuadrados, se debe sustituir la funcion de
descuento, D(t), por su aproximacion:

D(t)=1+8 b,g,(1) 2]
j=1

Aunque esta especificacion depende del valor del pardmetro m
como veremos posteriormente, ya se puede establecer cual va a ser

102 gy general todas las propuestas que incluyen algin tratamiento corrector para
los impuestos se han testado sin tener en cuenta el mismo.
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la variable dependiente del modelo de regresion: y, = P;-100-My;,
donde M indica el nimero de pagos pendientes que tiene el titulo i.

Para la determinacion de las variables exdgenas habra que
considerar la forma funcional concreta que se asigna a cada
funcion gj(t). Hasta ahora tenemos:

T m
yi=ciéabg(t)+1ooabg(T)=
t=g j=1
g &g u g
a b;éd c.g;(t)+100g; (T )g=a b; X; [3]
=1 a=s u ij=

por lo que para poder seguir aplicando el modelo se debe
determinar el nimero de funciones a emplear y la forma que
adoptan las mismas. Se han seguido en ambos casos las
indicaciones del autor y se ha tomado m=gEnt[(h] como una
aproximacion valida del nimero de funciones a utilizar en la
aproximacion, representando zEnt el entero maéas cercano del
resultado de la raiz, y n el nidmero de titulos que componen la
muestra.

Una vez establecido el niumero de funciones quedan definidos,
automaticamente, el nimero de subintervalos en que se divide el
intervalo de estudio03 [0,T,], m-2, y la localizacion exacta de los
nodos:

siendo: q=[""/,»]n-i. Y i la parte entera de ™/ ,.

103 T, es el vencimiento a mas largo plazo observado en la muestra.
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De este modo, se consigue que cada subintervalo tenga el
mismo numero de observaciones. A titulo informativo cuando se
disponen de doce o menos observaciones sélo se emplea un
subintervalo y hasta veinte observaciones dos subintervalos.

Una vez establecido todo lo anterior, se determinan las
variables exdgenas del modelo sumando el producto de los pagos
recibidos por el valor de la funcion correspondiente en la fecha de
pago quedando como parametros a estimar los bjs. La
especificacion de estas funciones para los tres casos presentados en
el estudio empirico se encuentra en el Anexo 3.

Schaefer (1981) propone emplear combinaciones lineales de
diez funciones en la aproximacion de la funcion de descuento; sin
embargo, dadas las caracteristicas de nuestras muestras este
ndmero parece excesivo y se opta por escoger el numero de
funciones a emplear en funcién del nimero de observaciones
disponibles siguiendo el criterio de McCulloch (1975). De este
modo el procedimiento a seguir es muy similar al comentado
anteriormente.

Las variables dependientes en ambos modelos coinciden y se
calculan como en el caso anterior a partir de las expresiones [1] y
[2]; igualmente la determinacién de las variables exdgenas se
realiza a partir de la expresién [3], pero en esta ocasidn, no
cambian Unicamente las funciones empleadasi® sino que
siguiendo a Schaefer (1981) es necesario realizar previamente un
cambio de variable para trabajar en el intervalo [0,1] donde se
definen las mismas. Schaefer (1981) no especifica el tipo de
cambio a realizar por lo que se ha valorado el modelo en base a
dos alternativas. Por un lado, siguiendo a Fong y Vasicek (1982)
que realizan una transformacion similar, se emplea un cambio de

104 v/gase Anexo 3.
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variable de tipo exponencial: ti [0,¥)U xI [0,1]® x=1-¢*. Este
cambio da lugar a que gran parte de las observaciones originales
se agrupen en el limite superior del intervalo, ya que los valores
en t tienden excesivamente rdpido a la unidad. Por tanto gran
parte del intervalo queda vacio como muestra el ejemplo recogido
en la Figura 5.1 (A). La utilizacion de este cambio origina errores
de estimacién en precios excesivamente elevados debido a que
practicamente no existe diferencia, una vez realizado el cambio,
entre un vencimiento a cinco afios y otro a quince.

Figura 5.1 Representacion gréafica de algunos cambios de variable
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Una alternativa dentro de esta linea que mejora
considerablemente los resultados es ponderar, como hacen Fong y
Vasicek (1982), el argumento de la exponencial: x=1-¢°. En
concreto, este pardmetro adicional no negativo, s, controla la
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velocidad a la que cada funcion se aproxima a su nivel asintético.
Para Mastronikola (1991) un buen valor de s puede ser 0’1
porque no desvirtia excesivamente la escala original como
podemos observar en la Figura 5.1 (B). En cualquier caso, seria
recomendable si se utiliza este tipo de cambio no imponer a priori
el valor de s, sino que éste sea determinado junto al resto de
parametros del modelo. Esto dificulta un poco la estimacién ya
gue se pierde la linealidad del modelo.

Otra opcién que ofrece, en nuestra opinidn, resultados menos
sesgados es emplear un cambio de variable lineal de tal modo que:
x=t/ T, siendo T, el vencimiento mas largo considerado o un
valor que represente el vencimiento mas lejano. De este modo, se
mantienen la escala inicial y el resultado del modelo no se ve tan
condicionado por el cambio de variable empleado (véase Figura
5.1 (c)).

En el anélisis empirico del modelo de Schaefer (1981) se han
empleado las dos dultimas alternativas, presentando ambas
resultados similares en términos de error en precios, siendo
ligeramente mejores los resultados obtenidos a través de la
transformacion exponencial por lo que en los anexos se exponen
éstos. Ademas esta transformacion condiciona menos la
representacion grafica de las curvas de tipos cupén-cero y forward
estimadas, ya que no se precisa conocer para su elaboracion el
vencimiento maés lejano considerado en la determinacion de las
funciones, como sucede en el caso de realizar la transformacion
lineal.

El cambio de variable se realiza para cada una de las fechas de
pago de cada titulo que compone la muestra y se procede al
calculo de la variable dependiente como se explicé en el caso
anterior. De este modo, se tiene que la especificacion general de
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las funciones empleadas por el modelo queda representada a
través de la siguiente expresion:

m 1 L3N- JO(1- e )
()= _1rl ——
g go( ) g S

Respecto al modo en que el cambio de variable afecta a la
forma de estas funciones, nos podemos referir al gréfico
representativo incluido en el tercer Capitulo (Grafico 3.6),
teniendo en cuenta que, a medida que s crece la asintota de cada
curva se alcanza més cerca del origen de coordenadas. Al igual
que en el método de Fong y Vasicek (1982) si no se desea
establecer el valor de s a priori se puede estimar su valor
conjuntamente con el resto de parametros del modelo pero se
pierde la linealidad del mismo. En nuestra opinion, el coste de
implantacién de esta metodologia no compensa la posible mejora
en los resultados.

El principal problema en la aplicaciéon del modelo de Fong y
Vasicek (1982) es la falta de informacion sobre el tipo de funcion
que emplean. Los autores sOlo concretan que la funcién de
descuento se estima indirectamente a través de funciones
exponenciales y que es necesario, al igual que en el modelo
anterior, realizar un cambio de variable. Como ejemplo se tiene
qgue Contreras y Navarro (1993) proponen la utilizacién de splines
con un solo nodo intermedio, mientras que Shea (1985) utiliza B-
splines.
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Otro problema que surge al tratar de implantar el modelo es
el modo en que se va a llevar a cabo la estimacion del mismo. El
modelo es no lineal, salvo que se fije el valor de
a externamente; esto no seria un problema, ya que existen
métodos no lineales de estimacion, si no fuese porque la no
linealidad afecta también a la determinacién de los nodos del
spline y por tanto a la especificaciéon de la propia funcién a
utilizar. Por lo que se requiere integrar la estimacion de los
parametros con la determinacion de las variables exdgenas. Este
procedimiento, habida cuenta que es necesario calcular las
funciones para cada fecha de pago de todos los titulos que
componen la muestra, es bastante costoso.

Una alternativa que puede plantearse es hacer variar el
parametro no lineal, a, en un rango de valores que se considere
apropiado y estimar para cada uno de esos valores la funcién de
descuento tomando finalmente el resultado que genere un error
de estimacién menor. Este método no nos proporciona la mejor
estimacién dado un criterio sino una aproximacién a la misma ya
qgue la calidad del resultado depende de la frecuencia en que se
tomen los valores de a. Si la frecuencia es muy alta, mas cercano
estara el valor obtenido del O6ptimo pero mas costoso serd de
implantar el método.

Una buena aproximacién de este valor, que representa en el
caso espafiol, segun Contreras y Navarro (1993) la tendencia de
los tipos en los plazos finales de la curva, puede ser la TIR del
titulo con méas vencimiento. Si se considera que esta aproximacion
es mas 0 menos precisa se puede optar por fijar el valor de a, con
lo que se linealiza el modelo y su estimacion se simplifica
enormemente.

Por tanto, en el desarrollo empirico, debido a la poca
informacidon que aportan sus autores y en base a los estudios
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realizados por otros investigadores, se ha optado por analizar tres
alternativas diferentes. Por un lado, dado que
independientemente del tipo de funcién que se emplee, el cambio
de variable no soluciona el problema de la no linealidad, sino que
lo causa, se puede optar por estimar de entrada el modelo no
lineal que indirectamente se estima cuando se realiza el
procedimiento propuesto por Fong y Vasicek (1982). Esto es,
aproximar la funcion de descuento a través de un polinomio
exponencial:

D(t)=g(t)=bo+b1e?'+b,e?2'+b e

Como, al menos, se debe garantizar que D(0)=1, se tiene que
imponer que el término independiente sea: bo=1- bs- by- bs, por lo
que la representacién final queda:

D(t)=g(t)=1+ba[e?-1]+b,[e 1] +b,[e%*"1]

De forma similar a como se detall6 para McCulloch (1975),
para obtener el modelo de regresién, simplemente se sustituye en
la ecuacién de valoracion D(t) por la funcién propuesta. La Unica
dificultad es la necesidad de emplear métodos de regresién no
lineales.

La siguiente alternativa que se ha analizado consiste en
aproximar G(x) directamente a través de un polinomio simple de
al menos grado tres, ya que como Shea (1985) indica el uso de
splines en G(x) no esta justificado tedricamente, salvo que se crea
que el comportamiento de la funcion de descuento no siga un
decrecimiento exponencial.
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Para aplicar esta propuesta es necesario realizar en primer
lugar el cambio de variable propuesto por Fong y Vasicek (1982):
x=1-e¢®". Para ello, con el fin de evitar que el modelo sea no lineal
y siguiendo la interpretacion de a que realizan Contreras y
Navarro (1993) para el caso espafol, se toma para cada muestra
analizada como valor representativo de este parametro la TIR del
titulo con mayor vencimiento.

De este modo se analiza la siguiente especificacion:
D(t)=G(1-e"RN)° G(X)=1+b,x+b,x*+b,x3

El procedimiento a seguir es idéntico al realizado en el resto
de modelos y tan s6lo hay que tener en cuenta el cambio de
variable realizado, por tanto la metodologia empleada es muy
similar a la sefalada anteriormente para Schaefer (1981).

Por ultimo, se analiza la propuesta de Contreras y Navarro
(1993), aunque se aplicard una metodologia ligeramente
diferente. En primer lugar, a fin de evitar la no linealidad del
modelo y reducir su coste de aplicacion, asumiendo el riesgo de
perder un poco de precision en las estimaciones, el parametro a
se determinard exdgenamente tomando como aproximacion, igual
que en el caso anterior, la TIR del titulo con mayor vencimiento
de la muestra bajo la hipotesis de que, a pesar de las
inconsistencias de la TIR, su magnitud es la informacién mas
objetiva de la que se dispone para valorar la tendencia de los tipos
a largo plazo. Por otro lado, como las muestras empleadas no
contienen Letras se omite la variable dummy de su modelo. En
altimo lugar, para reducir la complejidad y no tener que integrar
la estimacion del modelo con la determinacién de las funciones
empleadas, el nodo intermedio de los splines no se toma de modo
gue se minimice la suma de los errores cuadraticos de estimacion
sino que se establece éste de forma similar a McCulloch (1971)
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como aquél que deja igual nUmero de observaciones a uno y otro
lado del intervalo.

La aplicacion de este modelo es bastante similar a los
anteriores y solo cambia la variable dependiente debido a la
definicion de G(x) propuesta. De modo breve, los pasos a seguir
comprenden la determinacion de a como la TIR del titulo con
mayor vencimiento de la muestra, TIR; la realizaciébn del cambio
de variable x=1-e"®~ para cada uno de las fechas en la que se
devenga cupon; la eleccion del nodo intermedio t, como el punto
que deja igual niumero de observaciones a un lado y otro del
mismo; el calculo del valor de las funciones para cada fecha de
pago y a partir de ellas las variables exdgenas y por ultimo el
calculo de la variable dependiente que en este caso queda definida
como:

Mi
yi = Pi'loO'MiCi+ é Qlj XJ .
j=1

Esto es, la parte de la funcion G(x) que no incorpora ningun
pardmetro a estimar, igual que en los modelos anteriores, pasa a
formar parte de la variable dependiente.

La propuesta de Carleton, Chambers y Waldman (1984) no
necesita ningun tipo de preparacién previa para su aplicacion.
Siguiendo las indicaciones de los autores, que después de diversos
analisis consideran que el uso de un polinomio cubico tiene
capacidad de representacion suficiente, se han empleado éstos en
el desarrollo empirico del modelo.

De este modo, la funciéon de descuento se define como:

D(t) =g (byt+byt?+byt®) ,
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que se sustituye en la funcion de valoracién, dando lugar a la
siguiente ecuacion de regresion:

T
o

_ 2 3
P=38 Qe (byt+b,t?+bt )_'_ei _
t=s

Para los autores un elemento importante de la estimacion es el
método empleado, por lo que se han seguido sus
recomendaciones en cuanto al empleo de la técnica de maxima
verosimilitud para la realizacion de las estimaciones; aunque
también se han empleado minimos cuadrados no lineales.

Shea (1984) en su trabajo propone mas que una especificacion
funcional en si, una forma de realizar la estimacion para poder
incorporar restricciones adicionales de un modo mas sencillo sin
tener que recalcular todas las funciones empleadas. Su propuesta
es totalmente equivalente a los modelos de splines tradicionales
propuestos por McCulloch (1971, 1975) o Steeley (1991).

La conversion entre ambas metodologias es sencilla. En
términos generales, los modelos tipo McCulloch aproximan la
funcion de descuento de la forma:

D(t)=1+b,g,(t)+...+b,,g,(t)
donde b; son los parametros a estimar y g;(t) tienen la forma:

ia;, d, £t£d,
:
g;(t)=ib;, d,£t£d,
I
I .

Por otro lado, Shea (1984) especifica la funcién de descuento

como:
D(H)=1+g(t)
siendo g(t):
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iba +b,b +---, d £t£d,
g(t):%b1a2+b2b2+"', d2 £t£d3
| :
Asi pues ante especificaciones equivalentes de: a, b, ... se

obtienen los mismos resultados con ambos métodos.

Shea (1984) propone en su trabajo, para tratar de evitar la
obtencion de tipos forward negativos, que se establezca una
restriccion sobre la pendiente de la funcién de descuento en el
altimo nodo de tal modo que sea la mitad de la pendiente de la
curva en el nodo anterior. Por tanto, para la aplicacién de su
propuesta se ha tenido en cuenta esta restriccién, junto a las de
continuidad en los nodos de la funcién y sus dos primeras
derivadas.

Para determinar la funcién de aproximacion se debe aplicar la
metodologia de construccion de splines explicada en el Capitulo 2
e incorporar esta restriccion adicional que segun la nomenclatura
seguida en ese capitulo puede expresarse como:

l/an-1_|_ 2Cn-l(Xn'Xn-l) + 3dn-1(Xn'Xn-1)2: 0

Las especificaciones de cada una de las funciones segun el
namero de subintervalos se pueden consultar en el Anexo 3
expresadas en la forma de McCulloch (1975). También en esta
ocasion para la determinacion del numero de subintervalos a
emplear se ha seguido el procedimiento propuesto por éste. Esto
garantiza, en cierto modo, que la obtencién de mejores o peores
resultados por parte de los modelos que emplean splines se deba a
la especificacion concreta de éstos y no a una localizacion
diferente de los nodos dentro del intervalo.
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El analisis de los modelos de Nelson y Siegel (1987) y
Svensson (1994) es muy similar al efectuado en los modelos de
rendimientos modificados, que no presentan mayores
complicaciones en su estimacion, salvo la utilizacion de técnicas de
regresion no lineales.

La ecuacién de regresion, en el primer caso, es:

T

o} e o g t d]
R =aQepe teh, +(b,+b,)(1-e") - b, e’ Ji+e,
t=s é t Zg

Y para el modelo de Svensson (1994) se tiene:

_L L e L Lo
bot+(b1 +b2)(1'e " )tl - bz e +b3§(1'e tz )t .- te - I_:liH'ei
%]

T

P=4Qep

t=s

DD D> D
)

DO 0O

Por otra parte, Steeley (1991) emplea B-splines cubicos.
Aproxima la funcion de descuento a través de:

D=4 b;g;(t)
j=1

Y restringe que:

Qos

b;g;(0) =1, para lograr que D(0)=1.

j=1

El procedimiento para la construccion de los B-splines se
encuentra recogido de forma detallada en el Capitulo 2 y dado
que Steeley (1991) no impone ninguna restriccion adicional su
obtencién es sencilla, en cualquier caso las funciones empleadas
en el analisis empirico pueden consultarse en el Anexo 3. Para la
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construccion de las mismas, siguiendo con la tonica general se ha
determinado el numero de funciones, asi como la posicion de los
nodos segun McCulloch (1975), a pesar que Steeley (1991)
mantiene los nodos fijos en los puntos: -3, -2, -1, 0, 5, 10, 40, 45,
50y 60.

En relacion con los nodos situados fuera del intervalo se ha
optado por igualar los mismos al valor que presenta el nodo més
cercano perteneciente a éste; es decir, en el limite inferior del
intervalo para s=1y c<<s se tiene d,=d,=0 y en el extremo superior
para s=m-1y c¢>s se tiene d.=d,,=T,. Esta eleccion de los nodos
nos permite imponer con mayor facilidad la restriccién para que
D(0)=1. De esta forma se logra que g;(0)=0" j=1,..my se define
la funcién de descuento como:

D()=1+3 b;g;(t)
j=1
5.4.3 Aplicacion de las alternativas propuestas

De todas las alternativas te6ricamente adecuadas presentadas
en el Capitulo 4 se han elegido aquellas que requieren imponer
menos condiciones para el logro del objetivo buscado y no
suponen la utilizacion de métodos de estimacion no lineales.

En concreto, se ha optado por analizar empiricamente una
combinacion de funciones definidas en el intervalo [0,1], como
respuesta a las propuestas planteadas por Schaefer (1981) vy
Contreras y Navarro (1993) en ese intervalo; y una combinacion
de funciones de Legendre definidas en el intervalo [-1,1] para
comprobar si estas funciones, segun indica la teoria, son las més
apropiadas tanto desde el punto de vista de la estimacién como
por las propiedades asint6ticas que presenta. En lo que sigue la
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primera especificacion se denominara Propuesta | y la segunda,
Propuesta II.

5.4.3.1 Propuesta |

Para la aplicacion de este modelo hay que realizar, en primer
lugar, el cambio de variable desde tI [0,¥) hasta xI [0,1]. Igual
gue en el caso de Contreras y Navarro (1993) y Schaefer (1981), el
cambio viene determinado por x= 1-e . Y dado que la curva de
tipos forward, como se muestra en el Capitulo 4, tiende
asintéticamente hacia a, se ha decidido tomar como valor
aproximativo de ésta la TIR del titulo con mayor vencimiento de
la muestra.

Una vez determinado el cambio de variable, el resto del
proceso es similar al realizado en los otros modelos. De este
modo, se calculan los valores de las diferentes funciones; a partir
de éstas, siguiendo el procedimiento explicado para McCulloch
(1975), se calculan las variables explicativas y se calcula la variable
dependiente de modo equivalente a lo realizado para Contreras y
Navarro (1993):

Mi
yi = Pi'loO'MiCi+ é Qlj XJ .
j=1

Con estos elementos se forma la ecuacion de regresién que se
estima por minimos cuadrados ordinarios.

5.4.3.2 Propuesta |1

Para analizar empiricamente la segunda propuesta se
construye la funcién de aproximacion en el modo explicado en el
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Capitulo 4 tomando polinomios de Legendre de hasta grado tres.
La utilizacién de polinomios de mayor grado no conlleva ninguna
dificultad adicional, ya que no afectan a los valores de los
polinomios de menor grado y Unicamente supone la estimacion de
un mayor numero de parametros.

El cambio de variable es ligeramente diferente que en el caso
anterior, ya que nuestro intervalo objetivo es [-1,1], de este modo,
paratl [0,¥)y xlI [-1,1], se tiene: x=1-2¢?'. Para la realizacion de
este cambio, siguiendo el razonamiento expuesto anteriormente se
vuelve a tomar como valor de a la TIR del titulo de mayor
vencimiento.

El resto del procedimiento es igual al explicado para la
Propuesta I, la Unica diferencia reside en el célculo de la variable
dependiente, que se define como:

¥l
yi=Pi-a EQij(l' X; ).
j=1

Este modelo, una vez determinadas las variables exdgenas a
partir de la especificacibn propuesta, se estima por minimos
cuadrados ordinarios.

5.5 EVALUACION DE LOS RESULTADOS
5.5.1 Comparacion entre modelos

Determinar bajo qué criterio se van a medir los resultados
obtenidos es de una importancia vital, la eleccion de un factor u
otro puede dar lugar a que determinados modelos se revelen
como los mas apropiados o parezcan los que peores resultados
obtienen. Este tema ha sido tratado por todos los autores que han
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realizado andlisis empiricos en torno a la modelizacion de la
ETTI, siendo muchos los estudios que se han dedicado a la
determinacion del método mas objetivo.

Bliss (1996) advierte sobre los peligros de considerar como
Unico criterio de evaluacion entre modelos la bondad del ajuste en
la muestra, por lo que propone una serie de tests sobre el analisis
de la serie de residuos que detectan especificaciones incorrectas en
la ecuacion de valoracion subyacente que relaciona la estructura
temporal con los precios de los titulos.

McCulloch (1971) también hace referencia a esta circunstancia
y considera que el coeficiente de determinaciéon es un mal
indicador de la bondad del ajuste ya que no tiene una
interpretacion intuitiva obvia y casi siempre es superior a 0'99. Por
otro lado, considera que el estimador de la varianza si es
significativo.

En el mismo sentido se manifiestan Carleton y Cooper (1976)
que consideran que el coeficiente de determinaciébn no aporta
informacion significativa ya que la especificacion econdmica del
modelo econométrico es directa y se espera que su valor sea
siempre alto, y Shea (1985) para quien los splines son formas
funcionales tan flexibles que no tiene significado comparar
especificaciones alternativas de los mismos en base a la bondad del
ajuste, por lo que propone como base para juzgar la calidad del
modelo comprobar si las expectativas del investigador sobre la
forma que debe tener la curva se cumplen. En concreto habria que
observar la capacidad del modelo para generar curvas de tipos
cupoén-cero y forwards suaves que muestren las propiedades
asintoticas deseables.

La Unica excepcion sobre este punto de vista la plantea
Mastronikola (1991) que emplea el coeficiente de determinacién
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ajustado para valorar el modelo aplicado por el Banco de
Inglaterra a pesar que emplea técnicas de estimacion no lineales.
Por otro lado, Dahlquist y Svensson (1994) se sitlan en un punto
intermedio ya que no s6lo comparan las medidas de ajuste sino
también las propiedades de convergencia de los modelos.

En cualquier caso, no emplear el coeficiente de determinacion
para valorar los modelos se justifica no s6lo por los motivos
expuestos, sino porque este indicador presenta problemas cuando
la ecuacién de regresidbn no incorpora término independiente
(constante) y no es valido cuando se tratan modelos no lineales19s,

McCulloch (1971), desde la perspectiva de que el estimador de
la varianza de los diferentes elementos que pueden definir la
ETTI es un indicador significativo de la calidad del ajuste, parte
para su determinaciéon de la matriz de covarianzas, C, de los
estimadores de los parametros del modelo. De este modo, el
estimador de la varianza de la funcion de descuento es:

var[D(t)]=z'Cz, siendo z;=f{(t).

De forma similar, la varianza estimada de los tipos cupén cero
> var[h(t)]=var[D(t)]/[tD(t)]>

La del tipo forward instantaneo:

f(t)°2'Cz, siendo z=|f (t)/ D' (t)]- |f,(t)/ D(t)].

Y por ultimo, la varianza estimada del tipo forward medio
entre t, y t, queda como z'Cz, siendo:

105 v/gase Novales (1993), pp. 76-77.
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1 (:f‘fj(tl) fj(tz)l;I
tz' tl eD(tl) D(tz)u

Steeley (1991) considera que las formulas anteriores
propuestas por McCulloch (1971, 1975) han sido ignoradas por
los otros investigadores, en parte, porque el procedimiento para
calcular las matrices de varianzas y covarianzas es, respecto al
resto del procedimiento, estadisticamente complejo. En este
sentido, propone una aproximacion para la varianza de los tipos
forward cuya precision se puede considerar satisfactoria ya que las
varianzas de los factores de descuento son mas pequefias que el
cuadrado de sus valores esperados:

E(D?(t- 1)) évar(D(t- 1)) , var(D(t)) = 2cov(D(t - 1),D(t))i

var[ f (t)] » E(D2(t)) &E(D*(t- 1)) E(D%(t)) E(D(t- 1))E(D(t))H

Por su parte, Echols y Elliott (1976) proponen un contraste
para evaluar la potencia relativa de dos modelos a través del
analisis de los residuos generados por cada uno de ellos. Para
efectuar las comparaciones entre los diferentes modelos proponen
el contraste de las siguientes hipétesis:

Ho: mj-m;=0
Ha: mj-mj<0

Siendo el estadistico de contraste una t-Student definida
como: t=(m;-m)/(s*/n)*?, donde m; y m; son las medias de los
errores del modelo iy j, sZ:si2+sj2-2Cov(i,j) y n es el nUmero de
muestras.

Para Carleton, Chambers y Waldman (1984) el analisis de los
residuos es fundamental para la valoracion de la capacidad de un
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modelo, tanto para detectar problemas sistematicos en la
estimaciéon de determinados tramos temporales como para
analizar la posible existencia de heteroscedasticidad o detectar
problemas concretos en determinados titulos como iliquidez,
sobrevaloracién, etc. Aunque el andlisis visual de las curvas de
tipos cupdn-cero y forwards estimadas también es importante para
detectar desviaciones respecto al comportamiento esperado.

Bliss (1996) es, sin duda, el autor que mas énfasis ha puesto en
la utilizacion de métodos alternativos para valorar y comparar las
diferentes propuestas. En especial, advierte del riesgo de emplear
como Unico criterio de evaluacién la bondad del ajuste en la
muestra empleada o muestra de estimacion y considera necesario
reservar algunos datos para formar una muestra paralela, muestra
de verificacion, que sirva para valorar la capacidad de estimacion de
los modelos. Por lo general, los analisis efectuados sobre la
muestra empleada proporcionan una vision distorsionada de la
capacidad del modelo, por tanto la aplicacion de tests fuera de la
muestra dota a los resultados de mayor fiabilidad208,

También critica que las investigaciones anteriores han
prestado poca atencion al analisis de los residuos como
herramienta para detectar problemas. Desde su punto de vista, los
modelos se emplean bajo la hipoétesis que capturan toda la
informacion contenida en los precios de los titulos y que las
diferencias o errores observados son ruidos. Una manera de
comprobar si esto se cumple es buscar relaciones sistematicas en
los errores de estimacion, para ello propone someter los residuos
a tres andlisis diferentesi9? que estudien: la evolucion del
comportamiento del error durante un periodo de tiempo, la

106 Waggoner (1997) emplea esta metodologia para analizar su propuesta y los
modelos de Fisher, Nychka y Zervos (1995) y McCulloch (1975).

107 En Bliss (1996) se explican con detalle cada uno.
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correlacion del error con el método especifico empleado y la
relacion del error con otras variables no incluidas en el modelo
para detectar problemas de mala especificaciéon por omision de
variables relevantes.

En otro orden de cosas, aunque en las estimaciones se emplee,
por lo general, el precio medio como variable dependiente, tanto
el precio maximo como el minimo han sido precios negociados en
el mercado y por tanto los precios pertenecientes al intervalo que
ambos limitan pueden considerarse precios validos. Esto nos lleva
a considerar que el error de estimacion no debe medirse en base a
la variable dependiente (precio medio) como generalmente se
hace, sino que dadas las peculiaridades del estudio desarrollado
debe establecerse la existencia de error de estimacion solo si el
precio estimado no se encuentra dentro del intervalo formado por
el precio médximo y minimo negociados para cada titulo. Por
tanto, la definicion de error de estimacion, segun Bliss (1996),
debe presentarse como:

1P, -P.sP>P
e={P._-P sP<P,
1o, otro caso

donde e representa el error, P, el precio maximo, P, el
precio minimoy Pel precio estimado.

Otra particularidad que distingue los analisis propuestos por
Bliss (1996) es que emplea como criterio los errores absolutos en
contra de la utilizacién generalizada de los errores al cuadrado, ya
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gue opina que no existe ninguna razén econdmica para emplear
estos Ultimos salvo la conveniencia econométricalos,

La mayoria de los autores analizan el error de estimacion en
precios, sin embargo, Svensson (1994) también estudia el error en
términos de TIR9, para ello simplemente compara la TIR
observada en el mercado con la que resulta de tomar el precio
estimado. Comprueba que la minimizacién del error en precios
ocasiona, a veces, grandes errores en rendimientos para titulos
con vencimientos préximos, porque los precios son menos
sensibles a los tipos de interés en los tramos a corto. Respecto a
este analisis hay que tener en cuenta que el error en TIR es el
cociente entre el error en precio y la duracién, por lo que a menor
duracion mayor error en TIR. Esto es, un mismo valor del error
en precios implica un error en TIR mayor en el corto plazo que en
el largo o lo que es lo mismo, un mismo error en TIR da lugar a
un error en precios comparativamente mayor para el tramo a
largo ya que: &,.,=€rr* Duracion.

Para Svensson (1994) aunque la minimizacion del error en
precios ofrece, en ocasiones, buenos ajustes de los rendimientos,
en la mayor parte de los casos existen problemas en el corto plazo
y propone tomar como criterio la minimizacion del error en
rendimientos que produce un ajuste mucho mejor a cambio de un
pequefio empeoramiento en el ajuste de los precios.

Otro anélisis significativo es el propuesto por Waggoner
(1997) que mide la suavidad de cada método promediando la

108 Dahlquist y Svensson (1994) también emplean esta medida junto con la
tradicional de los errores al cuadrado.

109 gy trabajo no se centra en la estimacién de la curva de tipos, sino en el analisis
de los tipos forward como indicadores de la politica monetaria. Desde esta perspectiva
tiene mas sentido minimizar el error en tipos que en precios.
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segunda derivada de la curva de tipos forward:
(tz-tl)'léz[f"(t)]zdt, tal que valores mas pequefios indican

mayor suavidad en la curva.

Por ultimo, no es suficiente analizar la capacidad del modelo
para obtener buenas estimaciones, sino que también es necesario
valorar la calidad o fiabilidad de los parametros estimados. Para
ello se estudian dos aspectos fundamentales de los modelos de
regresion: la autocorrelacion y la heteroscedasticidad.

La autocorrelacion en los errores puede indicar una mala
especificacion del modelo o del método de estimacién. Aunque
también puede darse el caso de que realmente los errores en
precios estén correlacionados sugiriendo ineficiencias en el
mercado, situacion segun Bliss (1996) poco probable. La
autocorrelaciéon produce pérdida de eficiencia sobre los
estimadores del modelo de regresion.

La heteroscedasticidad también genera pérdida de eficiencia
de los estimadores y surge cuando la varianza de los errores no es
constante en toda la muestra. La mayoria de los trabajos
realizados consideran que el diferencial entre precios negociados y
las comisiones del mercado producen este efecto en los modelos
de estimacion de la estructura temporal.

Vistas todas las propuestas de evaluacién anteriores y teniendo
en cuenta que nuestro objetivo no es ofrecer una clasificacion
estanca de los diferentes modelos, se ha decidido llevar a cabo un
analisis sencillo de los errores en precios y completar la valoracion
global del modelo con el estudio teérico efectuado en el apartado
anterior y la representacion gréafica de las curvas de tipos spot y
forward estimadas. De este modo, siguiendo a Dahlquist y
Svensson (1994) nos situamos en un punto intermedio que nos
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permite valorar con cierta precisién los resultados sin necesidad
de emplear métodos complejos como McCulloch (1971), ni
realizar un estudio detallado como Bliss (1996).

5.5.2 Resultados en el Mercado Espafiol de Deuda Publica
Anotada

En este apartado se comentan los resultados mas relevantes
obtenidos por los diferentes modelos analizados con el &nimo de
ofrecer una vision global de la capacidad de estimacién y
prediccion de los mismos. Se ha valorado, por tanto, no solo la
precision en las estimaciones, medida en base a las diferencias
entre precios observados y estimados, sino también la calidad de
las predicciones fuera del intervalo, cuya evaluacion se efectla
graficamente a través de la representacion de las curvas de tipos
estimadas para vencimientos mas alejados de los observados y bajo
la hipotesis de convergencia y suavidad de los tipos forward.

En general, los pardmetros estimados carecen de un
significado econdémico, o incluso intuitivo, directo: en la mayor
parte de los modelos las variables exd6genas no son un
determinado factor sino el valor de una funcién mas o menos
compleja que depende del tiempo. Por tanto, no parece relevante
estudiar la significacion individual de los parametros salvo que
ayude a detectar malas especificaciones del modelo. En este
sentido, también se manifiestan Contreras y Navarro (1993)
quienes consideran que el contraste individual de cada uno de los
parametros por separado carece de sentido en el estudio de estos
modelos ya que se limitan a representar los coeficientes de la
funcion a la que acompafian, por lo que lo importante es valorar
la significacion conjunta de los mismos.
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En este sentido, la calidad de la estimacién se evallUa a través
de las diferencias computadas entre los precios observados y los
generados por el modelo.

En el analisis de los errores se ha seguido la metodologia
tradicional que estudia los cuadrados de los errores y la propuesta
por Bliss (1996) que estudia los valores absolutos de los mismos.
Tradicionalmente se ha empleado el cuadrado de los errores para
valorar los modelos por ser la técnica empleada en el
procedimiento de regresion. Sin embargo, en nuestra opinion, la
utilizaciéon del error absoluto ofrece una vision de los resultados
menos distorsionada.

Bajo la hipotesis de que el calculo del cuadrado de los errores
se realiza para evitar que valores positivos y negativos se
compensen, igualmente adecuado es emplear el valor absoluto de
los mismos que, ademas, no modifica el valor real del error. Asi
pues, independientemente de que el método de regresion
empleado, por razones de facilidad de célculo, se base en la
minimizacion de los errores al cuadrado, posteriormente se
pueden emplear en la valoracion del modelo los errores absolutos.

En relacion a las regresiones se evalian la autocorrelacion de
primer orden a través del estadistico Durbin - Watson y la
heteroscedasticidad!0 a través del test de White. A la vista de los
resultados obtenidos por otros autores respecto a este Gltimo
fendmeno, también se ha analizado la relacion entre los errores y
el diferencial de precios para los dos ultimos afios del periodo
analizado, encontrando que no existe ningln tipo de relacion
significativa entre ambos. Este hecho puede ser debido a que el
diferencial en la mayoria de las ocasiones no alcanza un punto

110 |_os resultados se analizan para un nivel de confianza del 95%.
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porcentual y en muchas ocasiones, dada la iliquidez de algunos
titulos, ni siquiera existe. Este resultado coincide con el detectado
por Schaefer (1981) para el mercado britanico, para quien el
diferencial es tan pequefio que carece de relevancia.

Ademas el error no sigue ninguna pauta temporal definida y
los errores mas altos no se corresponden con los mayores
vencimientos. Lo que si resulta significativo es la existencia de
determinados titulos que de forma sistematica presentan mayores
problemas de estimacion y que coinciden con los outliers
detectados en la estimacion de todos los modelos.

Por otro lado, se observa que el diferencial entre precio
méaximo y minimo negociado es ligeramente superior en los titulos
con vencimientos mas lejanos, aunque este hecho no se detecta de
forma generalizada todos los dias.

Por altimo, en el caso de los modelos no lineales se analiza la
rapidez en lograr la convergencia como indicativa de la facilidad
de aplicacion del mismo.

Para finalizar el estudio de los modelos se valora si los
parametros estimados son capaces de generar curvas de tipos spot
y forwards acordes con lo observado en el mercado. Para ello se
estiman, cada dia, las curvas de tipos cupén — cero y forward que
resultan de aplicar el modelo y valores estimados. Estas curvas se
calculan para vencimientos hasta 11 afios en 1991 y 1992 y para
vencimientos hasta 15 afos el resto del periodo; sin embargo, hay
gue tener en cuenta que, en ocasiones, sobre todo en los primeros
dos afios, los titulos que componen las muestras empleadas no
alcanzan esos plazos, por lo que algunos comportamientos
erraticos que se observan en el tramo final no se deben a una mala
estimacién del modelo sino a la incapacidad del mismo para
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predecir vencimientos fuera del intervalo y formar curvas forwards
estables en el largo plazo.

En general, las tablas resumen con los resultados del anélisis
de los errores pueden consultarse en el Anexo 4, mientras que las
gréficas de evolucién de los mismos se encuentran en el Anexo 5;
representdndose en el Anexo 6 las graficas de las estructuras
temporales de tipos cupon-cero y forward estimadas por cada uno
de los modelos.

Antes de exponer individualmente cada uno de los modelos
analizados, con el fin de evitar repeticiones en los comentarios
efectuados y facilitar la lectura de este apartado, se detallan a
continuacion los resultados que de forma generalizada se obtienen
en todos los modelos, advirtiendo de las excepciones y
particularidades de cada modelo en los epigrafes siguientes.

Asi, en relacion al analisis de las regresiones se observa que la
autocorrelacién parece ser un problema de la muestra y no de los
modelos analizados, ya que se repiten en casi todos ellos el mismo
resultado que indica su no existencia en la gran mayoria de las
muestras, presentandose indicios, en un escaso numero de
muestras, de autocorrelacion negativa en el inicio del periodo de
estudio y positiva en el final de éste.

En relacion a los outliers sucede algo similar porque no
parecen ser causados por una falta de flexibilidad de la
especificacion empleada, sino por las caracteristicas del mercado
ya que suelen coincidir para los diferentes modelos analizados y se
corresponden con un determinado grupo de titulos. Durante 1991
y 1992 su numero no es importante, haciéndose este problema
méas patente a partir de 1993, tal y como se observan en las
graficas del error recogidas en el Anexo 5.
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También se obtiene un resultado comun en el estudio de la
heteroscedasticidad que se localiza Unicamente y con escasa
incidencia en 1991 y 1992 debido, posiblemente, a la escasez de
datos.

De modo general, se observa una elevada correlacién entre los
diferentes parametros que conforman el modelo causados por la
estrecha similitud que tienen las funciones que componen la
especificacion del modelo.

Por otro lado, el comportamiento anual del error es muy
parecido en todos los modelos. Asi, en términos generales, en
1991 no se detecta ningun indicio de infra o sobrevaloracion por
parte de los modelos y los errores se distribuyen de modo mas o
menos uniforme en torno al cero. En 1992 se sigue observando
este comportamiento uniforme aunque el error toma valores
extremos mas altos. Aproximadamente durante el primer mes de
1993, el error toma valores pequefos, alrededor de + 50 p.b., para
aumentar el resto del afio. Este aumento se produce sélo en
algunos titulos y el resto (que se identifica con la banda mas
oscura) se mantienen mas o menos acotados en los limites
sefalados anteriormente. También se observa en este afio una
tendencia a la sobrevaloracion que se continta durante el primer
semestre del afio siguiente.

En 1994 la mayoria de los errores son bajos y Unicamente
destaca la infravaloracién de los modelos en la primera mitad del
segundo semestre. Por otro lado, los primeros seis meses de 1995,
el error se caracteriza por su uniformidad y pequefio valor (* 25
p.b.), posteriormente durante los tres meses siguientes se sigue
observado este valor aunque para cada muestra se detectan uno o
mas outliers que son sobreestimados por los modelos. En la
segunda mitad del segundo semestre la magnitud del error
aumenta de modo generalizado en todas las observaciones y se
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sigue manteniendo la tendencia a la sobreestimacion. Durante
1996 esta tendencia se mantiene todo el afio, excepto en los tres
primeros meses del segundo cuatrimestre, tanto para los outliers
como para el resto de titulos, sobre todo en el altimo cuatrimestre.

Las causas de la sobreestimacion no estan claras ya que en
1993 se manifiesta de un modo mas fuerte en algunos titulos que
se negocian bajo la par, mientras que en 1995 no parece ser este
aspecto, ni el tiempo de vida del titulo la explicacién del
problema.

En otro orden de cosas, hay que sefalar, para la correcta
valoracion de las gréaficas recogidas en el Anexo 5 y de las tablas
de resultados presentadas en el Anexo 4 que no se han omitido los
outliers, por lo que los valores extremos que se observan no deben
ser motivo para valorar negativamente los modelos ya que se
corresponden a observaciones que no pueden considerarse
representativas del mercado sino de condiciones particulares de
liquidez, fiscalidad, etc.

Otro resultado que se repite en todos los modelos y para todos
los afos es que el valor de la mediana es siempre inferior al de la
media, lo que indica una distribucion mas dispersa de los valores
maés altos, como sefiala la magnitud de los valores maximos que
desplazan la media a valores superiores.

5.5.2.1 Resultados de los modelos de rendimientos modificados

Todos los modelos de rendimientos se han estimado a través
de minimos cuadrados no lineales. Esta metodologia de
estimacion requiere que el analista proporcione valores iniciales
de los parametros con los que comenzar las iteraciones del
algoritmo de optimizacion. Dado que cuando la estimacion inicial
proporcionada no se aproxima a la soluciéon buscada pueden
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surgir problemas de convergencia en la busqueda de la solucién y
con el objetivo de que el nimero de iteraciones fuese el menor
posible para economizar tiempo de proceso, se ha decidido tomar
como valores iniciales las estimaciones resultantes en la muestra
inmediatamente anterior!l, Esta eleccion, se fundamenta en la
hipétesis de que las variaciones de la estructura temporal de tipos
de interés interdiarias no son bruscas y el valor de los parametros,
por tanto, no varia de forma repentina. Este procedimiento para
la eleccion de los valores iniciales también se emplea en los
modelos de precios que necesitan ser estimados por técnicas no
lineales.

El criterio de convergencia se establece, para todos los
modelos, sobre el cambio en el valor de la funcion optimizada y se
considera que se ha logrado la convergencia cuando el valor del
cambio es inferior a 10°®. Por otro lado, se ha establecido un limite
de 20 subiteraciones por cada iteracion para dar por concluido el
proceso; generalmente una o dos iteraciones son suficientes salvo
que los valores iniciales de los parametros estén excesivamente
lejos de los buscados o el modelo no se encuentre bien
especificado. En el primer caso, puede surgir un problema mas
grave, que se logre la convergencia para valores de los parametros
no acordes con el modelo en si o con la realidad econdémica
analizada.

En general, este procedimiento empleado para elegir los
valores iniciales parece ser efectivo ya que en todos los afios en
torno al 90% de las veces se logra la convergencia establecida
empleando menos de tres iteraciones. En ocasiones la
convergencia no se logra debido, quizds, a que el criterio

111 para Ia primera muestra se realiza una estimacién previa sobre esa misma
muestra, tomando los valores iniciales de acuerdo con lo esperado, cuyos resultados se
emplean para comenzar el proceso iterativo.
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empleado es demasiado riguroso. Cuando se inicia el proceso para
las muestras que presentan este problema con los valores
obtenidos en la dltima iteracién los resultados que se obtienen una
vez alcanzada la convergencia no difieren significativamente de
éstos. También se observa que el aumento del numero de
observaciones actla positivamente en el logro de la convergencia
gue se alcanza mas facilmente en los ultimos afios analizados.

De forma general, cabe resefiar que en 1991 la interpretacion
de los resultados debe hacerse cautelosamente ya que debido al
escaso numero de observaciones disponibles no existe un namero
suficiente de grados de libertad del modelo como para garantizar
la fiabilidad de los resultados. En concreto el modelo de Fisher
(1966) no se ha podido estimar en este afio ni en parte del
siguiente y el resto de modelos presentan problemas claramente
apreciables en la primera mitad de las muestras de este afio. El
resto de afios, con el crecimiento del ndmero de titulos
negociados, se soluciona este problema.

Entre los resultados destacables del modelo de Cohen,
Kramer y Waugh (1966), se encuentra el elevado numero de
muestras en relacion con otros modelos que presentan
autocorrelacion en 1995 (25'6%) y que los outliers afectan al 40%
de las muestras de 1996.

En general, a partir de la informacién recogida en la Tabla |
del Anexo 4, se puede decir que el ajuste de este modelo es bueno
ya que los errores maximos computados no son excesivamente
grandes salvo en 1993 y 1995, afos en los que se computa una
desviacion con respecto al precio minimo observado del 6%.

En cuanto a las curvas de tipos cupén-cero y forward
obtenidas destacan las dificultades de estimacién observadas en el
primer semestre de 1991 que ocasiona la obtencién de tipos spot
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negativos y valores de la funcion de descuento superiores a la
unidad. Este comportamiento se extiende a la curva de tipos
forward que también presenta valores positivos extremadamente
grandes. Ambos problemas parecen ser caracteristicos del largo
plazo, presentando las dos curvas, salvo excepciones, un
comportamiento mas estable en el corto y medio plazo.

En 1992, se pueden valorar mejor los resultados, no se obtiene
ningun tipo negativo y los valores presentados son acordes con los
observados en el mercado, asi como la forma decreciente de la
curva de tipos cupén-cero. Sin embargo, la curva de tipos forward
tiene un comportamiento algo inestable en el largo plazo donde
presenta pendientes algo acusadas, pasando el tipo forward
instantaneo a 11 afos en pocas semanas de un valor del 0'6% al
22'5%. Esta distorsion se debe al efecto predictivo comentado en
el apartado anterior y no a un mal comportamiento del modelo en
la estimacion del largo plazo negociado. Se confirman, por tanto,
los resultados tedricos sobre la convergencia del modelo.

Para 1993, se obtienen curvas spot con los valores y formas
esperadas, aunque un poco inestables durante el primer semestre
en los plazos superiores al afo. Las curvas forward resultantes
parecen mejorar ligeramente aunque siguen presentando
pendientes muy acusadas en su tramo a largo alcanzando el tipo a
15 afios un valor del 30%.

A finales de 1994 y comienzos de 1995 se vuelven a observar
valores negativos en los tipos forward instantaneos a 14 y 15 afios.
Los tipos spot resultantes no parecen desviarse de los esperados, si
bien no son tan estables en el tramo a largo como seria deseable.

Por altimo, en 1996 la inestabilidad de los tipos forward en el
largo plazo no parece mejorar, aunque cabe destacar que los
valores obtenidos son mas acordes con la realidad del mercado.
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El modelo de Fisher (1966) consta de cuatro parametros por
lo que presenta algunos problemas de estimacién en 1991 donde
en 19 ocasiones no se dispone de suficientes observaciones para
contrastar el mismo. Como consecuencia de esto y debido a que en
el resto de muestras utilizables se detectaron graves problemas de
convergencia, no siendo posible obtener resultados minimamente
fiables, se ha optado por omitir este afio del andlisis y comenzar el
estudio a partir de la muestra vigesimotercera de 1992112,

En relacién al modelo anterior se logra una mayor definicion
del estadistico Durbin-Watson, que no se sitda en la zona de duda
en excesivas ocasiones. En relacién a los outliers el niumero de
muestras con observaciones andmalas en 1995 y 1996 es mayor
gue en el resto de modelos y supera el 58%.

Los resultados sobre los errores de estimacion recogidos en la
Tabla Il colocan a este modelo en una mala posicion. El error
méaximo de estimacion es, en 1992, desorbitado y alcanza en
términos absolutos un valor superior a los 78 puntos. La elevada
magnitud del error se debe a que el modelo estima muy mal los
vencimientos a mas largo plazo, explicandose asi el elevado
namero de outliers detectados. Esta mala estimacién ocurre sélo en
unas pocas observaciones pero es de tal tamafio que desvirtda
totalmente los resultados obtenidos en el extremo mas proximo
del intervalo; como se corrobora cuando se analizan los valores de
las desviaciones, medianas y medias respecto al valor del error
maximo.

En concreto se observa una fuerte tendencia del modelo a
sobreestimar los precios durante 1992 y primeros meses de 1993
(véanse las gréaficas en el Anexo 5), este comportamiento se

112 Eyisten problemas con los grados de libertad en la primera y vigesimosegunda
muestra de este afio.
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invierte durante los meses siguientes y se retoma en el Gltimo
cuatrimestre de ese afio. La sobreestimacion vuelve a ser
mayoritaria en 1996. Mientras que en 1994 y 1995 Ila
infravaloracion es el comportamiento predominante. Por tanto, el
modelo no parece lograr adaptarse correctamente al mercado ya
que por norma o bien sobreestima o bien infraestima los precios
pero no presenta un comportamiento estable del error.

A pesar de los resultados poco aceptables respecto a calidad
del ajuste que parece mostrar el modelo de Fisher (1966) se han
construido las curvas de tipos forward y spot. Asi, en 1992 nos
encontramos con la obtencién de tipos spot mas o menos
aceptables aunque con pendientes acusadas en los vencimientos
largos y con una evolucién del valor del tipo a un afio algo
irregular. Como es logico esta inestabilidad en la curva de tipos al
contado da como resultado curvas de tipos forward, también, poco
estables en el extremo a largo y que llegan a presentar valores
negativos para el vencimiento a 11 afos.

Este comportamiento irregular no mejora en 1993, donde
ademas de obtenerse valores negativos para el tipo forward
instantaneo a 15 afios los valores positivos que toma son, en un
escaso numero de muestras, demasiado elevados para
corresponderse con la realidad y estan causados por una
pendiente fuertemente creciente en el largo plazo de la curva de
tipos spot que puede ser debida a la dificultad que tiene el modelo
para ajustar correctamente los vencimientos mas lejanos. En 1994
mejoran  considerablemente los resultados pero siguen
obteniéndose, aunque en menor medida, tipos forward negativos.
Por otro lado, la forma que presentan las curvas spot coinciden en
esencia con las curvas de rendimiento observadas.

En 1995 ya no se obtienen tipos forward negativos y el
comportamiento de ambas curvas es, en general, méas estable.
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Destacan negativamente sélo algunas pendientes crecientes muy
acusadas en el largo plazo. Por ultimo, en 1996 se obtienen sin
duda los mejores resultados en cuanto a niveles y formas de las
curvas.

En vista a estos resultados se podria concluir que posiblemente
el modelo estima bastante bien los vencimientos a corto y medio
plazo y quizas lograria mejores resultados si se prescindiese de la
variable que acompafa a b, ya que en términos de funcion de
descuento supone un factor de grado tres que crece muy
rdpidamente para plazos grandes, no presentando el resto de
variables explicativas la fuerza necesaria para contrarrestar este
comportamiento por lo que la distorsion en los vencimientos mas
alejados se hace mas patente y anula los resultados obtenidos en el
resto del intervalo temporal.

Por su parte, el modelo de Bradley y Crane (1973) no parece
tener problemas de autocorrelacion, salvo en 1991 donde esta
presente con signo negativo en el 17°4% de las muestras.

El analisis de los residuos revela que este modelo es bastante
bueno, si se compara con el modelo de Cohen, Kramer y Waugh
(1966). Se observa que si bien el error maximo para los tres
primeros afios estudiados es ligeramente superior este
comportamiento se invierte en los tres siguientes, de nuevo los
valores més altos del error se obtienen en 1993 y 1995 lo que
indica que este problema viene causado por los valores negociados
en el mercado no por una mala especificacion de los modelos.
Otro resultado positivo es que salvo para 1991 y 1996 tanto la
mediana como la media de los errores anuales es inferior que en
el primer modelo, por lo que se podria concluir que esta
propuesta es algo mejor.
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Por ultimo, en relacién a las curvas forward y spot estimadas
destaca que si bien en 1991 se siguen obteniendo tipos spot y
forward negativos para vencimientos superiores a 9 y 4 afos
respectivamente, la funcion de descuento no supera nunca la
unidad y el comportamiento general de ambas curvas de tipos
después del primer cuatrimestre es bastante mas estable que en el
caso anterior. El resto de afios el comportamiento de las curvas es
estable y ambas presentan valores maximos y minimos similares;
destacando que en 1993 las pendientes del tramo a largo son algo
maés acusadas que lo que seria deseable y que el comportamiento
observado en 1996 es el méas aceptable en cuanto a forma, nivel y
estabilidad de las curvas estimadas.

Para Echols y Elliott (1976) el numero de muestras que
presentan outliers en 1995 y 1996, afos en que este factor tiene
mayor representatividad, se reduce considerablemente afectando
al 36% de las muestras de 1995 y tan s6lo al 12% de 1996.

Sin embargo, la autocorrelacion no presenta los resultados
esperados, en todos los afos se detecta en un porcentaje
relativamente alto. Entre 1991 y 1993 se observa autocorrelacion
negativa en el 157% y 7°2%, respectivamente, de las muestras y
entre 1994 y 1996 de signo positivo, alcanzando el 19% de las
muestras en 1995.

El anélisis de los residuos corrobora los resultados presentados
por los otros modelos analizados (salvo el de Fisher (1966)),
aunque el error minimo y méximo es ligeramente superior que en
éstos, salvo para 1995 y 1996 respecto al modelo de Cohen et alt.
(1966). También se observa, por lo general, valores superiores en
los estadisticos calculados.

Para finalizar, respecto a las curvas forward y spot estimadas
destaca que este modelo es el que obtiene mejores resultados en
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1991, afio que méas problemas de estimacion origina debido al
escaso numero de observaciones. Si bien, se obtienen todavia tipos
forward negativos su valor no es muy elevado en comparacion con
los obtenidos por otros modelos (-11%); ademas ningun tipo spot
toma valores negativos y los valores de la funcidon de descuento se
encuentran dentro de los limites.

En relacion a 1992, se obtienen curvas cupdn-cero con
pendientes bastante acusadas pero continuas en todo el tramo
temporal por lo que los tipos forward no se ven negativamente
afectados; también merece destacar que mientras que para el
modelo de Bradley y Crane (1973) el valor minimo de los tipos
oscila en torno al 6%, este modelo presenta tipos minimos del
9'78% para el caso del tipo cupdén-cero y 834% para el tipo
forward, valores que se aproximan mas a los niveles observados en
el mercado.

En 1993 se detecta una evolucion temporal inestable del tipo a
més corto plazo y el tipo a 15 afios. En 1994 el resultado mas
relevante es el fuerte crecimiento que experimenta la curva en el
corto plazo y la estabilidad relativamente importante que
mantiene en el tramo a largo. Por altimo, 1996 vuelve a ser el afio
gue mas estabilidad presenta en la curva de tipos cupdn-cero y en
1995 la inestabilidad relativa de la curva de tipos forward no
parece tener explicaciéon en los datos empleados, por lo que
apunta a ineficiencias en el modelo.

5.5.2.2 Resultados de los modelos de precios

El modelo de McCulloch (1975) se ha estimado a través de
minimos cuadrados ordinarios estableciendo un filtro para la
eliminacion de posibles observaciones anémalas igual que en los
casos anteriores. La valoracion de los resultados obtenidos por los
modelos que emplean splines es por lo general mas compleja ya
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que el nuamero de parametros depende del numero de
observaciones disponibles y las variables explicativas varian,
también, su especificacion segun este factor.

En relacion a la heteroscedasticidad se encuentra evidencia de
este fendmeno en el 46% de las muestras de 1991 siendo el resto
de afos casi inapreciable. En nuestra opinién, el elevado namero
de muestras afectadas ese afio se debe al escaso numero de
observaciones. Y en cuanto al estadistico Durbin — Watson, salvo
en 1993, se sitla en pocas ocasiones en la zona de
indeterminacion.

Otro aspecto destacable de los resultados es que no se rechaza
en la estimacidon de los primeros afios ninguna observacién por
considerarla an6mala lo que parece acorde con la mayor
flexibilidad que se les supone a los modelos que emplean
funciones splines, pero en 1995 y 1996 en torno al 45% de las
muestras presenta algun outlier, que coinciden con los detectados
en los otros modelos.

En cuanto a los errores en la Tabla V del Anexo 4 se puede
observar que tanto la mediana como la media del error es bastante
baja en todos los afios salvo en 1993, afio en el que todos los
modelos parecen encontrar mas problemas de ajuste. A partir de
1994, este modelo muestra valores mas bajos en estos estadisticos
que los modelos de rendimiento modificados, sin embargo su
desviacion es mayor como consecuencia de que el error maximo
en términos absolutos también lo es, alcanzando su valor mas alto
en 1995. En 1991 y 1992 los resultados obtenidos son algo peores
gue los presentados por los modelos de rendimientos, esto se debe
a que en estos afios el niumero de observaciones es tan escaso que
no se puede formar un spline ya que no existe subdivisiéon del
intervalo temporal estudiado, por lo que realmente el ajuste se
esta realizando con un polinomio simple. Al igual que en los
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modelos analizados anteriormente la mediana presenta valores
maéas pequefios que la media, siendo lo mas destacable la mejora
sustancial en el error medio y en la mediana que se observa
cuando se computa el error en base al intervalo formado por el
precio maximo y minimo negociado y no sobre el precio medio.

El Unico comportamiento anémalo en la pauta del error se
observa en algunas muestras del primer semestre de 1995 donde
el error no sigue la pauta observada en el resto de modelos y toma
valores mayores que en el resto de casos analizados.

El modelo de McCulloch (1975) debido a la utilizacion de
splines presenta dificultades adicionales en la obtencién de las
curvas forward y spot estimadas y en su representacién grafica.
Para definir las curvas estimadas no basta con considerar las
estimaciones de los pardmetros sino que se debe tener en cuenta,
también, la localizacion de los nodos empleados en la estimacion
ya que, en caso contrario, la utilizacién de otros nodos arbitrarios,
elimina toda la credibilidad de estas construcciones.

En este sentido, un inversor que necesite conocer tipos de
interés para plazos no negociados en el mercado a través de este
modelo, precisa conocer tanto los valores estimados de los
coeficientes en la fecha de referencia como los nodos que utiliz6 el
investigador para determinarlos. Por tanto, una ventaja de los
modelos que emplean funciones completas es que no requieren
tanta informacién para su posterior aplicacion.

Ademas, este modelo presenta un factor restrictivo adicional
derivado de la definicion concreta de los splines utilizados. En la
determinacién de g,,(t) y g.,(t) entra a formar parte el ultimo
nodo del intervalo, esto es el vencimiento mas lejano observado en
el mercado, por lo que se restringe la obtencion de las curvas
estimadas al mismo. En los modelos anteriores, la capacidad
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predictiva era mayor aunque se observaba cierta inestabilidad en
ese tramo. En este modelo la distorsion es aiin mayor y afecta no
sOlo a la parte predicha sino a los vencimientos recogidos dentro
del intervalo de plazos del mercado ya que cambia la estructura de
los nodos.

En las representaciones graficas de las curvas de tipos forward
y spot recogidas en el Anexo 6 se observa claramente esta
distorsion. Asi, en 1991, donde por la escasez de datos el spline
queda definido de forma idéntica en todo el intervalo se aprecia
gue existen problemas de pendientes excesivamente decrecientes
en el plazo a largo cuando el dltimo vencimiento observado se
encuentra alejado del limite temporal impuesto para la realizacion
de las gréaficas: 11 afios. En las primeras observaciones donde el
vencimiento més largo toma valores en torno a 5 afios, este
diferencial es excesivo y las pendientes son muy acusadas. En la
segunda mitad de este afio cuando ya se disponen de vencimientos
a 10 afos los resultados mejoran considerablemente.

En 1992, este problema parece menos acusado en la medida
en que cada vez existen mas titulos en las muestras y con
vencimientos mas largos, por lo que ya no se obtienen tipos
forward negativos. En la segunda mitad de este afio, cuando el
namero de observaciones comienza a ser lo suficientemente
amplio como para permitir la division del intervalo analizado, la
inestabilidad es generalizada a partir del nodo divisorio, ya que los
vencimientos posteriores a éste hasta el mas lejano quedan
afectados por la definicion del spline que incorpora en su célculo
el valor del ultimo nodo; de este modo, cuando el valor de éste no
coincide o se aproxima razonablemente al valor empleado (11
afnos) la curva estimada se comporta anormalmente. Esto no
significa que el modelo no estime correctamente, sino que es
incapaz de predecir con fiabilidad mas all4 del altimo vencimiento
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observado y que cuando lo hace, incluso, pierden fiabilidad los
valores de los plazos abarcados dentro del intervalo negociado.

En el resto de afios, aunque el valor limite empleado fue de 13
afos, se sigue observando esta misma problematica, pero en
cualquier caso, tanto la forma de las curvas como los niveles
presentados parecen acordes con lo esperado.

Para llevar a cabo el analisis del modelo de Schaefer (1981) se
han empleado dos cambios de variable alternativos, una
transformacion exponencial con coeficiente s=0'1 y una traslacion
lineal del intervalo [0,Ty] a [0,1]. En ambos casos los resultados
obtenidos en términos de error son muy similares y ninguna
alternativa se perfila, de forma clara, como la mejor. Sin embargo,
se ha decidido en base a realizar las representaciones de las curvas
estimadas exponer los resultados obtenidos efectuando el cambio
de variable exponencial, porque la transformacion lineal
condiciona excesivamente las predicciones. Al igual que en el caso
de McCulloch (1975) el cambio lineal hace que el ultimo
vencimiento observado influya decisivamente en el valor de los
parametros estimados dificultando la realizacion de predicciones
fuera del rango temporal observado.

En relacion a los errores, los estadisticos obtenidos (Tabla VI -
Anexo 4) revelan que este modelo obtiene, en general, mejores
estimaciones que el anterior, pero peores que otros modelos
analizados. Otro aspecto a destacar es la mejora significativa de los
resultados cuando se computa el error teniendo en cuenta el
intervalo de precios negociados.

Las curvas de tipos cupdn — cero y forwards obtenidas a través
de este modelo son bastante similares en forma y nivel a las ya
comentadas, destacando que en los primeros meses de 1991 los
tipos spot no tienen un comportamiento tan erratico como el
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observado en los modelos anteriores, lo cual es una caracteristica
muy positiva del modelo que con pocos datos es capaz de obtener
buenas estimaciones. Sin embargo, se observa un efecto contrario
en 1993 y 1995, donde se reducen las predicciones, en su caso, a
plazos de 11 afios porque se obtienen tipos forward anormalmente
altos. Estos resultados pueden deberse a que a medida que se
aumenta el grado de las funciones o lo que es lo mismo el nimero
de funciones empleadas la prediccibn es mas arriesgada e
inestable. Asi, se observa que en 1991, donde se realizan
predicciones de hasta 5 afios hacia delante y se emplean
Unicamente tres funciones, no se detecta ningin comportamiento
andmalo de los valores predichos. Mientras que, por ejemplo, en
1994 predicciones de s6lo 2 o 3 afios de plazo presentan
pendientes muy acusadas. En este sentido, los resultados parecen
indicar que podria ser recomendable tomar sélo tres funciones
(grado cubico) que parece equilibrar el ajuste con la prediccion.

El modelo de Fong y Vasicek (1982) se ha analizado
empiricamente de las tres formas descritas en el apartado 4 de
este capitulo: realizando el cambio de variable propuesto por los
autores y empleando un polinomio cubico (Modelizacién A);
aplicando directamente una combinacion de funciones
exponenciales (Modelizaciéon B) y a través de la propuesta de
Contreras y Navarro (1993). En los tres casos la magnitud y
comportamiento del error y la capacidad de prediccion difieren
entre si considerablemente.

En el primer caso (Modelizacién A) se obtienen resultados
(Tabla VII — Anexo 4) bastante similares a los observados para
Schaefer (1981) y un comportamiento del error (Anexo 5) que no
presenta ningun aspecto destacable en relacion a la pauta
generalizada seguida por el resto de modelos. Sin embargo, las
curvas estimadas no presentan, al menos en 1991, un resultado
acorde con lo observado en el mercado. Los tipos spot a largo
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plazo, para el primer cuatrimestre de este afo, oscilan entre
valores negativos y valores excesivamente altos que no se
corresponden con los objetivamente previstos. Como consecuencia
los tipos forward tienen un comportamiento irregular, llegando a
predecirse un tipo del 92% para un plazo a 11 afios. El resto de
afnos no se presenta este comportamiento por lo que es indicativo
de que esta especificacion tiene problemas cuando existe escasez
de datos.

En general, la forma de la curva y niveles coincide con los
observados en el mercado para las curvas de rendimiento. Salvo
en 1992, los tipos spot a muy corto y largo plazo tienen una
evolucion diaria algo inestable.

No se puede decir que los resultados mejoren con la
estimacion de la funcién de descuento a travées de una
combinacion de funciones exponenciales!13 (Modelizacion B), sino
al contrario. Las medias y desviaciones (Tabla VIII — Anexo 4) son
méas altas que en el caso anterior como consecuencia de la
obtencién de valores extremos méas elevados que los generados
normalmente. Este resultado se debe, en nuestra opinion, a que
en la estimacion, el modelo tiene problemas en lograr la
convergencia en determinadas muestras. Ademas, en las gréficas
del Anexo 5, se observa que el error no sigue el comportamiento
generalizado descrito en el resto de propuestas. El error no se
distribuye de un modo més o menos uniforme alrededor del cero,
sino que existe una clara tendencia a la sobreestimacion de los
precios. Las curvas de tipos forward y spot estimadas reflejan este
comportamiento irregular del modelo y no son representativas,
por lo general, ni en forma ni niveles con lo esperado.

113 se ha estimado a partir de 1992 porque en ocasiones se carecen de grados de
libertad para 1991.
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Por ultimo, la modelizacion propuesta por Contreras y
Navarro (1993) es una de las que mejores resultados presenta en
términos globales. Tanto la magnitud del error como su
comportamiento son bastante similares a los obtenidos por el resto
de modelos, con la ventaja de que las curvas de tipos forward y
spot tienen un comportamiento estable en el largo plazo, que
permite realizar predicciones con un grado de precision
adecuado.

A pesar de esto, en el primer semestre de 1991, debido a la
escasez de datos, se sigue observando un comportamiento
irregular y en el resto de afios si bien la estabilidad en los plazos a
largo se cumple, la evolucién diaria de los tipos en este tramo no
es muy suave y sufre marcadas oscilaciones. En todo caso, este
modelo es el Unico, de los analizados hasta ahora, que presenta un
comportamiento estable en el largo plazo por lo que se
recomienda su utilizacién, tanto para realizar predicciones como
para la estimacion de la estructura temporal.

La propuesta de Carleton, Chambers y Waldman (1984) no es
lineal y se estima tanto por minimos cuadrados no lineales
(MCNL) como por maxima verosimilitud (MV). A pesar que los
autores hacen especial hincapié en que el método utilizado afecta
a la obtencion de buenos resultados y que la aplicacién de la MV
genera mejores estimaciones, este hecho no se confirma en el
estudio realizado.

Cuando se comparan los resultados obtenidos por ambas
metodologias en base a la suma de los cuadrados de los errores en
precios se encuentra que la aplicacién de los minimos cuadrados
ofrece en un mayor nimero de muestras errores menores. En
concreto para el periodo 1991-1996 se tiene que la estimacion del
modelo a partir de MCNL ofrece mejores resultados en el: 69%,
54%, 87%, 72%, 65% y 72% de las muestras respectivamente por
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lo que no queda evidenciado que la utilizacion de la MV haga
obtener mejores resultados de estimacion que los MCNL y en lo
que sigue se expondran los resultados obtenidos a través de esta
altima metodologia.

El estudio de los errores (Tabla X — Anexo 4 y gréaficos del
Anexo 5) destaca Unicamente de forma positiva la mejora
observada en 1991. Este modelo aproxima los tipos cupén-cero, y
por tanto, los tipos forward, a través de un polinomio por lo que
los resultados observados en la representacion gréfica de las
curvas estimadas son los esperados cuando se utilizan este tipo de
funciones: la prediccion de los tipos forward y spot es inviable ya
gue ambas curvas en los tramos a largo tienen pendientes de gran
magnitud y se originan tipos forward o bien excesivamente
elevados o bien negativos. A pesar de esto, la forma de la curva de
tipos cupon-cero, en general, y los niveles de las mismas, si se
obvian los valores extremos, son bastante acordes con los
esperados.

En resumen, los resultados obtenidos no justifican la
utilizacion de este modelo que precisa de métodos de estimacion
no lineales mas complejos y costosos de aplicar.

Los unicos resultados destacables en el estudio del modelo de
Shea (1984) se refieren a los errores de estimacién y las curvas
cupon-cero y forward estimadas. Respecto a los errores de
estimacion (Tabla X1 — Anexo 4) se observa que este modelo es
junto al modelo de Fisher (1966) el que presenta mayores errores.
Por tanto, los resultados parecen indicar que la restriccion
propuesta por Shea (1984) sobre la pendiente de la funcion de
descuento en el Ultimo nodo para la construccion de sus funciones
spline no es adecuada para el caso espafiol. Sin embargo, a pesar
de su elevada magnitud la evolucion del error es similar a la
observada para el resto de modelos.
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Por otro lado, la imposicién de esa restriccion no cumple el
objetivo deseado, ya que se siguen obteniendo tipos forward
negativos en los tramos a largo y los valores positivos tienen, en
muchas ocasiones, una magnitud excesivamente grande. No
obteniéndose la convergencia a largo de los tipos forward.

La aplicacion de los modelos de Nelson y Siegel (1987) y
Svensson (1994) presenta serias dificultades en su estimacion
causadas, en general, por su especificacion no lineal y en el caso
de Svensson (1994) por el elevado numero de parametros a
estimar (seis).

Estos modelos, mayoritariamente, o bien no logran la
convergencia, originando errores de estimacion excesivamente
grandes, o ésta se logra cuando los pardmetros toman valores que
no se corresponden con los esperados tedricamente y hacen
perder toda la credibilidad de los resultados obtenidos. Asi, por
ejemplo, para b, que representa en el modelo de Nelson y Siegel
(1987) el tipo forward asintético se obtienen durante 1992 valores
préximos a los esperados segun el mercado; pero el resto de afios
llega a tomar valores superiores a la unidad a pesar que el proceso
iterativo se inicia con valores apropiados.

En el modelo de Svensson (1994) la situacion se agrava porque
el segundo pardmetro no lineal, t,, toma valores muy proximos a
cero, y el sistema se vuelve inestable y no obtiene buenos
resultados.

Se pueden apuntar varias razones para explicar la obtencion
de estos resultados. Por un lado, Nelson y Siegel (1987) advierten
que en el analisis del modelo que proponen inicialmente
encuentran problemas de convergencia, a pesar que trabajan sélo
con vencimientos inferiores a un afo, que indican una
sobreparametrizacion del modelo. En este sentido, este puede ser
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el problema que surge en la estimacion del modelo de Svensson
(1994) que reconoce en su trabajo que el modelo de Nelson y
Siegel (1987) es suficiente en la mayoria de las ocasiones para
obtener buenas estimaciones de la curva.

Por otro lado, hay que destacar que la ampliacion que
Svensson (1994) realiza sobre el modelo de Nelson y Siegel (1987)
busca dotar de mayor flexibilidad al modelo y permitirle la
existencia de mas de una cota, caracteristica que no suele
presentar la curva de tipos en Espafia.

Otro factor a tener en cuenta en relacion a la convergencia del
modelo de Nelson y Siegel (1987) es que los propios autores a
pesar de modificar el problema inicial para corregir los problemas
de sobreparametrizacibn detectados, acaban determinado
exogenamente el pardmetro no lineal, t. Por otro lado, en
relacion al modelo de Svensson (1994) no parece que la causa de
los problemas sea la utilizacion de Minimos Cuadrados No
Lineales, ya que si bien el autor emplea Maxima Verosimilitud
indica que podria emplearse cualquier otro método de estimacion
no lineal.

Por ultimo, Ndudfiez (1995) estima ambos modelos para
muestras formadas por titulos del mercado espafiol y no parece
haber encontrado este tipo de problemas y los resultados que
ofrece, para tres del total de muestras analizadas, lo Unico que
indican es la lentitud en la convergencia del modelo de Svensson
(1994) que requiere de un gran numero de iteraciones. Otros
autores que han analizado este modelo, como Dahlquist y
Svensson (1994) y Bliss (1996), no informan sobre la existencia de
problemas de este tipo y la causa de este comportamiento en el
estudio que hemos desarrollado puede ser el escaso nimero de
observaciones que forman las muestras.
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A pesar de estos problemas, se ha estimado el modelo de
Nelson y Siegel (1987) para el periodo 1992-1996, reflejando los
problemas de convergencia mencionados anteriormente. Por un
lado, la autocorrelacién no sigue la pauta observada normalmente
y existe indicios todos los afios de autocorrelacion positiva en un
porcentaje alto de muestras, alcanzando un 35% de las mismas en
1994. En esta ocasion, la existencia de autocorrelacién puede
indicar una mala especificacion del modelo, aunque el problema,
sin duda, es agravado por la escasez de observaciones.

En cuanto a los errores no se observa en relacion a la mediana
una magnitud excesivamente alta; sin embargo ésta difiere
considerablemente del valor de la media, sobre todo en 1993 y
1994, a la vez que la desviacion es bastante elevada, todo lo cual
indica que los resultados del error se ven muy afectados por la
existencia de valores extremos superiores muy altos que
distorsionan los buenos resultados que obtiene el modelo cuando
la convergencia se logra de modo natural. Este hecho se puede
observar claramente en las graficas recogidas en el Anexo 5 para
los afios 1992 a 1994.

Todo esto repercute negativamente en la determinacién de las
curvas de tipos cupén-cero y forward estimadas que si bien logran
mantener la forma y niveles esperados, salvo en 1993 y 1994,
presentan un comportamiento erratico de los tipos a lo largo del
tiempo para los vencimientos a corto y largo plazo; excepto en
1992 y 1996 donde los tipos evolucionan diariamente de un modo
bastante estable.

Para finalizar, creemos necesario manifestar que los resultados
obtenidos en este andlisis no deben conducir al rechazo del
modelo de Nelson y Siegel (1987) ya que el problema, a la vista de
los resultados obtenidos por otros autores y los buenos resultados
gue obtiene en este analisis cuando la convergencia se logra con
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valores reales, parece venir causado por el escaso numero de
observaciones que componen las muestras utilizadas. Ademas, este
modelo es, junto al de Contreras y Navarro (1993), el mas
apropiado desde el punto de vista tedrico al cumplir casi de forma
natural las condiciones requeridas en los extremos.

Y para finalizar con las propuestas de otros autores,
analizamos el modelo de Steeley (1991) que presenta, en relacion
a la regresion, dos resultados significativos. Por un lado, la
heteroscedasticidad aparece en un mayor namero de muestras que
en otros modelos, en los que, generalmente, a partir de 1993 no
se detecta este fendbmeno. A pesar que se observa una disminucion
del nimero de muestras afectadas a lo largo de todos los afios, en
1996 todavia presentan heteroscedasticidad el 6% de las mismas.

Por otro, la correlacion entre los coeficientes es pequefia, en
relacién a lo observado en otros modelos, y tiende a disminuir a
medida que aumentan el nimero de observaciones. Este resultado
es consecuencia directa de la utilizacion de funciones B-splines
gue son linealmente independientes en un intervalo finito.

Respecto al error en precios, el modelo destaca por obtener
las medianas y medias mas bajas. Este resultado confirma lo
esperado tedricamente sobre la utilizacion de B-splines. Desde el
punto de vista de la estimacion este modelo es, en principio, el
méas adecuado; sin embargo, hay que tener en cuenta que el
nimero de pardmetros a estimar es mayor que en el resto de
propuestas por lo que no se puede analizar 1991.

Ademaés, surge otro inconveniente en la construccién de las
curvas estimadas cuando se intenta predecir algunos vencimientos.
El problema de las predicciones en los modelos que emplean
splines se agrava en éste, debido a que los B-splines no se
construyen localmente; esto es, la definicion de la funcién en un
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subintervalo depende del valor de los nodos en otros
subintervalos. Este hecho no so6lo impide la obtencion de
predicciones apropiadas, sino que, cuando el intervalo de
prediccidén es ligeramente grande afecta también a los valores de
la curva en los plazos pertenecientes al intervalo estudiado.

5.5.2.3 Resultados de la propuesta |

Los resultados de nuestra primera propuesta, en relacion a la
regresion, son bastante similares a los obtenidos por el resto de
modelos. Destacando que Unicamente se detecta la existencia de
autocorrelacion, de signo positivo, en una muestra de 1995114,

En relacion a los errores (Tabla XIIl — Anexo 4) se obtienen
de forma global mejores resultados que para el modelo de
Contreras y Navarro (1993) que trabajan en el mismo intervalo y
emplean una metodologia similar y es en los tres primeros afios
analizados superior al de Schaefer (1981), que también sigue esta
metodologia. No es, sin embargo, superior al modelo de Steeley
(1991) pero obtiene, en cambio, mejores resultados que éste en
cuanto a la autocorrelacion y heteroscedasticidad y en la
prediccién y estimacion de las curvas de tipos cupdn-cero y
forward.

A este respecto, destaca la estabilidad que presentan tanto los
tipos forward como los tipos spot a largo plazo. Se representan las
gréficas para vencimientos hasta 30 afios sin observarse ningun
tipo de comportamiento explosivo de los tipos. Ademas los tipos a
medio y corto plazo no ven afectada su flexibilidad. El dnico
inconveniente de este modelo, tal y como se adelanté en el
Capitulo 4, es la obtencién de tipos a un afio algo inestables. Este

114 g6 ha omitido el analisis de 1991 porque, en ocasiones, se carece de grados de
libertad.
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hecho no es tan grave si se desea el modelo para obtener las series
de los tipos a diferentes plazos, ya que los tipos cupon-cero para
vencimientos a un afo o plazos inferiores no necesitan ser
estimados porque se negocian en el mercado. Sin embargo, si se
desea emplear el modelo de forma tedrica para incluir su
especificacion como parte de otros estudios, no parece que esta
propuesta sea la méas adecuada.

5.5.2.4 Resultados de la propuesta 11

En relacion a la utilizacion de polinomios de Legendre, hay
que destacar que una de las caracteristicas positivas del modelo es
la obtencion de buenos resultados, tanto desde el punto de vista
de la estimacion como de la prediccion, con la estimacion de muy
pocos parametros. Para el caso cubico el nUmero de parametros a
estimar es de dos y se observa que las regresiones presentan
menos muestras afectadas por la heteroscedasticidad que los
modelos anteriores, aunque existe un mayor numero de muestras
afectadas de autocorrelacion en 1994 y 1995 lo cual puede indicar
una mala especificacion del modelo. Cuando se amplia el grado
de la funciéon de aproximacion a cuatro se observa que estos
problemas de autocorrelacién desaparecen, por lo que se confirma
esta hipotesis.

A pesar de esto, ni los errores de aproximacion ni las curvas
estimadas parecen verse afectadas negativamente, por lo que,
puede establecerse que la modelizacion cubica es suficiente.

Los errores siguen un comportamiento similar al observado en
el resto de modelos, aunque su magnitud es algo superior. Este
ligero empeoramiento en la estimacion se ve compensado con la
obtencion de curvas de tipos cupon-cero y forward que presentan
las formas y niveles esperados. Y que logran la estabilidad
asintdtica deseada en el largo plazo, sin sufrir inestabilidad en el
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tramo a corto como la propuesta anterior. Ademas este modelo es
muy parsimonioso, lo cual es deseable desde el punto de vista de
su utilizacion tedrica en otros trabajos.

En la Tabla XV — Anexo 4 se recogen los errores en precios
cuando se emplean polinomios de Legendre de grado cuatro y se
observa una gran mejora en los resultados. Asi, la mediana se
reduce en casi todos los afios a la mitad de la computada para el
caso cubico, la media, desviacién y valores maximos también
disminuyen.

Sin embargo, al aumentar el nimero de parametros a estimar
se detectan problemas en las curvas estimadas en 1991 cuando
sOlo se tiene un grado de libertad y en algunos afios, se observa un
comportamiento algo irregular de los tipos forward, que en
cualquier caso siempre mantienen su comportamiento asintético
en el largo plazo. También se observa que, al igual que en el resto
de modelos, los mayores problemas se detectan en 1993y 1994,

En general, cabe suponer que el aumento del namero de
observaciones y del grado del polinomio mejoren los resultados en
términos de estimacion. Aunque, como se ha visto, la utilizacion
de polinomios de Legendre cubicos presenta un equilibrio
aceptable entre estimacion y prediccion en el largo plazo.



CONCLUSIONES
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Como conclusion de este trabajo se intentara ofrecer una
vision global de la investigacion realizada. Asi, no nos limitaremos
a exponer las aportaciones y resultados mas relevantes que
pueden extraerse de la misma, sino que se describird de forma
secuencial el problema objeto de estudio, las soluciones aportadas
por otros investigadores, las carencias encontradas en estos
trabajos, las aproximaciones alternativas que se proponen y los
temas que quedan pendientes y pueden ser objeto de futuras
investigaciones.

Uno de los motivos que nos alenté a la realizacién de este
trabajo es la gran importancia que el conocimiento de la
estructura temporal de tipos de interés tiene tanto en el campo
académico como en el entorno de los mercados financieros. Si
bien, en un primer momento, surgieron un gran numero de
propuestas en torno a este tema, el interés por el mismo se fue
apagando en favor de los modelos dinamicos que, como su
nombre indica, se limitan a establecer relaciones dindmicas entre
los tipos a diferentes plazos con el fin, principalmente, de
enunciar modelos de valoracién para diferentes instrumentos
financieros (bonos, opciones, ...). Sin embargo, salvo excepciones,
estos modelos presentan un inconveniente: toman la estructura
temporal como conocida.

Por tanto, para valorar empiricamente la calidad y precisién
de estos modelos es necesario que la base sobre la que parten, es
decir, la curva de tipos cupdn-cero, recoja con la mayor exactitud
posible el estado del mercado, ya que en caso contrario los
resultados obtenidos por los modelos dindmicos pierden toda su
fiabilidad.

Bajo estas consideraciones, comenzamos nuestro trabajo
analizando tedrica y empiricamente las diferentes propuestas que
se han formulado acerca de la modelizacién de la curva de tipos;
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encontrando que muchas de ellas no cumplen determinadas
condiciones que caracterizan al problema objeto de estudio.

En general, puede establecerse, bajo la hipotesis de que los
tipos forward son funciones estables del vencimiento y que
presentan un comportamiento asintético en el largo plazo, que los
modelos polindmicos, aunque se configuren como funciones
splines, estan mal especificados si se intentan aplicar directamente
sobre el intervalo no acotado [0,¥).

Por tanto, una primera conclusion que se alcanza a partir del
estudio tedrico de los modelos es que la mayoria de autores se han
limitado a proponer diversas especificaciones sin tener en cuenta
las caracteristicas del problema estudiado. Este hecho, supone una
critica a los modelos de Cohen, Kramer y Waugh (1966), Fisher
(1966), Bradley y Crane (1973), Echols y Elliott (1976), McCulloch
(1971) y (1975), Carleton, Chambers y Waldman (1984), Shea
(1984) y Steeley (1991), independientemente que algunos de estos
trabajos sean claves en el desarrollo metodologico del problema.

Detectadas estas carencias y sin perder de vista las
peculiaridades de nuestro estudio, que nos marcan, basicamente,
cuatro condiciones a cumplir en los extremos del intervalo [0,¥)
por la funcion de descuento y los tipos forward, se proponen
diversas formas de abordar el problema.

Asi, en un primer momento un tipo de construccidén
matematica que cumple estas condiciones es la formada por el
producto de un cociente de polinomios y una funcién
exponencial. Esta propuesta presenta dos inconvenientes: es no
lineal en los parametros y para garantizar a priori que la funciéon
de descuento no alcance un polo es necesario que los parametros
cumplan una serie de condiciones que pueden llegar a ser
complejas de imponer. Sin embargo, puede ser l6gico pensar que
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estas condiciones se cumplan de forma natural cuando se aplique
empiricamente el modelo.

Otra alternativa que surge de modo natural es emplear
directamente en la aproximacion de la funcién de descuento una
funcion exponencial. Esta propuesta sigue siendo no lineal en los
parametros. Como el objetivo es obtener un modelo lo mas
sencillo posible y de facil aplicacion, se siguen investigando otras
alternativas. Una de ellas, es tratar de aproximar la exponencial a
través de una suma de potencias truncadas, con el inconveniente
que el nimero de parametros a estimar puede ser excesivamente
grande si se quiere obtener una buena aproximacion.

Agotada esta via, otra forma de abordar el problema consiste
en trabajar en otro intervalo temporal que nos permita emplear
funciones sencillas que cumplan los requisitos buscados. La
primera intencidn es trabajar en el intervalo canénico, [0,1], que
ademas ha sido empleado por Schaefer (1981), Fong y Vasicek
(1982) y Contreras y Navarro (1993). Sin embargo, las
propiedades que presentan los polinomios ortogonales y en
concreto los polinomios de Legendre nos animan a proponer la
utilizacion de éstos en la aproximacion de la funcién de
descuento, siendo necesario trabajar en el intervalo [-1,1].

Llegado a este punto, para completar y confirmar el estudio
tedrico realizado, Unicamente queda analizar empiricamente los
modelos estudiados. El analisis empirico de los diferentes modelos
en el Mercado Espafiol de Deuda Publica Anotada confirma
totalmente lo expuesto anteriormente y los resultados coinciden
con lo esperado.

En relacibn a esta parte del trabajo destacan algunos
resultados que merecen la pena detallar a continuacion. En
primer lugar, salvo algunos modelos que tienen problemas en su
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especificacion [Fisher (1966)] o en lograr la convergencia [Nelson
y Siegel (1987) o Svensson (1994)] el resto de modelos presenta en
cuanto al estudio de la autocorrelacion, heteroscedasticidad y
comportamiento del error resultados muy similares. Asi mismo,
los errores de mayor magnitud se detectan siempre para las
mismas observaciones reflejando, no una falta de flexibilidad de
los modelos, sino ineficiencias en la valoracién de determinados
titulos por parte del mercado.

Por otro lado, la magnitud del error, obviando los outliers, es
bastante ajustada y en media no alcanza en el peor de los casos 50
puntos bésicos. Las diferencias en cuanto a los errores en precios
de los diferentes modelos tampoco son muy relevantes,
obteniendo todos, salvo los resefiados anteriormente, resultados
méas o menos similares. Sin embargo, cuando se representan
graficamente las curvas de tipos cupon-cero y forward estimadas a
partir de los mismos, se observan claras diferencias entre unos y
otros y se hace patente las conclusiones extraidas del analisis
tedrico efectuado.

Asi, Unicamente el modelo de Contreras y Navarro (1993) y las
dos propuestas que se han analizado empiricamente presentan un
comportamiento estable de la curva de tipos forward en el largo
plazo, a la vez que muestran la flexibilidad suficiente para
representar correctamente la forma y niveles de la curva de tipos
cupon-cero.

Las principales ventajas de nuestras propuestas frente al
modelo de Contreras y Navarro (1993) son, por un lado, que no se
emplean splines por lo que su aplicacion es mas sencilla y por
otro, que generan ecuaciones de regresion, en el caso de la
Propuesta 11, parsimoniosas.
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Ademés, con la aplicacion de estos modelos se logra el
equilibrio deseado entre calidad de estimacion y capacidad de
prediccidon sin necesidad de aplicar la metodologia de estimacion
propuesta, inicialmente, por Adams y Van Deventer (1994).

Por otro lado, un inconveniente detectado en los modelos que
emplean splines es que el valor de estas funciones depende, en
gran medida, de la localizacibn de los nodos; por lo que,
cualquiera que desee obtener algun valor estimado de los tipos, no
s6lo requiere conocer el valor de los pardmetros del modelo sino
la localizacion de los nodos empleada en la estimacion.

En cualquier caso, a pesar que abogamos en favor del uso de
las alternativas propuestas por su adecuado comportamiento
tedrico y préactico, debe ser el usuario final quien decida qué
modelo se adecua mejor a sus necesidades. En ocasiones, solo se
desea tener una idea aproximada sobre la forma y niveles de la
curva y es suficiente con visualizar la curva de rendimientos
teniendo en cuenta los sesgos que ésta presenta; mientras que en
otros casos se requiere una gran precision en las estimaciones o un
grado de fiabilidad aceptable en las predicciones. Un equilibrio
entre ambos factores que no requiere gran complejidad de célculo
se logra con el uso, en nuestra opinién, de los polinomios de
Legendre.

Otro aspecto importante a destacar es que la realizacion de
este analisis supone el mayor estudio realizado, hasta la fecha,
para el mercado espafiol, tanto en numero de modelos
considerados como en periodo abarcado, por lo que se disponen
de las series temporales de los tipos cupén-cero para diferentes
plazos durante seis afios. Esta serie de datos, nos permitira llevar a
cabo en el futuro estudios empiricos que requieren el
conocimiento de los tipos cupon-cero cuyos resultados, a priori, se
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esperan sean mas robustos que los alcanzados cuando se emplean
TIR’s.

En nuestra opinién, este trabajo realiza tres aportaciones
importantes al estudio de la modelizacion de la estructura
temporal de tipos de interés. Por un lado, a través del estudio
tedrico de los modelos existentes en la literatura, se pone de
manifiesto la necesidad de analizar previamente en detalle las
propuestas que se enuncien a fin de evitar la especificacion
arbitraria de modelos, tal y como, en su mayor parte, se ha venido
realizando hasta ahora. Por otro lado, se proponen algunas
alternativas que tedricamente son apropiadas para abordar el
problema de determinacion de la curva de tipos. Y por ultimo,
respecto al estudio concreto de la modelizaciéon de la ETTI en
Espafia, se obtienen las series temporales para los tipos cupon-
cero a plazos no negociados en el mercado durante seis afnos.

Para finalizar se exponen algunas cuestiones que pueden ser
objeto de futuras investigaciones. Un tema a estudiar es si la
localizacién de los nodos de los splines afecta de forma decisiva,
segun afirma Shea (1984), a los resultados que éstos obtienen. A
este respecto, es conveniente sefialar que por las caracteristicas
que presenta el Mercado Espafiol de Deuda Publica Anotada, al
menos durante el periodo analizado, la utilizacion de mas de dos
subintervalos parece innecesaria, ya que no aporta una mejora
sustancial de las estimaciones y supone la consideracion de un
mayor numero de parametros. Este hecho se comprueba en cierto
modo con los resultados obtenidos en Contreras y Navarro (1993),
donde el anico nodo se sitta en los alrededores de un afio.

Otro aspecto que habria que estudiar es hasta qué punto el
método de estimacion empleado afecta a los resultados obtenidos.
Por ejemplo, para Carleton, Chambers y Waldman (1984) el
problema en el uso de polinomios no se debe tanto a éstos sino al
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modo en que se realizan las regresiones, aunque no estamos de
acuerdo con esta afirmacion, ya que un modelo polinémico
independientemente de la metodologia de estimacién aplicada,
siempre va a presentar un comportamiento explosivo a largo
plazo si se trabaja en el intervalo [0,¥).

Por otro lado, seria conveniente analizar si los resultados
mejoran cuando los pardmetros se estiman no solo en base a la
minimizacién de error sino incorporando alguna medida de la
suavidad de los tipos forward como proponen Adams y Van
Deventer (1994), Fisher, Nychka y Zervos (1995) o Waggoner
(1997). Aunque a la vista de los resultados obtenidos por los
modelos alternativos propuestos la suavidad ya esta garantizada.
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ANEXO 1: EL MERCADO ESPANOL DE DEUDA
PUBLICA ANOTADA
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Desde el punto de vista del estudio que nos concierne y casi
sin lugar a dudas desde un punto de vista general el mercado
secundario de Deuda Pudblica Anotada (DPA) es el mas
importante. En concreto los datos empleados en nuestro analisis
empirico proceden de los precios de compraventa en las
operaciones al contado con bonos y obligaciones efectuadas en el
mercado secundario del MEDPA. Por este motivo, creemos
necesario hacer una breve referencia a la organizacion,
funcionamiento y estructura del mismo.

El MEDPA forma parte de los mercado de valores oficiales
organizados existentes en Espafia, siendo su Organo rector la
central de anotaciones del Banco de Espafia. Su organizacion se
basa en el sistema de anotaciones en cuenta, donde se liquidan,
compensan y negocian los valores emitidos por el Estado,
Comunidades Auténomas y otros organismos publicos, es decir,
deuda publica®.

El actual sistema de anotaciones en cuenta se crea en abril de
1987 a partir del Real Decreto 505/1987 de 3 de Abril*> con el fin
de dotar al mercado de la agilidad y rapidez necesaria para su
completo desarrollo, reduciendo los costes de transaccion y
aumentado la eficiencia; se consigue de este modo agilizar el
funcionamiento del mercado secundario que, hasta la fecha se
habia visto poco favorecido por la necesidad de operar con titulos
fisicos. Cabe destacar que este cambio institucional dio vida al
mercado que en la actualidad es uno de los principales mercados
europeos y con un gran volumen de negociacién lo que lo sitian
como un marco ideal para la formacion eficiente de los precios de

! Aunque existen ciertas salvedades [AFI (19958), p.13].
2 Este RD se ha ido completando posteriormente y modificando con otras
disposiciones legales.
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los que subyacen los tipos de interés que sirven de referencia al
resto de mercado de capitales y el sistema bancario.

El objeto del MEDPA es la negociacion de la deuda del Estado
representada en anotaciones en cuenta® y de otros valores, asi
formulados, emitidos por Comunidades Auténomas, entidades y
sociedades publicas u organismos internacionales de los que
Espafia es miembro previa autorizacion del Ministerio de
Economia y Hacienda.

El elemento méas importante de este mercado es la Central de
Anotaciones, servicio publico del Estado gestionado por el Banco
de Espafia encargado, en general, de la gran mayoria de las
actividades relacionadas con la emision y negociacion en este
mercado, como la emisibn y amortizacibon de los titulos
pertenecientes al sistema, pago de intereses a titulares, etc.

Si bien, cualquier persona fisica o juridica puede ser tenedora
de deuda publica, s6lo algunas entidades pueden operar en el
MEDPA. Entre éstas cabe destacar la labor de las entidades
gestoras* que son las encargadas de acercar la deuda publica a
quienes no pueden operar directamente en la Central de
Anotaciones y dentro de éstas los creadores de mercado®, agentes
gue garantizan la liquidez del mercado ya que se comprometen a
cotizar precios de compra y de venta de forma competitiva y
continuada.

% Casi la totalidad de la deuda del Estado se encuentra formalizada de esta manera
siguiendo s6lo una parte residual la que continda con soporte fisico, en concreto la
deuda perpetua cuya importancia es marginal (AFI (1996) p.133).

4 Con capacidad plena si son titulares de cuenta o con capacidad restringida si s6lo
pueden operar por cuenta de terceros.

® Con capacidad plena.
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Otra figura importante es la de los mediadores, que ofrecen a
los agentes que intervienen en el mercado una red de negociacion
organizada, que busca facilitar el encuentro entre oferentes y
demandantes, a cambio de una comision. La particularidad que
tienen las transacciones realizadas a través de estos agentes es el
desconocimiento de la contrapartida por lo que se conocen como
operaciones ciegas.

Una vez que la deuda ha sido colocada a través de las
emisiones en el mercado primario la misma puede negociarse en
el mercado secundario, donde se distinguen 3 ambitos de
negociacion en funcién de los participantes. Por un lado, nos
encontramos lo que se denomina primer escalébn, mas conocido
por mercado ciego, en el que se negocia a través de intermediarios
0 brokers especializados por lo que las partes no conocen sus
contrapartidas, y en la que s6lo pueden actuar las entidades
gestoras autorizadas. Las operaciones, que pueden ser electrénicas
o telefénicas, s6lo pueden ser al contado o a plazo por lo que se
excluyen los repos y la liquidacién y compensacién de la operacion
se realiza a través del Servicio Telefonico del Mercado del Dinero.
Las cotizaciones son en firme y existen requisitos en cuanto al
volumen minimo de cada orden que son de 100 millones para
bonos y obligaciones y 500 millones para las Letras®.

También nos encontramos con el llamado segundo escalén,
mercado gris u operativa tradicional, donde las operaciones se
realizan bilateralmente entre titulares de cuenta sin la necesidad
de un mediador, aunque también pueden actuar en este mercado
para poner en contacto a las dos partes. La liquidacién y
compensacion se realiza igual que en el caso anterior a través del
mismo servicio, con la particularidad de que en la operativa a

© A partir de aqui se establecen volimenes mayores en multiplos de 100 millones.
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plazo no se realiza liquidacion diaria de pérdidas y ganancias y se
puede liquidar el contrato antes del vencimiento por diferencias.
Otra caracteristica importante del mercado a plazo, en este nivel,
es que se permiten operaciones sobre deuda aun no emitida si su
subasta se ha anunciado’. Se puede realizar cualquier tipo de las
operaciones autorizadas: compraventa simple al contado y a plazo,
con pacto de recompra a fecha fija y simultaneas.

Por altimo, tenemos el segmento de negociacidn con terceros,
esto es operaciones entre entidades gestoras y sus clientes que es
de gran importancia al canalizarse la deuda emitida en el mercado
primario desde las entidades gestoras a inversores no residentes,
particulares, fondos de inversion, etc. a través de un mercado
descentralizado que utiliza la red comercial de las entidades
gestoras y la via telefénica para realizar las operaciones, en su
mayoria de pequefio importe. La liquidacion y compensacion las
realizan las entidades gestoras. Las operaciones permitidas son las
operaciones al contado y a plazo simples, repos a fecha fijay a la
vista, y simultaneas.

En cuanto a las operaciones permitidas, tenemos las
compraventas simples al contado, cuya fecha valor es hasta cinco
dias habiles desde la fecha de contratacién. Las operaciones de
compraventa simple a plazo, Unicas operaciones limitadas a
terceros o entidades no gestoras, en las que se establecen el objeto
y las condiciones de transaccién en el momento de contratar la
operacion, pero la transaccion del titulo y su liquidacion se realiza
en una fecha futura; estas operaciones, generalmente, se
encuentran concentradas en el mercado gris ya que en el mercado
ciego se obliga a reponer margenes diariamente. Y por ultimo,
tenemos las operaciones de cesién temporal que comprenden la

7 Las, asi denominadas, "When Issue".
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compraventa con pacto de recompra o repos donde se contratan
dos compraventas de signo contrario que se llevaran a cabo en dos
momentos distintos del tiempo. Existen dos modalidades: a fecha
fija y a la vista y las simultdneas que son compraventas simples, a
vencimiento, a plazo o al contado que se contratan
simultdneamente con otras de signo contrario de igual nominales.

Ambas operaciones, repos y simultdneas, son financieramente
equivalentes, su diferencia radica en cuestiones técnicas ya que los
repos no pueden superar el plazo sobre el que el vendedor dispone
del valor, mientras que las operaciones simultaneas se puede
comprar o vender valores al contado sin dinero (como en el caso
de los repos) o sin papel. Por tanto la diferencia entre ambas
operativas radica en la disponibilidad de los valores por parte del
comprador. En las simultaneas el comprador puede vender el
valor a vencimiento o a una fecha de recompra mas alla de la
inicial de reventa, es decir, puede efectuar ventas en descubierto
ademas de permitir venta a terceros de nuevo en simultadnea de
posiciones ya adquiridas. Otra limitacidn es que los terceros tienen
limitaciones en las operativas con simultaneas.

En relacién a los titulos que se negocian en este mercado
podemos distinguir entre Letras, que son titulos con cupon
implicito o cupdén-cero y los Bonos y Obligaciones que tienen
cupon explicito.

En concreto, las Letras del Tesoro son valores emitidos al
descuento y se representan exclusivamente por anotaciones en
cuenta y estan orientados por sus caracteristicas, principalmente, a
los inversores domésticos. El procedimiento habitual de emision es
la subasta, estableciéndose al principio de cada afio un calendario
de emisién de las Letras a 1 afio. Generalmente las subastas se
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realizan cada dos semanas®. Su creacion en Junio de 1987 coincide
con la puesta en funcionamiento del sistema de anotaciones en
cuenta con vistas a sustituir a los Pagarés del Tesoro a fin de
lograr una mayor transparencia fiscal en los titulos negociados.

Las Letras del Tesoro han tenido gran aceptacion, su nominal
es de un millon de pesetas y su plazo maximo de 18 meses. Las
Letras tienen una peculiaridad fiscal: los rendimientos implicitos
de las mismas estan exentos de retencion impositiva. Los plazos de
emision son 3, 6, 12 y 18 meses®. Siendo las emisiones a un afo
regulares, cada 2 semanas.

Por otro lado, tenemos los Bonos y Obligaciones que se
emiten desde 1990 con cupones anuales y anteriormente con
devengos semestrales. La Unica diferencia entre ambos es el plazo
de vencimiento siendo los primeros a medio plazo (entre 2 y 5
afios) y las obligaciones a plazos superiores a 5 afios™. Son
también, desde la creacion del sistema de anotacién en cuenta,
valores representados exclusivamente en este sistema y su nominal
es de 10000 ptas. En este caso, los cupones si estdn sujetos a
retencion fiscal. Estos titulos tienen su mayor demanda en los
inversores institucionales, y participan en gran medida los
inversores no residentes que con caracter general estan exentos de
la retencion sobre el cupdn. Este diferente tratamiento fiscal entre
residentes y no residentes ha dado lugar a una operativa
denominada lavado de cupdn a través de la cual los residentes
ceden temporalmente a los no residentes sus activos en el periodo
en que estos pagan cupon a fin de evitar la retencion sobre los

& Normalmente los miércoles con fecha valor viernes.

® Estas Ultimas de reciente creacién, fueron emitidas por primera vez el 18 de Abril
de 1997.

10 Hasta 1998 el mayor vencimiento era 15 afios. En la actualidad hay emisiones
con vencimientos a 30 afios.
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mismos. Las autoridades, para controlar un poco este hecho, han
establecido un requisito en el plazo de cesion que tiene que
efectuarse 30 dias antes del pago de cupén.

Al igual que en el caso de las Letras el Tesoro también
establece un calendario de emisién mensual para los bonosa 3y 5
afos y las obligaciones a 10 y 15 afios, realizandose las subastas el
primer martes de cada mes en el caso de los bonos a 3 afos y las
obligaciones a 10 y el primer miércoles de cada mes para los
bonos a 5y las obligaciones a 15 afios.

En cuanto a la organizacion del mercado, su organismo rector
es la central de anotaciones que esta gestionada por el Banco de
Espafia. La labor del organismo rector es registrar todas las
operaciones efectuadas y mantener al dia los saldos de los
miembros bien por cuenta propia bien por cuenta de terceros. En
relacién a los titulares de la cuenta nos encontramos con 3 tipos
de cuentas: cuentas propias (abiertas en nombre propio por las
entidades gestoras), cuentas directas (abiertas directamente por los
suscriptores de deuda) y cuentas a nombre de terceros (abiertas
por las entidades gestoras en nombre de sus clientes).

Los miembros del mercado son los titulares con cuenta propia
y las entidades gestoras. Los primeros solo pueden operar en el
mercado por cuenta propia y cualquier entidad considerada
intermediario financiero en los registros oficiales puede ser titular.
Por su parte, las entidades gestoras pueden actuar por cuenta
propia y por cuenta de terceros y son las encargadas de poner en
contacto a los no miembros con el sistema.

En general podemos distinguir dos tipos de entidades
gestoras, las que tienen capacidad plena que pueden operar por
cuenta propia al ser también titulares y las de capacidad
restringida que actian como meros intermediarios salvo que sean
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tengan cuenta como titulares en cuyo caso pueden ofrecer
contrapartida en su nombre Unicamente en compraventas simples
al contado.

Una caracteristica importante de este mercado que le confiere
una mayor liquidez y dinamicidad es la existencia de los creadores
de mercado, que surgieron originariamente como grandes
colocadoras de deuda entre terceros pero que han demostrado su
gran importancia para el desarrollo del mercado. Los creadores
de mercado son Entidades gestoras con capacidad plena que se
comprometen con el Tesoro publico a aportar la liquidez
suficiente al mercado entre miembros cotizando precios de
compra y de venta para determinadas emisiones de deuda publica
y operando con unos volumenes minimos; estos compromisos se
extienden al mercado primario donde deben pujar regularmente.
Como contrapartida tienen algunos privilegios como son que
pueden operar con el Banco de Espafia en sus intervenciones
diarias en el MEDPA y tienen permitido realizar lavados de cup6n
bajo ciertas restricciones.



ANEXO 2: COMPOSICION DE LAS MUESTRAS
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Fecha N° Obs. Fecha | N° Obs. Fecha N° Obs. Fecha N° Obs. Fecha N° Obs.
02/01/91 4 20/03/9 6 04/06/91 4 13/08/91 7 23/10/91 9
07/01/91 4 21/03/9 5 05/06/91 5 14/08/91 7 24/10/91 8
09/01/91 4 22/03/9 6 06/06/91 7 16/08/91 7 25/10/91 6
10/01/91 5 25/03/9 5 07/06/91 7 19/08/91 5 28/10/91 6
11/01/91 5 26/03/9 6 10/06/91 4 20/08/91 6 29/10/91 7
14/01/91 5 27/03/9 6 11/06/91 8 21/08/91 7 30/10/91 7
15/01/91 5 01/04/9 5 12/06/91 8 22/08/91 9 31/10/91 6
16/01/91 4 02/04/9 5 13/06/91 7 23/08/91 6 04/11/91 6
17/01/91 4 03/04/9 6 14/06/91 8 27/08/91 5 05/11/91 5
18/01/91 4 04/04/9 5 17/06/91 8 28/08/91 7 06/11/91 6
21/01/91 5 05/04/9 5 18/06/91 7 29/08/91 4 07/11/91 6
22/01/91 5 08/04/9 5 19/06/91 7 30/08/91 7 08/11/91 7
23/01/91 4 09/04/9 4 20/06/91 7 02/09/91 5 11/11/91 7
24/01/91 5 10/04/9 7 21/06/91 8 03/09/91 6 12/11/91 9
25/01/91 6 11/04/9 6 24/06/91 6 04/09/91 7 13/11/91 10
28/01/91 5 12/04/9 6 25/06/91 7 05/09/91 7 14/11/91 8
29/01/91 4 15/04/9 5 26/06/91 8 06/09/91 7 15/11/91 7
31/01/91 4 16/04/9 5 27/06/91 9 09/09/91 5 18/11/91 7
01/02/91 4 17/04/9 6 28/06/91 6 10/09/91 7 19/11/91 6
05/02/91 4 18/04/9 6 01/07/91 8 11/09/91 7 20/11/91 8
06/02/91 5 19/04/9 6 02/07/91 5 12/09/91 8 21/11/91 8
07/02/91 5 22/04/9 6 03/07/91 6 13/09/91 7 22/11/91 10
08/02/91 4 23/04/9 6 04/07/91 6 16/09/91 7 25/11/91 9
11/02/91 6 24/04/9 4 05/07/91 8 17/09/91 6 26/11/91 8
12/02/91 6 25/04/9 6 08/07/91 5 18/09/91 6 27/11/91 9
13/02/91 5 26/04/9 5 09/07/91 4 19/09/91 8 28/11/91 8
14/02/91 6 29/04/9 6 10/07/91 6 20/09/91 6 29/11/91 7
15/02/91 6 30/04/9 5 11/07/91 5 23/09/91 8 02/12/91 8
18/02/91 5 03/05/9 5 12/07/91 8 24/09/91 8 03/12/91 4
19/02/91 5 06/05/9 5 15/07/91 5 25/09/91 7 04/12/91 6
20/02/91 4 07/05/9 5 16/07/91 7 26/09/91 5 05/12/91 7
21/02/91 5 08/05/9 7 17/07/91 6 27/09/91 7 10/12/91 8
22/02/91 6 09/05/9 8 18/07/91 8 30/09/91 7 11/12/91 8
25/02/91 5 10/05/9 8 19/07/91 7 01/10/91 6 12/12/91 9
26/02/91 5 13/05/9 9 22/07/91 7 02/10/91 5 13/12/91 8
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27/02/91 5 14/05/9 9 23/07/91 5 03/10/91 8 16/12/91 9
28/02/91 6 16/05/9 8 24/07/91 8 04/10/91 8 17/12/91 8
01/03/91 5 17/05/9 8 25/07/91 7 07/10/91 6 18/12/91 9
04/03/91 6 20/05/9 7 26/07/91 6 08/10/91 6 19/12/91 10
05/03/91 6 21/05/9 6 29/07/91 5 09/10/91 8 20/12/91 10
06/03/91 7 22/05/9 9 30/07/91 8 10/10/91 8 23/12/91 10
07/03/91 6 23/05/9 8 31/07/91 8 11/10/91 6 24/12/91 6
08/03/91 6 24/05/9 8 01/08/91 5 14/10/91 5 26/12/91 5
11/03/91 5 27/05/9 8 02/08/91 6 15/10/91 7 27/12/91 8
12/03/91 5 28/05/9 7 06/08/91 7 16/10/91 5 30/12/91 10
13/03/91 6 29/05/9 8 07/08/91 7 17/10/91 8 31/12/91 8
14/03/91 6 30/05/9 8 08/08/91 7 18/10/91 6

15/03/91 5 31/05/9 5 09/08/91 8 21/10/91 6

18/03/91 5 03/06/9 5 12/08/91 6 22/10/91 5

Fecha N° Obs. Fecha N° Obs. Fecha N° Obs. Fecha N° Obs. Fecha N° Obs.

02/01/92 5 13/03/9 10 |29/05/92 11 07/08/92 13 19/10/92 14
03/01/92 8 16/03/9 9 01/06/92 7 10/08/92 8 20/10/92 12
07/01/92 7 17/03/9 9 02/06/92 10 11/08/92 10 21/10/92 14
08/01/92 11 18/03/9 10 |03/06/92 11 12/08/92 8 22/10/92 14
09/01/92 9 20/03/9 10 |04/06/92 9 13/08/92 11 23/10/92 14
10/01/92 8 23/03/9 8 05/06/92 10 14/08/92 11 26/10/92 12
13/01/92 8 24/03/9 9 08/06/92 12 17/08/92 9 27/10/92 12
14/01/92 9 25/03/9 11  |09/06/92 11 18/08/92 9 28/10/92 14
15/01/92 8 26/03/9 10 |10/06/92 13 19/08/92 11 29/10/92 15
16/01/92 7 27/03/9 10 |11/06/92 13 20/08/92 10 30/10/92 14
17/01/92 9 30/03/9 9 12/06/92 12 21/08/92 10 02/11/92 12
20/01/92 9 31/03/9 9 15/06/92 11 24/08/92 9 03/11/92 14
21/01/92 8 01/04/9 10 |16/06/92 10 25/08/92 10 04/11/92 11
22/01/92 10 02/04/9 10 |17/06/92 14  |26/08/92 11 05/11/92 12
23/01/92 8 03/04/9 10 |18/06/92 12 27/08/92 10 06/11/92 11
24/01/92 10 06/04/9 10 |19/06/92 12 28/08/92 11 10/11/92 12
27/01/92 6 07/04/9 11 |22/06/92 12 31/08/92 9 11/11/92 12
28/01/92 9 08/04/9 9 23/06/92 13 01/09/92 10 12/11/92 9
29/01/92 7 09/04/9 12 |24/06/92 14 |02/09/92 11 13/11/92 12
30/01/92 8 10/04/9 12 |25/06/92 13 03/09/92 13 16/11/92 13
31/01/92 10 13/04/9 11 |26/06/92 15 04/09/92 12 17/11/92 13
03/02/92 5 14/04/9 14 |29/06/92 11 07/09/92 10 18/11/92 11
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04/02/92 8 15/04/9 12 |30/06/92 11 08/09/92 9 19/11/92 12
05/02/92 8 20/04/9 11 |01/07/92 9 09/09/92 11 20/11/92 13
06/02/92 9 21/04/9 10 |02/07/92 12 10/09/92 11 23/11/92 12
07/02/92 8 22/04/9 11 |03/07/92 11 11/09/92 9 24/11/92 12
10/02/92 10 23/04/9 10 |06/07/92 10 14/09/92 9 25/11/92 12
11/02/92 10 24/04/9 10 |07/07/92 11 15/09/92 11 26/11/92 13
12/02/92 12 27/04/9 9 08/07/92 11 16/09/92 11 27/11/92 13
13/02/92 10 28/04/9 12 |09/07/92 11 17/09/92 11 30/11/92 10
14/02/92 11 29/04/9 10 |10/07/92 12 18/09/92 10 01/12/92 10
17/02/92 10 30/04/9 9 13/07/92 13 21/09/92 12 02/12/92 10
18/02/92 9 04/05/9 10 |14/07/92 10 22/09/92 14 |03/12/92 12
19/02/92 9 05/05/9 12 |15/07/92 11 23/09/92 12 04/12/92 12
20/02/92 10 06/05/9 9 16/07/92 12 24/09/92 13 09/12/92 11
21/02/92 10 07/05/9 10 |17/07/92 12 25/09/92 13 10/12/92 13
24/02/92 10 08/05/9 13 |20/07/92 12 28/09/92 12 11/12/92 10
25/02/92 10 11/05/9 12 |21/07/92 11 29/09/92 13 14/12/92 10
26/02/92 9 12/05/9 10 |22/07/92 11 30/09/92 12 15/12/92 10
27/02/92 10 13/05/9 12 |23/07/92 12 01/10/92 13 16/12/92 14
28/02/92 9 14/05/9 14 |24/07/92 12 02/10/92 12 17/12/92 10
02/03/92 9 18/05/9 12 |27/07/92 12 05/10/92 12 18/12/92 10
03/03/92 10 19/05/9 12 |28/07/92 11 06/10/92 11 21/12/92 11
04/03/92 10 20/05/9 10 |29/07/92 12 07/10/92 12 22/12/92 10
05/03/92 10 21/05/9 12 |30/07/92 13 08/10/92 12 23/12/92 13
06/03/92 6 22/05/9 12 |31/07/92 11 09/10/92 14 |24/12/92 12
09/03/92 10 25/05/9 9 03/08/92 11 13/10/92 13 28/12/92 10
10/03/92 10 26/05/9 9 04/08/92 11 14/10/92 12 29/12/92 13
11/03/92 10 27/05/9 12 |05/08/92 10 15/10/92 12 30/12/92 15
12/03/92 11 28/05/9 9 06/08/92 11 16/10/92 13 31/12/92 12
Fecha N° Obs. Fecha N° Obs. Fecha N° Obs. Fecha N° Obs. Fecha N° Obs.
04/01/93 11 16/03/9 14  |28/05/93 15 06/08/93 16 19/10/93 19
05/01/93 10 17/03/9 14 |31/05/93 15 09/08/93 17 20/10/93 20
07/01/93 10 18/03/9 15 |01/06/93 10 10/08/93 16 21/10/93 18
08/01/93 12 22/03/9 14 |02/06/93 14 11/08/93 17 22/10/93 20
11/01/93 10 23/03/9 13 |03/06/93 14 12/08/93 16 25/10/93 16
12/01/93 10 24/03/9 14 |04/06/93 12 13/08/93 15 26/10/93 19
13/01/93 12 25/03/9 15 |07/06/93 15 17/08/93 15 27/10/93 16
14/01/93 12 26/03/9 14 |08/06/93 18 18/08/93 14 |28/10/93 17
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15/01/93
18/01/93
19/01/93
20/01/93
21/01/93
22/01/93
25/01/93
26/01/93
27/01/93
28/01/93
29/01/93
01/02/93
02/02/93
03/02/93
04/02/93
05/02/93
08/02/93
09/02/93
10/02/93
11/02/93
12/02/93
15/02/93
16/02/93
17/02/93
18/02/93
19/02/93
22/02/93
23/02/93
24/02/93
25/02/93
26/02/93
01/03/93
02/03/93
03/03/93
04/03/93
05/03/93
08/03/93

14
14
11
13
12
12
12
11
13
13
13
11
12
11
11
14
17
15
15
15
16
13
13
16
14
15
14
14
15
16
13
14
13
12
13
13
16

29/03/9
30/03/9
31/03/9
01/04/9
02/04/9
05/04/9
06/04/9
07/04/9
12/04/9
13/04/9
14/04/9
15/04/9
16/04/9
19/04/9
20/04/9
21/04/9
22/04/9
23/04/9
26/04/9
27/04/9
28/04/9
29/04/9
30/04/9
03/05/9
04/05/9
05/05/9
06/05/9
07/05/9
10/05/9
11/05/9
12/05/9
13/05/9
14/05/9
17/05/9
18/05/9
19/05/9
20/05/9

14
15
15
14
16
15
14
14
16
15
14
15
15
15
14
15
16
13
15
14
13
14
13
11
12
11
13
13
13
14
15
16
16
17
17
17
16

09/06/93
10/06/93
11/06/93
14/06/93
15/06/93
16/06/93
17/06/93
18/06/93
21/06/93
22/06/93
23/06/93
24/06/93
25/06/93
28/06/93
29/06/93
30/06/93
01/07/93
02/07/93
05/07/93
06/07/93
07/07/93
08/07/93
09/07/93
12/07/93
13/07/93
14/07/93
15/07/93
16/07/93
19/07/93
20/07/93
21/07/93
22/07/93
23/07/93
26/07/93
27/07/93
28/07/93
29/07/93

18
18
18
16
15
16
14
18
17
16
17
17
18
17
16
16
18
14
17
13
15
17
17
18
17
15
17
17
15
14
16
17
17
14
14
13
17

19/08/93
20/08/93
23/08/93
24/08/93
25/08/93
26/08/93
27/08/93
30/08/93
31/08/93
01/09/93
02/09/93
03/09/93
06/09/93
07/09/93
08/09/93
09/09/93
10/09/93
13/09/93
14/09/93
15/09/93
16/09/93
17/09/93
20/09/93
21/09/93
22/09/93
23/09/93
24/09/93
27/09/93
28/09/93
29/09/93
30/09/93
01/10/93
04/10/93
05/10/93
06/10/93
07/10/93
08/10/93

13
15
17
17
17
15
16
16
16
17
16
16
13
13
15
15
17
15
16
16
14
16
18
18
17
16
15
16
16
16
16
16
14
15
17
14
18

29/10/93
02/11/93
03/11/93
04/11/93
05/11/93
08/11/93
10/11/93
11/11/93
12/11/93
15/11/93
16/11/93
17/11/93
18/11/93
19/11/93
22/11/93
23/11/93
24/11/93
25/11/93
26/11/93
29/11/93
30/11/93
01/12/93
02/12/93
03/12/93
07/12/93
09/12/93
10/12/93
13/12/93
14/12/93
15/12/93
16/12/93
17/12/93
20/12/93
21/12/93
22/12/93
23/12/93
24/12/93

17
16
15
16
16
16
16
16
13
13
16
18
18
17
15
17
17
14
14
15
16
14
16
16
16
17
19
18
15
17
17
16
14
18
19
16
16
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09/03/93| 15 |[21/05/9 | 16 [30/07/93| 14 |11/10/93| 16 [27/12/93| 14
10/03/93 | 14 [24/05/9 | 15 [02/08/93| 16 (13/10/93| 17 |28/12/93| 15
11/03/93 | 14 [25/05/9 | 13 [03/08/93| 16 [14/10/93| 18 |29/12/93| 16
12/03/93| 13 [26/05/9 | 15 [04/08/93| 18 [15/10/93| 19 |30/12/93| 17
15/03/93| 13 |27/05/9 | 16 |05/08/93| 17 |18/10/93| 18 [31/12/93| 14
Fecha N° Obs. Fecha N° Obs. Fecha N° Obs. Fecha N° Obs. Fecha N° Obs.
03/01/94| 12 [15/03/9 | 20 |27/05/9 | 19 |08/08/9 | 16 |20/10/9 | 19
04/01/94| 16 [16/03/9 | 20 |30/05/9 | 19 |09/08/9 | 16 |21/10/9 | 19
05/01/94 | 17 [17/03/9 | 22 |31/05/9 | 17 |10/08/9 | 16 |24/10/9 | 20
07/01/94| 17 |18/03/9 | 20 |01/06/9 | 18 |11/08/9 | 17 |25/10/9 | 15
10/01/94 | 18 [21/03/9 | 20 [02/06/9 | 17 |12/08/9 | 21 |26/10/9 | 18
11/01/94 | 20 [22/03/9 | 17 [03/06/9 | 19 |16/08/9 | 19 [27/10/9 | 19
12/01/94 | 20 [23/03/9 | 18 |06/06/9 | 21 |17/08/9 | 18 |28/10/9 | 17
13/01/94 | 19 [24/03/9 | 19 [07/06/9 | 20 |18/08/9 | 19 |31/10/9 | 15
14/01/94| 20 |25/03/9 | 19 |08/06/9 | 20 |19/08/9 | 18 |02/11/9 | 20
17/01/94| 16 [28/03/9 | 18 [09/06/9 | 20 |22/08/9 | 18 |03/11/9 | 17
18/01/94 | 19 [29/03/9 | 18 |10/06/9 | 21 |23/08/9 | 18 |04/11/9 | 17
19/01/94 | 19 [30/03/9 | 19 [13/06/9 | 21 |24/08/9 | 19 |07/11/9 | 18
20/01/94 | 19 |04/04/9 | 14 |14/06/9 | 18 |25/08/9 | 19 |08/11/9 | 19
21/01/94| 20 [05/04/9 | 16 |15/06/9 | 18 |26/08/9 | 18 |10/11/9 | 18
24/01/94| 19 |06/04/9 | 20 |16/06/9 | 19 |29/08/9 | 15 |11/11/9 | 20
25/01/94| 17 [07/04/9 | 19 |17/06/9 | 21 |30/08/9 | 17 |14/11/9 | 20
26/01/94| 18 |08/04/9 | 19 |20/06/9 | 17 |31/08/9 | 17 |15/11/9 | 20
27/01/94| 18 [11/04/9 | 20 |21/06/9 | 19 |01/09/9 | 17 |16/11/9 | 22
28/01/94| 20 [12/04/9 | 17 |22/06/9 | 18 |02/09/9 | 15 |17/11/9 | 21
31/01/94| 19 |13/04/9 | 20 |23/06/9 | 19 |05/09/9 | 16 |18/11/9 | 19
01/02/94 | 18 |14/04/9 | 18 |24/06/9 | 19 |06/09/9 | 19 |21/11/9 | 18
02/02/94 | 22 [15/04/9 | 20 |27/06/9 | 18 |o07/09/9 | 20 |22/11/9 | 18
03/02/94| 20 |18/04/9 | 18 |28/06/9 | 18 |08/09/9 | 17 |23/11/9 | 20
04/02/94| 16 [19/04/9 | 20 |29/06/9 | 20 [12/09/9 | 18 |24/11/9 | 19
07/02/94| 17 |20/04/9 | 17 |30/06/9 | 18 [13/09/9 | 19 |25/11/9 | 23
08/02/94| 21 [21/04/9 | 19 |01/07/9 | 14 |14/09/9 | 22 |28/11/9 | 19
09/02/94| 19 [22/04/9 | 20 |04/07/9 | 18 |15/09/9 | 18 |29/11/9 | 18
10/02/94 | 19 |25/04/9 | 17 |05/07/9 | 16 |16/09/9 | 20 |30/11/9 | 21
11/02/94 | 18 |26/04/9 | 20 |06/07/9 | 20 |19/09/9 | 20 |01/12/9 | 20
14/02/94| 18 [27/04/9 | 19 |o07/07/9 | 21 |20/09/9 | 18 [02/12/9 | 20
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15/02/94 20 28/04/9 16 08/07/9 20 21/09/9 20 05/12/9 18
16/02/94 20 29/04/9 20 11/07/9 19 22/09/9 19 07/12/9 20
17/02/94 19 03/05/9 18 12/07/9 20 23/09/9 19 09/12/9 19
18/02/94 19 04/05/9 22 13/07/9 20 26/09/9 17 12/12/9 20
21/02/94 21 05/05/9 18 14/07/9 20 27/09/9 20 13/12/9 21
22/02/94 18 06/05/9 20 15/07/9 20 28/09/9 18 14/12/9 21
23/02/94 17 09/05/9 20 18/07/9 17 29/09/9 20 15/12/9 19
24/02/94 21 10/05/9 19 19/07/9 19 30/09/9 19 16/12/9 17
25/02/94 17 11/05/9 18 20/07/9 20 03/10/9 17 19/12/9 17
28/02/94 18 12/05/9 20 21/07/9 18 04/10/9 19 20/12/9 20
01/03/94 16 13/05/9 18 22/07/9 18 05/10/9 17 21/12/9 20
02/03/94 19 16/05/9 19 26/07/9 16 06/10/9 20 22/12/9 20
03/03/94 16 17/05/9 17 27/07/9 18 07/10/9 17 23/12/9 20
04/03/94 19 18/05/9 19 28/07/9 19 10/10/9 19 27112/9 18
07/03/94 20 19/05/9 17 29/07/9 20 11/10/9 19 28/12/9 19
08/03/94 19 20/05/9 21 01/08/9 17 13/10/9 20 29/12/9 19
09/03/94 19 23/05/9 18 02/08/9 18 14/10/9 18 30/12/9 18
10/03/94 17 24/05/9 18 03/08/9 17 17/10/9 18

11/03/94 21 25/05/9 19 04/08/9 17 18/10/9 17

14/03/94 20 26/05/9 20 05/08/9 18 19/10/9 19

Fecha N° Obs. Fecha N° Obs. Fecha N° Obs. Fecha N° Obs. Fecha N° Obs.

02/01/95 16 14/03/9 19 31/05/9 20 09/08/9 18 20/10/9 16
03/01/95 18 15/03/9 20 01/06/9 20 10/08/9 19 23/10/9 20
04/01/95 20 16/03/9 21 02/06/9 18 11/08/9 18 24/10/9 22
05/01/95 20 17/03/9 18 05/06/9 18 14/08/9 17 25/10/9 20
09/01/95 20 21/03/9 19 06/06/9 20 16/08/9 15 26/10/9 19
10/01/95 21 22/03/9 20 07/06/9 21 17/08/9 15 27/10/9 21
11/01/95 20 23/03/9 22 08/06/9 20 18/08/9 14 |30/10/9 20
12/01/95 20 24/03/9 20 09/06/9 21 21/08/9 16 31/10/9 20
13/01/95 20 27/03/9 20 12/06/9 19 22/08/9 19 02/11/9 20
16/01/95 19 28/03/9 20 13/06/9 21 23/08/9 19 03/11/9 20
17/01/95 20 29/03/9 20 14/06/9 21 24/08/9 20 06/11/9 19
18/01/95 21 30/03/9 19 15/06/9 20 25/08/9 20 07/11/9 18
19/01/95 21 31/03/9 20 16/06/9 19 28/08/9 19 08/11/9 19
20/01/95 21 03/04/9 20 19/06/9 19 29/08/9 15 10/11/9 22
23/01/95 18 04/04/9 22 20/06/9 17 30/08/9 19 13/11/9 20
24/01/95 21 05/04/9 20 21/06/9 19 31/08/9 16 14/11/9 18
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25/01/95 20 06/04/9 20 22/06/9 19 01/09/9 19 15/11/9 22
26/01/95 20 07/04/9 20 23/06/9 21 04/09/9 16 16/11/9 22
27/01/95 20 10/04/9 18 26/06/9 19 05/09/9 18 17/11/9 21
30/01/95 21 11/04/9 19 27/06/9 19 06/09/9 20 20/11/9 19
31/01/95 20 12/04/9 20 28/06/9 18 07/09/9 20 21/11/9 22
01/02/95 20 17/04/9 15 29/06/9 21 08/09/9 21 22/11/9 21
02/02/95 19 18/04/9 18 30/06/9 19 11/09/9 19 23/11/9 21
03/02/95 20 19/04/9 20 03/07/9 16 12/09/9 21 24/11/9 17
06/02/95 19 20/04/9 20 04/07/9 15 13/09/9 20 27/11/9 21
07/02/95 20 21/04/9 21 05/07/9 19 14/09/9 23 28/11/9 21
08/02/95 19 24/04/9 21 06/07/9 21 15/09/9 22 29/11/9 22
09/02/95 19 25/04/9 20 07/07/9 21 18/09/9 18 30/11/9 20
10/02/95 20 26/04/9 20 10/07/9 20 19/09/9 20 01/12/9 21
13/02/95 20 27/04/9 18 11/07/9 20 20/09/9 20 04/12/9 22
14/02/95 20 28/04/9 20 12/07/9 19 21/09/9 19 05/12/9 19
15/02/95 21 03/05/9 19 13/07/9 19 22/09/9 20 07/12/9 21
16/02/95 17 04/05/9 19 14/07/9 20 25/09/9 21 11/12/9 19
17/02/95 20 05/05/9 20 17/07/9 18 26/09/9 22 12/12/9 21
20/02/95 18 08/05/9 19 18/07/9 21 27/09/9 22 13/12/9 24
21/02/95 19 09/05/9 19 19/07/9 19 28/09/9 18 14/12/9 23
22/02/95 19 10/05/9 20 20/07/9 20 29/09/9 20 15/12/9 23
23/02/95 18 11/05/9 21 21/07/9 18 02/10/9 18 18/12/9 22
24/02/95 19 12/05/9 20 24/07/9 19 03/10/9 20 19/12/9 23
27/02/95 20 16/05/9 20 25/07/9 19 04/10/9 19 20/12/9 22
28/02/95 21 17/05/9 22 26/07/9 16 05/10/9 19 21/12/9 23
01/03/95 19 18/05/9 21 27/07/9 20 06/10/9 18 22/12/9 22
02/03/95 19 19/05/9 19 28/07/9 19 09/10/9 17 26/12/9 19
03/03/95 21 22/05/9 21 31/07/9 16 10/10/9 16 27/12/9 20
06/03/95 20 23/05/9 19 01/08/9 15 11/10/9 16 28/12/9 22
07/03/95 20 24/05/9 19 02/08/9 19 13/10/9 19 29/12/9 22
08/03/95 19 25/05/9 19 03/08/9 18 16/10/9 19

09/03/95 22 26/05/9 19 04/08/9 20 17/10/9 19

10/03/95 19 29/05/9 20 07/08/9 16 18/10/9 20

13/03/95 14 |30/05/9 17 08/08/9 19 19/10/9 19

Fecha N° Obs. Fecha N° Obs. Fecha N° Obs. Fecha N° Obs. Fecha N° Obs.

02/01/96 17 13/03/9 22 31/05/9 22 12/08/9 20 23/10/9 22
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03/01/96
04/01/96
05/01/96
08/01/96
09/01/96
10/01/96
11/01/96
12/01/96
15/01/96
16/01/96
17/01/96
18/01/96
19/01/96
22/01/96
23/01/96
24/01/96
25/01/96
26/01/96
29/01/96
30/01/96
31/01/96
01/02/96
02/02/96
05/02/96
06/02/96
07/02/96
08/02/96
09/02/96
12/02/96
13/02/96
14/02/96
15/02/96
16/02/96
19/02/96
20/02/96
21/02/96
22/02/96

21
21
21
21
20
22
22
23
21
24
21
21
21
19
18
22
20
18
21
20
20
19
19
20
20
19
20
19
20
23
22
18
20
17
20
19
21

14/03/9
15/03/9
18/03/9
20/03/9
21/03/9
22/03/9
25/03/9
26/03/9
27/03/9
28/03/9
29/03/9
01/04/9
02/04/9
03/04/9
08/04/9
09/04/9
10/04/9
11/04/9
12/04/9
15/04/9
16/04/9
17/04/9
18/04/9
19/04/9
22/04/9
23/04/9
24/04/9
25/04/9
26/04/9
29/04/9
30/04/9
03/05/9
06/05/9
07/05/9
08/05/9
09/05/9
10/05/9

23
22
23
22
22
24
21
20
22
23
19
20
20
24
24
21
22
21
21
22
23
24
21
22
20
24
20
21
21
20
19
21
21
23
19
20
20

03/06/9
04/06/9
05/06/9
06/06/9
07/06/9
10/06/9
11/06/9
12/06/9
13/06/9
14/06/9
17/06/9
18/06/9
19/06/9
20/06/9
21/06/9
24/06/9
25/06/9
26/06/9
27/06/9
28/06/9
01/07/9
02/07/9
03/07/9
04/07/9
05/07/9
08/07/9
09/07/9
10/07/9
11/07/9
12/07/9
15/07/9
16/07/9
17/07/9
18/07/9
19/07/9
22/07/9
23/07/9

20
23
21
20
23
22
20
21
22
22
21
20
20
22
22
22
20
22
20
22
21
20
21
19
20
24
22
21
22
21
21
21
23
22
19
20
20

13/08/9
14/08/9
16/08/9
19/08/9
20/08/9
21/08/9
22/08/9
23/08/9
26/08/9
27/08/9
28/08/9
29/08/9
30/08/9
02/09/9
03/09/9
04/09/9
05/09/9
06/09/9
09/09/9
10/09/9
11/09/9
12/09/9
13/09/9
16/09/9
17/09/9
18/09/9
19/09/9
20/09/9
23/09/9
24/09/9
25/09/9
26/09/9
27/09/9
30/09/9
01/10/9
02/10/9
03/10/9

20
21
20
16
17
21
20
20
23
17
21
19
19
19
20
18
22
21
22
21
22
20
21
22
20
22
23
22
18
22
22
24
20
20
21
21
21

24/10/9
25/10/9
28/10/9
29/10/9
30/10/9
31/10/9
04/11/9
05/11/9
06/11/9
07/11/9
08/11/9
11/11/9
12/11/9
13/11/9
14/11/9
15/11/9
18/11/9
19/11/9
20/11/9
21/11/9
22/11/9
25/11/9
26/11/9
27/11/9
28/11/9
29/11/9
02/12/9
03/12/9
04/12/9
05/12/9
09/12/9
10/12/9
11/12/9
12/12/9
13/12/9
16/12/9
17/12/9

24
20
22
22
21
20
19
20
22
23
23
23
23
23
24
19
19
20
24
22
21
22
21
22
23
21
22
23
25
22
24
22
22
25
22
22
24
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23/02/96
26/02/96
27/02/96
28/02/96
29/02/96
01/03/96
04/03/96
05/03/96
06/03/96
07/03/96
08/03/96
11/03/96
12/03/96

20
19
19
19
21
17
20
19
20
20
23
22

22

13/05/9
14/05/9
16/05/9
17/05/9
20/05/9
21/05/9
22/05/9
23/05/9
24/05/9
27/05/9
28/05/9
29/05/9
30/05/9

20
22
17
21
20
19
22
18
18
16
20
21
19

24/07/9
25/07/9
26/07/9
29/07/9
30/07/9
31/07/9
01/08/9
02/08/9
05/08/9
06/08/9
07/08/9
08/08/9
09/08/9

22
21
21
21
23
21
21
23
17
21
22
19
19

04/10/9
07/10/9
08/10/9
09/10/9
10/10/9
11/10/9
14/10/9
15/10/9
16/10/9
17/10/9
18/10/9
21/10/9
22/10/9

21
20
21
22
23
21
21
20
21
25
24
21
20
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18/12/9
19/12/9
20/12/9
23/12/9
24/12/9
26/12/9
27/12/9
30/12/9
31/12/9

26
23
24
21
22
10
19
21
21

Tabla A2.1: Estadisticos descriptivos del n°® de observaciones

Media | Desviacion | Maximo | Minimo | N° Muestras
1991 | 6’40 148 10 4 242
1992 | 10’81 1’80 15 5 250
1993 | 15’13 1’99 20 10 250
1994 | 18’66 1’59 23 12 247
1995 | 19’51 1'71 24 14 246
1996 | 20'95 1’85 26 10* 251

Tabla A2.2: Valores maximos y minimos del valor, media y desviacién de la

! Corresponde al 26/12/1996.

variable dependiente
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Precio Media Desviacion
Méximo | Minimo | Maximo | Minimo | Méaximo | Minimo
1991 119 99 112 103 6’56 1'73
1992 119 839 113 96’5 6’57 2'29
1993 129 93 116 104 8'15 2'21
1994 133 81'6 116 99 10'2 6’02
1995 119 73 107 97 10'6 5’87
1996 133 86’7 117 104 9’06 4’51




ANEXO 3: FUNCIONES EMPLEADAS
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M cCULLOCH (1975):
Un subintervalo (m=3 o0 2):

0=d, d,=Ty
m=2:

t?2 3
91()—3'ﬁ
0,(H)=t
m=3:

2 t3
00=7 " oq.
t3
H=——
02(t) 6d,
gs(H)=t

Dos subintervalos (m=4):

0=d, d, d,=T,
3
:t_'etT’ d, £t£d,
g.(t) =1 2
.'.dest'dz‘:J t3 d
2 6 Y 2
it
| 2
g.(t) =i
TURdE L dy(t-dy)H(tdp)t (t-d)®
{6 2 6(d,- d,)’ 2
.}_o, d, £t£d,
gs(t) =i (t-d,)* |
16(d,-d,)" °

g.()=t, t3 d
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Tres subintervalos (m=5):

d, d, d, =Ty

0=d,
0
2 6d2
é3dt-d,u
SGH

9,(t) =
d,

t3

i
I
I
1
T
f
i
i——, d,Et£d,
T

|

22 d(t d2)+(t'd2)2_ (t'd2)3
''6 2 6(d,-d,)’

9,(t) = d, £t£d,

1(d;-dy)? |, (dy-dy)(t-dy)+(t-dy)* (t-dy)°
G 2 6(d, - d5)’

i0, d,£t£d,
|
g, (t)=71 (t-dy)°
16(d,-dy)"
gs(t)=t 3 d,
SCHAEFER (1981):

xl [0,1); x=1-¢*
m= 2:
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2

X
0;(X)=-x+ >
X2
92(X)=- o
m=3:

X3
(0= 2

xz X
X)=-"—+2_
02(x) >3
X3
93(X):'?
m=4:
2 4
g09=nxck 2+ X
x> 2x® x4
X)=-_—"—+== _ =
02(x) 5 3 2
x2 x4
X)=-"— + 2
03(X) 372
X4
94(X):'T

m=>5:
5
0,(X)=-X+2x2-2x3+x"- x

2 4 5
X 3 33X X
X)=-—+ X" - —+
02(X) 5 2 5
xX x* X
X)=—+— -
03(X) 3755
xt x°
J(X)=-—+—

4 5
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X5

Os(X)=- ?
SHEA (1984):

Un subintervalo:

| |
0=d, d,=Ty
t3
t)=t-
2t3
t)=t>-—
02(t) 3d,
Dos subintervalos:

0=d, , d,=T,
it, d,£t£d,
|
g,(t) =i (t-d,)°
e 2
| 6(d3' dz)

it?, d,£t£d,

[
gz(t):.:_tz_'_(dz' 2d, )(t- d2)3 t3 d
’ 2
1 3(d3 - dz )2
it d,£t£d,
|
t)=1 2 _ 3
93( ) :(d23' 3d22t+3d2t2)(3d2 4d2d3 )(tz dz) ’
1 2(d3' dz)
Tres subintervalos:
OI:dl CIJZ d3 d4I:TN
it, d E£t£d,
|
g.(t)=i, (t-d,)°
16, -dy)?

t2 d,
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i.tz, d, £t£d,

0.()=1, , (3d;- 2d,)(t- dy) (3 g
iv 6(d, - d;)*
i
't d,£t£d,

I
gs(t)—|(d§ - 3d5t+3d,t%), d, £t£d,

1 (8d,d; - 4d,d, - d7)(t- dy)°

t 2(d, - dy)?

i

l0, d,£t£d,
g4(t)—|(t-d ), d, £t£d,

I(5o|2 6d,d, +d? - 4d,d, +4d,d, )(t- d, )

t 4(d, - dy)?

STEELEY (1991):

Un subintervalo:
I 1
0=d, d,=Ty
d,

o=t

2

3t(d, - t)?

g.(t)=

Dos subintervalos:
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0=d, d, d;=Ty

£33
gl(t):u, d, £t£d,
d;
N _ 2 _ _ _ 2
1o D7 (- (0o 1) U= 1) - pip g
T d; dsdz dsdz
g,(t) =i 3
i (dg-t) 3
Ids(ds'dz)
Y42 ) 2 )
.:.t (dzzt)_,_Zt ((33 t), d, £t£d,
T dsdz dsdz
ga(t) =1 2 2
i 2(ds-1)°  (dg-1)°(t-d,) g
.~ ’ 2
}ds,z(ds - dz) ds(ds' dz )2
i td
i d, £t£d,
0, (0=}
=1
T (dm )t dp)(dsm ) (dy-t)(t-dp)®
.- H 2
1d§(d3 - dz) ds(ds' dz )2 (ds' dz )3
(t-d,)
t =, t3 d
HO 00,y 2

Tres subintervalos:
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N Ry ) ) N2
0, OF (- (G- 0) 1 g
I d; d,d; d;d,

g.(t) =1
[ (ds't)3

1
|
fd;(d3- dz)’

d, £t£d,

11%(d, - 1) t°(dy - 1), t°(d, - 1)
T dsdz2 ds?dz d4d3d2

Pt -7 | (da-0°(t-dy) (- t)(dy- 0 g g

, d, £t £d,

gs(t):.:. d;(ds - dz) d4(d4 - dz )(ds - dz) d4d3(d3 - dz)
Z:Z (d, - t)° 5 g
Td4(d4'd2)(d4'd3)’ :
A 4, £1£d,
1 d,d,d,

gu(t)=) () o dp)(deot) | (dy-0)(t-dp)T g
'|'d4d3(d3'd2) d4(d4'd2)(d3'd2) (d4'd2)(d3'd2)
Lt (- dy)(dy -ty (t-dy)(di- )
Td4(d4'd2)(d4'd3) (d4'd2)2(d4'd3) (d4'd2)(d4'd3)2’
L (od) oy pgg,

g(t):}'(d4'd2)2(d3'd2)

) i (t-d,)%(d,-t) | (t-d,)(t- dy)(d,-t) (t-dy)°(d,-1t) (3
$(d4' dz )2(d4' ds) (d4' dz )(d4' d3 )2 (d4' d3 )3 ’ ?
— (t' d3)3

ge(t)—m, d; £t£d,

CONTRERAS — NAVARRO (1993):
Dos subintervalos:
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X0: 1-8- t0

0 Xo 1

9, (X(t))= X+, OEXE1L

T(x3-3x2- 1)x+3x,x%, OE£XE
gu(x(t) = o) e %
t- % +(X% - )x+x7, X £XE£1

F(-xC +3x2)x- 3x,x2+x%, O0E£XEX
g (x(t)=] 0T °
TXO-XOXl XO£X£1



ANEXO 4: TABLAS DE RESULTADOS (ERRORES)
COHEN — KRAMER — WAUGH (1966)
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Tabla |

Mediana Media Desviacion | Maximo Minimo

1991 | EC | 0.01364 | 0.05983 | 0.13671 | 1.58967 | 0.00000

EA | 0.11678 | 0.16981 | 0.17612 | 1.26082 | 0.00015

1992 | EC | 0.04696 | 0.10947 | 0.18514 | 2.44817 | 0.00000

EA | 0.21670 | 0.25763 | 0.20763 | 1.56466 | 0.00026

1993 | EC | 0.37524 | 1.15579 | 2.25663 | 21.39614| 0.00000

EA | 0.61257 | 0.79556 | 0.72319 | 4.62560 | 0.00029

1994 | Ec | 0.05885 | 0.19762 | 0.37200 | 4.00335 | 0.00000

EA | 0.24259 | 0.32907 | 0.29891 | 2.00084 | 0.00001

1995 | EC | 0.04424 | 0.34574 | 1.39108 | 19.85839| 0.00000

EA | 0.21033 | 0.33380 | 0.48412 | 4.45628 | 0.00002

1005+ EC | 0.00536 | 0.26807 | 1.23144 |17.77706| 0.00000

EA | 0.07324 | 0.22384 | 0.46692 | 4.21629 | 0.00000

1996 | EC | 0.02595 | 0.19162 | 0.65750 | 7.77796 | 0.00000

EA | 0.16109 | 0.26006 | 0.35216 | 2.78890 | 0.00019

1996*| EC | 0.00137 | 0.13240 | 0.56207 | 5.80793 | 0.00000

EA | 0.03707 | 0.15538 | 0.32906 | 2.40997 | 0.00000

EC: Errores al Cuadrado, EA: Errores Absolutos, *:$ Error U Pegimado = Prmax

0 I:)estimado < I:)min

FISHER (1966)
Tabla 11
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Mediana

Media

Desviacion

Maximo

Minimo

1992

EC

0.72765

83.05212

283.1416

6214.269

0.00000

EA

0.85302

4.38768

7.98910

78.83064

0.00038

1993

EC

1.88614

89.94058

284.84802

3941.395

0.00000

EA

1.37337

4.84581

8.15330

62.78053

0.00040

1994

EC

1.83853

52.93024

119.12255

2058.875

0.00000

EA

1.35592

4.30399

5.86630

45.374

0.00077
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Tabla 11 (continuacion)

Mediana

Media

Desviacion

Maximo

Minimo

1995

EC

0.67214

31.05481

69.45919

560.92518

0.00000

EA

0.81984

3.21886

4.54951

23.68386

0.00057

1995*

EC

0.43653

29.49677

67.36702

560.925

0.00000

EA

0.66070

3.06558

4.48366

23.684

0.00000

1996

EC

0.45834

24.95894

104.78570

2816.197

0.00000

EA

0.67700

2.54830

4.29751

53.06785

0.00004

1996*

EC

0.27446

23.76651

103.09109

2805.064

0.00000

EA

0.52389

2.39424

4.24707

52.96285

0.00000

EC: Errores al Cuadrado

, EA: Errores Absolutos, *:$ Error U Pegimado = Prmax

0 I:)estimado < I:)min

BRADLEY — CRANE (1973)

Tabla 111

Mediana Media | Desviacion | Maximo Minimo

1991 | EC | 0.01618 | 0.07057 | 0.15352 | 1.84973 | 0.00000
EA | 0.12719 | 0.18335 | 0.19230 | 1.36005 | 0.00005
1992 | EC | 0.03239 | 0.10556 | 0.21997 | 2.64281 | 0.00000
EA | 0.17996 | 0.24055 | 0.21844 | 1.62567 | 0.00000

1993 | EC | 0.25122 | 1.11799 | 2.37124 | 21.692 | 0.00000
EA | 0.50122 | 0.73718 | 0.75809 | 4.65745 | 0.00011
1994 | ECc | 0.05029 | 0.17106 | 0.33911 | 3.68314 | 0.00000
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EA

0.22426

0.30216

0.28245

1.91915

0.00001

1995

EC

0.03505

0.27728

1.10148

13.00961

0.00000

EA

0.18723

0.29629

0.43535

3.60688

0.00011

1995*

EC

0.00434

0.20682

0.94960

11.47578

0.00000

EA

0.06590

0.19577

0.41052

3.38759

0.00000

1996

EC

0.08598

0.22710

0.50081

4.56554

0.00000

EA

0.29322

0.35597

0.31688

2.13671

0.00010

1996*

EC

0.02071

0.14453

0.41793

4.32936

0.00000

EA

0.14390

0.23003

0.30271

2.08071

0.00000

EC: Errores al Cuadrado, EA: Errores Absolutos, *:$ Error U Pegimado = Prmax

0 I:)estimado < I:)min

ECHOLS - ELLIOTT (1976)

Tabla IV

Mediana

Media

Desviacion

Maximo

Minimo

1991

EC

0.01616

0.07823

0.19684

2.03943

0.00000

EA

0.12714

0.18824

0.20694

1.42809

0.00006

1992

EC

0.02785

0.10205

0.23165

3.20655

0.00000

EA

0.16687

0.23082

0.22089

1.79068

0.00004

1993

EC

0.20965

1.12981

2.37246

21.65602

0.00000

EA

0.45787

0.73137

0.77141

4.65360

0.00050

1994

EC

0.11090

0.27434

0.43393

5.74083

0.00000

EA

0.33301

0.40854

0.32781

2.39600

0.00016
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1995 | EC | 0.05159 | 0.34295 | 1.25860 | 17.34504| 0.00000

EA | 0.22713 | 0.35078 | 0.46898 | 4.16474 | 0.00000

1995*| Ec | 0.01280 | 0.26069 | 1.10048 | 15.55916| 0.00000

EA | 0.11312 | 0.24544 | 0.44776 | 3.94451 | 0.00000

1996 | EC | 0.15142 | 0.31479 | 0.55234 | 7.47603 | 0.00000

EA | 0.38912 | 0.44483 | 0.34196 | 2.73423 | 0.00042

1006*| EC | 0.05644 | 0.20348 | 0.45451 | 5.70234 | 0.00000

EA | 0.23757 | 0.30794 | 0.32966 | 2.38796 | 0.00000

EC: Errores al Cuadrado, EA: Errores Absolutos, *:$ Error U Pegimado = Prmax

0 I:)estimado < I:)min

McCULLOCH (1975)
Tabla Vv

Mediana Media Desviacion | Maximo Minimo

1991 | EC | 0.02977 | 0.10541 | 0.25946 | 2.83562 | 0.00000

EA | 0.17254 | 0.23040 | 0.22883 | 1.68393 | 0.00004

1992 | Ec | 0.05040 | 0.11432 | 0.18374 | 1.86620 | 0.00000

EA | 0.22450 | 0.26579 | 0.20904 | 1.36609 | 0.00002

1993 | Ec | 0.22380 | 0.98077 | 2.06225 | 19.97190| 0.00000

EA | 0.47308 | 0.69102 | 0.70951 | 4.46899 | 0.00004

1994 | ECc | 0.03163 | 0.13432 | 0.31471 | 4.09436 | 0.00000

EA | 0.17784 | 0.25660 | 0.26171 | 2.02345 | 0.00020

Tabla V (continuacion)
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Mediana

Media

Desviacion

Maximo

Minimo

1995

EC

0.01300

0.33529

1.39651

20.30277

0.00000

EA

0.11403

0.27519

0.50953

4.50586

0.00006

1995*

EC

0.00022

0.26699

1.23704

18.94109

0.00000

EA

0.01497

0.18559

0.48228

4.35214

0.00000

1996

EC

0.01508

0.18963

0.69003

6.47213

0.00000

EA

0.12280

0.23613

0.36592

2.54404

0.00004

1996*

EC

0.00009

0.13625

0.60219

6.16513

0.00000

EA

0.00935

0.14025

0.34148

2.48297

0.00000

EC: Errores al Cuadrado

SCHAEFER (1981)

, EA: Errores Absolutos, *:$ Error U Pegimado = Prmax

0 I:)estimado < I:)min

Tabla VI

Mediana

Media

Desviacion

Maximo

Minimo

1991

EC

0.02140

0.08887

0.21945

2.29489

0.00000

EA

0.14630

0.20563

0.21591

1.51489

0.00002

1992

EC

0.03677

0.09786

0.18904

2.50143

0.00000

EA

0.19175

0.23779

0.20330

1.58159

0.00005

1993

EC

0.24911

1.03579

2.17342

20.01927

0.00000

EA

0.49911

0.71624

0.72313

4.47429

0.00006

1994

EC

0.02642

0.13204

0.32623

4.15812

0.00000

EA

0.16253

0.24855

0.26510

2.03915

0.00007
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1995 | EC | 0.01228 | 0.27960 | 1.34619 | 20.33351| 0.00000

EA | 0.11082 | 0.24061 | 0.47091 | 4.50927 | 0.00000
1995%| EC | 0.00007 | 0.21944 | 1.18832 | 18.80699| 0.00000

EA | 0.00866 | 0.15394 | 0.44247 | 4.33670 | 0.00000
1996 | EC | 0.01389 | 0.16732 | 0.66578 | 6.44073 | 0.00000

EA | 0.11785 | 0.21774 | 0.34631 | 2.53786 | 0.00013

1996%| EC | 0.00002 | 0.11787 | 0.57862 | 6.10134 | 0.00000
EA | 0.00424 | 0.12368 | 0.32030 | 2.47009 | 0.00000

EC: Errores al Cuadrado, EA: Errores Absolutos, *:$ Error U Pegimado = Prmax

0 I:)estimado < I:)min

VASICEK — FONG (1982). MODELIZACION A (CAMBIO VARIABLE Y

POLINOMIO CUBICO)
Tabla VII

Mediana Media Desviacion | Maximo Minimo

1991 | EC | 0.01469 | 0.06578 | 0.14351 | 1.71948 | 0.00000

EA | 0.12120 | 0.17713 | 0.18555 | 1.31129 | 0.00011

1992 | EC | 0.04001 | 0.10576 | 0.19996 | 2.51024 | 0.00000

EA | 0.20003 | 0.24776 | 0.21070 | 1.58437 | 0.00003

1993 | EC | 0.28945 | 1.11526 | 2.36014 | 21.56222| 0.00000

EA | 0.53801 | 0.75344 | 0.74009 | 4.64351 | 0.00034

1994 | ECc | 0.04759 | 0.16420 | 0.33021 | 3.87930 | 0.00000

EA | 0.21815 | 0.29722 | 0.27546 | 1.96959 | 0.00007
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1995

EC

0.02356

0.29958

1.34011

18.95848

0.00000

EA

0.15349

0.27510

0.47323

4.35413

0.00001

1995*

EC

0.00145

0.23095

1.17984

16.91787

0.00000

EA

0.03805

0.17357

0.44818

4.11313

0.00000

1996

EC

0.03990

0.19274

0.60906

7.01684

0.00000

EA

0.19975

0.28120

0.33718

2.64893

0.00008

1996*

EC

0.00377

0.12943

0.51821

5.55277

0.00000

EA

0.06137

0.17126

0.31641

2.35643

0.00000

EC: Errores al Cuadrado

FONG

VASICEK

EXPONENCIAL)

, EA: Errores Absolutos, *:$ Error U Pegimado = Prmax

0 I:)estimado < I:)min

(1982).

MODELIZACION B

Tabla VIII

(FUNCION

Mediana

Media

Desviacion

Maximo

Minimo

1992

EC

0.03037

0.10562

0.24956

4.02952

0.00000

EA

0.17426

0.23482

0.22472

2.00737

0.00014

1993

EC

0.39674

1.70641

4.38937

55.14939

0.00000

EA

0.62987

0.89834

0.94849

7.42626

0.00027

1994

EC

0.11944

1.26991

5.65075

129.29698

0.00000

EA

0.34561

0.63791

0.92907

11.37088

0.00003

1995

EC

0.04284

0.46962

1.54694

16.58708

0.00000

EA

0.20698

0.39977

0.55666

4.07272

0.00007
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Tabla VIII (continuacién)

Mediana

Media

Desviacion

Maximo

Minimo

1995*

EC

0.00788

0.34191

1.34738

15.29612

0.00000

EA

0.08875

0.27531

0.51592

3.91103

0.00000

1996

EC

0.05272

0.97972

3.12385

100.94888

0.00000

EA

0.22962

0.55578

0.81912

10.04733

0.00019

1996*

EC

0.01267

0.75957

2.73028

100.94888

0.00000

EA

0.11256

0.42321

0.76195

10.04733

0.00000

EC: Errores al Cuadrado, EA: Errores Absolutos, *:$ Error U Pegimado = Prmax

0 I:)estimado < I:)min

FONG - VASICEK (1982) MODELIZACION C (CONTRERAS -
NAVARRO (1993))

Tabla IX

Mediana

Media

Desviacion

Maximo

Minimo

1991

EC

0.01659

0.07188

0.14623

1.69137

0.00000

EA

0.12880

0.18823

0.19099

1.30053

0.00008

1992

EC

0.04050

0.13811

0.30152

3.67458

0.00000

EA

0.20124

0.26973

0.25569

1.91692

0.00041

1993

EC

0.23241

1.13781

2.31329

21.66852

0.00000

EA

0.48209

0.75011

0.75848

4.65495

0.00003

1994

EC

0.05013

0.18894

0.37060

3.93164

0.00000

EA

0.22390

0.31505

0.29950

1.98284

0.00038
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1995 | EC | 0.02363 | 0.29460 | 1.23374 | 16.16834| 0.00000

EA | 0.15373 | 0.28313 | 0.46312 | 4.02099 | 0.00001

1005+ EC | 0.00190 | 0.22305 | 1.07617 [14.63178] 0.00000

EA | 0.04354 | 0.18270 | 0.43556 | 3.82515 | 0.00000

1996 | EC | 0.04104 | 0.20949 | 0.61369 | 5.80103 | 0.00000

EA | 0.20258 | 0.29572 | 0.34937 | 2.40853 | 0.00000

1996*| EC | 0.00503 | 0.13799 | 0.52017 | 5.21006 | 0.00000

EA | 0.07093 | 0.18115 | 0.32434 | 2.28255 | 0.00000

EC: Errores al Cuadrado, EA: Errores Absolutos, *: $ Error U P.gimado = Pmax

0 I:)estimado < I:)min
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CARLETON — CHAMBERS — WALDMAN (1984)

Tabla X

Mediana

Media

Desviacion

Maximo

Minimo

1991

EC

0.01512

0.06477

0.14127

1.61069

0.00000

EA

0.12297

0.17669

0.18323

1.26913

0.00008

1992

EC

0.04284

0.10630

0.18682

2.39038

0.00000

EA

0.20697

0.25246

0.20635

1.54609

0.00029

1993

EC

0.29720

1.10022

2.34603

21.43873

0.00000

EA

0.54516

0.75123

0.73213

4.63020

0.00059

1994

EC

0.06742

0.18776

0.33910

3.94941

0.00000

EA

0.25965

0.33006

0.28077

1.98731

0.00004

1995

EC

0.03666

0.32530

1.40042

19.41711

0.00000

EA

0.19146

0.30876

0.47960

4.40648

0.00006

1995*

EC

0.00393

0.24791

1.23952

17.35126

0.00000

EA

0.06268

0.19727

0.45721

4.16548

0.00000

1996

EC

0.02682

0.19063

0.65367

7.99372

0.00000

EA

0.16378

0.25785

0.35238

2.82732

0.00001

1996*

EC

0.00123

0.13164

0.55597

5.63738

0.00000

EA

0.03507

0.15630

0.32746

2.37432

0.00000

EC: Errores al Cuadrado, EA: Errores Absolutos, *: $ Error U P.gimado = Prmax

0 I:)estimado < I:)min
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Tabla XI

ESTIMACION DE LA ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES PROPUESTAS ALTERNATIVAS

Mediana

Media

Desviacion

Maximo

Minimo

1991

EC

0.22043

0.52159

0.81796

9.23858

0.00000

EA

0.46950

0.56873

0.44526

3.03950

0.00007

1992

EC

0.27607

1.24306

2.59898

21.51819

0.00000

EA

0.52542

0.79047

0.78641

4.63877

0.00037

1993

EC

0.26125

1.04683

2.17685

20.92715

0.00000

EA

0.51112

0.72925

0.71774

4.57462

0.00033

1994

EC

0.15395

0.28643

0.39727

4.11155

0.00000

EA

0.39236

0.43153

0.31660

2.02770

0.00000

Tabla X1 (continuacion)

Mediana

Media

Desviacion

Maximo

Minimo

1995

EC

0.06895

0.33996

1.31744

18.80057

0.00000

EA

0.26258

0.36659

0.45344

4.33596

0.00050

1995*

EC

0.01760

0.25297

1.17485

17.16415

0.00000

EA

0.13268

0.25033

0.43629

4.14296

0.00000

1996

EC

0.06631

0.25464

0.65243

7.40064

0.00000

EA

0.25751

0.35192

0.36169

2.72041

0.00004

1996*

EC

0.01592

0.16598

0.53859

5.86814

0.00000

EA

0.12619

0.23026

0.33613

2.42242

0.00000

EC: Errores al Cuadrado, EA: Errores Absolutos, *:$ Error U Pgimado = Prmax

0 I:)estimado < I:)min
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NELSON — SIEGEL (1987)

Tabla XI1

Mediana

Media

Desviacion

Maximo

Minimo

1992

EC

0.05453

0.18463

0.48036

8.69087

0.00000

EA

0.23352

0.30888

0.29876

2.94803

0.00045

1993

EC

0.74776

4.68551

19.09546

393.09617

0.00000

EA

0.86473

1.35127

1.69125

19.82665

0.00025

1994

EC

0.09958

2.92419

10.05733

114.67459

0.00000

EA

0.31556

0.91282

1.44617

10.70862

0.00011

1995

EC

0.01429

0.31753

1.22271

13.95786

0.00000

EA

0.11955

0.27813

0.49013

3.73602

0.00014

1995*

EC

0.00042

0.24526

1.06330

12.68088

0.00000

EA

0.02060

0.18695

0.45864

3.56102

0.00000

1996

EC

0.22612

0.40093

0.64443

5.27086

0.00000

EA

0.47552

0.51412

0.36965

2.29583

0.00007

1996*

EC

0.10328

0.26542

0.52529

4.55988

0.00000

EA

0.32137

0.37342

0.35496

2.13539

0.00000

EC: Errores al Cuadrado

STEELEY (1991)

, EA: Errores Absolutos, *:$ Error U Pegimado = Prmax

0 I:)estimado < I:)min

Tabla X111

Mediana

Media

Desviacion

Maximo

Minimo
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1992

EC

0.02013

0.07113

0.15504

1.90879

0.00000

EA

0.14187

0.19288

0.18423

1.38159

0.00000

1993

EC

0.14196

0.90830

2.02756

19.84644

0.00000

EA

0.37677

0.63196

0.71349

4.45493

0.00013

1994

EC

0.02804

0.12828

0.31383

4.00984

0.00000

EA

0.16744

0.24544

0.26087

2.00246

0.00004

1995

EC

0.00986

0.27035

1.31604

19.98826

0.00000

EA

0.09929

0.23254

0.46510

4.47082

0.00004

1995*

EC

0.00003

0.21194

1.16135

19.00077

0.00000

EA

0.00506

0.14768

0.43608

4.35899

0.00000

1996

EC

0.01097

0.15986

0.65265

6.32708

0.00000

EA

0.10475

0.20740

0.34186

2.51537

0.00001

1996*

EC

0.00000

0.11236

0.56686

6.16356

0.00000

EA

0.00000

0.11470

0.31499

2.48265

0.00000

EC: Errores al Cuadrado, EA: Errores Absolutos, *:$ Error U Pegimado = Prmax

PROPUESTA | (CAMBIO DE VARIABLE EN [0,1])

0 I:)estimado < I:)min

Tabla X1V

Mediana

Media

Desviacion

Maximo

Minimo

1992

EC

0.02808

0.10947

0.26341

3.45352

0.00000

EA

0.16758

0.23452

0.23342

1.85837

0.00022
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1993 | Ec [ 0.18340 | 1.11288 | 2.35352 |20.59842[ 0.00000

EA | 0.42825 | 0.71525 | 0.77554 | 4.53855 | 0.00022

1994 | EC | 0.04772 | 0.16977 | 0.34469 | 3.94949 | 0.00000

EA | 0.21846 | 0.30036 | 0.28208 | 1.98733 | 0.00001

1995 | EC | 0.02181 | 0.28521 | 1.19814 | 15.69434 | 0.00000

EA | 0.14767 | 0.27642 | 0.45699 | 3.96161 | 0.00010

1095+| EC | 0.00138 | 0.21549 | 1.04237 [ 14.33840| 0.00000

EA | 0.03713 | 0.17870 | 0.42849 | 3.78661 | 0.00000

Tabla X1V (Continuacion)

Mediana Media Desviacion | Maximo Minimo

1996 | EC | 0.02762 | 0.19982 | 0.63032 | 5.74530 | 0.00000

EA | 0.16618 | 0.27225 | 0.35457 | 2.39694 | 0.00009

1996*| EC | 0.00206 | 0.13237 | 0.53699 | 5.29759 | 0.00000

EA | 0.04536 | 0.16076 | 0.32641 | 2.30165 | 0.00000

EC: Errores al Cuadrado, EA: Errores Absolutos, *:$ Error U Pegimado = Prmax

0 I:)estimado < I:)min

PROPUESTA I1-A (POLINOMIOS DE LEGENDRE DE GRADO 3)
Tabla XV

Mediana Media Desviacion | Maximo Minimo

1991 | EC | 0.03695 | 0.11353 | 0.25119 | 2.49870 | 0.00000
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EA | 0.19222 | 0.24638 | 0.22992 | 1.58073 | 0.00011

1992 | ECc | 0.07825 | 0.19857 | 0.37816 | 3.83041 | 0.00000

EA | 0.27973 | 0.33905 | 0.28922 | 1.95714 | 0.00015

1993 | EC | 0.36580 | 1.19529 | 2.29060 |21.59515| 0.00000

EA | 0.60482 | 0.80615 | 0.73862 | 4.64706 | 0.00047

1994 | EC | 0.16666 | 0.36619 | 0.71392 | 14.67767 | 0.00000

EA | 0.40824 | 0.47064 | 0.38042 | 3.83114 | 0.00003

1995 | ECc | 0.07284 | 0.42411 | 1.44726 | 16.03278| 0.00000

EA | 0.26989 | 0.40126 | 0.51299 | 4.00410 | 0.00008

1005+ EC | 0.01590 | 0.32040 | 1.27619 | 14.66197| 0.00000

EA | 0.12611 | 0.27920 | 0.49244 | 3.82910 | 0.00000

1996 | EC | 0.04337 | 0.22549 | 0.64944 | 11.50317| 0.00000

EA | 0.20826 | 0.30872 | 0.36084 | 3.39163 | 0.00003

1006*| EC | 0.00617 | 0.15078 | 0.56054 | 11.50317] 0.00000

EA | 0.07857 | 0.19177 | 0.33767 | 3.39163 | 0.00000

EC: Errores al Cuadrado, EA: Errores Absolutos, *:$ Error U Pegimado = Prmax

0 I:)estimado < I:)min
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PROPUESTA I1-B (POLINOMIOS DE LEGENDRE DE GRADO 4)
Tabla XVI

Mediana Media Desviacion | Maximo Minimo

1991 | ECc | 0.01570 | 0.06881 | 0.14452 | 1.74401 | 0.00000

EA | 0.12530 | 0.18275 | 0.18824 | 1.32061 | 0.00003

1992 | EC | 0.04292 | 0.12841 | 0.26578 | 3.24594 | 0.00000

EA | 0.20718 | 0.26616 | 0.23998 | 1.80165 | 0.00004

1993 | Ec | 0.25583 | 1.13060 | 2.32162 | 21.73005| 0.00000

EA | 0.50579 | 0.75410 | 0.74972 | 4.66155 | 0.00001

1994 | ECc | 0.04280 | 0.16548 | 0.35721 | 3.79916 | 0.00000

EA | 0.20688 | 0.29108 | 0.28420 | 1.94914 | 0.00005

1995 | Ec | 0.01825 | 0.28534 | 1.26327 | 17.44653| 0.00000

EA | 0.13508 | 0.26166 | 0.46575 | 4.17690 | 0.00011

1005+ EC | 0.00061 | 0.22025 | 1.10483 [15.49134] 0.00000

EA | 0.02473 | 0.16951 | 0.43767 | 3.93590 | 0.00000

1996 | EC | 0.04316 | 0.20385 | 0.60858 | 5.65775 | 0.00000

EA | 0.20776 | 0.29461 | 0.34217 | 2.37860 | 0.00015

1096%| EC | 0.00506 | 0.13498 | 0.51746 | 5.39449 | 0.00000

EA | 0.07112 | 0.18028 | 0.32015 | 2.32260 | 0.00000

EC: Errores al Cuadrado, EA: Errores Absolutos, *: $ Error U P.gimado = Prmax

0 I:)estimado < I:)min




ANEXO 5: GRAFICAS DE ERRORES DE ESTIMACION
EN PRECIOS
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Para cada uno de los modelos y afos analizados se ofrece una
grafica que representa el valor del error de estimacion (diferencia
entre el precio medio observado y el precio estimado) en cada uno
de los titulos que forman las muestras. En el eje de abscisas se
representan los diferentes titulos negociados ordenados
ascendentemente por fecha de observacion y plazo de
vencimiento.

COHEN-KRAMER-WAUGH (1966)

1991

1992
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ANEXO 6: CURVAS DE TIPOS SPOT Y FORWARD

ESTIMADQOS
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Todas las gréaficas de este anexo siguen la misma estructura,
en el eje x, [0,15] o [0,30], se representan los vencimientos
medidos en afos, en el eje y, [0,250], cada muestra (dia de
observacién) y en el eje z el valor en tanto por uno de los tipos
representados. Un ejemplo se observa en la siguiente.

COHEN — KRAMER — WAUGH (1966)

Spot - 1991

0.3

0.2

Tipo de interés

(tanto por uno)

0147 |,

0247

Vencimientos (afios)

15
N° muestra (fecha 250

Forward - 1991
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Forward - 1996
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