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Resunme

L’article traite desméthodesd’estimationdesmocklesrécursifsdynamiquesucasou I'obser
vationportesurdesindividusstatistiquesgchacurétantdéfinie parun sysemed’eéquationgie type
recursifdynamiqueA la dimensiontemporelle présentedans!’ étudeclassiquede cessysemes,
la dimensiortrans\ersaleestajouteepourobtenirdes‘modelesrécursifsdynamiques doublein-
dice”. Le traitementdesformesde cesmodelesconduita regrouperesvariablesparindividu puis
paréquationBG94]. Ceregroupemena permisd’assimilerle modeleausysemed’équationsap-
paremmennon-lieesSUR, avecla particularié quela variancerelative auxindividus: et ;7 pour
I’ équationk n’est pasnécessairemd nulle. L'estimaion estréali€e par les méthodesdu maxi-
mumdevraisemblancetlesSUR-GLSnonitr etiteré avectransformatiorde Taylor. Cesderniers
donnentdesestimateurgonvergents plusviables.L'application de cesméthodedait I'objet d’un

autrearticle surun panelsectorielde I’ économiemarocainalurantlestrois dernieresdécennies.
Mots clés: Causalig, sysemerécursif, estimation asymptotique
Abstract

The purposeof this paperis to study the modelbelongsto the family of structuralequation
modelswith datavarying both accrossndividuals(sectors)andin time. A completetheoretich
analysisis developedin this work for the caseof a dynamicrecursve structure.Maximum lik e-
lihood estimationand SUR-GLS“SeeminglyUnrelated Regressions-GenatizedLeastSquae”
estimatorgiteratedor not, with properinstrumentandwith Taylor'stransformationprecarefully
used.Theselast convergentsestimatorsare mostefficients. The applicationof thesemethodsto
panelsectorof moroccoseconomyis treatedn anothempaper

Key words:Causality recuisivesystemestimation asymptotic.
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1 Intr oduction

Le but del'article estde traiter desméthodegi’estimationdesmodelesrécursifsdynamiques
au casou I'obsenation porte sur desindividus statistigueschacunétantdéfinie par un syseme
d’équationgde type récursifdynamique A la dimensiontemporelle présentedansl’ étudeclas-
siguede tels syseémes la dimensiontrans\ersaleestajout&e pour obtenirles “modelesrécursifs

dynamiques doubleindice”.

Dansce papier il estdemontgé quela fonction log-vraisemblacedu sysemecompletestla
sommede K log-vraisemblanesindépendantesine pour chaqueéquation.L’avantagede cette
decompositionest que le maximumde la fonction de vraisemblancepeut se faire sepaément
pour chaqueéquation,mais simultarementpour les N individus. Ce résultatimportantpermet
dedéewelopperesméthodes!’estimationappropreespourunsysemede N individusenprésence
devariablesretarceeset d’'un processusectorielautoegressifd’ordre 1 deserreurs.

Comparatvement a HatanakgdHat76 eta Fuller et Alii [FHW80], I'estimation réalisabledes
paranetresdu mocdelecompletestfaitedemanieresimplea partir du developpementle Taylor au-
tour de cceficientsde correlationdeserreursobtenugparla méthodedesvariablesnstrumentals.

2 Le modeleindividuel

Laformalisationpropo®egéréralise’ etudedessysemegécursifsdynamiquesucasou I'ob-
senation porte sur un ensemblede N unités statistiquesUn syseémerécursif dynamiquea K
équationsestdéfini pourchaquendividu, qui estobsene surT périodesLe modceleestécritsous
saformeindividuelle(2.1), puissousformeglobale(2.2).

2.1 La forme de basedu modele

Au niveaudel'individu: (¢ = 1,...,N) pourla périoded’obsenationt (¢t = 1,...,T), la
forme structurelledu mockle estdéefinieparle sysemea K équationsuivant:

il g il i il i
'y + By +y T +up =0 (1)

e yi estle vecteurK x 1 desobsenationsconcernantes K variablesendognes(le syséme
étantalorspardéfinition complet)

e ! estle vecteurL x 1 desobsenationsconcernantes L variablesexogenes
e 3¢ estlamatriceK x K descoeficientsdesvariablesendognessuppogenonsinguliére

e ¢ estlamatriceK x K descoeficientsdesvariablesendognesretarcees suppogenon
singuliere.Lesélémentsdela diagonaleprincipalesontnotesa,

o " estlamatricel’ x L descceficientsdesvariablesexogenes
e u! estlevecteurK x 1 d’erreurs.



2.1.1 Leshypotheses

Le mockle 1 estmunid’un corpsd’hypotheses

(il1) Hla : Hypothesedecomportemers
B¢, ¢ ety' sontdesmatricesde constanteginconnues)yariantd’individu a individu. On
admetpar congquentque chaquendividu estcaracérisé par un comportemengui lui est
propre(maisqui resteinvariantdansle temps).

(i2) H1b : Hypothesederestrictions
Pourdesraisonsde commodig, on supposera&galemat que les restrictionsthéoriquesa-
priori d’exclusion (les élementsnuls a-priori de 8¢, ¢* et ') sontles mémespour tousles
individus.

(i) H2: Recursvité
Lesmatricesnon-singuléress® et¢?' sonttriangulaireinférieuré.

(i) H3 : Variablesexogenes
Lesvariable%xog‘enessontfixes,nonstochastiqueskmd'ependamsdeserreursettellesque:

(@) Za: :ct estunematricederangcompletL

11_>I{.lo szt = z* fini

() lim — th zt = M*, définiepositive

T—)oo

(iv) H4 : Hypothesesdeserreurs
Les erreurspos&dentdesmomentsfinis au moinsjusqu’a I'ordre deux.En particulier, en
designanparu;,, k = 1,..., K, I @lémenttypiquedu vecteuru}, on postuleque
(a) 'effet desperturbationgstnul enmoyenne:

E(ul) =0 Vi k,t
(b) la structuredesvariances-ovariances esttelle que:

y 9 sik=lett=s
Blujad) =14 7% 2
(uktuls) { 0 S|n0n3
La nullité de la covariancepour deuxéquationsdifferenteg k # [) définit (conjointemet a
H2) la récursvité du syséme.La covariancecontemporainer;,’ entrel’erreur de I'individu 7 et
celledel'individu j pourl’ équationkt n’estpasnecessairememtulle. Cettepossibilitt donneau
modele sapremierespecificite et exprimelesliaisonsaléatoiresentrelesindividus.

2| eursélementsau-dessusiela diagonaleprincipalesonttousnuls et ceuxdela diagonaleprincipaledeﬁ“ sonttouségauxa —1 (dufait de
la normalisation).



Del’hypotheseH4, ontire lesdeuxformulationssuivantes
E() =0 et
diago¥,...,o%)=D" sii=jett=s
E(uiul) = diago?,...,0)=D9 sii#jett=s
0 sinon

La secondespecificite du moceleestquele processusleserreursaléatoiresu,; d’'ordre N x 1
estun processusectorielauto-egressifVAR(1)"* :

Upt = Rptlps_1 + €xs ou R, = (pij) VZ,] =1,2,... ,N (2)

2.2 Forme debased’'une équation
La k-emeéquationpourl’individu (la k-emeligne dumockle (1)) s’écrit:

iy i i i iN' i i
(61) Yie1 + (Br) vt + (W) 7 +uge =0 €)
ol (¢i), (B:) et(yi) sontrespectemert la k-emeligne de (¢7), (5°)' et (v%)'.
Enraisondelatriangulariede (5?) etde(¢?), delanormalisatior(le k-emecoeficientde(5;)
étantegala—1) etentenantcompted’ éventuellesautregestrictionsullessurcertaingaranetres,
I' équation(2) prendla forme suivante:

i i i/k\ i/k i/k\' i/k i/ky\! i/k i
Yrt = Qe + (P /k) yt/—l + (8 /k) yt/ + (v /k) mt/ + Upy (4)

° yi/ * estle vecteurdesvariablesendognesexplicatives danscette équation(les variables

endognesy;, d'indicep > k nefigurentpasdansle vecteuryf/k)

° yi/_kl estle vecteurdesvariablesendognesretarceesexplicativesdanscette équation(les

variablesaendo@nesr{y;;t_1 d’'indicep > k nefigurentpasdansle vecteuryi/,kl)

. :ci/k estle vecteurdesvariablesexogenesfigurantdansl’ equation(si toutesles variables
exogenesinterviennentdans!’ équation,alors a:f/’“ estégala zi). y/* estI'ensembledes
variablesendognesexplicativesdansla k-emeéquation,il seranoté paryi pour alleger
I' €criture.

o (4%, (B%) et(*/*) sontlespartiescorrespondantede (¢)', (5i) et(~i)'.
Le nombretotal de variablesexplicatives de la k-eéme équationest desigre par s, avec s,

inférieurou égalea L + 2k — 1. i, estun vecteurcolonnede paranetresd’ordre s; ou encore
K.+ Lxn avec(K,<k).

4 . P N j ; N . . . .
Pourun scalaireon écritu}, = ijl pijuy,_, + €, OUey, estun bruitblanc pour:i = 1,2,..., N. Ceprocessugststationnaire
silesracinesdu polynomede|Iny — Rz| = 0 sontplusgrandesjuel enmodule.
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Il estcommodede réunir toutesles variablesexplicatives dansun seul vecteurainsi que les
parangetrescorrespondant€&n posant

y:/—kl
2" = |y 6 = (¢ B (]
xi/k
il vientalors:
Yo = Oty + (0 20+l = gy + (Z%) (03) + (5)

on utiliseral’ écrituresuivanteau niveaudesméethodes!’estimation:
; i i i/ky\1
Yr = 2y = [zllct—l (Zt )]

Par la recursvité du sysemeindividuel de basé, I'ind épendanedeserreursd’une équationa
I'autre fait queleserreursu;, nesontpascorréléesaveCyZ/ * ni aveCyZ/_ kl car:

E(uiyh, 1) =0 pourk # [ pourtouti,t

Ainsi, lamatriceZ:’* estconstitieedevariablespredetermirées.Enrevanchela variableyt, ,

estcorreleeavecl’erreur aléatoireus,.

3 Forme compactepour la périodet

3.1 Regroupementdesobsewations

Le regroupementlesobsenationspourla périodet peuts’opererdedeuxmanieresdifférentes,
chacuneprésenteun avantageparticulier Le regroupemendesindividus consistea empiler le
modeledebasepourles N individus.On obtient:

By + ¢y 1+ +u =0 (6)

5 Enconsicerantle mockle pourtouteslesobsenations,on obtient:
b= hton + 740 Fu ezt = it T
La cortélationentrela variableendogneretarceexplicative etles erreurs;u;'c s’écritpar:

E(ui'yig) #0  pourtoutk,i

alorsqueles erreurSu}'c ne sontpascorieleesavec yt . Cescaracéristiquesfont que la méthodedesmoindrescaréesordinairesdonnedes
estimateursioncorvergents.



ou 3’ et¢’ sonttriangulaireinferieureetdiagonaleparbloc,d’ordre N K x N K, seulementa ma-
trice ¢' ne contientpasforcementdesélementsunitairessurla diagonaleprincipale,qui estnotee
agq. v estdordre NK x NL, ety y; 1,u; etz; sontdesvecteursespecvement de dimension
NK etN L. Pourle vecteurde perturbations.,, a partir de H4 nousdéduisons

E(Ut) = 0, et

Di]:=Q=RQR +3 sit=s
E(ugu,) = { ([) | sinon

avec R une matricebloc-diagonaleLa matrice() n’est pasdiagonale maisbloc-diagonaleSes
proprietesne sontpasfacilesa deéduire.Mais, I' équation(6) permetd’extraireimmeédiatenert la
fonction de vraisemblance&u vecteury enpartantde la fonctionde densié dee¢;, enraisondela
triangulariede s’ etde¢'.

Le regroupementieséquations’operea partirdela k-emeéquatiorpourl’individu ¢ (4). Pour
'ensembledesK équation®n arrive aumodele suivantpourl’obsenationt :

Ut =Yg + Z:0 + Uy (7)
Pourl'obsenationt, I' équation(5) pos®deles proprietessuivantesparl’hypotheseH4 :
E(ur) =0, et

, 9= sik=1 (8)
E(ugeuy') = { gjk] k s:non

la matricedesvariances-cearnancesdu vecteuru; estunematricediagonaleparbloc:

la matrice R estdiagonaleparbloc.

Enadmettanfabsencalerestrictiondin éairesurlesélémgnts?t, lamatrice() doit &tredéfinie
positive. Cettepropriete estsatishite deslors quechaquebloc €2, estunematricedéfinie positive.
Le déterminanetl'in versede () sedéduisenet sontdonrespar:

K
e 0= [I0: et 0" =diag®it,..., 00
k=1

3.2 Matrice de passagele u; a u;

Lesvecteursu, etu; contiennentes mémeselementsau nombretotalde N K. Il estpossible
delesordonnertousdansunematrice K x N. A ceteffet, nousposons

!
Uy
— [s,1 Ny
Ut_[u’tv"'vu’t -

Uy



Danscettematrice,les N colonnessontlesvecteursu: del’ équation(1), pour: = 1,..., N.
Enrevancheles K lignesrepresententesvecteurg v, ) del’ équation(6), aveck =1,..., K.

Parlesproprietesdel’opérationvec (qui empilelescolonnesd’unematrice)[Bal76] [Tur0( :

u =veclU; et u,=vecU,

vecU, = Py gvecU, ol Py g estla matriceunitairepermuge,on obtient:

Uy = PN,KU't et €= PN,Ket (10)

La matriceorthogonalePy x estdoncla matricede passageleu; au,. Elle permetde passer
indifferemnent parunetransformatiorlinéairenon-singulere,dela formulation(6) ala formula-
tion (5) etsurtoutde dériverles proprietesdela matricef? decellesdef?.

En pré-multipliant |’ @quation(6) par — Py g, il vient:
— Py x(B'ys + ¢'ye—1 + 7' 2¢) = Py guy = Uy
Encomparantvec(5), onalarelationsuivante:
Ut — i1 — 2,0 = =Py (B'ye + ¢'ye1 +'1y) (11)

L’ équivalenceci-dessuseraexploitéepourdériver la fonctionde vraisemblane du mockle.

Enpartantde(10), ona:
Q = Py xQPx et Y =Pyx> Pxn (12)
parlesproprietesdela matriceunitairepermueé’, on déduitimmediatenent :
Q - PK,NQPN,K

parcongquent ~ B ~
QY = |Px, v QPN x| = [Q|Px.n Py | = €

dou:

K K
Ilekl:[Ile etIZIZkHIZkI (13)

=1
- _ ——1
O PK,Nﬁile,K etz ' = PK,NZ PN,K (14)
ou encoreenutilisantla matricede passage” eta partirdelarelation(7), ona:
= PK,NQPN,K = PK,NRQE'PN,K + PK,NEPN,K
= PK,NRPN,KQPK,NEIPN,K + > = RQR' + %

6 pr _ _ p—1
PN,K = Pk ,n —PN,K'



4 Factorisation de la vraisemblance

Soite; unprocessugaussierjlG84], la fonctiondedensié deserreursest:

NK 1 1,
fle) = (2m) X | e 4D

La fonctiondedensié dey, estobtenuadecelledee,; parchangemendesvariables:

f(ge) = (2) ”"|2|*5||8 ,||exp——etzet

etla fonctionde vraisemblanelogarithmique a uneconstantedditive pres,estla suivante :

-1
L(y:|B8, 6,7, R, Z) = _; In | Z |+ In |8 +¢'| - ;ftl E(ﬂ’yt + @'ys—1 + 'z + Rug_y) (15)

al'aide de(11), (13) et(14), onobtientsuccessiement

&Y e = Et’Pj,V7K§_1PN,K€t
-~ ~_ =1, _ ~_
= (yt — Y10 — 20 — Rutfl) > (yt — Y10 — Zf) — Rutfl)
~71 - - ~__ - - ~__
= trY (Je — J—100 — Zi — Riy—1)(Jt — Y10t — 240 — Rily_y)'
= tr diaqi;lfktEkt’]
. -1 ~—1
= 1r d|aq€1t21 Ektl, e ,thzk thl)
-1

= Dk €kt €kt

onaaussi
1 S
LIDESSELHN
k=1
commelesmatrices et ¢ sonttriangulairespn obtient:
8"+ ¢| =|diag(8" +¢",....8"" + ™) = | diag[(ITe(1 + dia), - -, [T(1 + 80)]]

d'ou: ‘ .

g +¢'= I I[ [IQ+dk) =3 In [T+ i)

7 k k i

L'introductionde cesrésultatdans(15) donne:

—1

L(y:) = Z -5 In |Z |+ In H (14 i) — Ektz €xt)

k=1

. . . N a
7LeJacob|endetransformatlorl:ieet ay; est <

oy’ R



cequirevientaécrire:
K —_— K
L(yt|ﬂa¢a7aRaz> = Zf(ykt|9kaakaRkaZ Z ykt|()0ka'0k U (16)
k=1 k=1

Lalog-vraisemblaneglobaleestdoncla sommede K log-vraisemblacesindépendantg une
pour chaqueequation.L’avantagede cettedecompositiorestquela maximisaton de la fonction
devraisemblane peutsefaire sepaémentpour chaqueequation maissimultarementpourles N
individus.

5 Forme compactepour I’ équation k

5.1 Regroupementdesindividus

Enempilantles NV individus,le mocele (5) devient:

Yk = YrROkK + Z1Ok + ug (17)
en posant
uj, ke O
up = | : ok = | ! O, = | : et
upy R oy
yiR ZMk
ykR —= " . Zk —=
lecVR ZN/k

ou u, estunvecteuraléatoired’ordre NT x 1 avec:

Cemocklenecorresponghasexactemenbaunsysemed’équationg@pparemmet non-lieesdetype
deZellner[Mae80Q. Le vecteurd’erreursu;, ne pos&depasla structureclassiqued’un tel mocele.
En plus,de la présenceale variablesendognesparmiles variablesexplicativessurtoutretarcees,
qui sontcorreleesavecleserreursuy.

5.2 Structur edeserreurs et matrice detransformation

Du fait queuy,, estunprocessusectorielauto-egressifd’ordre 1, la matrice(2;, desvariances-
covariance compkte de u;, estd’'une forme compliquee [JGR"85]. En supposangue u; est



stationnairé, nousécrivonsce qui suit :
Vio = RiVioRy + i 0UVio := Blupun') €Y, == E(eners') = (03)
Vis = RiVio ol Vis := E(urttn,—s') 1<s<t—-1 t=1,2,...,T

dontlarésolutionentermedeséléementsde V;,, donne:

vec(Vio) = (I — Rp ® Rk)_lvecZk

A I'aide d’'unematricedetransformationP careed’ordre NT tel que Puy = ¢, nousn’aurons
pasbesoinde la specifier explicitementpour estimerles paranetresdu mocele. La matrice P est
choisiedefagn a satishirela conditionsuivante:

PQ,P =Y @I

En utilisantunematrice R, nondiagonalechaquevariabletransfornéeparla matrice P sera
exprimée en fonction de 'ensembledes variablesdu mocele, ce qui consommebeaucoupde
degré de liberté. Aussi, le choix de P dépendde la structurede la matrice R;. En consicerant
Ry diagonalé, il enrésulteque: ui, = piiui, , + €k, avec E(ul,el,) = 0 et B(ui,ul,) = 0 pour
i # j, qui montrequey:, , estcorreleeavec!’ elementus,.

A partirdumockle(17) :
Yk = YrrOk + ZOk + up
Zr =diag(Ysr  Yrx Th)
U = (R;e X IT)ukR + €
avec
Elae) =), ®Ir  Elwu)=%Ir  E(w)=E(g)=0 et E(ugey,) =0
I'applicationdesmoindrescareesordinairesdonnedesestimateurson corvergents car:

plim z,u, # 0 ou 2z, = (Ykr Zy,) (18)

Deuxproblemesmajeurssontposs: celuidela corrélationentrey:, ; etui, etensuitele fait
guelesmatricesRy, ety soientinconnuegSpe79].lls sontliésettraittsenmémetemps.

8Sila matrice$2, estgéréré par (ﬂ}j), celle-cin’est pasnécessairemergymétriquea moinsque: = j. Lesélementsde la diagonaledela
matriceQ};j sontidentiquesal’ élement(z, j) dela matriceVyo. La matriceVy; fournitlesélementsadjacentsi la diagonaledanschaquematrice
Qf enrespectantordre desindices(z, 7). LamatriceVy» donnelesélementgdela deuxemepositionparrapportala diagonaledechaquematrice
QL’ etainsidesuite.

9AvecunematriceRk non-diagonale;/;'”_l estcorieleeavecuy, i.e.toutesleserreursndividuellesdu mocele.
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6 Methodesd estimation

Plusieurgechniquesl’estimationsontervisageable pour briserou du moinsdiminuerforte-
mentla dépendancentrey;;_, etu,;; pourtout: [Ham94. Pourl'estimationdesparanetres des
résidusretarces,on utilise soit la méthodedesvariablesinstrumetals (1V), soit celledesdoubles
moindrescarrees(2SLS) Pourl’estimation du modele complet,on utilise soitla méthodedesmo-

mentsgeréralises(GMM), soitcelledumaximumdevraisemblancéML), soitdifferentevariantes
destechniquesi’estimatiort® (GLS-SUR)

6.1 Estimation par le maximum de vraisemblance
6.1.1 Fonction devraisemblance

Lalog-vraisemblacepourla k-emeéquation(voir section3 et4) s’écritcommesuit :

~ T < 1 L=
£(yk|cpk, Qk) = —§|n|9k| - §(yk - ZkSOk) (le ® I)(yk - ZkSDk)

19)
T o1 . (

aveCuy = yp — 21¢r, Up = [ui ... ul'] dedimensionl x N etu; = vecUy.

Nous étudionsd’abord la solutiondu problemede maximisation de la log-vraisemblane et
dérivonsensuitda distribution limite desestimateurslu maximumdevraisemblane.

6.1.2 Lesestimateursdu maximum de vraisemblance

Lesconditionsde premierordrepourla maximisationde £ s’écriventpar:

() % = Lo+ L =0
@) fo = (@ © Do~ 2pn) =0
cequi donnelesdeuxrésultatsuivants:
O = Luiu, (20)
e = 40 ® Dal 4, (% ® D (21)

0gip estdiagonalesta = 0, nousobtenonsinmockle SU R avecauto-corélationdeserreursntra-indiiduelles.
La matricedetransformationP tel que: Q5! = P’(Z_1 ® Ir)P permetd’obtenirlesestimateur$SLS-SURded a partirdu mocele(17) :

o= [Z*/(Z* ®I)Z*]_1Z*’(271 & I)y*

ouZ* = PZ,y* = Pyete = Pu.

11



Lesestimateurslu maximumde vraisemblancele et sontdonrésparla solutionsimul-
tareedeséquationg20) et (21). Le sysemeestnon-linéaireet sanssolutionanalytique maisla
structureen“zig-zag” desdeuxéquationsuggreuneproccdurenumeriquede solutionsimpleet
efficace.Elle comportees passuivants:

Pasl : conditioninitiale Oy = I ;
Pas2 : oncalculey; par(21) etunenouselle valeurde 2, par(20);
Pas3 : onretourneaupas?2 jusqua corvergencenumnerique.

6.2 Estimation et matrice detransformation appropriée

Au vu deshypothesesdu mocele et lorsqueR estdiagonale Ja matricede transformation?
d’'ordre NT x NT, triangulaireinférieureP = (P,;) pouri,j = 1,..., N, satishit la conditionde
baseP(),P = Y.. ®I avec:

_oz” 0 0- —ozi]- 0 0
]Dii: et]:)ij: ) ) ) Z;éj Z,jzl,,N
| 0 —pii 1] |0 0 ... 0]

La déterminaion dela matrice P permetderéalisera transformatiordesvariablesdu mocele.
Enconsicerantle casou R estdiagonalesta nonnul :

i i i
Vo =D, %Yo, Y=Y, opyp etzh =) . oz pourt =1
Yig1 = Yit—1 — PiYit—2, Yix = Yit — PiYie—1, LT = Ty — puTy_1  pOUrt > 1

Les paranetres o;; sontcalculesa partir de la matrice A, dontles éléementssontchoisistels
que:
3 = AV A’ (22)

ou la matriceA = (ay;) 4,5 = 1,..., N estunematricede transformationd’ordre N x N
triangulaireinférieure.

Le calculdesparanetresw;; s'effectuea partir delarelation(22). Commelesmatricesy et}
sontdéfiniespositives,il existe unematrice H et unematrice B qui sonttriangulaires inférieures
avecdesélementgositifssurleursdiagonaleslLesélementsde A peuentétretrouvesal’aide de
la decompositiordeCholesky : 3> = HH' etV, = BB',onendéduit: H = AB d'ou A = HB™!.

Le modeletransforne globalestdetermire commesuit :
Yy =ypa+ 20+ ¢ avecE(ee') = QI (23)

onn’estpasenprésenceal’'un mockle SU R qui permetd’appliquerla méthodeG LS mémesurdes
variablegransfornees.enraisondela corrélationintra-individudle entrey;; _; ete;.
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6.3 Estimation réalisableet développementde Taylor

Pour définir de maniere réalisablele mockle transforng, il faut réaliserun developpemat
de Taylor au premierordre autourd’une valeurinitiale estimeede p;;. Pourcela, il faut briser
efficacematla corrélationentrey;;_, etu; avecla méthodedesvariablesnstrumentals.

Soitunvecteurd’'erreursaleatoiresy = vec(uy, ..., u;,...,uy) OUu; estunV AR(1) d’ordre
Tx1:
Si R estdiagonale E(ujy;r) #0 pouri=j=1,...,N
En collectionnanttoutesles variablesexplicatives predetermireesavec les instrumentsdans

unematricew; d'ordreT’ x r; (noussupposons; = r). La conditionnécessairestqu’aumoinsil
fautautantd’instrumentsquede variablesendognesexplicatives: r > L + 1.

Habituellement onretientZ;z commeinstrument! poury;z :
1
(ZiR ZZ) = w; a\/eCpIIm TZiRui =0

le mockleglobal (17) s’écrit:

y=(yR Z) 0 +u:=zp+4+u (24)

ou z estd’'ordreT x N(L + 1) etz; d'ordreT x (L + 1). Soitw la matriced’'instruments? :

w = diag(wi,...,wi, ..., wyx)
parle principedesG LS, nousobtenons
Gitrvy = (ziwi(w;Miw)wizi) ™ 2w, (wi Myw;) ™ wiy;
puisquer = L + 1'2, alors:

Givr = (wiz:) "wiy; O

He.n  estuninstrumentsi E(y;péir) #0 etE(ujpéir) = 0.
2parla convergencequadratiquesn probabili&, onmontreque plim %w;ui —0 pourtouts :

1 1 1 o
V(f“’ﬁﬂi) = ﬁwfv(w)m = ﬁwfﬂiwi avec(); = ﬁM(lvpii)

i1
ol M (1, pi;) contientl surla diagonaleprincipaleetdespuissanceslep;; parailleurs;

T4

. 1 .1
plim Fw,{ﬂiwi = (plim =

1
T1— p?i) plim fwa(lwpii)wi =0 X Quy, =0.

13 orsquer = L + 1, laméthodedeslV estéquivalenteexactement la méthode2SLS:
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A cetteétapeutilisantlesrésidusu; pourfournir descceficientsdecorrélationp; :

U = Yi — i ou J; = z;Pivr)
Uir = Yir — ZRPi(V ) pour: =1,2,...,N
ainsi, ~ o o
R = (UgUgr)'URU ou p; = (Uptlir) ‘tipt;, car U =UrR+ 7Y
ou Uy etT sontd’ordreT x N, cequidonne;

N
Ur = (U1R;- -, UiR,- -, UNR) T =(e1,.- €. r6n) ECE(YTY) =3 oilr.
=1

En partantdu modeleglobal,nouspouwnsle réécrirecommesuit :

y—zp=(R®@Nup+e=(R' QI)(yr— zrp) +¢€ (26)
ouencore

y— (R®Nypr=(z—(R'®I)zr)p+e¢ (27)

Implicitement ce mockle n’utilise pasla premiereobsenation. |l seraitéquivalentau mocele
transformé global,si nousomettonsde ce dernierla premiereobsenation.

Pourdemarrere processusl’estimation,il fautréaliserun développementle Taylord’ordre 1
autourdu paranetrep; pourle modeleindividuel suivant:

Vi — piYir = (2i — pizir) i + €
Y, =zyite

pardéfinition, le developpementle Taylor d’ordre 1 autourde g; donne:

A (Pi) = y:(ﬁi) — Apiyir
2 (pi)pi = 2 (Pi)pi — Apizir@irv)
i pi) = €;(p;) — Apiuir

{ Yi = zipi +u; E(z'u;) #0  z; =(yir  Zi) w;:=(Z; Zy)

z; = w;d; + e E(w!e;) =0
u; = piiU;R + €
nousavons:
T=ws avec 8= (w'w) lw'z et z:=(@yr Z2)
. ToMy: o= FwE=0 Yo PErD) =T
dou:
Pasps = (2'z) 'Zly= (?w'z)fls\'w'y = (z'w(w'w) T w'z) T 2 w(w w) Tw'y (25)

sideplusr = L + 1, alors: gasps = (w'z)"lw'y.
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parcongquent)e mocdeleindividuel seréécritpar:

vi(p:) =2 (pi)ei + Dpi(yir — 2irRPi(v) — uir) + €(p;)
21 (pi)pi + Api(Tir — uir) + Apitir + €;
= (ﬁz)% + Apzqu + €;

pourtouslesindividus,nousobtenons

Yy — (R’ ® yr = (2 — (R’ ® I)zg)p + diagUig, ..., Ung)Ap+ € (28)

avedAp)' = (Aps, ..., Apy) et Ap; = pi — pi

Soith := [z — (R' ® I)zg diag (@, . . ., iyg)], le mockle(13) devient :
— (R ®@I)ygr=ho" +¢ avechd* = ( Z ) et B(e€') Z@IT 1 (29)
p

Pourtrouver desestimateurfficientsréalisablegpour ¢ et Ap, il fautestimerlesvariances-
covariancedel’ échantillondela matricey".. Ellespeuwentétreforméesensesenantdesréesidus
u; etdescoeficientsde corrélationestimésp; :

~ _ _1 _ [ R P ..

Gy =T =Ly :(T™' — Lj")2¢g; pouri,j =1,...,N
oué¢ = u; — p; u;r €t L; + 1 repesentda taille desvariablesexplicativesde z;. Ainsi, nous
obtenons

" ( ?— . ) = (Y @l (Y @ L)y (Re ) (30)

L’estimaion finale estdonréeepar:

Q) e
p p

Souscertainesconditionsde régularig, la matricedesvariance asymptotique®stla méme
guel’inversede la matriced’information assocee a la méthodedu maximumde vraisemblance
L’estimataur § ignore N obsenations,uneparindividu, il pourraitétremoinsefficient quef, qui
tiendraitcomptede la premiereobsenation.La matricedesvariances-ovariances del'estimateur
f estdonreepar:

—1

Y= @Ir-)h)™

0

Lesdeuxestimateur$ et@o doiventavoir lesmémesproprietesasymptotiquestquedansdes
echantillongdetaille finie d, n’estpasnécessairem plusefficientequed.
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Enignorantla premiereobsenationdanschaquegquationa procedurede transformatiorest
grandemensimplifiee,car P;; devientunematricenulle d’ordre (T — 1) x T, etdoncla matricede
transformationP? devientdiagonaled’ordre N(T — 1) x NT sansdependredesparanetresa;,
elementgela diagonaledela matrice A.

En tenantcomptede toutesles obsenations, il fautintégrerdansla procedured’estimation
I' équationindividuellecorrespondantala premiereobsenation:

7 7 L; 1 7
Dy = D it + Y Y Qi B + ) o
71=1 71=1 r=1j5=1 7=1
avec

E(Z aiun)’ = oij, car E(u:ujl) = AE(uju))A' = AV A' = Z

€

La decompositiorde Cholesly desmatricesy. et V, permetde deduiredesestimateurpour

&ij .
A= HB™! ol HH =Y et BB =V,
avec ~
—_— _ O, ~
= 5,-- etV = + A= 551" 1<t
Z ( ]) 0 (1 N pipj) ( J)]_

En dépit du fait que A peutétreobtenunumeriquement’une fagon relativementfacile, il est
clair quela transformatiornde la premiere obsenation pour chaqueéquationindividuelle estune
procedurelourde.

L’estimafon de A permetd’obtenirentierementa matricedetrqnsformatiorestirﬁee?, apres
transformatiorappropreedespremieresequationsetd’en deduiret,.
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