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Formesetméthodesd’estimationdessyst̀emes
récursifsdynamiques̀a doubleindice

HassanGHASSAN
�

Avril 2002

Résuḿe

L’article traitedesméthodesd’estimationdesmod̀elesrécursifsdynamiquesaucasoù l’obser-
vationportesurdesindividusstatistiques,chacuńetantdéfinieparunsyst̀emed’équationsdetype
récursifdynamique.A la dimensiontemporelle,présentedansl’ étudeclassiquedecessyst̀emes,
la dimensiontransversaleestajout́eepourobtenirdes“modèlesrécursifsdynamiques̀adoublein-
dice”. Le traitementdesformesdecesmod̀elesconduità regrouperlesvariablesparindividu puis
paréquation[BG94]. Ceregroupementapermisd’assimilerle mod̀eleausyst̀emed’équationsap-
paremmentnon-liéesSUR,avec la particularité quela variancerelative aux individus

�
et � pour

l’ équation� n’est pasnécessairement nulle. L’estimation estréaliśeepar les méthodesdu maxi-
mumdevraisemblanceet lesSUR-GLSnonitr et itéŕeavectransformationdeTaylor. Cesderniers
donnentdesestimateursconvergents� plusviables.L’application decesméthodesfait l’objet d’un
autrearticlesurunpanelsectorieldel’ économiemarocainedurantlestroisdernìeresdécennies.

Mots clés: Causalit́e,syst̀emerécursif, estimation,asymptotique.

Abstract

The purposeof this paperis to study the modelbelongsto the family of structuralequation
modelswith datavarying both accrossindividuals(sectors)andin time. A completetheoretical
analysisis developedin this work for the caseof a dynamicrecursive structure.Maximum like-
lihood estimationandSUR-GLS“SeeminglyUnrelatedRegressions-GeneralizedLeastSquare”
estimators(iteratedor not,with properinstrumentsandwith Taylor’stransformation)arecarefully
used.Theselast convergentsestimatorsaremostefficients.The applicationof thesemethodsto
panelsectorof morocco’seconomyis treatedin anotherpaper.

Key words:Causality, recursivesystem,estimation,asymptotic.
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La convergenceenprobabilit́edesestimateurspursestétabliedemanìereoriginalepardeslemmes,qui nefigurentpasdanscepapier.
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1 Intr oduction

Le but del’article estde traiterdesméthodesd’estimationdesmod̀elesrécursifsdynamiques
au casoù l’observation portesur desindividus statistiques,chacunétantdéfinie par un syst̀eme
d’équationsde type récursifdynamique.A la dimensiontemporelle,présentedansl’ étudeclas-
siquede tels syst̀emes,la dimensiontransversaleestajout́eepour obtenir les “modèlesrécursifs
dynamiques̀a doubleindice”.

Danscepapier, il estdémontŕe quela fonction log-vraisemblancedu syst̀emecompletestla
sommede D log-vraisemblancesindépendantesunepour chaqueéquation.L’avantagede cette
décompositionest que le maximumde la fonction de vraisemblancepeut se faire sépaŕement
pour chaqueéquation,mais simultańementpour les E individus. Ce résultatimportantpermet
dedévelopperlesméthodesd’estimationappropríeespourunsyst̀emede E individusenprésence
devariablesretard́eesetd’un processusvectorielautoŕegressifd’ordre1 deserreurs.

Comparativement à Hatanaka[Hat76] et à Fuller et Alii [FHW80], l’estimation réalisabledes
param̀etresdumod̀elecompletestfaitedemanìeresimpleàpartirdudéveloppementdeTaylorau-
tourdecœfficientsdecorrélationdeserreursobtenusparla méthodedesvariablesinstrumentales.

2 Le modèleindividuel

La formalisationpropośeegéńeralisel’ étudedessyst̀emesrécursifsdynamiquesaucasoù l’ob-
servation porte sur un ensemblede E unités statistiques.Un syst̀emerécursif dynamiqueà D
équationsestdéfini pourchaqueindividu,qui estobserv́esur F périodes.Le mod̀eleestécrit sous
saformeindividuelle( G&H�I ), puissousformeglobale( G&HCG ).
2.1 La forme de basedu modèle

Au niveaude l’indi vidu
�KJ�ML I�N4H4H4H�N1EPO pour la périoded’observation Q J Q L I�N4H4H4H�N�FKO , la

formestructurelledumod̀eleestdéfinieparle syst̀emeà D équationssuivant:R"S+TCU&SV+W �YX Z[S+TCU&SV X]\ S�T�^�SV X]_ SV La`
(1)

où :b U SV estle vecteurDdceI desobservationsconcernantles D variablesendog̀enes(le syst̀eme
étantalorspardéfinitioncomplet)b ^ SV estle vecteurfec]I desobservationsconcernantles f variablesexogènesb Z S T

estla matrice DgchD descoefficientsdesvariablesendog̀enes,suppośeenonsingulìereb R S T
estla matrice Dic]D descoefficientsdesvariablesendog̀enesretard́ees,suppośeenon

singulìere.Lesélémentsdela diagonaleprincipalesontnot́es j Skb \ S T estla matrice Dgclf descœfficientsdesvariablesexogènesb _ SV estle vecteurDmc]I d’erreurs.
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2.1.1 Les hypothèses

Le mod̀ele I estmuni d’un corpsd’hypoth̀eses:

(i1) H I4n : Hypoth̀esedecomportementsZ S
,
R S

et \ S sontdesmatricesde constantes(inconnues),variantd’individu à individu. On
admetpar conśequentquechaqueindividu estcaract́erisé par un comportementqui lui est
propre(maisqui resteinvariantdansle temps).

(i2) H I�o : Hypoth̀esederestrictions
Pourdesraisonsde commodit́e, on supposeráegalement queles restrictionsthéoriquesa-
priori d’exclusion(les élémentsnuls a-priori de

Z S
,
R S

et \ S ) sont les mêmespour tousles
individus.

(ii) H G : Récursivité
Lesmatricesnon-singulìeres

Z S+T
et
R S�T

sonttriangulaireinférieurep .
(iii) H q : Variablesexogènes

Lesvariablesexogènessontfixes,nonstochastiques,indépendantesdeserreurset tellesque:

(a) r V ^�SV ^�SV T estunematricederangcomplet f
(b) s+t+uv"wyx IF r V ^�SV L{z^�S

,fini

(c) s+t+uv"wyx IF r V ^�SV ^�SV T La| S
, définiepositive

(iv) H } : Hypoth̀esesdeserreurs
Les erreursposs̀edentdesmomentsfinis au moins jusqu’̀a l’ordre deux.En particulier, en
désignantpar _ S~ V N1� L I�N4H4H4H�N1D , l’ élémenttypiqueduvecteur_ SV , on postuleque
(a) l’ef fet desperturbationsestnul enmoyenne:� J _ S~ V O L�` �Y� N1� N>Q
(b) la structuredesvariances-covariancesesttelle que:� J _ S~ V _ � �C� O L���� S �~ si � L��

et Q La�`
sinon �

La nullit é de la covariancepour deuxéquationsdifférentes
J ���L�� O définit (conjointement à

H G ) la récursivité du syst̀eme.La covariancecontemporaine� S �~ entrel’erreur de l’indi vidu
�

et
cellede l’indi vidu � pour l’ équation� n’estpasnécessairementnulle. Cettepossibilit́e donneau
mod̀elesapremìeresṕecificitéet exprimelesliaisonsaléatoiresentrelesindividus.6

Leursélémentsau-dessusdela diagonaleprincipalesonttousnulset ceuxdela diagonaleprincipalede �	��� sonttouségauxà
W � (du fait de

la normalisation).
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Del’hypothèseH } , on tire lesdeuxformulationssuivantes:� J _ SV O L�`
et

� J _ SV _ � � O L ����� ����
diag

J � SCS� N4H4H4H�N � SCS� O La� SCS
si
��L � et Q La�

diag
J � S �� N4H4H4H�N � S �� O La� S �

si
� �L � et Q La�`

sinon

La secondesṕecificitédu mod̀eleestquele processusdeserreursaléatoires_ ~ V d’ordre Emc]I
estun processusvectorielauto-ŕegressif“VAR(1)” � :

_ ~ V La� ~ _ ~ V+W � Xe� ~ V où
� ~ L�J�� S � O �Y� N�� L I�N1G&N4H4H4H	N1E (2)

2.2 Forme debased’une équation

La � -èmeéquationpourl’indi vidu
�

(la � -èmeligne dumod̀ele(1)) s’écrit :J R"S~ O T U&SV+W � X J Z[S~ O T U&SV X J \ S~ O T ^�SV X]_ S~ V L�`
(3)

où
J R S~ O T , J Z S~ O T et

J \ S~ O T sontrespectivement la � -èmelignede
J R S O T , J Z S O T et

J \ S O T .
Enraisondela triangularit́ede

J Z S O T etde
J R S O T , delanormalisation(le � -èmecoefficientde

J Z S~ O
étantégalà ��I ) etentenantcompted’éventuellesautresrestrictionsnullessurcertainsparam̀etres,
l’ équation(2) prendla formesuivante:U&S~ V L j S~>~ U&S~ V+W � X J R"S�¡ ~ O T U S�¡ ~V+W � X J Z[S�¡ ~ O T U S�¡ ~V X J \ S�¡ ~ O T ^ S�¡ ~V X]_ S~ V (4)

où b U S�¡ ~V est le vecteurdesvariablesendog̀enesexplicativesdanscetteéquation(les variables
endog̀enes

U S¢ V d’indice £P¤�� nefigurentpasdansle vecteur
U S�¡ ~V )b U S�¡ ~V+W � est le vecteurdesvariablesendog̀enesretard́eesexplicativesdanscetteéquation(les

variablesendog̀enes
U S¢ V+W � d’indice £P¤�� nefigurentpasdansle vecteur

U S�¡ ~V+W � )b ^ S�¡ ~V est le vecteurdesvariablesexogènesfigurantdansl’ équation(si toutesles variables
exogènesinterviennentdansl’ équation,alors

^ S�¡ ~V est égal à
^ SV ). U S�¡ ~ est l’ensembledes

variablesendog̀enesexplicativesdansla � -èmeéquation,il seranot́e par
U S
* pour alléger

l’ écriture.b J R S�¡ ~ O T , J Z S�¡ ~ O T et
J \ S�¡ ~ O T sontlespartiescorrespondantesde

J R S~ O T , J Z S~ O T et
J \ S~ O T .

Le nombretotal de variablesexplicatives de la � -ème équationest désigńe par
� ~

avec
� ~

inférieurou égaleà f X G��¥��I . ¦ S~ estun vecteurcolonnede param̀etresd’ordre
� ~

ou encoreD¨§ X fª© avec
J D¨§y«���O .;

Pourun scalaire,on écrit ¬2� �®	¯�°¥±²³	´4µ � ² ¬ ² �®�¶ ´.·¹¸ � �® où ¸ � �® estun bruit blanc pour S ¯ ��º�p�º»�»»º�¼ . Ceprocessuseststationnaire

si lesracinesdupolynomede ½ ¾ ± W¹¿&À ½�¯ÂÁ sontplusgrandesque � enmodule.
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Il estcommodede réunir toutesles variablesexplicatives dansun seulvecteurainsi que les
param̀etrescorrespondants.Enposant:

Ã S�¡ ~V LiÄÅÅÅÅÅÆ
U S�¡ ~V+W �U S�¡ ~V^ S�¡ ~V

ÇÉÈÈÈÈÈÊ J ¦ S~ O T L�Ë�J R S�¡ ~ O T J Z S�¡ ~ O T J \ S�¡ ~ O TCÌ
il vient alors: U&S~ V L j S~>~ U&S~ V+W � X J ¦ S~ O T Ã S�¡ ~V X]_ S~ V L j S~>~ U&S~ V+W �YX J Ã S�¡ ~V O T J ¦ S~ O X]_ S~ V (5)

on utiliseral’ écrituresuivanteauniveaudesméthodesd’estimation:Í S~ L ÄÆ j S~>~¦ S~
ÇÊ Î S~ V L�Ë Î S~ V+W � J Ã S�¡ ~V O T Ì

Par la récursivitédu syst̀emeindividueldebaseÏ , l’ind épendancedeserreursd’uneéquationà
l’autre fait queleserreurs_ S~ nesontpascorréléesavec

U S�¡ ~V ni avec
U S�¡ ~V+W � , car:� J _ S~ V U&S� V+W � O L�`

pour �h�L��
pourtout

� N>Q
Ainsi, la matrice

Ã S�¡ ~V estconstitúeedevariablespréd́etermińees.Enrevanche, la variable
U S~ V+W �

estcorréléeavecl’erreuraléatoire_ S~ V .
3 Forme compactepour la période Ð
3.1 Regroupementdesobservations

Le regroupementdesobservationspourla périodeQ peuts’opérerdedeuxmanìeresdifférentes,
chacuneprésenteun avantageparticulier. Le regroupementdes individus consisteà empiler le
mod̀eledebasepourles E individus.Onobtient:Z T U V X R T U V+W � X]\ T ^ V X]_ V La`

(6)8
Enconsid́erantle mod̀elepourtouteslesobservations,on obtient:Ñ � ¯ÓÒ � � Ñ ��Ô ·yÕ ��Ö �× � · ¬ �  avec Õ ��Ö  ¯�Ø Ñ ��Ö Ô Ñ ��Ö �Ù ��Ö 1Ú

La corŕelationentrela variableendog̀eneretard́eeexplicative et leserreurs¬2�  s’écritpar:Û ØC¬ �  � Ñ ��Ô Ú"Ü¯KÁ pourtout
~ º S

alorsque les erreurs¬2�  ne sontpascorŕeléesavec Ñ � Ý . Cescaract́eristiquesfont que la méthodedesmoindrescarŕeesordinairesdonnedes
estimateursnonconvergents.
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où
Z T et

R T sonttriangulaireinférieureetdiagonaleparbloc,d’ordre EPDÞcßEPD , seulementla ma-
trice

R T necontientpasforcémentdesélémentsunitairessur la diagonaleprincipale,qui estnot́eej k . \ T estd’ordre EPDic]EPf , et
U V N U V+W � N _ V et

^ V sontdesvecteursrespectivement dedimensionEPD et EPf . Pourle vecteurdeperturbations_ V , à partir deH } nousdéduisons:� J _ V O L�` N et� J _ V _ T � O L�� ËC� S � Ì[à LaáâLa�Âáy� T X ° si Q La�`
sinon

avec
�

unematricebloc-diagonale.La matrice
á

n’est pasdiagonale,maisbloc-diagonale. Ses
propríet́esnesontpasfacilesà déduire.Mais, l’ équation( ã ) permetd’extraire immédiatement la
fonctiondevraisemblancedu vecteur

U
enpartantde la fonctiondedensit́e de � V , en raisonde la

triangularit́ede
Z T etde

R T .
Le regroupementdeséquationss’opèreàpartirdela � -èmeéquationpourl’indi vidu

�
( } ). Pour

l’ensembledes D équationson arriveaumod̀elesuivantpourl’observation Q :äU V LåäU V+W � j X Ã V ¦ X ä_ V (7)

Pourl’observation Q , l’ équation( æ ) poss̀edelespropríet́essuivantesparl’hypothèseH } :� J _ ~ V O L�` N et� J _ ~ V _ � V T O L�� Ë � S �~ Ì[à L{çá ~
si � L��`
sinon

(8)

la matricedesvariances-covariancesduvecteurç_ V estunematricediagonaleparbloc :� J ç_ V ç_ TV O L diag
J2çá � N4H4H4H�N çá � O à L{çáâLmç�èçáPç� T Xêé r (9)

la matrice
ç�

estdiagonaleparbloc.

Enadmettantl’absencederestrictionslinéairessurlesélémentsç_ V , lamatrice
çá

doit êtredéfinie
positive.Cettepropríet́eestsatisfaitedèslors quechaquebloc

çá ~
estunematricedéfiniepositive.

Le déterminantet l’in versede
çá

sedéduisentet sontdonńespar:b�ë çá ë L �ì~ ¯ � ë çá ~ ë et
çá W � L diag

J2çá W �� N4H4H4H�N çá W �� O
3.2 Matrice de passagede íªî à çíªî

Lesvecteurs_ V et ç_ V contiennentlesmêmesélémentsaunombretotal de EPD . Il estpossible
delesordonnertousdansunematrice DmclE . A ceteffet, nousposons:

ï V L�Ë _ �V N4H4H4H�N _ ¼V Ì L ÄÅÅÅÅÆ _ T � V
..._ T � V

ÇÉÈÈÈÈÊ
6



Danscettematrice,les E colonnessontlesvecteurs_ SV de l’ équation( I ), pour
�KL I�N4H4H4H�N1E .

En revanche,les D lignesrepŕesententlesvecteurs
J _ ~ V O T del’ équation( ã ), avec � L I�N4H4H4H�N1D .

Par lespropríet́esdel’opérationvec (qui empilelescolonnesd’unematrice)[Bal76] [Tur00] :

_ V L vec
ï V et ç_ V L vec

ï TV
vec

ï TV L�ð ¼[º � vec
ï V où

ð ¼[º � estla matriceunitairepermut́ee,on obtient:ç_ V Lað ¼[º � _ V et ç � V Lað ¼[º � � V (10)

La matriceorthogonale
ð ¼[º � estdoncla matricedepassagede _ V à ç_ V . Elle permetdepasser

indifféremment, parunetransformationlinéairenon-singulìere,dela formulation( ã ) à la formula-
tion ( æ ) et surtoutdedériver lespropríet́esdela matrice

á
decellesde

çá
.

Enpré-multipliant l’ équation( ã ) par � ð ¼[º � , il vient :� ð ¼[º � J Z T U V X R T U V+W � X]\ T ^ V O Lað ¼[º � _ V L ç_ V
Encomparantavec( æ ), ona la relationsuivante:çU V � çU V+W � jP� Ã V ¦ L � ð ¼[º � J Z T U V X R T U V+W � X]\ T ^ V O (11)

L’ équivalenceci-dessusseraexploitéepourdériver la fonctiondevraisemblancedu mod́ele.

Enpartantde( I ` ), ona :çáâLað ¼[º � áyð � º ¼ et é r Lað ¼[º � r ð � º ¼ (12)

parlespropríet́esdela matriceunitairepermut́eeñ , on déduitimmédiatement :áâLað � º ¼ çáÓð ¼[º �
parconśequent: ë á ë L ë ð � º ¼ çáyð ¼[º � ë L ë çá ë+ë ð � º ¼ ð ¼[º � ë L ë çá ë

d’où : ë á ë L �ì~ ¯ � ë çá ~ ë et ë r ë L �ì~ ¯ � ë é r ~ ë (13)á W � Lað � º ¼ çá W � ð ¼[º � et r W � Lað � º ¼ é r W � ð ¼[º � (14)

ou encoreenutilisantla matricedepassage
ð

et à partir dela relation( ò ), on a :áâLað � º ¼ çáyð ¼[º � L ð � º ¼ ç� çáKó� T ð ¼[º � X ð � º ¼ ó ° ð ¼[º �L ð � º ¼ ç�Âð ¼[º � áyð � º ¼ ó� T ð ¼[º � X ° La�Âáy� T X °:>ô �±&õ ö ¯ ô ö�õ ± ¯ ô ¶ ´±&õ ö .
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4 Factorisation de la vraisemblance

Soit � V un processusgaussien[IG84], la fonctiondedensit́edeserreursest:÷ J � V O L�J G	ø O W ±�öù ë r ë W ´ù exp � IG � TV W �r � V
La fonctiondedensit́ede

U V estobtenuedecellede � V parchangementdesvariables:

÷ J U V O L�J G	ø O W ±�öù ë r ë W ´ù ë+ëYú �ú U V T ë+ë exp � IG � V T W �r � V
et la fonctiondevraisemblancelogarithmique, àuneconstanteadditiveprès,estla suivanteû :ü J U V ë Z N R N \ N � N r O L � IG ln ë r ë X ln ë Z T X R T ë � IG � V T W �r J Z T U V X R T U V+W � Xl\ T ^ V X � _ V+W � O (15)

à l’aide de( I�I ), ( I4q ) et ( I4} ), onobtientsuccessivement:

� V T ° W � � V L � V T ð T¼[º � ó ° W � ð ¼[º � � VL�J çU V � çU V+W � jh� Ã V ¦Â� ç� ç_ V+W � O T ó ° W � J çU V � çU V+W � jh� Ã V ¦�� ç� ç_ V+W � OL
tr
ó ° W � J çU V � çU V+W � jh� Ã V ¦Â� ç� ç_ V+W � O J çU V � çU V+W � jh� Ã V ¦Â� ç� ç_ V+W � O TL

tr diag
Ë ó ° W �~ � ~ V � ~ V T ÌL

tr diag
J � � V ó ° W ��l� ~ V T N4H4H4H�N � ~ V ó ° W �~ � ~ V T OL ° ~ � ~ V ó ° W �~ � ~ V T

on aaussi: IG ln ë r ë L �r~ ¯ � IG ln ë é r ~ ë
commelesmatrice

Z
et
R

sonttriangulaires,onobtient:ë Z T X R T ë L ë diag
J Z � T X R � T N4H4H4H�N Z ¼ T X R ¼ T O ë L ë diag

Ë�J�ý ~ J I X R �~>~ O2N4H4H4H�N ý ~ J I X R ¼~>~ O Ì ë
d’où :

ln ë Z T X R T ë L ln
ì S ì ~ J I X R"S~>~ O L r ~ ln

ì S J I X R"S~>~ O
L’introductiondecesrésultatsdans( I�æ ) donne:ü J U V O L �r~ ¯ � Ë � IG ln ë é r ~ ë X ln

ì S J I X R"S~>~ O�� IG � ~ V T é r W �~ � ~ V Ìþ
Le jacobiendetransformationde ¸ ® à Ñ ® est ÿ ¸ÿ Ñ ® � ¯ W � � W�� � .
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cequi revient à écrire:ü J U V ë Z N R N \ N � N r O L �r~ ¯ � � J������ ë ¦ � N>j � N
	 � N é r � O L �r~ ¯ � � J������ ë Í � N ç� � O � (16)

La log-vraisemblanceglobaleestdoncla sommede D log-vraisemblancesindépendantes,une
pour chaquéequation.L’avantagedecettedécompositionestquela maximisation de la fonction
devraisemblancepeutsefairesépaŕementpourchaquéequation,maissimultańementpour les E
individus.

5 Forme compactepour l’ équation


5.1 Regroupementdesindividus

Enempilantles E individus,le mod̀ele( æ ) devient :U ~ L U ~ ¿ j ~>~ X Ã ~ ¦ ~ Xê_ ~ (17)

enposant

_ ~ L ÄÅÅÆ _ �
~

..._ ¼~
ÇÉÈÈÊ j ~>~ L ÄÅÅÆ jª�

~>~
...j ¼~>~

ÇÉÈÈÊ ¦ ~ L ÄÅÅÆ ¦&�
~

...¦ ¼~
ÇÉÈÈÊ et

U ~ ¿ L ÄÅÅÅÆ
U �~ ¿

. .. U ¼~ ¿
ÇÉÈÈÈÊ Ã ~ L ÄÅÅÅÆ

Ã � ¡ ~
. . . Ã ¼ ¡ ~

ÇÉÈÈÈÊ
où _ ~ estun vecteuraléatoired’ordre EßF�c]I avec:� J _ ~ O L�`

et
� J _ ~ _ ~ T O Laá ~���� v

Cemod̀elenecorrespondpasexactement àunsyst̀emed’équationsapparemmentnon-liéesdetype
deZellner[Mae80]. Le vecteurd’erreurs_ ~ neposs̀edepasla structureclassiqued’un tel mod̀ele.
En plus,de la présencedevariablesendog̀enesparmi lesvariablesexplicativessurtoutretard́ees,
qui sontcorréléesavecleserreurs_ ~ .
5.2 Structur edeserreurset matrice de transformation

Du fait que _ ~ estunprocessusvectorielauto-ŕegressifd’ordre I , la matrice
á ~

desvariances-
covariances compl̀ete de _ ~ est d’une forme compliqúee [JGR· 85]. En supposantque _ ~ V est

9



stationnaire� , nousécrivonscequi suit :� ~ Á La� ~ � ~ Á � T~ X ° ~ où
� ~ Á à L � J _ ~ V _ ~ V T O et ° ~ à L � J � ~ V � ~ V T O L�J � S �¸ ~ O� ~ � La� �~ � ~ Á où

� ~ � à L � J _ ~ V _ ~ º V+W � T O I�� � ��Q[��I Q L I�N1G&N4H4H4H	N�F
dontla résolutionentermedesélémentsde

� ~ Á donne:����� J � ~ Á O L�J � � � ~�� � ~ O W � ����� r ~
A l’aide d’unematricedetransformation

ð
carŕeed’ordre EßF tel que

ð _ ~ L � ~ , nousn’aurons
pasbesoinde la sṕecifierexplicitementpourestimerlesparam̀etresdu mod̀ele.La matrice

ð
est

choisiedefaçon àsatisfairela conditionsuivante:ð�á ¬  ð T L r ~ ��� v
En utilisantunematrice

� ~
nondiagonale,chaquevariabletransforḿeepar la matrice

ð
sera

exprimée en fonction de l’ensembledes variablesdu mod̀ele, ce qui consommebeaucoupde
degré de liberté. Aussi, le choix de

ð
dépendde la structurede la matrice

� ~
. En consid́erant� ~

diagonale� , il enrésulteque: _ S~ V L � SCS~ _ S~ V+W ��Xâ� S~ V avec
� J _ S~ V � S~ V O L�`

et
� J _ S~ V _ � ~ V O L�`

pour� �L � , qui montreque
U S~ V+W � estcorréléeavecl’ élément_ S~ V .

A partir du mod̀ele( I�ò ) : U ~ L U ~ ¿ j ~ X Ã ~ ¦ ~ X]_ ~Ã ~ L���� n�� J U ~ § ¿ U ~ § ^ ~ O_ ~ L�J�� T~ ��� v O _ ~ ¿ Xe� ~
avec� J � ~ � T~ O L r ~ ��� v � J _ ~ _ T~ O Laá ~���� v � J _ ~ O L � J � ~ O La`

et
� J _ ~ � T~ O L�`

l’applicationdesmoindrescarŕeesordinairesdonnedesestimateursnonconvergents,car:

plim Î T~ _ ~ �L�`
où Î ~ L�J U ~ ¿ Ã ~ O (18)

Deuxprobl̀emesmajeurssontpośes: celui dela corrélationentre
U S~ V+W � et _ S~ V et ensuitele fait

quelesmatrices
� ~

et ° ~ soientinconnues[Spe79].Ils sontli éset traitésenmêmetemps.�
Si la matrice   estgéńeŕe par Ø! � ² Ú , celle-cin’estpasnécessairementsymétriqueà moinsque S ¯ � . Les élémentsde la diagonalede la

matrice  � ² sontidentiques̀a l’ élément Ø S º � Ú dela matrice " �# . La matrice "  ´ fournit lesélémentsadjacents̀a la diagonaledanschaquematrice � ² enrespectantl’ordre desindicesØ S º � Ú . La matrice "  ù donnelesélémentsdela deuxìemepositionparrapportà la diagonaledechaquematrice � ² , et ainsidesuite.$
Avecunematrice

¿  non-diagonaleÑ ��®�¶ ´ estcorŕeléeavec ¬�%�® i.e. toutesleserreursindividuellesdu mod̀ele.
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6 Méthodesd’estimation

Plusieurstechniquesd’estimationsontenvisageablespourbriserou du moinsdiminuerforte-
mentla dépendanceentre

U S V+W � et _ S V pour tout
�

[Ham94]. Pourl’estimationdesparam̀etres des
résidusretard́es,on utilise soit la méthodedesvariablesinstrumetales (IV), soit celledesdoubles
moindrescarŕees(2SLS). Pourl’estimation du mod̀elecomplet,on utilisesoit la méthodedesmo-
mentsgéńeraliśes(GMM), soitcelledumaximumdevraisemblance(ML), soitdifférentesvariantes
destechniquesd’estimation� Á (GLS-SUR).

6.1 Estimation par le maximum de vraisemblance

6.1.1 Fonction devraisemblance

La log-vraisemblancepourla � -èmeéquation(voir sectionq et } ) s’écrit commesuit :� J���� ë Í � N ç� � O L � F G ln ë çá ~ ë � IG J U ~ � Î ~ Í ~ O T J çá W �~ ��� O J U ~ � Î ~ Í ~ OL � F G ln ë çá ~ ë � IG Q�& çá W �~ ï T~ ï ~ (19)

avec _ ~ L U ~ � Î ~ Í ~ N ï ~ L�Ë _ �~ H4H4H _ ¼~ Ì dedimensionF�clE et _ ~ L vec
ï ~

.

Nous étudionsd’abord la solutiondu probl̀emede maximisation de la log-vraisemblance et
dérivonsensuitela distributionlimite desestimateursdu maximumdevraisemblance.

6.1.2 Les estimateursdu maximum devraisemblance

Lesconditionsdepremierordrepourla maximisationde
�

s’écriventpar:

(i) ú �ú çá ~ L � F G çá W �~ X IG çá W �~ ï T~ ï ~ çá W �~ L�`
(ii) ú �ú Í ~ L Î T~ J çá W �~ ��� O J U ~ � Î ~ Í ~ O L�`

cequi donnelesdeuxrésultatssuivants: çá §~ L �v ï T~ ï ~ (20)Í §~ L Ë Î T~ J çá W �~ �'� O Î ~ Ì W � Î T~ J çá W �~ ��� O U ~ (21)7)(
Si
¿

estdiagonaleet Ò ¯KÁ , nousobtenonsunmod̀ele *,+ ¿ avecauto-corŕelationdeserreursintra-individuelles.

La matricedetransformation
ô

tel que:  ¶ ´- ¯ ô � Ø�° ¶ ´�. ¾0/ Ú ô permetd’obtenirlesestimateursGLS-SURde
×

à partir du mod̀ele( �û ) :1 × ¯�2 Õ Ý � Ø r ¶ ´ . ¾ Ú Õ Ý43 ¶ ´ Õ Ý � Ø r ¶ ´ . ¾ Ú Ñ Ý
où Õ Ý ¯ ô Õ , Ñ Ý ¯ ô Ñ et ¸ ¯ ô ¬ .
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Lesestimateursdu maximumdevraisemblancede Í ~ et
çá ~

sontdonńesparla solutionsimul-
tańeedeséquations( G ` ) et ( G&I ). Le syst̀emeestnon-linéaireet sanssolutionanalytique,maisla
structureen“zig-zag” desdeuxéquationssugg̀ereuneproćedurenumériquedesolutionsimpleet
efficace.Elle comportelespassuivants:

Pas 5 : conditioninitiale
ç6 ~87:9

;
Pas ; : oncalcule < ~ par( ;=5 ) et unenouvelle valeurde

ç6 ~
par( ;?> ) ;

Pas @ : on retourneaupas2 jusqu’̀a convergencenuḿerique.

6.2 Estimation et matrice de transformation appropri ée

Au vu deshypoth̀esesdu mod̀eleet lorsque
�

estdiagonale,la matricede transformation
ð

d’ordre EßFâc¨EßF , triangulaireinférieure
ðaL J�ð S � O pour

� N�� L I�N4H4H4H�N1E , satisfait la conditionde
base

ð�á ¬ ð�L ° ¸ ��� avec:

ð SCS L ÄÅÅÅÅÅÅÅÆ
j SCS ` `� � SCS I A A A A A A` � � SCS I

Ç ÈÈÈÈÈÈÈÊ B4C ð S � L ÄÅÅÅÅÅÅÅÆ
j S � ` H4H4H `` ` H4H4H `
AAA AAA A A A AAA` ` H4H4H `

Ç ÈÈÈÈÈÈÈÊ � �L � � N�� L I�N4H4H4H	N1E
La déterminationdela matrice

ð
permetderéaliserla transformationdesvariablesdumod̀ele.

Enconsid́erantle casoù
�

estdiagonaleet j nonnul :U §S Á L r S� ¯ � j S � U � Á N U §S � L r S� ¯ � j S � U � � et
^ §S � L r S� ¯ � j S � ^ � � pour Q L IU §S V+W � L U S V+W � � � SCS U S V+W p N U §S V L U S V � � SCS U S V+W � N et

^ §S V L ^ S V � � SCS ^ S V+W � pour Q�DaI
Les param̀etres j S � sontcalcuĺesà partir de la matrice E , dont les élémentssontchoisistels

que: r L E � Á E T (22)

où la matrice E L J j S � O � N�� L I�N4H4H4H�N1E est une matricede transformationd’ordre E c�E
triangulaireinférieure.

Le calculdesparam̀etresj S � s’effectueàpartir dela relation(22).Commelesmatrices° et
� Á

sontdéfiniespositives,il existeunematrice F et unematrice G qui sonttriangulaires inférieures
avecdesélémentspositifssurleursdiagonales.Lesélémentsde E peuventêtretrouvésà l’aide de
la décompositiondeCholesky : ° L FHF T et

� Á L GIG T , onendéduit: F L EJG d’où E L FHG W � .
Le mod̀eletransforḿeglobalestdétermińecommesuit :U § L U §¿ j X Ã § ¦ X]� avec

� J �1� T O L r ��� v (23)

onn’estpasenprésenced’un mod̀ele K ï � qui permetd’appliquerla méthodeLMf�K mêmesurdes
variablestransforḿees,enraisondela corrélationintra-individuelle entre

U S V+W � et � S V .
12



6.3 Estimation r éalisableet développementde Taylor

Pour définir de manìere réalisablele mod̀ele transforḿe, il faut réaliserun développement
de Taylor au premierordre autourd’une valeur initiale estiḿeede

� SCS . Pour cela, il faut briser
efficacement la corrélationentre

U S V+W � et _ S V avecla méthodedesvariablesinstrumentales.

Soit un vecteurd’erreursaléatoires_ L ����� J _ � N4H4H4H�N _ S N4H4H4H4N _ ¼ O où _ S estun
� E �MJ I�O d’ordreF�cêI :

si
�

estdiagonale
� J _ TS U � ¿ OK�L�`

pour
��L � L I�N4H4H4H�N1E

En collectionnanttoutesles variablesexplicatives préd́etermińeesavec les instrumentsdans
unematriceM S d’ordre F�cN& S (noussupposons& S L & ). La conditionnécessaireestqu’aumoinsil
fautautantd’instrumentsquedevariablesendog̀enesexplicatives: &è¤�f X I .

Habituellement, on retient
Ã S ¿ commeinstrument��� pour

U S ¿ :J Ã S ¿ Ã S O à L M S avecplim
IF Ã TS ¿ _ S L�`

le mod̀eleglobal(17) s’écrit :U LPO U ¿ ÃRQ ST j ¦ UV X]_ à L Î Í X]_ (24)

où Î estd’ordre FaclE J f X I�O et Î S d’ordre F�c J f X I�O . Soit M la matriced’instruments�p :

M L
diag

J M � N4H4H4H�N�M S N4H4H4H4N�M ¼ O
parle principedes LMf�K , nousobtenons:1Í S Ø�¾W" Ú L�J Î TS M S J M TS | S M S OWM TS Î S O W � Î TS M S J M TS | S M S O W � M TS U S
puisque& L f X I	�� , alors: 1Í S Ø!"Y¾ Ú L J M TS Î S O W � M TS U S �7�7�X � Ô estun instrumentssi

Û Ø Ñ �² Ô X � Ô Ú�Ü¯ÂÁ et
Û ØC¬ �² Ô X � Ô Ú ¯ÂÁ .76

Par la convergencequadratiqueenprobabilit́e,onmontreque plim
´/ZY �� ¬ � W w Á pourtout S :

"YØ �v Y �� ¬ � Ú ¯ �v ù Y �� "YØC¬ � Ú Y � ¯ �v ù Y ��  � Y � avec  � ¯ [ ���� W µ ù���]\ Ø ��º µ ��� Ú
où \ Ø ��º µ ��� Ú contient � surla diagonaleprincipaleetdespuissancesde µ ��� parailleurs;

plim �v ù Y ��  � Y � ¯�Ø plim �v [ ���� W µ ù��� Ú plim �v Y �� \ Ø ��º µ ��� Ú Y � ¯ÂÁ_^a`Zb=c.¯ÂÁ »7<
Lorsqued"¯Je · � , la méthodedesIV estéquivalenteexactement̀a la méthode2SLS:
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A cetteétape,utilisantlesrésidusç_ S pourfournir descœfficientsdecorrélation ç� SCS :ç_ S L U S � 1U S où
1U S L Î S 1Í S Ø!"Y¾ Úç_ S ¿ L U S ¿ � Î S ¿ 1Í S Ø!"Y¾ Ú pour
��L I�N1G&N4H4H4H	N1E

ainsi, ç�aL�J çï T¿ çï ¿ O W � çï T¿ çï ou ç� S L�J ç_ TS ¿ ç_ S ¿ O W � ç_ TS ¿ ç_ S N car
ï L ï ¿ � Xgf

où
çï ¿ et f sontd’ordre F�clE , cequi donne:çï ¿ L�J ç_ � ¿ N4H4H4H�N ç_ S ¿ N4H4H4H�N ç_ ¼ ¿ O f L�J � � N4H4H4H�N � S N4H4H4H�N � ¼ O avec

� J f�f T O L ¼rS ¯ � � pSCS � v H
Enpartantdu mod̀eleglobal,nouspouvonsle réécrirecommesuit :U � Î Í L�J�� T ��� O _ ¿ X]� L�J�� T ��� O J U ¿ � Î ¿ Í O Xe� (26)

ou encore: U � J�� T �'� O U ¿ L�J Î � J�� T ��� O Î ¿ O Í X]� (27)

Implicitement, cemod̀elen’utilise pasla premìereobservation.Il seraitéquivalentaumod̀ele
transforḿeglobal,si nousomettonsdecedernierla premìereobservation.

Pourdémarrerle processusd’estimation,il fautréaliserundéveloppementdeTaylord’ordre I
autourduparam̀etre ç� S pourle mod̀eleindividuelsuivant:U S � � S U S ¿ L J Î S � � S Î S ¿ O Í S Xe� SU §S L Î §S Í S X]� S
pardéfinition, le développementdeTaylor d’ordre I autourde ç� S donne:U §S J�� S O L U §S J ç� S O��gh � S U S ¿Î §S J�� S O Í S L Î §S J ç� S O Í S �gh � S Î S ¿ 1Í S Ø�¾W" Ú� S J�� S O L � S J ç� S O��gh � S _ S ¿

�� �
Ñ � ¯ À �0i�� · ¬ � Û Ø À � ¬ � Ú�Ü¯ÂÁ À � ¯ÂØ Ñ � Ô Õ � Ú Y ��j ¯ÂØ Õ � Ô Õ � ÚÀ � ¯ Y �lk� ·�m � Û Ø Y �� m � Ú ¯KÁ¬ � ¯ µ ��� ¬ � Ô ·¹¸ �

nousavons: 1 À ¯ Y 1 k avec
1 k ¯�Ø Y � Y Ú ¶ ´ Y � À et

1 À j ¯�Ø 1 Ñ Ô Õ Ú1 m ¯ À"W 1 À ¯ \ b À 1 À � 1 m ¯ 1 k � Y � 1 m ¯ÂÁ 1 À � 1 À ¯ 1 À � Ø 1 À · 1 m Ú ¯ 1 À � À
d’où : 1i ù4n
o?n ¯�Ø 1 À � À Ú�¶ ´ 1 À � Ñ ¯�Ø 1 k � Y � À Ú�¶ ´ 1 k � Y � Ñ ¯ÂØ À � Y Ø Y � Y Ú�¶ ´ Y � À Ú�¶ ´ À � Y Ø Y � Y Ú�¶ ´ Y � Ñ (25)

si deplus d"¯pe · � , alors:
1i ù4n
o?n ¯�Ø Y � À Ú ¶ ´ Y � Ñ .
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parconśequent,le mod̀eleindividuelseréécritpar:U §S J ç� S O L Î §S J ç� S O Í S X h � S J U S ¿ � Î S ¿ 1Í S Ø!" ¾ Ú � _ S ¿ O X]� S J ç� S OL Î §S J ç� S O Í S X h � S J ç_ S ¿ � _ S ¿ O X h � S _ S ¿ X]� SL Î §S J ç� S O Í S X h � S ç_ S ¿ Xe� S
pourtouslesindividus,nousobtenons:U � J ç� T ��� O U ¿ L�J Î � J ç� T �'� O Î ¿ O Í X diag

J ç_ � ¿ N4H4H4H4N ç_ ¼ ¿ O]h � Xe� (28)

avec
J h � O T L�J h � � N4H4H4H�N
h � ¼ O et h � S L�� S � ç� S

Soit q à L Ë Î � J&ç� T ��� O Î ¿ diag
J ç_ � ¿ N4H4H4H�N ç_ ¼ ¿ O Ì , le mod̀ele(13)devient :U � J&ç� T ��� O U ¿ L q"¦ § Xe� avec ¦ § L ST Í

h � UV et
� J �1� T O L r ¸ ��� v W � (29)

Pourtrouver desestimateursefficientsréalisablespour Í et h � , il fautestimerlesvariances-
covariancesdel’ échantillondela matrice ° ¸ . Ellespeuventêtreforméesenseservantdesrésidusç_ S etdescoefficientsdecorrélationestiḿes ç� S :ç� S � L�J F W � �ef W �S O W ´ù J F W � �]f W �� O W ´ù ç� TS ç � � pour

� N�� L I�N4H4H4H�N1E
où ç � S L ç_ S � ç� S ç_ S ¿ et f S X I repŕesentela taille desvariablesexplicativesde Î S . Ainsi, nous
obtenons:1¦ § L ST 1Í 1� � ç� UV L�J q T J é r W � ��� v W � O]q O W � q T J é r W � ��� v W � O J U � J&ç� T ��� v W � O U ¿ O (30)

L’estimation finaleestdonńeepar:

1¦ L ST 1Í 1� UV L 1¦ § X ST ` ç� UV � (31)

Souscertainesconditionsde régularit́e, la matricedesvariances asymptotiquesest la même
quel’in versede la matriced’informationassocíeeà la méthodedu maximumde vraisemblance.
L’estimateur

1¦ ignore E observations,unepar individu, il pourraitêtremoinsefficient que
1¦ Á qui

tiendraitcomptedela premìereobservation.La matricedesvariances-covariancesdel’estimateur1¦ estdonńeepar: r 1× L J q T J é r W � �'� v W � O]q O W �
Lesdeuxestimateurs

1¦ et
1¦ Á doiventavoir lesmêmespropríet́esasymptotiquesetquedansdes

échantillonsdetaille finie
1¦ Á n’estpasnécessairement plusefficienteque

1¦ .
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En ignorantla premìereobservationdanschaquéequation,la proćeduredetransformationest
grandementsimplifiée,car

ð ÁS � devientunematricenulled’ordre
J Fh�hI�O cMF , etdoncla matricede

transformation
ð Á devient diagonaled’ordre E J F��aI�OÓcêEßF sansdépendredesparam̀etresj SCS ,

élémentsdela diagonaledela matrice E .

En tenantcomptede toutesles observations,il faut intégrerdansla proćedured’estimation
l’ équationindividuellecorrespondantèa la premìereobservation:Sr� ¯ � j S � U � � L

Sr� ¯ � j S � U � Á n � X e �rd�¯ �
Sr� ¯ � j S � ^ � d � Z � d X

Sr� ¯ � j S � _ � �
avec � J Sr� ¯ � j S � _ � � O p L � S � N car

� J _ *�._ *� T O L E � J _ � _ T � O�E T L E � Á E T L r ¸
La décompositiondeCholesky desmatrices

ó ° et
ó� Á permetde déduiredesestimateurspourçj S � : çE L óF çG W � où

óF óF T L é r et
çG çG T Låç� Á

avec é r L�J ç� S � O et
ç� Á L ç� S �J Iy� ç� S ç� � O çE L�J çj S � O ��r S

En dépit du fait que E peutêtreobtenunumériquementd’une façon relativementfacile, il est
clair quela transformationde la premìereobservationpour chaquéequationindividuelleestune
proćedurelourde.

L’estimation de
çE permetd’obtenirentìerementla matricedetransformationestiḿee

çð
, apr̀es

transformationappropríeedespremìereséquations,etd’endéduire
1¦ Á .
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