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Preambulo

Por definicdo, a Matematica Financeira propde nosdehatematicos necessarios a
Economia Financeiraj.e, modeliza os instrumentos financeiros e o calcabbuarial,
http://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_financ&.Informatica de Gestdo concentra-se nas
aplicacdes informaticas e computacionais que amilna tomada de decisdo empresarial
abordando as folhas de calculo, o processamentbades, e ferramentas que exijam um
raciocinio algoritmico. Por exemplo, na Universiglate Stanford, “Financial Mathematics
(...) provides (...) education in applied and compotai mathematics, statistics and
financial applications”.

Neste texto, tendo em mente uma disciplina com @@shlectivas, em termos de
modelos financeiros vou considerar os instrumesitoples (que se opdem aos instrumentos
derivados): depdsitos bancarios, obrigacdes e acfm termos de informatica de gestéo,
vou apresentar a folha de calculo Excel (implemwatda modelos dos instrumentos
financeiros e consequente tomada de decisdo ddmum processo de optimizacao e fazendo
uma sucinta apresentacéo do conceito de normatizkgéados) e a linguagem R.

Na primeira parte deste texto abordo os instrunseft@nceiros denominados sem
risco, i.e., 0s depdsitos, os créditos bancéarios e as obega¢fonsidero a transformacao de
stocks financeiros em fluxos financeiros.€, obrigacdes e a amortizacdo de créditos).
Considero ainda trés medidas de desempenho dewastimento (o Valor Actual Liquido,
VAL, a Taxa Interna de RentabilidadBlR, e 0 q de Tobij). Como a inflacdo € uma
componente importante da taxa de juro, considerdaad conceito de pregos correntes e
precos constantes. Projecto a utilizagdo nest@pgwogramatico de metade do tempo lectivo.

Na segunda parte do texto introduzo instrumentwantieiros com risco. Considero
que a rentabilidade futura do activo é desconhegjdaor isso, modelizada com recurso a
modelos estatisticos. Considero 0s seguros, ac@esomposicdo de activos com risco e
rentabilidade diferentes (diversificacdo e alavgeoad. Projecto a utilizagdo neste ponto
programatico de um quarto do tempo lectivo.

Na terceira parte do texto introduzo a programagdoR e apresento algumas
aplicacOes retiradas das primeira e segunda pddesexto. A aprendizagem de uma
linguagem de programacdo, algoritmia, além de dgi&rcdmo treino na resolucdo de
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problemas complexos, € uma poderosa ferramenta odeliracdo dos problemas da
Matematica Financeira. Projecto a utilizacdo ngsteto programatico do restante tempo
lectivo.

Na quarta parte do texto apresento uma explicagéinta das ferramentas da folha de
calculo Excel. Apesar da generalidade dos alundsainesta matéria com razoaveis
conhecimentos de informatica, a capacidade deairtilima folha de calculo é muito reduzida.
O aluno ter4 a responsabilidade de estudar e cemmgbee este ponto programatico por si
porque nao esta planeado o uso de tempo lectiwe pesto. No entanto, na apresentacao dos
exemplos, serd intercalada uma pequena explicacimhd de célculo.

No meu entendimento, o retomar (nas segunda artepaates) dos conceitos basicos
da matematica financeira (desconto, capitaliza¢@&zo, precos nominais e constantes)
apresentados na primeira parte € uma estratégagpgida ganhadora porque o aluno tem
tempo para consolidar esses conceitos fundametaasatematica financeira.

A compreensdo dos modelos de risco necessita decitms das disciplinas de
Estatistica que séo leccionadas em anos posterideesntanto, sendo a gestdo de risco a
mais importante e complexa competéncia que o gdstar que desenvolver, considero
obrigatério dar este passo.

Este texto deve muito as reflexdes e conselhoscdlzgas Alipio Jorge, Joaquim
Carmona, Joao Couto, José Miguel Oliveira e Vitoatdd que leccionaram comigo a
disciplina de Matematica financeira e Informatica @Gestdo, sem a ordem revelar a
importancia individual. Também tem o contributo dalsinos que, colocando duvidas,
permitiram evoluir o texto no sentido de uma eacmtais clara e correcta. Agradeco
penhorado a todos estando consciente que o conpgadmamatico de uma disciplina € um
processo em evolugdo sempre com margem para meli@uralquer erro ou omissao é de
minha inteira responsabilidade.

Agradeco penhorado ao Grupo de Gestao da FacutgaBeonomia do Porto ter-me
confiado a condugéo da disciplina de Mateméticarkirira e Informética de Gestéo nos anos
lectivos de 2008/9 e 2009/10.

Apesar de poder ter mais leitores se tivesse @mduieste texto em inglés, € uma
obrigacdo de cada falante fazer um contributo gaesa sua lingua materna se afirme na rede
global que € a Internet.

Um ficheiro Excel com o0s exercicios esta disponiypara descarregar em

www.fep.up.pt/docentes/pcosme/mf2010.xls
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Capitulo 1. Taxa de juro, capitalizacdo e desconto

1.1 Taxa de juro

O juro, do lado de quem empresta, € a recompersaegebe por adiar o consumo.
Do lado de quem pede emprestado, 0 juro € 0 preega por se poder antecipar 0 consumo.
Assim,o juro € o preco do crédito Em termos relativos, obtemos a taxa de juro didial 0s
juros pelo montante emprestade,g( se paguei 100€ por um empréstimo de 2000€, entdo
taxa de juro foi de 5%). Normalmente, a taxa de jaefere-se a um periodo de tempay,

5% por ano.

A taxa de juro ndo é uma realidade apenas finangeidendo também referir-se a
bens e servigos (até porque € uma grandeza senmgiigs). A remuneracdo da utilizacao
durante um periodo de tempo, € uma taxa de juro bem emprestado é fungivele(,
indistinto de outras unidades,g, trigo duro), sendo é uma renda (bem imével) ou um
aluguer (bem movel). Por exemplo, se um lavradgsresta ao vizinho 100kg de milho que,
no fim do trimestre, entregara 101kg de milho diavfmas serdo outros grdos de milho)

entdo teremos 1 kg de milho referente aos juros (iaxa de juro de 1% por trimestre).

Ex.1.1.Eu empresto 10 galinhas a um vizinho que me dgalithas daqui a um ano.
i) Determine a taxa de juro anugl Determine quanto receberia se, a mesma taxa dg jur
emprestasse 20 galinhas.

R. i) SendoVi o capital inicial,Vf o capital final e a taxa de juro anual, teremos a
relacdoVvf = Vi + Vi xr = Vi x (1 +r). No exemplo, a taxa de juro resolve 11 = 10x{(] =+
r = 10%/anoii) Assumida a taxa de juro de 10%/ano, receberia (A0+ 10%) = 22 galinhas.

Se eu entregasse as galinhas para o vizinho produas com o encargo de me
devolver as mesmas galinhas, entdo seria um alfgmetermos anglo-saxénicos, seria um

contrato ddeasingou derenting).
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A principal motivagéo para haver poupanca é o deloida humana: o individuo tem
necessidade de consumir durante todos os, aproametde, 80 anos da sua vida mas apenas

€ produtivo entre os 25 anos e 0s 65 anos de {gaddig. 1.1).

Rendimento

Consumo

25 65 80 idade

0

Fig. 1.1 — Relacao entre o rendimento e o conswrorgo da vida

Na infancia e juventude o individuo endivida-seappoder consumir e estudar pois
ndo tem rendimentos.€., ndo produz bens ou servicos). Na meia-idade widub é
produtivo pelo que amortiza a divida contraidamniancia e juventude, consome e constitui
uma poupanca.g., empresta a outras criancas e jovens) para anmafem que consome a

poupanca constituida durante a meia-idade ¢asta o que poupou), (ver, fig. 1.2).

Rendimento

Poupa \

Consumo

Gasta

Endividase

80 anos

0

Fig. 1.2 — Rendimento, consumo, endividamento @aoega ao longo da vida

Olhando de novo para a Fig. 1.2, podemos imaginar & crianca e jovem pede

emprestados 75000€ (aos pais) para gastar em coresumdestir no desenvolvimento da sua
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capacidade produtiva (principalmente na escolaizacna meia-idade trabalha para
consumir, pagar a divida contraida em crianca enjpwais 0s juros (aos pais) e poupar
100000 Euros€.g, emprestar aos filhos); e que, quando se reforetbe (dos filhos) o
dinheiro poupado na meia-idade mais 0s juros pastagem consumo.

Outra motivacdo importante para haver poupancarglivgiduo precaver-se face ao
risco quer da diminuigcdo do rendimentag, por ficar desemprego) quer do aumento da
despesa g.g, por ter um acidente automovel). O individuo pqumipar 10% do seu
rendimento que empresta a alguém de confianca esasmde ter um azar, recupera essas
poupancas.

As duas motivagles referidas também justificam sorgldio de poupancas.g, ser
crianca ou ter ficado desempregado) a que acrefadmecondmico de aumento dostock
de capital (maquinas, estradas, escolaridagte) aumentar a produtividade do trabalho (e
de outros factores de producao). Por exemplo, oesrolaridade induz um aumento no meu
salario futuro, sera positivo eu aplicar recursgsra a estudar porque assim o meu salario
vira aumentado no futuro. Também se tenho um tergere me rende 100€/ano e, fazendo
um investimento em canais de irrigacao de 1000&@a ter 200€/ano de rendimento entéo,
é lucrativo investir recursos agora pois induz urmanto o meu rendimento futuro.

Também existe poupanca (de recursos) quando sérexdgbiens que duram varios
periodosge.g, uma maquina de lavar louca ou um frigorifico.

Como vivemos huma economia com moeda, 0s empréssawprincipalmente feitos
em numerario. No exemplo, o agricultor vende agdlihhas (a 2€ cada) e emprestava 0s 20€
ao vizinho que Ihos devolve no futuro acrescido4d@% de jurosife., 22€) com os quais o
agricultor adquirira 11 galinhas.

O credor ao emprestar esta a poupar recursos masyragado, podera nao existir
poupanca se o0 devedor consumir em vez de investgserecursos. Assim, a poupanca
financeira individual ndo tem necessariamente efetondmico agregado se o0 que uns
poupam € consumido por outros havendo apenas udistriteuicdo dos rendimentos
disponiveis.

Supondo que no instante 0 e 1 estdo disponivescaaomia um total de bens e
servigosYy e Y;, respectivamente, em que, sem crédito tevhesYe + YdheY: =Ya + Yd,.
Com créditoV, a taxa de jure, os credores passam a ter disponivel no preséate- Vo) e
os devedoresY(® + Vo) mantendo-s&y = (Y — Vo) + (YOb + Vo) = Yo + Ydo. NoO futuro os
credores terdo rendimento disponivel aumentadn,f Vo (1+)], e o devedores diminuido,
[Ydh — Vo (1+)], mas mantendo-s¢, = [Yq + Vo (1+)] + [Ydh — Vo (1+)] = Yci + Yd,.
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Apenas havera impacto econdmico se a poupancadamrenhada para investimento
gue induza um aumento do produto futifp,

De qualquer forma, em termos agregados, no futpemas serdo consumidos 0s
recursos disponiveis nesse instante de tempo indeptemente do valor nominal da
poupanca financeira existente: Se houver mais axtfem termos nominais) que bens e
servigos disponiveis ento, o valor nominal do$vestdiminui. E importante esta visdo
guando actualmente se observa que os fundos dégsepevados e sistemas de seguranca

social soberanos.€., geridos e garantidos pelo Estado) estdo a redwalor das pensodes.

Intermediarios financeiros. Em termos de economia desenvolvida, existem
intermediarios financeiros (bancos, seguradoragpges de patriménigtc) que captam os
Nossos recursos financeiros que emprestam a agamedmicos que desconhecemos, dando
um grau de garantia de que os recursos poupadosen®s devolvidos. A maior escala do
intermediario financeiro faz com que sejam maigiefites na avaliagdo do risco dos
devedores, na cobranca coerciva dos créditos e/emsificacéo do risco (ponto a tratar).

Nas economias desenvolvidas os créditos sao eneitbnue ndo é um bem de
consumo. No entanto, mantém-se que quem empreskeidi estd a prejudicar o seu
consumo presente (pois poderia adquirir e consl@ms ou servicos e ndo o faz) e a
favorecer o seu consumo futuro (vai adquirir e oaris de bens e servicos com o dinheiro
devolvido mais os juros) e quem pede dinheiro estad® favorece o consumo presente
(adquire e consume bens e servicos que nao paatigiarir) mas prejudica 0 seu consumo
futuro (para pagar a divida, ndo podera consumiutuwo).

No sentido de aumentar a capacidade produtiva @p @@ aos anos 1980 os bancos
estavam limitados no crédito concedido as fami(@mgdito para aquisicdo de bens de
consumo, automoveis, imoveis habitacionais, férets,). Depois da liberalizacdo da
actividade bancaria, o crédito as familias torn®warincipal fatia do negécio dos bancos

comerciais.

Componentes da taxa de juro

Quando o empréstimo é em numerario - dinheiro, mém-se a taxa de juro ptaxa
de juro nominal. Por exemplo, ao emprestando 25mil€ durante untamouma taxa de juro
nominal de 4% ao ano, no fim do prazo contratadelrerei 26mil€. Em termos econdémicos,
a taxa nominal engloba trés componentes. Quandmfak da taxa de juro efectiva veremos

gue a taxa de juro nominal também tem outro Sicauil.
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1) Remuneracéo real A taxa de juro real quantifica a variagdo no paagrisitivo do
activo que se empresta. Assim, traduz, em percemaguanto vai aumentar (no futuro e
relativamente ao que poderia comprar no presentegteio do cabaz do credor. Denomina-
se portaxa de juro real porque quantifica a variacdo de quantidades r@as com
importancia econémica real). A existéncia da coreptareal tem, principalmente, 3 origens:

a) Ser preferivel consumir hoje a consumir no futun. Na microeconomia, quando
estudamos a influéncia da taxa de juro na poup#&ngeeite o principio de que o ser humano
prefere consumir no presente. Entdo, o agente egoa@ara adiar 0 consumo vai exigir no
futuro o reembolso de uma quantidade de dinheiedlygipermita consumir um cabaz melhor
que o que poderia consumir no presente. Este piintdm como efeito que a taxa de juro
real seja positiva.

b) O capital ser produtivo. O capital € um conjunto de bens que tornam o Kfacto
trabalho (e demais factores) mais produtivo. Pang®o, um agricultor se utilizar uma
enxada em vez das méos consegue cultivar maisdegpraduzir mais bens. Assim, quem
pedir emprestado dinheiro para comprar bens de¢atapode devolver o dinheiro acrescido
de uma parcela e ainda ter uma vantagem. Estagdriem como efeito que os investidores
remunerem a poupanc¢a com uma taxa de juro redivaosi

c) O produto agregado aumentar ao longo do tempdviotivado pelo progresso
tecnoldgico e acumulacéo de capital, no futuro cadiziduo serd mais produtivo do que nos
somos agora,e., ha ganhos de produtividade ao longo do tempo.towvos 100 anos, 0s
ganhos de produtividade por trabalhador foram cdecd.5%ano. Como havera no futuro
maior abundéancia de bens e servi¢os, quem anteapasumo esta disponivel para devolver
uma quantidade maior de bens e servigcos. Esteipionfustifica uma tendéncia secular
positiva para taxa de juro real. No entanto, esteipio faz com que em periodos em que se
prevé uma diminuicdo do produto, a taxa de jurbseg negativag.g, quando ha periodos
de guerra).

i) Taxa de inflagda Os pregos dos bens e servigos variam ao longerdpd, uns
aumentando e outros diminuindo. O aumento do pregdio (que se traduz num aumento do
Nivel Geral de Precos) denomina-se por inflacéoamtffica-se como uma taxa anual. Se, por
exemplo, a taxa de inflagdo prevista para o préxamo for de 2.8%/ano, se eu adquiro hoje
um cabaz por 100€, para poder comprar 0 mesmo daoaz a um ano terei que desembolsar
102.80¢€.

Tendo eu uma soma de dinheiro que permite compnazalbaz de bens e servigos, se

eu emprestar essa soma, havendo inflacdo, quandedmbolsado, preciso de uma soma
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maior para poder comprar esse mesmo cabaz. Ené&a ae juro tera que incorporar a taxa
de inflag@o para corrigir a desvalorizacdo mongtari

A teoria econdmica e a evidéncia empirica afiangama componente da taxa de juro
que corrige a subida média dos pregas, @ inflacdo) ndo tem relevancia na afectacdo dos
recursos escassos o gue justifica que as politicaetarias da Zona Euro sejam no sentido
de, em média, haver um aumento do nivel geral tigop de 2.0%/ano.

iii) Compensacao de potenciais perdas - o riscA taxa de juro também compensa
nao existir conhecimento publico e perfeito do gaeacontecer no futuro. Entdo, o agente
econdémico tem que acautelar as contingéncias gtlar exemplo, os automoveis tém 5
rodas porque existe uma probabilidade razoavetdetecer um furo num pneu.

a) Incumprimento do devedor.Quem empresta tem a convic¢cao de que o devedor
respeita as obrigacfes assumidas. Isto €, que feidinemprestado no presente sera
devolvido no futuro acrescido dos juros. No entantan sempre iSSO aconteeeg, mesmo
gue o devedor seja sério, quando o0 seu princigaloaé o trabalho, se morrer ou ficar
invalido ndo pode cumprir as suas obrigacoes).

Em termos simples, podemos modelizar o risco conpoobabilidade de o capital
mais 0s juros nunca serem devolvidos. Neste mdtieflo ou nada” que € denominado na
teoria econdmica pdptaria, existe a probabilidade de o devedor ndo cumprir o acordo
(havendo perda total) e a probabilidade complemdiitap) de o cumprir. Sendo que se
pretendemos uma taxa de juro sem risco,deremos que emprestar o capWala taxa de
juro R de forma a recebermos, em média (em tersesrados), a quantidadé

VI =0x p+Vix(1+R)x (1- p)

Supondo que queremos receber ndo soO o capital staghoecomo a taxa de juro real e
a taxa de inflacdo, enta® sera acrescido de uma componente de forma a qapital
recebidoVf seja igual ao que receberiamos sem rigcs, (1 +r). No caso de haver o rispo
de incumprimento total teremos:
a+n
1-p)

Por exemplo, se pretendermos uma taxa de juro rmrsem risco de 2%/ano e

Vix (1+R)=0x p+Vix 1+1)x (1-p) = (+R)=

houver uma probabilidade de 2.5%/ano de o dinHeinuros) nédo ser devolvido, a taxa de
juro para cobrir este risco tera que ser 4.615%/&no termos correntes falariamos de um
Spread de 2.615 pontos percentuais. Como 0s agecd@®micos Sa0 avessos ao risco, a

componente da taxa de juro que cobre o risco teF&er ainda superior a 2.615p.p.
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Vejamos outro exemplo. Um individuo empresta 1deeprrido um més, recebe uma
determinada soma de dinheiro que antecipa s6 gar g®muma carta retirada do baralho for
um Rei. Como a probabilidade de ndo sair essadépcarta € 12/13 = 92.31%, a taxa de juro
acordada resolveA=0x 9231%+ Ax (1+ R)x (1- 9231%) < R=1/(1-9231%)-1 pelo

que tera que ser 1300%/meés.( no contrato estar previsto receber, em casoakssa, 13€).

b) Erro na previsdo da inflagdo.Quando num contrato € prevista uma taxa de juro
nominal, apesar de apenas a componente real ®rangia econdmica, existe erro na
previsdo da taxa de inflacdo que € tanto maior tquaraior for a taxa de inflacdo (é uma
evidéncia empirica). Entdo, existe o risco de a @ juro real ser diferente da antecipada.
Esta € a principal razdo para que 0s bancos cetérgiam como mandato a estabiliza¢do do
nivel de precos.g., uma taxa de inflagdo baixa, proxima dos 2%/ano).

Uma forma de ultrapassar o risco de previsdo da texinflacdo € a taxa de juro
contratada ser variavel. Por exemplo, contratatagaade juro real (e a taxa de risco) e deixa-
se para o fim do contrato a determinacédo da “co@i@enonetaria” (o que foi usado durante
muitos anos no Brasil). Como as condi¢cdes de merpadem obrigar a alteragdes na taxa de
juro real, outra modalidade muito seguida em Paitaga taxa de juro ser a EURIBOR (que
inclui a taxa de inflacdo e a taxa de juro real sisgp) média do periodo anterior mais um
Spread que traduz a taxa de risco do cliente (hormalmemeada em pontos percentuais
acima da EURIBOR). http://www.euribor.org/defautitoh

Taxa EURIBOR. E uma sigla que representa a taxa de juro a gbaras sem risco
(first class credit standijgemprestam euros entre si (também denominadoqu#ncia de
liquidez). A informacéao € recolhida (pelas 10h48) pm painel de 44 bancos representativos
do mercado do Euro sendo a Caixa Geral de Depdasitmsbro desse painel. Apesar de o
prazo dos empréstimos interbancarios ser de 1,2samanas, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8,9, 10, 11
ou 12 meses, a EURIBOR é uma taxa anualizada X% ao ano), havendo uma para cada
prazo. A titulo ilustrativo, apresento na Fig 1.8valucdo da EURIBOR média diaria para o
prazo de 6 meses, anualizada, entre 1 de Jane@0&ee 30 de Abril de 2010. Apresento na
Fig. 1.4 a evolugdo da EURIBOR com o prazo dos éstipnos (nos dias 30-6-2008 e 30-4-
2010). A variacdo da taxa EURIBOR com o prazo tewemcom a antecipacdo que 0S
agentes economicos fazem da evolugdo do mercad® gnoela taxa de juro vai perdurar

durante a vigéncia do contratog, durante seis meses).
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Como a EURIBOR quantifica a taxa de juro de empnést entre instituicbes sem
risco, esta taxa apenas incorpora a taxa de inflpgdvista pelos agentes econémicos e a taxa
de juro real de mercado razdo pela qual nos costiatiexados a EURIBOR com agentes
econdmicos com risco, é acrescentada a EURIBORpamt®la para cobertura do risce,,
um Spread e.g, 1.25pontos percentuais Para valores pequenos Spreadtemos ogontos
basecomo partes por 10008,g, dizer que Spreadé 75pontos baseé equivalente a dizer

que € 0.75 pontos percentuais.

EURIBOR-6meses, pp
5,0

A
p ///\/\f
4,0 - \
3,5
3,0 - \
25
2,0 \
" S
1,0
0,5 ‘ ‘ ‘
1-Jan-07 1-Jan-08 31-Dez-08 31-Dez-09 Data

Fig. 1.3 — Evolucédo da EURIBOR a 6 meses entre-260 e 30-04-2010
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Fig. 1.4 — Evolugéo da EURIBOR dos dias 30-6-2@38dla da esquerda) e 30-4-2010
(escala da direita) com o prazo do contrato

Taxa de desconto do banco centraA quantidade de moeda em circulacéo, e a sua
taxa anual de aumento, € uma decisao politica. @@uanmenta a quantidade de moeda em
circulacdo nao existe nenhum efeito positivo naneocta mas apenas um aumento dos

precgosj.e., ocorre inflagéo.
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Teoria Quantitativa da Moeda: referente a um ano, a quantidade de bens e sgrvico
produzidos)Y, vezes o pre¢d, (i.e., 0 produto nominaY.P) é igual & quantidade de moeda
em circulacdoM, vezes a velocidade média de circulagdo da moéda.e., em quantas
transaccodes entra cada nota nesse ano):

Y.P=MV

Na Zona Euro, em Margo 2010 a quantidade de eurosieulacdo é de 818.2G€
correspondendo a 36.34% do PIB nominaljw.ecb.int pelo que a velocidade de circulagéo
do Euro é cerca de 3 transacc¢des por ano.

Resulta directamente da teoria quantitativa da mage a taxa de inflacdo é igual a
taxa de crescimento da quantidade de moéd&M, mais a taxa de crescimento da

velocidade de circulacaAyV/V, menos a taxa de crescimento do produto ASEY:

AP _AM AV _AY
P M V Y
Esta relacdo obtém-se diferenciando e dividivide= M.V:

AYP+PAY _AMV +M.AV
PY MV

A velocidade de circulagdo da moeda €, a médiodqmgzo, estavel. Assim, para

A(Y.P)=AMV) = AY.P+PAY =AMV +M AV o

haver estabilidade de pregos, a quantidade de mesdairculacdo deve aumentar na
propor¢cdo do aumento do produto mais a taxa daci@d objectivo. Se, por exemplo, a taxa
de crescimento do produto é de 3%/ano e se sengectana taxa de inflagdo proxima de
2%/ano entdo, o banco central emite 5.06% de moadapor ano. A moeda emitida tem um
custo de producdo que € relativamente pequeno dibterbanco central um lucro (que se
denomina podireito de senhoriagen).

Em termos tedricos e empiricos é certo que a géerda quantidade de moeda em
circulagdo apenas altera proporcionalmente os preéconduz um aumento do produto
nominal mas nao é claro como o faz em termos ngora@micos. Como um aparte, o
conceitokeynesianade multiplicador do investimento autonomo, abre eaminho para a
ideia, actualmente associada com a esquerda, de gusmento da quantidade de moeda em
circulacdo também possa induzir um aumento do poodeal. O raciocinickeynesiano
preconiza que o0 ajustamento dos precos induzido a@mnento do rendimento nominal é
lento de forma que a cadeia de transacc¢des fazjoemam aumento da quantidade de moeda
induza efeitos reais na economia.

Apresento na figura 1.5 o trajecto da taxa de ¢gafbeportuguesa na passagem de uma
taxa média de 22.3%/ano (década 1975-1985) pambjentivo de 2%/ano. Na década 1985-
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1995 (governacao do Prof. Cavaco Silva), a trajectie desinflacdo induz a ideia de que o
objectivo tracado foi a taxa de inflagdo dimineim média, a uma taxa de 20% por ano (linha

a amarelo).

30%

m _/./'\
25% 7\ _\/ \
20%
15% - k
10% ﬂ}/\
5% - | \

0% T T T !
1975 1980 1985 1990 1995

Fig. 1.5 — Processo de controlo da inflacdo poesguwna década 1985-1995

Depois de um periodo de taxa de inflacdo elevadagentes econdémicos néo
acreditam que o Banco Central, BC, tenha forcaipalsuficiente para garantir a anunciada
diminuicdo da taxa de inflacdo (principalmente oslisatos) pelo que, o BC tera que,
parcialmente, acomodacdo a taxa de inflacdo doaaterior para neutralizar os aumentos
nominais dos salarios. A ndo acomodacao levarrm aumento incomportavel do salario real
e a uma queda abrupta de liquidez na economia tegaeefeitos negativos no emprego e no
produto. Quando ocorrem mudancas da denominacdmodala a diminuicdo da taxa de
inflacdo pode ser mais rapida coneoy, no Brasil que passou de 29.3%/més em 1994 para
1.2%/més em 1996 mantendo-se desde entdo infedidf&més (dados da Banco Mundial).

Em termos de controlo da liquidez no curto praamam-se necessarios instrumentos
mais rdpidos que a emissdo de moeda. Assim, o besmimal da zona monetaria (por
exemplo, o BCE para a Zona Euro) pode absorveidiéguf.e., aceitar depdsitos) ou ceder
liquidez {.e., emprestar dinheiro) aos bancos comerciais quejocotermediarios, a
transmitem a toda a economia. Para desincentiveaisos de recorrer ao BCE como fonte
de financiamento de longo prazo (e nao por sesspraadpara cobrir o risco), o BCE tem
uma janela de descontocom umspreadde 1 ponto percentual (podendo ser ligeiramente
menor): se, por exemplo, o BCE fixar a taxa de [guee denomina como taxa de desconto)
em 4%/ano, entao aceita depdsitos a taxa de 3.6%/ampresta dinheiro a taxa de 4.5%/ano
garantido por “activos bons” (os activos usadosaaniaterais terdo que ter pelo menos A de
rating). Além disso, os bancos ndo podem usar sistemait 0 BCE para a obtencéo de

liquidez porque, num sistema LIF@st in, first ou} de contabilizacdo dos créditos, ao fim
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de um determinado prazo, a taxa de juro aumentaaao estas duas razdes (a necessidade
de dar garantias boas e a taxa de juro ser crescent 0 prazo), a taxa de juro do BC é

normalmente inferior a EURIBOR ndo sendo usado cowhexador do mercado de crédito.

pp
5,0 /\/\/J’"—/\\EURIBOR—6m
4,0 Lo I
_,—' BCE+ — \

3,0 - | \

— BCE- \
2’O 7 Hf\
1,0
0,0 : T T
01-01-2007 01-01-2008 31-12-2008 31-12-2009 Data

Fig. 16 — Evolucao da janela de desconto do BCE entre 200Y e 30-04-2010

Em vez de mudar a taxa de juro e esperar que addpaceitem ou cedam liquidez, o BC
pode ainda fazer operacbes de mercado abepen(markef) em que, para aumentar a
liquidez da economia, leiloa a compra de obriga¢@egivida publica comating superior a
A) “vendendo” euros e, para diminuir a liquidez|da a venda de obrigagbes “comprando”
euros.

Apesar de a taxa de inflagédo ter sido tendenciakneagativa nos séculos em que o
ouro foi a moeda em circulacao, tal ndo € acongellorque torna a dindmica dos precos
erratica. Isto acontece porque nos periodos dacéndl negativa ha um entesouramento da
moeda que induz oscila¢des rapidas na sua velecdadirculacdo e, consequentemente, no
nivel de precos. Por esta razdo, 0 mandato do B@rger a taxa de inflacdo estavel em

redor dos 2%/ano.

Agéncia N.° de classes| Melhor classe | Pior classe
Fitch Ratings 9 AAA D
Moody's 21 Aaa C
Standard & Poor's | 10 AAA D

Tabelal.l — Notacdes dating para obrigacdes de longo prazo

Proporcionalidade do tempo.
Como as questbes econdmicas justificativas da éexit da taxa de juro sao

proporcionais a distancia temporal que o0 agente@uo adia/antecipa o consumo ou
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empresta/usa o capital, entdo a taxa de juro peoXimadamente proporcional ao tempo do

contrato.

Resumindq a taxa de juro nominal r, vird dada pela composicéo de trés parcelas: a
taxa de juro real, R, ataxa de inflacaq 77 e ataxa de incumprimentaq p:

1+r =1+ R)x (L+71)/(1- p)

Por exemplo, para uma taxa de juro real de 2%/ama, taxa de inflagdo prevista de
1,6%/ano e um risco de incumprimento previsto ddaB# teriamos uma taxa de juro
nominal der = 6.84%/ano:r =102x 1016/097-1. A taxa de juro sem risco seria de
3.63%/ano, r =102x 1016—- 1 e o spread para cobertura do risco seria de 3.21 pontos
percentuais, 6.84%/ano — 3.63%/ano.

Para valores de R, 77e p pequenosif., proximos de zero), é aceitavel aproximar a
taxa de juro nominal pela soma das parcelas (ad@yaro real mais a taxa de inflacdo mais a

taxa de incumprimentoy: =R+ 7n+p.

Ex.1.2. Determine a taxa de juro a cobrar quando a taXardereal pretendida de
1.80%/ano, a taxa de inflacdo prevista € de 2.808b/@ a probabilidade de incumprimento
prevista € de 3.50%/ano.

R. Seria aproximadamente 1.80%/ano + 2.80%/ano /@&t = 8.100%/ano e, em
temos exactos, (1 + 1.80%/ano) . (1 + 2.80%/afib)43.50%/ano) — 1 = 8.446%/ano.

Quando somamos taxas de juro, falamos em termgmui®s percentuais Neste
exemplo, a taxa de juro real € 1.800 por centoremaaque se acrescentam 2.850 pontos
percentuais para corrigir a inflacdo e @preadde 3.796 pontos percentuais por precaugao

face ao risco.

Ex.1.3. Uma determinada instituicdo de crédito usa a ¢écdeCredit Scoring na
determinar da probabilidade de incumprimento. Salbao efeito das trés varidveis
relevantes (ver tabela), sescore< 80, ospreadsera de 0.75 p.pi.€., pontos percentuais), se
80 < score< 120, ospreadsera de 1.75 p.p. enquanto quessere> 130, o banco ndo
concede crédito. Determinespreadpara um casal que ganha 2000€/més, tem um patamoén
de 100M€, um tem 26 anos e outro 30 anos, e preteedir 175M€ para comprar uma casa
avaliada em 250M€ (que custa 225M€). Assume-se prestacdo mensal de 6€ por cada

mil€ de empréstimo.
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Variavel Score

PJA: Proporcao dos juros e amortizagdes no rendoweansal | p = 100PJA

PDP: Proporcéo das dividas no patrimonio p = 25PDP

IM: Idade média do casal p=IM
R. Como oScorep = 100x6x175/2000 + 25.[175/(50 + 250)] + 28 = 9Bsta no intervalo
180, 130], oSpreadsera de 1.75p.p.

A personalizagdo das condi¢Bes do crédito (usamiespreaddiferente para cada

cliente em funcdo do sescoring € um instrumento de gestdo de risco muito utibzaos

contratos de crédito.

1.2 Capitalizacao

As taxas de variacdo de que a taxa de juro € ummresao referidas a uma unidade
de tempo, normalmente um ano. Por exemplo, umadex@aro nominal de 5%/ano. Se a
duragdo do contrato for de varios anos mas os joresn pagos no final de cada ano, como
estamos sempre a voltar a situacdo inicial, naguaquer problema algébric&sta é a
situacao dita normal

Se 0s juros sao pagos apenas no fim do contrafimrae cada ano o devedor passara
a acrescer a sua divida os juros que nao sdo pemutalizando-os. Neste caso, ao fim de
cada ano, acrescentam-se 0s juros ao capital edadpelo que havera lugar ao pagamento

de juros dos juros vencidos. Estamos em presengidgudgao dita capitalizada

1) Capitalizacdo simples

Na capitalizacdo simples, apesar de os juros irelando em divida, ndo se
consideram os juros sobre os juros vencidos nodéncada ano. E uma situagéio intermédia
entre a situagéo dita normal e a situacao ditaalggaida. Apesar de ser uma aproximacao, faz
sentido a sua utilizacdo por ser simples de cal@jlpara taxas de juro pequenas e prazos
pequenas, fazer uma diferenca diminuta para acatarcapitalizacdo composta.

Sendo que é acordado um empréstimy dmidades monetarias duram@eriodos a
uma taxa de juro (por cento) por cada periodo, com capitalizacagpkss apenas no fim do
tempo contratado é que se calculam os juros mighipdo 0 nimero de anos pela taxa de juro
anual;j =n.r. No final do prazo a divida seM(1 +n.r).
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Ano | Capital inicial | Juros do ano Capital final

1 V V.r V+Vr=V.(1+r)

2 V.(1+) V.r V.(1+H) + Vr=V.(1 + 2r)

3 V.(1+ 2r) \.r V.(1+2r)+Vr=V.(1+3r)
n V.(1+(n-1)r) | V.r =V.(1 +n.r)

Tabela 12. — Capitalizagao dita simples
Ex.1.4. Foi acordado um empréstimo de 10k€, dez mil, an@sad taxa média
EURIBOR a 3 meses acrescida de spneadde 2 pontos percentuais e que 0s juros seriam
pagos no fim do prazo acordado, capitalizados dmdosimples. Sendo que durante a
vigéncia do contrato a média da EURIBOR foi 3.75896/ 4.217%/ano e 4.765%/ano,
respectivamente, determine qual a quantia a pagfamndo contrato.
R. Os juros serdo 10k€5.754% + 6.217% + 6.765%) = 1873.60€ e o total 44873.60€.

Ex.1.5. Foi acordado um empréstimo de 25k€ a 3 meses a dax3.760%/ano,

capitalizacdo simples, determine qual a quantiagapno fim do contrato.

R. Os juros serédSOOO@ =235 e o total sera 25235.00€.

i) Capitalizagdo composta

Esta € a forma correcta de calcular os juros. Sgunéoo contrato prevé que 0S juros
apenas sdo pagos no final do periodo do contratépe calculo dos juros deve incluir os
juros dos juros gque entretanto passaram a estalivéda (e que passaram a ser capital). Se é
acordado um empréstimo Yeeuros que sera devolvido ao fimmperiodos acrescido de um

juro a taxa de (por cento) por cada ano, entdo o capital em diaidnenta a cada ano. Para o

caso da taxa de juro ser igual em todos os armresnos:

Ano | Capital inicial | Juros do ano Capital final Taxa de juro
acumulada

1 V +V.r =V.(1+r) A+r)—-1

2 V.(1 +1) +V.(1+0)r |[=V.(1+1).(1+71) (L+r)°-1

3 V.(1 +r)° +V.(L+0)%r [=V.(1+0).(L+r).(L+r). | (L+r)°-1

n =V.(1+r)" (1+n)"-1

Tabela 1.3 — Capitalizacdo composta com taxa degjnual constante
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Ex.1.6.Calcule o total a pagar num empréstimo a 5 anoguao capital emprestado
é de 2B€, a 5%/ano, juros a pagar no fim do periodo copitalizacdo composta. Determine
a taxa de juro dos 5 anos e compare com a capitalizsimples.

R. O valor final a pagar sera de 25000.(1 + 5%)31907,04€. A taxa de juro da
duracéo total do contrato serd (1+5%) = 27,628% enquanto que com capitalizacdo ssnple

seria 5% = 25% e o total a pagar seria 31250€.

Ex.1.7.Calcule, com o auxilio do Excel, o Ex.1.4 com taj@acdo composta.
R. O valor final a pagar sera de 11992.78€. Vou fagea conta corrente em que
acrescento no fim de cada ano os juros a dividaeBlalucdo deste problema escreviamos as

férmulas D2: =B2*C2; E2: =B2+D2; B3: =E2 e depoipi@Avamos em coluna:

A, B € D E
1 |Ano Divida inicial Taxa juro anual Juros Divida final
1) 10.000,00 € 5754% 5754D0€ 1057540 €
2 1057540 € B217% | BS7 A7 € 1123257 €
d MZ23287 € 6,765% FH2A0€ 1199270 €

=

Obteria 0 mesmo resultado se capitalizasse a soenaimheiro directamente,
=10000%(1+0.05754)*(1+0.06217)*(1+0.06765)

No caso de termos mais que uma parcela sera eentigalisar uma conta corrente
onde vamos calculando o saldo no inicio e fim diagaeriodo ou capitalizar cada parcela e

somar todas as parcelas capitalizadas.

Ex.1.8. Durante o ano, um individuo no inicio de cada nf&s os seguintes
movimento bancario: +250; +100; —-50; +125;— 15(B3:2-350; —25; —10; +50; 0; —200. Para

uma taxa de juro constante de 0.165%/més, detemrsa&lo da conta no fim do ano.

R. Langava 0s movimento A B C D E F

1 | Twdur 1,993% por ano

numa folha de Excel (coluna B) |z 0,165% por més
; 3 Més Depdsito |Saldo Inicial |Juros  [Saldo Final |Capitalizado
construia uma conta corrente ong 4 1] 25000€]  25000€ D41 €] 25041 €] 255006
) 5 2] 10000€]  35041€[ 058 € 3\099E[ 10153 €
calculava os juros més a més (colur & 3| S000€] 30099€] 0S0€[ 301496 E0A3€
7 4] 12500€] 406A9€[ N70€E| 427 19€[ 1267 €
C, D e E) ou capitalizava cad a 5| -15000 €]  27719€| DA6€[ 277G5€[ -15199¢
] B| 25000€| &27F5€| 057 € 52052€[ 25200€
movimento ao fim do ano (coluna F)| 10 7]-35000€]  17852€] 029€] 17881 €] 35348 €
11 B 2500€] 15381€[ 025€ 15407 €[ 2521 €

somava todos os valores capitalizad 12 9] -1000€] 14407 €] D24 €[ 14431€ 1007 €
13 10| S000€] 19431 0326 194636 £025¢
(célula F16). O resultado seria |14 11 000€ 194F3€ 032€ 194095€ 000 €
15 12| 20000€] 39495 0p5€ 39560€ 20033 €
mesmo, 395.60€. 18 395,60 €

Anualizo a taxa de juro mensal capitalizando-a £28es, B1: =(1+B2)"12-1;
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Conta corrente:
C4: =B4; D4: =C2*B$2; E4: =C4+D4 e copiava até @1Ek15;
C5: = B5+E4 e copiava até C15; O resultado est& £tn
Capitalizacao:
F4: = =B4*(1+B$2)"(13-A4) e copiava até F15; O femilo esta em F16: =sum(F4:F15).

Ex.1.9. Um individuo emprestou 1000€ no inicio do ano1D@0€ no inicio do ano 3
e recebeu 2500€ no fim do ano 1@.( inicio do ano 11). Calcule, com o auxilio do Hxce
qual a taxa de juro implicita no contrato (capr@tido composta).

R. Em termos capitalizados, resolva {000%(1+)*° + 1000*(1+)® = 2500} que n&o
é explicitavel. No Excel escrevo a formula C2:2*8+E$1)"(11-A2) e copio-a para C3;
C2: = SUM(C2:C3) e uso a ferramer@aal Seek para fazer a célula C4 igual ao valor 2500
pela alteracdo da célula E1, onde coloco iniciatmemma taxa de juro qualquer. Resulta
2.507%/ano como taxa de juro implicita no contrato.

A | B | C . b | E | F [ @G
1 |Inicio do ano “alar Fim do ano 10 Taxa de juro! _ 3,000% par ano
2 1 1000 1343916370 Feepemy 2| x]
3 3 1000 1266770051
4 11 2610 686461 Sebcell: $O44 =
5 T walue: |2SDD
g By changing cell: $E$1 =
g
g (0] 4 I Cancel |
n

Ex.1.10.Num plano de poupanca a 5 anos, um individuo d@p®2S00€ no momento
de abertura da conta e 250€ no inicio de cada wrb8laneses seguintes. Para uma taxa de

juro de 0.25%/més, determine numa conta correstddo no final dos 5 anos.

Preenchia A com edit+prencher+serig a = c O £
B2: 0.250% 1 | Txdur 3,042% por ano
2 0 ,250% por més
B1l. =(1+B2)"12-1; 3 [Més Depdsito [Saldo Inicial [Juros Salda Final
4 112.50000€) 250000€ B2R€ 280625 €
C4: =B4, C5: = B5+E4, 2] 2B000€) 27EE25€  BAI€ 2TVEI M€
- —Eo* . R B2 9] 25000 €)18.472 62 € 46,158 € 18518580 €
D4: =E2"B3$2; B4: =C4+D4 B3 B0] 25000 €) 1576880 € 4692 € 18.815,72 €

Periodo de tempo fraccionarioNa tabela 1.2 usada para obter a expressao dddaxa
juro acumulada de forma composta, o0 numero de @notiro. No entanto, como a funcéo

poténcia € uma funcéo real de variavel real, emdermatematicos, podemos extrapolar o
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conceito de capitalizacdo akeanos para apenas uma fraccdo do ano. Por exesepldo a
taxa de juro de 5%no, se o empréstimo durar apenas 3 meses, adgueodio contrato sera
(1 + 5%§2°— 1 = 1.227% (supondo que 3 meses corresponde®a00s).

Ex.1.11.Num empréstimo de 100k€ foi acordado o pagamesetusal de juros a taxa
média do ultimo més da EURIBOR a 3 meses e o ¢apenas no fim do prazo acordado.
Supondo um més em que a taxa de juro foi de 5.78%pfuanto foi pago de juros?

R. A taxa mensal sera (1 + 5.735%)— 1 = 0.4658%= 465.80€ de juros.

Ex.1.12. Num empréstimo a 5 anos, foi acordada uma taxpurdetotal de 25%.
Supondo que 0s juros sdo pagos trimestralmentésguéaa taxa de juro trimestral?

R. Um trimestre serd 1/20 do periodo total do cootp¢lo que a taxa de juro
trimestral sera dada por (1 + 25%)— 1 = 1.122%/trimestre.

Valor Futuro = Valor capitalizado. Quando se empresta uma soma a uma
determinada taxa de juro anueld, 1000€ a 4% ao ano), no future.q, daqui a 10 anos),
essa soma estard maior (no caso, x(DM%)° = 1480.24€). Denominamos essa soma
maior que resulta de capitalizar os juros como tNRuturo dos 1000€. O Valor Futuro,
para taxas de juro positivas, sera maior que a \aalal.

Como os recursos financeiros disponibilizados eeniogdos diferentes nao sao
comparaveis directamente, o conceito de Valor Butumuito importante porque permite
referir todos 0s recursos a um mesmo instante MpaeAssim, € possivel comparar e até
somar quantidades de dinheiro disponiveis em itegadiferentes capitalizando-as a um

mesmo instante de tempo futuro (rever o Ex.1.9).

Ex.1.13.Uma tias propdem-se a dar-vos agora 1000€ ou 1808&do acabarem a
licenciatura. Supondo uma taxa de juro de 10%/qual, a soma de dinheiro mais apetecivel?
R. O valor futuro dos actuais 1000€ daqui a 3 anté 580x(1+10%Y = 1331€ que

€ maior que os 1200€ que entdo receberdo. Ent@onathor receber os 1000€ ja.

Ex.1.14.Foram colocadas a venda obrigac6es do SCP den@ioinal de 5.00€ que
no mercado foram adquiridas por 4.05€. SupondoogB€EP resgata a obrigacéo ao par, (
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paga os 5€) daqui a 3 anos ndo pagando mais qualcpertanciaice. o cupdo € zero), qual
€ a taxa de juro desta aplicacao?

R. Os agentes no mercado assumem uma equivalénmaoevdlor futuro dos 4.05€ e
os 5€ que serdo recebidos daqui a 3 anos. Entdcaxa dte juro resolvera
{r :5= 405.@+r)°} - r =1.234568° -1 — r = 727M6/ano.

Ex.1.15. No sentido de comprar um apartamento daqui a §,am individuo fez
hoje um plano de poupanca em que deposita no ideicada més 1000€ durante 60 meses.
Supondo gue a taxa de juro é de 4%/ano, determvadoo futuro daqui a 5 anos deste plano

de poupanca.g., quanto dinheiro tera no fim dos 60 meses)?

R. Vou no Excel calcular o valor futuroi.g, A B C
1 |Tx Jura 4% par ano
0,327 % por més

capitalizado) de cada entrega e depois somo asgasttodas. |
3 |[Més  [Depésito|vF
4
5

Inserir a série dos meses na coluna A escreveraio ! 3 1000] 1216 65

2 1000 1212 68

L L o _ ) B2 59) 1000|1006 56
Série, Série nas colunas, tipo linear, incrementurite 60. B3 g0l 1oo0| 100327

B1: = 4% B4 Walor futuro total | 66395,68
B2: =(1+B1)"(1/12)-1

C4: =B2*(1+B$2)"(61-A4) e copiar em coluna;

C62: =Soma(B4:B63)

Se fizer uma conta corrente, resultard o mesma fiakd.

A4, seleccionar A4 e usando o comando Editar, hemn

1.3 Desconto — Valor Actual ou Valor Presente

Na apresentacdo da capitalizacdo composta jo calculo do Valor Futuro de uma
soma de dinheiro) esta implicito que o nimero déges do contrato de empréstimo pode
ser um numero real qualquer. Entdo, podemos tenimero negativo de periodos. Neste
ponto vamos ver qual o significado econdmico derdoglo de tempo ser negativo.

Quandoo n € positivg representa a distancia temporal entre o insgargsente em
gue é feito o empréstimo/depdsito e o instanterduéuim que é pago o reembolso do capital
mais o0s juros. Se.g, emprestamos 100€ em 1-Jan-2009 a uma taxa dé%atano, em 1-
Jan-2029, temos igual a 20 pelo que vamos receber AN05° = 265.33€. See.g,
emprestamos 500€ em 1-Jan-2010 a uma taxa de $araodano, em 1-Abr-2011, temos

igual a 1.25 pelo que vamos recebers8004" % = 525.12¢€.
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Quandoo n é negativq representa a distancia temporal entre o pregenieque é
pago o reembolso do capital mais os juros) e oaimst passado em que foi feito o
empréstimo. Por exemplo, se receber 100€ em 1J&h-2 uma taxa de desconto de 5% ao
ano, tive que depositar no ano de 1991 o monta@@x11052° = 37.69€. Em termos
algébricos, em vez de um numero negativo de pesipdseso dividir pela taxa de juro: 100 /
1.05° = 37.69€.

Quando tenho tempo negativo € normal denominarxa the juro (ou taxa de
capitalizacdo) por taxa de desconto (por a somamaais pequena).

O n negativo também permite encontrar uma equivaléemiee o capital que vou ter
disponivel no futuro e o que teria que ter no terppsente para ficar indiferente entre as
duas situagfes. Por exemplo, no meu emprego, vebee daqui a dez anos 100€ de prémio
de bom desempenho pelo que, para uma taxa de tesl®6% ao ano, em termos de valor
presente, esses 100€ s&o equivalente a ter ago€ax1D06'° = 55.84€. Se eu depositasse
55.84€ agora e os capitalizasse a taxa de 6%/agaj d 10 anos terei 100€.

O Valor Actual (ou presente) tem a mesma potenlzidé que o Valor Futuro quanto

a comparacdao de valores que estdo disponiveisstanias de tempo diferentes.

Ex.1.16.Um estudante, quando terminar o curso, vai recédemas tias um prémio
de 10k€. Supondo que pensa terminar o curso dagQiamos e que a taxa de desconto é de

5%/ano, qual sera o valor actuia¢( o valor descontado ao presente) dessa soma lugirdin

R. Os 10000€ valem no present® =1000Q(L+ 5%) % = 2313.77¢.

Ex.1.17. Deram-me a escolher receber 1000€ agora ou re680€r daqui a 3 anos
mais 600€ daqui a 10 anos. Para uma taxa de jus&od®no, o que sera preferivel?

R. Para comparar as verbas tenho que as colocar sman@stante de tempe,q,
calcular o valor actual das duas parcelas que &(656%)> + 650<(1+5%)° = 960€. Como

960 € menor que 1000, sera preferivel receber @3€l@gora.

Ex.1.18.Um sortudo ganhou numa lotaria um prémio e detsral escolher receber
350k€ agora ou 1000€ no fim de cada més dos pré&bfoanos. Determine a taxa de juro
implicita nesta opcao.

R. Vou descontar cada um dos 1000€ ao presente (tarpbéia fazer uma conta

corrente), soma-las e aplicar a ferramenta atotgjctivo.
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iy B B ] E F ] o
1 | Tsdur 2 500% por ano
2 0,206% por més Atingir objectivo .
3 |Mensalida 1.000 € E]EJ
4 | 344 23017 € | Definir a célula: S04 B
5 Més Depdsito Descontado P lor: W
B 1| 100000€ og7odd |
7 2 100000 € 09599 £ Por alteracio da célula: $E$1 ===
B04 A99 1.00000 < 291 B4 €
! ! [0 4 C |
BOS EO0| 100000€| 29094 € | _concelar_|

B2: =(1+B1)"(1/12)-1; B6: =B$3; C6: =B6*(1+B$2)"-A€4: =SOMA(C6:C605)
O resultado € 2.415%/ano. Se adoptasse outro festd@ tempo qualquer e
descontasse/capitalizasse cada uma das parcelaseairstante de tempo (incluindo a

capitalizacdo/desconto dos 350k€), o resultada semesmo.

Em termos conceptuais, a capitalizacdo e o dessdist@conomicamente idénticos. A
diferenca é que na capitalizagdo andamos parante fr® tempo enquanto que no desconto
andamos para tras no tempo. Assim, trata-se da anegpressao da capitalizacdo composta
mas explicitada em ordem ao capital inicial:

Vf =Vix (@L+r)" Vi=Vf /L+r)"

Ed ~

Vi=Vfx@L+r)™
Ex.1.19.Uma vitima do regimen nazi depositou em 1940 todapital que tinha num

banco. Sendo que esse banco foi obrigado a devole@pital depositado acrescido de juros a

taxa de 3.5%/ano e a familia recebeu 1M€ em 2004,tqra sido o capital depositado?

R. Descontando 1M€ de 2008 para 194G; —68, vemVi =1000000(1+ 3.5%)
96395.38€.

Ex.1.20.Introduzo aqui a ideia (a desenvolver) de que,xceriste inflacdo positiva,
0S pre¢os actuais nominais ndo sao directament@ardneis com 0s pre¢cos nominais do
passado. Em 2010 um café custa 075€. Sendo que tigstos 36 anos a taxa de inflagédo
média foi de 10%/ano, quanto teria que custar erd para corrigir o efeito da inflagdo?

R. N&do sabemos a que dia do ano sao referidos osspmeg® considerando 0 mesmo
dia teremo$ = —36 vindo P74= 0.75(1+10%)"-36 = 0.0243€=4%$86.
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1.4 Pagamento da divida — Rendas

Ja considerei duas possibilidades para o pagaméetama divida. Primeiro,
considerei que sdo pagas prestacoes periddicaspondentes aos juros de cada fraccdo de
tempo combinadae(g, empresto 10000€ a 3% ao ano, recebendo 74.1i€#te) e o capital
é pago no fim do prazo contrato. Segundo, considgi® o capital mais 0s juros sdo pagos
apenas no final do prazo contraéog, empresto 10000€ a 3% ao ano, recebendo 11592.74€
ao fim de 5 anos). Vou agora considerar outra piskide: que sdo entregues prestacdes ao
longo do tempo que correspondem aos juros da fmadedtempo e a uma amortizacdo do
capital de forma que no final do prazo ndo sobmhuam capital para pagar. Este tipo de
pagamento denomina-se penda. Amortizacao também é um termo adequado.

Em termos economicos estilizados, uma renda tremafam determinado stock de
dinheiro (o capital inicial) num rendimento (as gtegbes). As prestacdes podem ser
constantes ou variaveis no valor, regulares owguteges no tempo, podem comecar a ser
pagas imediatamente ou haver diferimento de algarisdos, podem ter duragdo limitada ou
serem perpétua (a expressdo matematica desta temdanteresse na determinacdo da
expressao de célculo das rendas de duracéo linitada

Por exemplo,O Jardel aos 26 anos de idade ganhava muito dinlentdo, poderia
ter constituido um depdsito de 1.5 milhGes de earmeceber em pagamento, a partir dos 35
anos, 600 prestacfes mensais de 5000€ cada (@etga seria de 2.20%/ano).

Podemos emprestar um capital que recuperamosma fie uma renda (g, saiu-nos
a lotaria); pedir um capital que pagamos na formaumha rendae(g, um empréstimo para
comprar casa); pagar prestacdes que recebemosalmé forma de um capitae.g, para
comprar um barco a pronto pagamento); recebergo@ss que pagamos no fim na forma de
um capital (para podermos viver a custa de umanbargue vamos receber no futuro); ou
receber prestacfes que depois pagamos na formaedtagdes €.g, para financiar os
estudos).

Em termos conceptuais, para compararmos activogstejue referir todos os valores
ao mesmo instante de tempo. Assim, para deterroivator da renda temos que identificar
um instante qualquer de referéncia podendo tercapéalizar umas parcelas e descontar
outras parcelas.

Temos que distinguir periodos de tempo com inssadéetempo. Existe a escala do
tempo que € uma linha continua em que cada pomo i@stante de tempe,g, as 12h00 do
dia 15 de Janeiro de 2010. Um intervalo de tempségmento que medeia dois instantes de

tempo,e.g, o semestre que medeia entre as 12h00 do dia J&a&o de 2010 e as 12h00 do
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dia 15 de Julho de 2010. O instante final de unfoderé sempre o instante inicial do periodo
seguinte. Por exemplo, pagar no fim de 2010 é igygigar no inicio de 2011.

Periodo 1 Periodo 2

| | N
Tempo
I I | I :

Instante 0 Instante 1 Instante 2

Fig. 1.7 — Contabilizacdo do Tempo

Se a prestagdo é paga no inicio de cada periodomilea-se a renda pantecipada
Se é paga no fim do periodo denomina-se a rendappsitipada A existéncia de
classificacdo quando a prestacao é paga no inicrmdim do periodo indicia que ndo sendo

nada dito, a prestacdo sera paga no meio do periodo

Ex.1.21. No sentido de se licenciar, um estudante necessi@renda antecipada
cuja prestacdo mensal é de 300€/més e a durac¢Z® meses. Supondo uma taxa de juro de

5%/ano, utilize o Excel para calcular o valor attlearenda.

R. Vou referir todos os recebimentos ao instar* A B c
temporal zero (inicio do periodo 1). Por exemplo| T  Txlur 5,000% por ano
R _ | 2 Mensalidade 300 €
prestacao do 3° més, por ser antecipada, precisg 3 mas Depdsito |Descontado
4 1| 30000€] 30000€
descontada 2 meses. c ol 30 m0€el 2975 e
B4: =B$2 C4: =B4*(1+B$1)"-((A4-1)/12) e copiava at 39 35| 300,00 € 26021 €
C39; C40: =SUM(C2:C37). Reparar que em vez |40 Valoractualda renda | 10.087,23 €

calcular a renda mensal, utilizei partes fracciasaubs anos, (A4-1)/12.

Ex.1.22.Peguemos no exemplo da hipotética renda diferiddaddel que ja sabemos
o valor actual ser 1.5milhdes€ e apliquemos o Epard determinar a taxa de juro implicita.

R. Haverad uma entrega positiva (+1500M€) e 600 easregpgativas (-5M€). Vamos
calcular o valor presente (no instante zero) de @adcela e a sua soma, o saldo na célula F3,
gue tera que ser zero. Na folha de calculo adaptoag entregas (e recebimentos) acontecem
no principio de cada més (dai, considerar o irdeid21 em vez do fim do més 420).
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A B © D E F €
1 |dade (mé&s) |Entregas |W.A ¥ Juro 2. 204% | por ana
2 312 1500 1500 0,182% [por més
3 421 -5 4,102 Saldo 0000 £
4 422 -5 -4 094
601 1019 -5 -1,384
G02 1020 -5 -1.381
F2: =(1+F1)"(1/12)-1 C2: =B2*(1+$F$2)"-(A2-A$2)cepiava até C602;

F3: =Soma(C2:C602).
Usamos a ferramenta “atingir objectivo” definind® jpara atingir o valor O por alteracédo da

célula F1. A taxa de juro implicita é 2.204%/ano.

Ex.1.23.Uma familia adquiriu uma habitacdo mediante umréstpno bancario de
150mil€ a taxa de juro de 5.5% anual a 50 anosoiBlp prestacdes iguais postecipadas
(pagas no fim de cada periodo), qual a prestac@igaha pagar?

R. Como o capital € recebido no inicio do 1.° mésrenda e a primeira prestagéo €

paga no fim do 1.° més (a renda é postecipadag®osiderar que o capital € recebido no fim

do periodo zero. A | B | © | D | E |
1 |Més Entregas  Wpi Tx-mensal  0.447%
B3: =E$3; C2: =B2*(1+E$1)"-A2 e : 0 150000 150000 Tx-anual | 5500%
) o 3 1 720286 -717 08B0 Prestagdo -720 286
copiamos ambas em coluna até a linha 60 4 2| 720286 713,988
5 3 720286 -710,709
C603: =SUM(C2:C602); B 4| 720286 -707 546
7 5 720286 -704,396
El: =(1+E2)"(1/12)-1. 8 6 720286 -701260
e ... f=a3 5o 720286 -50,424
Uso a ferramenta “atingir objectivo]zgg f97 70905 50199
definindo C603 para atingir o valor 0 porg—ag? 233 ;33322 33322
~ . B2 BO0 720286 -49532
alteracéo da ceélula E3. 5031V 0,000

Resulta que a prestacéo é de 720.29€/més.

Ex.1.24.Vou agora fazer uma conta corrente com uma pi@Estage vai aumentando
ao longo do tempo. Uma empresa investiu 1M€ que dem amortizar em prestagdes
trimestrais ao longo de 10 anos. Porque se preeé mguinicio a empresa tenha mais
dificuldades financeiras, as prestacfes vao aumeénta%/trimestre. Para uma taxa de juro
de 7%/ano, construa uma conta corrente que pedateErminar as prestagdes trimestrais a
pagar.

R. Como o capital é recebido no inicio do 1.° trimeesta amortizacéo € paga no fim
dos trimestres (a renda é postecipada) vou corsidgre o capital € recebido no fim do

trimestre zero/inicio do trimestre 1.
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1
2
3
4
5

4
4

P —

A
Trimestre

B
Amorizacdo

C
Divida. Inicial

D
Juros

E
Divida. Final

1.000.000 £

-25.031.04 €

1.000.000,00 €

1705853 €

985027 49 €

2HEA 38 E

985.027 A9 £

16.854 29 €

975.560 43 €

-29.614 56 £

975660 43 £

16.641 62 €

952.687 48 £

2571 89 €

§3.032.71 €

1.416.42 €

42077 53 €

O (k=D

3
4

279531 €

2077 53 €

TI7 78 €

0,00 €

5 H I
Ty Juro 7 ,000% | por ano
1,706% |por trirmestre
Prest.inicial [-29.031 04 €
T Cr.Prest 1,000% [por trimestre

E2: 1000000; H2: = (1+H1)"(1/4)-1; colocava um vam H3; B3: =H3; C3:= E2,;

D3: = C3*H$2; E3: =B3+C3+D3 e copiamos em coluré@aatinha 42.

B4: = B3*(1+H%$4) e copiamos em coluna até a linha 4

Uso a ferramenta “atingir objectivo” definindo Efara atingir o valor O por alteracédo da
célula H3. Resulta que a prestacgdo inicial € d8293€ e a final de 42795.31€.

Ex.1.25.Vou referir cada prestagdo a um instante de tg@méo ao inicio ou fim de
um periodo) e utilizar a funcdo condigdo, se(cdmicim; ndo). Uns comerciantes de frutas
e legumes numas alturas podem poupar e noutrasCofino, em média, conseguem poupar
325€/més, quando o filho fez 15 anos, pensand@masara de 750€/més quando for para a
universidade, decidiram constituir uma conta pogpaiNuma folha de Excel lancei a data e
0s movimentos (colunas A e B). A taxa de juro qeamdaldo € negativo (taxa de juro activa)

€ de 5%/ano e quando os saldo € positivo (taxardgppssiva) é de 2%/ano.

A, B C D E F & H | J k
1 Data Depdsitos |Saldo.inicial [Tempo(anos) |Juros  |Saldo.final
2 |01-Set05) s00D0€ S0000€ 0076712 | OFE€ 50076 € tx.iuro Activa | 5,00% | par ano
3 | 29-Set05) 28000€ VEOVEE| 0112329 | 167 € 7E243€ 5 Passiva | 2,00% |par ano
4 08-New05) 7E000€ 150243€ 0034932 | 253 € 16504596 €
82 Z23-Jun12| TS000€[ 1075 02€ 0038356 | 201 €] -1.077 03 €
83 | 07-Jul12 5000 € 102703 €[ 0180822 [ -910€[-1.036,13 €
84 | 11-5et-12| 1.035,13 €|Data de liguidacdo da conta
C2: =B2; D2: =(A3-A2)/365; E2: =C2*((1SE(C2>0;J$3;J$2)"D2-1); F2: =C2+E2
C3: =B3+F2 e copiava em coluna até a linho 83; BB2=

Agora que esta compreendido como podemos capifalezsontar as varias prestacdes de
forma a podermos compara-las ou soma-las, vouasrsalgumas expressdes analiticas que

permitem determinar o valor actual de uma rendanstante 0).

i) Renda perpétua

Se a renda durar para todo sempee, fecebem-se sempre prestacdes mas nunca mais
se recebe o capital), entdo em qualquer periodenda vale sempre o mesmo (pois
receberemos sempre 0 mesmo numero de pagamendossfunfinito). Entdo, em termos

algébricos, estamos numa situacdo idéntica a unréstmpo em queno fim de cada
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periodo (.e., postecipada) sdo pagos apenas 0s juros. Se a prestacao aRua éapital
(i.e., o valor actual da renda)e a taxa de jurp, teremos:
P

V=—
r

P:VXr E=S

Podemos confirmar este resultado descontando iagasfprestacfes ao presente que
€ uma série geométrica de razéo ():+

V=P.@A+r) +P.(L+r1)? +...

Podemos fazer um calculo aproximado no Excel. Remelo, para uma prestacao
mensal de 100€, uma taxa de juro de 0.25%/més eduragéo de 2400 meses (200 anos), 0
valor actual da soma de todas as prestacdes €90€.239€ enquanto que o valor tedrico da
renda de duracao infinita é de 4000.00€.

C3: =B3*(1+$B$1)"-A3 e copiava em coluna

A B © D E
1 | Tx.Juro= 0,25% pormés  “WARpem A0000 00
2 [Més F Wil P WA 200an0s | 3990010
3 1 100] 93751
4 2 1001 99502
2401 2399 100 0,250
2402 2400 100 0,250

El: =

B3/BE2: = Soma(C3:C2402)

Também podemos pensar na renda perpétua comopital caie paga uma prestagcao

a cada intervalo de tempo e que ao fim de um detadn prazoe.g, 10 anos, devolve
exactamente o0 mesmo capital.

A B © D E
1 | Tx.Juro= 0,26% pormés  WARperp 40000 04
2 Més P WA P W A 10anos | 4000000
3 1 100 99751
4 2 100 899 502
121 119 100 74,2585
122 120 40100) 29717 934

Se a prestacao for antecipadaeremos que somar a prestacgéao inicial:

Vant= P +Vpost=P +

X ([L+r)=Vpostx (1+r)
r

Ex.1.26.Um agricultor arrendou um terreno por 50€/més parmapre, postecipado.

Supondo uma taxa de juro de 5%/ano, qual seracs petsente do terreno? E se a prestacao

for antecipada?
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R. Calculo a taxa de juro mensal, (1+5%)"(1/12)-1400%/més, e aplico essa taxa
na expressao da renda perpétua postecipada: VDA4680% = 12278.58€. Se for antecipada
teremos um pouco mais: Va = 50/0.404%+ 0.407%) = 12322.58€.

Ex.1.27.Um eucaliptal produz, a cada 10 anos, 12kg#e madeira. Supondo um
preco de 0.03€/kg de madeira e uma taxa de jurd%kano, qual sera o valor actual do
eucaliptal?

R. Calculo a taxa de juro por 10 anos, (1+3%)"10-4:3®%, e aplico essa taxa na
expressdo da renda perpétua postecipada: Vx9(22)/34.392% = 1.05€/m

Se a prestacéo for diferidacomo a expresséo da renda se refere ao valalizefio
ao inicio do primeiro periodo de recebimento destagdes, teremos que descontar a
expressao o numero de periodos de deferimento:

Vdef(n) =Vpostx 1+r)™"

Se a prestacdo for paga no meio do periodeelativamente a renda postecipada, é

necessario antecipa-la meio periodo:

Vimeio= = x @A+r)%°
r

Ex.1.28.Um investimento de 1000€ retorna uma renda peaylb0€/ano a comecar
decorridos 10 anos de realizado. Qual é a taxardelpsta renda?

R. O valor actual da renda infinita no inicio do &9 sera 50/x (1 +r) que temos
que descontar para o presente, 1000 #%QL +r) x (1L +r)° < r = 3.628% (calculei no

Excel com a ferramenta atingir objectivo).

O conceito de renda perpétua parece ndo ter aflicalgrecta ao célculo da
amortizacdo de empréstimos. No entanto é aplicgwahdo no fim do prazo contratado é
devolvido o capital inicial e simplifica a deterragéio da expressdo analitica da renda de
duracao limitada.

Ex.1.29. Uma obrigacdo com o valor nominal de 100€ pagaesiralmente 1€ de
cupdo e o par.e., os 100€) mais o cupao do trimestre final ao fanl@ anos. Determine a
taxa de juro desta obrigagéo.
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R. Como no fim do prazo recebemos o par, aplicamogplessmenteV = PIr -

r =P/V =1/100 = 1%/trimestre> (1 + 1%)"4-1 = 4.06%/ano.

i) Renda de duracao limitada

Com o conhecimento da expressdo da renda perpétemps agora determinar o
valor de uma renda de duracao limitada componds deladas perpétuas, uma a somar e
outra (diferida os periodos de duracdo da rendajosrair. Supondo que recebemos a renda
postecipada (i.e., no fim de cada periodo) enfpeesente e o periodd entdo, o resultado é
equivalente a receber uma renda perpétua a comegaeriodo actualy; = P / r, e pagar
uma renda perpétua diferilaperiodos, descontada ao presafite P /r x (1 +r)™. O valor
actual (.e, no instante 0) da renda postecipada que dura rivdes {.e., recebe-seN
prestacdes) sera dada por:

V=V, -V, :i_P—i—P(1+r)—N :i—P[l— @+ r)—N]

Ex.1.30. Um agricultor arrendou um terreno por 50€/més,opag fim do més
(postecipado), até que o TGV Ihe destrua o ter(eepdaqui a 25 anos). Supondo uma taxa
de juro de 5%/ano, qual sera o valor actual denex?

R. Taxa de juro mensal = (1+5%)"(1/12)-1 = 0.407%/més

V = 50/0.407%x (1 — 1.00407%) = 12278.58€ x 0.7047 = 8648.45€

Se a renda for pag® principio do periodo {.e., antecipada) teremos que somar a
prestacao inicial e subtrair a prestacao final uexuivalente a capitalizar um periods,,
multiplicar por (1 +):

— -(N-1)

V=pPs+ i-a+r)™)a+r)

Ex.1.31.Suponha que o Figo, entre 0s 25 e os 35 anossitiepd 00mil€ no inicio de
cada mésif., 120 prestacdes, antecipadas). Para uma taxaaldgu3%/anoi) qual o valor
que tera na conta aos 35 anos? ii) Suponha qugop €8m essa poupanca, pretende receber
uma reforma de prestacdes iguais entre os 35 aoe$88 anos (600 prestacdes postecipadas
e diferidas 10 anos), de quanto vai ser a prestacao

R. Vamos calcular o valor presente da renda e defmiesyminar o seu valor futuro
daqui a 10 anos (capitaliza-la). Semdo1.03*(1/12) — 1 = 0.2466%/més, vem
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VA= 10k
0.246€%

VF =1040X x (L+ 3%)"° =1397%

(1- (1+0.24686) %) (1+ 0.2466%) =1040X

i) Se fizermos a conta em relagéo ao instante attwamos:

P
0.2471%

Se fizermos em relacdo ao instante em que comagasentacao, teremos 0 mesmo resultado

P
0.2471%

1040k -

(1-103%°)x 103" =0 = 1040k = 23289P ~ P = 4466/ més

1397% - (1-103%)=0 - 1397% =31298P — x=4466%/més

Ex.1.32.Um aforrador deposita no inicio de cada més unantipi numa conta que
remunera a poupanca a taxa de juro fixa de 2%/ano.

i) Suponha que ja depositou 250€/més durante 12€esnequanto dinheiro tem
capitalizado na conta?

i) Fazendo mais 120 depdsitos de 300€/més quaratafcapitalizado?

iii) Para dividir o valor capitalizado numa rendatexipada com duracdo de 180
meses, qual a prestacdo mensal que recebera?

R. i) Calculo a taxa de juro mensal= (1+2%)" (1/12)-1= 0165 % aplico a

expressao do valor actual da renda antecipada ¢aradixa

P 250
r 0.165%

Capitalizo valor actual para o fim do prazo (12Geseou 10 anos)

VF =2723881x (1+ 0163%)'*° =3320395€

VA=

i-a+r)™)a+r) = (1- @+ 0169%) ™) (1+ 0169%) = 2723881

i) Aplico o mesmo raciocinio mais 120 meses e sonapital que ja tinha.

VF =| 3320395+ 300
01634

0

(1- @+ 0169%6) ™) @+ OlGB%))jX (1+ 0169%)"*° =8095087

Recordar que a expresséo da renda faz o calcidewwvalor actualizado ao inicio do periodo
em que se comecgam a receber as prestacdes. Nastesse periodo € o inicio do 121° més.
iii) Vou fazer o céalculo no instante em que comagaforma

P

01650, (1~ @+ 0168%) ™) (L+ 0169%) =8095087 ~ P =51939€/més
.10C.70
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Obrigacdes a taxa fixa

Uma obrigacdo consiste num activo que condensaantiaga inicial (o pregos de
aquisicao) e um ou varios recebimentos futurosmétmente uma obrigacado tem um valor
nominal (denominado o par), um prazo, paga prestaf cupao) e findo o prazo devolve o
par (a remisséo). O preco da obrigacdo pode sermaimenor que o par, dependendo da
taxa de juro de mercado, do risco da entidade enaigsdo valor do cupéo.

Denomina-se por “imparidade” quando o valor dagdy@o cai abaixo do par.

A remissdo da obrigacdo ocorre com 0 pagamentonaiorente, do par, e pode
acontecer em data certa ou em data sorteada. Quantita de remissdo é sorteada, a
estabilidade da rentabilidade da obrigacdo obragypaamento de um cupé&o. As condi¢des
do sorteio sdo descritas no contrato, por exengple,sdo emitidas 1milhdo de obrigacdes e
que no fim de cada trimestre sdo sorteadas 50mgaatdes que serdo remidas ao par no dia
do pagamento do cupédo. O sorteio facilita & enéidadissora ir amortizando as obrigacdes
em divida sem a complexidade de ter emissdes canopde maturidade diferentes.

Apesar de no momento em que se faz a entregalisgiam conhecidas todas as
caracteristicas do contrato, o preco da obrigaltémsse no decurso do tempo. As principais
raz0es para a alteragcdo do preco da obrigacdo)séma valorizagdo por o tempo ir
decorrendo (equivalente & capitalizacéo dos jui)s)ma desvalorizacéo pelos recebimentos
que acontecam (o cupdo); iii) (no caso da taxaratatta ser fixa) uma valorizacdo (ou
desvalorizacdo) por a taxa de juro de mercado paramanescente do prazo contratado
diminuir (ou aumentar); e iv) uma valorizacdo (oeswvhlorizagcdo) pela diminuigcdo (ou
aumento) do risco de incumprimeni@( faléncia) da entidade emitente das obrigacoes.

Notar que, contrariamente a generalidade dos depda prazo em que o0 Banco
Comercial permite levantar o dinheiro antes do @m@ntratado (com ou sem penalizacdo),
nas obrigacdes ndo se pode obter do emissor oidirdmges da maturidade. No entanto,
existe a possibilidade de vender a obrigacdo aaopéssoa (mercado secundario de
obrigagbes) pelo preco que der.

Ex.1.33.Uma obrigacédo a 10 anos de valor nominal de 18@@bolsavel ao par€.,
serdo pagos 100€ daqui a 10 anos) vai ser vendideil@o. Ndo ha pagamento de cupao.

i) Supondo um investidor que quer ser remuneradoaataxa média para este prazo e
risco da empresa de 7.5%/ano, determine o precinmaajue o investidor esta disponivel
para pagar pela obrigacao.

i) Passados 5 anos, qual sera o valor da obrigagdo?
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lif) Se o mercado justificar um aumento da taxa degaraum ponto percentual, qual
a desvalorizagéo da obrigagéo?

iv) Se o investidor adquiriu a obrigagéo a 45€, quaka de juro que pensava receber
e qual recebera se vender a obrigagéo depois daldesacdo?

R. i) Vamos descontar os 100€ ao presevite:100x 1075 = 4852 . A fessoa, no
maximo, estara disponivel a pagar 48.52¢€.

i) Decorridos 5 anos, so faltam outros 5 anos paeaebimento pelo que a obrigacéo
valera os 100€ descontados apenas 5 ahest00x 1075° = 6966 . €

lii) A taxa de juro passa a ser 8.5% pelo que o auntentaxa de juro de mercado
desvaloriza a obrigagdo em 4.5%, passando de 6p36%¥ =100x 1085° = 6650 €
iv) A taxa de juro seri® =100(L+r)™° =45€ -~ r =831 % passa a ser ligeiramente

inferior: V = 6650(L+i) =45€ < i = 813%.

Ex.1.34.Uma obrigacdo soberana (i.e., emitida por um B3tacb0 anos emitida em
2010 cujo par é 1000€ paga um cupdao de 25€ nodigada ano e o par mais o cupao no fim

do prazo. Qual a taxa de juro da obrigacéo sedguiada ao par?
R. A expressio serazr—5 ><(1— 1+ r)‘5°)+1000>< (1+r)™ =1000. Com a ferramenta

atingir objectivo do Excel fazemos A2: =25/A1*(1+@A1)"-50)+1000*(1+A1)*-50 igual a
1000 por alteracdo de Al) resultands 2.500%/ano. Também podiamos ter simplificado a
expressao obtendo uma renda perpétua (como n®Bx.1.

iil) TAEG implicita no contrato

TAEG: Taxa de juro anual efectiva global

Normalmente, nos contratos de compra a créeiig, de electrodomésticos, carros e
férias) € acordado nédo tanto o pre¢co do bem oxaad® juro mas qual o plano de pagamento
das prestacboes e de outros custos. No sentidofalenar o cliente, o vendedor tem que
obrigatoriamente afixar, além do valor das pre®tag6 preco a pronto pagamento e a taxa de
juro implicita no contrato incluidas todas as deapeque o comprador ira ter (prestacbes +

comissdes + taxaseic).
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Podera haver diferencas sul#igrepagamento a dinheirg pagamento a vistae a
pronto pagamenta Pagamento a dinheiro (ou a contado) é em simedtédom a transaccao e
em moeda. Pagamento a vista podera ir até 3 dedede data da transaccdo. A pronto
pagamento quer dizer que € pago de uma sO vezgesicao ao pagamento em prestacdes) e,
geralmente, é pago na hora mas pode haver um pequearo,e.g, 10 dias (serd a pronto
pagamento mas diferido). Normalmente, pronto pagémé pago na hora excepto no caso de
se usar cheque que sera a 3 dias.

A taxa de juro efectiva opde-se a taxa de juro nainindo no sentido que ja vimos
mas) no sentido de que néo corresponde verdadeitaradaxa de juro que efectivamente é
paga. A diferenca prende-se com usar-se capitabzagnples. Por exemplo, se pagamos
mensalmente 0.5%/més de juros, em termos nominaisusando capitalizacdo simples), a
taxa de juro sera 0.5%/méi¥meses = 6%/ano mas, em termos efectives (isando

capitalizacdo composta), sera (1 + 0.5%)"12—-1 #%6/ano.

Ex.1.35.Um televisor Tal-Tal tem o preco a pronto pagamel® 1190 Euros mas o
comprador pode comprar a crédito “pagando 119€nt@ega do bem mais 12 prestacdes
trimestrais de 100€. Ocorrera uma verificacdo dogrimento do contrato ao fim do primeiro
ano que importa no pagamento de 5Q€Determine a TAEG deste contrato de crédijcSe
a taxa EURIBOR for de 5.5%/ano, qual € a probadulé de incumprimento implicita no

contrato de crédito?

R. Podemos resolver este problema no EXx A | B | ¢ | b | E |
. . ; o 1 |Trimestre |“alor Wi
Primeiro, construimos o modelo a direita 2 o 1071 1071 TxTrim | 2 501%
L oo, Con. 3 1 1000 -57 560 TAEG | 10,306%
. : 5 3 100 -92 857
= *(14+ N(_ 1
C2: =B2*(1+E$2)(-A2) e copiar em coluna. : X 150/ <13 595
C15: =Soma(C2:C14) 7 5/ -100 -88380
. o |8 B 1000 -85 224
Depois, com a ferramenta “atingir objectivo 9 7 100 -B4,120
o i 10 g 100 -82 067
definimos a célula C15 para o valor O alteran 11 g 100 -80 085
. 12 10 1000 78,111
o 1
E2. Resulta que a TAEG ¢ 10.386%/ano. 13 11 100 76 205
N . T 14 12 1000 74,346
i) A probabilidade implicita de T e 0 000000

incumprimento resolve a diferenca entre a taxa
contratada e o EURIBOR:

Ox p+V x(1+10386%)% (1- p) =V x 1+ 55%) = (L-p) =1+ 55%)/1+ 10386%)
p=1- 1+ 55%)/(1+ 10386%) = 44276/ ano
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Ex.1.36. Um anuncio dizia “Telefone que Ihe emprestamos0808or apenas 150€
mensais (durante 60 meses, TAEG=29.28%/ano)”. Goafa TAEG.

R. A TAEG é 29.46%/ano. A norma das compras a cré&dgae a prestacéo seja paga
no fim do més pelo que usamos a expressédo da pastecipada que resolvemos no Excel
com a ferramenta atingir objectivo:

v="(1-@en™) o 5000= 2201- @+1)®)= r = 2.1750%/mas- r = 29.46%/ano
r r

Al: 5%; A2: =150/A1*(1-(1+A1)"-60), fazer A2 igual5000 pela mudanca de Al.

1.5 Precos correntes e pregos constantes

Como afianca a teoria econdmica, a inflagém, @ subida generalizada dos precos e
dos salarios) ndo tem consequéncia significativeafeatacdo dos recursos escassos, que
apenas sofre alteracdo se ocorrerem mudancas eggsprelativos dos recursos. Entéo,
interessara retirar a inflagdo (uma previsao, sstodo for feita para o futuro) dos precos e
dos rendimentos para que a analise dos activosrdiggs em instantes de tempo diferentes
tenha em consideracdo o seu poder aquisitivo Real.exemplo, sabermos qual o poder
aquisitivo dos 44665€ mensais que o Figo tera diseb na sua reforma (ver Ex. 1.31)
guando atingir os 85 anos de idade.

Os precos dos bens ou servicos observados no dia denominam-se dprecos
corrente ou precos nominaise variam ao longo do tempo. Por exemplo, os cotiais
mudam de preco quase todas as semanas. Apesavatealiaracdes nos precos relativos,
podemos calcular um “preco médio” dos bens e seswu;utiliza-lo para calcular a taxa de
inflacdo que quantifica a subida média percentasl precos em cada periodo de tempo,
normalmente um ano. Ao preco médio chama-se nifl gle preco. Como néo existe um
bem médio, o nivel geral de precos no consumidireese a despesa que uma familia
incorre na aquisicdo de um cabaz meédio de benwvigae O cabaz é obtido por inquéritos as
familias a intervalos de aproximadamente 10 annsrdaando-se 0 ano do inquérito por ano
base e a despesa(, o nivel geral de precos) fica normalizada a essebase com o valor
100. Nas familias o preco médio denomina-se poicénde Precos no Consumo, IPC.
Apresento na figura 1.8 um exemplo de construcdoErcel de um IPC que segue a

metodologia de Laspeyrese(, cabaz fixo) em que o ano base € 2005.
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A B C D E F G H
1 Precos
2 Base2005|  2005] 2008  2007]  2008]  2009] 2010
3 Habitago 25%| 9845] 10745 11472 11223] 10154] 9541
4 [Alimentagao 17%| 87,42 9345 9772] 9634 9424 9376
5 [Transportes 12%| 12354 12782 13791 13075 129,88 13193
E |Saude 5%| 15241] 14657| 14156 14033 14228] 14223
7 [Vestuario 11%| 9156 8233 /626 7898 8155 8742
5 [Restauragéo 4%| 17643] 16848 16386 16522 16894] 174,13
9 Diversos 23%| 10472[ 10345 10393 10422] 10BFT| 11502
10 100% 107,706 109,438 112,024 110,619 108,623 110,788
11 IPCoo5 | | 1000 10161] 1041 10270] 10085 1028

Fig. 1.8 — Exemplo da construcao de um indizgpeyresie precos
C10: =$B3*C3+$B4*C4+$B5*C5+$B6*C6+$B7*C7+$B8*C8+$BO9
C11: =C10/$C$10*100

Quando retiramos ao preco corrente a subida mémBapdecosife., a inflagcdo)
obtemos @reco em termos reaisdo bem ou servico em analise (ou o rendimentq cged
também se denomina ppreco em termos constante

Para transformar precos correntes em precosutiigamos o indice de pre¢cos como
deflator. Se precisarmos de transformar os pregosrtes do perioddy P.J, em precos reais
com base no an®, PJ, teremos que multiplicar o preco corrente pelacindle precos do
periodoT, IP.T, e dividir pelo indice de precos do periajdP.J, (ndo interessa qual o ano
base ddP):

PJ=PIxL
IP.J

Ex.1.37.0 preco de um frigorifico era 178.50€ em 2006 8.9 em 2010. Em
referéncia ao IPC da figura 1.8, qual foi a vartagén termos nominais e reais do preco?

R. Em termos nominais temos (169.90 — 178.50)/D78.569.90/178.50-1 = —-4.77%.

Em termos reais, como o IP aumenta de IP.2006 s61Qdara IP.2010 = 102.86, o
preco de 2006 na base 2010 aumentara de 178.58€19ar70€ = 178.5101.61/102.86,
tendo a variagdo total sido —5.98% = 180.70/169108 que corresponde uma variagdo média
anual de —1.53%/ano = (1-5.98%)"(1/4) —-1.

Ex.1.38.0 salario minimo em 1974 era de 16,46€/més e € 80de 475,00€/més.
Supondo que o indice de precos no consumidor esgllB75 =4.003i(e., em 1975 sendo
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2000 o ano base e igual a 100) gdR010 = 126.62, compare, em termos reais, 0 poder
aquisitivos do SM nesses dois anos e a taxa dag@rianual em termos nominais e reais.
R. A comparacao tera que ser feita referindo os galap mesmo ano. O $§b1974

_ 1646 12662
4.0

— =52065€ (0s 16.46€ do SM de 1974 valeriam 520.65€ em 261@pior

que os 475€ do SM.2010 pelo que o SM diminuiu emmds reais. Relativamente a 1974

obteriamos a mesma concluséo pois&h1010 =475x% 1;802 =1502€ que € menor que oS

~

16.46€ do SM.1974. Relativamente a taxa de varjag@omeédia, em termos nominais o SM
aumentou (475/16.46)"(1/36)-1 = 9,79%/ano e, emmdsr reais, diminuiu,
(15.02/16.46)"(1/36) —1 = —0,25%/ano.

A taxa de inflagcdoé calculada com base no indice de precos (no codst) que,
como referido, traduz um preco médio de um cababeihes e servicos representativo das
compras dos consumidores (indice de cabaz fiaspeyrel O indice de pre¢cos no consumo
é calculado pelo Instituto Nacional de Estatisti&, com periodicidade mensal.
A taxa de inflacdo homologaé a variacdo percentual entre o IPC no més cer@dmtano
passado e o IPC no més igual deste ano.
A taxa de inflagdo média anuak a média das 12 taxas de inflacdo homologa.
A taxa de inflacdo acumuladaé a variagdo percentual entre o IPC de Dezembrando
anterior e o IPC do més em referéncia do ano actual
A taxa de inflagdo mensal anualizad@ a variagdo percentual entre o IPC no més aneerior
o IPC no més actual.
A taxa de inflacdo em cadei& a taxa de inflagdo mensal (ou trimestral) masaamalizar.

Em termos formais, denominandB+ e, IPt;1 0s indices de pre¢cos no inicio dos

periodosT e T+1, respectivamente, calculamos a taxa de inflagaodloga durante o periodo

T, 7%, por:

P, — 1Py = IPry _
= =

1

]ZI_:

Se, por exemplo, em Janeiro de 2005 o IPC valga722e em Janeiro 2006 passou a
valer 131.43, entdo a taxa de inflacdo homologdasheiro de 2006 é 131.43/128.72 — 1 =
2.11%/ano.
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Ex.1.39. Conhecido o indice de precos no consumo mensgd daheiro de 2009 e
Dezembro de 2010, determine a taxa de inflacdo lnmgapacumulada, mensal em cadeia e
mensal anualizada para todos os meses de 2010nmDeteainda o IPC para 2009, 2010 e a
taxa de inflagdo média no ano de 2010.

R. Apresento na figura seguinte a construcdo neelExede usei o artificio grafico

(impossivel de fazer na folha) de apresentar doies.

A B © ] E F E]
MEs |PC2|:||:||:| IPC. Anual

1
2 | JanD9|12371] 12538
3 | FewD9| 12384
4

har-09| 124 07
13 Dez-09) 127 30 T Hom | T L Acum | Ta L. Cad. | Tx..WL.AR.
14 Jan-10] 127 44 12862 302% 0.11% 0,110% 1,33%
15 Fey-10| 127 BB 3,08% 028% 0,173% 209%
24 Mow-10] 129 84 2.11% 2 00% 0,255% 3,10%
25 Dez-10{ 130,05 2,16% 2 16% 0,162% 1.96%
26 T Inf hédia. 2010 2E73%| 2A877%

C2: = AVERAGE (B2:B13) C14: = AVERAGE (B14:B25) 62-C14/C2-1
D14: =B14/B2-1 E14: =B14/B$13-1 F14:=B14/B13-1 45%(B14/B13)"12-1
D26: =AVERAGE(D14:D25)

O indice de precos em referéncia a um ano é obtidoo a média dos indices de
precos mensais. Desta forma, podemos obter a wxafldcdo média usando os IPC na
referéncia anual (aproximadamente) sendo a difaregpgra taxas de inflacdo até 5%/ano,
menor que 0.01 pontos percentuais (no Ex.1.3%aetia € de 0.33 pontos base).

Ex.1.40.0 IPGygos vale 79.41 em 2000 e vale 107.93 em 2010. Determitaxa de
inflagdo média anual na década de 2000, nos pos1Bianos e nos ultimos 5 anos.

R. Sabemos que o IRgsVvale 100 em 2005 pelo que teremos

Tx.Inflagao(2000-2010) = (107.93/79.41)"(1/10)-3.22%/ano

Tx.Inflagdo(2000-2005) = (100/79.41)(1/5)-1 = Aalano

Tx.Inflagdo(2005-2010) = (107.93/100)(1/5)-1 =4P@ano

Como a taxa de inflacdo € calculada com o indicprdcos, também podemos utiliza-
la na transformacao de precos correntes em pregos capitalizando ou descontando os
precos (rever Ex.1.20). Sendo que o preco coramtno 2005 de um benp&005 e passa a
serp.2006 em 2006, podemos retirar o aumento generalidad precos descontanpg2006

um periodo usando a taxa de inflagdo como taxasieodto:
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P00s2006= p.2006x (1+ 77,05) "

Por exemplo, em termos correntes tem@005 = 1.25€ .2006 = 1.30€ e a taxa de
inflagdo em 2006 foi 2.10%/ano. O pregco de 2006 bawse de 2005 valeria:

P,0052006= 130><(1+ 2.10%)_1 =1273€. Em 2006 o prego aumentou, em termos nominais,
1.30/1.25-1 = 4.00%/ano e em termos reais 1.273#1.2 1.86%/ano. Notar que a taxa de

crescimento real é a taxa de crescimento nominahomea taxa de inflacdo
(1+4.00%/ano0)/(1+2.10%/ano) —1 = 1.86%/an.00%/ano — 2.1%/ano.

Para transformar precos correntes do periago P.(T + n), em precos constantes da
baseT, P+(T + n), descontamos a taxa de inflacdo de cada um-dbperiodos:

pr (T +1) = p.(T+n)x (14 77 ) x (Lt 7 ) X (L 72 )

Se 0 ano base for mais no futuro que o ano emdaragao, entdo capitalizamos o
preco. Para ter o prego do periodoa basé+1, teremos:p,,,T = p.TX(1+lTT) e para ter o
preco do periodd na baseT+n capitalizamos a taxa de inflacdo de cada um rdds
periodos:

ProaT = PTX (Lt 777, )% (14 77, )% x (14 77,

Interessa fixar (porque a inflacdo é por regratp@gique fazer um preco constante
em referéncia a um instante de tempo futuro auneeptaco e vice-versa.

Ex.1.41.Supondo que a taxa de inflagdo média nos ultirosn®s foi de 10%/ano e
que em 1980 um professor universitario ganhava /&€ (.e.,, 20 contos/més) se, em
termos reais, o0 salario se mantivesse constardei@seria em 2010 em termos nominais?

R. Se era 100€, agora teria que sex{D610%)"30 = 1745.944.¢., 349contos).

Apresento agora um exemplo de transformacao doi8ainimo Nacional de precgos
nominais (correntes)SMN em precos reais (constantes) de 1974 (Escudasy) 2010

(Euros). (fontehttp://www.dgert.mtss.gov.pt/Trabalho/rendimentaslecao_smn.htm

Calculei o IPC com uma série do Banco Mundial, WB20® e doINE. No célculo
do valor do SM em relagéo ao PIBpc a precos caserdonsiderei 14 meses e calculei o
PIBpc dividindo o “GDPpc (corrente LCU)” pela “Pdation, total” do WB-CD2009 e
extrapolando para 2009 e 2010.

Recordo que inicialmente o salario minimo naciaralpago 12 meses/anos e néao se
aplicava a agricultura nem aos servicos doméstigune nos anos 1970 tinham um peso
consideravel) nem aos menores de 20 anos de idade.
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A B c [ b T E | E G [ H | H

1 Precos corrent Precos constant

2 | Ano | IPCy | Escudo Euros PIBpcE SM/PIBpc | $de 197 | € de 201 | PIBpc€201(
3| 197/ 4,00z 330C| 16,46€ 242,39€ 95,07% 330C| 520,66€ 7.667€
4| 197¢ 4,81¢ 330C| 16,46€ 259,43€ 88,83% 2741 432,50€ 6.817€
5| 197¢ 5,69¢ 400C] 19,95€ 313,44€ 89,12¥% 281(C| 443,29€ 6.964€
6 | 1977 7,24¢ 450C| 22,45€ 413,95€ 75,91% 2485 | 392,07€ 7.231€
7| 197¢ 8,89( 570C| 28,43€ 515,12€ 77,27% 2567| 404,95€ 7.337€
8| 197¢| 10,98: 750C| 37,41€ 643,01€ 81,45% 2734 431,33€ 7.414€
9| 198(] 12,81 900C| 44,89€ 804,35€ 78,14% 2811| 443,56€ 7.947€
10| 1981| 15,38¢ 1070(| 53,37€ 953,00€ 78,40% 2784| 439,28€ 7.844€
11| 198z| 18,88( 1070(| 53,37€| 1.167,5% 64,00% 226¢| 357,94€ 7.830€
12| 198:| 23,62 1300(| 64,84€| 1.446,0€€ 62,78% 2203 347,61€ 7.752€
13| 1984 30,41¢ 1560(| 77,81€| 1.762,8S€ 61,79% 2053| 32590€ 7.338€
14| 198t 36,39t 1920(| 95,77€| 2.201,3%€ 60,91% 211z| 333,19€ 7.659€
15| 198¢| 40,67¢ 2250(] 112,23€| 2.761,5E€ 56,90% 2214| 349,36€ 8.596€
16| 1987| 4447 2520(] 125,70€| 3.239,7¢€ 54,32% 226¢&| 357,84€ 9.223€
17| 198¢| 48,78¢ 2720(] 135,67€| 3.881,3t€ 48,94% 223z| 352,11€ 10.073€
18| 198¢| 54,94t 3000(| 149,64€| 4.579,94€ 45,74% 218€| 344,84€ 10.554€
18| 199C| 62,29: 3500(| 174,58€| 5.408,9¢€ 45,19% 224¢| 354,86€ 10.995€
20| 1991| 69,09¢ 4010(] 200,02€| 6.190,27€ 45,24% 232%| 366,52€ 11.343€
21| 199z| 75,27 4450(] 221,97€| 6.954,3€€ 44,68Y% 236€| 373,36€ 11.698€
22| 199%| 80,17: 4740(] 236,43€| 7.306,71€ 45,30% 2367| 373,41€ 11.540€
23| 1994| 84,35: 4930(] 24591€| 7.895,0¢€ 43,61% 234(| 369,13€ 11.851€
24| 199t| 87,83( 5200(| 259,37€| 8.490,{7€ 42,77% 237(| 373,93€ 12.241€
25| 199€| 90,57: 5460(| 272,34€| 9.001,2¢€ 42,36% 241%| 380,74€ 12.584€
26| 1997 92,52¢ 5670(| 282,82€| 9.703,4€€ 40,80% 245%| 387,02€ 13.279€
27| 199¢| 95,04 5890(| 293,79€| 10.514,14 39,12% 2481| 391,41€ 14.007€
28| 199¢| 97,23: 6130(| 305,76€| 11.223,9z€ 38,14% 252¢| 398,18€ 14.616€
29| 200C| 100,00( 6380(| 318,23€| 11.957,01€ 37,26% 2554 402,95€ 15.140€
30| 2001| 104,39( 6700(| 334,19€| 12.562,8€ 37,24Y% 256¢| 405,36€ 15.238€
31| 200z| 108,10( 6977(] 348,01€| 13.062,4€ 37,30% 2584| 407,63€ 15.300€
32| 2003| 111,64( 7149z| 356,60€| 13.272,82€ 37,61¥% 2563| 404,45€ 15.054€
33| 2004 114,28 7329¢| 365,60€| 13.723,91€ 37,30% 2567| 405,08€ 15.206€
34| 200%| 116,90( 75121 374,70€| 14.135,6% 37,11% 257z| 405,86€ 15.311€
35| 200€| 120,10( 7736€| 385,90€| 14.674,7%€ 36,82% 257¢| 406,85€ 15.471€
36| 2007| 123,04 80794 403,00€| 15.342,2¢€ 36,77% 2628| 414,71€ 15.788€
37| 200&| 126,23: 8540 | 426,00€| 15.593,51€ 38,25% 2708| 427,31€ 15.642€
38| 200¢| 125,15¢ 90217| 450,00€| 15.149,17€ 41,59% 288E| 455,26€ 15.326€
39| 201C| 126,62( 9522¢| 475,00€| 15.201,5%€ 43,75% 3011 475,00€ 15.202€

Tabela 1.4. - Salario Minimo Nacional a precosaes e a pre¢cos constantes (de 2008)
D3: =C3/200,482; F3: =D3*14/E3; G3: =C3*B3/B$3; HD3*B$39/B3; H3:

=F3*$C$39/$C3 e copiava em coluna. Existe umaaéa entre as colunas C e D.

Ex.1.42.No exercicio 1.31, vimos que o planeamento damefodo Figo se traduz
num recebimento a pregos correntes de 44665€/ntés es 35 e os 85 anos de idade.
Prevendo-se uma taxa de inflacdo de 2%/ano e uraada juro nominal de 3%/ang,
determine a precos reais de agora, qual sera odedse renda (faltam 50 anag).Supondo
as mesmas entregas, determine um plano de refopmeg@s constantes de agora.

R. i) Vamos descontar esse valor ao presente com adéaxaflacdo como taxa de

desconto: R=44665< (1+ 2%)° =16594 € ii) Vimos no ex.1.31 que o Figo tem
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actualmente na conta bancaria 13979k€. Vamos ugawcel para calcular as prestacdes a
receber g@recos correntes (que serdo crescentes)

A E C D E F G H | 1

1 [Més |Depdsito WA Twduro | 3,000% p— . '
2 | 0[13979,000] 13979000 0.247% Atingir objectivo )X
3 1| 29502] 29429 [Twinf | 2000% L

4| 2| 29550 29405 0165% Definir & celuls: $che0s B

& 3| 29599 -29381] |Reflnic| 235017 Para o valor: 0

B 4 -29. 545 -29 357 Por alteracdo da célula:  |4F45| %%,

601 599] 79145| -18098

602 B00| 79276 -18083 ok | cancelar |
B03 0,000

Partindo de uma prestacdo em termos reais qualcpiecada em E1), constroi-se um
modelo no Excel em que a prestacdo em termos ¢tesreai aumentando a taxa de 2% ao
ano (0.16516%/més). Descontamos cada uma das gifesta precos correntes ao presente
(coluna C) e a soma do dinheiro que la temos copneatacdes tem que dar zero. A prestacao
em termos reais a pre¢os do instante zero ser®.8022(1+0.165%) = 29453 €/més e em
termos correntes, comeca em 29502€ e atinge moalitiés 79275€.

B3: =F5 B4: =B3*(1+F$4) C2: =B2*(1+F$2)"-A2 e d=p copio em coluna
C603: =Soma(C2:C602) e uso a ferramenta “Atingjectvo”.

No ficheiro Excel com o0s exercicios também resedie exercicio com uma conta corrente.

Nota Importante: Podia também fazer a analispracos reaisretirando a taxa de inflacdo

da taxa de juro nominal. A taxa de juro real mesegd:
(@+3%) /(+ 29%))"** -1= 0.081F%/més.
Entdo, a precos constantes, resolve-se:

m (1-1.000813"") =13945~ x = 113 917 ?032(1)92013 - X=2945305€

Da exactamente o mesmo valor para a reforma enosamais.

Ex.1.43.0 sistema de reformas tem como filosofia a sakd@de entre os que estéo a
trabalhar e os que estédo reformados: Quem traballeacontribui com uma percentagem do
seu salario que € encaminhada directamente pajaeosstao reformados hoje. No entanto,
em termos individuais é como se fosse um sistenzaplitalizacdo em que as contribuicdes
sdo capitalizadas a uma determinada taxa de jurteoAa econdmica diz que, no longo
prazo, um sistema de solidariedade equilibradogaba que a taxa de capitalizacdo das

contribuicesi(e., a taxa de juro real) seja igual a taxa de cresmtiondo produto.
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Na fig. 1.9 mostro a evolugdo da taxa de crescimnelat produto interno bruto
portugués de 1960-2010 em termos reais (dados deobmundial 1961-2008, INE para
2008-9 e estimativa para 2010) a que ajustei pétwao dos minimos quadrados a funcao
exponencial negatival = 656%x (1+ 283%)"(Ano—-1960 . )A tendéncia dos ultimos 50

anos é uma diminuicdo de um crescimento do PIB.8%&/@Gno para 1.6%/ano. A taxa de
crescimento média foi no periodo 1960-80 de 5.5&/a0 periodo 1980-2000 de 3.1%/ano e

na ultima década de apenas 0.5%/ano (degraus & verd

10%

6.5% | 5.5%
3.1%

0% v .\1 v v

'5% T T T
1960 1970 1980 1990 2000 Ano

1.6%
p 0.5%

Fig. 1.9 — Taxa de crescimento do PIB (WDI2009reléncia de evolucéo

O sistema de pensdes portugués tem, em termosidostosido optimista quanto a
evolucéo do PIB o que implica recorrentes situaci@emsolvéncia do sistema que obrigam a
alterag6es das formulas de calculo no sentido dandicdo dos montantes das pensdes
futuras a pagar e um refor¢o das contribuicGesuafiatente aponta para 40 anos de descontos
para obter aos 65 anos de idade uma reforma igg@edo salario real meédiod., corrigido
da inflagdo) de todo o periodo contributivo.

Conduzi uma simulagdo no Excel em que fui alteramdaxa de juro real e, com a
ferramenta Atingir Objectivo, determinei a corresgpente percentagem possivel da reforma
que equilibra o sistema (que copiei para a colynaAgdsumi que o trabalhador inicia as
contribuicbes aos 25 anos, que contribui durantand®, que os salarios aumentam a taxa de
80% da taxa de crescimento do PIB e que se refao®®5 anos. Equilibro o “sistemag(,
faco F8 igual a zero) podendo alterar qualquer dasavariaveis de F2:F4.

A regra actual, para uma idade média de morte @8, correspondera a uma taxa
real de capitalizacdo dos descontos proxima de2d/ato mas a tendéncia da evolugdo da
taxa de crescimento do PIB (ver, Fig. 1.9) sugei o sera sustentavel essa percentagem

por o PIB ter um crescimento débil e a esperancaidie estar a aumentar (0 que ja esta
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salvaguardado na formula de calculo). Para um ionesto do PIB na casa do 1%/ano e 85
anos de idade média de morte a reforma s6 poaaranfos 50% do salario médio.

A, B G D] E F = H I J K

1 |ldade Salario “ai T#.Cresc.Sal|  1,39%| |Aidade 75 a0 a5
2 255 100,000 17 000 Tx.Juro Real 1.74% 25%| 136,30%| 9440%| 7650%
3 2645 101,393 16 942 Contribuicdo 17 % 20%| 122,00%| B8530%| 67 00%
4 276 102805 16,354 Refarma a0 0% 15%| 10900%| 75,30%| &850%
5 2856 104 237 16,8326 Sal.medio 132 b4 10%| 9700%| B6,30%| &090%
B 295 1058 RE9 16,758 Idade. morte 80

7 A0El 107 161 16,711 N A (0,000

F1: =0,8*F2; B3: =B2*(1+$F$1) e copiei até B41 (ermtrabalhador faz 65 anos)

C2: = F$3*B2*(1+F$2)"-(A2-A$2)*(SE(A2>F$6;0;1)) orda condicdo serve para ter a idade
de morte como variavel do modelo; F5: = AveragefiB2).

Fazer a célula F7 igual a O pela alteracdo daacé2l

Ex.1.44.Na decisdo de aquisicdo de uma habitacdo tem-seoeta se o capital é
proprio, 0s impostos e custos de manutencao eoo kedidual do imével. Consideremos uma
habitacdo cujo preco sdo 250k€, que em termos osaispostos e despesas de manutengéo
sao 1%/ano do preco do imovel e que o valor rekmludim de 50 anos € 30% do preco do
imovel. Faca uma analise a precos constantes do mensal da habitacdo i) assumindo que
o capital é proprio e que tem aplicacao alternaitaxa de juro real de 1%/ano. ii) assumindo
0 gue o capital é pedido emprestado com uma TABRRIE2.5%/ano.

R. i) Temos uma renda descontada a taxa28/ano que dura 50 anos (600 meses)
mais 30% do preco que terd que ser descontadoesenpe. Considerei que a prestacao é
contabilizada no meio do més, resultando num aleste83.28€/més.

r=(@1+2%)"(1/12)-1=0.165%

50=— " (1- (1+ 0165%)%°)x (L+ 016%%)°° + 03 250x (L+ 0165%) ™™
016%%
— -600
= O16x , 2507 03X 250X (L+ 016960 _ o
[L- @+ 01696) ™ )x 1+ 0165%)"

Se fizesse a analise em termos anuais (prestacéeeioodo ano) e dividisse por 12
meses, a diferenca era de apenas 0.60€/més.

i) Assumindo uma TAEG real de 2.5%/ano, com o @udé manutencdo fica
=3.5%/ano, vindo o custo da fruicdo da habitacdo@BZBImeés.

Se, por exemplo, houvesse a possibilidade de arendasa por 750€/més, seria uma
ma opcao para quem tivesse o dinheiro e uma bd@qmra quem precisasse de recorrer ao

crédito.
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Podem persistir dividas se, por a analise ser amosgereais, € necessario descontar
os 30% do valor residual ao presente. Verifiguequessim construindo uma conta corrente.

& = E = E : - Atingir ohjectivo

1 |Instante-més |Saldo.inic |Tempo Saldo final Tx.Juro. Real | 2,000% & J

2 1] -260 000 0.500] -260 206 0,165% BT @ el P =)

3 05 -249 B3 1,000 -250,035 Frestacio 0583

4 15 -249 457 1,000] -249 B4 Bara o valor: a

502 f995|  7493|  0500] 75000 Por alteracéio da celuls: [543 B
B03 B00 0,000

B4 [al'4 | Cancelar |
B2: -250 B3: =D2+F$3 C2:. =A3-A2 D2: =B2*(1+F$2)2C
B603: =D602-30%*B2 F2: =(1+F1)\(1/12)-1

Compatibilizagéo de tramos da série com diferentdsases

Com o acesso a diferentes fontes de informacaoneocdecorrer do tempo, as séries
de precos mudam de base. Nas mudancas, o indreeusod quebra porque salta do valor do
antigo tramo da série para 100 e sédo alteradoessspelativos dos grupos agregados no
indice (a importancia de cada grupo de bens ecesrvia despesa das familias).

Quando é preciso utilizar o nimero indice ao lodgotodos os periodos, torna-se
necessario compatibilizar os varios tramos da sarimesma base. A reducdo nao é
verdadeiramente uma mudanca para a mesma basee pg@qguse tem em consideracao que
existem alterac6es dos ponderadores dos preeqsdé composi¢cao do cabaz) mas permite
fazer uma transicao suave entre 0s varios tramesria

No sentido de tornar possivel a compatibilizacd®tdamos, estes sobrepdem-se (pelo
menos) durante um periodo. Temos que usar o0 pedi@dobreposicao para calcular o valor
do salto em termos relativo entre as séries e réoli zero. Temos que considerar o salto
relativo para que a taxa de inflacdo (em termo®mgers, a taxa de variacdo da série) se
mantenha consistente com os dois tramos. Isto poaqteoria econdmica e a evidéncia
empirica é no sentido de que as variagfes relafi@aséries econdémicas sdo mais relevante

que a variagdo absoluta.

Ex.1.45.Temos uma série com dois tramos: o tramo 1 tenodmase o ano 2000 e é
calculado até ao ano 2005 e o tramo 2 tem comodas® 2005 e é calculado entre o ano
2005 e o0 ano 2010 (existe sobreposicdo no ano 2808knde-se construir uma série que

tenha por base o ano 2000.
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R. Vamos “corrigir’ a mudanca de base multiplicanaiofTramo 2 pelo racio da
descontinuidade do ano sobreposto (que salta d@@.péara 100) e corrige-se o tramo 2

multiplicando todos os valores por 1,246.

A B C D E F G H | J K L
1 |Ano 2000] 2001| 2002 2003] 2004) 2005) 2006) 2007 2008| 2008 2010
2 [Tramol]  100[ 101 8] 1067] 107.4] 1126] 1248
3 Tramo2 100] 1036 108p] 10e7] 1124] 118
1 [Série 100] 101,8] 106,7[ 107,4] 112,6] 124,6] 129,1] 136,8] 136,7] 139,7] 147,0
B4: =B2 e copiava até G4 H4: =H3*$G$2/$G$3 e copiaté L4

Podemos mudar o ano a que corresponde o valqisgé@0alterar os pesos para a hova
base) dividindo toda a série pelo valor que o dém no ano pretendido (e multiplicando

pelo valor que se pretende como basg,100).

Ex.1.46.A série do indice de precos no consumidor do Bamaodial WB2009 (que
tem como base o ano 2000) vale 4.00 para 1974 4A@&ra 2002, e outra série de precos
(que tem como base o ano 2002) vale 117.93 pa@ Zximpare, em termos reais, o Salario
Minimo Nacional de 1974 (16.46€/més) com o SM elt02@75.00€/més).

R. H& uma salto em 2002 entre as séries pelo qatoopda série do INE, 108.10/100,
compatibilizado ao da série do Banco Mundial sérda 93108.10/100 = 127.48. O valor a
precos de 2010 dos 16.46€/més sera ¥3.265.48/4.00 = 524.59€/més que é 10% maior que

o valor para 2010.

1.6 Analise de investimentos

Neste capitulo aplico os conceitos j& apresentadscOnto e capitalizagdo) na
construcdo de medidas agregadas que permitamrazaemparar investimentos alternativos.

Em termos abstractos, um investimento compreemuiéraga de recursos escassos em
instantes mais préximos do presente 0 que permaiteeicebimentos em instantes mais
afastados para o futuro. Para podermos comparardiasrsas somas financeiras,
conceptualmente ja sabemos que temos que refeBcddtar ou capitalizar) todas as
prestacfes a um mesmo instamg, ao instante actual. Por exemplo, fazemos umaacont
corrente que contabiliza as entregas e os recetdsiém que as entregas tém sinal negativo
e 0s recebimentos tém sinal positivo) e calculamealdo da conta (capitalizando os saldos
intermédios). Em termos de indicadores de perfocmao investimento vou apresentar trés

medidas: i) o Valor Actual Liquido, VAL, obtido @elsoma de todos os saldos liquidos
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descontados ao presente e que € uma medida absplutdiaxa Interna de Rentabilidade
obtida como a taxa de juro implicita na renda gquaa o VAL zero e que € uma medida
relativa e ii) oq de Tobin que é uma medida relativa.

Sendo que a analise € financeira, interessa sabenteegas e 0s recebimentos em
dinheiro (.e., saber ocash-floy. Chamamos a atencdo que as medidas de avaliagdo q
vamos utilizar ndo tém em conta wafor de liquidacadd’ nem o ‘valor contabilistico” do

investimento mas ovalor de continuar em operacabd (previsional).

Valor Actual Liquido do investimento - VAL

Como o valor do investimento € uma agregacédo tfegas e recebimentos que se
verificam em instantes diferentes do tempo, temas ap referir todos ao mesmo instante
temporal usando capitalizacdo (do presente pamatuwo) ou desconto (do futuro para o
presente). Calculando o saldo liquido em cadarntesta descontando e somando todos os
saldos ao presente, obtemos o Valor Actual Liqudoinvestimento. Denomina-se como

liquido porque se consideram a amortizacao e diegdecdos activos.

Ex.1.47.0 investimento hoje de 1000€ permite receber E@EHurante 20 anos a
comecar de hoje a 5 anos. Para uma taxa de jurS%@ano, determine o VAL deste
investimento.

R. Temos que calcular o valor actual da rendacgada diferida 5 anos com 20
prestacdes de 120€ e retirar-lhe os 1000€ queganti@s agora vindo WAL = 230.32€:

VAL= %)(1— (1+5%)"—20) x (1+ 5%) x (1+ 5%)"~5-1000= 23032 €
0

Ex.1.48.Cada 1000€ que investir numa maquina permite exce20€/ano durante 20
anos a comecar de hoje a 5 anos. Supondo ainda oéguina se amortiza/deprecia em 20
anos (5%/ano), que o imposto sobre os lucros € 8gUe existe solidariedade total entre os
exercicios. Para uma taxa de juro de 5%/ano, daeteronVAL deste investimento.

R. Teremos que construir um modelo numa folhaxaeENa folha de célculo adopto
que todas as entregas e recebimentos acontecem de tada periodo (dai ter introduzido o
periodo zero). O VAL sdo 38.89€ por cada 1000€stides.
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A B © ] E F G H T L b Wy * i i
1 | Tx.de.Juro 5%
2 |Tu.delmp 30%
3 [Ano 0 1 2 3 4 5 5 18 19 20 21 22 23 24
4 |lnvestimento | 1000
5 |Recehimento 1200 120 1200 1200 1200 1200 1200 120 120
6 |Amorizacio a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0
7 |Lucro -o0| S50 50 -50 70 70 70 70 700 1200 1200 1200 120
B |Lucro Acum -50| -100) -150( -2000 -130|  -B0 780| 850 920( 1040) 1160| 1280( 1400
9 |lmposto 1] 1] 1] 1] 0 1] 21 21 21 36 3B 151 36
10 |Cash.Flow | -1000 0 0 0 0| 120 120 99 99 99 84 84 84 84
11 WA -1000| 000 0,00 000 0,00)94,02)89485( 4114|3918 37 31| 30,15| 28,72 27 35| 26 05
12 WAL 39,89

C6: =$B4/20 C7. =C5-C6 C8: =SOMA(CT7:3C7)

C9: =SE(C8>0;MINIMO(C7;C8)*$B2;0) C10: =C7-C9+C6

C11: =C10*(1+$B1)*-C3  B12: =SOMA(B11:Z11)

Em termos formais, dividido o tempo em periodesds que no fim de cada periodo
de tempo séo feitas entregls, e recebimentods;, e existe uma taxa de juro (de desconto)
para todos os periodos iguat por periodo, entdo podemos agregar todos os skidpigos
F—E; no inicio do periodo 1 (instantg descontando-o0s ao presente:

va=Y|(F -E)x@+r)]

t=0

Nesta expressao considero que o investimento dara sempre (um horizonte
temporal infinito, tipo renda infinita). No entanto risco aconselha a limitar a andlise a um
maximo de 10 anos, sendo excepcao os grandesimgagds como, por exemplo, barragens

hidroeléctricas.

Ex.1.49.A EDP pretende investir 354Milhdes€ na BarragenBdixo Sabor que tera
uma poténcia instalada de 170MW com 33.5% de fattocarga médio (dado estimado).
Supondo um horizonte temporal de 50 anos (45 ermidonamento), uma taxa de juro de
3%/ano, uma margem de venda da electricidade d&¥0K e que demora 5 anos a construir
a barragem, qual o valor actual liquido do investitn?

R. Multiplicando a poténcia instalada pelo numerohdeas anuais e pelo factor de
carga médio, obtemos a producdo média anualx24x365x33.5% = 500GWh/ano. O
resultado médio anual da margem das vendas set@x860x1000 € = 20M€/ano que é a
prestacdo que amortiza o investimento (que assue@ gealizado no inicio do ano 1):

20
0.03

VAL = -354+

x (1- 103*°)x 103™ = 69MilhdesE.
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1Giga = 1000Mega, 1Mega = 1000Kilo e 1Kilo = 1000ades

O factor de carga de um aproveitamento hidroeté&cttiepende da i) variabilidade do
caudal do rio, da ii) capacidade de armazenamentallulifeira (que o regulariza) e de iii)
como a altura turbinada varia com o nivel da bamagApresento na fig. 1.10 a evolucao do
caudal do rio Sabor (estacdo hidrométrica Quintala@aanjeiras, 41.20°N;7.05W) ao longo
do ano (média dos caudais médios diarios no perléty1942-30/9/2008ttp://snirh.p}.
No periodo em andlise, o caudal instantaneo mafoinde 3170n¥s, o caudal médio diario
em termos médios anuais foi de 28.8smatingindo 85.11s na 2.2 quinzena de Fevereiro e
apenas 0.36 ffs na 2.2 quinzena de Agosto. Para se ter uma ikeiémportancia da
regularizacao do caudal, s6 em 20% dos dias é gaadal € maior que o caudal médio.

m3/s
80 -

04 HHH =

40

22 | Hﬂﬂﬂmmﬁ_

W ool

J1 J2 F1 F2 M1 M2 A1 A2 M1 M2 J1 J2 J1 J2 A1 A2 S1 S2 O1 O2 N1 Quinzena

Fig.1.10 — Caudal médio diario no rio Sabor (dadtg:://snirh.pt)

Um horizonte temporal muito dilatado potencia os ens de previsao(da taxa de desconto
e das entregas e recebimentos futuros). Como orfdetdesconta.g., a taxa de juro) inclui
uma parcela para o risco, ndo sera de excluir alesgma taxa de desconto crescente com a
distancia temporal.

Depois de “conhecermos” todas as entregas e reeatos futuros, podemos usar
uma folha de calculo e descontar o saldo de cadadoepara o presente. Como o futuro nao

é de facto conhecido, a analise que fazemos ésprasl.

Ex.1.50.Sobre um negdcio sao previstas as seguintes aateegecebimentos (k€):

Ano 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Entregas 100 | 50 | 25| 20| 10
Recebimentags 15 |25 35 | 45| 55| 65| 75/ 65
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1) Somando as entregas e 0s recebimentos qual od&aldeestimento®®) Determine,
para uma taxa de remuneracao do capital de 10%gaabserd o VAL deste investimento.
R: i) Os recebimentos excedem as entregas em 175 mil €.

i) Vou usar o Excel para calcular o VAL que € posi(iVAL = 2921€).

A B | | E [ F | | | | |

1 [Tx.Juro 10%

2 |Ano 1] 1 2 3 4 = 5] 7 8 El 10
3 |Entregas 100 a0 25 20 10

4 |Fecebimentos 15 25 25 45 o5 E5 75 E5
| 5 |Saldo -100 -50 -25 5 15 35 45 55 (5] 75 (5]
B WP 1000 -45 455 20661 3757 10245 21732 25401 28224 20323 31007 25060
7 VP 2,921

B5: =B4-B3 B6: =B5*(1+$B$1)"-B2 e depois copiar énha B7: =Soma(B6:L6).

As taxas de juro usada no desconto dos valoresofigfio tanto mais elevadas quanto
mais incertos forem os recebimentos e entregasofutlsando a taxa de juro para compensar
0 risco do negocio, o VAL do investimento é compalda um activo sem riscce.q,
certificados de aforro). A taxa de desconto incoapas caracteristicas e expectativas do
investidor em relagdo ao risco, inflac&etc, podendo ser diferente de investidor para
investidor. Para o mesmo investidor, como os imvesitos tém risco diferente, entdo a taxa
de juro utilizada sera prépria de cada investimeAtprincipal limitacdo do uso do VAL é
que, por ser uma medida absoluta, ndo da informsméi@ o volume do investimento nem da
rentabilidade percentua,g, se quando se investe 1000€, o VAL é 25€ é muiévahte de
obter esse VAL investindo 10000€.

Taxa interna de rentabilidade - TIR

No geral, num investimento as entregas sao feitais proximas do presente e 0s
recebimentos verificam-se mais afastados no futdssim sendo, o VAL do investimento
decresce (de forma mondétona) com o aumento dadiearo/desconto. Desta forma, existe
uma taxa de juro denominada por Taxa Interna deéaRiidade, TIR, que torna nulo o VAL
do investimento. Em termos conceptuais € o mesreoadgaxa de juro implicita no contrato

de financiamento que j& foi tratado.

Ex.1.51.Determinar a TIR do investimento do Ex. 1.48.
R. Aplico a ferramenta “Atingir objectivo” ao mode resulta a TIR = 5.33%/ano:
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A B | C ] E F 5 H I WoLWW | R i L
1 [T Dejuro Y5 00%:
2 | Twimp - AR Atingir objectivo E]@
3 Ano 0 . 2 22 23] 24
4 Investimento 1000 Definir a célule: 46§12 B
5 Recehimentos Para o walor: ||:| 120( 120] 120 120
b | Amorizagéo A por alteracdo da célula:  |4E41 =%,
7 |Lucro -5 120 120] 120] 120
8 |Luco.Acum 5 | 1040)1160)1250(1400

oF Cancelar

9 Imposto | 36| 36| 3B[ 36
10 | CashFlow 1] 0 1] 0] 12a) 120] 117 99 54| 84) B84] B84
11 WA -1000 0 0 0 0124089 5[83 1) 373 302[Z8727 3|60
12 |VAL 39,89

Ex.1.52. Para o investimento da Barragem do Baixo Sabor esnparametros do
Ex.1.49, determine a TIR.

R. Teremos que explicitarO=—354+%x(1—(1+TIR)“‘5)><(1+TIR)‘5 que

resolvendo no Excel resulta TIR = 3.816%/ano.

A Taxa Interna de Rentabilidade tem como princlipaitacdo ndo explicitar qual € o
risco do negécio de forma que tera que ser subt@fpreadde cobertura de risco de cada
negoécio para poder ser utilizada na comparacddrestimentos. Por outro lado, ndo da

uma ideia da dimenséao do negdcio.

Q de Tobin

O q de Tobin é uma medida relativa que incorporaaorie cada investimento.

O g de Tobin calcula-se pelo quociente entre o valaracos recebimentos e o valor
actual dos investimentos. Assim, calcula-se o thtalvalores actualizados dos investimentos
feitos ao longo do tempo e o total dos recebimefigsidos dos custos das vendas) e
determina-se o racio. Em termos numéricos, quangla® Tobiné igual a unidade, entédo o
VAL é igual a zero e a TIR é igual a taxa de desromsada na actualizacdo dos
investimentos e dos recebimentos. Desta forma,aapsgra de considerar investimentos com
um q de Tobinsuperior a unidade. Em termos financeiragde Tobin deve ser lido como o
valor de cada euro investide,g, umq = 0.95 traduz que, em termos actualizados, paa cad

euro investido s6 se recuperam 0.95eures §eria um investimento ruinoso).

Ex.1.53.No investimento do TGV, a pre¢os constantes, @&édsto um investimento

faseado ao longo de 10 anos de 900M€/ano e umdiaagéio em 40 anos. Supondo que cada
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viagem de TGV vai custar 60€ (o0 custo actual daAendular em 1.2 classe é 40€), que a
margem liquida das vendas é 60% e que o trafegeani%/ano, determine, para uma taxa
de juro real de 3%/ano, quantos passageiros teréigjar por ano no TGV para quede
Tobin seja 1.

R. Vou fazer um modelo no Excel e usar a ferrameimgiabbjectivo:

H9: =SUM(E2:E11) H10: =SUM(F12:F51)

A, C D E F | G H | |
1 |Ano FPassag  Receitas Inv.Acti Rec Acti Pas.nic/dia 10544582 milhdes/ano
2 1 800 0 0 873,786 0 28,58992 mil/dia
3 2 500 0 0 848,336 0 Tx.crs 1%
4 3 500 0 0 823527 0 T juro 3%
5 4 800 0 0 799535 0 FPB B0 €
B 5 500 0 0 776,348 0 Mrg. B0%
7 B 500 0 0 7583736 0 36 €
5 7 800 0 0 731782 0
9 B 500 0 0 710,468 O Inv Actual 7677183
10 g 500 0 0 639,775 0 Rec.Actual 7677183
11 10 800 0 0 669565 0q 1
12 11 10545 379614 274,241
13 12 10650 383410 268,916
&0 43 15,390 554 056 130,176
a1 a0 15,544 559 597 127 548
E2: =B2*(1+$H$4)"-A2 F2: =D2*(1+$H%$4)"-A2 e copiam coluna
C11:=H1 C12: =C12*(1+$H$3) D12: =C12*$H$7 e co@ia&m coluna

H11: =H10/H9

Para atingir o limiar minimo de rentabilidade( q = 1) ter4 que haver 10.5 milhdes
de passageiros por ano (29mil/dia), aumentandolaiegante até atingir 15,5 milhdes de
viagens no fim dos 40 anos da amortizacdo (42.8m)jl/Actualmente a CP vende cerca de 5
mil viagens por dia no Alfa Pendular (ndo consegtanjar estatisticas fiaveis). Se a taxa de
juro aumentar 1pp. tera que haver mais 24% de geissa (36k/dia).

Concluindo, na analise de um investimento serasséc® olhar em simultaneo para o
volume do investimento, o VAL, a TIR corrigida dsao e oq de Tobin. No capitulo 2,
mostro ainda que € necessario analisa a correldg&isco com as outras actividades do
investidor (por causa da diversificagcdo do risco).

1.7 Contrato de Mutuo — Enquadramento legal

Relativamente ao contrato de empréstimo entre cpdates (0 credor empresta e
devedor pede emprestado), existe um enquadramegdabdue interessa um gestor conhecer
pelo menos sucintamente. A esse tipo de contratmnalse Contrato de Matuo e esta
regulado pelo capitulo VII, art. 1142 até art.511Ho Cdodigo Civil. O credon.¢., quem
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empresta) denomina-se por Mutuante e o devedgrquem pede emprestado) denomina-se
por mutuario. O mutuarioi.€, o devedor) pode ter fiadores que sdo solidarios n
cumprimento do contratd.¢., no pagamento da divida e juros). Como o contagenas
impbe obrigacbes ao mutuario e aos fiadores (deldevo capital e pagar os juros), o
documento fica com o mutuante que pode dar fotac@pimutuado e aos fiadores.

O matuo pode ser de dinheiro ou de outra coisaifeh§icando o mutuario obrigado
a restituir outro tanto do mesmo género e qualidade® 1142) da coisa emprestada.

Em termos formais, para valores elevados (>250@0€)ecessario uma escritura
publica ou documento particular autenticado, patres meédios (>2500€ €25000€) e
necessario um documento escrito e assinado pekddevCumprida a forma legal exigida
(cujos valores limite sdo actualizados ao longo aluss), o contrato de mutuo € um titulo
executivo, podendo o credor passar a execucdoativesado devedor (e dos fiadores) sem
necessidade de uma prévia accao declarativa (aayiv

Apesar da lei ndo o abrigar para contratos de vaferior a 25000€ convém que o
documento particular tenha as assinaturas recatdgepiresencialmente num notarie.{ o
documento seja autenticado) porque faz prova pieaato ao declarado no documento (art.
376° do CC) invertendo-se o0 6nus da prova (art? 863CC). Quando alguém alega em juizo
um facto €.g, que alguém nos deve dinheiro) tem que fazer pdisso (art. 342° do CC),
e.g, com fotocdpia do cheque e testemunhas. Havendwsi@o do 6nus da prova, a outra
parte € que tem que fazer prova de que o factoénZerdadeiro€.g, mostrar um cheque
nosso sem cobertura daquele valor e naquela datagcibo de pagamento ou testemunhas
em como ja pagowtc)

Nos contratos com varios mutuarios solidarios, qued um deles pode ser
demandado pelo mutuante a pagar a totalidade dfadart.°s 519 e 520 do CC).

Também pode haver fiadores que garantem o cumptendendivida (art. 627° do CC)
tendo a financa que ter a forma prevista para ¢ratonde matuoi.e., assumida por escrito
(art. 628° do CC). E conveniente que fique clar@ocumento que o fiador tem consciéncia
de gque esta a assumir uma responsabilidade pav&sdefw poder alegar vicios da vontade.

Podem ser acordados juros (art. 1145) mas nunocaromder superiores em 3% (se
houver garantia legal) ou em 5% (se ndo houvepyraamaximo legal (art. 1145).

Se o empréstimo for sem juros e sem prazo, o Mtéualevedor de juros a taxa de
juro legal desde a data em que Ihe for exigidavaldedo do objecto do contratoe(, entra
em mora), havendo necessidade de fazer prova em ooobjecto foi pedido (e.g., com

testemunhas). No caso de haver prazo, o devedare@antmora no fim do prazo acordado.
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No caso de haver nulidade do contrato de mutudghar de forma, o mutuante tem
gue entregar a coisa emprestada ao mutuario &%/12do CC).

Os mutuarios podem entregar um bem maovel como pefanb 669° do CC) que
confere ao mutuante o direito a satisfacdo do sédito com preferéncia sobre os demais
credores (art. 666° do CC). Pode também constitnat hipoteca voluntaria sobre um bem
imovel (art. 712° do CC) que tera que ser consgtyior escritura publica (art. 714° do CC) e
ser obrigatoriamente registada (art. 687° do C&3gquado a conferir ao credor o direito de ser
pago com preferéncia sobre os demais credores &ugaozem de privilégio especial ou de
prioridade de registo (art. 686° do CC).

======CONTRATO DE MUTUO
Mutuante: Jodo das Regras Solteiro, Maior, NIF 111111111, NBI 6666666 — hds
valido até 17-03-2015, morador na R. Santos da,G4%a 2°Esq, V.N. de Gaia. =========7=
Mutuarios: Américo Vespaniano e Amélia dos Olhoscasados entre si em comunhao| de
adquiridos, NIF 2222222 e 33333333, NBI 7777777sbda valido até 11-07-2012 e 8888888
— Lisboa vélido até 03-09-2011, respectivamentehcammoradores na R. Espeto de Pau, 254,
3.° Drt, P6voa do Rio. ==== —=========
Fiador: Joaquim Furriel da Silva, NIF 444444444, NBI 999999999 — Lisboa valido até
30-11-2017, morador na R. Torre e Espada, 30,elfadota de Baixo.
O Mutuante entrega aos Mutuarios nesta data pelguehn.® 54738 da conta 45833345320

do BPT em que o Mutuante é titular 30000€ (trinteHuros) como empréstimo pelo prazo de 5

anos a uma taxa de juro anual de 3% ao ano emsgjueos vencidos terdo que ser pagos atg ao

dia 30 de Maio de cada ano. Os Mutuarios aceitanr3G0€ nas condi¢cdes do presente

contrato. =============

O fiador esta consciente e aceita que, em casecdenprimento dos Mutuarios, passa a|ter

Vila Nova de Gaia, 25 de Maio de 2009 —======

Assinatura do Mutuante

Assinatura dos Mutuarios
Assinatura do Fiador

Todas as assinaturas reconhecidas presencialmemeaartério notarial
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Capitulo 2. Modelizacao e gestéao do risco

No planeamento financeiro tem muita importanciaue gai acontecer no futuro
porque as decisdes tomadas num instante tém regéesi que perduram no tempo. Se
somarmos o facto de ndo existir conhecimento per@bre o comportamento futuro das
variaveis econdmicas relevantes a nossa decisdo, atiste um risco de o desempenho do
NOsso investimento ser pior que o antecipado. amplo, quando emprestamos um capital
temos a previsdo de que ndo vamos precisar dedatéua vigéncia do prazo contratado e que
vamos receber no fim do prazo contratado o capitglrestado acrescido dos juros que em
termos reais depende da taxa de inflacdo. No entariste o risco de ndo acontecer o que
antecipamose.g, termos um acidente e precisarmos do capitalnfi@seque contrair um
empréstimo a taxa de juro mais elevada), a taxaflégado ser maior que o antecipado ou o
devedor incumprir o contrato. O risco é da maiopdnéncia na formacdo de um gestor
porque os seus efeitos, se ndo controlados, toseaoatastroficos na vida das empresas,
transformando, de um momento para o outro, empresasomicamente saudaveis em
empresas falidas.

Qualquer andlise de um investimento, porque € dasean previsbes quanto ao
desempenho futuro do negocie.d, precos dosnputs precos e quantidades dostputs
depreciacdo do capital, falhas e descobertas tegimak) que tém associados erros de
previsdo, as medidas calcula@apriori na avaliacdo da performance (o VAL, a TIR og o
de Tobin) podema posteriorj vir a concretizar-se de forma menos (ou mai)riael que o
previsto.

Um exemplo econdmico de gestdo de risco € o seguro de vida Seguradora
soubessea priori quantos anos faltavam para o segurado morreragaade juro, calculava
facilmente o preco anual da cobertura do riso®, (0 prémio) que lhe permitisse ter a
indemnizacao capitalizada no momento da morte darado (mais um lucro normal). O
problema € que, no momento da assinatura do contatlesconhecida a longevidade do

individuo (se fosse conhecida o cliente ndo queereri seguro de vida).
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Ex.2.1 Um individuo com 40 anos de idade pretende faaeseguro de vida em que,
quando ele morrer, a vilva recebe uma determimat#arinizacdd, No negdcio dos seguros,
a seguradora capitaliza os prémios pagos pelo aggute forma a ter reservas suficientes
para pagar a indemnizacdo quando a morte do segarahtecer. Sendo que a seguradora
pretende uma margem das vendas de 10%, qual d&@reodprémio anual por cada 1000€ de
indemnizacao?

R. Se se soubesse a duracdo do indiviNye, a taxa de capitalizacdg,poder-se-ia
calcular o prémio anual:

| xr

h-@+r)™) x@+r)™s

| =TP><(1—(1+r)‘N)><(1+r)><(1+r)N - P=

ParaN = 40 anos & =2%/ano, teriamos (com os 10% de margem) 17.86€3an

cada 1000€ de indemnizacd®= ( 1000~ 002

1-102%)x 102" Toe

Como a seguradora ndo conhece a taxa de capitaizeggn quando o segurado vai
morrer, 0 maximo que pode fazer € construir unames €.g, Muito Mau, Mau, Médio,

Bom, Muito Bom) e determinar quanto deveria serémpo anual em cada um dos cenarios:

B € D E F €} H I J K

1 Indemn. | 1.000 £ Longevidade do segurado (anos)

2 |Margem 10% RGET E hédio- | Médio+ | Bom | M.Bom
3 De 5 15 25 35 45 55
4 Taxa de jura  |A 15 25 35 45 55 65
5 De A, Meio 10 20 30 40 50 B0
B M. Mau 025%|) 1258%| 0758%| 10555 € s0A0 € 3259 € 2351 €] 16805 1448 €
7 Mau 1,26%| 1,75%| 150%)10126€ 4657 € 28357 € 1257 €] 1471€ 11 26€
g8 Médio 1.75%)| 225%| 200%] 95 49¢€ 4435 € 26555 € 17B5€ 12754 946€
9 Bomn 220%| 275%| 2580%| 2579 4201 2444 € 15826 1M01€ 7E9E
10 |M.Barn 2759%| 375%| 3258%| 9157 € IBESE 2150€ 1335€] B877€ 596€

F5: =$C3$1*$E6/((1-(1+$EB)N-F$5)*(1+SEB6)N(F$5+1))*EC$H2) e copiava em linha
e em coluna. Fiz uma formatac¢do condicional palacao a vermelho os cenarios em que a
seguradora teria prejuizo se fixasse o prémio eB6€7ano por cada 1000€ de indemnizacao
A falta de melhor informac&o, o melhor é usar nasessdes o valor médio do cenério.

E5: =(C5+D5)/2 e copiava em coluna F5: =(F3+F4)2gava em linha

Com os cenarios conseguimos avaliar as potenp@as e ganhos mas ainda nao
construimos um modelo suficiente para nos ajudantifativamente na tomada de deciséo.
Para podermos avancar na modelizac&o do risccspreos da Estatistica para responder qual

sera, para cada prémio considerado, o valor médm \ariabilidade da margem e a
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probabilidade de a margem ser negativa, (@s reservas nao serem suficientes para pagar as

indemnizacgdes).

2.1 Conceitos estatisticos basicos

A Estatistica € um capitulo da matematica que ipermlescrever, organizar e
relacionar objectos e fendmenos demasiado dif(eeisesmo impossiveis) de apreender com
as ferramentas conceptuais da matematica clasgicadm funcdes reaise variaveis reais).
Porque na descricdo perfeita do fendmeno seriass@de identificar e avaliar muitas
variaveis para as quais ndo existe informacéo, tatigtica vai reduzir a dimensdo do
fendmeno considerando apenas as variaveis maisrtempes que caracteriza de forma
incompleta a partir de informacé&o parcelar.

Nas aplicagdo a problemas localizados no futuestatistica parte de 1) informacéo
recolhida no passado que € 2) utilizada na cor@&trde uma previsdo do que acontecera no
futuro de forma a 3) quantificar os efeitos finara® (em termos de probabilidade) da accéo
a implementar.

Vejamos um exemplo das potencialidades da Estatisti. Quando se constréi um
aviao, € necessario colocar bancos adequadosquarmdar 0s passageiros com necessidades
especiais, PNE, (obesos, com cadeira de raties,No entanto, como nao € possivel saber
priori para cada voo futuro quantos PNE havera, a egtatfgrmite 1) usar uma amostra de
viajantes do passado ou a opinido de peritos paesrdinar a percentagem na populacgéo total
de viajantes que sdo PNE, 2) sob o pressupoststdhilelade do fendmeno, utilizar essa
informacé&o na construcdo de uma estimativa dassielegles futuras e 3) determinar qual a
probabilidade de a solu¢cdo adoptada ndo resporslereéessidades. Supondo que nos
passageiros que fizeram marcacfes de viagens fmde2000-2008, 3% eram PNE, com
esta percentagem a Estatistica permite-nos calailgrobabilidade de ser necessario
acomodar um determinado nimero de PNE numa viagermand avido com 200 lugares
(distribuicdo de Poisson com média>@60 = 6) entdo, se o avido tiver 10 lugares adexpiad
as PNE, a probabilidade de serem suficientes é%®5Ver Fig. 2.1). Obtive essa
probabilidade no Excel com o comando =POISSON(MERDADEIRO).
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Probabilidade

15% -

10%

5% -

0% -
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 PNE

Fig. 2.1 — Probabilidade de numa viagem h&¥pessoas com necessidades especiais

Nocao de variavel aleatdria e de probabilidade

Identificadas as varidveis mais relevantes nacteniaacdo do problema, o risco
deriva de no momento da tomada de decisédo aindaamd®cermos que valores vao assumir
essas variaveis. Por exemplo, quando se compraasaaa crédito com taxa de juro indexada
a EURIBOR a 6 meses, ndo se sabe qual o seu vadoi d 10 anos. Se,g, quisermos
saber o esforgo financeirog,, prestacao/rendimento disponivel) da familia teainda que
acrescentar o desconhecimento quanto ao rendirdeponivel.

Em termos conceptuais vou preencher a falta adenre#fcéo relativamente ao nimero
que vai ser observado no futuro assumindo que éalor aleatdrio que pertence a uma
distribuicdo da qual eu conheco alguma informagég, (0 valor médio e a dispersdo em
torno do valor médio). Em termos materiais é como siumero fosse um individue.g, a
sua altura) que vai ser escolhido aleatéria de pmpulacdo a que pertence.d, 0S
portugueses) e da qual sei alguma informacgéo adgelgay, que a altura média é 1.76m e a
dispersédo em torno do valor médio é 0.12m).

Assim, em termos conceptuais, 0 uso de uma vargleatoria é igual a ter uma
populacdo de papelinhos com numeros numa skcaonde retiramos um papelinho
aleatoriamente para preencher a falta de informgqgédemos.

Entende-se que ocorre uma extraccao aleatoriadquarescolha do individuo é feita
de forma independente das suas caracteristicasmaméds. Por exemplo, na escolha de um
namero do Euro-Milhdes € escolhida uma bola semeteratencdo nenhuma das suas
caracteristicag.é., 0 seu numero).

O conceito de probabilidade de ocorrerx tem duas perspectivas, a classica e a
bayesiana. Na perspectiva classica, a probabilidaal@roporcdo de vezes que eu obs&rvo

se retirar repetidamente, de forma aleatoriamentandependente individuos de uma
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populacdo. Essa populacdo pode existir teoricamenpermiticr um numero infinito de
réplicas nas mesmas condi¢coegy( lancamento de um dado) ou ser limitada mas pieranit
extraccao com reposicae.g, papelinhos dentro de um saco que, depois deecddcao, se
volta a colocar o papelinho dentro do saco). Napgsstiva bayesiana a probabilidade é uma
conjectura construida por “peritos” relativamente desconhecido com base na opinido e
informacé&o disponivel que pode usar métodos nalicgagdos.

Em termos praticos a perspectiva bayesiana € teaisél mas ndo tem tanto suporte
tedrico.

A probabilidade n&o garante qual o valor que seolst@r no concretoe(g, eu saber
gue a probabilidade de numa viagem haver 6 PNE1&@5%, ver Fig.2.1, ndo permite saber
qual o numero exacto de PNE numa viagem especifie contém um certo grau de
informac&o que me ajuda a avaliar a importancetiva dos cenarios construidos.

A soma da probabilidade de todos os cenarios cersglds € sempre um.

Ex.2.3.Quando se atira um dado de seis faces ao aréquplobabilidade de sair um
37? ii) E caso se atirem dois dados, qual € a pilideate de somarem 3 pontos?

R. Trata-se de uma “populacdo teoricamente conheddajual se pode replicar a
extraccdo um nuamero infinito de vezes: existem®Epossiveis e uma possibilidade de sair
3 pelo que a probabilidade é 1/6.

i) Existem 36 casos possiveis, (1;1), (1;2), (L;BA) (1;5), (1,6), (2;1), (2;2), ... e
duas possibilidades de somar 3 pontos, (1;2) ¢, ({elo que a probabilidade € 2/36 = 1/18.

Ex.2.4. Foram identificados 8 cenarios possiveis quantoceportamento do preco
do Brentem dolares daqui a 10 anos e inquirida a opingdb0d pessoas, huma escala de 0 a
10, da viabilidade relativa de ocorréncia de cagl@ado. Com base na soma dos pontos
atribuidos por todas as pessoas, determine a plidade assumida para que cada um dos

cenarios possa vir a acontecer.

A, B C D E F G H | J
1 Canl Cen? Cend Cend Cena Cenb Cend Cend Total
2 De 1] 25 a0 100 125 150 175 200
3 A 24 a0 100 125 180 175 200 225
4 Pontos 37 187 585 783 335 421 215 21 3084
5 Prohabhilidade 1.20% 6,06%| 18,97%| 25,39%| 27,08%| 13,65% 6,97 % 0,68% | 100 ,00%

B5: =B4/$J4 J4: =Soma(B4:14)
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Caracterizacao da variavel aleatoria.

Apesar de ndo haver informagdo sobre o valor camaee vai ser observado no
futuro, a Estatistica desenvolveu metodologiasmpsepermitem (sob o pressuposto de que os
acontecimentos futuros sdo em certa medida repstigih passado), usar informacéo
disponivel no presente na atribuicdo de uma préidabie a cada um dos cenarios possiveis
de acontecer no futuro. Desta forma, ndo senddysbsonhecer exactamente o futuro, sera

possivel ter alguma informacao sobre as implicagdésgdecisdes tomadas.

a) Populacao dividida em cenarios €., em classes ou intervalos)

Podemos ter variaveis discretas com poucos vapmssiveis €.g, os dados), muitos
valores possiveis mas em que a maior parte é irapeb\e.g, o numero de filhos de uma
mulher) ou variaveis continuas em que dividimosvaleres possiveis nos intervalos que
acumulam a quase totalidade da probabilid&dg, (@ longevidade de uma pessoa dividida
nos intervalos [0, 30]; ]30,60]; 160,90] e ]90, IREstando o dominio dividido em cenarios,
pOSso caracterizar a variavel aleatoria imputamdaprobabilidade de ocorréncia a cada um
dos cenérios. Por exemplo, caracterizo a populggituguesa dizendo que, extraindo
aleatoriamente um portugués, existe a probabilidied47% de ser um homem e 53% de ser
uma mulher.

Sendo que eu tenho um modelo de calculo das ingpksafinanceiras da minha
decisdo (no Ex.2.1 calculo o prémio de um segurvida em funcdo da longevidade do
individuo e da taxa de juro) onde me falta a infagéo sobre o cendrio concreto que se vai
realizar, o melhor que posso fazer é substitualonfuturo desconhecido por uma (ou varias)
variavel aleatoria de que eu tenho informacédo quargrobabilidade de cada cenario se vir a
concretizar. Esta substituicdo (do cenario futlescdnhecido pela variavel aleatoria) implica
que tenha como resultado ndo um valor mas tambéavanavel aleatoria (como se fosse

toda uma populacéo de resultados).

Ex.2.5.Retomando o Ex.2.1, calcule a probabilidade darsegua ter uma margem
das vendas abaixo dos 10% pretendidos se com iaf@tonpassada e a opinido de um painel
de peritos sobre a longevidade das pessoas e dudamento da taxa de juro, a seguradora
consegue calcular uma probabilidade para cada wceloarios considerados mostrada na

figura seguinte:
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=] C D E F E H I J
10
12 Duragdo do segurado (anos)
13 De 5 15 25 35 45 55
14 A 15 25 35 45 55 65
15 |De A Meio 10 20 30 40 50 G0

16 025%| 125%] O0758%| 1.11%| 222%|] 333%[ 333%|) 222%] 1.11%
17 128% 178%] 150%| 222%| 333%|) 444%| 556%|) 444% 220%
18 1.758%| 228%] 200%| 333%| 444%|) 556%| BA7%| S55R%| 333%
19 2258%| 278%| 2580%| 222%| F33%| 444%| 556%|) 444%| 220%
200 275%) 375%] 325%) 111%| 222%| 333%| 333%[ 222%|) 1.11%

R. Como tenho informacdo quanto a probabilidadeat um dos cenarios poder
ocorrer, olhando para o resultado de cada cenapregentado no Ex. 2.1) posso somar a
probabilidade dos cenarios em que o prémio dewerianaior que o adoptado (17.86€/ano
por cada 1000€ de indemnizacgao), resultando untapilidade de 57.78% da seguradora ter
uma margem das vendas abaixo dos 10% pretendidos.

Apresento na tabela seguinte a estimativa do umstiNacional de Estatistica da
probabilidade (em partes por 100000) de um individascido no periodo 2006/8 atingir

determinada idade. Os ultimos 4 anos da tabelars@cextrapolacao feita por minha.

A B |[C D E F G H | J K Ll M N O P Q |R 5 T
1 Idade [Vivos | |ldade |Vivos Idade |Vivos Idade |Vivos Idade |Vivos Idade |Vivos Idade |Vivos
7 |0 100000| |15 99447| (30 93685| (45 95588| |60 90365| |75 72237| |90 15430
3 |1 996659| (16 99420 31 93607| (46 95342 |61 89898| (76 70043 |91 12583
a2 99633| (17 99391 32 93532| (a7 96077| |62 g9003| |77 a7e44| (92 9281
5 (3 995613| (18 99353 33 93439| (a8 95303| (63 83267| (78 54932 |93 6565
6 |4 99607| (19 99312| (34 93350| (49 95473| |64 87453| (79 62089| |94 4432
7 |5 99583| (20 99267| (35 93250| [50 95126| (65 86606| (80 5as74| |95 2841
g |6 99575| (21 99215 36 93132| (51 94771| (66 85621| (81 55507| |96 1719
g |7 99552| (22 99166 37 93012| (52 94373| |67 34610| (82 51898| |97 978
10 |8 99552| (23 99102| (38 97386| (53 93953| |68 83504| (83 43119| |98 516
11 |9 99540| |24 ga042| (39 97749| (54 93535| |69 82294| |84 44016| |99 252
12 |10 99528| |25 93987| (40 97592| [55 93059| (70 80934| |85 39606 [100 113
q3 |11 99514| (26 93932| (41 97423| [56 92595| (71 79560| |86 34573 [101 45
14 |12 99500| |27 93877 (42 97245| (57 92103| (72 77991| |87 30058| |102 17
15 |13 99485| (28 93819 (43 9703%| (58 9154a| (73 76265| |88 25274 |103 3
16 |14 99470| (29 93756 (44 96313| [59 90543| (74 74372| |89 20657 |104 2

Fig. 2.2 — Tabela de sobrevivéncia, Portugal (fontew.ine.p)

Uma seguradora tem que ter activos que, em congmaragm O risco assumido,
garantam que pode pagar as indemnizacOes conBafaagaranta a sua solvabilidade).
Esta questdo ndo é menor se nos lembrarmos quelasmaaiores seguradoras do mundo, a
AIG - American International Groupfaliu em 2008. No entanto, nos exercicios querfaxs
COm sSeguros assumimos que essa questdo esta satlatpl e que a seguradora apenas

constitui reservas que capitalizam as indemnizapiemetidas. Desta forma, em termos
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contabilisticos, o lucro anual da seguradora sedifezenca entre o prémio cobrado e as
reservas necessarias para capitalizar a indemoizagagar quando acontecer o acidente.

Ex.2.6. Uma empresa contrata um financiamento de 10M€ comperiodo de
deferimento de 3 anos (em que a TAE é 5%/ano) eteado nos restantes em 7 anos em
pagamentos trimestrais postecipados (em que a BAf & média do trimestre anterior da
EURIBOR a 6 meses mais uspreadde 2.5 p.p.). Usando um quadro de probabilidades
construido pela empresa, determine a prestacégaa para cada um dos cenarios possiveis e
qual a probabilidade de a prestacdo ser maior 50kE7

R. Primeiro, calculo a divida ao fim dos 3 anos BB2%1+B1)"3.

Segundo, calculo a prestacéo para cada um dosaEnar

D6: =(A6+B6)/2 E6: = =D6+E$1 F6: =B$3*E6/(1-(1+E6E$2)

Terceiro, somo a probabilidade de todos os cenériogjue a com prestacdo € maior
que 750k€, E3: =SOMA(D10:D18).

A B © D E F €
1 |Tx.Jinic 5% porano  Spread 250% em p.p.
2 Diwt=0 10000 k€ Trimestres 28
3 |Diwt=3 11576 25 k€ Pr=750kE) 40 50%
4 | Média EURIBOR
5 De A FProbab.  [Meio Tw.Juro  |Prestagio
B 0,25% 0,75% 245% 0,50% 300%) B16936|kE
7 0.75% 1.25% 367% 1,00% 350%| B55 246 ke
17 575% 6 ,256% 6 84% 6,00% 8 50%| 1095 565 | ke
18 5,25% 6,75% 517% 6 50% 900%| 1144 336|kE

Ex.2.7. Uma familia pretende adquirir uma habitacdo aitrétt 150k€ amortizada
num prazo de 40 anos com prestacfes mensais guaisrmos reais, antecipadas. Calcule,
prevendo varios cenarios possiveis, o esforco ¢eiam que a familia vai incorrer. Supondo
que a informacgao dos peritos se materializa nasapribddades localizadas em E5:H9, calcule
a probabilidade de o esforco financeiro da fancitiem a habitagdo ser superior a 40%.

R. i) Vamos fazer a analise a precos constantes \gteetermos que prever a taxa de
inflacdo, e calcular a prestacdo anual paga no deeano da renda cujo valor actual € 150k€:

150000+ 1
- @+r)“)x@+r)®

150000= E>< (1— A+ r)—40)x 1+1)% o P
r

O esforco financeiro sefrendimento anual.
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A B C B E F G H J 4 L i 0 P Q R 5

1 |Capital= | 150 k€ Rendimento
2 |Prazo= 40 anos  [Da 5 0] 1258 15 Lirmite | 40%
3 A, 100 125 15 20 P(=) |57 4%
4 De A T FhRl 1125] 1375 175 Esforgo financeiro
=) 0,26%]1 ,25%||0 7% 22%| 3.7%| 37%| 2.2%)| [57 8%]38 5%[31 5%]24 8% 22%) 00%|00%|00%)0,0%
53 1.260% |1, 70%|1.50%]) 37%| 74%| 74%)| 3.7%| [56.4%|44 2%[36 2% |28 4% 37%] T 4%|00%|00%|00%
7 Twduro [1.75% |2 D0%(1,858%] 5,1%(11,0%[11,0%[ 5.1%| 70 9%]47 29%]38 6%[30 4% 5.1% 11 0% 00%|0,0%)0,0%
g 200%|250%]|(226%] 37%| 7 4%| 74%| 37%| 75 5%|50,3%[41 2%]32 4% 3.7 %] 7 A4%|7 4% |0 0% 0,0%
9 250%|3 60%|(3,00%] 22%| 3.7%| 3.7%| 2.2%| [B5,3%|56 8% |46 5% |36 5% 22%| 37%(37%(00%|0,0%

J5: =$B$1*$D5/(1-(1+$D5)"-$B$2)/(1+$D5)"0,5/E$4
i) A probabilidade de o esforco financeiro da faancom a habitacdo ser superior a
40% é 57.4%. O5: =SE(J5>$P$2;E5;0) P3: =1-(H5+H6)

Valor médio

Na tomada de decisdo € conveniente agregar tal@ger@rios em apenas algumas
medidas. Em termos econémicos, o valor médio édidague contém mais informacao pelo
que, se tivermos que atribuir apenas um valor antacimento futuro, sera esta medida a que
deve ser utilizada (ou outra medida de tendéncgiralecomo, por exemplo, a mediana) que
quantifica a “componente sem risco” do fenOmenoeagiamos a analisar.

O valor médio também se designa por valor esperadsperanca matematica.

Obtemos o valor médio, somando os resultados ealosl para cada cenario mas
ponderados pela probabilidade do cenario se vanaretizar. Isto porque a probabilidade é
uma indicacdo da importancia relativa de cada aertdavendon cenarios calcula-se o valor
médio dos resultados pelo somatorio ponderado petésbilidades (cuja soma € 1):

—_ Xl'pl+X2'p2 +"'+Xn'pn —
H= =%.p
P+ P+t P, '

X Py + ot X, P,

Ex.2.8.Um empresa vai fornecer comida a avides. Confaacas refeicbes durante a
noite para responder as solicitagbes do dia quens&aas. Por cada refeicdo que fornecer
recebe 15€ (com um custo de producdo de 5€) e tam penalizagdo de 15€ por cada
refeicdo que seja pedida e ndo possa ser fornécsdafeicdes que sobram séo destruidas no
fim do dia. i) Determine, em média, a rentabilidddefornecimento em funcéo do nimero de
refeicdes confeccionadas. ii) Determine o niumeroefiicbes que maximiza a rentabilidade
média.

R. A empresa constréi cenarios em que a variavetaiecida € o numero de
refeicbes encomendadas e calcula para cada didhasema sua experiéncia, a probabilidade

de cada um dos cenérios se verificar. Com essdsmlptidlades, a empresa determina o
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resultado médio do dia em fungéo do numero deg@dsiconfeccionadas (que € a variavel de

decisé&o).
A B € D E F G H | J K
1 |Refeigdes confeccionadas 3000 Ref.Conf |Res. Médio
2 |Custo de cada refeicéo = 1500) 9300 €
3 Preco Penalizagao 2000 3200 €
4 | Hefeic@es encomendadas 15 € 15 € 2500 15550 €
5 De A, hdein Probab. |R Fornec |R Falhadas |Resultado |ProbxRes 3000 25995 €
5 2000 2500 2280 2% 2280 0] 18750 € FEE 3500 29150 €
7 2500 2750 2625 g% 2625 0] 24375€] 1.950€ 4000 26.800 £
8 2750 2850 2800 12% 2800 0] 27000€] 3240€ 4500 24300 £
9 3000 2950 2975 18% 2975 0] 29B25€] 5333€ 5000 21.800 €
10 3250 30350 3150 20% 3000 150 27750 €| 5550 €
11 3500 3150 3325 18% 3000 J25| 25125 € 4523 €
12 3750 3250 3500 12% 3000 00| 22500€ 2700€
13 3250 3500 3375 g% 3000 75| 24575 € 1950€
14 3500 4000 3750 2% 3000 750| 18750 € o E
15 Resultado médio 25995 €
E6: =MINIMO(C6;$D$1)  F6: =C6-E6 G6: =E6*E$4-D$1M2+F6*F$4
H6: =D6*G6 H15: =SOMA(H6:H14)

Experimento diversos valores em D1 e copio o radal{com colar especial+valores) para a

coluna K.

i) O Excel tem a ferramentaolver (Qque € um suplementgue determina o valor de
uma célula (ou mais células) que maximiza ou miréna resultado de um modelo. Podemos
aplicar restricdes ao dominio das variaveis. Nor@g®, aplicando o Solver obtinhamos
como melhor deciséo confeccionar nesse dia 33@é&;0efs:

Parametros do Solver @@

Z&lula de destino: FHELS k., Solucionar

Iguala: (& Maximo © Minmo © Yalor de |U
Por alteracdo das células:

[$Cs1] E| Estimar

Sujeito &s restrigtes: Opgdes

J Adicionar

Alterar

Fechar

Repor budo
J Eliminar
Ajuda

i
]

Desvio padrao.
Ao agregarmos os cendrios no valor médio, ficasems nenhuma medida do risco.
Entdo, juntamente com o valor médio, temos quegagres cenarios numa segunda grandeza

que traduza a variabilidade dos resultados em tonaalor médio. Uma medida possivel é a
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raiz quadrada da média dos desvios ao quadradsegdenomina por desvio padrdao. Outra
medida poderia ser o desvio absoluto médio.

A vantagem do desvio padrdo é ser uma express@bralgmente derivavel e ter
interpretacado fisica: Se,g, uma populacdo se agrega no valor médio 25€/aia desvio
padrdo 5€/dia, em termos fisicos é como se tivesstade dos casos em 20€/dia e outra
metade em 30€/dia.

Para calcular o desvio padrdo, primeiro calculalmr médio,y, depois calculo os
desvios relativamente ao valor médio ao quadrafioagmente, calculo o valor médio dos
desvios ao quadrado. Havendaenarios, o desvio padrdo dos resultadpsbtém-se pelo

somatorio seguinte (em que a soma das probabiliél ade):

T =3 (% = 12, + (% = )2 P, + .t (X, = )2,

Ex.2.9.Uma empresa pretende internacionalizar-se e tra@oos cenarios possiveis.
Determine o valor médio e o desvio padrdo do radaltfinanceiro que resulta da

internacionalizacao.

A B C ] E F

1 |Cenarioc  [Prob Resultado |ProbxRes |Desvio®? [ProbxDesvio™?
2 1 10% 100 10,00 336,36 33 64
3 2 18% E0 5,00 37404 A6 11
4 3 20% 30 5,00 495 08 89 52
5 4 25%, 15 375 B04 57 181 17
5 ] 16% 5 0,75 761,21 114,18
7 5] 3% 5 -0.40 326 59 BB 03
g 7 5% -10 -0.50 331,75 41 59
9 5 2% -13 -0.26 817 596 16,36
10 Res. Média 2834 578 593
11 Desvio Padréo | 24 6|

D2: =$B2*C2 D10: =SOMA(D2:D9)

E2: =(D2-$D$10)"2 F2: =$B2*E2 F10: =SOMA(D2:D9) 1E =F1070,5

Ex.2.10.Supondo que nos baralhos de 52 cartas uma figleal® pontos. Determine
o valor médio e o desvio padrao dos pontos de @ria etirada aleatoriamente.

R. Nesta populacdo eu posso somar todos os indiviflumsao 4 repeticoes de naipes
de 13 cartas cujo valor médio sera:

,u=1+2+3+4+5+$;7+8+9+4X10Z%: 6538 pontos

O desvio padrao sera:
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=3.153 pontos

O_Z\/(l— 65832 + (2— 65832 +...+ 4x (10— 65837
13

Ex.2.11.Relativamente ao Ex. 2.7, determine o desvio padod resultados.

F G H | J K L i M
1 Ref Conf [Res.Médio |Desv.padrio
2 1600 -9.300 € THATE
3 |Penalizagio 2000 3.200 € 2804 €
4 15 € 2A00) 1A.550 £ 13305 €
4 |R.Falhadas |Resultado [ProbzRes |Desvio®? ProbxDesvio? 3000 25995 € 22124 €
5 Of 18750 € 375 €| BAE.354.400 13.127 683 3500) 29160 £ 24 856 £
7 Of 24375 € 1.950 €| &578.162.025 4F. 252 952 4000 265.800 £ 22867 €
3 of 27000 € 3240 €] &517.790.025 G2.134.803 4500 24.300 £ 20732 €
) 0| 296525 € 5333 €] 425.938.906 ¥h.549.003 s000)  21.800 € 18 597 €
10 150| 27 750 € 2550 €] 417.998.025 d3.599 605
11 J2a| 25125 € 4 8523 €| 461.068.256 52,092 286
12 BO0[ 22600 € 2700 €| 542.B57.025 B5.115.843
13 J7al 24375 € 1.950 €| 578.162.025 45,252 952
14 FEO[ 18750 € 375 €| BAE.384.400 13.127 683
15 Resultado medio 25,095 £ 489 455 540
16 Desvio padrao 22124 £

Acrescentei as colunas | e J a folha de célculbxd®.7 e copiei os resultados para N

16: =(H6-$H$15)"2 J6:=16*D6  J15: =SOMA(J6:J14) 6J+J15"0,5

Observa-se neste problema que o valor médio nde gada Unica medida usada na tomada
de deciséo porque o risco (medido pelo desvio padr@menta com o resultado financeiro

médio. Veremos que ha necessidade de consideesviogadrao na tomada de decisao.

b) Funcéo de distribuicdo

Quando a variavel é continua podemos partir o dioreém intervalos, cenarios, e
apontar uma probabilidade de o acontecimento viredencer a cada um dos cenarios.
Relativamente a cada cendrio adoptamos como \goesentativo o meio do intervalo

E aceitavel pensar que os cenarios vizinhos detemassociadas probabilidade
semelhantes. A Estatistica propde que, havendoapofarmacdo, em vez de atribuir uma
probabilidade a cada intervalo, é preferivel wilimma funcad-(x) continua que quantifica a
probabilidade de ser observado um valor menor qudgoal a dada valox e que é
caracterizada por apenas alguns parametros. Eradude;fendmeno em estudo, a Estatistica
indica qual deve ser a distribuicdo a utilizar. BExemplo, no ex.2.1, usamo®asstribuicdo
de Poissomue se caracteriza por um parametro (o valor neakoé igual ao desvio padréo).
Uma distribuicdo de grande aplicabilidade € a ihisicdo Normal que é caracterizada por

dois parametros, o valor médio e o desvio padréo.
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Distribuicdo Normal. Apesar de a sua expressdo analitica ser compliéadana
distribuicdo muito importante porque € “a distrif@o limite” que resulta de somarmos
acontecimentos estatisticamente pouco dependetdg®i$ veremos o0 que 0 conceito de
independéncia representa). E caracterizada porpdodsnetros, o valor médig, e o desvio

padrdo,o e tem um aspecto em S simétrico.

P(x<k)

/ - 80%
/ 60%
40%

/ - 20%

T T T T T 0%

Fig.2.3 — Distribuicdo N(0O, 1),e., normal com média zero e desvio padrao unitario

Na distribuicdo normal a probabilidade de aconteceenario }t —o;, u + od] € de
68.3%= 2/3; 0 cenariofy — 20; u +20d] € de 95.5%= 19/20 e o cenariqi— 30; 1 +30] é de
99.7%= 997/1000. Por exemplo, o coeficiente de intelig¢®cuma variavel aleatoria com
distribuicdo normal com média 100 e desvio pad&pedlo que a probabilidade de encontrar
aleatoriamente um individuo com QI superior a 14618% {.e., uma em cada 740 pessoas).
No Excel fago =1-DIST.NORM(145;100;15;VERDADEIRO)

Se dividirmos o dominio da variavel em cenariosificamos que a distribuicdo
normal aponta como mais provaveis os cendrios masido valor médio e que é simétrica.
Na figura seguinte considero o subdominio [-8;253.2%] que acumula 99.94% da
probabilidade da funcéo distribuicdo normal e dividem treze intervalos com 0.5e
amplitude.

\

Px = k)

15%

10%

5%

0% L el e

3 25 -2 15 -1 05 O 05 1 15 2 25 k

Fig.2.4 — Divisdo de uma variavel N(O, 1) em 13&&s
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Calculei a probabilidade.g, do cenario [-3.25; -2.75], que indico como -3nca expressao:
=DIST.NORM(-2,75; 0; 1; VERDADEIRO) - DIST.NORM(-35; 0; 1; VERDADEIRO).

Ex.2.12.Uma seguradora emitiu obrigacdes a 25 anos adeyaro nominal fixa de
4%/ano, sem possibilidade de mobilizacdo antecigadpondo que a taxa de inflagcdo média
nesses 25 anos se prevé seguir distribuicdo N(0.02)/ano, determine, em termos reais, 0
valor a receber no fim do prazo de aplicar 1000@€peobabilidade de esse valor se menor
gque a quantia aplicada.

R. Vou dividir o dominio da taxa de inflacdo em&wos, calcular o valor capitalizado
para cada cenario e determinar o valor médio esviag@adrao do V.F. em termos reais e a

probabilidade de vir a ser recebido uma quantiaomgue a aplicada.

A B G D E F = H

1 |Taxa de juro nominal 300%([por ano [T Infl. Média 2,00% |por ano

2 |Capital 10.000 £ Desvio padrio 1,00% |por ano

3 |Prazo 25|anas

4

5 Tw. Infl.

E |De A, Probabilidade [Meio Ty Jur.Real [V.F. % FxProb  |Desy Desw2xProb
7 228%)  -175% 001%] -2,00% 5.10%| 3465595 270 21819 67 3600521
8 -1.75%) -125% 005%|) -150% 4 57%| 3055096 14,93 17374 B8] 14751100
22 5,26% 8.75% 0,05% 5 80% -237%|) 549058 2568 7635 B9 28863 57
23 5,75% 6,25% 0,01% B 00% -283%|) 487847 0,33 -8297 80 535329
24 |Prob. Tatal 100,00% 11054081 81
25 [V.F.médio| 13176,28|Desv.padrio 3324,80
26 [Probabilidade do VF ser menor que o capital inicial 16,97 %
A7: =G1-4,25*G2 B7: =A7+3$G$2/2 A8: =B7 D7: =(A7+B?2)
C7: =DIST.NORM(B7;G$1;G$2;VERDADEIRO)-DIST.NORM(AG$1;G$2;VERDADEIRO)
E7: =(1+C$1)/(1+D7)-1 F7: =C$2*(1+E7)"C$3 G7:*ET  H7: =(F7-G$25)
I7: =H772*C7 C24: =SOMA(C7:C23) G25: =SOMA(G7:GAx224
124: =SOMA(17:122)/C24 125: =H24"0,5 126: =DIST.NORC2;G25;125;VERDADEIRO)

Ex.2.12. Uma familia contraiu uma divida de 150k€ amortgtdem 50 anos,
prestacdo mensal antecipada. Para um rendimengbldano, se a taxa de juro nominal
evoluir segundo a distribuicdo N(0.04, 0.01)/areietmine qual sera o esfor¢o de amortizar a

divida e a probabilidade de ser maior que 30%.

R. A prestagdo vem dada pcﬁ?=(1_(li?)o_(e)o?)ji Q+r)’

com r=(1+R)"*-1.

Agora divido o dominio de variacdo da taxa de juominal em varios cenarios, calculo a

probabilidade e o esforco em cada cenario (voleescis funcdes em inglés):
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A, B c D E F G H J
1 |Rendimento 25000 €porano [Tx. Juro Média 3.50% |por ano
2 | Capital 150.000 € Desvio padrio 1,00% |por ano
3 |Prazo B00|meses Esforgo limite 30,00%
4
5 Tx. Jura.
E |De A Probahilidade |Meio Tx.Jur.men.|Prest. M. |Esforgco  |PrestxProb |Desy Desw2xProb
7 0,00% 0,50% 0,11% 0,25% 002%| 265900 128% 0,00 -0.13 0.0%
g 050% 1,00% 0,49% 0,75% 006%| 29951 14 4% 0,00 0.1 00%
21 7 .00% 7 50% 0,02% 7. 25% 055%| 89953 432% 0,00 0,18 00%
22 7 50% 3,00% 0,00% 7.75% 0F2%| 95286 457% 0,00 020 0.0%
23 |Prob.Total 99 95% 02%
24 |[Esforgo médio | 0,253|Desv.pad 0,044
25 [Probabhilidade do esforgo ser maior que 30% (G3) 14,15%
C7: = NORMDIST (B7;G$1;G$2; TRUE)-NORMDIST(A7;G$1,GHRUE)
D7: =(A7+B7)2  E7: =(1+D7)\(1/12)-1 F7: =C$2*ET/(1+E7)"-C$3)/(1+E7)
G7: =F7*12/C$1 H7: =G7*C7 17: =(G7-H$24) J7: =X
C23: =SUM(C7:C22) H24:=SUM(H7:H22)/C23  J23: =SUN(R2)/C23
J24: =J23"0,5 J25: =1-NORMDIST(G3;H24,;J24, TRUE)

Quando o parecer de um perito refere gug, “a remuneracdo do capitapéovavel
que venha a ser entre 1%/ano e 4%/ano”, é prudesttar estes valores come-oge u + 0.
Desta forma, teremqsg= (1% + 4%)/2 = 2.5%/ano @= (4% — 1%)/2 = 1.5%/ano. Quando o
perito refere que “a remuneracao do capitgli@se certoque esteja entre 1%/ano e 4%/ano”,
€ cauteloso aceitar estes valores cam@o e i + 20. Desta forma, mantém-se o valor médio

e podemos adoptar um desvio padrao meamer(4% — 1%)/4 = 0.75%/ano.

Distribuicdo Uniforme. Traduz que todos os valores dentro de um intergétm
igualmente provaveis. Assim sendo, tem uma expoessalitica simples. E caracterizada por
dois parametros, o valor maximo, Vmax, e o valonimé, Vmin. Também pode ser
caracterizada pelo valor médigy = (Vmax+ Vmin)/2, e pelo desvio padraa =
0.288%(Vmax—Vmin). Por exemplo, se a amplitude for 100€jesvio padrao sera 28.87€.
Pelo contrario, se tivermos o valor médipe o desvio padra@, entdo Vmin =u— 1.732
eVmax =u+ 1.732.

Por exemplo, quando um perito opina que “nos pndsi 5 anos a taxa de cambio do
Dolar Americano sera em média 0.825€/$ com deswadrgp 0.075€/$”, para uma
distribuicdo uniforme teremos Vmax = 0.825 + 0332 = 0.955€/$ e Vmin = 0.825—-
0.075¢x1.732 = 0.695€/3$.

A probabilidade de cada cenéario é a sua propongdamplitude. Por exemplo, na
distribuicdo U(5; 10), a probabilidade de [5; €l/B.
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Ex.2.13. Uma clinica privada fez uma parceria com o Estpdm responder as
necessidades médicas de uma comunidade. Decididpagidade (em termos de consultas
possiveis no ano), a clinica recebe 10€ por cadautta possivel mais 90€ por consulta
efectuado, e indemniza o Estado em 100€ por caasulta recusada (por ultrapassar a sua
capacidade). Suponha ainda que o custo de proéu4sé/consulta possivel mais 5€/consulta
realizada, que os estudos apontam para uma nemssit 2500 consultas/ano com um
desvio padrao de 750consultas/ano. Se a cliniczigmaximizar o seu lucro médio menos o
desvio padréo do lucro, qual devera ser a sua ickguBEcinstalada? i) Assuma distribuicao
Normal ii) assuma distribui¢do Uniforme.

R. Dividindo o dominio das consultas em 18 cenaeéosom distribuicdo Normal
(Ferramentas+Solver, célula de destino C6, Maximipmr alteracdo da célula C5) a

capacidade 6ptima é 2843.

A =] B D E F G H | J K L M
1 Consultas e 10 €|por consulta possivel |
2 WV.médio D.Padrio 100 €|por consulta realizada
3 2500 750 consultas |Penaliz. 100 €|por consulta realizada
4 Custos 50 £]por consulta disponibilizada
5 |Capacidade 2843 10 €]por consulta realizada
6 |F.Objectivo 370662
7 Clientes
g8 Da Até Probab. |Meio |Consultas |Recusas|Fact Penaliza [Custo Lucra LucroxProb |Desgvio Desw2uprob
g ] 280) 009%| 128 1258 0] 40.930 € 0 €[143.400 €] -102.470 £ D406 €] 18414247 €] 312EHT
10 250 s00] 025%| 375 375 0] 65930 € 0€]145.900 €| -79.970 €] -19836 €| -161.642 47 €] B 46EH7
2 4000) 4250 1.29%| 4125|  2843|  1282|312.730€]128.200 €[170.580 €] 13950 €] 18044 €] E772247 €] 593EH17|
26 4250 4500 0p0%| 4375] 2543 1532|312.730 €[153.200 €[170.560 €] -11.050 €] BE13 €] 9272247 €] 5 15E+07|
27 99 57 % 1,99E+19
28 Média 81.672,47 € Desv.Padrdo 4460530 €

Adoptei como funcédo objectivl = i/ — g porque garante um lucro médio positivo e

controla a probabilidade de o lucro ser negativa ¢istribuicio normal sera 16%). Se

maximizar o lucro médio, a probabilidade de o lsEpnegativo € 50%.

No mesmo modelo alterando a distribuicdo para dotne, a capacidade oOptima é
2835 (diferenca inferior a 0.3%):

1
2
3
4

A
Consultas

Y. médio D.Padrio
2500 750

B

120

3799 14433333

5 |Capacidade

2835

7

B F.Objectivo 33133135
Clientes

8 [Da

Ate

Probab.

heio

& 1201

134533

5 56%

1273

10 | 1345,33333

1488 57

5 56%

1418

N&o apresento as expressdes do Excel deste erguoicserem muitas e por o leitor,
nesta altura, ter obrigacdo de conseguir implementaodelo pretendido.

A funcéo distribuicdo ndo é conhecida sendo umpgsta da Teoria. O Ex 2.13
indica que, para problemas aceitavelmente simétiem que a probabilidade de ocorréncia

bY

abaixo da média é semelhante & acima da média)teemos econdémicos a funcgéo
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distribuicdo ndo € um factor critico na tomada eleshio. Considerar uma fungéo distribuicao
normal € quase idéntico a considerar uma funcadisiebuicdo uniforme (com os mesmos

valor médio e desvio padréo).

Distribuicbes ndo simétricas.H& problemas em que a probabilidade de um lado da
distribuicdo (relativamente ao valor médio) € muitaior do que o outro lado. Nesses casos a
distribuicdo normal ndo é adequada.

Por exemplo, o rio Sabor (Ex.1.49) tem caudal médiante um dia com valor médio
de 28.77 m3/s e desvio padréo de 88.51 m3/s, coaoeio 80.6% dos dias com um caudal
entre zero é a média e em 1.2% dos dias um caudwdi@ quey + 40. A distribuicdo
Normal prevé que em 50% dos dias o caudal € memagual a média e que apenas em
0.003% dos dias o caudal € maior quet 40. No célculo de prémios de seguros por
inundacao das infra-estruturas nos rios e nas puesmidades sdo muito importantes os
caudais raros mas muito elevadis.(os que ocorrem com frequéncia menor que um dia em
cada 100 anos) porque tém grande poder destriitv®io Sabor, nos ultimos 65 anos houve

3 dias em que o caudal foi superiqe & 200 e um dia em que ultrapassad 300.

Probabilidade
40%

30% -

20%

10% A

0% ! f f I ; T ‘
0 Média Caudal

Fig.2.5 — Funcéo distribuicéo tipica do caudal aherio (rio Sabor)

2.2 Operacdes algébricas com uma variavel aleatoria

Na generalidade das situacbes apresentadas nosicer existem variaveis
relevantes de que desconhecemos o valor partigutasera observado no futueog, a taxa
de juro, que substituimos por funcbes distribuicacacterizadas pelo valor médio e pelo
desvio padrédo. Na tomada de deciséao € necessalimarealculos com as variaveis aleatorias
qgue resolvi construindo modelos com cenarios nhafale calculo. No entanto, certas

operacOes algébricas sdo possiveis resolver deafarmalitica o que € importante por nos
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indicar resultados tedéricos gerais importantesesd® do risco, como seja a necessidade de

diversificar o risco.

i) Operac0Oes algébricas simples

Se multiplicarmos, dividirmos, somarmos ou subtnas constantes a uma variavel
aleatoria que segue determinada funcgdo distribu{cém valor médio e desvio padréo),
continuaremos a ter uma funcéo distribuicdo do meBpo .9, se era normal, continua
normal) mas com os paramentos alterados. Entaostgoe estudar como se alteram o valor

médio e o desvio padrao.

Propriedades do valor médio
a) O valor médio do produto de uma constanp®r uma variavel aleatorid é igual

ao produto da constante pelo valor médio da vdr{geeresponde a uma mudanca de escala):

Zn:pi Halx) Zn‘,afﬂpﬂﬁ) ZN:piD(i
parx) =3 =13 sald —— =au(x)

n

zpi iz:,pi ;pi

i=1

b) O valor médio da soma da constamteom a variavel aleatorid é igual a soma da

constante com o valor médio:

inmwm imm+mm imﬁ in&
,u(a+ X) - i=1 - i=1l - i=1 + i=1n =a+,u(X)

n n n

>p P PN ;m

i=1 i=1 i=1

Ex.2.14. Um marceneiro tem 1000€/més de despesas fixamedée margem das
vendas, em média, 15€ por cada mével que prodyorBo que projecta produzir este més
100 mdéveis, qual sera a sua remuneragcao em tergaiosi

R. Temos 108 x— 1000. Atendendo as propriedades, teremos 166- 1000 = 500€

Propriedades do desvio padrao
a) O desvio padrdo do produto da constanfeela variavel aleatoriX é igual ao

produto do valor absoluto (o D¥0) da constante pelo desvio padrédo da variavel:
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Zn: P; [ﬂaD(i ‘aﬂl(x))z Zn: P; [ﬂaD(i ‘aﬂl(x))z
o(afx)= |2 = |a® 2 - =|a (%)

Zpi Zpi

i=1 i=1

b) O desvio padrdo da soma de uma constante canvanavel aleatoriX é igual ao

desvio padréo da variavil

> p @+ x) - @+ u(X))’ Sy Ik - 4(X))

ola+X)= |12 = [a® 32 =0(X)

n n

Zpi Zpi

i=1 i=1

Ex.2.15.Um empresario esta a avaliar a possibilidade dgaalum barco de pesca
pelo qual paga 3mil€/dia. Suponha ainda que demnordia de viagem para cada lado e que
pesca, durante 5 dias, 2500kg/dia cujo preco ddav@revé que segue distribuicdo normal
com preco médio de 2€/kg e desvio padrédo de 1€kgnto prevé que seja o lucro? Qual a
probabilidade de ter prejuizo?

R. Prevé como lucroX®2500xN(2; 1) — 30087 =1250&N(2; 1) — 21000 =

= N(25000; 12500) — 21000 = N(4000; 12500)

O lucro serd em média 4mil€ com desvio padrdo deniif. A probabilidade de ter
prejuizo sera 37.45%, obtido no Excel com =NORM(54000;12500;TRUE).

Ex.2.16.0 empresario A fez uma descoberta que lhe pedreienvolver um negécio
cujoq de Tobin é&\(1.5, 0.25) e onde € necessario investir IM€. Sdp@ue o empresario A
vendeu ao empresario B metade do negdcio por 62piaE sera @ de Tobin de A e de B?
RECE _ 05xN (15025

R. A investe 375k€ que terd u = =N (2033
q il INVEST. 0.37¢ ( 3
B investe 625k€ que tera uqr 0.5x '3 é12§’025) =N (1202

O Ex.2.16 ilustra porque € vantajoso o empreendedutir accoes da sua empresa.
Uma accao € uma parte do capital préprio da empessid, em termos contabilisticos, um
certo valor nominal, normalmente 1€. Por exempioatempresa com um capital social de
10M€ divide-se em 10M de acc¢des com valor nomieal€ cada. Além de dar direitos de
voto na conducéo dos destinos da empresa, a aceduiéerada com uma parte dos lucros, o

dividendo, que é incerto.
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As accOes tém maior risco que as obrigacdes poruecaso de insolvéncia, 0s
activos da empresa pagam primeiro as obrigacOgemaa 0 que sobrarg, nada) € que é
dividido pelas accdes. Aléem disso, no contrato oesg&do o resultado das obrigacbes é
conhecido (o cupao e o valor de remisséo) enquargm lucro da empresa € variavel.

Interessa ao empresario dispersar 0 capital da esapporque, normalmente, a
empresa emite as ac¢des, numa operacdo denomioad2Py (mercado primario), a um
preco superior ao valor contabilistico. As acc@@sdepois transaccionadas entre investidores
(mercado secundario) sendo o seu preco, denomipadocotacdo, determinado pela
expectativa que o0s agentes economicos tém da @eolfigura do negocioi.€., dos
dividendos e da cotacéo).

il) Operacdes algébricas nao simples

Se tivermos uma variavel aleatéria e utilizarmpsracdes algébricas que ndo somas e
multiplicagbes por constantes, ndo conseguimos @bgebricamente a funcdo distribuicao
resultante nem os seus parametres O valor médio e o desvio padréo).

Podemos usar trés meétodos na resolucdo (aproxirdadis) problema.

1.° Calculo expedito.Determina-se o resultado para os dois valoresveist&da
variavel, g(1+~0) e g(u+0), fazendo uma avaliagdo rapida dos pardmetroesldtado com
estes dois pontos. O valor médio € aproximado g@ro) + g(~0)]/2 e o desvio padréo
sera aproximado porg(to) — g(r—o)|/2. A potencialidade deste método € poder ser

realizado com apenas uma maquina de calcular.

Ex.2.17.Conhecida a taxa de juro= 2%/ano, hum seguro de vida em que se prevé
que a longevidade do seguradb € N(50, 10), por cada 1000€ de indemnizacéo grdehe
qual devem ser as reservas (antecipadas)de formesodver ((P) — o(P) = 0. ii) Se a
seguradora propde um prémio antecipado de 15€@ncapa 1000€ seguros, qual serd o seu

lucro?
R. As reservas terdo que gerV x (1+r)™" :E(l— @+r)™)(A+r)
r

P V xr
@L-@+n))a+n=

sdo:P(40) = 16.23€/anoP(60) = 8.60€/ano. Para uma longevidade N(50,1@gguradora

Entdo, as reservas necessarias para 40 anosmeo80
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precisard reservas com médias (16.23+8.60)/2 2€mAo e desvio padrdo |6.40+1.23|/2 =
3.82€/ano aconselhando a precaucédo a que as 1esefam 12.42+3.82 = 16.23€/ano.

i) Conhecendo as reservas necessarias para 40eafi@sanos determino o lucro:
Lucro(40) = 15-16.23 = -1.23€/ano; Lucro (60) = 8606 = 6.40€/ano. Para uma
longevidade genérica, o lucro do seguro tera valédio (—1.23 + 6.40)/2 = 2.59€/ano e
desvio padréo |-1.23 — 6.40|/2 = 3.82€/ano.

2.° Divisdo em cenarios.Divide-se o dominio da variavel em cenarios sendo
conveniente utilizar a folha de calculo, o que ga feito repetidamente no Excel. Neste
método, ao considerarmos intervalos mais pequersdamos a diminuir o erro do célculo.
Para o Ex.2.17 considerei cenarios com 2 anos gétade, resultando num lucro médio de

2.73€ com um desvio padréo de 4.32€ por cada 180@€lemnizacéo contratada.

A B C D E F £ H I
Longevidade Prémio 15 €| por 1.000 €|de indern. |
hédio a0 T deduro 2% |por ano
Desy. padrio 10

De  |Até |Prob.  [Meio |Lucro Luc. xProb|Desvio Degsv"*prob
18] 20| 007%| 195 -266B0€ -002€ -2933€ D57 €
200 220 012%| M5 -2124€ O03E 4R E 073€

3| 80| 82| oo7w| 815 1013€ 001€ FA0€]  0p4 €

1
2
3
‘Il N E—
5 Longevidade
5
7
8

L Total 99 36% 1867
40 W.Médin | 273 €[Desv.Pad.| 432 €
C7: =NORMDIST(B7;C$2;C$3; TRUE)- NORMDIST(A7;C$2;CFRUE)
D7: =(A7+B7)/2+0,5 E7: =F$1-H$1*F$2/(1-(1+F$2) - PA+F$2) N (D7+1)
E7. =C7T*E7 F7: =E7-F$40 G7: =G7"2*C7 C39: =SUM(C38)
F40: =SUM(F7:F38)/$C39 H39: =SUM(H7:H38)/$C39 H4®13970,5

Como,e.g, se a longevidade for entre 18 e 19 anos o segyiagh 19 vezes 0 prémio
(porgue € antecipado), o valor do meio do interya8 20] sera (19+20)/2 = 19.5 anos. No
Ex.2.1 e Ex.2.5 ndo considerei esta nuance paraoréplicar o raciocinio.

Podemos calcular directamente no Excel, por exengplarobabilidade do lucro ser
negativo que é 15.1%, =SUM(C7:C18)/C39, ou ser mgoe a média, 42.1%. Se usarmos a
distribuicdo normal com os parametros calculades=(2.73 e o =4.32) dara 26.4%,
=DIST.NORM(0;2.73;4.32;VERDADEIRO), e 50%, respegathente, o que traduz que as

operacdes algébricas deste exercicio alterarammefda funcao distribuicao.
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3.°Método de Monte Carlo: E um método estatistico muito poderoso e vergal

na sua aplicacdo, é semelhante a experimentaclaranose papelinhos num saco com
nameros que se faz terem certa funcéo distribieg&@n-se retirando (e repondo no saco para
manter a distribuicdo). Foi utilizado, por exempha, descoberta da funcao distribui¢ao
student(que é parecida com a distribuicdo normal mas achatada) e no desenvolvimento
da primeira bomba atémica. Sendo que inicialmeeteusava um saco para colocar 0s
papelinhos, o desenvolvimento dos computadores faeibtar a sua aplicacdo. Partindo de
uma variavel aleatéria com determinada funcaoidisgdo, valor médio e desvio padrao,
retiro uma amostra da variavel aleatéria que tenalculo o resultado para cada valor e fico
com uma populacdo com a qual posso construir utognégmna, calcular o valor médio e o
desvio padrao e ajustar outra funcéo distribui€@ba estratégia denomina-se por Método de

Monte Carlo por fazer lembrar o funcionamento dgago de casino.

Geragdo de numero aleatorio @@
Voltando ao Ex.2.17 Arranjo 10000 — 0
individuos retirados aleatoriamente CU 1stal de nimeros aleatérios: 10000 Cancelar
longevidade segue distribuicdo normal cq Distribuicéo: [ormal > Ajuda
, - . - . Pardmetros
média 50 e desvio padrdo 10. Para isso \ - E
ao Tools + Data Analyses + Rando| kesvio-padro = 10
Number Generation e escrevo la 0 | semente sleatsria: —
pretendo (ver figura da direita). Opsfies dz saida
* Intervalo de saida: 13 Y
Depois, calculo nas demais colunag ' teva falha de caleulo:
. ., " Moo li
lucro para cada um dos individuos e pog | "

calcular as estatisticas pretendidag, 0 valor médio, o desvio padrdo, a probabilidade d
lucro ser menor que zero e ser menor que o valaion&o numero de prémios pagos,

trunquei a longevidade e acrescentei 1 porqueraipré antecipado.

A B C D E F £ H
1 Longevidade Prémin 15 €|por 1.000 €|de indern. |
2 |Medio a0 Tx.dedura 2% |por ano
3 |Degv.padrao 10
4
5 Longevidade |Prémios [Lucro Medio 2R3 €
B | 46599767584 47 2ME Lucro Desv pad 447 €
7| 37 22316583 38 247 € P{L=0) 21.2%
8 | 524425731 53] 444 € PL=2.27) 42 4%
89 | B27B47354 B3] 710€
10004 66 4466201 67| 7H2€
10005, 58 3492523 59] B15€

B6: =INT(A6) C6: =F$1-HS1*F$2/(1-(1+F$2)"-B6)/(ES2)N(B6+1)
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G5: =MEDIA(C6:C10005) G6: =DESVPAD(C6:C10005)
G7: =CONTAR.SE(C6:C10005;"<0")/10000 G8: =CONTAR(E7:C10006;"<2,69")/10000
Comparando os trés métodos, para distribuicbesivaloente simétricas, os resultados séo

idénticos.
Média Desv.Padrdo |P(L<0) |P(L<med)
Expedito 2,59 € 3,82 €
Cenérios 2,73 € 432€( 21,1% 42,1%
MMC 2,69 € 447 €| 21,2% 42,4%

2.3 Diversificacao do Risco

Apesar de a soma de varidveis aleatdrias ser apeanasoperacao algébrica, em
termos econdémicos € muito importante porque tradomnceito de diversificagcdo do risco.
Assim, a soma de variaveis aleatérias é um instntonprimordial na gestdo do risco. Em
termos populares a diversificagdo € sintetizadem&&ma “ndo por os ovos todos no mesmo
cesto”. Existe diversificagdo do risco sempre queturo acontecimentos que nao estao
perfeitamente correlacionados. Por exemplo, a paidéaconselha a que num casal os
conjuges trabalhem em empresas de sectores deladawdiferentes.

Existem outras operacdes com varidveis aleatoriss $fo apenas célculos da
matematica financeira e que ndo traduzem diveas@ic do risco (por exemplo, a expressao
da renda antecipada de duracéo limitada usadaguvosde vida em que a longevidade e a

taxa de capitalizacdo das reservas sdo assumiaesvariaveis aleatorias).

Divisdo das variaveis em cenarios
No modelo de decisdo do Ex.2.5. sdo desconhedigss variaveis relevantes: a taxa
de juro e o rendimento. Assim sendo, ja estamoslifsimados com a divisdo de duas

variaveis em cenarios.

Ex.2.18. Um pescador precisa decidir se vai pescado. No momento da tomada de
deciséo, o pescador sabe a quantidade que varpesoa preco a que vai vender o pescado
mas a intuicdo do pescador permite-lhe constrmérmes e atribuir-lhes probabilidades. Cada
cenario € um acontecimento conjunto pelo que a ghmibbade de ocorréncia € a
probabilidade de, em simultaneo, se verificar umantjdade pescada (em kg) e um preco

(em €/kg). No caso, os cenarios sao intervaas, a probabilidade de pescar entre 100kg e
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250kg e vender o pescado entre 2€/kg e 3€/kg €58k ® pescador intui as seguintes
probabilidades:

Pesca \ preco|[1; 2]€ |]2; 3]€ 13; 41€

[0; 100]kg 0% 4% 10%
[100; 250]kg 19 35% 15%
]250; 400]kg 59 10% 10%
]400; 500]kg 99 1% 0%

O pescador pode agora calcular a receita (em temmédios e desvio padréo)
multiplicando a quantidade (do meio do intervalelogoreco (do meio do intervalo) e decidir

ir pescar seg.g, a receita média menos o desvio padrao for maierog custos variaveis:

A B & D E | F | & | H |
1 1,5 25 3.5 Cluadros auxiliares
2 a0 4% 4% 10%0 a 5 175
3 175 1% 35% 15%% 2E28| 183,126 91875
4 325 5% 1084 10% 24 375 8125 1375
5 450 9% 1% 0% B0.75 11,25 0
| B |P Total 15% 50% 35% Receita madia 56150 €
7
| 8 |Receita 75 125 175 0 7B2129] 14923823
EN 2625 437 5 6124 894 M1 53816 39015
|10 487 5 8125 1137 5 27380 B30 ANITE
|11 E75 1125 1675 1169 403| 3175,323 0
|12 | Yardncia 733114
|13 | Desvio Padrio 27076 €
B8: =$A8*B%$7 F2: =B8*B2 H6: =SUM(F2:H5)
F8: =(B8-$H$6)"2*B2 H12: =SUM(F8:H11) H13: =H1250,

Se tivéssemos varias variaveis ndo poderiamoseaqes 0s cenarios num quadro mas

poderia ser na mesma realizada.

Ex.2.19. Uma empresa com 1000 trabalhadores afectosnstrucdo de um tunel
pretende contratar um seguro de trabalho que atabubeneficiario, em caso de morte, uma
indemnizacdo igual a 60 salarios da altura do atédeSupondo um prémio mensal,
antecipado e que o seguro tem a validade de 5 qnasto deve ser esse prémio mensal?

R. Neste caso temos 3 variaveis desconhecidasgaad® juro, a longevidade e o
salario. Vamos supor que a seguradora assumiu réfies, calculou as probabilidades de

cada um e construiu um modelo no Excel.
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A, B C D E F [ H | d 58 L I
1 | Longevidade [ Taxa de juro Rendimento “aridveis
2 De A, De A De A, Lmeio |T).meio |F.meio |Probab |Reseras |ResxProb |Desvio®2xProb
3 0 121 05%| 15%| S00€ 7al € (] 10%| E26€ 0002%| 5928€ 0119€ 01,7
4 12 24) 05%| 15%| S00€ Vel € 185 10%| E25€ 0002%| 2208€ O0044€ 97 1
= 24 J6) 05%| 15%| S00€ Vel € 05 10%| E26€ 0002%| 1.418€ O0028€ 400
5} s} 48] 05%| 15%| 500€) 780 € 425 10%| E25€ 0002%| 1077 € 0022€ 230
7 48 B0l 05%| 15%| 500€) 780 € 54 5 10%| EB25 €| 0002% Be7 €] 0018 € 156
5] 0 12 15%| 25%| S00€ Vel € 65 20%| B25€ 0004%| G033 € 0244 € 14302
9 12 24) 15%| 25%| S00€ Vel € 185 20%| B2€ 0004%| 2397 € 0096 € 2289
45 24 36) 25%| 35%|[1.000 €]1.260 € 050 A0%| 1.125€ 0002%| 2.3009€ 0D0OBE € 218 .4
AR s} 48] 25%| 35%([1.000 €)1.260 € A28 A0%| 1125 €| 0002%| 2749€ 0ODAS € 150 R
47 48 BO| 25%| 35%(1.000 €)1.260 € A4 A0 A0%| 1126€| 0002%| 2467 €] D049 € 1202
43 Prob. de moarrer 0,140%
49 Prob. de ndo morrer 99 56% 0 €| 0,000 € 24,1
=0 P RITATE
51 % médio |Desv. Padrio
o2 491 € 166,05 €

Em termos médios, a seguradora tem lucro médidiymsiom um prémio médio
razoavelmente baixe6€/més, mas este negocio tem um risco tao elevhloal66.85€/més)
gue é inviavel (obrigaria a um prémio acima de I9@@sais). Apenas é possivel em termos
econdmicos se a seguradora o conseguir divers(Bagy segurar todos os 1000 trabalhadores
da obra). As reservas terem que ser sempre paséivadesvio padrdo ser muito superior ao

valor médio traduz uma funcao distribuicdo muiteiesada.

Coeficiente de correlagéo linear de Pearson

No caso de termos duas variaveis aleatorias, déedistribuicdo e parametros (valor
médio e desvio padrdo) que caracterizam cada usaateveis, havera um parametro para
quantificar o grau de associacao estatistica estr@riaveis.

Por exemplo, nas calgas sdo importantes a largu@ndura e a altura de perna do
cliente. Apesar de na hora de fabrico os clienteeens desconhecidos, ao entrar
aleatoriamente um cliente na loja, em média, quaraior for a sua cintura, maior sera a sua
altura de perna. Existe uma relacdo idéntica enfperimetro do pescog¢o e o tamanho dos
bracos. Os individuos que ndo obedecem a estaioetstatistica sdo obrigados a arranjar a
roupa.

A associacdo entre as variaveis estatisticas osaeke facilmente no coeficiente de
correlacao linear de Pearson que é um parametralseemsdes compreendido entre —1 e 1.
Se o coeficiente de correlacdo for zero, as vagav@o sado correlacionadas e quanto mais
afastado de zero maior é a correlacéo linear astrariaveis.

O coeficiente de correlacéo é a covariancia alilipelo desvio padrdo das variaveis

p(x )= XY

_W = a(X,Y) = p(X,Y)w(X) @(Y)
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A covariancia representa o produto médio dos deslés variaveis relativamente aos

valores médios:

3 (% = 9)(y; - ()

o(xy)=-= .

Propriedades do coeficiente de correlagao.

I) O coeficiente de correlacdo entre uma varialegdtaria e uma constante é zero.

S pla- @)y, - (V)
o(aY)="= =0

i) Se somarmos uma constate a uma das variavepeticiente de correlacéo

mantém-se constante.

n

ipi((a+x)—(u(><)+a))(yi—u(Y)) > (x40, ~ 400)
o(a+X,Y)="2

=o(X,Y)

iii) Se multiplicarmos uma constate ndo nula porautas variaveis, o coeficiente de
correlacdo mantém-se em grandeza e vem multiplipatiosinal da constante. Se a constante

for zero, o coeficiente de correlagéo fica zero.

n

Zp. (ax) - (u(X)a))(y; - u(Y)) Z a(x=u(X)Ny; - (Y))

o(aX,y) =2 - - =ao(X,Y)
Z pi Z pl
pax,v) =22 gig@)p(x.Y)

lalo(X) o (Y)
No caso de termos variaveis ndo correlacionadasngo das funcdes distribuicdo de
cada uma das variaveis, podemos facilmente utiizaétodo expedito. Por exemplo, com 3

variaveis estatistica em que tema g(x, y, 2) teremos:
#(9) =[g(u() + o (), 1(y) + o (y), (D) + 7(2))+ 9 (u(x) + T (X, 4(y) + T (). (D) + T (2))] /2
a(9) =[g(u(x) + o (x), 1) + 7 (Y). 4(2) + 0(2)) = g(u(x) + T (x), 1Y) + o (V). 4(2) + 0 (2)) /2

A aplicacdo do Método de Monte Carlo também é EmpCriam-se com a ferramenta

do Excel “Gerac¢do de numeros aleatérios” cada wuasavdriaveis e calcula-se o modelo para

cada conjunto de valores.
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Ex.2.20. Num seguro em caso de morte, a longevidad¢éaxa de juro e a
indemnizacdo (por estar indexada ao salario mésho) desconhecidos assumindo-se as
distribuicdes N(80; 10) anos, N(2%; 1%)/ano e NQ00)€, respectivamente. Determine o
valor médio e o desvio padréo do prémio postecigad@l minimo (as reservas).

_ V xr
a-@+n™)arn
Vou calcular de forma expedita (area A7: E12) endsao MMC (area G1:J10004).

R. Aplicamos P:Vx(l+r)™" :E(l—(1+r)’L)(1+ P
r

A B © D E F| G H | J
1 Media OpP Wétodo de Monte Carlo
2 |ldade Maorte an 10|Anos Idade |Tw. Jur |Indemniz.  |Prémio
3 Tx.Juro 2% 1% [por ano A0l 1 74%|) 95130 1121€
4 |lndemniz. 1000 100(€ B7 2| 242%| 104203 €| 1411 €
5 |ldade 25 anos B24 039%| M279E| 1417 €
5 928 2B3%| 1.059 B8 € 5 bR £
7 |Expedito  |ldade Tw.Jur  |Ind Prémin 920 165%| 1.054 91 € BR0€
8 |C+ a0 3% 1100 S550€ 97 3| 1.40%] 1.048 06 € 8.6 €
9 - 70 1% 900) 1578 € A82 125%| 9B 33E| 2387 €
10 P medio 1064 € FEF| 227%|) 91935 € 804 €
11 Degv. Pad 514 € 910 1,70%| EBS 27 € B3 E
10002 | 833 038%| 98970€| 1379€
10003 P.medio 11,09 €
10004 Desv Pad 502 €
B8: = B2+C2 B9: =B2-C2 C8. =B3+C3 C9: =B3-C3

E8: =D8*C8/(1-(1+C8)"-(B8-$B$5))/(1+C8)"(B8-$B$5+1) E12: =ABS(E9-E10)/2
Copiei de E8 para J3: J10002.
J10003: =media(J3:J10002) J10004: =DESVPAD(J3Q4)0

Mantendo-se o0 caso em que as variaveis sao indepes, também é simples 0 uso
de cenérios de que o Ex.2.19 é um exemplo. Semtosgeras fungdes distribuicdo de cada
variavel, obtemos a probabilidade de cada cen@mgunto multiplicando as probabilidades

dos cenarios considerados para cada uma das variave

Ex.2.21. Um individuo com 25 anos comecou a travadigora e, sabendo que se ficar
invalido nos préximos 10 anos nado recebe reformr dazer um seguro de invalidez.
Pagando um prémio mensal postcipado, ficando mhwaurante os proximos 10 anos recebe
até morrer 500€/més. Determine o prémio necespaéeiendo que a probabilidade de ficar
invalido € uniforme e igual a 0.01%/aniee( cada ano, um trabalhador em cada 10mil fica
invalido), que a esperanca de vida é N(80; 10), ajuaxa de juro é N(2%, 1%) e que as

variaveis sdo independentes.
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R. Vou construir 5 cenarios para cada variavel mbina-los em 125 cenérios

conjuntos.
A B C D E F G H | J K
1 Fica invalida (més)|Meio Prab Longevidade hleio Prab Media Desv.pad
2 0 24 12| 0,02%] 001% 40 70 55 15,86% a0 10
3 24 45 36| 0,02% 70 76 73 18,59%
4 4a 72 BO| 002% 7B 84 a0 31,08%
5 72 96 84| 0,02% 84 80 g7 18,59%
& ELa] 120 108] 0,02% a0 120 105 15,86%
7 0,10% 99.99%
g Taxa de juro |Meio Prob  |Média |Desy pad
g 2% 0% -100%| 227%| 200%| 1,00%

10 0% 1% 0,50% ] 13.59%
1 1% 2% 1.,80%]34,13%
12 2% 3% 250%]34,13%
13 3% 5% 4,50% ] 15,86%

14 59 ,59%

15 |Invalido |Longev. |Tx.de.juro |Prob.] |Prob.L |Prob.T.J |Prob WA Ind Prémio PrémxProb [Desv2*prob
16 12 g5 -100%| 002%[1586%] 2.27%|0,000072%| 436774 27[36.200,10 € 003 € 544 10
140 108] 105 450%| 002%]1586%| 1586%|0,000503%) 8840921 99325 € 000 € 459
141 99 50% 0 52 B4
142 123659 54
143 | 727€]  3FE1E5E

Interessa realcar a funcdo do Excel ProcV(chauelda coluna) que, mediante um valor
chave, vai buscar a uma tabela o valor correspdadpre esta numa outra coluna. Em inglés
a funcéo denomina-se por VLookUp.

D17: =PROCV(A17;C$2:D$6;2) E17: =PROCV(B17;H$5:1%)

F17 : =PROCV(C17;C$10:D%$14;2) G17: =D17*E17*F17

H17: =12*500/C17*(1-(1+C17)"-(B17-A17/12))*(1+C1#A17/12)

117: =H17*((1+C17)"(1/12)-1)/(1-(1+C17)*-(A17/12))

J17: =117*G17 L17: =(117-J$143)"2*G17 G141: =148®(G16:G140)

J143: =SOMA(J17:J141) K142: =SOMA(K17:K141) K14¥142"0,5

Este seguro é pertinente aparecer no mercadoegpieadora conseguir diversificar o risco.

Operacdes com varidveis correlacionadas - Diversificdo do risco
Entre as operacfes algébricas simples com vari@atédisticas esta a soma que €
muito relevante no contexto da matematica finaacgiorque modeliza o conceito de

diversificacdo do risco usado nas carteiras deati

Distribuicdo da soma de duas varidveis aleatoriasJa vimos que quando
multiplicamos uma constante por uma variavel aleato valor médio e o desvio padréao vém
multiplicados. Quando somamos uma constantes avan@vel aleatoria, o valor médio vem
somado e o desvio padrao mantém&ealor médio da soma de duas variaveis é a soma

dos valores médios das variaveis:
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n

Shl+y) Yax+py) dex Sny

H(X +Y) == == =S+ = p(X) + u(Y)

n n

iZ:l:pi zpi zpi zpi

i=1 i=1 i=1

Variancia e desvio padrdo da soma de duas variaveseatorias. A variancia da
soma € igual & soma das variancias de cada vari#islduas vezes a covariancia entre as
variaveis. O desvio padréo sera obtido pela razmlada da variancia:

Sl + ) - () + L) 3 Bl - 00) + (y, - )]

0.2(2) — =l — =l

Zpi ipi

i=1 i=1

N

SRl -u)’ R kOO - ) DRy - )

==l . + 2= + =L

P 2P 2P
=0g*(X) +20(X,Y) +d*(Y)
=g*(X)+2p(X,Y)xag(X)xa(Y) + g?(Y)

Ex.2.22.Um intermediario de legumes encomenda a mercadotes de saber o seu
preco de aquisicdo (que assume com distribuicdmalarom média 0.50€/kg e desvio padrao
0.10€/kg) e o preco de venda (que assume combdigt@io normal com média 0.60€/kg e
desvio padrdo 0.15€/kg e que a correlagdo entreegopde compra e de venda € 0.5). O
comerciante paga 75€ pelo transporie. Determine qual o lucro antecipado pela
intermediacdo de 1000kg de legumes (em termos médaesvio padréoj) Determine a
probabilidade de o intermediario ter prejuizo.

R. 1) L =V.(Pvenda — Pcompra) — Ctransporte

L =1000%(N (060- 015) - N (050- 010))-75 -

L =1000x N (060— 050,\/ 015% + 2x(-05) x 015% 010+ 010%) - 75= N (25 1323)
A covariancia é negativa porque o preco de comgtéaraultiplicado por —1.

i) No Excel usaria (inglés) A1l: =NORMDIST(0; 25; 132TRUE)= 42.5%

Ex.2.23.Duas accoesX e, tém rentabilidadeX ~ N(5%; 5%)/ano & ~ N(10%,
7%)/ano com correlagao linear de 0.25. Determimerdiabilidade de uma carteira com a
proporcéo 0.5 dX e 0.5 dey.
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R. Tenho que escrever a expressao algébrica e depiziarias propriedades:
Z=05X+05Y
H(Z)=05u(X)+05u(Y)=05%x5%+ 05x10%= 75%

0(Z) =/0?(05X ) +20(05X 05Y)+0?(05Y)
=/ (05%5%)? +2x 025x (05x 5%)x (05% 79%6)+ (05 7%)* = 478%

Com os dois titulos em carteira, conseguimos umgabdidade media localizada
entre as duas accdes e com um risco menor queugualgna delas isoladamente. Este
fendmeno denomina-se por diversificagdo do risesantece sempre que a correlacédo entre

as rentabilidades dos activos for menor que 1 éoagntecera quase sempre).

Extensdo a soma den variaveis. Quando se somam variaveis estatisticas, o valor
médio obtém-se pela soma dwosvalores médios e a variancia obtém-se pela sormanda
variancias mais duas vezes as covariaraia® todos os pares de variavei$ara o caso de

trés variaveis teremos:

g?(X+Y+2Z2)=0*(X)+0*(Y)+0%(Z)+20(X,Y)+20(X,Z)+20(Y,Z)

Ex.2.24.Uma empresa pretende lancar o seu produto em mogasados. Tem como
hipotese abrir uma representacdo em Moscovo cigto e CmO N(3, 0.5) e o resultado
actualizado das vendas é VMiN(7, 1) e / ou uma representacdo em Sao Petewslouig
custo é Cspgl N(2, 0.6) e o resultado actualizado das vendasg[V/N(6, 2). Todos 0s
valores sdo em milhdes de euros. Supondo que disiente de correlacdo linear entre Cm,
Csp, Vm, e Vsp sado os da tabela abaixo e que o tesulta de subtrair os custos ao resultado
actualizado das vendas,

0 Cm |[Csp |Vm | Vsp
Cm 1 0 0.5 0
Csp| O 1 0 0.5
Vm | 0.5 0 1 0.7
Vsp| O 0.5 | 0.7 1

1) Determine o lucro da representagcéo de Moscad® 840 Petersburgo (separadas).

i) Determine o lucro de abertura das duas reptagéas (em conjunto).

R. i) Lm = Cm-Vm = N(7,1) — N(3, 0.5) = N(4(1? +2x1x0.5%(-0.5) + 0.3)) = N(4, 0.866)
Lsp = Csp—Vsp = N(6,2) — N(2, 0.6) = N§42* +2x2x0.6x(-0.5) + 0.6)) = N(4, 1.778)

i) L=Cm —Vm + Csp — Vsp = N(7,1) — N(3, 0.5) + N(6— N(2, 0.6)

= N(BV(1* + 0.5 + 2 + 0.6 + 2x1x0.5%(-0.5) + %2x0.6x(-0.5) + %1x2x(+0.7)))
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= N(8, 2.59) Nota: Para simplificar os calculos, s6 3 corréém;sao diferentes de zero.

Ex.2.25. Voltando ao Ex2.19. Um seguro de trabalho cobra prémio de
6€/ano/trabalhador e obriga a seguradora a cointitono reservas F(4.91; 166.65)€/ano.

1) Supondo que os acidentes ndo estdo correladsnadketermine o lucro por
trabalhador de segurar 1, 100 trabalhadores e rHiz0hadores.

L, =(6—F (491,16665)) = F (109, 16665)

Lo = (F (109,16665) + F (109,16665) +...+ F (109,166 65)) /100

= N@og J100x16665 )/100: N(109,1667)
Lyoge = N(1090 V1000%16665 )/1000: N(109527)

i) Supondo que quando ha um acidente € provavel oporra mais que um
trabalhador. Assim, recalcule o lucro por trabatitacbom a correlacdo entre as fatalidades
assumida como 0.1

Lo = (F (109,16665) + F (109,16665) +...+ F (109,166 65)) /100
100x99

= N(lOQ \/100><166.652 +2x X O.1><166.65><166.65] A00= N( 109 5502)

Lyono = N(1090 J1000%166652 )/1ooo= N( 1091674)

Quanto menos correlacionado estiverem 0s acontatdsiee maior numero de
acontecimentos conseguirmos misturar, maior seliénauicdo do risco e, independente da
funcdo distribuicdo original, mais a fungcédo disirgdio resultante se aproxima da fungao
distribuicdo normal.

Ex.2.26. Voltando ao Ex2.21. A seguradora que pk&msgar o “Seguro de Invalidez”
que obriga a constituir reservas F(7.27, 351.653€/por cada 500€/més de indemnizacao
pretende cobrar de prémio o valor médio das resenais o desvio padrdo. Supondo que a
invalidez dos trabalhadores ndo esta correlacignddeermine o prémio em funcdo do

namero de segurados.
Re=F(nx 727:/nx35165°)/n= N (727; 35165/+/n)
P =727+35165//n

Por exemplon = 1000= P = 35.16€/mésn = 1000= P = 18.39€/mésn = 10000=
P = 10.79€/més.
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Diversificagcéo de risco e avaliagao de projectos

A diversificag@o do risco pode tornar aceitaveiestimentos que avaliados de forma
independente ndo seriam rentaveigy( terem um VAL negativo). Isso acontece quando o
investimento tem uma correlacdo negativa com outkasstimentos o que permite diminuir o

risco do conjunto dos investimentos.

Ex.2.27. Uma investidora tem a possibilidade deuaolquma participagdo num
campo de golfe rentavel que tem grde Tobin igual &(1.2; 0.2) e numa empresa agricola
nado rentavel que tem umde Tobin igual &(0.9; 0.45). Supondo que a correlagdo entre 0s
negocios € de —0.9, determine a proporcao do investo que minimiza a probabilidade de
ter prejuizo.

R. Fiz um modelo no Excel e utilizei o solver parmimizar o risco. Contra a légica
da andlise individual, aplicando 27% do investimemd empresa nao rentavel e com risco
elevado o meu risco de ter prejuizo diminui de 1% 8&ara 3.22%. Reparar que introduzi

duas restricées no solver.

A B & 0] E - |
1 Medio |Desy.pad. [Prob g=<1 |Investimento Rarémetros do Solver E]EJ
2 Guhfe 12 02 1587% 72 BE% CElula de destina: $0%6 EF Solugionar |
3 Agnculaﬂ .D,Q 045 5879% 27 35% lusla: © Maxmo O Migimo O Valor de o —
g Lailclecn lize DDD_EDI? Por alteracdo das células: 4
B [Carteira [ 1.118] 03009 |4E42 ES| Estimar
é Sujeito s restriciies: Opcdes
g zg;g ::é J Adicionar
10
Alk
11 ﬂ Repor kuda
12 J Elirinar
13 Ajuda
14
D2: =DIST.NORM(1; B2; C2; VERDADEIRO) E3: =1-E2
C5: =(E2*C2)"2+2*C2*E2*C3*E3*C4+(C3*E3)"2
B6: =E2*B2+E3*B3 D6: =C570,5
Alavancagem
Uma empresa pode ser dividida n
Activo Passive

conjunto de destinos financeiros (os activos

empresa que tém determinada rentabilidad 1000 Acgées BCP | Fmpreéstimes bancarios
podem ser recuperados) e um conjugo | 2500 Accdes BFT | Obrigacdes emitidas
origens financeiras (os passivos da empr| 3000 Accdes GALP | Capital proprio

R . 2000 Obrig. FCP
que tém que ser remunerados e devolvidos
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Na diversificacdo do risco trata da gestdo do risc@arte das aplicacdes financeiras
enquanto que a alavancagem trata da gestdo domésparte das origens financeiras. Em
termos estilizados, o investidor pode escolhereeaaipitais proprios e capitais alheios. Os
capitais préprios assumem todo o risco do negdujo@nto que 0s capitais ndo assumem, em
tese, qualquer risco. Os capitais proprios tém wat@onducdo da empresa enquanto que 0s
capitais alheios ndo. Apesar de, teoricamentebagagdes nao terem risco porque s&o pagas
antes dos capitais proprios, se a proporcdo deataproprios for pequenas, passam a ter
risco, vindo a sua taxa de juro muito aumentada.

Denomina-se por alavancagem a relagéo de finannianemtre o capital préprio e o
capital total. Por exemplo, uma relacéo de alavgemade 1 para 5 quer dizer que por cada 5e
investidos, 1€ é capital préprio (ou accoes ensddad€ sao divida (obrigacbes emitidas ou

crédito bancario).

Ex.2.28. Um projecto de investimento a 10 anosswstzede 10M€ de financiamento
e terd um conjunto de actividades que se agreganma AUR ~ N(15%, 15%)/ano. Supondo
que o investidor usa uma relacédo de alavancagefpadea 1i(e., detém 2.5M€ de accles e
emite 7.5M€ de obrigacdes a uma taxa de juro fizal@%/ano) Determine o efeito da
alavancagem na rentabilidade e risco dos capitawips.

R. 25CP+ 75CA=10C = CP=4C-3CA=4N (15%,15%)-3N (L0%, 0)

TIR., = N (30%, 60%). A rentabilidade e o risco aumentam.

As empresas, por cotas ou sociedades anonimasnsdades de “responsabilidade limitada”
pelo que, em teoria, apenas respondem pelo passywanto tiverem activos, perdendo os
proprietarios no maximo o capital préprio. No etdaims gestores tém sido demandados para
pagar dividas a Seguranca Social e condenadosaasgps-crime a pagar multas e dividas
gue seriam da responsabilidade das empresas (reasgquém activos para honrar). Assim,
guando aceitarem um cargo de gestdo tém que inemrpessa decisdo esta possivel

adversidade que é cada vez mais comum.
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Capitulo 3. Programacéo — Introducéo a linguagem R

Em termos de formacdo académica, a aprendizagemund@ linguagem de
programacao justifica-se porque desenvolve a cdpdeide raciocinio e andlise do aluno e é
uma vantagem comparativa na luta pelos empregosometmunerados. A opgcao pelo R
deve-se a ser uma linguagem simples mas que, poutes rotinas em livrarias previamente
implementadas, permite escrever programas pardzaeatarefas computacionalmente
complexas. Além disso, € um software de distrituigéatuita (procurar R-project). Nao se
pretende transformar o aluno num programador massaptar a esséncia do que € uma
linguagem de programacao e executar algumas apdisata matemética financeira.

Quando iniciamos osoftware R, aparece-nos o “ambiente de trabalho” que
inicialmente refere a verséo, as condicfes deati#io e finaliza com uma linha (a “linha de

comando”) que comecga com o caractéré o cursor a vermelho (ver Fig. 3.1).

File Edit View Misc Packages Windows Help

EEEIEEE
' R Console M=E3

B wversion 2.5.0 (2007-04-23)
Copyright (C) Z007 The R Foundation for Statistical Computing
ISEN 3-200051-07-0

R is free software and comes with ABICOLUTELY MO WARRANTY.
¥You are welcome to redistribute it under certain conditions.
Type 'license()' or 'licence()]' for distribution details.

F iz a collaborative project with many contributors.
Type 'contributorsi()' for more information and
'citation()' on how to cite E or R packages in publications.

Type 'demo(]' for some demos, 'help()' for on-line help, or
'help.start () ' for an HTHL bhrowser interface to help.
Type 'gf)' to guit R.

> 1

Fig. 3.1. — O ambiente de trabalho do R




MFIG 91

O que escrevermos na linha de comando, depoiszdarias “Enter” (assumiremos a
partir de agora, que se faz sempre Enter no fimsdesver os comandos), vai ser processado
pelo R. Por exemplo, se escreye#7+5)/5 aparece o resultad@] 2.8. O numerdg1] néo
tem, para ja, significado.

Se executarmos o comanalQ, saimos do R. (faz uma pergunta a que dizemos sim)

Se “andarmos” com as setas para cima e para b@@ogrremos 0s comandos que
escrevemos anteriormente (e que ficaram gravadasweérkspacg Podemos apagar os
pbjectos do workspace usando o menu Misc + Remibwabj@cts ou executar o comando
rm(list=Is(all=TRUE)) .

3.1. Objectos.

O R é uma linguagem por objectos. Um objecto pedeisa variavel, uma constante,
um vector, uma matriz, uma tabela de dados, umgafyrum modelogtc. Cada objecto tem
um nome formado por letras (as mailsculas séoedifes das mindsculas), por numeros e
pelo caracter ponto, “.”, ndo podendo ter espacos.

Constantes.Eu posso criar a constante X executaide- 45 (que é diferente do
objecto x). Para ver o conteudo de um objecto, lEReE seu home. Se execukaraparece
[1] 45. Se atribuir outra vez outro valor a X, o valotesior sera destruido e substituido.
Também poderia fazer a criagao/atribuicdo execotand 45.

Expressdes.Posso executar “expressdes” e ver o resultadootacar o resultado
numa constante. Nas expressdes posso ter nimgresdores algébricos (+, —, /, *) e
potenciacdo (*). Posso ainda usar outros objediascées.

Se executar<- ((X*2 + 52)"2) / log(1.05)e depois, aparecg¢l] 271058.7

Ex.3.1. Emprestei 1000€ a uma taxa anual de 5%/ano. Quimt@iro receberei ao
fim de 10 anos (capitalizacdo composta)?

Taxa.de.juro.anual<-0.05

Capital.inicial<-1000

Prazo<-10
Capital.final<-Capital.inicial*(1+Taxa.de.juro.anual)*Prazo
Capital.final

[1] 1628.895

Vectores.Um vector € uma “constante” multidimensional. R#ara indicacéo de que

vou criar um vector, usa o “comandoialorl, valor2). Os vectores tém um “modo” (se sao
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nameros reais, complexos, valores logicos, palaeta$ onde todas as dimensdes do vector
tém que ser do mesmo “modo”. Além disso, tém o majue traduz a dimenséo do espaco
vectorial. Por exemplo, se eu, durante um emprésdii® anos capitalizado, a taxa de juro dos
anos fosses 3.7%, 4.1% e 4.9%, poderia guardas &ss#8 num vector executando
Juros<-¢(0.037,0.041,0.049)
Se quiser saber quantos elementos tem o vectoutexength(Juros).

3.2. Operacdes com vectores.

Eu posso usar os vectores nas expressdes algéfuieas R vai calcular a expressao
para cada um dos elementos e retorna como resultadmovector.

Por exemplo,emprestei 5000€, recebo os juros no fim de cadeeaas taxas de juro
sdo as guardadas no vecforos<-c¢(0.037,0.041,0.0490btenho os juros recebidos nos 3
anos executando o comang@00*Juros de que resultfl] 185205245

Nota. Uma constante € um vector de dimens&o unitaria.

Se eu executar operacdes com dois vectores, agcopsrvao ser realizada entre os
elementos de igual indice. Por exemplo, se eu é&xecl <- c(4, 6, 87,)depoisv2 <- c(34,
32.4, 12)e finalmentes1 + v2, resultardl] 38.038.499.0

Se eu aplicar funcdes a vectores, a funcdo € dpliaacada elemento do vector. Por
exemplo, se eu executal”0.5, resultargd1] 2.0000002.4494909.327379

Ex.3.2.Um banco personaliza as taxas de juro dos depd$it® seus cliente$.Crie,
para 10 clientes, um hipotético vector de taxape um vector de saldos e calcule os juros
a pagar a cada cliente. iii) Capitalize esses saldm a taxa de juro respectiva a 5 anos.

I) Tx.juros<-c(4.5,5.1, 4, 3.6, 3, 5, 4.6, 4.8, 33%/100

Saldos<- c¢(10, 150, 45, 20, 100, 75, 15, 67, 91aD0

Juros <- Saldos*Tx.juros

i) Capital.final<- Saldos*(c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) + Tjxros)"5

Reciclagem.Se realizar operagdes com dois vectores de taraalhfeventes, o vector
mais pequeno vai ser “reciclado” até ficar comroaaho do maior. Por exemplo, se executar
v3 <- ¢(1, 2, 3, 4)depoisv4 <- ¢c(10, 2)ev3 + v4 resultargl] 124136 E como se o vector
v4 fosse (10, 2, 10, 2). A reciclagem traduz-serepgeticdo da sequéncia de numeros. Se,

numa operagao com vectores, usar uma constaragpuastona como um vector de dimensao
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unitario sendo reciclada até ficar com o tamanhovdotor. No ex.3.2, em vez de
c(1,1,1,1,1,1,1,1,1, Hastaria executarapital.final<- Saldos*(1 + Tx.juros)"5

Nota. Se os tamanhos dos vectores nédo forem multiplodaiautro, AR imprime um aviso.

Ex.3.3. Quero saber, em fung¢éo do prazo, qual é o cdpitdlde emprestar 1000€ a
uma taxa anual de 4%. Experimente 1, 2, 5 e 10 anos
R. Vou usar as potencialidades do R relativamemteciklagem de vectores.

Anos <- c(1, 2, 5, 10)

Tx.juro.anual<-0.04

Capital.final <- 1000*(1+Tx.juro.anual)*Anos
Capital.final

[1] 1040.0001081.6001216.6531480.244

SequénciasQuando os elementos do vector sdo uma série, edesar o operador
“.” para cria-lo. Por exemplo, se executar<- 1:10e depois/5, o resultado §1]123456789
10. Fazendo operacdes algébricas com este gerad@eriles, posso criar series mais
complicadas. Por exemplo se executax- (1+0.05)"-(1:10)e depoisv5, o resultado é o
factor que desconta a taxa anual de 5% os valatesot ao presentdl] 0.9523810
0.9070295 0.8638376 0.8227025 0.7835262 0.74621%406813 0.6768394 0.6446089
0.6139133 Devemos ter cuidado com a precedéncia do opefddpelo que se aconselha,
em caso de duvida, a usar parénteses @gjs;(1:10) é diferente del:10.

Se eu quiser, por exemplo, um vector de dimen8awofn 5 em todos os elementos,

posso fazey <- (1:5)*0 + &

Ex.3.4.Como criar num vector a sequéncia (10, 10.5, 15,12)?
R.v<-10 + (0:4)/2

Ex.3.5. Num investimento, apliquei 1000€ e recebi 250€)€3350€ a intervalos de
um ano. Sendo que a taxa de desconto é de 4.5%0aqual o VAL deste investimento?

Cash.flow<-c(-1000, 250, 350, 450)
Taxa.de.desconto<-0.045
Desconto<-(1+Taxa.de.desconto)”*-(0:3)
Vai<-Cash.flow*Desconto

Vai

[1] -1000.0000 239.2344 320.5055 394.3335
(Va<-sum(Vai))

[1] -45.9266




94 P.C.C. Vieira

Nota: colocando a expressdo entre paréntesis, atribai-garidvel e visualiza-se

imediatamente o resultado.

Ex.3.6. Apliquei 5000€ a 10 anos. Sendo que as taxas rdeejm cada ano foram
3.1%, 3.7%, 4.1%, 3.9%, 4.2%,4.3%, 4.5%, 3.9%, 36%.2%, respectivamente, quanto
dinheiro recebi no final do prazo?

Terei que capitalizar os 10 anos multiplicandoasw¢ de todos os anos. Para isso
posso usar a funcao logaritmo, somar os resul@dogerter com a funcéo exponencial:

Tx.juro<-c(3.1, 3.7, 4.1, 3.9, 4.2,4.3, 4.5, 3.9533.2)/100

Capitaliza<-5000*exp(sum(log(Tx.juro+1)))

Capitaliza

[1] 7287.484

Seria mais simples usar a fungfiod( )que multiplica todos os elementos do vector

Capitaliza<-5000*prod(Tx.juro+1)

Ter dividido por 100 (e ter somado 1) € igual adeerado com um vector com 10
elementosTx.juro <- Tx.juro/c(100, 100, 100, 100, 100, 10@P0, 100, 100, 100)

Sequéncias de numeros aleatdrioD R tem geradores de numeros aleatérios de
muitas funcdes de distribuicdo. Se, por exempl@egcolocar no vectora uma sequéncia
com 1000 numeros aleatdrios que seguem DistribiNggmal com média 10 e desvio padrao
5, basta executara <- rnorm(10000, mean=10, sd=5)Depois, posSso usar este vector nas
minhas simulagfes (no Método de Monte Carlo).

Indexacao - Acesso a elementos do vectQuando pretendo aceder um elemento do
vector, uso o indice do elemento que eu queroe gatrénteses rectos. E.g., se quisesse saber
a taxa de juro do 2° ano, executaveios[2]. Posso aceder para o valor desse elemento ou
atribuir-lhe um valor (ou cria-lo desde que o vegdoexista). E.g., para acrescentar o 4° ano a
série de juros faziduros[4] <- 0.043

Também posso querer o valor que tem determinadecteaistica: o maior valor,
max(Juros), o menor valormin(Juros). E posso saber o indice desse elemento com os
comandosvhich.max(Juros) ouwhich.min(Juros), respectivamente.

Se quiser aceder a varios elementos, uso um vamtoos seus indices. E.g., se quiser
a taxa de juro do 1° e 0 2° ano, executws[c(1,2)] Notar que tenho que usar o comando de

vectorc(). Posso também usar o gerador de séries executanuk)l:2].
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Ex.3.7.i) Crie um vector com 1000 numero aleatérios queeseglistribuicdo normal
com média 100 e desvio padrao BDetermine a diferenca entre a média dos primé&iéds
valores para os ultimos 500 valorg$. Determine a média dos 100 maiores valores e dos 10
menores valores (use o comardot( ) para ordenar de forma crescente).

I) serie<-rnorm(1000, mean=100, sd=50)

i) diferenca<- mean(serie[1:500])-mean(serie[501:1000]

diferenca

iii) ordenados<-sort(serie)

media.menores <- mean(ordenados[1:100])

media.maiores<- mean(ordenados[901:1000])

media.menores

media.maiores

Ex.3.8. Num vector estdo os salarios anuais de determitrabbalhador que se quer
reformar (crie aleatoriamente o vector com 40 efdose com média 600 e d.p. 200).
Determine o valor da sua reforma que sera 2% piat e@ao da média dos maiores 10 anos
dos ultimos 15 (o valor da reforma néo se calcséing).

salarios<-rnorm(40, mean=600, sd=200)

s.medio<- mean(sort(salarios[26:40])[6:15]) #maies 10 dos ultimos 15

(reforma<-s.medio*length(salarios)*2/100)

Filtragem de vectores.Pode acontecer eu precisar retirar do vectoreraezitos que
obedecem a determinado critério. Por exemplo, gogmementos que sdo maiores que zero.
Para isso uso uma condi¢do no indi¢e<>0]. Reparar que o que esta no indice € um vector

com a mesma dimensao de X mas em que 0s elem@otdRYJE ou FALSE.

> Z<—= rnorm(40, mean=0, =sd=10)
> X»0

[1] FALSE TRUE TRUE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE TRUE TRUE FALSE TRUE
[13] TRUE FALSE TERUE FALSE FALZE FALZIE FALSE TRUE FALSE TRUE TRUE FALZE
[25] FALZIE TRUE TRUE TRUE FAL3ZE FALZIE FALSE TRUE FALSE TRUE FALIE TRUE
[37] FALSE TRUE FALSE FALSE
> X[E>0]

[1] 3.7757827 1.4637581 1.8070673 7.2790789 2.3860516 4.6015924

[7] 17.6350457 5.513Z932 10.6735743 10.3517440 2.2931599 10.4365545
[13] 6.52958302 27.17975858 1.5308506 0.7194941 15.7595452 14.3201544

= i v

Fig. 3.2. — Exemplo de uma filtragem de um vector
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Posso usar como comparac¢des majomaior ou iguab=, menor<, menor ou igual
<=, igual == (dois iguais), diferenté=. Posso ainda usar o “ou” de varias condigbes com o
caracter| ou o “e” com o caractek. Por exemplo, se quiser os valores maiores que O e

menores ou iguais a 5 execttp(>0 & X<=5]. Para negar uma condi¢cao uso o caracter

Ex.3.9.Suponha que as notas de um disciplina seguenbdig&o normal com média
11.47 valores e desvio padrao de 3.51 valoyé3ie um vector com 250 notag. Retire para
outro vector as notas superiores ou iguais a 9dFesae calcule a sua percentagem no total.
iii) Substitua os valores maiores que 20 por 20 e o®m@E que zero por zenw) arredonde
as notawy) avalie a percentagem de alunos que tiveram 10eslo

i) notas<- rnorm(250, mean=11.47, sd=3.51)

i) positivas <- notas [notas>=9.5]

length(positivas)/length(notas)

lii) positivas [positivas > 20] <- 20

positivas [positivas < 0] <- 0

iv) positivas <- trunc(positivas)

v) length(positivas [positivas == 10])

Ex.3.10. Suponha que se prevé que a EURIBOR do proximosagae distribuicéo
normal com média 5% e desvio padrdo 3 pontos perasmmas que nunca podera ser menor
que 0.25% nem maior que 10%. Crie um vector com 10000 “individuos” com estas
caracteristicas substituindo os valores que ulssgpa os limites pelas taxas limité.
Calcule, usando esse vector de potenciais taxagirde a média e o desvio padrdo da
prestacdo a pagar num empréstimo de 150mil€ enpddlacdes mensais postecipada com

um spreadde 1 ponto percentual.

I) tx.prox.ano <- rnorm(10000, mean=0.05, sd=0.03)

tx.prox.ano [tx.prox.ano< 0.0025] <- 0.0025

tx.prox.ano [tx.prox.ano> 0.1] <- 0.1

i) A expressao & :E(l— a+r™) - P :V—.r_N
r @a-@a+n™)

r <- (1+tx.prox.ano+0.01)"(1/12)-1 # 0.01 é o sprda

P <- 150000*r/(1-(1+r)"-120)

mean(P)

sd(P)
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Atribuicdo de nomes as dimensfeLada vector tem outro “vector escondido” que
pode conter nomes. Assim, posso ter um vector dijasnsées sdo numeros e ter no “vector
escondido” um nome para cada dimenséo. Por exengrlbp um vector com as taxas de
inflacdo mensais anualizada (que sdo numeros) eo gqaenbém guardar o nome dos
respectivos meses. Entdo usaria duas atribuicGeseip, atribuia as taxas e, segundo,
atribuia os nomes dos meses:

Inflacao <- ¢(0.041, 0.039, 0.037, 0.031, 0.02832)

names(Inflacao) <- c¢(“Jan08”, “Fev08”, “Mar08”, “Ab r08”, “Mai08”,”Jun08")

Quando executasseflacao, apareceriam ndo s as taxas como 0S nomes:

¥ R Console =3
”~

> Inflacao <- c(0.041, 0.039, 0.037, 0.031, O0.025, 0.032)

> nawes ([ Inflacao) <- c("JanOs", "Fev0Os", "MHarO5", "ibrost™, "Mai0ds™, "Jun0s™)

-

> Inflacao

Jan0s Fewv0S8 Mar0S Abr0S Mails Junods
0.041 0.039 0.037 0.031 0.0258 0.032

> 1

4 >

Posso seleccionar um valor do vector usando o@ee (dentro de paréntesis rectos e
entre aspasg.g, Inflacao['Fev08"] seria igual a escrevérflacao[2].

3.3. Funcoes.

Eu posso criar uma fungdo que tem uma variavehttada (que também pode ser um
vector) e que tem um resultado de saida (que pedersa variavel ou um vector). Por
exemplo, quero dividir as notas dos alunos em tneuu” (nota < 9.5 valores) ou “passou”.
Para isso escrevo num editor de texto a funcéo:

Classifica <-function(nota){

if(nota >= 9.5) decisao<- "passou” else decisaoseprovou’

decisao}

Depois, copio estas linhas de comando e executo-8 A funcéo fica em memoria e
pode ser usada para classificar se os alunos passar reprovaram. Na sintaxe da funcéo,

antes de escrever o comando de saiéadecisao) € obrigatorio mudar de linha.

Claszifica <-functioninota) {

ifinota >= 9.5) decisao<- "passou" else decisao<- 'reprowvou'
decisao}

> Classifica(l0.3)

[1] "passou™

> Classifical(9.1

[1] "reprovou'™

+ o+ v

< >
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A funcéo comeca sempre pelo objecto que a vaiecont sinal de atribuicdo e o
comandofunction seguido do nome das variaveis dentropdeénteses curvos Depois,
abrem-se chavetas que apenas se fecham quandeeesw® o comando a dar o resultado
(que tem que ser na ultima linha). Pode ser necgesshrir e fechar chavetas dentro da
funcao.

A execucao condicionada usa o comam@doondicdg Caso sim else Caso nag

Podendo haver mudanca de linha.

Ex.3.11.i) Escreva uma funcdo que tem como variaveis o ¢apitéal, a taxa de juro
e 0 prazo e retorna o capital final (capitalizacémposta)ii) Determine o capital final se
aplicados 1000€ a taxa de juro anual de 5% dui@ht@nosiii) Experimente usar a funcao
para determinar qual o capital final para trésagsiies diferentes (a taxa de juro ser 4%, 5%
ou 6%).iv) acrescente uma condi¢do de forma que, se o cépitadaior que 50000€, a taxa
de juro é maior em 0.5pp e acrescente na saida a¢sgjuro. Experimente a fungao.

i) cc <-function(cap.ini, t.juro, prazo){

resultado<-cap.ini*(1+t.juro)*prazo

resultado}

i) Executava o comanda(1000, 0.05, 30g resultavdl] 4321.942

iif) cc(1000,c(0.04,0.05,0.06) ,3@ resultavdl] 3243.398 4321.942 5743.491

iv) cc <-function(cap.ini, t.juro, prazo){

if(cap.ini < 50000) tx<- t.juro

else tx<-t.juro+0.005

cap.final<-cap.ini*(1+tx)*prazo

resultado<-c(cap.ini, tx, prazo, cap.final)

names(resultado)<-c(“*Cap.ini”, “Tx.juro”, “Prazo”, “Cap.final”)

resultado}
' R Console M=13
”~
= oo (6500,0.05,30)
Cap.ini Tx.juro Prazo Cap.final
5500.00 0.05 30.00 2Z8092.83
= oo (150000,0.05,30)
Cap.ini Tx.juro Prazo Cap.final
150000.000 0.055 30.000 747592.693
- | 2
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Ex.3.12.i) Escreva uma funcdo que tem como variaveis o remtondisponivel do
agregado familiar, se é “casado” ou “solteiro”, apital pedido, a taxa de juro e o prazo.
Resulta que o empréstimo é concedido se for casamlesforco (prestacdo a dividir pelo
rendimento) for menor ou igual a 30% ou se fores@te o esfor¢co for menor ou igual a 35%.
i) Experimente a funcdo para um rendimento de £00tasado”, pedido de 50000€ a taxa de
5%/ano durante 50 anos

. P P o~ P o Vi
i) A prestacdo resolwéd =— —— A+ " =—[1-A1+) "] - P=——~
)AD ¢ T @+i) i[ @+l @)™

conc.credito <-function(rendimento, est.civil, cagal, tx.juro, prazo){
tx.juro.mensal=(1+tx.juro)(1/12)-1
encargo=capital*tx.juro.mensal/(1-(1+ tx.juro.mens§”\(-prazo*12))
esforgco=encargo/rendimento
if(est.civil=="casado”)

{if(esfor¢co<=0.3) decisao <-“Conceder” else decisan “Nao conceder”}
else

{if(esfor¢co<=0.35) decisao <-“conceder” else decs&- “Nao conceder”}
Resultado <- c(encargo, esforco, decisao)
names(Resultado) <- c(“Encargo mensal”, “Esfor¢o”Deciséo”)
Resultado}

i) conc.credito(1000,"casado”,50000,0.05,50)

Encargo mensal Ezforgo Decisio
ME2Z3.167Z00833053™ "0.EZE23167200833053" "Conceder™

= ~

Execucdo repetida — comanddor( ). As fungbes que apresentei executam uma
porcdo de computacbes sobre as variaveis de dimanséria. Por vezes mesmo estas
funcdes processam informacédo quando substituimwearas/eis unitarias por vectores (ver o
exemplo do exercicio Ex.3.6 - i). No entanto, naegalidade das vezes isso ndo acontece
sendo necessario repetir os calculos para cadasareleimentos. Para isso usarws).

Ex.3.13. A taxa de juro futura € uma variavel aleatériaddsribuicdo normal com
determinada média e desvio padaBscreva uma funcdo que, com o capital, a médiaxda
de juro anual, o seu desvio padrdo e o prazo ers, @ebermina a prestacdo (postecipada)
mensal média e 0 seu desvio padrao (sorteando atarvem 10000 taxas de juro). Faca
também um histograma) Experimente para 50000€, a 30 anos, taxa médb&de d.p. de 2

pontos percentuais.
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I) prestacao <-function(capital, media, desv.padrao,rpzo){

taxas<- rnorm(10000, mean=media, sd= desv.padrao)

prest<-0

for(i in 1:10000){
tx.juro.mensal<- (1+taxas[i])"(1/12)-1
prest[i] <-capital*tx.juro.mensal/(1-(1+ tx.juro.mensal)*(-prazo*12))
}

hist(prest) #esta fungéo faz um histograma

c(mean(prest),sd(prest))}

Também poderia usar apenas a reciclagem de vectores
prestacao <-function(capital, media, desv.padrao,rpzo){
taxas<- rnorm(10000, mean=media, sd= desv.padrao)
prest<-0
#tirava o ciclo for e usava a “reciclagem” dos veotes
tx.juro.mensal<- (1+taxas)™(1/12)-1
prest <-capital*tx.juro.mensal/(1-(1+ tx.juro.mensd)(-prazo*12))
hist(prest) #esta fungéo faz um histograma
c(mean(prest),sd(prest))}

i) prestacao(50000,0.05,0.02,38)resultd1] 267.5767257.95934 o gréfico:

| R Graphics: Device 2 (ACTI¥E) 10| =l

Histogram of prest
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Nota. Como vao ser executados varios comandos dentmichiofor( ) é necessario
usar chavetas (abrir no principio do ciclo e feai@aifim). Usei indentamento dos comandos
executados dentro do ciclor( ) para tornar mais facil a leitura dos comandos. lgsctos

(variaveis, vectores, etc.) criados dentro da farsg® destruidos no fim da execucéo.
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Método de Monte Carlo — Controlo do erro de célculo

J& apresentei varios exemplos de uso de simulag@odeterminar as propriedades
estatisticas da solucéo para problemas que eu tdghma falta de conhecimento, sendo o
Ex.3.13 um bom exemplo. No entanto, fazendo novaulsicdo, 0s resultados sao
ligeiramente diferentes o que induz a ideia de existe um certo erro de calculo. Quanto
maior o namero de réplicas utilizadas, menor sesa@mas também mais tempo demorara a
calcular o resultado, ficando sempre sem saber éualerro. No sentido de avaliar se o
namero de réplicas é o correcto, posso repetinyaezes a simulacdo e determinar o desvio
padrdo do resultado sendo que esta medida me éér@ pPadrdo” com que a simulacdo
resolve o problema pretendido. Se eu utilizar aiandds repeticdes, 0 erro dessa média vai
ser o0 erro padrdo a dividir pela raiz quadradaluaro de repeti¢cdes (porque tém correlacéo

nula — rever, do cap. 2, a soma de variaveis alaatndo correlacionadas)

Ex.3.14. Supondo implementada a funcdo do Ex.3.13 mas ammescento como
variavel o numero de réplicas da simulacao.

prestacao <-function(capital, media, desv.padrao,rpzo, replicas){
taxas<- rnorm(replicas, mean=media, sd= desv.padrao)
prest<-0

tx.juro.mensal<- (1+taxas)*(1/12)-1

prest <-capital*tx.juro.mensal/(1-(1+ tx.juro.mensd)(-prazo*12))
c(mean(prest),sd(prest))}

Determinar com um ciclo com 1000 repeti¢cdes qual seerro padrdo se utilizar 1000
replicas na determinacéo da prestacdo a pagai0po08, a 30 anos, taxa média de 5% e d.p.

de 2 pontos percentuais . Comparar o erro padr@emeal se utilizar 10000 replicas.

Media<-0
Desv.pa<-0
for(i in 1:1000){
X <- prestacao(50000,0.05,0.02,30000
Media]i] <- x[1]
Desv.pa]i] <- x[2]
}
sd(Media)
sd(Desv.pa)

Com 1000 replicas resulta aproximadamente 1.80€rmbeno céalculo da prestacao e
1.35€ no calculo do desvio padrdao. Com 10000 r&plio erro reduz para 0.58€ e 0.41€,

respectivamente. O valor médio da prestacéo é d6@6 e o desvio padrédo 57.60€ pelo que

com 10000 replicas o erro jA é pouco significatidomédia das 1000 repeticdes (que




102 P. C. C. Vieira

corresponde a 10 milhdes de réplicas) teria um deoapenas 0.58000 = 0.02€ e

0.41N/1000 = 0.01€, respectivamente.

Método de Monte Carlo — geracao de variaveis aleaiés correlacionadas

Nos exemplos que apresentei com operacdes algelenaaplicadas utilizei a geracdo
de variaveis aleatérias ndo correlacionadas poggagsim que € possivel fazer (no excel ou
no R) de forma simples. Neste ponto, apenas ilixgiravou construir uma funcéo que,
partindo de uma variavel aleatéria ja gerada, gatea variavel aleatéria correlacionada com
a primeira.

Se temos as variaveis aleatérias X e Y correladiasigentao existe uma relagéo linear
entre essas duas variaveis:

y, =blx +¢

Se usarmos comb a estimativa que resulta do Método dos Minimos dfados,
entdo a correlacao (linear) entre a variavel ateatd (de ques € uma extrac¢cdo) e a variavel
aleatoria X é zero.

Syx S

i 7S,

b=

Determinado d, posso determinar as caracteristicas de E quatgaraim dada valor

médio e desvio padrao para Y.
HEY) =bLu(X) + u(E) = p(E)=pu(Y)-blu(X)

g?(Y)=b*> Ww?*(X)+0*(E) « g(E) :\/02(\()—b2 2 (X)

Ex.3.15.Suponha que num seguro de vida é desconhecideevidade do segurado,
L, e a taxa de capitalizacao das resefaSupondo qué ~ N(20, 5) R~ N(3%, 1pp) e que
o coeficiente de correlagdo linear entre as duagvwes é 0.3. Determine as reservas

necessarias para uma indemnizacao de 1000€.

L+1

Teremos que constituir anualmente reserifay/ =E(l—(l+ N™)A+r)"* que se
r

VIr

explicita comoP =
g - @+n )+

. Vamos agora implementar no R
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Reservas <-function(Lm, Ldp, Rm, Rdp, C.cor)

{#Primeiro crio a série da longevidade
L<-rnorm(1000000, mean=Lm, sd=Ldp)

#Segundo crio a série da taxa de juro
b<-C.cor*Rdp/Ldp

Em<-Rm-b*Lm

Edp<-(Rdp"2-b"2*Ldp"2)"0.5

R<- b*L+rnorm(length(L),Em,Edp)

#Agora vou retirar os valroes extremos

L[L<1] <- 1 # Menos que um ano, o prejuizo € de 108
R[R<0.001] <- 0.001 #A taxa de juro tem que ser pitisa.
#Calculo a prestacao

P <- 1000*R / ((1-(1+R)A(-L))*(1+R)N(L+1))
hist(P[P<100])

c(mean(P), sd(P))

}

Fazendo 1 milhdo de réplicas (como esta no prograpiaa), o valor médio
necessario de reservas sera €48048 com desvio padrdo €21072.
Na figura seguinte mostro a distribuicdo das resenecessarias (um histograma) onde se
verifica ndo ser Normal (limitei a 100€, que acum@8.65% de probabilidade). O intervalo
[u—o;u+0] = [18.76; 62.16] acumula 86.7% da probabilidadedorréncia.

[~ R Graphics: Device 2 (ACTIVE) =10l x|}

Histogram of P[P < 100]

100000
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P[P < 100]

Assumir que a correlacéo € nula afecta mais o dgmdrao que o valor médio. Neste

exemplo concreto, podemos comparar como aumengswodpadraoife., 0 risco) com o
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coeficientes de correlacdo entre as variaveis lidgde e taxa de capitalizacdo das reservas e
gue o valor médio das reservas se mantém quagerata. Cobrando um prémio anual de
51€ (que corresponde ao valor médio mais meio dgsadlrdo) apenas havera lucro positivo

se a taxa de capitalizacéo e a longevidade naeest positivamente correlacionada:

coef.corr. |[Prémio [V.Médio |Desv.Pad |Reservas |Lucro

0,9] 51,00 €| 40,62 € 23,46 €| 52,35€| -1,35€
0,6| 51,00 € 40,56 € 22,73€| 51,93 €| -0,93€
0,3| 51,00 €| 40,47 € 21,77 €| 51,36 €| -0,35€

0| 51,00 € 40,37 € 20,78 €| 50,76 €| 0,24 €
-0,3| 51,00 € 40,29 € 19,80 €| 50,19€| 0,81€
-0,6/ 51,00 € 40,19 € 18,71 €| 49,55€| 1,46€
-0,9| 51,00 €| 40,11 € 1757 €| 48,90€| 2,11 €

Este exemplo ilustra que quando se pensa que i@aveiarestdo correlacionadas e se usa, no
Monte Carlo, variaveis nao correlacionadas, o vatédio quase ndo vem afectado mas o
risco (.e., o desvio padréao) vai ser diferente sendo, gerainenaior que o calculado. A

correlagdo negativa induz cancelamento parcial \dagmcdes relativamente aos valores

médios.




MFIG 105

Capitulo 4. Folha de Calculo — Potencialidades basis

Existe na geracdo dos professores a presuncacedesqiunos terminam o ensino secundario
com Optimos conhecimentos de Informatica. Estaitiiou a que na transicdo para o plano
de estudos adaptado ao acordo de Bolonha a Infoemfitsse reduzida a pouco tempo
lectivo. A minha experiéncia dos Ultimos anos c@ralunos convenceu-me que a presuncao
é infundada sendo necessario acrescentar estaeloaggtapoio basico em Folha de Calculo.

Por limitacbes de tempo lectivo, serd um textoatesalta.

A Folha de Célculo é formada com uma grelh A C D

1
cartesiana de células enderecadas. O enderecodde| 2
3

célula é a sua coluna (designada por uma Ietra‘ﬁlﬂaej

linha (designada por um numero). Por exemplo, temh &

[y

B
—1

célula B5 vazia. Existe uma célula em uso ondeessrever ou alterar o que la tem escrito.
Posso mover a célula em uso com as setas ou dedtooacursor do rato e clicando na nova
célula que quero. Se precisar seleccionar maisumaecélula uso a tecBhift 11, ou a tecla
Ctrl mas mantém-se apenas uma célula em edicéo.

ExpressdesNa célula posso escrever palavras, numeros oussdee de calculo.
As expressfes de calculo comecam pelo simbo podem conter nimeros; operadores
algébricos da soma, +, subtraccéo, -, divisdo,ultipticacdo, *, potenciagdo ‘pharénteses

curvospara controlar a precedéncia das operacdes émefas a outras células.

Ex.4.1 Pretendo transformar a taxa de juro anual de md4i@ taxa de juro mensal

correspondente.
Al: Divida B1: 10000€ . - -
A2: Taxa de juro B2: 5% C2: por ano 1| Divida 10.000 €

2 |Taxa de juro|  5000% por ano
B3: =(1+B2)"(1/12)-1 C3: por més 3 0.407% por més
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Referéncias.Se eu alterar o conteudo de uma célelg,(B2) as expressdes que a
usam, €.g, B3: =(1+B2)"(1/12)-1) sao recalculadas automatigate. O uso de referéncias
tem ainda a vantagem de podermos encadear as €gses assim transformar expressdes

extensas (e mais sujeitas a erro de sintaxe) eregsdes mais simples.

Ex.4.2. Pretendo saber a prestacdo mensal antecipadgagaa um empréstimo de

10000€ a taxa de juro de 5%/ano durante 5 aﬁ%(l (1+>/):r)x )

R. Vou fazer calculos auxiliar (da taxa de juro ssne de 1 #) e usa-los na

simplificacéo da expressao da rpestacao.

A4 1+r B4: =1+B3
A5: Prazo B5: 5 C5: Anos
B6: =12*B4 C6: meses
AT: Prestagéo B7: =B1*B3/((1-B4"-B6)*B4) C7: poém
A, B ©
1 |Divida 10.000 €
2 |Taxa de juro  5000% por ano
3 0.407% por més
4 1+ 1,00407
5 |Prazo 5 Anos
B B0 meses
7 |Prestagdo | 187 44 € por més

Copiar. Explorando a caracteristica de a alteracdo dosresl das células
referenciadas induzir o recalculo automatico daggessdes, podemos seleccionar os valores
para 0s quais queremos calcular os resultados iarcap expressdes. Ao copiarmos as

referéncias alteram-se em termos relativos.

Ex.4.3. Sobre o problema do Ex4.2, pretendo visualizafedceda alteragéo da taxa
de juro em torno dos 5%/anos. Reorganize a folhacdleulo de forma a utilizar a
potencialidade de copiar e colar.

R. Para simplificar, apaguei os rétulos da colun&e€leccionei a area B1 até B7, fiz
Editar+Copiar, Ctrl+C, seleccionei C1 e fiz Edit@otar, Ctrl+V, repetindo para D1, Deic.

A B C o E F
Y 1 |Divida 10.000 € 10.000 € 10.000 € 10.000 € 10.000 €
el Home [EmH 2 Tawadejuro, 3000% 4000% 5000% 6000% 7000%
= ¥t 3 0247% 0327% 0407% 0487% 0565%
52 oy 4 |1+ 100247 100327 100407 1,00487| 100565
Baste 5 Prazo 5 5 5 5 5
2 7 Format Painter E =1 B0 B0 B0 B0
Ciipboard £ 7 |Prestagdn | 17907 € 18324 € 16744 € 191F6€ | 19589 €

No colar, podia ter seleccionado directamente Cé:feito Editar+Colar.
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Ao copiarmos para outra coluna denomina-se “copmrlongo da linha” e as
referéncias alteram-se. Assim, tendo B7: =B1*B3R{I*-B6)*B4) ao copiar esta expressao
para, por exemplo, F7 ela transforma-se para =H{(FE4"-F6)*F4). A coluna das
referéncias altera-se tantas letras quantas asaoljue eu andar, mantendo um desenho de

referenciagao idéntico.

BY » X/ & =B1"B3/(1-B4~BE1"E4) X A =F1FFSA-FA~FEFA)
A B C D B % B E F

1 Divida 10000 € 10000 € 1C 10.000 € 10000 € 10.000€ 10000 €

2 Taxadejuro| 3000% 4000% AS000% & 3000% 4000% S5000% 6000% 7000%

3 D247% 0327% 0407% O 0247% 0327% 0407% 0487%] 0565%

4 [14r 1,0024 100327 1,00407 1 100247 100327 1,00407 0 1,00487 1 1 005G

5 Prazo 5 5 = = = 5 = =

5} 0 G0 5] 5] 5] G0 B0 B0
AF’resta;éo |=B1*EISI§§1 10324 € 187 44 € 19 7907 € 183 24€ 187 44€ 19 BB € |=F1*F3f§§1l

Fixar referéncias. Ao copiar eu posso indicar que algumas das ref@€rsao para
manter. Se assim o fizesse, no Ex.4.3 ndo prectmvepetir o valor em divida nem o prazo.
A indicacgdo é feita colocando o cifrdo, $, antedetia (se for copiar em linha e ndo quiser
que a coluna se altere) ou do numero (se for capracoluna e ndo quiser que a linha se
altere). Também posso usar a tecla F4 para cotsceifrbes (repetidamente, vai trocando os

locais onde estéo os cifrbes).

Ex.4.4.Refaca o0 exercicio Ex4.3 sem repetir as célulasadimida e com o prazo.
R. Alterei as posicdes de forma a sé copiar agasnte necessarias. Amarrei B1 e
B3. B7: =$B1*B5/((1-B6"-$B3)*B6)

A B C B E F
Divida 10.000 €
Prazo 5
B0

Taxadejuro  3000% 4000% 5000% B000% 7.000%

0247%| 0327% 0407% 0487% 05685%
141 100247 100527 1,00407 1004587 100565
Frestacéo 17907 € 18324€ 157 44€ 191BE€ 19589 €

O T e LD B =

Pode ser necessario amarrar apenas a coluna, apdindga ou precisar de amarrar
ambas.

Se utilizar ocortar + colar posso mover as células de local, alterando o &spkec
folha de célculo, sem me preocupar com as expregsdie estas sdo automaticamente re-
escritas. Enquanto que ao copiar se alteram a€nefas da expressdo colocada na célula
copiada, ao movei.€., cortar e colar), as referéncias da célula mowdda se alteram mas

alteram-se as das células a jusante (que usamla o@vida).
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Ex.4.5. Pretendo construir um quadro para estudar em &ined o efeito do prazo e
da taxa de juro na prestacdo. Reorganize a folledldelo para construir o quadro.

R. Reorganizei como mostro na figura e amarreivadaj $B$1, a linha da taxa de
juro, D$3 e D$4 e a coluna do prazo, $C5, fican8o£$B$1*D$3/((1-D$4"-$C5)*D$4)

A, B c D E F G H I
1 |Divida 10,000 € Taxa de juro
2 3000%  4,000% 5000% 6,000% 7,000% Anual
3 0247% 0327% 0407% 0487% 0565% Mensal
4 100247 100327 100407 100457 1,00565 1+r
5 4 45| 220652 €| 22473 € | 22886 €| 232599 | 253713 €
5 Prazo 5 BO| 17907 €| 18324 € | 187 44 €| 191 B6 €| 19589 €
7 ] 72| 15135 €| 15562€ | 15985 €| 164,18 €| 16851 €
] Anos Meses

Por uma questéo estética uni as células A5:A7cglatas D1:H1, fiz uma grelha na area dos

resultados, D5:H7, e sombreei as células com as @& juro, 0s prazos e os resultados

Ferramenta + Atingir Objectivo. Uma fungdo implicita, como estudaram na
matematica, € do tipo g(x, y) = 0 em que eu queterchinar y = f(x). concentrando-nos nos
casos possiveis, o Excel tem uma ferramenta quentaca solucdo na vizinhanca de um
valor inicial (para Y). Como é usado um algoritnpedera ndo ser encontrada a solucéo,

havendo necessidade de alterar o valor inicial de Y

Ex.4.6. Suponha a funcéo implicita 5y+ 0,37 + x = 0. Determine a solucéo para a

abcissa = 1.

R. Como sei que existe uma solugdo positiva e oudgativa, para descobrir a
negativa coloco 1 em A2 e -5 em B2. Em C2 calcudoro de assumir que -5 € a solugéo.
Uso a ferramenta Atingir Objectivo (no Excel 20GTaeem Data — What-If-Analysis) para

determinar o valor de C2 que faz o erro igual a.zer

e rr— B S BZ - fJ;’ =5+B2-0 Z*B22 +42
Fis miE ‘Jr'j : Atingir objectivo
ZEL_::I} ‘ ﬂLJ A= .y A - B E# D
| 1o i o cdl e
tWhat-If ||| Group Ungroup ! |1 s Dfinir a célula: cz B
A - = - 2 1! -5; -4'
\nalysis 2 bammm==3 ] Para o valor: lﬂi
| Scenario Manager... i 0 p
= | 4 Por glteracdo da célula:  |4B42 %,
| Goal seek.., | 5
i Data Table... | B oK | Cancelar |
) 7

A solucdo encontrada é aproximada pelo que se maamgXisténcia de um (pequeno)

erro. Se quisermos reduzir esse erro teremos qutglar o valor da célula C2 por uma

constantee.g, 1000.

-3,52085_-0,000121

A B &
1 % b Erro
2 1
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Para encontrar a solugédo positiva, colocava umrvaloial paray diferente,e.g,
1000, resultando como solugéo 8.5208.

Se precisasse de mapear a funcao, teria que eguear varios valores parg
reaplicando a ferramenta Atingir Objectivo e cop@no resultado para o lado (colar
especialtvalores) para cada valor doComo tem duas solugdes, teria que descobri-las

experimentando diferentes valores iniciais para

Ex.4.7.Uma instituicao financeira propde-lhe um plang@dapanca em que, por cada
100€ aplicado no inicio de cada més, ao fim dent® &apitaliza 80000€. Determine a taxa

de juro implicita neste produto financeiro.

R. O valor actual de uma renda antecipadg(é— @+ r)‘”) gue depois teremos que
r

capitalizam periodos. Para o caso teremleosOX(l— 1+ r)’48°)><(1+ r)**-80000=0 em que
r

r € a taxa de juro mensal, D4: =(1+B4)"(1/12)-1. #lusdo encontrada pelo Excel é
2.401%/ano.

BR b A =B1/04%(1-(1+D4-B2 (1 +D41*B2-B5
A, B G D E - —
1 |Prestacdo 100 €[por més Atingir objectivo
2 MESES 480 Definir a célula:
3 |Final £50.000 €
4y 3,000%|por ano = | 0,24663% | par mas | Barao valor:

Por glteracdo da célula:  |$B44

o4 | Zancelar |

5
%Erm | 11718 99_|

A

Ex.4.8. Uma empresa esta a estudar um negécio com umeematgs vendas de
40%. Investindo no ano zero 100k€. Numa analiseaads, para determinadas vendas no
primeiro ano resultara um VAL que € funcéo da @ea&rescimento das vendas. Determine a
relacdo entre vendas iniciais e taxa de crescimgata o limiar de rentabilidaded,, que

fazem o VAL igual a zero).
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A, B c D E F £

1 Vendas.iniciais 50.000 €
2 Tx.CrescVendas 5% por ano
3 | Tx.Juro 7 .50% por ano
4 Ang
5 1] 1 2 3 4 5
B Investimenta 100.000 £
7 Mendas 50.000 €| 52,500 €| 595125 €| 57.8681 €] BO775 €
8 C.endas (B0%) 30.000 €| 31.500€ 33075 €| 34729€| 36465 €
9 Margem.Vendas 20.000€ N.000€ 22050 € 23153 €] 24310 €
10 | Cash-Flow -100.000 €] 20.000 €] 21.000 €] 22080 €] 23153 €] 24310 €
11 W4 parcelar -100.000 €] 18.605 €| 18172 €] 17.749 €] 17337 €| 16833 €
12 VAL -11.204 €

C7: =B1 C8: =C7*0,6 C9: =C7-C8 B11: =B10*(1+$BBS

B12: =soma(B11:G11)

Com o modelo implementado, vou alterando [REaEIIEINE

valores da célula Bl (vendas no ano inicial) e wasq 2™ 2=1= il &
Para o valar: i]

ferramenta Atingir Objectivo para determinar a tad@ | por ateracso da céiula: [sa52 =

crescimento das vendas necessario para que 0 \jAza®. [ o | concelr |
14 |Wendas.iniciais 40000 €] 45.000 €] 50.000 €] 55.000 € 60.000 €] 65000 €
15 |Tx. Cresc Wendas 2343% [ 17 06%] 11,39% B 26% 1 58% -2, 73%

Dos resultados, se a vendas do primeiro ano fanémores a 55k€, terd que haver

um grande esforco no aumento das vendas.

Ferramenta + Solver. O Solver € uma ferramenta muito mais sofisticada g
ferramenta Atingir Objectivo e permite ndo sé reeoluma funcdo implicita como fazer
maximizagfes ou minimiza¢des. Podemos utilizaragarariaveis dependentes e restricdes de
igualdade ou de desigualdade sobre quaisquer s@alenodelo. Por ser um suplemento, para
se poder utilizar o Solver é necessario instaladan no Excel 2003 ir a

Ferramentas+Suplementos, e no Excel 2007 ir ac®©Button+ Excel Options + Add-ins

category +no Manage cliacar em GoManag=: [ e J+Solver Add n.

Suplementos disponiveis:

v analysis ToolPak, J ok |

W Analysis ToolPak - YE& Analysis

| Assistente de procura Cemazlr =

| Assistente de somatdrios condicionais

[ Assistente de VBA para a Internet EEaTED

| Ferramentas para o euro -

Il zuplemento Solver _
Aukomatizacaa. ..

Suplemento Sokver
Uma Ferramenta gue ensina a utilizar uma série de métodos
numéricos para resolucdo e optimizacdo de equacies
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Ex.4.9.A quantidade de artigos vendidos por um pequenante,V, depende da area
de exposicao da furgonetd, do esfor¢co dispendidds, e da quantidade de folhetos
publicitarios distribuidos, F, segundo a funcéo de producao
V =100 A-3)*(E-2)**(F -2)* + 04A+ 04E + 0.2F . Supondo que 0s precos SR =
125€/u.a.Pe = 5€/u.e. P = 1€/u.f. e a margem das vendaB\£=2.5€/u.v., determine as
quantidades Optimas de cada factor sujeitas ag;fesA > 10, 2> E > 8; 2500= F = 0.

BB - # =E5-SOMAEZ E4) . 1
A B c D E Parametros do Solver E]E
1 Cuantid.  |Param|Pregos |Custos Célula de destino: $Bge %, Solucionar |
2 Area A 000 o4 12E[ZE0000 €| L '\ Migme C yaerde |0
3 [Esforgo, E 500 04 5| 2500 €[l o) aeracio d . redhe
4 Folhetos, F 500,00 02 1| 50000€(f
5 [Vendas,V | 177907 25[4.447 57 €| | [4Bs2:4844 Sl Estimar
% Lucro .%ﬁ Sujeito &s restripdes: Opglies
g igig :’:: éU J adicionar
9 $B53 =2 alb
10 $B$4 <= 2500 — Repor tudo
11 $E$4 =10 J Elirminar
12 Ajuda
13
E2: =B2*D2 B5: =100%(B2-3)"C2*(B3-2)\C3*(B4-2)"C432*B2+C3*B3+C4*B4
B6: =E5-SOMA(E2:E4) A B C D E
- . 1 Quantid.  |Param|Pregos |Custos
A solucdo € num ponto em que estdo acti| 2 [Zrea, A 3433 04| 125 429058 €
L 3 Esforgo, E gool 04 5 40,00 €
duas das restricdes, B3<=8 e B4<=2500. 4 Folhetos, F|_2500,00] 02 1] 250000 €
& [Wendas, W 4309 B7 25010999 17 €
B |Lucro 4168 49 €

Podemos usar a ferramenta Solver para ajustar untéd a um conjunto de pontos
minimizando um critério, por exemplo, a soma doadyados dos desvios (Método dos

Minimos Quadrados).

Ex.4.10.Um empresério quer saber a influéncia da publigdaub, e do precoP, na
quantidade vendida de um bewy, que foi sujeito a promog¢des semanais. Assumidoaju

relacdo € linear com um termo aleatomwro, V, = S, + B,Pul + 5,R, +erro,, estime os

parametros do modelo com os dados semanais dadtim

B G D E F G
1 Parametros =, Erro2
2 3,133744] -704995] 2492 7745 1986746
3
4 Fublicidade |Preco Quantidade |Prev Erro"d
] 10 150 € 112891 1466 62) 114045 18
] 1257 183 € 154995 117153143230 86
55 1,78 086 £ 170887 189206) 33557 45
56 251 110€| 201353 172546) 82958539
57 %, Médio 1,94 0,76 1966 60| 1966 60
58 Desv.Pad 2,29 0,60 451 47 41713

F5: =E$2+C$2*C5+D$2*D5 G5: =(F5-E5)"2 G2: =SOMA(G56)
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C57: =MEDIA(C5:C56) C56: =DESVPAD(C5:C56)

B C B E F G H
Parametros =.Erro™d
3.1 33?44| =704 ,995| 2492 774k 19867 46

Parametros do Solver

Célula de destino: $a$2 %, Solucionar |

Tgual a: Maxi * Mini i o
qual & . Maxlm::. * Minimno ‘alor de | Fechar
Por alteracdo das células:

[$Csz:4E42 EY| Estimar

A estimativa para as vendas SBr& 2493+ 313Pub-705P .

OO0 O O e L0 B —

—
=

Funcédo Condicao, SE(condicdo; se_verdadeira; se_ga)

Muitas vezes € preciso executar uma determinadee&do sujeita a uma condicao.
Por exemplo, tenho as notas dos alunos e tenhesprever Aprovado ou Reprovado em
funcdo da nota ser maior ou menor que 10 valoreste\taso uso a funcao SE que em inglés
éIF.

Ex.4.11. Uma empresa pretende fazer uma promocao baixamdwegos. Para os
produtos com preco inferior a 100€, o desconto 4@ enquanto que para os restantes
precos é de 15%. Acrescente a listagem dos prodstpsecos em promogao.

A B C D
1 |Cod produto [Designagdo | Precos | Preca em promogio
2 1|Televisor & | 275 € 234 €
3 2|%ideo AB HHE 24 €

R: =(1-SE(C2<100;10%;15%))*C2

Funcdo Procurar Vertical, PROCV(Cddigo a procurar, Tabela; Coluna de
retorno)

O Excel também tem instrumentos que permitem urstigeslementar de uma base
de dados. No sentido de termos uma BD com informagganizada e n&o repetida, teremos
que dispor os dados em tabelas regulares. O prabpgimcipal de repetir informacéo € a
actualizacéo dos dados ser penosa e passivelode err

Vejamos o exemplo da informacéo referente as muaslunos onde existe muita repetigao:

A B C D E F €]
1 |Cod Aluno |Mome  [Residéncia [Cod Disc [MNome Craditos  [Mota
2 1]Antdnio [Poro 1]Infromatica 4 13
3 1|Antanio [Poro 2{Micrao | 5] 15
4 1]Antdnio [Poro 3{Micra |l = 12
5 2 Maria  |Gaia 1|Infromatica 4 17
5] 2{Maria  |Gaia 2{Micra | = 11
7 4{Manuel |Gondomar 3Micra |l 5] 15
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E aconselhavel distribuir a informac&o por tabélas normalizar a base de dados) de
forma a ndo haver repeticdo desnecessaria de ia¢dion A consisténcia da base de dados
esta garantida pelos codigos existentes em caua die informacaa.€., o cédigo do aluno e
0 cbdigo da disciplina). Neste exemplo criava uatgla onde colocava toda a informacgéo
dos alunos, outra tabela com toda a informacaalidagplinas e uma tabela com os codigos
da disciplina e do aluno e com as notas respectRasindo do codigo, posso usar a funcéo

de procura vertical, PROCV, para encontrar a infgdo correspondente.

A B C b E F G H | d K L hd
1 Alunos Disciplinas Motas “ou buscar
2 |Codigo |Nome  |Residéncia Codigo [Nome Creditos Cod.Aluno |Cod. Disc [Nota  |Aluno Disciplina
3 1|Antanio |Porto 1|Infromatica 4 1 1 13| Antanio  |Infromatica
4 2{Maria  |Gaia 2[Micra | = 1 2 15| Antdnio  |Micro |
5 3|Joana  |Porto 3Micr |l 5] 1 3 12| Antanio  [Micro |l
5} 4|Manuel |Gondomar 4|CIF 4 2 1 17 |Maria Infromatica
7 oflosé Porto olos 4 3 2 11]|Joana MWicro |
8 GlJodn Gaia G|Outra 5] 4 3 15|kanuel  [Micro |l

L3: =PROCV(I3;A$3:C$12;2)

M3: =PROCV/(J3;E$3:G$8:2)

O primeiro campo da funcdo é o codigo que quercyses, 0 segundo campo é a
tabela que contém a informacgédo em que o codigo@upr tem que estar na primeira coluna,
0 ultimo campo é a coluna (contado dentro da tatedééaida) onde esta a informacéo que eu
quero. Por exemplo, se eu quisesse os créditossdiplioha, escreveria 3 no Ultimo campo:
=PROCV(J3;E$3:G$8;3).

Ex.4.12.Numa biblioteca € necessario guardar informacéoesos livros, leitores e
requisi¢des tendo sido distribuida a informacaotpgs tabelas. Com base nos registos das
requisi¢des encontre o titulo dos livros, o nonelefone do leitor.

A, B [ D E| F G H | J K L 1 M 0 P

1 Livros Leitores Requisicdes “ou buscar

2 |Cadigo |Titulo Ano |Editara Cadigo [Mome | Telefone Cod.Livro |Cod. Leitor |Data. Reg Titulo Mome  [Telefone
3 100 |Macronex | 2003 |Edimaix 100]Jodio 2259685 102 100] 12-08-2010] |Financia |Jodo 2259685
4 101 |Micromiz_| 2001 |Edimix 101 |Albertina | 338273 104 101[13-08-2010| |Excel + |[Alberina | 338273
a 102|Financia | 2008)|Edimol 102|Ricardo | 4293384 102 104 15-09-2010( |[Financia |Mariana | B37584
G 103|Social 5. | 1998 |Edimax 103 |Joana 348792 102 100] 17-09-2010]  |Financia |Jodo 2259685
7 104|Excel + | 2005|Edimax 104 |Mariana | 697534 101 102)18-09-2010(  [Micromiz |Ricardo | 429334

N3: =PROCV(J3;$A$3:$D$7;2)
03: =PROCV(K3;$F$3:$H%$7;2) P3: =PROCV(K3;$F$3: 5187

Comando Data+Table (excel 2003); What-If-Analysis #able (Excel 2007)

Quando temos um modelo que é dependente de umavelario comando
Dados+Tabela permite construir um quadro com asregslque queremos ver substituidos no
modelo e retornar os resultados respectivos. Vanap considerar uma variavel (cujas

valores vou colocar em coluna) mas o Excel peratitear valores em linha e duas variaveis
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(uma em coluna e outra em linha). Relativamentgoatguir os valores e copiar os resultados
(colar especialtresultados) tem a vantagem de satemadinamica (recalcula-se
automaticamente).

Ex.4.13. Numa analise previsional de um investimento fezusa analise d€ash
Flow para determinar o VAL. Pretende-se ver como a t@acrescimento das vendas

influéncia o VAL.

Célula de entrada da coluna: $E44 %%,

OF | Cancelar |

A, B c D E F G H I J K
1 |Investimento 200.000 € Ang 0 1 2 3 4 5
2 Taxa de juro 7 50% |por ano Investimento 200.000 €
3 Wendas iniciais | 100.000 £|par ano Vendas 100000 101000] 102010 103030 104060
4 TwCrescvendas 1%por ano Margern BO000| BOBO0| B1206) B15158| 62436
5 Desp.Corrente.fixa 10.000 €| por ano Desp. Corrente fixa 10000| 10000) 10000] 10000) 10000
6 Margem das vendas B0% Res.vendas 50000 S0600| 51206 51815 52456
7 Twlmposto 25% Amortizagies 40000| 40000| 40000 40000( 40000
g Lucro 10000| 10600) 11206] 116158 12436
9 Ti.Cresc WAL Imposto 2500 2650) 2B02| 2855 3109
10 1%|-4.408 €| |[Cash Flow -200.000 €] 47500| 47950 48405| 48864| 49327
11 2% “ai 200000 €] 44186] 41493) 36964| 36589] 34359
12 3% WAL -4.409 £
13 4% Tabela
14 5% Célula de entrada da linha: E=|
15 6%
16
17
18
19

F2:=B1 G3: =B3 H3: =G3*(1+$B4) G4:=G3*$B6 G3B5
G6: =G4-G5 G7: =$F2/5 G8: =G6-G7 G9: =G8*$B7
F10: =-F2 G10: =G6-G9 F11: =F10*(1+$B2)"-F1

F12: =SOMA(F11:K11) C10: =F12

Selecciono B10:C15 e vou a dados, escolho tabeden €'Célula de entrada da coluna”
selecciono B4.

Se, por exemplo, alterar a taxa de juro, os valdeetabela B10:C15 sdo automaticamente

recalculados.
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