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Estimacion de la Curva de Rendimiento

Rodrigo A. Alfaro

July 17, 2009

1 Introduccion

La curva de rendimiento recoge mucha informacién sobre las expectativas de los agentes econémicos
respecto de la evolucién de la economia. En particular, una curva con pendiente positiva implica
que nos encontramos en un periodo de bajo crecimiento y bajo una inflacién acotada es posible
que la Politica Monetaria estd siendo expansiva. Esto ultimo pues dicha politica actual sobre
la tasa mas corta de la curva que corresponde a la interbancaria. Una politica activa incentiva
actividad por lo que los descuentos a mayores plazo son mas alto, reflejando de paso un ajuste de
la politica hacia la neutralidad.

La estimacién de la curva de rendimiento ha despertado el interés tanto académico como de
los analistas financieros. Estos 1ltimos han desarrollado modelos que permiten interpolaciones de
madurez a fin de poder completar la curva. Esta visién es estatica en el sentido que no explota
la dimensién de series de tiempo de las tasas de interés que podria implicar una estimacién mas
eficiente de la curva. Por otra parte los modelos tedricos mas puros nacen de la mano de la
modelacion de procesos estocésticos y son acotados a modelos que no presentan oportunidades de
arbitraje. En la practica estos modelos no han sido completamente satisfactorios para tanto un
adecuado ajuste estatico de la curva como elementos de prediccién. Diebold (200x) discute sobre
las bondades del modelo de Nelson y Siegel (1987), el cual puede ser entendido como un modelo

dindmico mas complejo que los presentados por la literatura de modelos de no arbitraje.



2 Elementos Teoricos

En esta seccion presentamos los elementos tedricos relevantes para el desarrollo de la curva de
rendimiento. Una revisién exhaustiva de los conceptos acd desarrollados se encuentran en los

capitulos 10 y 11 de Campbell y otros (1997).

2.1 Bonos de Descuento

Consideremos a Z,; como la tasa de descuento que se aplica en ¢ para un flujo que se recibira
en el periodo t + n. De esta forma podemos definir el precio de un bono de descuento o cero
cupén que paga una unidad monetaria n periodos adelante como B,; = (1 + Z,;)~". Para
simplificar el andlisis utilizaremos la versién de capitalizacién continua de la tasa que corresponde
a zpt = log(1+ ng).1 De esta forma, el logaritmo del precio del bono de descuento (b,;) y la tasa

de descuento capitalizada continua (z,;) se relacionan como sigue: by = —nzp;.

2.2 La Hipotesis de Expectativas

Adicionalmente, tomaremos el retorno neto (R,:11) de mantener un bono de descuento de
madurez n por un periodo de tiempo como (1 + Ry ++1) = Bp—14+1/Bnt. Siguiendo con las
definiciones previas esto se expresa como 7y, 441 = bp—1,141 — bpt = N2z — (N — 1)2p—1441. Esta
ecuacién implica que la actual tasa de descuento de madurez n puede ser entendida como un
promedio ponderado de tasas del préximo periodo: zp; = (1/n)rp41/n + [(n — 1)/n]zp—1441.
Anélogamente tenemos que 2,1 = [1/(n —1)]rp—1,41 + [(n — 2)/(n — 1)]2—2,14+1. Adelantando
un perfodo la ecuacion: z,_1 41 = [1/(n—1)]rn—1,42+[(n—2)/(n—1)]2z,—24+2 y reemplazando en
la tasa actual: zps = (1/n)(rp 41 +7n—1.42) +[(n—2)/n]2pn—244+2. Notamos que 71 t4n = 21 t4n—1,
de modo que en reemplazos sucesivos tenemos que: zy; = (1/n) Z:‘L;ol Tn—it1+i-

Con informacién en ¢, los retornos 7,_;;+14; no son conocidos. Sin embargo, la hipdtesis
de expectativas puras en logaritmo indica que por arbitraje el valor esperado de estos retornos,

condicional a la informacién en t debieran ser similares los retornos de las estrategias de inversién

'Notamos que por Taylor se tiene que log(l + Zni) = Znt + O (wa) cuando la funcién se expande en torno a
cero. Dado que las tasas en general son pequenas, esto significa que en la practica ambas tasas son similares.
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segura. KEsta corresponde a compra un bono de descuento que madure en el préximo periodo,
esto significa que Eyyi(n—it+14i) = 21,+i- Finalmente por expectativas iterativas tenemos que

EiEiti(rn—it+1+i)] = Et(z14+i) lo que implica que:
1 n—1
o= Z; Ey(21,444)- (1)
i

Esta ecuacién es fundamental para la construccién de la curva de rendimiento ya que indica que

la estructura completa de tasas se obtiene de las expectativas de la tasa corta.

2.3 La Ecuacién de Euler

Alternativamente es posible construir la curva de rendimiento a través de la ecuaciébn de Euler.
En ella se establece que el precio de un activo se encuentra relacionado con sus pagos futuros
descontados segun el Factor de Descuento Estocéstico (FDE) el cual se obtiene de fundamentales
de la economia. Usualmente el FDE, denotado por My, 1, se relaciona con el ratio de utilidades
marginales del consumo del agente representativo de la economia aunque esta relacién puede
generalizarse a factores fundamentales de la economia (z;). De este modo, el precio de un bono
de descuento esta ecuacién se obtiene de esta ecuaciéon como sigue: By = Ey(Bp—1141Mi11),
donde M;y1 es funcién de los factores xy41. Por simplicidad trabajaremos con el logaritmo del

FDE (m¢41). De este modo el precio del bono de descuento bajo la ecuacién de Euler es:
bt = Er(bn—1,t41 + mit1) +v (2)

con my+1 = g(x4+1), donde g es una funcién tratable. Por otro lado, v es el factor de Jensen que

debiera ser en la practica pequeno por lo que serd eliminado del analisis.

2.4 Bonos con Cupones

Usualmente los bonos de descuento se encuentran concentrados en el tramo mas corto de la curva
de rendimiento, mientras que para el tramo mediano y de largo plazo los bonos contienen cupones.
Esto introduce una dificultad adicional al separar lo que corresponde a una tasa pura de descuento
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con respecto de una tasa de descuento de un bono (TIR). Esta ultima corresponde a la tasa de
rendimiento que obtendria el inversionista si mantuviera el bono con cupones hasta madurez,
recibiendo todos y cada uno de los pagos consignados en el contrato. El precio de un bono con

cupones (P,;) depende de los flujos (F;) que entregue, los cuales son descontados a su TIR (Y,;):

n

F1 FQ Fn Fl
Py = + b =Y
" (14 Y)  (1+ Yo)? (14 V)" Z; (1 + Y

3)

Para simplificar la discusién introduciremos el concepto de duracién de Macaulay (D), el cual
corresponde al promedio ponderado de las “madureces” de cada cupén. EIl ponderador corre-

sponde al valor presente de cada cupdn.

n

1-F 2. F - Fy, 1
L 2 +-“+n} ?z (4)

1
Dy = —
n Pt (14 Yog) (14 V)2 (1 + Yyp)"

Es claro de (4) que para el caso de bonos de descuento F; = 0 para todo ¢ < n mientras que
F,, = 1. Por ello para esos bonos tenemos que D,; = n. Por otra parte, notamos que al derivar
el precio con respecto al retorno bruto tenemos que

n

dpnt o i F;
d(1+Y) ; (14 Yyg)itt

Este resultado es similar a la definicién de duraciéon. De hecho podemos observar que la duracién

corresponde a la elasticidad precio-TIR:

—Dpy.

dynt N d(]- + Ynt) Pnt B Pnt X

Esto implica que la duracion corresponde al efecto de primer orden en cambios de la TIR, es decir, i
se cumple que los cambios en la curva de retorno son paralelo, entonces es posible considerar que los
cambios en precios cuando cambia el retorno de un bono con cupones (en términos porcentuales)
ofrecen una medida del tiempo en que el documento retorna la inversiéon o en términos mas burdos

es su madurez “sintética”.



Al comparar los bonos con cupones con los de descuento observamos que el término duracién
opera de forma similar que la madurez de los 1iltimos. Por este motivo el ajuste natural para la
aplicacion de los modelos que se basan en bonos con descuento es cambiar el término de madurez
por la duracién de los bonos. Es importante notar que esta aproximacién se realiza en término

de los retornos de los bonos (ynt ~ zpt) y no con respecto a su precio.

3 Modelacion Empirica

En esta seccién revisamos las modelacion de la curva de rendimiento. En esta revisién consider-

amos los modelos que trabajan en las ecuaciones (1) o (2), es decir modelos de factores.

3.1 Dinamica Autoregresiva

Un mecanismo natural para genera la curva de rendimiento viene de la consideracién de un proceso

estocdstico para la tasa més corta de la curva. A modo de ejemplo consideremos un proceso AR(1):

21,41 = C+ Q21 + €141

donde 0 < ¢ < 1y ej441 es un error con media cero y varianza finita. De este proceso notamos su
media incondicional como E(z+4i) = ¢/(1 — ¢) = 2z*, mientras que la esperanza condicional con
informacién en t es Fi(z1.44i) = c¢(1 — ¢%) /(1 — ¢) + ¢'zt = (1 — ¢%)2* + ¢'2, esto es un promedio

ponderado entre la esperanza incondicional y el valor conocido.

Theorem 3.1. Utilizando la ecuacion del promedio (1) y la estructura autoregresiva para la tasa
mds corta: z1 441 = c+ Pz11 + €141, tenemos que la tasa de descuento de madurez n obedece a la

siguiente estructura:

2t = 25+ (11__521) (th;Z )

con z* = c/(1 — @) el valor de equilibrio del sistema dindmico.

Proof. Por series tenemos que



n—1

i_1-¢"
Z¢ B 1—¢

=0

aplicando este resultado sobre el modelo tenemos:

n—1

Znt — %Z [(1 — ¢Z)z* + Qbizt]

=0
. (1= zie [1—@"
- Z‘n<1—¢)+n(1—¢>

o * 1_¢n (th—Z*)
= z+<1_¢> "

O]

Notamos que en equilibrio (z1; = z*) el modelo implica z,; = z* lo que significa observar una curva
de rendimiento plana. Adicionalmente el caso de raiz unitaria puede ser analizado considerando
que: limy1(1 —¢")/(1 — ¢) =FH limy_,; —n¢"!/(—1) = n por lo que bajo no estacionaridad
del proceso z1; tenemos que z,; = z1; 1o cual indica que todas las tasas de interés tienen raices
unitarias, situacion que en la practica es dificil de rechazar.

Notamos que la tasa de descuento para el bono de madurez infinita es z* debido a que

L= 6" iy oy —9"log(6) _

lim =0. (5)

wen(l—g) | neeo (1-0)

3.2 Vasicek (1977)

Vasicek (1977) considera que hay un factor que caracteriza toda la curva de rendimiento. Este
postulado obecede tanto a la ecuacién del promedio (1) como a la ecuacién de Euler (2). En este
apartado presentando la discusién del modelo siguiendo la ecuacién de Euler. La notacién sigue
de cerca al material presentado en el capitulo 11 de Campbell y otros (1997).

Primero, consideremos que myy1 depende linealmente de un factor dindmico homocedastico,
es decir: myy1 = —x; + Begy1, con x; = ¢+ ¢wy_1 + e, donde e, ~ N(0,02) y 3 es el elemento
de correlacién entre el FDE y el factor x. Esto implica que m;1; puede ser escrito como un
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ARMA(1,1), debido a que my11 — ¢pmy = —x¢ + Berr1 + dxi—1 — pPBey, lo que ordenadamente seria:
Mmir1 = —Cc+ ¢my + 41 + 0&;, donde & = Pe, y 0 = —(1 + o) /0.
Para completar el andlisis consideraremos que la solucién genérica para el precio de un bono

de descuento como b, = F,, — G,x¢, donde F,, y G,, son funciones de los pardmetros del mod-

elo y de la madurez (n). Tomando el lado derecho de (2) tenemos que Ey(mit1) = —x¢ y
Ei(pn—1,441) = Fno1 — Gu—1Ei(x441). Al igualar los términos asociados con x; tenemos que
Gy = 1+ ¢Gy—1, mientras que los términos libres implican lo siguiente: F,, = Fj,_1 — cGp_1.

Resolviendo recursivamente: G,, = (1 — ¢™)/(1 — ¢).

Para determinar los valores iniciales consideremos n = 1 en cuyo caso b1y = Ey(my41 + bo+1)-
Por construccién bo 41 = 0, luego b1y = —x; lo que implica que F; = 0y G1 = 1. Debido a que
la tasa puede ser obtenida como z,; = —(1/n)by; tenemos que z1; = —byy = —F1 + Giay = x4,
lo que identifica al factor como la tasa de interés mas corta de la economia. Dado que z; es un
AR(1) este modelo coincide con el presentado en el apartado anterior.

Empiricamente es dificil ajustar toda la curva con un solo factor por tanto consideremos el caso
de dos factores no correlacionados, esto es myy1 = —x1; — Lot + Bey1, cOn Ty = ¢; + Gixi 1+ €5y
Considerando la misma solucién genérica: b, = F, — Gpx1 — Hpxor. Tomando el lado derecho de
(2) tenemos que Ei(miy1) = =21t — %2t Y Et(Pn-1,041) = Fum1 = Gno1 Ey(v1,041) — Hpu—1 By (w2,141).
Al igual los términos asociados con z’s tenemos: G, = 14+ ¢1Gp_1 vy Hy, = 1+ ¢9H,,_1. Los
términos libres implican: F,, = Fj,_1 — ¢1Gn_1 — caH,,—1. De manera andloga al caso de un factor
tenemos: G, = (1 —¢7)/(1 —¢1) y Hp = (1 — ¢5)/(1 — ¢2). En este caso la tasa de descuento

obedece a la siguiente estructura:

n
Znt = —— F+ —Xxp+ —Ty
n n n

En un espiritu similar Cortazar y otros (2002) presentan un modelo de 3 factores lineales ho-
mocedasticos. Dicho modelo constituye la base para la estimacién de la curva de rendimiento que

realiza RiskAmerica, institucion de andlisis de mercado perteneciente a la Universidad Catdlica.



Por otra parte de la seccién anterior, observamos que si ¢;1 — 1 entonces G,, — n. Esta
observacién tiene una informacién adicional que es que el proceso estocdstico de x1; es una raiz
unitaria. Para simplicidad asumiremos en dicho caso que ¢; = 0, es decir, una caminata aleatoria
pura. Como complemento de este caso diremos que el proceso xo; es estacionario con media cero

lo que lleva a que ¢ = 0 y con ello v, = 0. De esta forma el modelo se reduce a:

Znt = T+ % <1:2§> (6)

El modelo (6) se basa en que las tasas de descuento se encuentran explicadas por dos factores
dindmicos. Estos factores son homocedasticos, centrados en cero y no estan correlacionados.
Ademis el primero de ellos es una raiz unitaria y el segundo un proceso AR(1) estacionario.
Notamos de este modelo que bajo n = 1 entonces z1; = x1: + %2, mientras que basado en
(5) tenemos que lim,_, 2t = x1¢. Esto nos indica que el primer factor corresponde a la tasa de
largo plazo mientras que el segundo es la diferencia corta-larga, lo que corresponde al negativo

del premio por plazo.

3.3 Nelson y Siegel (1987)

Los autores trabajan en un modelo de tiempo continuo donde modelan la estructura de la tasa
forward instantdnea. Utilizando (1) en su versién continua los autores obtienen la curva de
rendimiento la cual depende de los parametros de la tasa forward. Con datos efectivos de
rendimiento de bonos de descuento estiman los parametros.

La modelacién de la tasa forward permite una consistencia entre las tasas de descuento ob-
servadas y la directa interpretacion de las expectativas de cambios en la tasa instantanea o de
mas corto plazo. El resultado del articulo es que la tasa de descuento depende de la madurez del
instrumento, ajuste que ha sido implementado por algunos analistas a través de polinomios. La
ventaja de Nelson-Siegel (NS) es que es un modelo parsimonioso, es decir, requiere un nimero
pequenio de parametros para caracterizar completamente la curva de rendimiento.

La motivacién original de NS es un modelo lineal con un parametro calibrado. En aplica-



ciones empiricas tipicamente se estima este parametro no lienal en conjunto con el resto de los
parametros. Por simplicidad consideraremos el espiritu original de NS y presentamos el modelo
en tiempo discreto adecuandolo a la notacién presentada en la secciéon anterior.

En este caso el modelo es deterministico por lo que el valor esperado de (1) es innecesario. Los
autores asumen la siguiente que la tasa forward instantanea en funcién del tiempo como sigue:

f(@) = p1 + P2exp(—ai) + afsiexp(—ai), lo que se traduce después de la integracién en

An) = Bi+fa [1_6}35_%)} + B3 F‘e’ifrg_om) _ exp(—am) (7)

La versién discreta considerada en este articulo se basa en que exp(—a) = 1 —a+ O(a?), es decir
cuando « es pequenio podemos considerar exp(—a) ~ 1 — a = ¢, de modo que 0 < ¢ < 1. Asi la

discretizacién del modelo NS seria:

2144i = Bt + Bud’ + Ba(1 — @i’ L.

En comparacion con otros modelos de ajuste de curva deterministicos como las ecuaciones ctbicas,
NS presenta un ajuste con una funcién acotada (¢™). Notamos que el exponente reducido del tercer

componente es un ajuste para la discretizacién que permite calzar la tasa de corto plazo.

Theorem 3.2. Considerando la ecuacion del promedio (1) y la estructura no aleatoria para la
tasa mds corta 21 14; = Bt + Pard’ + B3 (1 —qﬁ)wifl, tenemos que la tasa de descuento de madurez

n obedece a la siguiente estructura:

e = Pt % (T—f) " % [(11_—%;) - n¢n_1] )

Proof. Lo novedoso es el ultimo término. Sin embargo por series tenemos que

n—1

sz‘ - 1 _¢>¢)2 [1—n¢"™ + (n— 1)¢"]
i=1

lo que nos permite trabajar el Ultimo término como sigue:



ol 1—¢p\ = . 1—ng" L+ (n—1)¢" 1—¢"
2:-7,—1_ E:z_ _ n—1
(1_¢)i:OZ¢ _< ¢ >¢:12¢_ 1—¢ —<1_¢>—nqﬁ .

O]

El resultado obtenido en (8) es la versién discreta del Nelson-Siegel continuo presentado en (7).
Al igual que NS, nuestra tasa mas corta implica bajo este modelo que z1; = (1 + P2, mientras que
limy, o0 2nt = B1¢- Este resultado estd basado en (5) y en el hecho de que lim, . ¢" = 0 dado
que 0 < ¢ < 1. Pese a que NS es un modelo deterministico en madurez, presenta consistencia
en los valores de las tasas tanto corta como largas. De hecho estos resultados muestran que (¢
corresponde a la tasa mads larga de la economia, mientras Js; es el negativo del premio por plazo.
Exactamente los mismos resultados se obtuvieron con el modelo con 2 factores dinamicos, los
cuales eran lineales, homocedasticos y no correlacionados.

Diebold y otros (200x) discuten sobre las propiedades de NS estableciendo que su bondad de
ajuste se basa precisamente en que el tercer factor (33;) es suficientemente flexible para capturar

movimientos de la curva que no pueden ser replicados con un tercer factor dindmico tipo Vasicek.
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