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RESUME

Les procédés chimiques sont constamment soumis a la variabilité des conditions d’opération,
par exemple : la concentration des réactifs, 'activité des catalyseurs, etc. Il en résulte que les
produits de ces réactions exhibent une certaine variabilité. Cette variabilité a un cotit puisque
si les caractéristiques d'un produit dépassent certaines contraintes, il devient un risque liti-
gieux s’il est vendu au client. Une des facons de calculer le cott de la variabilité implique
'utilisation des fonctions de densité de probabilité(FDP). Dans un autre ordre d’idées, les
controleurs commutants sont fréquemment utilisés dans 'industrie pour des scénarios ou il y
a une contrainte a ne pas dépasser. Par conséquent, I’objectif de cette thése est I'analyse des
FDP produites par des controleurs commutants avec des procédés bruités.

Le premier objectif a été de développer une expression analytique de la FDP d’un systéme
bruité avec un controleur commutant avec 1’aide de ’équation de Fokker-Planck-Kolmogorov
(FPK). Cette expression analytique a été ensuite appliquée & un exemple de formage de
FDP. Ainsi, deux types de non-linéarités ont pu étre comparés. Il en résulte que le controleur
commutant est plus robuste qu'un controéleur polynomial (ou la variable manipulée est une
fonction polynomiale de ’écart entre le point de consigne et 1’état), mais il ne peut émuler
des FDP complexes (comme des bimodales).

Le deuxiéme objectif a été d’obtenir une expression analytique d’un contréleur commutant
pour un systéme avec bruit de mesure. La difficulté du probléme réside dans le fait que le
bruit de mesure entre de facon non linéaire dans le systéme. Par conséquent, ’équation de
FPK ne peut étre utilisée directement. Il a fallu développer une nouvelle méthode analogue
a une approximation de Taylor, mais stochastique. Ce qui donne une expression analytique
qui doit étre résolue numériquement, diminuant considérablement le temps pour obtenir une
FDP comparé au temps d’une simulation de Monte-Carlo. Cette expression analytique a été
validée et il a été possible d’analyser certains effets du systéme sur la FDP, le plus important
étant que le bruit de mesure avec un contréleur non linéaire induit une translation de la FDP.
Le troisiéme objectif est d’analyser 'optimalité d’'une FDP asymétrique face a une FDP sy-
métrique. Il a été plutdot prouvé qu'une FDP symétrique n’est pas optimale sous certaines

conditions. Cela veut dire que sous certaines conditions, un controleur non linéaire asymé-
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trique va donner de meilleurs résultats qu’un controleur symétrique. Ces trois conditions sont
la présence de bruit de procédé, I'asymétrie de la fonction cott et la présence de la variable
manipulée dans la fonction a minimiser. Si une de ces conditions n’est pas respectée, alors le
controleur symétrique redevient optimal.

Le quatriéme objectif est I’extension du troisiéme objectif avec du bruit de mesure. Le pro-
bléme est que ’expression analytique n’est pas intégrable comme dans le cas précédent. Alors,
seulement les résultats des résolutions numériques des expressions développées sont utilisées.
Ceux-ci ont permis d’affirmer que ces mémes conditions sont valables quand il y a du bruit de
mesure. Cependant, ['utilisation d’un controleur asymétrique est moins avantageuse quand le
bruit de mesure est élevé. Par la suite, 'optimalité du systéme a été testée sans la condition
sur la variable manipulée. Il a été observé que le controleur asymétrique est optimal seule-
ment s’il est possible qu'un des deux gains soit supérieur au gain a variance minimale, ce qui
va a l'encontre des théorémes mathématiques développés a propos de la variance minimale.
Cela montre les limites de ’approximation développée.

En conclusion, il a été possible de développer une expression analytique de la forme de la FDP
d’un systéme avec un controleur commutant, et ce pour les cas sans et avec bruit de mesure.
De plus, il a été possible de poser les conditions sous lesquelles un controleur asymétrique est

optimal.
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ABSTRACT

Chemical processes are constantly submitted to the variability of the operating conditions,
for example : reactants concentration, activity of the catalysts. It results that the reactions
products also show variability. This variability has a cost since if the product concentration
violates certain constraints, it becomes a litigious risk if it is sold to the customer. One of
the methods to calculate the cost of variability necessitate the utilization of the probability
density function (PDF). Switching controllers are used in the industry in scenarios where
there are constraints to satisfy. Consequently, the objective of this thesis is the analysis of
PDF produced by switching controllers with noisy processes.

The first objective is to develop an analytical expression for the PDF of a system with
process noise and a switching controller. It has been obtained with the Fokker-Planck-
Kolmogorov(FPK) equation. This expression has been applied to an example of PDF shaping.
Therefore, two types of non linearity were compared . It has came to light that the switching
controller is more robust than a polynomial controller (where the manipulated variable is a
function of a polynomial expression of the error), but it has difficulties to emulate complex
PDF like a bimodal PDF.

The second objective is to develop an analytical expression for a switching controller and a
process and measurement noise. The difficulty of the problem comes from the fact that the
measurement noise enters the system nonlinearly, meaning that the FPK equation cannot
be used directly. It has been necessary to develop a method which is analog to the Taylor
approximation but in a stochastic context. An analytical expression has been obtained, but
it it has to be resolved numerically. It reduces considerably the computing time to obtain
a PDF compared to the Monte-Carlo method. The analytical expression has been validated
and it has been possible to analyze certain effects of the system on the PDF. The most
important is that the measurement noise and a nonlinear controller will induce a translation
of the PDF.

The third objective is to analyze the optimality of an asymmetrical PDF vis-a-vis the a
symmetrical one. It has been proved that, under certain conditions, a symmetrical PDF is

not optimal, which means that under those same conditions, an asymmetrical controller will
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give better results than a symmetrical one. Those conditions are the presence of process noise,
an asymmetrical cost function and this cost function has to take account of the manipulated
variable. If one of those condition is absent, the symmetrical controller remains optimal.
The fourth objective is the extension of the previous results to the case with measurement
noise. The problem is that there was no analytical expression that could be used as previously.
So, numerical solutions were used. They have allowed to affirm that the three conditions
are also valid with measurement noise, but the measurement noise decrease the economical
difference with the symmetrical controller. After, the manipulated variable has been removed
to see if the switching controller remains optimal. It has been observed that the asymmetrical
controller remains optimal only if one the the gain is higher than the minimum variance gain.
Which goes against the minimum variance theory and shows the limits of the developed
approach.

In conclusion, it has been possible to develop an analytical expression of the shape of the PDF
of a system with a switching controller, and this for the cases with and without measurement
noise. It has been possible to obtain see the effects of the measurement noise like the shift, and

also to pose conditions under a switching controller is optimal vis-a-vis a constant controller.
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INTRODUCTION

Contexte

La variabilité est un phénomeéne intrinséque a la nature. Cette variabilité se retrouve dans
les procédés industriels utilisant des ressources naturelles. Par exemple, les caractéristiques
d’un papier dépendent de la qualité du bois qui le compose. La température, la qualité du
sol et I'ensoleillement d’une région peuvent varier selon la présence de montagnes, riviéres ou
marais, influencant la composition des arbres qui y poussent. Et celle-ci influence la qualité du
papier produit. D’un autre coté, il y a un autre type de variabilité qui est induite directement
par les changements de conditions de procédé en modifiant des parameétres d’opération afin de
changer la quantité de papier produit ou le grade du papier produit. Dans cette optique, cette
variabilité pourrait étre prédite avec la modélisation du procédé. Ainsi, les procédés chimiques

sont soumis & deux types de variabilité I'une probabilistique et "autre déterministe.

La variabilité déterministe est un oxymore. Dans les faits, 'acte de changer de grade de
produit induit des changements dans tout le procédé. Ainsi, la qualité du produit va varier
a cause de ces changements. En d’autres mots, c’est la variabilité d’un procédé qui est due a
I'opération du procédé méme. Ce type de variabilité est traité par l'optimisation en régime
permanent, la gestion de chaine d’approvisionnement et le design de procédé. Ce n’est pas

ce type de variabilité qui sera traité dans ce travail de recherche.

La variabilité probabiliste d'un procédé vient de toute autre source que celle induite par le
changement volontaire des conditions d’opération. Elle vient des conditions météorologiques,
des concentrations des réactifs, de l'activité des catalyseurs, etc. La différence entre la va-
riabilité décrite plus haut est que ces variations ne peuvent étre liées a des changements sur
I’opération du procédé. Si seulement la moyenne est analysée, cette variabilité ne serait pas
visible. Pourtant & cause de son imprévisibilité, elle a beaucoup d’impact, il faut poser les
points de consigne relativement éloignés des contraintes afin de ne pas les dépasser. C’est de

cette variabilité qu’on traitera dans ce projet de recherche.



Voici un exemple afin de mieux comprendre la différence entre ces deux types de variabilité.
Dans une usine de filtration ou la quantité de chlore injectée dans I’eau ne varie pas, la
concentration de chlore de I’eau produite dépend du débit d’eau produite. Cette concentration
est tracée en fonction du temps (une journée) a la figure 1. La quantité de d’eau produite
est augmentée a 12h00. Ce qui induit une baisse de la concentration de chlore. Ainsi, la
variabilité déterministe est représentée par la baisse de la concentration de chlore a 12h00
tandis que la variabilité probabiliste est représentée par toutes les autres variations qui ne

peuvent étre expliquées par 'opération du procédé.
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Figure 1 Variations de la concentration de chlore durant une journée

Cette variabilité est souvent mitigée par des boucles de controle, voir figure 2. Leur but
principal est de manipuler certains paramétres de procédé afin de réduire la variabilité pour
qu’elle se retrouve le moins possible dans le produit fini. Ces boucles de controle sont formées
d’un élément de mesure. Cet élément transforme la mesure physique en signal (électrique,
pneumatique, etc) qui est relayé au controleur. A ce signal, s’ajoute souvent une autre varia-
bilité, le bruit de mesure. Le bruit de mesure vient du fait qu’il y a toujours des variations qui
s’ajoutent a la mesure. Leur source est diverse; ce peut étre ’élément de mesure qui induit
un courant électrique ou un équipement mécanique dans l'usine qui fait vibrer le capteur.
Comme il a déja été dit, ce signal est envoyé au controleur. Celui-ci transforme mathéma-
tiquement le signal de mesure en un signal de commande qui est envoyé a un élément de

controle. Cet élément est souvent une vanne, un élément chauffant ou une pompe. Et 1’élé-



ment réagit en réponse au signal envoyé. Le résultat final est que la perturbation s’en trouve

atténuée.

Bruit de procede Bruit de mesure

Point de consigne Contréleur u(t) » Systeme }—x(t)—- Elfn'-g::}:ede (t)

Figure 2 Boucle de controle

La détermination du gain économique di a la diminution de la variabilité est une discipline
importante en controle de procédé. Elle consiste a calculer le gain monétaire quand la va-
riabilité diminue. Celui-ci justifie 'investissement pour de meilleures stratégies de controle
(Senyard Sr et Senyard, 1983). Ce gain provient essentiellement de deux sources. La premiére
est la diminution de produits hors-spécification, réduisant les coiits de re-transformation. La
deuxiéme est le rapprochement du point de consigne vers les contraintes, réduisant les cotits
de sur-transformation. Les méthodes les plus précises requiérent le maximum d’informations
statistiques sur le systéme, c’est-a-dire, la fonction de densité de probabilité du systéme et

la fonction coiit associée a ce systéme (Zhou et Forbes, 2003).

Les recherches dans ce domaine vont au-dela de la simple réduction de la variabilité. Plu-
sieurs stratégies de controle ont été développées afin de réduire la variabilité(Ogunnaike et
Ray, 1994). La commande prédictive (Batina et al., 2002) et les controleurs a variance mi-
nimale (Harris et Yu, 2007) n’en sont que quelques exemples. Dans le cadre de ce projet de
recherche, on s’intéresse plus particuliérement aux controleurs commutants. Les controleurs
commutants sont des controleurs qui changent leur paramétrisation selon 1’état du systéme.
Ainsi, ils peuvent réagir agressivement dans certains cas (quand la variable controlée s’ap-
proche d’une contrainte du systéme) et doucement pour d’autres (pour ménager la variable
manipulée) (Koumboulis et Tzamtzi, 2005). Par exemple, la plupart des conducteurs d’au-
tomobile appuient plus fortement sur le frein quand ils dépassent la limite de vitesse que
lorsqu’ils appuient sur 'accélérateur pour augmenter leur vitesse. C’est pourquoi ce type de

controleur est utilisé dans les procédés chimiques (Koumboulis et Tzamtzi, 2005) autant que



pour le contrdle de trajectoire pour véhicule autonome (Garone et al., 2010). Malheureuse-
ment, peu de travaux traitent des propriétés d'une FDP résulant d’un systéme régulé avec
controleur commutant. La plupart traitent de la stabilité du systéme, de 'optimalité du sys-
téme (Sun et Ge, 2005) ou de leur application avec des systémes non linéaires (Ye, 2005). Il y
a les travaux de Liberzon (Liberzon, 1998), mais ceux-ci sont pour des variables manipulées

quantifiées(quantized), ce qui n’est pas le cas dans ce projet de recherche.

Un autre point d’intérét est ’analyse stochastique d’un contréleur non linéaire (cela comprend
les controleurs commutants) par rapport au cott de la variabilité. La plupart des fonctions
coit sont non linéaires (Latour, 1992). C’est-a-dire que méme si le cout d’opération est
linéaire, il y a souvent une contrainte a ne pas dépasser. Par exemple, le cotit d’entreposage
d’un produit se dégradant a la chaleur est tracé en fonction de la température a la figure
3. Si la température dépasse 11 degrés Celsius, le produit se dégrade; cependant, plus la
température est froide, plus il cotte cher d’entreposer le produit. De plus, les non-linéarités
dans les stratégies de controle avancées induisent une asymeétrie dans la FDP de I’état (Forbes,
2003). Ce qui rend nécessaire I’étude de la fonction de densité de probabilité. L’équation
de Fokker-Planck-Kolmogorov est utilisée pour relier le systéme a sa FDP. L’intérét pour
I'équation de FPK a réellement commencé au milieu des années 1950 (Soong, 1973) ou elle
a été appliquée a des problemes d’acoustique, de mécanique des batiments et de sismologie.
Cet intérét a favorisé 'analyse mathématique de 1'équation de FPK (Caughey, 1963; Wong
et Zakai, 1965). La contribution dans ce domaine la plus importante par rapport a ce projet
de recherche est celle de Stratonovich, qui lui a reformulé 1’équation de FPK, pour étre
solutionnée sans calcul d’Ito (Stratonovich, 1966). Cet intérét pour I’équation de FKP est

toujours présent aujourd’hui (Kumar et al., 2009b; Zhu et al., 2010).

Le dernier point d’intérét sont les travaux exécutés avec le but d’optimiser le systéme procédé-
controleur face a une fonction cott. La premiére approche consiste & optimiser directement le
systéme face a la fonction cotit(Speyer et al., 1974; Batina et al., 2002). La deuxiéme approche
consiste a poser une fonction de densité de probabilité cible et trouver ensuite les parameétres
du systéme de sorte que la fonction de densité de la variable ressemble le plus a la FDP

cible. Ce domaine s’appelle le formage de fonction de densité. Son principe est ’ajout d’une



N
=}
=)

i
©
S

L /

codt, $/kg
I
(=2} @ o n B [=2}
o o o o o o

I
S

N
o

0 . . . . . .
-10 -5 0 5 10 15 20 25
température, °C

Figure 3 Fonction colit pour un produit sensible a la chaleur

non-linéarité dans un systéme afin que la FDP du systéme émule le mieux possible une FDP

cible. La plupart des méthodes différent sur la non-linéarité utilisée et sa paramétrisation.
Définition du probleme

On trouve peu de travaux liés a ’analyse d'un controleur commutant dans un cadre stochas-
tique. De plus, la plupart des travaux traitent le probléme de I'optimisation d’une fonction
quadratique continue, ce qui n’est pas nécessairement le cas quand il y a des contraintes.
Premiérement, il y a 'absence du développement analytique d'une expression de la FDP ou
il y a une discontinuité dans le systéme. En d’autres mots, on ne trouve pas d’expression
analytique de la FDP d’un systéme avec un controleur commutant. Cette absence fait en
sorte qu’il n’est pas possible de vérifier 'optimalité d’un systéme a controleur commutant
face a un systéme a gain simple. L’ajout de bruit de mesure complique encore plus les choses
car le bruit de mesure entre de fagon non linéaire dans le systéme et I’équation de Fokker-
Planck-Kolmogorov (FPK) ne peut étre directement utilisée, celle-ci requiérant que le bruit
entre de facon linéaire. Par conséquent, il faut modifier la représentation du systéme afin
qu’il soit possible d’utiliser ’équation de FPK. Par la suite, il est possible d’avoir une expres-
sion analytique. Celle-ci permet ’analyse de 'optimalité des controleurs commutants dans

un cadre ou il y a du bruit de mesure.

Finalement, il n’y a pas d’analyse qui a été réalisée afin de savoir si une FDP asymétrique est

optimale par rapport & une FDP symétrique. Certains travaux comme ceux de Speyer et al.



(1974) abordent le probléme avec une approche linéaire quadratique. Cependant, aucune
preuve d’optimalité n’a été développée. Avec une telle preuve, il serait possible de voir sous
quelles conditions I'optimalité est atteinte. Cette analyse requiert des outils qui doivent étre
développés pour des cas de controleurs commutants avec ou sans bruit de mesure. Une fois
cette analyse faite, il sera possible d’affirmer si une FDP asymétrique peut étre optimale
face & une FDP symétrique. L’intérét vient du controleur a variance minimale qui est le
controleur qui a la plus petite variance pour le cas ou le procédé a du bruit de mesure. Il
serait intéressant de voir s’il est possible d’obtenir une variance plus petite que la variance

minimale a ’aide de controleurs non linéaires.
Objectif principal

L’objectif principal est ’étude de I'influence d’un controleur commutant sur 'optimalité en

présence de bruit de mesure et de bruit de procédé.
Objectifs spécifiques et structure de la thése

Par rapport a cet objectif, il y a deux objectifs secondaires, le développement d’une expression
analytique de la FDP et I’analyse d’optimalité qui se divisent, selon qu’il y a du bruit de

mesure ou pas :

Systéme avec bruit de pro- Systéme avec bruit de pro-

cédé seulement cédé et bruit de mesure
Expression de la Chapitre 3 Chapitre 4
FDP
Optimalité Chapitre 5 Chapitre 6

Tableau 2 Structure de la thése

Chapitre 1 : Le premier chapitre porte la revue de littérature. Un état des connaissances est
fait pour : le cotuit de la variabilité, le formage de fonction de densité de probabilité, la solution

analytique de I'équation de Fokker-Planck-Kolmogorov et les controleurs commutants.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, I’équation de FPK est développée. Premiérement pour le cas
avec controleur non linéaire et bruit de procédé seulement. Par la suite, une nouvelle méthode

d’approximation est développée afin d’appliquer I’équation de FPK & un systéme avec contro-



leur non linéaire, bruit de mesure et bruit de procédé. Avec cette nouvelle approximation, il

est possible d’avoir une expression analytique de ce systéme.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre, 'expression pour un systéme avec controleur non linéaire et
bruit de procédé est utilisée dans un cadre de formage de FDP. Ainsi, on peut analyser les
non-linéarités par rapport a leurs capacités a émuler une FDP prédéterminée. Deux types
de controleurs non linéaires seront analysés : un controleur polynomial et un controleur

commutant.

Chapitre 4 : Dans ce chapitre, I’expression pour un systéme avec un controleur non linéaire,
bruit de mesure et bruit de procédé est utilisée. C’est ainsi que divers facteurs qui influencent
la forme de la FDP sont analysés : le bruit de mesure, la non-linéarité et le bruit de procédé. De

plus, chaque facteur est analysé sur un controleur quadratique et un contréleur commutant.

Chapitre 5 : Dans ce chapitre, ’expression d’'une FDP pour un systéme avec controleur
non linéaire et bruit de procédé est utilisée pour trouver les conditions ou une structure
de controleur non linéaire est optimale par rapport & un controleur linéaire. Ainsi, trois
conditions sont trouvées avec lesquelles un controleur non linéaire va donner de meilleurs

résultats qu’un controleur linéaire.

Chapitre 6 : Dans ce chapitre, les conditions développées au chapitre précédent sont étendues
au probléme d’optimalité avec bruits de procédé et de mesure. Ainsi, les trois conditions
. Lo X . 1 , TR
précédentes sont appliquées au systéme avec bruits de procédé et de mesure. C’est ainsi qu’on
a pu tester ces conditions face au controleur a variance minimale. Il en résulte qu'un controleur
commutant peut donner de meilleurs résultats que le contréleur a variance minimale sous les
mémes conditions que le chapitre 5. D’autres tests ont été faits en modifiant ces conditions,
mais ils n’ont menés qu’a la découverte des limites de ’approximation développée au chapitre

2.

Finalement, la conclusion est consacrée aux contributions et aux travaux futurs.



Contributions

Les principales contributions de cette thése ont été identifiées comme suit :

1. Développement et analyse d’un algorithme de formage de FDP a partir de FPK pour

un controleur commutant.

2. Développement et analyse de la solution analytique d’un controleur non linéaire pour

un systéme avec bruit de mesure.

3. Développement des conditions d’optimalité d’'une FDP asymétrique.



CHAPITRE 1

REVUE DE LITTERATURE

1.1 Introduction

Le coit de la variabilité, qui justifie I'investissement en controle de procédé, est le premier
concept décrit. Plusieurs méthodes ont été développées. L’une d’elles lie ce coiit & la fonction
de densité de probabilité (FDP) d’une variable, justifiant I'intérét a changer la forme de la
FDP. Ce domaine est le formage de FDP. C’est un concept ou la forme de la fonction de

densité de probabilité d’un systéme est choisie en introduisant une non-linéarité.

Considérons un exemple simple. Pour un systéme de séchage du papier, le pourcentage d’hu-
midité ne peut pas dépasser 11 %. Sinon, le papier sera rejeté par Iimprimeur. A la suite
d’un programme d’améliorations apportées au procédé, la variance du pourcentage d’humi-
dité a diminué, faisant passer la fonction de densité de probabilité de p;(z) & pn,(z) (voir
fig 1.1). Cette baisse peut étre due a 'amélioration ou I'optimisation du procédé, comme le
remplacement d’une vanne, reparamétrisation de la boucle de controle, utilisation de réactifs
avec des concentrations moins variables, etc. Cette amélioration a diminué la fraction hors
spécification. Cependant, il demeure plusieurs questions. Quel est le gain économique de cette
amélioration 7 Est-ce qu’il est possible d’optimiser le point de consigne ? Est-ce que la forme

de la FDP est optimale? C’est a ces questions qu’il sera tenté de répondre dans ce chapitre.

1.2 Coit de la variabilité

Le terme « coit de la variabilité » est défini par le gain économique di & une diminution de
la variabilité d’un procédé. Le coiit d’opération avant étant représenté par J,,qn: et le cott
aprés améliorations étant représenté par J,,. J est un coiut d’opération, représenté par C()

optimisé par rapport a s un paramétre d’opération quelconque :
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Figure 1.1 FDP avant et aprés amélioration du procédé de séchage

Paramétres d’opération

Jopt = min / C(s)ds (1.1)

Et le cott de la variabilité C'V' peut étre vu comme :

CV = Javant - Jopt (12)

Alinsi, en associant une valeur monétaire & un changement & la stratégie de controle, I'in-
vestissement en controle de procédé peut étre justifié. C’est pourquoi plusieurs auteurs se
sont intéressés au sujet du calcul du gain économique di & une stratégie de controle avancée

(Eder, 2003; Bauer et Craig, 2008).
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1.2.1 Meéthode avec la réduction de variance

La premiére approche est axée sur le calcul du gain économique résultant d’une réduction de
la variance. Celle-ci étant plus faible, le point de consigne peut étre approché de la contrainte,
ce qui fait baisser le coiit de production ou augmente les profits. Mathématiquement, le coiit
de la variabilité Cy, est calculé par le rapprochement dzxs, du point de consigne vers une

contrainte et multiplié par un facteur économique S, (Brewsters, 1970).

Cio = 51’51,56 (13)

Par conséquent, cette méthode peut étre décomposée en deux parties : la premiére étant
de trouver la variance avec la nouvelle stratégie de controle pour déterminer le facteur dxs,
et la deuxiéme qui consiste a déterminer le facteur S. . Le rapprochement dx,, est calculé
de différentes fagons(Senyard Sr et Senyard, 1983) : par empirisme (expérience), ou par
modélisation. Il est & noter qu’il y a d’autres travaux qui ont une démarche inverse, c’est-
a-dire que le gain économique est déterminé aprés que la stratégie de controle avancée soit

installée (Craig et Henning, 2000).

La premiére facon de trouver la réduction de la variance, est de I'estimer par expérience ou
par maniére empirique. Elle est basée sur ’analyse de données d’opération normales. Souvent,
les données demandent un traitement avant de les analyser : filtrage, spectre de fréquence,
histogrammes (Stanton, 1990). Par la suite, il ne reste qu’a calculer le rapprochement du
point d’opération vers une contrainte. Il existe plusieurs régles, dépendant de la tolérance
a dépasser la contrainte, mais elles sont toutes basées sur une baisse de la variance posée
(souvent la moitié de la variance actuelle)(Martin et al., 1991). L’avantage principal d’utiliser
cette méthode est sa rapidité et le fait qu’elle ne nécessite pas beaucoup de données. Le
désavantage est que la méthode est imprécise a cause des hypothéses qui sont posées, comme
une distribution normale et une diminution de variance imposée d’avance. En conclusion,
les méthodes empiriques sont bonnes pour faire une premiére estimation du gain possible en

utilisant une meilleure stratégie de controle.
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La deuxiéme facon de trouver la diminution de la variance est plus complexe mais beau-
coup plus précise. Elle se base sur I'utilisation de modéles mathématiques pour simuler la
réponse du procédé a une perturbation. Ensuite, le rapprochement du point de consigne
vers la contrainte peut étre calculé. Cet algorithme a été un des premiers a étre utilisé pour
déterminer le gain économique de "amélioration d’un systéme de controle (Brewsters, 1970;
Tolfo, 1983; Senyard Sr et Senyard, 1983). Plus récemment, on a utilisé le modéle directement
pour calculer la variance aprés avoir amélioré la stratégie de controle d’un procédé (Muske,
2003). L’avantage de ces méthodes est d’avoir une meilleure estimation de la réduction de la
variance que les méthodes empiriques. Cependant, le désavantage principal vient de ’hypo-
theése que tous les signaux du systéme suivent une loi statistique normale, ce qui n’est pas
nécessairement le cas. Lorsque le point de consigne s’approche d’une contrainte, il est préfé-
rable d’avoir une courbe de distribution asymétrique avec une longue queue du coté opposé
a la contrainte. Une autre facon est de simuler le systéme avec différentes entrées aléatoires.
Pour chaque entrée, un coiit est calculé et mis en graphique. On peut ainsi voir I’étendue des
cotits selon la stratégie de controle (un meilleur controle donnant une distribution plus serrée)
(Di Mascio, 2002). Cette méthode n’a pas été retenue étant trop subjective et mal adaptée
pour calculer le gain résultant d’une ameélioration dynamique du procédé. Donc, I’approche
utilisant un modeéle est plus précise qu'une méthode empirique, sauf qu’en supposant que
toutes les distributions, de la courbe optimale aux perturbations, sont normales, le résultat

obtenu peut s’éloigner de la réalité.

Une fois que la diminution de variance est connue, pour y relier un coft, il faut calculer de
combien il est possible d’approcher le point de consigne de la contrainte, dxg,. Souvent, le
rapprochement est déterminé de sorte que la probabilité de dépasser la contrainte demeure
la méme. Ainsi, la fraction de produits hors-spécification ne change pas. Cette fraction Fyg
se calcule par le calcul de la surface de la fonction de densité de probabilité du systéme p(z)
qui dépasse la contrainte c. Par exemple, reprenons le procédé de séchage du papier du début
du chapitre. Sauf que maintenant, a la figure 1.2, on a déplacé le point de consigne. Ainsi,
le point de consigne a pu passer de 10 a 10.5, sans augmenter la probabilité de dépasser 11

%, ce qui fait qu’il n’y a pas plus de papier hors-spécification, mais il y a moins d’énergie



gaspillée a sur-sécher le papier.
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Figure 1.2 Rapprochement du point de consigne di a une diminution de la variabilité

Mathématiquement, la fraction qui dépasse la contrainte, Fyg est définie par :

[e.e] o

Fus = [ pu()is = [ pia)ds

(1.4)

Finalement, il ne reste qu’a multiplier le dz,, par le facteur économique S, dans I’équation
1.3. Ce facteur est le cotiit par unité de point de consigne. Conséquemment, dans ’exemple
précédent, S, est I’énergie utilisée pour enlever un % d’humidité de point de consigne. Donc,

plus le papier est humide, moins il cotite cher de le produire(tant que la contrainte n’est pas
dépassée).

1.2.2 Meéthode par utilisation de fonction de densité de probabilité

Contrairement a la méthode précédente, la méthode décrite dans cette section utilise toute la

courbe de fonction de densité de probabilité. Quand I'hypothése d'une distribution normale
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est posée, seulement la moyenne et la variance sont utilisées. Négligeant les autres moments,
cela peut poser des problémes avec les distributions non normales, et le gain économique s’en
trouve faussé. De plus, la fonction coiit comporte souvent une pénalité P qui n’est pas tenue
en compte dans la méthode précédente. Par conséquent, cette nouvelle méthode a besoin
d’une fonction colt qui pourra étre appliquée sur tous les points de la fonction de densité de

probabilité p(z). Ainsi, on optimise le point de consigne z, selon :

[e.e]

Jopt = min / C(x)p(x)dx (1.5)

Tsp
—00

Sex + T si x<C
C(z) = (1.6)

Sexr+T1T+ P si x>C

Il est a noter que le facteur S, est le méme que dans ’équation 1.3. Reprenant I'exemple de
la section précédente, les valeurs numériques des parameétres de ’équation 1.6 sont présentées

au tableau 1.1, ce qui donne la fonction économique présentée a la figure 1.3.

Paramétre Valeur

Se T [t

T 26$ / t

P 1753 /t

C 11% humidité

Tableau 1.1 Parameétres de la fonction cott de I'exemple

La fonction cott s’applique sur toute la courbe de distribution, ¢’est pourquoi le cotit diminue
quand la variance diminue méme si le point de consigne n’est pas changé. Ceci est di au fait
qu’il y a moins de produits hors spécification, qui nécessitent plus de ressources ou qui doivent
étre rejetés (Latour, 1992). Ce méme auteur a développé une fagon de trouver le cott de cette
distribution, la méthode CLIFFTENT (Latour, 1996). D’autres ont utilisé ’espérance E|f ()]
d’une fonction, I’équation 1.7, et ont obtenu le méme résultat (Zhou et Forbes, 2003). Quand
la méthode d’espérance de coiit est appliquée sur plusieurs points x de consigne, on obtient

la fonction espérance de cotit. Son minimum est le point de consigne optimal compte tenu
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Figure 1.3 Fonction économique du procédé de séchage du papier

de la variabilité présente dans le procédé . Si celle-ci diminue, le point de consigne optimal
s’approchera naturellement de la contrainte. Cette démarche ne peut étre appliquée que si
I’hypothése de linéarité du procédé et de la stratégie de controle est posée. De ce fait, la
fonction de distribution de probabilité ne change pas selon le point de consigne. Ensuite, il
est possible d’intégrer la fonction de distribution de probabilité & chaque point de consigne.
Dans 'exemple précédent, la fonction espérance est donnée a la figure 1.4. On y voit qu’avec

une plus faible variance, le point de consigne est plus proche de la contrainte.

E[f(z)] = / C(E)ple)de (L7)

p est la fonction de densité de probabilité de la fonction de distribution et C' est une fonction
économique qui relie le point de consigne avec un profit ou un cott de production. L’approche
utilisée par Zhou et Forbes est de calculer ’espérance pour chaque point de consigne de la
fonction coiit et de trouver le minimum de cette nouvelle fonction par optimisation probabilis-

tique. Ensuite, puisque la fonction de distribution de probabilité est connue, une incertitude
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peut étre posée sur la justesse du gain économique. L’avantage d’une telle méthode est que
toute la cloche de distribution de probabilité est utilisée, donc ’hypothése d’une courbe nor-
male n’a plus a étre posée. De plus, avec la fonction de I'espérance de coiit en fonction de
point de consigne, le comportement économique du procédé peut étre analysé. Le désavan-
tage de cette méthode résulte du fait qu’elle n’optimise pas la forme de la FDP (seulement le
point de consigne) afin de faire baisser 'espérance de cott. En conclusion, la méthode décrite
est plus adaptée pour calculer le gain économique résultant d’une amélioration de la stratégie

de controle car elle tient compte de toute la courbe de distribution.

Avant amélioration
23r Aprées amélioration

22.5

22

21.5

21

espérance de la fonction codt ($/t)

20.5F

20

19.5

,

8 8.5 9 9.5 10 105
% humidité

Figure 1.4 Fonction espérance de cott pour la FDP du % humidité avant et aprés améliora-
tions

L’approche choisie est basée ici sur les travaux de Zhou et Forbes qui utilise la fonction es-
pérance, tandis que la fonction économique s’inspire de la méthode de Latour qui englobe les
aspects économiques du procédé. Par conséquent, chaque variable est traduite économique-
ment par rapport au point de consigne. Par exemple, dans le procédé de séchage, la fonction
économique diminue avec une augmentation de la quantité d’eau. Sauf si le pourcentage d’eau
dépasse un certain critére, il ne peut pas étre vendu au client et il doit étre recirculé en téte
de chaine de production. Ces cotlts sont directement ajoutés a la fonction économique. La

fonction de densité de probabilité p(x) représente la courbe de distribution face au point de
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consigne x. A cause de la variabilité, 'état du systéme se situe d’une part et d’autre du point
de consigne. La FDP est créée a partir de données d’opération pour faire le cas de base. Selon
ce que 'on veut faire, on utilise des données de simulation pour évaluer un projet futur, des
données d’opération post-implantation pour évaluer la profitabilité réelle d’un procédé ou

une simple courbe avec une variance moindre pour se fixer un objectif de baisse de variance.

A ce point, il est important de répéter le role important de la fonction économique. Comme
il a déja été dit, celle-ci présente le coiit de production en fonction du point de consigne.
Etant donné que les contraintes probabilistes ne sont pas utilisées, il est important de tout
traduire en termes économiques, incluant les contraintes de sécurité. L’oubli d’une contrainte
de sécurité peut résulter en un point de consigne dangereux. Donc, par pénalisation écono-
mique, il faut s’assurer que le point de consigne optimal sera suffisamment éloigné de cette
contrainte de sécurité. De 'autre coté, si on pénalise trop cette méme contrainte, le point de
consigne optimal sera trop loin et entrainera des pertes monétaires. Aprés, une nouvelle fonc-
tion coitt, sans contraintes de sécurité ou de qualité, peut étre recalculée. Ceci pour calculer
une fonction d’espérance de cott de production qui n’a que des cotts réels pour savoir le
cott de production sans I'inclusion des cotits associés a la sécurité, satisfaction du client, etc.
De plus, dans plusieurs cas, il faut refaire la fonction économique pour le cas simulé. Etant
donné que la nouvelle stratégie de controle change les conditions d’opération, la fonction

économique doit aussi changer.

1.3 Formage de fonction de densité de probabilité

Tout d’abord, les premiers essais pour faire du formage de fonction de densité de probabi-
lité ont porté sur la diminution de la variance. Le résultat principal consiste en la variance
minimale qui est la variance d’'un systéme excité par un signal aléatoire stationnaire quand
le controleur est paramétré selon un probléme d’optimisation stochastique (Astrém, 1970).
Ainsi, avec une fonction de densité de probabilité plus étroite, le point de consigne peut
s’approcher de la contrainte. C’est pour cette raison que le contréleur & variance minimale a

été développé. L’approche par la variance minimale est basée sur les théorémes stochastiques
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avec I’hypotheése que le systéme est en régime permanent et que les perturbations aléatoires
suivent une loi de distribution normale. Cette variance minimale est, par conséquent, la
meilleure performance possible d'un point de vue mathématique. Cependant, il faut paramé-
trer le controleur a partir de données en boucle ouverte pour calculer la variance minimale.
Ce fut un obstacle majeur, car les données d’opération en boucle ouverte sont difficiles a
obtenir dans un contexte d’opération industrielle. Cet obstacle a été surmonté en adaptant
une série chronologique aux données d’opération pour avoir la variance minimale (Harris,
1989). Par la suite, la méthode s’est développée pour des systémes MIMO (Harris et al.,
1996; Huang et al., 1997) et pour les systémes avec anticipation (Huang et al., 2000). Pour
plus de références, le lecteur est invité a lire la revue de littérature d’Harris (Harris et al.,
1999). De plus, un controleur a variance minimale est généralement trés agressif et n’est pas
souvent applicable au milieu industriel. Donc, ces méthodes sont bonnes pour calculer la
variance minimale résultante de I'installation d’un controleur a variance minimale, mais cette

borne est souvent non atteignable.

Parallélement & la démarche de la variance, il y a eu 'optimisation de systémes ot la fonction
colt était asymétrique (non quadratique). Ces travaux ne cherchaient pas a trouver la va-
riance minimale, mais & minimiser une fonction cott pour un systéme bruité. C’est un concept
analogue au formage de PDF, dans 'optique qu’il y a du bruit et une structure de controle
de procédé a optimiser. La grande différence, est que le changement de forme de la fonction
de densité de probabilité ne fait pas partie de la démarche de résolution du probléme. Cepen-
dant, la structure optimale va donner la forme de fonction de densité de probabilité optimale.
Les premiers travaux recensés dans ce domaine ont été faits par Jacobson (Jacobson, 1973),
ou le probléme a été traité avec la théorie des jeux et Speyer et al. (1974) ou le probléme
est traité en mettant plus d’emphase sur la fonction de densité de probabilité. Ensuite, le
probléme avec bruit de procédé et un bruit dépendant de I'état est traité avec une fonction
coit quadratique ot il y a des puissances paires (Speyer, 1976). Ensuite, les travaux de Har-
ris (Harris, 1992) ont été faits pour trouver le controleur optimal pour des problémes ou la
fonction cott n’était pas quadratique. Le controleur optimal est une variante du controleur a

variance minimale. Liberzon (Liberzon et Brockett, 2000) traite un probléme spécifique ou la
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fonction de densité de probabilité du systéme est analysable et ou la variable manipulée est
quantifiée. Cimen (Cimen et Banks, 2004) traite le probléme ou le systéme est non linéaire,
celui-ci est linéarisé par parties et ce sont ces parties qui sont optimisées par la suite. Elbeyli
travaille sur des systémes non linéaires dont la fonction de densité de probabilité est calculée
par I’équation de Fokker-Planck-Kolmogorov, et le probléme d’optimisation dépend des am-
plitudes de la sortie et de la variable manipulée (Elbeyli et Sun, 2006). En résumé, la plupart
des travaux traitent le probléme de ’optimisation d’une fonction quadratique continue, ce

n’est pas le cas quand il y a des contraintes.

Par la suite, le formage de fonction de densité de probabilité a évolué afin de choisir les
moments autres que la moyenne et la variance. Cette nouvelle approche dans le domaine de
controle de procédé permet de changer la forme de la fonction de densité de probabilité. Par
conséquent, elle a un impact direct sur le cotit de la variabilité puisqu’elle permet d’optimiser
le coiit d’opération en changeant la forme de la fonction de densité de probabilité. Cette
méthode est basée sur le paramétrage de la fonction de densité de probabilité désirée. C’est-
a-dire que la forme de la FDP désirée est exprimée par un ensemble de paramétres. Ensuite,
les paramétres du systéme sont optimisés pour que la FDP de celui-ci émule la FDP désirée.
Finalement, une loi de commande est obtenue permettant au systéme d’exprimer la fonction
de densité de probabilité qui va minimiser le colt d’opération. Peu de publications ont été
écrites dans ce domaine. La premiére mention de la possibilité de former la fonction de
densité de probabilité a été faite par Karny (Karny, 1996). Ensuite, Wang a développé une
stratégie de controle avec les poids d’une spline neurale de type B qui parameétre la fonction de
densité de probabilité (Wang, 1998, 1999). Crespo (Crespo et Sun, 2002b) utilise I’équation
de Fokker-Planck-Kolmogorov pour trouver un controleur. Forbes, par un paramétrage de
Gram-Charlier, trouve ’équation d'un quotient de polynémes pour le controleur (Forbes,
2003; Forbes et al., 2003b, 2004). En résumé, le formage de fonction de densité de probabilité
a été réalisé avec ces méthodes, mais aucune méthode a date n’a été reprise par un autre

chercheur.
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1.3.1 Formage de fonction de densité de probabilité dynamique

Un seul parmi les auteurs cités dans le recensement des connaissances scientifiques applique
le formage de FDP dynamique. Il s’agit de Wang qui utilise un paramétrage de la FDP cible
avec une spline B neurale. Le formage de FDP dynamique transforme les équations pour en
dériver la FDP a chaque pas de temps. Par conséquent, la progression de la FDP originale

vers la FDP désirée peut étre observée.

Avec Wang, le paramétrage de la FDP (ou de sa racine carrée) avec une spline B permet de
faire un algorithme qui affecte directement les poids multipliant les fonctions de base. Ce qui
fait que la dynamique de la FDP est directement reliée a I'algorithme. Cependant, le choix
des fonctions de base se fait par essais et erreurs, donc cette méthode est difficile & mettre en
pratique. Plusieurs algorithmes pour trouver le controleur ont été développés (Wang, 1998,
1999, 2002; Wang et Jian Hua, 2001; Wang et Wang, 2002a,b; Wang et al., 2009; Zhou et al.,
2010; Guo et Wang, 2003, 2005a,b). Voici les grandes lignes du premier algorithme (Wang,
1999).

Soit u(m) = [uy(m), ua(m), us(m), u,(m)]” le vecteur arbitraire de controle en temps discré-
tisé m qui controle la distribution de y, un vecteur aléatoire continu borné qui est la sortie

du proceédé, y = [y1, Y2, y3, --yn]* . Le systéme stochastique peut étre écrit sous la forme :

{u(m)} = {y} vYm=0,1,2... (1.8)
La fonction de densité de probabilité désirée p(y,u(m)) est définie par :

N+1

p(y, u(m)) = Z &: (u(m))Vi(y(m)) + eoly, u(m)) (1.9)

qui est une spline B de réseaux neuronaux ou les &;(u(m)) sont les poids qui multiplient les

fonctions de base ©;(y(m). Les fonctions de base sont trouvées par essais et erreurs. Il n’y
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a pas de lien entre elles et le modeéle physique (Wang, 2002). Les poids étant une fonction
de la variable manipulée, un changement dans la fonction de densité de probabilité (FDP)
provient directement d’un changement de la variable manipulée. La valeur eqg(y, u(m)) est
I’erreur entre la FDP obtenue et celle désirée. Le controleur est défini par la minimisation
d’une fonction coit. Deux algorithmes ont été développés, I'un connaissant ’entrée aléatoire
du systéme, 'autre plus robuste décompose la fonction cott afin de minimiser I'impact de
I’entrée inconnue. Cela est fait en incorporant les termes influencés par ’entrée inconnue dans
la fonction coit. Puisque cette méthode est difficilement applicable aux procédés industriels

a cause des fonctions de base, elle n’a pas été analysée plus en profondeur.

1.3.2 Formage de fonction de densité de probabilité statique

Le formage de fonction de densité de probabilité(FDP) statique est défini par le design de
controleur afin d’avoir une FDP en régime stationnaire ; la dynamique pour faire passer la
FDP a la FDP désirée n’est pas tenue en compte. Dans cette partie, deux méthodes sont
décrites : celle de Forbes (Forbes et al., 2004) qui utilise une approximation de Gram-Charlier
et celle de Crespo (Crespo et Sun, 2002b) qui utilise I’équation de Fokker-Planck-Kolmogorov
(FPK). Les deux utilisent des polynomes dans leurs algorithmes de formage pour créer la

non-linéarité nécessaire pour former une FDP asymétrique.

1.3.2.1 Meéthode avec I’équation de FPK

Selon Crespo (Crespo et Sun, 2002b), le systéme choisi est un procédé de It6 excité par un
bruit qui est un procédé de Wiener. Avec 1’équation de Fokker-Planck-Kolmogorov (FPK) et
sa solution stationnaire, une équation de la FDP du systéme est obtenue. Ensuite, le contro-
leur est obtenu par la solution d’un probléme d’optimisation ou I'on veut minimiser I’erreur
qui est la différence entre la FDP obtenue et la FDP désirée. Cependant, pour simplifier
les calculs afin d’obtenir un controleur, I'erreur entre la FDP cible et la FDP d’opération

est modifiée. La forme du controleur est un polynéme de la variable mesurée et ce sont les
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ceefficients qui multiplient la mesure. Pour en revenir a la méthode développée par Crespo,

voici les grandes lignes :

Considérant le procédé stochastique a une dimension décrit par I’équation d’Itd suivante

dz(t) = {2(2) + K(2)}dt + de(t) (1.10)

ou z(t) est la variable d’état, = est une fonction non linéaire de z, K(z) est le controleur et
&(t) est un procédé de Wiener tel que E[dE(t)] =0 et E[dE(t)dE(t)] = 2(t — t'). L’équation

de FPK associée a ce systéme est :

W _ Oz + K@)+ L 22 (111)

La solution stationnaire de cette équation est la FDP p, suivante :

ps(x) = Dexp® @ (1.12)

D est une constante de normalisation et F (x) = [ {F (z) + U(z)}dx est le potentiel de pro-
babilité. Aprés, une FDP cible, p est posée ainsi que la structure de 'algorithme de formage.
Dans I’exemple cité par Crespo, celui-ci est un polynéme avec un terme de commutation
pour tenir compte de l'incertitude du modéle. Ensuite, une fonction d’erreur modifiée, F,

est minimisée par une optimisation des ccefficients du polynome.

N

Bi=[ Y|

r=0

dr
d

Z'f‘

(F — F))?dz (1.13)
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1.3.2.2 Meéthode avec approximation de Gram-Charlier

La méthode développée par Forbes (Forbes, 2003; Forbes et al., 2003a,b, 2004)) se base sur
I’équation 1.14 et les propriétés orthogonales des fonctions de bases de Gram-Charlier. On se
retrouve avec un ensemble d’équations a résoudre en fonction des ccefficients qui multiplient

les fonctions de base de ’approximation de la FDP par Gram-Charlier.

plz) = /m pol — M(O)p(C)dC (1.14)

L’équation 1.14 relie la valeur d’une FDP en boucle fermée a un point = a I'intégrale de ¢ sur
R de la multiplication de la FDP du bruit entrant dans le systéme évaluée au point x moins

la réponse du systéme en boucle fermée évaluée a ¢ par la FDP en boucle fermée évaluée a ¢.

Avec I'approximation de la FDP cible p par une approximation de Gram-Charlier ou H ()

est un polynome d’Hermite :

p(z;c) = CTH(ZE)NM,U(Z) (1.15)

En choisissant une réponse en boucle fermée avec autant de ccefficients a déterminer qu’il y a

de fonctions de base pour 'approximation de p par Gram-Charlier, '’équation 1.14 devient :

Th(E) N, o(2) = /% Po(z — M) Ny (O)C (1.16)

Ensuite en invoquant la condition d’orthogonalité des ccefficients de I’approximation de Gram-

Charlier ou ¢ est téme terme de I'approximation :

RS (1.17)
R
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L’équation 1.16 devient :

c'=c" /ﬂ(E /m Py(z — M({))e"h(¢) N, ,dCd> (1.18)

La double intégrale est une matrice i de dimension N x N composée de valeurs réelles.

' =c"h (1.19)

Le vecteur ¢ est le vecteur propre de la matrice I' associé a la valeur propre de 1. Il suffit
de résoudre les équations pour trouver la valeur des coefficients du paramétrage en boucle

fermée et retrouver ’équation du controleur par la suite.

1.3.3 Solution de I’équation de Fokker-Planck-Kolmogorov

La solution de I’équation de Fokker-Planck-Kolmogorov est une partie importante de ce
projet de recherche. Un chapitre y sera consacré. Alors, pour éviter la redondance, les déve-
loppements mathématiques seront omis dans cette partie. Donc, I’équation de Fokker-Planck-
Kolmogorov (FPK) permet de calculer la forme de la fonction de densité de probabilité sans
simuler le systéme avec un long vecteur aléatoire. Ainsi, le temps de simulation en est réduit
de beaucoup pour avoir la forme de la FDP qui en plus est lisse (I'utilisation de vecteurs
aléatoires fait en sorte que la courbe de la FDP est parsemée de petites bosses qui peuvent

compliquer (ou fausser) les algorithmes d’optimisation qui utilisent cette méme FDP).



25

CHAPITRE 2

FDP PAR L’EQUATION DE FPK

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la solution de 1’équation de Fokker-Planck-Kolmogorov (FPK).
Celle-ci permet de calculer la forme de la fonction de densité de probabilité d’'un systéme
dynamique. Cette solution peut étre sous forme analytique ou numérique. De plus, la so-
lution a été développée pour plusieurs scénarios pour différents types de bruits et types de
controleurs. Les scénarios choisis sont élaborés de facon a analyser un aspect spécifique du
probléme des controleurs non linéaires avec des systémes bruités. Ces analyses seront faites

dans les chapitres subséquents.

La structure du chapitre est la suivante. Tout d’abord, le systéme dynamique général y est
présenté. Ceci permet aussi de discuter des limites de ’approche choisie. Ensuite, la dyna-
mique du systéme est controlée par un algorithme de commande linéarisante. Cet ensemble
est ensuite développé de fagon a calculer sa fonction de densité de probabilité(FDP) avec
I’équation de FPK. Finalement, la solution générale de I'équation de FPK est décrite pour
étre solutionnée pour divers cas. Par apres, les solutions spécifiques seront décrites pour

expliciter leur application dans le cadre de ce projet de recherche.

2.2 Solution de I’équation de Fokker-Planck-Kolmogorov

La FDP d’un systéme peut étre obtenue avec I'équation de FPK avec la formulation de
Stratonovich du terme de dérive. Le systéme peut étre écrit tel que le procédé Brownien

suivant :



de = f(x,t)dt + gz, t)df, t >t
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(2.1)

ou z est une variable scalaire, f,(z,t) est une fonction décrivant les dynamiques libres, g,(z, t)

est une fonction décrivant les dynamiques forcées et 6 est un procédé Brownien.

L’équation de Fokker-Planck-Kolmogorov décrit I’évolution temporelle de la fonction de den-

sité de probabilité d’un systéme. L’évolution de sa FDP en fonction de x est donnée par

op(z, t;y,7)

=D D
BN 1+ Lo

(2.2)

ou D est la forme du ceefficient de dérive de Stratonovich (Kumar et al., 2009b; Stratonovich,

1966)

=0 [pe, g, T (1) + 3252 (0, 2))
Ox

D1:

et Dy est le ceefficient diffusion :

_ 12 p(,ty, 7)g%(x, 1)]

D, —
D) Ox?
Puisqu’il est posé que le régime est permanent % =0, donc Dy = —Ds
d 19g(x) 1 d?

T [P @) + 575 = p(@)g(@)| = 57 [p()g (@)

Chaque coté est intégré et le terme de droite est développé.

laﬂt@px

pla)f (@) + 52

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)



Avec les conditions limites suivantes

1. lim, oo p(x) = lim,, o p(x) =0

2. lim, o0 222 = lim, , ., 2% =g
3. [ plz)de =1
la constante C est nulle. La dérivée d’C’l—(f) est isolée :

e [p(x) {f(x) - %g(x)diz(;)” 92?@

Les termes sont réarrangés :

dp(x) _ {Qf (z) 1 dg(x)}dx

p(x) Pw)  glw) dr

La solution de I’équation précédente est :
p(z) = poelo FO

ou

2f(z) — g(x) 242
g*(z)

F(z) =
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(2.7)

(2.9)

(2.10)

et po est la valeur de la FDP a x = x5, = 0. Puisque py est une constante normalisante qui

rend l'intégrale de la FPD a 1, ce paramétre peut étre calculé :

1 / expli FOE gy
Po —00

(2.11)



28

Pour la plupart des développements qui suivront, une valeur pour py ne peut étre obtenue

analytiquement, celle-ci est alors calculée numériquement.

Il est a noter que pour chaque cas, la formule analytique sera validée avec un exemple. Un
vecteur d’'une longueur de 100000 points aléatoires est créé et est simulé par le systéme. S’il
y a aussi une deuxiéme source de bruit, un deuxiéme vecteur non corrélé est aussi créé. La

FDP du systéme est créée avec la sortie du systéme.

2.2.1 Modéle

Le modeéle utilisé est un systéme scalaire non linéaire avec une entrée controlée u et une
entrée bruitée w de variance «. La variable mesurée y est la variable d’état x a laquelle un
bruit de mesure est ajouté, v avec variance de § comme a la figure 2.1. Il est & noter que les
bruits sont deux bruits blanc gaussiens et b(x) est non nul pour assurer la commandabilité.

Le point de consigne est a 0.

dx
o= a(r) + b(x)u + w (2.12)

y=x+v (2.13)

Bruit de procédé Bruit de mesure
var o var B

Contréleur non
linéaire

K(t) 1is X Y

Point de consigne

Figure 2.1 Systéme général
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2.3 Validation avec un systéme avec bruit de procédé seulement

On peut appliquer le systéme précédent directement aux controleurs linéaires et méme aux
controleurs non linéaires puisque que le bruit entre de fagon linéaire. C’est ainsi que dans cette
section la solution de la FDP est développée pour 3 types de controleurs : controleur linéaire,
controleur polynomial et controleur commutant. Le systéme est un systéme intégrateur (a = 0
et b = 1) pour simplifier les expressions analytiques. De plus, la variance du bruit de procédé

est la méme pour tous les cas, @ = 1. Donc, pour ce systéme la dynamique f(x) devient :

f(x) = —K(y) (2.14)

Et la dynamique g(z)

g9(z) = Va (2.15)

On peut voir que peu importe 1'algorithme de controle, la valeur de g(z) ne variera jamais.

2.3.1 Effets non linéaires

Dans cette section, la solution sera testée pour les non-linéarités. C’est ainsi que la solution
développée sera validée sur un systéme avec un controleur linéaire et controleur polynomial.
Le controleur linéaire est validé afin de voir si le solveur numeérique (Simulink de MatLab)

est fiable.
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Le cas le plus simple est un controleur linéaire. C’est un controleur a rétroaction a gain

simple. L’équation du controleur est :

L’équation 2.9 devient donc :

ou

avec

7K0x2

p(z) =porexp e

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

Il est a noter qu’ici la variance n’est pas bornée, ainsi il serait possible d’avoir une variance

nulle avec un gain infini.

2.3.1.2 Controleur polynomial

Ce type de controleur est un controleur dont un polynéome multiplie 'erreur par rapport au

point de consigne :

K(z) = kyx + kox® + kga® + kya?

(2.20)
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C’est un controleur dont la non-linéarité est continue, ce qui simplifie son analyse mathé-
matique. Ainsi, contrairement au cas précédent, la solution de I’équation de FPK pour ce
cas est continue. En plus, & cause de sa simplicité ’expression analytique de sa FDP peut
étre analysée aisément. Pratiquement, c’est un controleur peu utilisé parce que que sa zone
de stabilité est limitée. Il sera comparé au controleur commutant au chapitre 3 en ce qui

concerne ses capacités & former une FDP donnée.

La solution analytique de I’équation 2.9 pour ce type de controleur est :

77”2-1—192%03-1—16377#-‘:-7647;5} (2 21)

=21k
p(x) = Po,3 €Xp “ { '

Cette équation est validée a la section suivante.

2.3.1.3 Validation

Pour cette section, le controleur linéaire ainsi que le controleur polynomial sont validés.
La paramétrisation du controleur linéaire est K = 0.35, tandis que la paramétrisation du
controleur polynomial est k1 = 0.0105, ky = —0.2401, k3 = 1.3648 et k4 = 0.0507. Un vecteur
de valeurs aléatoires d’une longueur de 400000 points est créé comme bruit de procédé. Celui-
ci est simulé numériquement dans le systéme décrit au début de la section pour en obtenir une
FDP. Ensuite, celle-ci sert a valider la FDP calculée par la solution analytique. Ces FDP sont
a la figure 2.2. Il y a trés peu de différences entre les courbes créées avec la solution analytique
et celles créées avec la simulation Monte-Carlo. Les moments et le mode sont calculés pour
chaque FDP au tableau 2.1. On peut voir que l'effet principal d’'une non-linéarité dans le

controleur ajoute une composante asymétrique a la FDP.



0.3

0.251

0.2}

p(x)

0.15f

0.1}

0.05F

simulation
analytique

0.3

0.25

0.2

p(x)

0.151

0.05

simulation
analytique |

Figure 2.2 Comparaison entre les FDP obtenues analytiquement et par simulation avec bruit

de procédé pour le cas controleur linéaire (haut) et polynomial (bas)
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2.3.2 Effet de discontinuité

Pour cette partie, la solution développée précédemment sera validée pour un cas ou il y a
une discontinuité dans le controleur, comme un controleur commutant. De plus, ’expression

analytique de la FDP de la variable manipulée pour ce type de controleur sera aussi validée.

2.3.2.1 Controleur commutant

Ce cas est analysé parce que pour plusieurs applications en formage de FDP, il n’y a pas de
bruit de mesure, 5 = 0. L’absence de bruit de mesure simplifie la solution de ’équation de
FPK ; cependant, le point de commutation pose probléme. Puisque la dérivée est non définie

au point de commutation, il faut solutionner 1’équation de FPK en deux parties.

Le controleur a la forme suivante :

K,{x — x4 pour X > X
K(z) = ¢ & ’ (2.22)

Ky{r — x5} pour X < Xgp

Quand x4, = 0 la solution de I’équation 2.9 devient donc :

Linéaire Polynomial

mode Simulé 0 0
Analytique 0 0
moyenne  Simulé -0.02 -0.13
Analytique 0 -0.12
variance  Simulé 1.42 1.64
Analytique 1.43 1.61
asymétrie Simulé 0 -0.33
Analytique 0 -0.33

Tableau 2.1 Mode et moments centraux pour les résultats analytiques et simulés pour le
controleur linéaire et polynomial avec bruit de procédé seulement.
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22
Po,2 eXp_ka% pour X > Xgp
p(z) = E (2.23)
Do,2 exp_kb% pour X < Xgp

Cette solution peut étre interprétée comme une fonction gaussienne par partie divisée au
milieu. La variance de chaque coté étant différente; I'écart type de chaque coté peut étre

calculé tel que :

(% «

o = —, Oy = 2.24
' V2k, 2T V2k (2.24)
D’ailleurs, la constante de normalisation peut étre calculée analytiquement :
1
(2.25)

Po2=—F7=F—"_+7
Vr{oy + o2}
2.3.2.2 Variable manipulée avec un contréleur commutant

Pour une application subséquente, il faudra avoir la FDP de la variable manipulée. C’est
pourquoi 'expression analytique de la FDP de la variable manipulée est développée pour ce

cas.

Donc, a partir de Borrie (1992)

(2.26)
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Plus précisément avec un controleur commutant ot K (x) est ’équation 2.22, la solution de

I’équation devient donc :

Pou oxp 20 pour >0
pluy=4 " (2.27)
p]‘;—;" exp *%  pour u<0

Cette solution peut étre interprétée comme une fonction gaussienne par partie divisée au
milieu. Cependant, contrairement au cas de la variable d’état, il y a une discontinuité au
point de commutation. La variance de chaque coté étant différente, ’écart type de la variable

manipulée de chaque coté peut étre calculé tel que :

c a (2.28)
Ou, = ,Ouy = )
o " 2k

D’ailleurs, la constante de normalisation peut étre calculée analytiquement :

1
T2 (0w Ka 0wy R}

Pou (2.29)

Pour ce cas, la paramétrisation du controleur est k, = 0.6 et k, = 0.1 et la longueur du
vecteur aléatoire est de 1200000 points. Les FDP simulées et analytiques pour la variable
manipulée et ’état sont présentées a la figure 2.3. Les deux formes analytiques représentent
bien la simulation numérique. Les queues donnent de bons résultats, ce qui est important
car elles représentent souvent la fraction de la production qui dépasse la contrainte. De
plus, la discontinuité observée pour la variable manipulée est bien reproduite par ’expression
analytique. Les moments sont au tableau 2.2, les résultats sont trés bons pour la variable
manipulée, mais moins bons pour la variable d’état. Ce pourrait étre expliqué par le fait que
le simulateur numérique a de la difficulté avec le point de commutation, celui-ci changeant

la dynamique du systéme.
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Figure 2.3 Comparaison entre les FDP obtenues analytiquement et par simulation avec bruit

de procédé pour la variable d’état(x) (haut) et la variable manipulée (u) (bas)
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2.4 Systéme avec bruit de procédé et bruit de mesure

Il a été démontré dans les sections précédentes que si le bruit entre de fagon linéaire dans
les équations différentielles, la fonction de densité de probabilité (FDP) peut étre calculée
a 'aide de 'équation de Fokker-Planck-Kolmogorov(FPK). Cependant, avec ’équation du

systéme 2.12 et un controleur non linéaire de la forme K(z), le systéme devient :

dz
= a(z) = b(z)K(x +v) +w (2.30)

C’est ainsi qu’il est possible de voir que si un controleur non linéaire est utilisé, le bruit de
mesure entre de facon non linéaire dans le systéme. C’est pourquoi il faut linéariser le systéme

pour tracer la FDP avec I’équation de FPK.

Deuxiémement, il y a deux bruits qui entrent dans le systéme tandis qu’il y en a un seul dans
le systéme pour lequel I'équation de FPK a été développée (voir équation 2.1). C’est ainsi que
les deux bruits sont additionnés sachant que la variance de la somme de deux distributions

gaussiennes est la somme de leur variance.

Considérons le systéeme dynamique non linéaire 2.30 s’écrit sous la forme :

état x manipulée u

mode Simulé 0 0
Analytique 0 0
moyenne  Simulé -1.04  -0.02
Analytique -1.05 0
variance  Simulé 2.68 0.12
Analytique 2.62 0.12
asymétrie Simulé -2.77  -0.06

Analytique -2.38  -0.06

Tableau 2.2 Mode et moments centraux de x et u pour les résultats analytiques et simulés
pour le controleur commutant avec bruit de procédé seulement.
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dz
== 2.31
o h(z,v,w) (2.31)

Il est a noter que w entre linéairement et v entre non linéairement. Le systéme solutionné
par ’équation de FPK, équation 2.1, a une dynamique non forcée f(z) et une dynamique
forcée g(x). L’idée est, a partir de h(x), d’avoir une partie non forcée en faisant la moyenne

du systéme et une partie forcée par linéarisation :

f(z) = E[h(z,v,0)] = / h(z,v,0)p(v)dv (2.32)

De plus, la partie forcée venant du bruit de mesure est calculée comme une approximation

de Taylor de premier ordre.

gu(x) = B [W] - 7 LG AHPS (2.33)

La partie forcée venant du bruit de procédé, celui-ci entrant dans le systéme de facon linéaire

est donnée par :

La variance du bruit de procédé étant « et la contribution du bruit de mesure étant Sg2(x),

la dynamique forcée aura la forme de :

9*(z) = a + Bgy(z) (2.35)
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Il est a noter que pour le bruit de mesure dont la distribution est gaussienne, ces deux équation
[ee) [e.e]

simplifient le développement d’expression analytiques : [ p(v)dv =1 et [ vp(v)dv = 0. Si
—0o0 —00

celui-ci n’est pas gaussien, I'approximation tient toujours, mais il sera plus difficile d’avoir

une solution analytique.

2.4.1 Cas controleur linéaire avec bruit de mesure et de procédé
Le cas le plus simple est quand le controleur est linéaire et le systéme, un intégrateur (a = 0
et b = 1). Son développement mathématique permet de voir l'effet de la composante linéaire

d’un controleur sans se soucier des non-linéarités inhérentes aux controleurs non linéaires.

Donc, I’équation d’un controleur linéaire est :
Deéveloppement des équations avec ’équation de FPK
K(x) = Ky (2.36)

Les paramétres f(x) et g(x) prennent la forme

f(z) = —Koz (2.37)
et

9() =\/a+ K3p (2.38)

L’équation 2.9 devient donc :

7K012

p(x) = po1 expto? (2.39)
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Il est a noter que pour ce type de systéme, il existe un gain qui donne la variance minimale

pour le systéme.

(2.40)

kmin -

vap
bB
Deéveloppement des équations avec la nouvelle linéarisation

Pour mieux expliquer cette linéarisation, la méthode est appliquée au systéme avec bruit de

procédé, bruit de mesure et un controleur linéaire K (y) = Kyy. Dans ce cas :

h(z,v,w) = a(z) — b(z)Kor — b(x) Kov + w (2.41)

En appliquant la linéarisation décrite par les équations 2.34 et 2.33 au systéme précédent

2.41, on se retrouve avec :

f(x) =a(x) — b(z) Koz (2.42)

et

go(@) = b(x) Ky (2.43)

donc

9(x) =\/a+ K3p (2.44)

Ce qui revient aux résultats précédents : les équations 2.38 et 2.37.
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Validation

Ici, le probléme est trivial, mais la formule doit étre quand méme validée, si ce n’est que pour
prouver que le programme de validation est valide. Donc, sur la figure 2.4 il y a deux FDP
tracées pour le méme systéme : intégrateur(a =0et b =1),K =03, a =1 et § = 1. L'une
provient d’une simulation avec un vecteur aléatoire ’autre avec un systéme ou une solution
analytique a été calculée avec ’équation de FPK. Il y a peu de différences entre les deux. Les
mémes conclusions peuvent étre déduites du tableau 2.3 ou les moments de chaque FDP ont

été calculés.

T
0.3F

T
— Simulation |
Analytique

0.25f

0.2

p(x)
o
&

0.1r

0.05

Figure 2.4 Comparaison entre les FDP obtenues analytiquement et par simulation pour le
cas controleur linéaire avec bruit de mesure et bruit de procédé.

Analytique Simulation

mode 0.00 ~ 0.00
moyenne  -0.05 -0.02
variance 1.82 1.79
asymétrie 0.08 -0.01

Tableau 2.3 Mode et moments centraux pour les résultats analytiques et simulés pour le
controleur linéaire avec bruit de procédé et bruit de mesure.
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2.4.2 Exemple avec contréleur quadratique

Pour un contréleur quadratique, qui est une variante du controleur polynomial, K(y) =
Koy + K12 (si le point de consigne est & 0). Le controleur n’a pas d’utilité industrielle, mais
d’un point de vue mathématique, il est trés intéressant car puisque sa non-linéarité est faible,
il est possible pour certains cas d’avoir une expression analytique de la solution de FPK.

Donc, pour un systéme controlé par un controleur quadratique, ’expression h(z) devient :

h(z,v,w) = a(x) — b(z) Ko {z + v} — b(z) K, {z +v}* + w (2.45)

Toujours en appliquant la linéarisation 2.34 et 2.33, il est possible d’en extraire les dynamiques

libre(f(z)) et forcée (g(x))

f(z) = a(z) — b(z)Kox — b(z)K,2* — b(2) K, f3 (2.46)
et
gu() = =b(x) Ky — 2b(z) K1z (2.47)
et g(x) aura la forme
9(x) = \Ja + {~b(2) Ko — 2b(a) Ky} B (2.48)

Il est & noter que f(0) = —by K15 # 0, ce qui implique que le maximum de la FDP n’est pas

au point de consigne. Il en sera discuté davantage au chapitre 4.
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Pour le cas ot @ = 0 et b = 1 une solution analytique de la FDP a été développée. Avec les

équations précédentes, on trouve f(x) et g(z)

et

g(x) = \/a + {Ko + 2Kz} B (2.50)

Par la suite, la solution de ’équation 2.9 est :

p(x) = po eXp—2[q{T’1+r2+r3+r4+rs}] (2.51)

avec

~1 1
T TRIBPA)2

r = 2K\ afx

ry = 2Kiv/apBPlog[a+ K+ ABK K x4+ 46K 2%

\/B {KQ —|— QKlX}:|
\/7

a
_ B

ry = —a atan |1/ = {Ky+ 2K;x}
a

rs = —ﬁKg atan [\/g {Ko + 2K;x}

ry = 48°K? atan[

Cette solution analytique n’est qu’une preuve de concept. Elle est dérivable, mais non inté-

grable.
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Validation

La validation est réalisée sur un systéme simple ot a = 0 et b = 1. Un vecteur de 100 000
valeurs aléatoires gaussiennes est injecté dans le systéme. La FPD de la variable de sortie
est ainsi calculée. La simulation a été testée avec un cas ou le bruit de procédé est dominant
( = 1, B = 0.2) et pour le cas ou le bruit de mesure est dominant (o = 0.2, § = 1).
Puisque les résultats de simulation sont "grossiers", le mode de la distribution est déterminé

approximativement.

Premiérement, un controleur quadratique avec Ko = 0.5 et K; = 0.05 est analysé. L’expres-
sion analytique de celui-ci est validé a la figure 2.5, la solution utilisant I’équation de FPK est
trés proche de la solution obtenue par simulation. Les deux courbes sont pratiquement 1'une

sur 'autre. Le tableau 2.4 montre que les moments centraux et le mode sont trés proches.

T T

0o=1=0.2 sim.
0.6 — — —a=1p=0.2 ana. |
0=0.2 B1=sim.
0=0.2 B=1 ana.

0.5

p(x)

Figure 2.5 Graphiques des FDP utilisant I’équation de FPK et simulation Monte-Carlo pour
un controleur quadratique.

a=1, =02 a=02 =1
Analytique Simulation Analytique Simulation
mode -0.03 ~ -0.05 -0.15 ~ -0.10
moyenne  -0.15 -0.13 -0.11 -0.12
variance  1.10 1.08 0.45 0.45
asymétrie -0.23 -0.21 0.05 0.00

Tableau 2.4 Mode et moments centraux pour les résultats analytiques et simulés pour le
controleur quadratique avec bruit de mesure et bruit de procédé.
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2.4.3 Exemple avec controleur commutant

L’avantage de la linéarisation développée est qu’elle est applicable sur des situations ou K (z)
n’est pas dérivable sur un nombre fini de points, tel un contréleur commutant. Donc, pour

un controleur commutant :

(w0, w) = a(z) = b(z)K,{zr+v}+w si(x+v)>0 (2.52)
a(z) = b(z)Kp{z+v}+w si(z+0v)<0

gu(x) est calculé :

g(z) = _ﬁ%{[{b e dv+ K, e Qﬂdv}

;Kaerf L/Z_ﬁ” (2.53)

g(x) devient donc :

9(r) = o+ g,(2)*B (2.54)

f(x), la dynamique libre, est décrite par :

f(z) = a(z)— oz) {Kb/__we_gz {x+v}dv+Ka/_je_§; {:c—l—v}dv}

— alx) — b()gu(x)r — b(z) (K} — Ko} %e_% (2.55)
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Validation

En utilisant le méme systéme que la section précédente (a = 0, b = 1), la validation est faite
avec deux essais, I’'un ou le bruit de mesure est dominant, I’autre ot c’est le bruit de procédé
qui est dominant. Par aprés, un controleur commutant avec les paramétres K, = 0.05, K, =
0.95 a été utilisé pour valider les concepts précédents. A la figure 2.6, les résultats utilisant
FPK sont trés proches des résultats de simulation qui ont nécessité 600 000 points aléatoires
cette fois-ci. Les petites différences sont attribuables aux approximations faites pour utiliser
'équation de FPK et aussi au solveur numérique de la simulation. A partir de ces courbes,

les 3 moments centraux et le mode ont été calculés a la table 2.5.

Il est intéressant de constater que dans tous les cas, le mode a bien été estimé. Aussi, il est
possible de voir voir Ieffet du bruit de mesure sur le déplacement du mode et la diminution
de 'asymétrie sur toutes les deux figures. Ces effets seront discutés plus en profondeur au

chapitre 4.

a=1B=0.2 sim.
045r | — — —qa=1p=0.2 FPK
0a=0.2 B=1 sim.
a=0.2 B=1 FPK

p(x)
o

Figure 2.6 Graphiques des FDP utilisant ’équation de FPK et simulation Monte-Carlo pour
un controleur commutant

2.4.4 Exemple avec procédé du second ordre

Puisque 'exemple précédent est relativement simple, les concepts développés précédemment

ont été appliqués a un modéle plus compliqué. C’est ainsi qu’'un modéle analogue a celui de
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a=1, =02 a=02 =1
Analytique Simulation Analytique Simulation
mode -0.49 ~ -0.30 -1.21 ~ -1.20
moyenne  -2.05 -1.98 -1.43 -1.38
variance  4.52 4.45 0.90 0.90
asymétrie -7.19 -7.40 -0.25 -0.32

Tableau 2.5 Mode et moments centraux pour les résultats analytiques et simulés pour le
controleur commutant

Forbes et al. (2004) a été développé. Le modéle en question est un réacteur parfaitement
mélangé en continu ou l'on veut dégrader une concentration ¢ de polluant. L’entrée est un
courant d’eau contaminée avec une concentration de polluant c;, et est dégradée par une
réaction du second ordre. Cette concentration est controlée par le facteur de dilution D. Il

est & noter que la notation utilisée est spécifique a cette section.

dc  D(t) E o, 1
i {cin — ¢} € +Vw (2.56)

y(t) =c+wv (2.57)

D(t) = ka{csy —y(t)} st y>cy (2.58)

ky{csep —y(t)} si Yy < cCsp

Ainsi, pour ce probléme les valeurs de a(x) et b(z) sont de :

a(z) = —k——P (2.59)

b(z) = (2.60)
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Par la suite, les expressions f(z), g(x) et k(z) pour solutionner 1’équation 2.9 sont données

par :
k(c) bat ko K=k [C — CSP} (2.61)
2 2 V2P '
fle) = ale) = be)k(c) {c—cop}y — ble) {ky — kq} \/gexpz%{c—%}z (2.62)
gu(c) = b(c)k(c) (2.63)
et g(x) :

g(c) = a+ g,(c)?p (2.64)

Les parameétres du modéle sont : ¢ est la concentration dans le réacteur, V' est le volume du
réacteur, c¢;, est la concentration entrant dans le réacteur, £ est la constante de réaction et
w est un bruit blanc gaussien additionné a la constante de réaction. v est le bruit de mesure,
un autre bruit blanc gaussien, non corrélé avec v. Les valeurs numériques sont données au

tableau 2.6.

Par apres, un controleur commutant avec les paramétres K, = 0.45, K, = 0.05 a été utilisé.
A la figure 2.7, les résultats utilisant FPK sont trés proches des résultats de simulation faits

avec 300000 points. Cependant, la translation semble étre surestimée, cela peut étre attribué
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Paramétre valeur

V 3 m?
Cin 5 Tn—‘:’,,l
Csp 2.5
k 0.1
Secmao
moyenne—0, écart type —0.0005 %
v moyenne—0, écart type —0.0005 "%—%l

Tableau 2.6 Parameétres du modéle de réaction du deuxiéme ordre

aux approximations faites pour utiliser ’équation de FPK et aussi au solveur numérique de la
simulation. Mais en gros, les résultats sont satisfaisants considérant la complexité du systéme

utilisé. On obtient les mémes conclusions en analysant le mode et moments au tableau 2.7.

simulation | |
analytique

16

14+

12

10

p(c)

. . i
2.4 2.45 25 2.55

Figure 2.7 Graphiques des FDP utilisant I’équation de FPK et simulation pour un cas réaction
chimique 2iéme ordre avec contréleur commutant

2.5 Conclusion

Ce chapitre avait pour but de développer des outils a partir de I’équation de Fokker-Planck-
Kolmogorov (FPK) afin d’analyser les effets statistiques des controleurs non linéaires. La
premiére application est le formage de densité de probabilité ou les capacités d’un controleur
commutant a émuler une fonction de densité (FDP) prédéterminée sont comparées a un
controleur polynomial qui a déja été utilisé dans une application de formage de FDP(Forbes

et al., 2004). Ensuite, les effets d’un controleur non linéaire sur les moments de la FDP ont
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Analytique Simulation
mode 2.4915 ~ 2.492
moyenne  2.487 2.4903

variance  6.02 x 1074 6.28 x 1074
asymétrie —3.59 x 1076 —2.98 x 107¢

Tableau 2.7 Mode et moments centraux pour les résultats analytiques et simulés pour le cas
réaction chimique de deuxiéme ordre avec controleur commutant

été caractérisés. Finalement, pour analyser 'optimalité d’un controleur non linéaire, il a fallu
développer la solution analytique de la FDP de la variable manipulée pour le cas d’un systéme
avec bruit de procédé et controleur commutant. Pour ce cas, il a été prouvé qu’un controleur

non linéaire pouvait battre le controleur symétrique sous certaines conditions.
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CHAPITRE 3

FORMAGE DE FDP

3.1 Introduction

L’un des buts du controle de procédé est 'atténuation des différentes perturbations inhé-
rentes aux procédés industriels. L’approche classique est 1’utilisation de controleurs linéaires
pour réduire la variance des variables de procédé affectées par les perturbations. Pour chaque
variable de procédé, il existe une fonction cott qui relie la variable a un cott de produc-
tion. Si une approche statistique est choisie, la fonction d’espérance de cette fonction coiit
est calculée par I’équation 1.7. Par conséquent, tout changement a la stratégie controle in-
duit un changement a sa fonction d’espérance de cotut. Si la fonction colt est symétrique
(comme une parabole), une diminution de la variance entrainera dans le méme sens la valeur
de 'espérance de cott. Cependant, pour plusieurs problémes d’optimisation, les contraintes
rendent la fonction cott asymétrique. Pour ces problémes, le dépassement de ces contraintes
engendre plus de cotlits qu'un dépassement identique du coté opposé a la contrainte. Pour ces
problémes, 'approche typique est de réduire la variance et de déplacer le point de consigne
plus prés de la contrainte, ce qui entraine un gain économique (Brewsters, 1970; Senyard Sr

et Senyard, 1983; Tolfo, 1983).

Cependant, des études récentes ont proposé que le gain économique pourrait étre amélioré
encore plus si la forme de la fonction de densité de probabilité (FDP) des variables d’intérét
pouvait étre modifiée pour s’adapter a I'asymétrie de la fonction coit(Latour, 1992; Zhou
et Forbes, 2003; Harris, 1992). Dans ce contexte, deux approches ont été rapportées dans la
littérature. La premiére approche consiste & maximiser le gain économique avec un controleur
non linéaire, la forme de la FPD étant implicite ; par exemple, les travaux de Speyer(Speyer
(1976) et Speyer et al. (1974)) ou une fonction cotit non quadratique est optimisée. La forme

de la FDP n’y est jamais prise en compte, mais le controleur résultant ne fait pas que réduire
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la variance de la FDP, il change aussi les autres moments de la FDP. La deuxiéme approche
implique le choix d’une FDP qui tient compte de la fonction cotit et un algorithme qui va faire
en sorte que la FDP de la variable émule le mieux possible une FDP prédéterminée. Pour
cette seconde catégorie, ’emphase est mise strictement sur la forme de la FDP et aucunement
sur 'optimisation de la fonction cotit. Toutes les méthodes de formage de FDP ont la méme
structure : I'introduction d’une non-linéarité paramétrisée dans le systéme, le calcul de la
FDP soit par parameétrisation ou approximation, et la mesure de la différence entre la FDP

prédéterminée et la FDP venant du systéme avec le controleur non linéaire.

La plupart des méthodes répertoriées dans la littérature utilisent de simples controleurs poly-
nomiaux pour induire la non-linéarité. La seule exception est présentée par Wang (1998) qui
utilise des splines de type B. L’avantage principal d’avoir de simples controleurs polynomiaux
est leur continuité, une propriété intéressante d’un point de vue mathématique. Cependant,
pour induire une non-linéarité significative, il faut avoir plusieurs termes et des puissances
élevées. Par conséquent, ce type de controleur est moins robuste et peut devenir instable

advenant de fortes perturbations.

Deuxiémement, la solution exacte de la FDP est non intuitive quand il y a un controleur non
linéaire. Une approche développée par Forbes paramétrise la FDP en utilisant les fonctions de
base de Gram-Charlier et dérive une expression analytique des ceefficients de Gram-Charlier
(Forbes, 2003; Forbes et al., 2003b, 2004). Une alternative développée par Crespo consiste
travailler avec le potentiel de probabilité a travers ’équation de Fokker-Planck-Kolmogorov
(FPK) (Crespo et Sun, 2002b). Une autre approche, par Wang, utilise une approximation de
la FDP par un réseau neuronal (Wang, 1999, 2002; Wang et Jian Hua, 2001; Wang et Wang,
2002a,b; Guo et Wang, 2003, 2005a,b).

Le dernier aspect est le choix de la mesure de la différence entre les deux FDP. Cela dépend
de la maniére dont les expressions analytiques FDP ont été calculées. Quand ce sont les
coefficients de Gram-Charlier qui sont utilisés, la somme du carré de la différence est utilisée
comme mesure de la distance entre les FDP (Forbes et al., 2003a,b, 2004). Quand le potentiel

de probabilité est utilisé, 'intégrale de la différence au carré entre les dérivées des potentiels
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est utilisée (Crespo et Sun, 2002b). Avec une approximation de la FDP par un réseau neuronal,
I'intégrale du carré de la différence entre la FDP du systéme et la FDP prédéterminée est
utilisée (Wang, 1998). Finalement, Karny (Karny (1996); Karny et Guy (2006)) propose
I'utilisation de la divergence de Kullback-Leiber comme mesure de la distance entre les deux

FDP.

La justification des travaux entrepris dans cette partie provient du fait que, pour des raisons
de stabilité, le gain des controleurs non linéaires ne peut changer de signe. Pour un systéme
linéaire, si le gain du controleur change de signe, le systéme accroissera l’erreur a la place
de la diminuer. Ainsi, le gain ne peut pas beaucoup varier dans la zone d’opération. Donc,
la solution élaborée dans ce projet de recherche consiste a remplacer le controleur polyno-
mial par un controleur commutant, qui consiste en deux controleurs linéaires et un point
de commutation. Par conséquent, en ayant deux dynamiques différentes de chaque coté du
point de commutation, le controleur est moins agressif d'un coté et le procédé restera plus
longtemps dans cette zone. Ainsi la FDP sera asymétrique en ayant une queue plus longue
du coté du gain le moins agressif (le gain le plus petit). Puisqu’avec le point de commuta-
tion, la non-linéarité est forte, il est possible d’avoir des FDP plus asymétriques sans a avoir
a utiliser des non-linéarités agressives continues telles que des fonctions exponentielles. De
plus, un controleur commutant est moins susceptible de devenir instable loin du point de
commutation si les gains choisis sont stables. C’est a dire que I'action de controle va amener

le systéme a converger vers une valeur définie.

Deuxiémement, les controleurs discontinus sont rarement étudiés parce qu’il était sous-
entendu que la FDP serait plus difficile a déterminer. Cependant, il a été démontré au chapitre
2 qu’une solution analytique de la FDP d’un systéme avec controleur commutant peut étre
calculée. De plus, les ccefficients de 'approximation de ’équation de Gram-Charlier d’une

FDP sont aussi développés.

Grace a ces solutions, deux options peuvent étre utilisées pour déterminer la différence entre
la FDP cible et la FDP du systéme : soit l'intégrale de la différence au carré entre les deux

FDP, soit la somme de la différence au carré entre les paramétres de "approximation de la
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FDP par les fonctions de base de Gram-Charlier. Les deux options sont comparées entre elles
et il en ressort que l'intégrale de la différence au carré donne de meilleurs résultats et qui
sont un peu plus stables. Finalement, les controleurs commutants et polynomiaux sont aussi

comparés entre eux pour analyser leur capacité a émuler une FDP.

3.2 Formage de fonction de densité de probabilité

3.2.1 Conception des controleurs non linéaires

Logiquement, quand un systéme linéaire est perturbé par un bruit gaussien, la fonction de
densité de probabilité (FDP) du systéme sera aussi gaussienne. Par conséquent, si les bruits
entrant dans un systéme sont tous gaussiens, seul la présence de non-linéarités dans le systéme
peut induire des caractéristiques non gaussiennes. Comme il a déja été dit, une FDP asymé-
trique peut étre requise pour certains problémes d’optimisation. Une FDP asymétrique est

nécessairement non gaussienne, conséquemment, le systéme doit contenir une non-linéarité.

L’option la plus facile est 'utilisation des non-linéarités déja présentes au niveau du procédé.
Cependant, la forme de la FDP découlant de ces non-linéarités ne peut pas étre choisie,
a moins que le procédé ait été élaboré avec cet objectif. Donc, "approche proposée est de
compenser toutes les non-linéarités et en introduire d’autres avec un contréleur non linéaire.

Celui-ci est concu pour que la FDP de la variable d’intérét suive une FDP cible.

Pour des besoins de simplicité du développement mathématique, le probléme a été développé

pour un systéme scalaire dont le controleur non linéaire est affine. Le systéme est décrit par :

T =a(x) 4+ b(zr)u +w (3.1)

ou x est la variable d’état, u(t) est la variable manipulée et w est le bruit de procédé. a(x) est
une fonction non linéaire décrivant les dynamiques non forcées et b(x) décrit la dynamique

forcée. Pour assurer la controlabilité du systéme scalaire et linéaire, il est posé que b(x) # 0.
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De plus, le bruit de procédé est considéré comme blanc et gaussien.

Ensuite, un controleur par commande linéarisante est décrit par 1’équation suivante :

u= % (3.2)
Par cette rétroaction, (3.1) devient :
= f(z)+w (3.3)

Il est & noter qu’avec la commande linéarisante, la FDP de la variable d’intérét est indépen-
dante des dynamiques du systéme et ne dépend que du controleur f(z). C’est ainsi que le
lien entre les paramétres du controleur et la FDP pourront étre analysés. Dans 'optique du
projet de recherche, deux types de controleur seront analysés, un controleur polynomial et

un controleur commutant.

Le controleur commutant est décrit :

ko{zsp — SL T > Tgp
flay = et 7 (3.4)

ky{xs — x} st T < Ty

ou xg, est le point de consigne et le controleur polynomial (du quatriéme ordre) est donné

par :

(@) =k {xep — 2} + ko {2y — 2} + ks {2p — 2}° + Ky {20 — 2} (3.5)

Puisque que des controleurs non linéaires sont utilisés, la stabilité sans le bruit du systéme

est importante. Cependant, puisque le systéme étudié est scalaire, une simple condition doit
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étre fournie. Le concept de stabilité de Lyapunov est utilisé, lequel dit que si une fonction
définie positive V' > 0 a une dérivée définie négative V < 0, I'équilibre est stable (Khalil,
2002). Pour le systéme (3.3), la fonction de Lyapunov est V = i {z — T}’ Par la suite,
V={x—xz,}i={x—xz,}f(z). Donc, f(z){r — 2.} < 0 est une condition suffisante de
stabilité. Cela veut dire que f(z) et {xs, — x} devraient avoir le méme signe. En conclusion,
pour un controleur commutant, si k, > 0 et k, > 0, le controleur est toujours stable. Les

conditions de stabilité pour un contréleur polynomial sont plus complexes.

3.2.2 Meéthodes utilisées pour émuler la FDP

Une fois que 'algorithme de controle a été choisi, la prochaine étape est de comparer la FDP
résultante de l'algorithme a la FDP cible (ou leur approximation). C’est ce qui sera décrit dans
cette partie. Par la suite, la FDP est formée par minimisation pour que la forme de la FDP de
la variable de sortie suive la FDP cible. Deux méthodes de minimisation seront décrites. La
premiére consiste a minimiser directement l'intégrale de I'erreur au carré entre la FDP de la
variable de sortie et la FDP cible. L’autre méthode utilise ’approximation d’une FDP par des
ceefficients et fonctions de base de Gram-Charlier. La méthode utilisée consiste & minimiser
la somme des carrés de la différence entre chaque ceefficient. Pour chaque cas, les FDP sont
obtenues avec les solutions appropriées de 1’équation de Fokker-Planck-Kolmogorov (FPK)
développées au chapitre 2, plus précisément les équations 2.20 et 2.21 pour le controleur

polynomial et les équations 2.22 a 2.25 pour le controleur commutant.

3.2.2.1 Minimisation directe du carré de ’erreur

Pour cette méthode, la différence entre la FDP cible et la FDP de la variable d’intérét est

minimisée en manipulant le parameétre de 1’algorithme de controle :

—00

Jisg = / 7’($) {pintérét (x) - pcible(x>}2 dx (3-6)

o0
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ou r(z) > 0 est une fonction cout. Il est a noter que quand r(x) = 1, toutes les parties de
la FDP ont la méme importance. Cependant, en choisissant une fonction r(x) appropriée,
il serait possible de donner plus d’emphase a certaines parties de la FDP (par exemple, les
queues). Cela fait en sorte que I’émulation serait meilleure sur ces parties au dépend d’une
émulation moins bonne pour les autres parties. Cette intégrale peut étre résolue numérique-

ment.

3.2.2.2 Couplage des ccefficients de Gram Charlier

Ici, la FDP est approximée par un ensemble de fonctions de base multipliées par des ceeffi-
cients. L’approximation de Gram-Charlier (GC) est choisie parce que les fonctions de base de
cette paramétrisation sont orthonormales. Donc, les fonctions de base de la paramétrisation

de Gram-Charlier sont :

o' d'N,,(z)

(3.7)

ot N, () est une distribution gaussienne avec une moyenne de p et un écart type de o. Le

ceefficient ¢; multipliant la fonction de base ¢;(x) est calculé par :

¢ = / h(z)p(z)dw,  hi(z) = ]\Zi& (3.8)

Avec un nombre ¢ de fonctions de base pour ’approximation, la FDP approximée est donnée

par :

p(z) ~ Zcihi(l')Nm(i’f) (3.9)

Les ceefficients de GC peuvent étre aussi calculés par les moments m; de la FDP originale.
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Cela est fait par multiplication matricielle (Kuznetsov et al., 1965).

j=1

ol les éléments de la matrice triangulaire inférieure sont donnés par

Cy = ! - 1} P(i —§) (3.11)

T Vi et {i — 1 {i — j}!
ot P(0) = 1, P(1) = —p, P(2) = 2 — 0%, P(3) = —pu {32% — 0}, P(4) = 30 — 60°p22 + i

Il est a noter qu’a cause de la troncature, 'approximation ne sera probablement pas positive

pour toutes les valeurs de x et son intégrale ne sera pas nécessairement égale a 1.

Cependant, I'intérét de cette approximation est dans l'expression de la distance entre la FDP
du procédé et la FDP désirée en utilisant la somme des carrés de la différence entre les ceef-
ficients des deux FDP. Les paramétres du controleur peuvent étre déterminés en minimisant

la fonction objective suivante :

N
min Joo = Z {ci: — ¢ m,,get}z (3.12)

i=1

Il est & noter qu’a cause de la relation linéaire entre les moments et les ceefficients de GC
(Kuznetsov et al., 1965), le pairage des ccefficients de GC est équivalent au pairage des
moments avec une matrice de pondération (CC7T) appropriée. La matrice de pondération est

déterminée par le choix des fonctions de base.

Expression analytique pour les ceefficients de Gram-Charlier pour le cas d’un controleur com-

mutant

Dans Forbes (2003), un lien analytique est établi entre les ceefficients de GC et le controleur

polynomial. Dans cette partie, un lien similaire sera élaboré entre les ceefficients de GC et
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un controleur commutant. La variance du bruit de procédé étant «, les intégrales suivantes
peuvent étre résolues. Le processus est long, mais les calculs sont directs et solvables avec un

logiciel. Les expressions suivantes ont été obtenues avec Matlab™.

i = 7 {x — 2y} p(z)dz = {k”kb }1/2 {LﬁkW} (3.13)

[e.9]

k;;j’/z + k2/2 1
— 3.14

| n
"o / o=} ple)de = 0 {k;w 1y
a a b

—0o0

o0

i = / (2 — 2} p(a)da — {k"kb }3/2 {Lﬁkm} (ko + k) (3.15)

—00

o 2 3/2 3/2
. 4 - 7] kb +ka 3
Avec ces intégrales et ig = f p(x)dx = 1, les moments m; peuvent étre calculés tel que :
J j'
R . S b [
m; = ; My n}!znxsp (3.17)

Les ceefficients de GC peuvent étre ensuite calculés avec (3.11).

Il est sous-entendu que les expressions analytiques ont une application limitée, puisqu’une
expression analytique ne peut pas étre trouvée pour une simple extension du probléme ou la
dynamique forcée n’est pas unitaire,g(z) # 1. Cependant, le but de cette démonstration est
de prouver qu’il n’est pas plus difficile d’utiliser un controleur commutant qu'un controleur

polynomial pour résoudre ce type de probléme.
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3.3 Exemple

Pour cet exemple, les capacités de formage de FDP d'un controleur commutant et d'un
controleur polynomial sont comparées. De plus deux types de paramétrages sont analysés : le
pairage de ccefficients de Gram-Charlier et la minimisation de l'intégrale de ’erreur au carré

(IEC).

3.3.1 Formulation du probléme

L’exemple choisi est un réacteur parfaitement mélangé en continu. L’entrée, qui est un courant
d’eau contaminée avec une concentration de polluant ¢;,, est traitée (Forbes et al., 2004). Le
modéle est obtenu par bilan molaire et la variable manipulée est le débit D. Il est a noter

que la notation utlisée est spécifique a cette section.

dec D k 1
S ) G 1
i {¢in — ¢} Vc+ w (3.18)

v
Dans 'équation 3.18, ¢ est la concentration dans le réacteur, V est le volume du réacteur,
cin est la concentration entrant dans le réacteur, k est la constante de réaction et w est un
bruit blanc gaussien ajouté a la constante de réaction. La valeur numérique des parameétres

provient de Forbes et al. (2004) et sont donnés au tableau 3.1

Paramétre valeur

V 3 m3

Cin 5 :’:’1—%1

Cop 0.05 =9

k 0.297 =

w moyenne—0, écart type —0.0005 %

Tableau 3.1 Parameétres du modéle procédé réaction de premier ordre

Le but est que la concentration a la sortie soit en-dessous d’une norme environnementale. La

structure de controle est la méme qu’a la figure 2.1, mais sans bruit de mesure.
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La commande linéarisante a la forme suivante :

D= % {f(c) + éc} (3.19)

Ce qui donne la dynamique suivante en vue de former la FDP.

dc 1
i fle) + sw (3.20)

Un controleur commutant (3.4) ou polynomial est utilisé en vue de former la FDP.

3.3.2 Reésulats pour une FDP faiblement non gaussienne

Ensuite, la FDP cible choisie est la méme que dans Particle de Forbes (Forbes et al., 2004).
La FDP semble peu intéressante dans un contexte de formage de FDP puisqu’elle est presque
Gaussienne. Cependant, cette méme FDP a déja été utilisée dans d’autres travaux, elle est
donc choisie par soucis de cohérence et pour comparer les différentes approches en vue former
une FDP. Les ceefficients de GC pour cette FDP cible sont : ¢g = 1, ¢; = 0, ¢ = 0,
c3 = —0.078, ¢4 = 0.048. Le troisiéme moment, I’asymétrie, est de 1.53 x 10710, L’asymétrie
est si faible qu’elle est a peine visible. D’autres exemples avec plus d’asymétrie seront traités

plus tard.

Pour cette FDP cible, le paramétrage du controleur commutant(3.4) et du controleur poly-
nomial (3.5) a été fait pour les deux approches de paramétrages. Les quatre cas sont donnés

aux tableaux (3.2) et (3.3).

Sur la figure 3.1, chaque méthode donne des résultats similaires. Toutes montrent un peu
d’asymétrie avec une queue qui tend vers la gauche. Cependant, sur le gros-plan de la figure
3.2, les algorithmes qui utilisent ’approximation de GC semblent perfomer moins bien que

ceux qui minimisent 'TEC. Ils sont un peu plus distants de la FDP cible que les FDP venant
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Paramétre Avec 'approximation de GC Avec la minimisation de 'lEC

Ky 0.126 0.161
kg 13.28 3.051
ks 1.041 x 107 5504
koq 5.6 x 10° 1.104

Tableau 3.2 Parameétres du controleur polynomial pour le cas avec une FDP cible faiblement

asymeétrique

Paramétre Avec 'approximation de GC Avec la minimisation de I'IEC

kq, 0.1451

0.1450

ky 0.1610

0.1438

Tableau 3.3 Paramétres du controleur commutant pour le cas avec une FDP cible faiblement

asymétrique
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Figure 3.1 FDP pour le cas avec une FDP cible faiblement asymétrique (CP : controleur

polynomial , CC : Contrdleur commutant)
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Figure 3.2 Gros-plan sur la moyenne du graphique des FDP pour le cas de la FDP cible

faiblement asymétrique(CP : Controleur polynomial, CC : controleur commutant)
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Figure 3.3 Comportement de la variable manipulée pour le cas de la FDP cible faiblement
asymétrique (CP : Controleur polynomial, CC : controleur commutant)
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de controleurs paramétrés avec 'TEC. C’est di au fait que 'approximation de GC s’est faite
avec seulement les 4 premiers parameétres, les autres étant négligés. Quant a la différence
entre les controleurs polynomiaux et commutants, le résultat final est pratiquement le méme

les courbes étant 'une sur 'autre.

Cependant, il y a des grandes différences du point de vue de l'installation des controleurs. Le
pairage des parameétres de GC ménent a des valeurs élevées pour les parameétres du controleur
polynomial. Cela peut mener a des problémes de robustesse puisqu’une petite erreur sur l'un
de ces parameétres changera le comportement du polynome grandement. De plus, en observant
les fonctions non linéaires de la figure 3.3, il est possible de voir que tous les 4 controleurs ont
le méme comportement aux alentours du point de consigne. Il est a prendre en compte que les
controleurs polynomiaux deviennent instables lorsque la courbe coupe ’axe des x. C’est le cas
pour les valeurs en bas de 0.046 pour le controleur polynomial paramétré avec ’approximation
de GC. Pour le controleur polynomial paramétré avec la minimisation de 'lEC, la zone de
stabilité se trouve entre 0.044 et 0.056. A l'inverse, les controleurs commutants seront stables

sur toute la plage d’opération.

3.3.3 Résultats avec une FDP cible triangulaire

Pour cette partie, la FDP cible choisie est une FDP triangulaire avec un angle droit a droite.
A part cette spécification, les autres paramétres sont choisis de facon a ce que la moyenne et
la variance soient les mémes que celles de ’exemple précédent. C’est ainsi qu’avec une FDP
cible beaucoup plus asymétrique que I’exemple précédent, les différences entre les méthodes
de paramétrisation et la différence entre le nombre de paramétres utilisés pourront étre plus

évidentes.

Pour la premiére partie, le paramétrage utilisera la méthode par approximation de GC. Ainsi,
I'impact du nombre de ceefficients & pairer pourra étre abordé. A la figure (3.4), le controleur
commutant donne de meilleurs résultats que le controleur polynomial. C’est di a la dérivée

non définie au point de commutation qui crée une non-linéarité qui rend la FDP plus asymé-
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Cible
500F | CP, 4 para. approx.
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Figure 3.4 FDP résultant de la paramétrisation avec un nombre différent de parameétres pour
I'approximation de GC. (CP : contrdleur polynomial, CC : controleur commutant)
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Figure 3.5 FDP résultant de la paramétrisation avec IEC et différents ordres de controleurs
pour le controleur polynomial. (CP : controleur polynomial, CC : controleur commutant)
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trique qu’avec un controéleur polynomial. De plus, le nombre de ceefficients de GC n’influence
pas beaucoup les résultats du controleur commutant. Quant au controleur polynomial, il y
a une différence entre le pairage de 4 et 6 paramétres( figure 3.4). Le controleur qui paire
4 ceefficients de GC avec un polynome de 4 parameétres donne une forme plus triangulaire,
tandis que le controleur qui paire 6 ceefficients de GC avec un polynéme de 6 paramétres

donne une forme plus ronde.

Par la suite, le paramétrage par minimisation de l'intégrale de I’erreur est abordé. L’impact
de l'ordre du polyndme du controleur polynomial est analysé. Un controleur polynomial
du second ordre est analysé. Celui-ci a la méme structure que ’équation (3.5), mais avec
les paramétres ks et ks nuls. A la figure 3.5, le contréleur commutant donne de meilleurs
résultats que le controleur polynomial. Quant au controleur polynomial, il y a une différence
significative entre les structures a 2 et a 4 paramétres. Le controleur a 4 paramétres est plus
proche de la cible triangulaire, mais montre une oscillation. D’un autre coté, le controleur de

second ordre donne une forme plus ronde.

Pour en revenir aux approches entre le pairage des ccefficients et la minimisation de ’erreur

au carré, il ne semble pas y avoir de différence significative.

3.3.4 Reésultats avec une FDP bimodale

Pour la derniére partie, la figure 3.6, une FDP cible bimodale a été choisie pour montrer les
limites du formage avec un controleur commutant. C’est ainsi qu'une FDP cible composée de
deux triangles est choisie. Ce cas extréme est choisi sachant qu’aucun résultat ne sera parfait

et c’est seulement pour voir comment les controleurs pourront approcher cette forme.

La méthode choisie est la minimisation de I'intégrale de I’erreur au carré pour les deux types
de controleurs. A la figure 3.6, le controleur polynomial a assez de flexibilité mathématique
pour émuler une forme bimodale. A I'inverse, le controleur commutant échoue lamentable-
ment, il n’y a qu’une cloche. Finalement, les résultats montrent aussi qu’il est probablement

impossible d’avoir une valeur nulle entre les deux cloches comme la FDP cible.
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Figure 3.6 FDP pour controleur commutant et polynomial paramétrés avec I'lEC avec FDP
cible bimodale (CO : controleur polynomial, CC : contréleur commutant)

3.3.5 Discussion

Comparaison entre un controleur polynomial et un controleur commutant. Les raisons prin-
cipales d’utiliser un controleur polynomial sont : (i) la continuité de leur formulation ma-
thématique qui facilite leur installation dans un milieu industriel et (ii) la possibilité d’ajou-
ter des termes afin d’améliorer leur flexibilité. Premiérement, les résultats montrent que les
contraintes de stabilité font en sorte que le controleur doit avoir un comportement plus ou
moins linéaire autour de sa région d’opération. Par conséquent, un controleur commutant
pourrait tout aussi bien performer qu’'un controleur polynomial. Deuxiémement, il a été dé-
montré qu’il n’y avait pas plus de difficultés a traiter mathématiquement la discontinuité
d’un controleur commutant par rapport au controleur polynomial. De plus, le controleur
commutant est plus stable et robuste sur une plus grande plage d’opération. Cela, méme si
la non-linéarité est assez forte pour avoir des FDP qui sont trés asymeétriques. Cependant,
le défaut du controleur commutant est qu’il n’y a que 3 paramétres (2 gains et le point de
consigne), le rendant incapable d’émuler des formes de FDP cible complexes. Dans ces cas, il

faudrait analyser la possibilité d’utiliser un controleur avec plusieurs points de commutation
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ou un controleur communtant non linéaire.

Comparaison entre la méthode de paramétrisation par pairage des ceefficients de GC et la
manimisation de erreur au carré : Parmis les méthodes de paramétrage, la minimisation
a l'avantage de tenir en compte tous les moments de la FDP, tandis qu’avec la méthode
par pairage de ceefficients de GC, seulement les moments associés aux ccefficients choisis
sont émulés. Les moments supérieurs étant négligés. Par conséquent, la minimisation devrait
donner de meilleurs résultats, mais les résultats démontrent que cet avantage est seulement

marginal.

3.4 Conclusion

Ce chapitre a démontré qu’un controleur commutant peut étre utilisé dans des applications
de formage de fonction de densité de probabilité. Il est tout aussi efficace, et dans certains
cas, plus efficace, que le controéleur polynomial. La solution analytique de la forme de la FDP
d’un systéme avec controleur commutant peut étre obtenue, méme s’il y a discontinuité au
point de commutation. Par la suite, cette solution a été utilisée pour comparer deux types
de paramétrage : le pairage de ccefficients de Gram-Charlier et la minimisation de l'intégrale
de 'erreur au carré. Il a été déterminé que la minimisation donne de meilleurs résultat parce

que tous les moments de la FDP sont utilisés.
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CHAPITRE 4

EFFETS DU BRUIT DE MESURE

4.1 Introduction

Ce chapitre va traiter spécifiquement des effets du bruit de mesure dans un systéme lorsqu’il
y a un controleur non linéaire. Il utilisera les concepts mathématiques développés au chapitre

2 et plus précisément a la section 2.4.

La fonction de densité de probabilité (FDP) est un outil important pour déterminer la varia-
bilité d’un procédé. Cette variabilité influence la performance économique du procédé, cette
influence peut étre calculée avec I’aide de la FDP (Latour (1992); Zhou et Forbes (2003)). En
général, avec une FDP plus étroite, donc une diminution de la variance, le procédé est plus
rentable. C’est pourquoi la plupart des études se sont concentrées sur le deuxiéme moment

central (la variance) (Astrom (1970); Harris (1989); Harris et al. (1999)).

Pour influencer la variance d’un systéme dynamique, le paramétrage d’un controleur linéaire
est suffisant. Cependant, il a été démontré que lorsqu’un controleur non linéaire est utilisé, il
est possible d’influencer la forme de la FDP au complet. Ce domaine est nommé le formage de
fonction de densité de probabilité, qui traite de la structure et du paramétrage d’algorithmes
non linéaires afin que la FDP de la variable d’intérét d’'un procédé émule une FDP cible.
Le probléme du formage de FDP a déja été traité au chapitre 3. Cependant, le probléme
traité n’avait pas de bruit de mesure. Comme il sera démontré dans ce chapitre, le bruit de
mesure a une influence significative sur la FDP et seulement quelques études (Liberzon et
Brockett, 2000; Speyer et al., 1974) ont abordé sommairement le probléme sans ’analyser en

profondeur.

Le but principal de ce chapitre est ’étude de la FDP d’un systéme dynamique avec bruit de

procédé et bruit de mesure, avec un controleur non linéaire. L’équation de Fokker-Planck-
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Kolmogorov est utilisée pour calculer la forme de FDP de la variable d’état du systéme. La
difficulté principale vient du fait que le bruit de mesure entre de facon non linéaire dans le
systéme et que I’équation de FPK requiert que le bruit entre de facon linéaire. C’est pourquoi

il a fallu linéariser le systéme comme a la section 2.4 du chapitre 2.

Du coté de 'analyse, il y est démontré qu’avec I’absence de bruit de mesure et en présence
d’un controleur non linéaire, la FDP peut montrer des caractéristiques asymétriques, tandis
que le mode demeure au point de consigne. C’est aussi le cas des controleurs antisymétriques
(le gain du controleur est symétrique d’une part et d’autre du point de consigne). Cependant,
avec du bruit de mesure et un controleur non linéaire, le mode de la FDP n’est plus au point

de consigne. En plus, ’asymétrie diminue avec une augmentation du bruit de mesure.

Le chapitre se divise en deux parties. La premiére partie discute des propriétés de la FDP
avec un systéme avec un controleur non linéaire avec bruit de procédé et bruit de mesure. La
deuxiéme partie contient des résultats de simulations. Il est & noter que les outils mathéma-

tiques pour les deux parties proviennent du chapitre 2.

4.2 Analyse des effets du bruit de mesure sur le biais

Pour cette section, la position du mode est analysée afin de quantifier les effets du bruit de
mesure sur un systéme avec un controleur non linéaire. Le mode correspond au maximum de
la FDP et représente la valeur ou la probabilité de survenir est la plus élevée. Le mode est
obtenu en dérivant la FDP | p(x). Pour cette démonstration, I’équation 2.9 du chapitre 2 est

dérivée :

— = pged (4.1)

. B 9g(§)
" f%dg {Qf(x) —g(x) a%(;) }
dx
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Excepté pour z = —o0 et x = oo, la racine de 1’équation est donnée par :
9y
2 = 4.2
flx) = gla) 2 (4.2

Propriété 4.2.1. [a position du mode n’est pas influencée par le bruit de procédé , et ce,

pour tous les types de contréoleurs non linéaires.

Preuve : La position du mode est déterminée par les racines de 2f(z) = g(x)%. Par dé-
finition, f(x) n’est pas influencée par le bruit de procédé. A la section 2.4, g(z) est définie

par :

9*(z) = a + Bgy(z) (4.3)

Se servant de I’équation précédente :

99,
ox

19g3(x)
2 Oz

= Bgu(z) (4.4)
C’est ainsi que les parties de 1’égalité ne sont pas influencées par le bruit de procédé (a), et

par le fait méme, celui-ci n’influence pas le mode.

Propriété 4.2.2. En [l'absence de bruit de mesure, le mode est zéro pour tous les types de

controleurs non linéaires.

Preuve :

Au point de consigne (ici 0), f(0) = a(0) — b(0)K(0). Puisque pour les systéme linéaires
affines, a(0) = 0, K(0) = 0, et b(0) = by. Donc, f(0) = 0. En absence de bruit de
mesure, g(x) = /a et % = 0. Par conséquent, a x = 0, f(z) et g(x)% sont nuls, ce qui fait

que le maximum de p(z) est a z = 0.
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Propriété 4.2.3. Si (i) le controleur est antisymétrique, i.e., K(—x) = —K(z) et (i)

%(O) =0, alors le mode est égal a zéro.

Preuve :

Si le controleur est antisymétrique, cela implique que le gain du controleur, %—[5, est symétrique

et %27[2( est antisymétrique. Il est & noter que p(v) est symétrique puisque ¢’est un bruit gaussien

avec une moyenne de zéro. Donc, les expressions pour les dynamiques forcées et libres sont

données par :

£(0) = bo_]o K()p(v)dv = 0 (4.5)
w0 =t [ o p(w)do £ 0 (4.6)
2 (0) = 52 (0)90(0) + bo: O pl)to =0 (47)
P(x) = a + Bei(x) (48)
Considérant que 22(0) = 0, les expressions de f(z) et g(z)32 sont nulles au point z = 0.

Dans ce qui va suivre, il sera démontré que le mode n’est pas toujours zéro.

Proposition : Dans le cas ot le controleur n’est pas antisymétrique et que le bruit de mesure
est non nul, le mode est non nul. Cependant, avec certains choix spécifiques pour le controleur,

il est possible de contrecarrer cet effet.

Il en résulte que le bruit de mesure peut translater la FDP quand le gain du controleur n’est

pas symeétrique. Dans ce qui va suivre, excepté pour un choix spécifique des paramétres de
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controleur, le mode ne sera pas a zéro.

Pour le controleur quadratique, f(0) = —boK1 ou f est la variance du bruit de mesure. Il
est & noter que le terme quadratique fait en sorte que la valeur de f(0) est non nulle. De

plus, g,(0) = —bo Ky et g/ (0) = —b'(0) Ky — 2bg K. Pour que I'égalité 2f(x) = [g,(x) Bag; ait

K3V (0)
2{1+bo Ko} "

une solution & x = 0, il faut que K; = Tout autre choix pour K; résultera en
un mode non nul, une translation de la FDP. Si b(z) est une constante, il faut que K; = 0
pour que le mode soit & zéro. Entre d’autres mots, le controleur ne devrait pas avoir de partie

quadratique, source de non-linéarité.

Une conclusion similaire, peut étre obtenue avec le controleur commutant. A z = 0, il est

possible de calculer :

f0) = —bo{K, — K.} \/g (4.9)

K.+ K
gu(0) = b= (4.10)

K, + K, Ky, — K, 1
! = - —b 4.11
,(0) OS5 ==t [ (411)

Cela méne a {K, — K,} = —0/(0)y/27 83(??;[23]}{ 7- Par conséquent, seul un choix particulier
pour K, et K} peut mener a un mode & 0. En particulier, si b(x) est une constante K, = K,

est le seul choix pour avoir un mode a zéro.

Il y a d’autres propriétés intéressantes qui ne peuvent étre facilement démontrées analytique-
ment. La plus intriguante est 1’asymétrie décroissante avec le bruit de mesure. Celle-ci sera

démontrée par des simulations a la section suivante.

En résumé, 3 effets d'un controleur non linéaire sur une FDP d’une variable d’état ont été dé-
crits. La composante linéaire influence la variance, le terme non linéaire influence I’asymétrie

et le bruit de mesure induit une translation de la FDP.
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4.3 Reésultats de simulation

Cette section présente les résultats de simulation pour le systéme suivant, ot v et w sont des

bruit blancs gaussiens non corrélés :

T =a(zr) —blzx)K(x+w)+v (4.12)

sur lequel on verra I’effet d’une non-linéarité provenant d’un contréleur commutant de type :

Ky siy>0
K(y) - (4.13)
Ky siy<0

et d'un controleur quadratique de la forme :

K(y) = Koy + K1y/” (4.14)

Le systéme est paramétré par a(z) = 0 et b(x) = 1. En ce qui concerne le cas de base, la
variance du bruit de procédé est fixée a a = 0.5 tout comme celle du bruit de mesure 5 = 0.5.
Dans le méme ordre d’idées, les parameétres pour le controleur quadratique du cas de base
sont fixés a Ko = 0.5, K1 = 0.05 et ceux du controleur commutant a K, = 0.35 et K, = 0.65.
Chaque FDP est obtenue par la résolution numérique des équations pour le cas avec bruit

de procédé et bruit de mesure développées au chapitre 2 a la section 2.4.

4.3.1 Effets du bruit de mesure

Premiérement, les effets du bruit de mesure ont été analysés. Différentes variances ont été

considérées pour avoir des cas ou le bruit de mesures était dominant et d’autres cas ou le
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bruit de procédé était dominant.

Pour le cas du controleur quadratique, le tableau 4.1 présente les moments pour différentes
variances du bruit de mesure (). Pour les scénarios ayant rapport au controleur commutant,
les résultats sont présentés au tableau 4.2. Les deux tableaux ont les mémes tendances,
quoique les effets sont plus prononcés sur les cas avec un controleur commutant. L’aspect le
plus important est I’accroissement du mode et de la moyenne causé par la translation discutée
plus haut. L’augmentation de la variance est attribuable a I'accroissement de la variance du
bruit de mesure. Aussi, un autre phénoméne d’intérét est la diminution de 'asymétrie avec
une augmentation de la variance du bruit de mesure. Non seulement 1’asymétrie diminue,
mais elle change de signe. Cela est attribuable au bruit de mesure : plus il est élevé, plus
le controleur fait des erreurs de choix de gains. C’est-a-dire que 'erreur induite par le bruit
de mesure pousse le controleur dans une zone agressive alors qu’il devrait réagir doucement.
Quand le controleur réagit agressivement, il pousse ’état dans la zone douce. Avec du bruit de
mesure, si I'état est déja dans une zone douce, il se retrouve envoyé encore plus profondément
dans la zone douce. C’est ainsi que ’asymétrie change de signe. Il est a noter que tous les

moments et le mode sont affectés par le bruit de mesure.

6] 0 0.25 0.5 0.75 1

mode 0 -0.04 -0.08 -0.11 -0.15
moyenne -0.06 -0.08 -0.10 -0.12 -0.14
variance  0.51 0.58 0.64 0.71 0.77
asymétrie -0.06 -0.04 -0.03 0 0.03

Tableau 4.1 Variations des moments centraux et du mode par rapport au bruit de mesure
pour un systéme avec un controleur quadratique (o = 0.5, Ky = 0.5, K; = 0.05).

B 0 0.25 0.5 0.75 1

mode 0 -0.15 -0.21 -0.26 -0.30
moyenne -0.19 -0.22 -0.25 -0.27 -0.29
variance  0.54 0.60 0.66 0.72 0.78
asymétrie -0.10 -0.07 -0.04 -0.01 0.01

Tableau 4.2 Variations des moments centraux et du mode par rapport au bruit de mesure
pour un contréleur commutant(a = 0.5, K, = 0.35, K}, = 0.65).



76

4.3.2 Effets du bruit de procédé

Par la suite, l'effet du bruit de procédé est analysé. Tout comme pour le cas du bruit de

mesure, plusieurs variances du bruit de procédé sont considérées.

Les résultats sont donnés au tableau 4.3 pour le controleur quadratique et au tableau 4.4
pour le controleur commutant. L’aspect le plus important est qu’il n’y a pas d’influence de
la variance du bruit de procédé sur le mode. Celui-ci ne change pas méme si la variance du
bruit de procédé varie. De plus, le bruit de procédé influence grandement 1’asymétrie. Quand
celui-ci est bas, la FDP est presque gaussienne méme si le controleur est non linéaire. Donc,
le bruit de procédé est plus important que le bruit de mesure quand il s’agit de I'asymétrie

de la FDP.

« 0 0.25 0.5 0.75 1

mode -0.07v -0.07 -0.07 -0.07 -0.07
moyenne -0.05 -0.08 -0.10 -0.12 -0.15
variance 0.13 038 0.64 091 1.18
asymétrie 0.01  0.01 -0.02 -0.09 -0.20

Tableau 4.3 Moments centraux et mode par rapport au bruit de procédé pour le controleur
quadratique( = 0.5, Ky = 0.5, K; = 0.05)

@ 0 0.25 0.5 0.75 1
mode -0.21 -0.21 -0.21 -0.21 -0.21
moyenne -0.16 -0.20 -0.25 -0.27 -0.30
variance  0.12  0.39 0.66 093 1.2
asymétrie 0.01 -0.01 -0.04 -0.11 -0.19

Tableau 4.4 Moments centraux et mode par rapport au bruit de procédé pour le controleur
commutant (4 = 0.5, K, = 0.35, K;, = 0.65)

4.3.3 Effet de la non-linéarité

Troisiemement, ’effet de la non-linéarité du controleur a été analysé. Pour y arriver, le terme
quadratique du controleur quadratique a été modifié, tandis que pour le contréleur commu-
tant, c’est la différence entre les gains qui a été modifiée, mais en gardant la somme des deux

gains constante.
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Pour le controleur quadratique, les résultats sont présentés au tableau Table 4.5 et ceux du
controleur commutant au tableau 4.6. Pour le controleur quadratique, le mode et la moyenne
augmentent de facon quasi-linéaire avec la valeur de la partie quadratique. Ce qui n’est pas
le cas pour le controleur commutant. L’asymétrie est affectée non linéairement, s’accroissant

considérablement quand la non-linéarité est grande.

Le dernier test a été fait pour voir si deux non-linéarités de signes différents sont le miroir I’'une
de 'autre. Par exemple, K1 = 0.1 et K; = —0.1 pour le cas quadratique et K, — K, = —0.8
pour le cas du controleur commutant. On y voit que la moyenne, le mode et ’asymétrie
ne font que changer de signe, tandis que la variance reste la méme. Puisque le systéme est
linéaire, il est normal que les moments impairs se reflétent. Quant aux moments pairs, il est

normal qu’ils ne changent pas puisque la FDP est I'image symétrique du gain opposé.

K 0 0.025 0.05 0.075 0.1 -0.1

mode 0 -0.04 -0.08 -0.11 -0.15 -0.15
moyenne -0.01 -0.06 -0.10 -0.15 -0.22 0.20
variance  0.62 0.63 0.64 0.66 0.74 0.74
asymétrie 0.00 -0.01 -0.02 -0.05 -0.25 0.23

Tableau 4.5 Moment centraux et mode par rapport a la non-linéarité du controleur quadra-
tique (o = 0.5, 5 = 0.5, Ky = 0.5)

K,—-K, 0 0.2 0.4 0.6 0.8 -0.8
mode 0 -0.13 -0.29 -0.42 -0.69 0.69
moyenne -0.01 -0.18 -0.33 -0.58 -1.04 1.01
variance  0.62 0.64 0.70 0.85 1.29 1.25
asymétrie -0.01 -0.01 -0.08 -0.18 -0.66 0.69

Tableau 4.6 Moments centraux et mode par rapport au bruit de procédé pour le controleur
commutant (o = 0.5, 8 =0.5, K, + K, = 1)

4.3.4 Effet sur les performances économiques

Pour cette section, 'importance de la translation sur la PDF induite par la non-linéarité et le
bruit de mesure sur les performances économiques du procédé est analysée. Plus précisément,
la performance économique d’'un procédé ou cette translation a été prise en compte est

comparée a celle ou cette translation est ignorée. Le procédé en question est le méme qu’a la
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section précédente(a = 0 et b = 1) ou la variance du bruit de procédé est a« = 1. Le controleur
non linéaire est un controleur commutant ou K, = 0.05 et K, = 0.95. De plus, pour varier

la translation, le bruit de mesure aura des valeurs différentes.

La fonction économique [(x) pour cet exemple est une fonction linéaire ot les cotits variables
sont représentés par S, et les cotts fixes par B. De plus, il y a une pénalité P si la valeur de la
variable dépasse une certaine valeur Z. Cependant, les cotits fixes et variables ne s’appliquent

plus quand la contrainte est dépassée a cause que les matériaux sont recyclés.

Sex+ B iy<Z
I(2) = ¢ 77 Y (4.15)
P siy>Z

Le valeurs numérique utilisées sont S, = —1, B =5,C = 11let P = 175. Pour calculer le cott

lié & une FDP spécifique p(z), la fonction d’espérance d’une variable aléatoire est utilisée :

o

C(z) = /p(x)l(x)dx (4.16)

— 00

Pour cette partie, la FDP pour le systéme est calculée en utilisant les concepts développés
au chapitre 2. Par la suite, le point de consigne optimal est calculé vis-a-vis la fonction coiit
décrite par 1’équation 4.16 prenant par le fait méme la translation en compte. Cette valeur
est appelée Cypipe. Par la suite, la translation n’est pas prise en compte et la fonction cott

est recalculée, C, spif¢. Finalement I'importance de la translation est calculée :

Cnos ift — Cs )
Op = ZmoshJt st (4.17)
Cshift

Le % est calculé pour différentes variances du bruit de mesure a la figure 4.1. Sur cette figure,
il est possible de voir I’amélioration due au changement de point de consigne sachat que la

FDP est déplacée. Ainsi, méme avec un faible bruit de mesure, ’amélioration due au fait
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d’avoir tenu en compte la translation est significative. De plus, I'avantage économique semble
se stabiliser plus la variance du bruit de mesure est élevée, ce qui est di au lien non linéaire

qui relie la translation a la variance du bruit de mesure.

18

amélioration %

. .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
variance bruit de mesure, 8

Figure 4.1 Graphique du pourcentage d’amélioration en tenant compte de la translation pour
différents bruits de mesure

4.4 Conclusion

Ce chapitre a traité de ’analyse de la FDP d’un systéme avec bruit de mesure et controleur
non linéaire. Plusieurs effets ont pu étre observés et liés & un paramétre du systéme. La
translation de la FDP qui est principalement causée par le bruit de mesure. L’asymétrie est
causée par le bruit de procédé. Celle-ci diminue jusqu’a changer de signe s’il y a trop de bruit

de mesure. Ces deux phénoménes ne sont pas intuitifs & premiére vue.
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CHAPITRE 5

OPTIMALITE D’UNE FDP ASYMETRIQUE

5.1 Introduction

L’optimisation dans un contexte stochastique implique la valeur espérée d’une fonction ob-
jectif. Dans ce contexte, I’entiére distribution est inclue dans la formulation du probléme,
non seulement la moyenne. Typiquement, avec la présence de contraintes, la variabilité est
réduite avec I'usage approprié des controleurs. Par aprés, le point de consigne est approché de
la contrainte. L’utilisation de controleurs a variance minimale a été largement étudiée dans

la communauté scientifique (Muske, 2003).

Cependant, le formage de fonction de densité de probabilité (FDP) pourrait étre une al-
ternative pour réduire les cotits d’opération. La premiére mention de ce concept a été faite
par Karny (Karny, 1996). Par la suite Wang (Wang, 1998) a développé un algorithme de
formage de FDP basé sur les poids d’une spline de type B qui paramétrise la FDP de la
variable d’état. Cette méthode a été améliorée depuis par les mémes auteurs (Wang, 2002;
Wang et Wang, 2002a,b; Guo et Wang, 2005a,b). Crespo (Crespo et Sun, 2002b) a utilisé une
solution analytique de I’équation de Fokker-Planck-Kolmogorov (FPK) en régime permanent
pour faire un algorithme de formage de FDP. D’un autre coté, Forbes (Forbes et al., 2004)
a développé un algorithme basé sur la paramétrisation d’une FDP cible avec des fonctions
de base de Gram-Charlier. Cependant, tous les travaux cités abordent le probléme d’émuler
une FDP cible, méme si I’objectif principal est d’optimiser le systéme. Aucune indication sur
la maniére choisir mathématiquement une FDP cible appropriée pour la fonction coit du

procédé n’est développée.

Il a été posé dans tous les travaux précédents que ’avantage du formage de FDP est d’avoir
une FDP de forme asymétrique. La nécessité d’'une FDP asymétrique vient des asymétries

de la fonction coit. Celles-ci proviennent des contraintes d’opération et de procédé. Dans
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une telle situation, une approche par barriéres est adoptée pour la résolution du probléme;
un cout additionnel est ajouté lorsque qu’une contrainte est dépassée, causant ainsi une

asymétrie.
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co(t, $/kg
[
o
o

80

60 |-

40

20

. . . . . .
-10 -5 0 5 10 15 20 25
temperature, °C

Figure 5.1 Exemple d'une fonction cott asymétrique

La figure 5.1 est un exemple ot une pénalité constante est additionnée. Cette figure représente
le colit pour d’entreposage d’'un produit chimique, si la température est trop élevée, le pro-
duit se dégrade. Cependant, plus la température est froide, plus les coitits de refroidissement
sont élevés. Si la température dépasse la contrainte de 11° C, alors le produit est dégradé,
occasionnant une perte économique. De telles pénalités causent des asymétries importantes
autour de la solution optimale. La solution optimale sans élément stochastique serait a 11°
C. Cependant, avec du bruit de procédé, méme avec un controleur qui réduit la variance
du systéme, le point de consigne doit étre en deca de 11 ° C pour minimiser la fraction de
la distribution qui dépasse la contrainte. Deux approches peuvent étre utilisées, la premiére
étant de paramétrer le controleur qui donnera la variance la plus petite, 'autre est le formage
de FDP qui forme la FDP de la variable d’intérét asymétriquement de fagon a avoir le coté

abrupt de la FDP du coté de la contrainte et une longue queue de 'autre coté.

Meéme si intuitivement, les FDP asymétriques semblent optimales, & la connaissance de 1’au-
teur, aucun résultat formel n’a été produit pour distinguer les cas ou une FDP asymétrique

donnerait de meilleurs résultats qu'une FDP symétrique. C’est de cet aspect que ce chapitre
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va traiter. La réponse dépend du poids accordé a la variable manipulée dans la fonction coiit.
Avec un controleur a variance minimale, la variance de la variable d’état diminue au dépend
de la variable manipulée, ce qui use prématurément les équipements. Une FDP asymétrique
Y : . , , .
permet de s’approcher de la contrainte sans une augmentation démesurée de la variance de

la variable manipulée.

Ce chapitre fera un retour sur le systéme utilisé et la solution de I’équation de Fokker-
Planck-Kolmogorov(FPK) pour un controleur commutant. Ensuite, 'optimalité (ou la non
optimalité) de la solution symétrique est testée. La derniére section est consacrée a un exemple
de simulation ou I’amélioration de performance économique est due a ’utilisation d’'une FDP

asymétrique.

5.2 Formulation du probléme

Le modéle utilisé est un systéme scalaire non linéaire avec une entrée controlée u et w est un

bruit blanc gaussien de variance a.

= a(z) + b(z)u +w (5.1)

Les fonctions a(z) et b(x) représentent les dynamiques libres et forcées du systéme. Considé-

rons 'optimisation du systéme en régime stationnaire expliqué ci-haut.

muin o(z,u) (5.2)
C(z,u) <0 (5.3)
a(x) +b(x)u=0 (5.4)

ou ¢ est la fonction convexe & optimiser, C' les contraintes. Il est & noter que 'optimisation
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considére le systeme d’équations sans bruit en régime permanent comme des contraintes

d’égalité.

Dans le contexte de ce chapitre, une fonction pénalité est introduite pour tenir compte des

contraintes.

m&n[¢(az, u) + D(C(z,u))] (5.5)

a(x) +b(x)u=0 (5.6)

D(.) représente la fonction colt augmentée, qui demeure convexe. Comme il a déja été dit,

D(.) étant asymétrique, cela améne une asymétrie dans la fonction coit.

Dans le contexte de ce travail de recherche, = est considéré comme stochastique a cause de la
présence de bruit. Dans ce chapitre il n’y aura que du bruit de procédé, v. Par conséquent,
la fonction espérance de la fonction cott doit étre calculée pour solutionner le probléme

d’optimisation. Celle-ci devient :

J = /00 /_OO O (z, u)p(z, u)drdu (5.7)

— 00 oo

ou p(z,u) est la FDP jointe.

5.3 Controdleur utilisé

Dans cette section, le controleur non linéaire pour faire le formage de FDP sera présenté.
Cette non-linéarité est cruciale, puisque si le procédé et le controleur étaient linéaires et le

bruit entrant était gaussien, la FDP de la variable d’état serait elle aussi gaussienne.

Ici, un controleur commutant est utilisé pour créer la non-linéarité, celle-ci provenant de la
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commutation entre les deux gains, il en résultera une FDP asymétrique.

K, {x — x5} 51 T 2> Ty
K(y) = (5.8)
Ky{x — x4} st x < Ty

5.4 Solutions analytiques développées

Dans cette section, un bref retour sera fait sur les équations utilisées pour développer le
probléme d’optimisation. Celles-ci proviennent essentiellement du chapitre 2 ou le probléme
d’un systéme avec seulement du bruit de procédé et un controleur commutant a été solutionné

A la section 2.3.2.1.

C’est ainsi que le terme f(x) est défini par :

—K,{x — x4 T > Tgp
f(a) = { } pour > (5.9)

—Kp{r — x5} pour x < Tgp

et le terme g(x) est défini par :

g9(x) = Va (5.10)

Par aprés, ces deux équations sont insérées dans la solution de I’équation de Fokker-Planck-

Kolmogorov :

plx) = po explo IO (5.11)
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ou

F(z) = (5.12)

Cette équation peut étre solutionnée analytiquement, ce qui donnera :

—x 2
Do eXp_K“{ = : pour I 2 g,
p( ) _Kb {l‘sp*l‘}2 ( )
Do €XP 2o pour T < Ty

Cette solution peut étre interprétée comme une fonction gaussienne par partie divisée au
point de consigne. La variance de chaque coté étant différente, 'écart type de chaque coté

peut étre calculé tel que :

Q@ !
o1 = s 09 = 5]_4
e > 2K, (5:14)
D’ailleurs, la constante de normalisation peut étre calculée analytiquement :
1
(5.15)

b= {01+ 02}

Puisque la variable manipulée est utilisée, il faut avoir 'expression analytique de la FDP de

celle-ci. Cette expression a été développée a la section 2.3.2.1 du chapitre 2 :

La solution de I’équation devient donc (ou us, est la valeur de la variable manipulée au point

de consigne (ici ug, =10)) :

_{-w?
p]g,u exp 207%,(1 pour U Z usp
a
p(u) = {—w)? (5.16)
Po,u e 2%50b
Xp ) pour u < Usgp
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Cette solution peut étre interprétée comme une fonction gaussienne par partie divisée au
milieu. La variance de chaque coté étant différente, 'écart type de chaque coté peut étre

calculé tel que :

[0} @]
= 5.17
K, T AR, (5.17)

O‘u’a —_=

D’ailleurs, la constante de normalisation peut étre calculée analytiquement :

1

o 5.18
P = e Rt o ] (5.18)

5.5 Non optimalité de la solution symétrique

Dans cette section, il sera démontré qu’une FDP symétrique est suffisante méme si la fonction
objectif est asymétrique. S’il n’y a pas de poids sur la pénalité de la variable manipulée, alors
la solution optimale est une FDP symétrique ou le gain du controleur est infini. De plus, s’il
n’y a pas de bruit de procédé, alors la solution optimale est un controleur symétrique avec un
gain nul. Cependant, s’il y a asymétrie et un poids sur la variable manipulée pour la fonction
cotit, et qu’il y a du bruit de procédé, il sera démontré que la solution symétrique n’est pas

optimale.

Considérons I’équation 5.7, u est une fonction de z, alors la fonction objectif n’est qu’une
fonction de x. Pour les besoins de la fonction économique, la variance de la variable manipulée
sera introduite, h?(z) (puisque u est une fonction de z). Le facteur « représente le poids sur
h?(x). Le restant de la fonction coiit, ayant rapport directement aux cotits reliés a x, est

nommé [(x) :

Ow,u) = l(x) +~7h*(x) (5.19)
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A cause de la structure imposée, les degrés de liberté du probléme d’optimisation sont : Tsp,

k‘a et k’b.

mspr’nKiBKb J = /_Z I(x)dz + vh?(z) (5.20)
La preuve de non optimalité est développée en dérivant les conditions nécessaires du pro-
bléme d’optimisation ci-haut en considérant que k, et k;, sont indépendants. Par la suite,
une condition de symétrie est imposée, i.e. k, = k;. Cela donne 4 conditions (3 nécessaires
et une de symétrie) pour 3 variables. Si les 3 conditions sont consistantes, alors la solution
symétrique est optimale. De 'autre coté, si cela méne a une inconsistance mathématique,

cela montrera que la solution symétrique n’est pas optimale pour le cas développé.

Théoreme : Le controleur commutant symétrique pour un systeme linéaire est localement
optimal si et seulement si (i) l(z) est symétrique autour de optimum, c’est-a-dire que la
troisiéme dérivée est nulle. Ou, (ii) le poids sur la variance de la variable manipulée, v est

nul.

Sans perdre de généralité, soit z = 0, [(x) = 0, J = 0 est 'optimum en absence de bruit. L’ap-
proximation de Taylor au troisiéme ordre est faite sur [(z) autour de x = 0. Les deux premiers
termes sont nuls puisque [(0) = 0 et la premiére dérivée est nulle a cause de 'optimalité. Par

conséquent, ’expansion est donnée par :

() = Xa? + Ax® (5.21)

ol X et A sont les secondes et troisiémes dérivées a l'origine, faisant en sorte que ’équation

est localement convexe et asymétrique. L’espérance de cott , ’équation 5.7, devient donc :

J =3 /_OO v*p(x)dr + A/OO 2*p(x)dx + vh*(z) (5.22)

o0 —00
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Les conditions d’optimalité requiérent que les dérivées de J par rapport a z,,K, et K,

soient nulles. Ces expressions sont obtenues grace au solveur algébrique de MatLab ™. Pour

analyser la solution symétrique, 1'égalité K, = K, = K est posée. Substituant 1’expression

précédent dans les dérivées, on obtient :

a; _ 1
drey, 2K

{4SKz,, + 6AK2?, + 3Aa} =0

dJ dJ 1)
_ Az, — X 4 K2 =
it ak, = oo U3 — B4 KT} =0

et

dJ B dJ Qo
dK, dK, \ 7K3

{25 K, + 3AK22, + 2Aa} =0

En simplifiant les termes (qui sont dans le méme ordre), on obtient :

3Aa
2 _
2Xry, + 3Azy, + Y 0

g1e’ (6]
2Ac

7 + 22.7;sp + 3A$§p =0

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)
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Si ’équation 5.28 est soustraite de 5.26 :

Ao
5 =0 (5.29)

Cela donne 3 cas ou la solution numérique est optimale.

A =0 . Cest le cas ou la fonction coiit n’est plus asymétrique puisque A représente la partie
asymétrique de la fonction coiit. Cela ressemble au cas de la variance minimimale ou il y a
un gain optimal, celui-ci ayant la valeur de \/g . Dans ce cas, le point de consigne optimal

est & v4 =0

K = oo (implique v = 0) dans [’équation 5.27. C’est le cas o la variable manipulée n’est
plus pénalisée. Sans surprise, alors le gain optimal a une valeur infinie. Par conséquent, la

variance tend vers zéro et le point de consigne est a I'optimum de la fonction cott x5, = 0.

a = 0. C’est le cas ou il n’y a pas de bruit de procédé. Alors, le gain peut prendre n’importe

quelle valeur et le point de consigne est a I'optimum de la fonction coit z, = 0.

Dong, si v # 0, A # 0 et a # 0, cela fait en sorte que I’équation 5.29 n’est pas respectée et

que la solution avec un gain symétrique n’est pas optimale.

5.6 Exemple

Dans cette section, un exemple ol un systéme avec bruit de mesure est optimisé par rapport
a une fonction colt asymétrique comprenant un terme pénalisant la variance de la variable
manipulée. Le controleur commutant optimal est obtenu avec 1’aide de la FDP de la variable
d’état qui est obtenue avec ’expression analytique développée dans les sections précédentes.

Il y sera démontré que le controleur optimal méne & une FDP asymétrique.
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Une fonction coit analogue a la figure 5.1 est utilisée :

¢(z) =13 — 2 + D(c(z)) + 0.75h%(x) (5.30)
D(c(x)) =175 si x > 11 (5.31)
D(c(x)) =0si x <11 (5.32)

Le systéme dynamique est de type intégrateur (a = 0 et b = 1) avec un bruit de procédé avec

une variance o« = 0.1.

5.6.1 Design du controéleur

Le controleur décrit par I’équation 5.8 est utilisé ; par conséquent, il y a 3 paramétres a choisir :
ka, kp et x5,. Ces parameétres sont trouvés par programmation non linéaire ot I’équation 5.22

est minimisée.

J=13— /OO op(z)dr + 175 /oo p(z)dz + 0.75 /oo h?(x)dx (5.33)

e’} 11 —00
5.6.2 Reésultats

Les parameétres optimaux pour un controleur commutant et pour un controleur a simple gain
ont été trouvés numériquement. Pour calculer les paramétres optimaux du controleur a simple
gain, les mémes algorithmes que pour le controleur commutant ont été utilisés, mais avec la
contrainte supplémentaire k, = k;. Les gains optimaux et les valeurs des fonctions cott sont
présentés au tableau 5.1. On peut y voir qu’avec le controleur commutant, les cotits sont
réduits de 5.93%. C’est qu’avec un controleur commutant, il est possible d’avoir un gain plus
grand que le gain optimal d’un controleur optimal a gain simple. Ceci permet d’avoir un coté

plus abrupt. L’autre gain étant plus petit, cela ménage la variance de la variable manipulée.
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La figure 5.2 montre la FDP pour les deux controleurs. La FDP pour le controleur a gain
simple est symétrique, tandis que la FDP du systéme avec un controleur commutant est asy-
métrique. Cette asymeétrie est inversée pour la figure 5.3 ; c’est parce que prés de la contrainte,
la variable manipulée doit travailler plus fort du coté du gain élevé pour réduire la variance,

tandis que du coté du gain faible, la variable manipulée est moins sollicitée.

T T T T T
4 1\ symétrique
25l // \ — — —asymétrique | |

0.5

115

Figure 5.2 FDP de la variable d’état pour les controleurs optimaux commutant et a gain
simple.

5.7 Conclusion

Ce chapitre a démontré la non optimalité d'une FDP symétrique lorsque la fonction coiit
est asymétrique et la variable manipulée est contrainte. Cette conclusion a été obtenue en
utilisant ’expression analytique de la FDP d’un systéme avec un controleur commutant. Fi-
nalement, un exemple numérique a été développé ot une FDP asymétrique donne de meilleurs

résultats quune FDP symétrique.

Type de controleur Controleur commutant Controleur gain simple

Point de consigne  10.70 10.40
K, 6.26 1.96
Ky 1.30 1.96
Cotit 2.53 2.69

Tableau 5.1 Paramétres des controleurs et cott associés
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Figure 5.3 FDP de la variable manipulée pour les controleurs optimaux commutant et a gain
simple.

La signification de cette découverte est qu’elle montre clairement la ou il est avantageux
d’avoir une FDP asymétrique. De plus, I'utilisation d’un controleur commutant permet une

implantation facile dans le milieu industriel.
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CHAPITRE 6

OPTIMALITE AVEC BRUIT DE MESURE

6.1 Introduction

Comme il a déja été vu au chapitre 4, I’ajout du bruit a plusieurs effets sur la FDP. Par
conséquent, ces effets se transmettent a toute fonction coit liée a cette FDP. C’est pourquoi
les résultats du chapitre 5 ne peuvent étre réutilisés pour ce cas. De plus, a cause de la nature
des solutions analytiques, il n’a été pas possible de les intégrer analytiquement, rendant par
le fait méme impossible toute approche analytique. En plus, contrairement au cas sans bruit
de mesure, la variance du systéme est bornée a une valeur finie, la variance minimale, ce qui

limite par le fait méme toute amélioration économique face a une fonction coiit quelconque.

6.2 Approche de la problématique

Ici, puisqu’il n’y a pas de solution analytique intégrable pour la FDP, seulement des résultats
de simulation seront présentés, il n’y aura pas de preuve formelle, mais plutot des extensions
aux conclusions du chapitre 5. La premiére approche sera d’appliquer la fonction coit de
I’exemple numérique du chapitre 5. Ainsi, il sera possible de voir si les 3 conditions pour
quune FDP asymétrique soit optimale suffisent pour le cas avec un systéme avec bruit de
procédé et bruit de mesure. Il en résultera quune FDP asymétrique est optimale aussi quand
du bruit de mesure est ajouté au systéme. Le deuxiéme cas consiste a enlever la composante
du bruit de mesure dans la fonction cotit et voir s’il est possible pour une FDP asymétrique
d’étre optimale dans ce cas. Les résultats démontrent que la FDP asymétrique demeure
optimale méme si la variable manipulée n’intervient plus dans la fonction cotit. Cependant,
la solution optimale demande une plus grande fréquence d’échantillonnage, diminuant par le

fait meéme la variance minimale du systéme. Par conséquent, il reste a débattre si la variance
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minimale est réellement battue.

6.3 Extension des 3 conditions au cas avec bruit de mesure

Il a été vu au chapitre 5 que les deux conditions les plus importantes pour qu'une FDP
asymétrique soit optimale face & une FDP symétrique sont que : premiérement, la fonction
colit doit étre asymeétrique et deuxiémement, la variable manipulée doit étre tenue en compte
dans la fonction cott. C’est ainsi que pour cette partie, I’exemple numérique du chapitre 5
sera utilisé avec la solution numérique de la FDP d’un systéme avec controleur non linéaire,
bruit de procédé et bruit de mesure (équations du chapitre 2). De plus, un cas sera optimisé
avec une variance du bruit de mesure de 0.1 et 'autre cas aura une variance du bruit de
mesure de 1. Pour les 2 cas, le systéme est de type intégrateur a = 0, b = 1 et la variance
du bruit de procédé est 1. Finalement, la fonction cott utilisée pour cette partie est la méme

que ’exemple numeérique du chapitre précédent :

Une fonction coit analogue a la figure 5.1 est utilisée :

¢(x) =13 — 2 + D(c(z)) + 0.75h%(x) (6.1)

175 si x>11

0 st x<11

Le controleur qui optimisera cette fonction cott, est un controleur commutant :

K, {z — x4} st x> X
K(z) = : : (6.3)
Ky{z — x4} st x < Ty

Les paramétres utilisés pour le probléme d’optimisation sont K, K et zg4,. Ces paramétres
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sont trouvés par programmation non linéaire ou le probléme suivant est minimisé.

J =13 — /OO xp(z)dx + 175 /Oop(x)dx +0.75 /00 h?(x)dx (6.4)

0o 11 —00

6.3.1 Reésultats

Le probléme d’optimisation a été résolu numériquement pour deux variances de bruit de
mesure différentes (0.1 et 1.0) pour en voir l'effet sur 'optimalité de la solution. La variance du
bruit de procédé est fixée a 1.0. Comme au chapitre précédent, ce probléme a été résolu pour
un controleur commutant et pour un controleur a gain simple. Les résultats avec une variance
du bruit de mesure de 0.1 sont au tableau 6.1, les FDP de la variable d’état sont a la figure 6.1
et les FDP des variables manipulées sont a la figure 6.2. De plus, a la figure 6.3, la différence
entre le colit optimal du systéme a gain simple et le systéme a controleur commutant a été
décomposée en 3 composantes qui proviennent de la fonction coiit de I’équation 5.22. Ainsi,
la premiére colonne regroupe la partie linéaire de la fonction cotit, la deuxiéme représente la
partie liée au dépassement de la contrainte et la troisiéme représente la partie de la fonction
colt reliée a la variance de la variable manipulée. Quand la valeur est positive, cela veut
dire que la valeur de la composante pour le systéme a controleur commutant est plus petite
que la valeur de la composante de la fonction cotit du systéme a gain simple. Premiérement,
il est a noter que les cotlits sont sensiblement plus élevés que dans I'exemple sans bruit de
mesure du chapitre précédent a la section 5.6.2. Le gain économique passant de 5.93% a
1.7 %. Cependant, la tendance demeure, le controleur asymétrique est plus performant que
le controleur symétrique. Ce qui laisse a croire que les conditions développées au chapitre
précédent tiennent toujours. Il est a noter que les observations de la figure 6.3 vont dans
le méme sens; l'optimalité du cott provient en grande partie de la variance de la variable
manipulée. Cependant, si cette composante est enlevée, le systéme a controleur commutant

n’est plus optimal.

La deuxiéme série de résultats provient du méme probléme d’optimisation mais avec une
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Figure 6.1 FDP de la variable d’état pour les controleurs optimaux commutant et a gain
simple, cas § = 0.1.
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Figure 6.2 FDP de la variable manipulée pour les controleurs optimaux commutant et a gain
simple, cas § = 0.1.
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Figure 6.3 Différence entre le colt optimum du systéme a gain simple et le systéme a contro-
leur commutant, cas § = 0.1.

variance plus grande du bruit de mesure passant de 0.1 a 1.0. Ainsi, il sera plus facile de voir
les tendances que le bruit de mesure induit face aux performances économiques. C’est ainsi
que les résultats de 'optimisation sont présentés au tableau 6.2, la FDP des variables d’état a
la figure 6.4 et celles de la variable manipulée sont a la figure 6.5. Tout comme précédemment,
la figure 6.6 divise la fonction cotlit en 3 parties. Encore ici, le controleur asymétrique donne
de meilleurs résultats. La tendance diminuant ’avantage économique reste, mais 'avantage
économique n’est que de 0.7 %. Il est & noter qu’a la figure 6.4, les deux FDP sont presque
identiques. C’est parce qu’avec autant de bruit de mesure que de bruit de procédé, il n’y
a pas beaucoup de marge de manceuvre possible. Quant a la figure 6.6, on peut y voir que
la majorité de l'optimalité du systéme provient du rapprochement de la contrainte. On ne
peut rien en déduire, puisque ’optimisation est numérique, on ne peut l'utiliser pour en
déduire des tendances. C’est ainsi que pour déterminer si la composante liée & la variance

de la variable manipulée est nécessaire, il faut changer la fonction coit, ce qui est fait a la

Type de controleur Controleur commutant Controleur gain simple

Point de consigne  9.10 8.93
K, 1.50 1.18
Ky 0.68 1.18
Cotit 4.82 491

Tableau 6.1 Paramétres des controleurs et coiit associés, cas 5 = 0.1.
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prochaine section.

Type de controleur Controleur commutant Controleur gain simple

Point de consigne  8.01 7.90
K, 0.60 0.55
Ky 0.49 0.55
Cotit 5.92 5.95

Tableau 6.2 Paramétres des controleurs et coiit associés, cas 5 = 1.0.

0.35F

0.31

0.25f

0.2

FDP, f(x)

0.15f

0.1r

0.05F

Figure 6.4 FDP de la variable d’état pour les controleurs optimaux commutant et a gain
simple, cas § = 1.0.

Ce que 'on peut conclure de ces résultats, c¢’est que les conditions développées au chapitre
5 tiennent toujours quand du bruit de mesure est ajouté. Ces 3 conditions sont toujours
valables, sauf que le gain économique diminue avec le bruit de mesure. Cependant, les résul-
tats démontrent qu’il y a un intérét a analyser le probléme sans composante de la variable

manipulée dans la fonction cott. Ce qui est fait a la prochaine section.

6.4 Probléme sans composante de la variable manipulée

Comme il a déja été vu au chapitre 4, 'ajout du bruit de mesure a plusieurs effets sur
la FDP. Par conséquent, ces effets se transmettent a toute fonction cott liée a cette FDP.
C’est pourquoi les résultats du chapitre 5 ne peuvent étre réutilisés. De plus, a cause de la

nature des solutions analytiques, il n’est pas possible de les intégrer analytiquement, il faut
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Figure 6.5 FDP de la variable manipulée pour les controleurs optimaux commutant et a gain
simple, cas § = 1.0.
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Figure 6.6 Différence entre le colt optimum du systéme a gain simple et le systéme a contro-
leur commutant, cas 5 = 1.0.
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développer un nouvelle approche. Cette nouvelle approche est basée sur une formulation de
la solution analytique avec un controleur linéaire. Cette formulation est dérivable par rapport
A k qui est un parameétre qui peut ajouter une non-linéarité. Si la dérivée par rapport a ce

terme n’est pas nulle, cela veut dire que le controleur optimum est non linéaire.

6.4.1 Fonction coit

La fonction coiit utilisée est décrite par :

J=3 /oo o*p(z)dx + A/OO 2*p(x)dx (6.5)

—00 —00
6.4.2 Systéme
Le systéme utilisé est le méme qu’au chapitre 5. Sauf que le controleur utilisé est un controleur
symétrique avec un seul gain k£ qui est déja optimal face a la fonction cout. De plus, il y a

un facteur £ qui représente la non linéarité du controleur. Les parameétres de ce controleur

optimal symétrique sont :
Ksymopt. = (/> (6.6)
Tapaymopt. = 6%\ + {~25 + VA2 = 3607} (6.7)
Esym. = 0 (6.8)

Etant un controleur symétrique, la valeur de k est nulle, mais il est possible de dériver la

fonction cout par rapport a ce terme. Si celle-ci est nulle, cela veut dire que le controleur



101

optimal pour ce systéme est symétrique. Si celle-ci est non nulle, un controleur asymétrique

est optimal. Dans ce cas, la non-linéarité est analogue a un controleur commutant.

k= {ky —ki} /2 (6.9)

k= {ks + 1} /2 (6.10)

La méthode est basée sur le fait qu’on dérive la fonction cotlt par rapport a la non-linéarité.
Cette dérivée est évaluée quand ce paramétre est nul, k = 0. Ainsi si la valeur de la dérivée
est nulle, cela veut dire que le controleur linéaire est optimal. Dans le cas contraire, cela veut

dire que le controleur linéaire est non optimal. i.e., un controleur non-linéaire est optimal.

0J L, 0p(x L O0p(x
2 |k:0:2/ 2 Z:a(k) s dx+A/ . Z:a(k) iy dz (6.11)

—0o0 —0o0

Il faut ensuite développer les équations nécessaires a la résolution du systéme tel que vues

au chapitre 2.

Gy = — {k + kerf [X/M] } (6.12)

G =a+Bxg’ (6.13)

_ X2
f:gva;—%,/%e‘% (6.14)
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Alinsi,

F=20"J0 (6.15)

Comme il a déja été vu :

p(x) = poexplo 7O% (6.16)

et sa dérivée par rapport a k est décrite par :

dp(x x T dF dp, @
d(k: ) lk=0= Po epro Foe -/0 ak ko (§)d€ + d—ko k=0 -eXPfo Fey (6.17)
qui peut étre simplifiée
dp(x T dF p(z) dp
d(k: ) k== p() -/0 ar lh=o (§)d€ + % . d—kro k=0 (6.18)

6.4.3 Développement de la preuve

Par la suite, l’expression est dérivée par rapport a : I'état(x), au gain(k) et a la non-

linéarité(k).

dg? - 2 |«
2 = —4g ke 2, [ — 6.19
dx Jole 2T ( )



Ensuite,

De la définition de I’équation d’une FDP avec controleur symétrique, la variance est :

o+ k2
E Y>

La constante de normalisation est :
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(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)



Par la suite, les expressions suivantes sont calculées :

dp(z)

a — Bk? % — x?p(x)

dk

a4+ Pk o+ Bk2

— o(z) /_ ‘;—de

Finalement, on utilise ces fonctions dans la fonction cott :

dJ
dk

dJ

dk

dJ

dzp,

0‘7581)/ {7+ 14

= 20

[e.e]
= axsp/ {z+z,)
—00

Tgp + 3A

o+ BE?

2
5% + 3Azg,

vt [ oty Bas

d +A/ {x+ 3dp()dx
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(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

On ne peut trouver de solution analytique a I’équation 6.29. Le gain optimal est trouvé

avec I’équation 6.25. Donc par construction, ’équation 6.28 est nulle au gain de la variance

minimale. Et avec ce gain, le point de consigne optimal est calculé quand 1’équation 6.27 est

nulle. Si ces deux valeurs sont introduites dans la troisiéme équation, celui-ci ne sera jamais

nulle pour la valeur de k = 0. L’équation 6.21 étant toujours négative, son intégrale sera donc

toujours non-nulle. Ce qui veut dire que le systéme symétrique n’est pas optimal.

6.4.4 Résultats

Pour cette section, cette preuve est validée par un exemple numérique, ou la fonction coitt

est linéaire par partie.



105

6.4.4.1 Fonction coit

—T st x>11
J(z) = (6.30)

10z st x <11

Le systéme est intégrateur (a = 0 et b = 1). La variance du bruit de procédé est 0.1 et celle du
bruit de mesure est 1.0. Ce qui fait que la valeur du gain de la variance minimale est 0.3162.
Les résultats sont au tableau 6.7. Le controleur commutant donne une performance meilleur
de 3%. Cette amélioration est expliquée a la figure 6.7, elle est due au fait que la FDP avec
controleur commutant est plus abrupte du coté ou la fonction coiit est élevée. En étant plus
abrupte que la FDP de la variance minimale, il est possible d’approcher la FDP plus prés de
la contrainte. Cependant, il est étonnant de voir que la pente de la variance minimale puisse

étre dépassée. Une validation de ce résultat est réalisée & la section suivante.

Type de controleur Controleur commutant Controleur gain simple

Point de consigne  -1.3717 -0.7508
K, 0.5836 0.3162
k -0.3909 0

Cotit 0.979408 1.01203

Tableau 6.3 Paramétres des controleurs et cotlit associés, cas sans composante de la variable
manipulée.

6.4.5 Validation

Pour cette section, les résultats précédents seront validés avec une simulation Monte-Carlo.
Ceux-ci sont présentés a la figure 6.8. Contrairement au systéme avec un controleur symé-
trique, les résultats pour le controleur commutant ne sont pas validés. Plusieurs tests ont été

faits pour expliquer pourquoi, seuls les plus pertinents seront présentés.

Premiérement, si la variance du bruit de procédé augmente, la solution analytique s’améliore.
A la figure 6.9, le controleur commutant optimal est simulé pour deux cas : le premier est

le cas original, ou la valeur du gain de la variance minimale est 0.3162, ['autre cas est un
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Figure 6.7 FDP de la variable d’état pour les controleurs optimaux commutant et a gain
simple, cas sans composante de la variable manipulée
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controleur simple)

6.7



107

cas ou la valeur du gain de la variance minimale est plus élevé, 3.162. Les performances de
ce dernier sont meilleures, les queues sont bien décrites et il n’y a qu’une erreur minime au
milieu. Il semble que la variance minimale joue un role clé pour ’explication de l'erreur.
C’est-a-dire quand les gains sont en-dessous du gain de la variance minimale, la solution
analytique donne de bons résultats. C’est seulement quand un des deux gains est au-dessus

de la variance minimale que la solution analytique développée donne de mauvais résultats.

T T T T
mv élevée sim. |
— — — mv élevée FPK
mv basse sim.

mv basse FPK |

0.6

051

0.4r

p(x)

0.3

0.21

Figure 6.9 FDP de la variable d’état pour les controleurs optimaux commutant pour deux
valeurs de gains a variance minimale

Deuxiémement, il semble que la pente de la FDP de la variance minimale ne puisse étre
dépassée. Pour vérifier cette affirmation 4 simulations Monte-Carlo ont été faites a la figure
6.10. La premiére est faite avec un controleur simple avec le gain de la variance minimale.
Les autres sont des controleurs commutants dont le gain le plus petit est celui de la variance
minimale divisé en deux. L’autre gain est plus grand que le gain de la variance minimale
et est indiqué dans la légende de la figure. Comme il est possible le voir la pente maximale
n’est jamais dépassée. Il est possible que le probléme soit que les paramétres de simulation
ne peuvent pas simuler une dynamique plus rapide que le gain a variance minimale. Pour
y remédier, il faudrait augmenter la fréquence d’échantillonnage du systéme. Ce faisant,
la variance diminue, car le bruit de mesure a moins d’impact, il aurait une plus grande
fréquence et sera filtré. Donc, il est fort probable que le controleur commutant ne dépasse

pas la performance économique de cette nouvelle variance. Cette derniére affirmation n’a pas
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été testée par manque de temps.

T T
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0.2
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Figure 6.10 FDP pour le controleur a variance minimale et controleur commutants avec gains
supérieurs au gain a variance minimale

6.5 Conclusion

Ce chapitre a étendu les conditions d’optimalité au probléme avec du bruit de mesure. Il a été
démontré que la présence de bruit de mesure diminuait le gain économique d’un controleur
asymétrique mais que celui-ci demeurait optimal face au controleur symétrique quand il y
avait une fonction cout asymétrique qui tient compte de la variance de la variable manipulée.
Ensuite, le méme probléme a été analysé sans composante touchant la variable manipulée.
Il en résulte que le controleur asymétrique reste quand méme optimal. C’est parce qu’un
des deux gains est supérieur au gain a variance minimale. Cependant, il est probable que ce
systéme requiert une fréquence d’échantillonnage plus élevée, ce faisant diminuant la variance

minimale.
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CHAPITRE 7

CONCLUSION

7.1 Introduction

Le but de ce projet de recherche était d’étudier les effets des controleurs non linéaires sur les
systémes bruités. A I'aide de I'équation de Fokker-Planck-Kolmogorov, il a été possible de
créer des outils permettant de calculer la forme de la FDP de la variable d’état et manipulée
d’un systéme scalaire bruité. Plus précisément, le projet est axé sur les systémes avec contro-
leurs non linéaires. C’est ainsi, qu’il a été possible d’analyser les capacités d’un controleur
commutant a former la fonction de densité de probabilité d’un systéme de facon a émuler la
forme d’une FPD cible. Par la suite, une nouvelle forme de linéarisation stochastique a été
développée. Cette démarche était nécessaire parce que le bruit de mesure entre de facon non
linéaire dans le systéme si celui-ci est régulé par un controleur non linéaire. C’est ainsi qu’il a
été possible de montrer les effets des controleurs non linéaires sur la FDP de la variable d’état.
L’effet principal est une translation de la FDP vers le coté le moins agressif du controleur
non linéaire. Finalement, il a été prouvé qu’un controleur symétrique ne donne pas la FDP
optimale quand la fonction cotut est asymétrique et que la variable manipulée est pénalisée.
Ce qui donne des conditions o il est avantageux d’avoir une FDP asymétrique nécessitant

un controleur non linéaire.

7.2 Contributions

7.2.1 Outils

Solutions analytiques de l’équations de Fokker-Planck-Kolmogorov

Afin de faire les analyses requérant la solution analytique de la FDP, il a fallu développer
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I’équation de FPK pour certains systémes. La solution la plus importante est celle pour
le controleur commutant pour un systéme avec bruit de procédé seulement. Premiérement,
parce que sa structure est simple, le controleur peut étre installé facilement dans un milieu
industriel. De plus, la solution analytique a une structure simple qui peut étre intégrée. C’est
ainsi que cette solution a pu prouver la faisablité mathématique pour faire du formage de
FDP du controleur commutant. De plus, c’est cette solution qui a permis de prouver la non

optimalité d’un controleur symétrique au chapitre .
Linéarisation stochastique

La linéarisation stochastique développée durant le cadre de ce projet de recherche a permis
de trouver une solution numérique pour un systéme avec un controleur non linéaire avec bruit
de procédé et bruit de mesure. Elle a permis aussi de trouver une solution analytique de la
FDP d’un systéme avec un controleur quadratique avec bruit de procédé et bruit de mesure.
Ensemble, ces solutions ont permis d’analyser les effets du bruit de mesure sur un procédé

controlé par un controleur non linéaire.

7.2.2 Analyses

Utilisation du controleur commutant pour faire du formage de FDP

Dans la littérature scientifique, plusieurs méthodes de formage de FDP ont été développées.
Cependant, aucune n’utilisait le controleur commutant, la difficulté étant au point de com-
mutation. Une solution a été développée, et avec elle, il a été possible d’étudier le controleur
commutant dans un cadre de formage de FDP. C’est ainsi qu’il a été possible de déduire
que le controleur commutant permet de créer de grandes asymétries, mais aussi qu’il est plus

stable que la plupart des autres controleurs utilisés qui ont une forme polynomiale.
Etude des effets du bruit de mesure sur un systéme avec un controleur non linéaire

Avec la nouvelle linéarisation stochastique développée, il a été possible d’avoir la solution

numérique de la FDP d’un systéme avec un controleur non linéaire, bruit de procédé et
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bruit de mesure. C’est ainsi, qu’il a été possible de voir que le bruit de mesure induisait
une translation de la FDP, comme si la FDP était poussée du coté ou le controleur était le
moins agressif. D’autre phénomeénes plus prévisibles ont été aussi observés. La diminution de
I’asymétrie est due a I’erreur de controle induite par le bruit de mesure et I’augmentation de

la variance due au bruit de mesure.

Non optimalité d’un FDP symétrique face a une fonction coidt asymétrique pénalisant la

variable manipulée

Finalement, avec la solution analytique de la FDP de la variable d’état d’un systéme avec
controleur commutant et bruit de mesure, il a été démontré qu'une FDP symétrique n’est
pas optimale pour le cas ou la fonction coiit est asymétrique et la variable manipulée est
pénalisée. Ce qui revient a dire qu'une FDP asymétrique est optimale pour ce cas, donnant
ainsi aussi une justification mathématique au formage de FDP. Ce qui n’avait pas été fait
auparavant. En fait, hormis la preuve mathématique, on peut expliquer 'optimalité de la
FDP par le fait que le controleur commutant peut avoir un gain plus élevé que le controleur
symétrique (donnant & sa FDP une pente plus abrupte que la solution symétrique) et un

autre gain plus faible pour ne pas trop pénaliser la variable manipulée.

7.3 Travaux futurs

Le projet de recherche a permis le développement de plusieurs outils menant a une multitude
d’applications. Ce section décrira quelques autres applications qui n’ont pu étre développées

dans le cadre de ce projet de recherche :
Analyse de la limite de la variance minimale

Il semble que les équations développées pour le systéme avec bruit de mesure ne fonctionnent
plus quand le gain dépasse le gain de la variance minimale. Cela devrait étre investigué plus

en profondeur.
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Applications pratiques du formage de FDP

A la connaissance de 'auteur, il n’y a aucune application du formage de FDP n’a été réalisée
sur un montage de laboratoire. C’est ainsi qu’il serait intéressant de tester un controleur
commutant dans la réalité et de comparer avec la théorie. Ainsi, on pourra mieux comprendre

les obstacles et difficultés liés a 'installation du formage de FDP en milieu industriel.
Etude des fonctions codts dans un contexte d’amélioration de procédé

Les diverses expériences numériques ont montré 'importance de plusieurs facteurs reliés aux
fonctions cotts : coits fixes, cotlts d’opération et coiits de dépassement de contrainte. Le
gain da a 'optimisation dépend de ces 3 facteurs. Une étude plus approfondie permettrait de

développer une méthodologie pour rendre 'optimisation d’un procédé industriel plus efficace.
Etude des effets du bruit de mesure sur les chaines d’approvisionnement

La gestion des stocks et des taux de production de divers procédés est souvent décidée par
un opérateur. Dépendant de 'état du systéme, il peut réagir plus ou moins agressivement,
de facon analogue & un controleur non linéaire. Les informations servant a ces décisions sont
quelques fois bruitées. Donc, il serait possible de faire une analogie avec un systéme avec
bruit de mesure et controleur non linéaire. Le résultat de cette étude calculerait la capacité
de stockage non utilisée ou la capacité de production demandée en trop causée par des

informations qui sont bruitées et des politiques d’opérations non linéaires.
Etude des effets du bruit dans un cadre de sélection de la précision de Uinstrumentation

L’instrumentation d’'un procédé est souvent onéreuse, et souvent un instrument avec plus
de précision et moins de bruit de mesure est beaucoup plus cher qu’un instrument moins
précis. Avec les outils développés, il serait facile de voir dans quel contexte il serait préférable

d’investir dans une instrumentation plus précise.
Etude des systémes multivariables

C’est I'application des outils et analyses faites pour ce projet de recherche mais dans un
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cadre multivariable. Cette analyse n’a pas été faite principalement parce que I'effet du bruit
de mesure n’avait pas été prévu au début du projet. Les bases de la solution de FPK sont
dans Astrom (1970), mais elles n’ont pas été utilisées dans le cadre de ce projet de recherche.
La solution de ce probléme pourrait faire en sorte qu’il serait possible de voir la variabilité

se propager dans un procédé ou de faire du formage de FDP sur un procédé au complet.
Cas bruit non gaussien

Pour plusieurs procédés, le bruit entrant dans le systéme n’est pas gaussien. Par conséquent,
I’équation de FPK, ne peut pas étre appliquée. Il faudrait développer des algorithmes afin

d’analyser ce cas.
Analyse de stabilité dans un cadre stochastique

C’est I’analyse des controleurs non linéaires dans un cadre stochastique pour voir dans quelles
conditions la stabilité est assurée. Une nouvelle approche pourrait étre développée en tenant

compte des zones d’instabilité du controleurs polynomial.
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