Ueber einige aligemeine Theoreme aus der neaeren Algebra.

Von S. GUNDELFINGER in TOBINGEN.

Die grosse Analogie,. die zwischen der Theorie der biniren biqua-
dratischen und terniren cubjschen Formen besteht, hat, ihren Grupd
in einigen allzemeinen Siitzen, die hier emtwickelt werden sollen.

Es set
f=(a8 4 02,4 aazn)t=azy +pbap =1z (D) ewp~2a,2 4
¢ine beliebig gegebene Grandform p"“ Grades von -irgend- einer-Aw
zahY Vdrlabein und

A=az? + pPrr—iu, 4+ (1) PEETULE A e e

eine Covariante dersetben von-gleichem: Grade und- von - der Ordnusg
m in den Coefficienten. Femer bestehe die Relgtion

Y cA
(1) 08 =0t a0 1 < msy,
wit S eine gewisse Imanautc von [ bezeichnet.
Das erste der oben erwiihnten Theoreme sagt daun aus, dass

) Bejoors =, 25 Cirvif o),
worin G vine rationale ganze Function (s + 1)en Grades der belie-
bigen Constanten » und 4 hedeutet.

Deweis. Enthilt irgend eine Form ¢ die Coefficienten von f i1
der Ordoung ¢, und setzt man

B) oy~ 1y=gxd) =x1g —,qx?ﬂl.q)'*l',(g) R —

2

s0 5ind je drei aufeinanderfolgende @ nach ihrem bekannten Bildungs:
gesetz und nach (1) durch die Recursionsformel verbunden

) (g —0) b+ = S - i Spe =D *),

Fiir @ = A ergiebt sich hiernach sofort, dass A, ;4 von der
Gestalt:

(D) Ar;‘~ld=Bf+ AdAA.

*) Fér k == 0 und % = ¢ hat man also
dp=q¢" und G99 =mgSgpu—1,
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In bekannter Weise leitet man aus diéser Gleichung die weitere ab:
¢ 1 - L)
6) (OQ)uj—ia= Bﬁ?a(_:___) ) é"’é}) .
Setzt man hierin ¢ = A, so folgt wegen ‘(1) und '(5):
. 6B 0 o
@ mSA) (f — 18y = F(BLE — 45y 4 A (B4 - 429,
Durch . Gleichsetznng der Coefficienten von f und A auf beiden
Seiten bekommt man dann:
oy 9B
mS(xd)x = B@T, — A o
_ pod a4
] —9)18(%1)/1—_8‘;_—K*—.4 51‘,
und “darch Elimination von S(xd):
E éB , oA ¢B )\
BGrat i) —4aGi«+t 74 =0.
Diese Relation kann, x4 + 1B durch G bezeichuet, anch ge-
schriehen werden:
p2% _48% 0.
o% di
Da iiberdiess

86 G, ,
ﬂ97 ll'al—(l)l—{—])(T,
50 erbalten wir durch Auflésung der beiden leizten Gleichungen nach
¢G cG ;-
21 und %%' die zu erweisenden Ausdriicke
w1 G a1 8G  a
*‘iﬁ"—[—”'IZT“G'-’ ‘1"—01-{—1 E?x—_G"
~ An die Existenz der Function G(«2) lassen sich weitere Schliisse
n ganz derselben Weise kniipfen, wie dies bereits in der Theorie der
bindren biquadratischen und terniren cubischen Formen geschehen ist.
Zuniichst folgt mit Benutzung der Werthe von I und 4 aus (7)
*) S(#d) = — (G, G — G1*)
und ays (6) o ‘
Qojmra =9 (_"?‘) G, — @,(x4) G; : )
Die letste’ Formel lisst sich in folgender Weise erweitern. Siud u
und » beliebige Constanten, so hat man wie in (3):
(9) Puj— g = q;(yy) =gl - qu—l V‘P"f‘(g) y//—? ’”:‘tp"——‘ PRV
. Wir fihren in dieser Gleichung fiir die Verdnderlichen g und v
twel neue ¢ und ¢ durchi- die linearén’ Substitutionen ein:
= px — G,6
v =1+ Go.
Da uf — vA — g (xf ~ 1A) — 6Bsy—i4, s0 witd durch diese
Transformation g,,..,.s gleich dem Werthe Yon. Gorras, Wern. dann

(10)
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die Coefficienten von xf — 1A an die Stelle derer von [ treten, d. h.
o{uv) geht iber in den Ausdruek

(1) 1 @xso st — e 69'xsra+ (Do 2029l 1a— (Do 9l ia

Die rechte Seite der Gleichung (9) dagegen wird identisch mit

(12) o'f«y(ﬂ)~f19’1“‘6@'(%l)+(g)eﬂ*262q>”<xl)—»(f‘,,)99”36390"’(5‘1)+-~,
wofern wir der Kivze wegen setzen:
@' (#1) = @, (1) G, — @, (%2) Gy,
(13) 9 (x2) = @, (x2) G;* — 24, (x2) G, Gy + P (24) G*,
@7 (x4) =@y, (#1) G2 — By (%2) Go* Gy + B3P (24) Gy G\* — 9o (1)

Vergleicht man jetet die Coefficienten der fiir alle Werthe von
¢ und ¢ identischen Fuunctionen (11) und (12), so zeigt sich, dass
¢ (x4}, 9" (xd), ¢ (%) ... in den Gleichungen (12) dieselbe Be-
deutung wie ¢y, 24, P24, @rs—1.4 ... haben.

Wenn inshesondere g, d. h, #4 verschwindet, so muss nach der
ersten der Relationen (13) ¢ selbst von der Gestalt sein:

(1) p(zd) =g .G"

Diese Gleichung dient wieder threrseits dazu, das System (3) und
{(14) zu verallgemeinern.

Es seien vimlich ¢, @', ©". .. ®® eine Anzahl Formen von f
die zu je dreien durch dieselbe Recursionsformel (4) verbunden sein
migen, wie ¢, ¢, ¢, .. @9*). Setzen wir

S — -y 4 (’f) QgD ..~ 1) 2 P = X,
s0 ist offenbar

X =0,
und daher nach (14)
U‘:)) Xxj~i‘1:“-X-G"+x,
wenn (m + 1) (r 4 1) — mq die Ordnung von @ bedeutet.

Eine zweite Gleichung fiir X ergiebt sich aus der Erwiigung, dass

X eine simultane Invariante von ¢ (x, ») iu (9) und von dem Ansdruck

O(ur) = wi® — gui=ty & (D g7 . .

ist. me{sformireu wir die Functionen g(u, ») und ®(g, v) durch
die Substitutioven (10), so ist also nach der Fundamentaleigenschaft
der luvarianten:

%) ® braucht nicht von der Orduvng g zu sein, wie wir dies von ¢ ausdriick-
lich voraussetzten und der Einfachheit halber fernerhin voraussetzen wollen.
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(16) Sx2)g () — 4 (A =B ed) (D (k) g (1)« =X G,
wenn @'(x4), ®"(x2) etc. die Bedeutung haben:

. P (%A) = & (%) Gy — D, (x2) G,

OD 07 (ad) = 0, (22) G.F — 20,,(x) Gu G, + Pup(x2) G2

Durch Combination der Formeln (15) und (16) folgt nunmehr:
(@) sa— G 1710 (2 1)g () —g( @y 24 - Gr 1= 4. (2 1)) g~V (x2)
(D) (@2 — GrH1= 0 B7(22)) @0—2 (x2) — - - = 0.

In dieser Gleichung ist @ eine beliebige ganze homogene Funetion
7 Ordnung der Coefficienten von f, withrend ¢', 9", ¢™ u. s. w. ihre
Definition durch die Identitit (3) finden. Ersetzt man ¢ successive
durch (¢ 4 1) verschiedene solche Ausdriicke, so gehen aus (20) eben
so viele Gleichungen hervor, die in Bezug auf die Grdssen

O a— G H1 =20 ®(2h), Oy g g~ GrH 00 (22), .. 08 — G H+1—100(x])

hinear und homogen sind. Da man offenbar (¢ + 1) Functionen ¢ so
wihlen kann, dass die Determinante dieser linearen Gleichungen nicht
verschwindet®), so miissen die Unbekannten derselben gleich Null
sein, d. h. es mitssen die Relationen bestehen:

Oppmia= G171 O(x1)
Prp2a = G H174 ¥ (x2)

h2v)

(21) _
= (Fr+r—2 q;(r»(xg) .

Im speciellen Falle zweier Functionen ®, @ geben die Recur-
sionsformeln (4)

Q)[‘I)

rf—2d4

*) Fir Qie (g + 1) verschiedenen Functionen ¢ kapn man z. B,

FUY0 %o g) o o a5 o [t b))y
. h. die Ausdriicke nehmen, die sich ergeben, wenn man iu der ¢ Potenz von
{ das System der Variabeln z; durch jrgend {g-1) von cwander verschiedene
%1 %, ¢ u. 5. w. ersetzt. Damit die oben erwiibute Determinante nicht verschwinde,
genligt es die ganz willkirlichen y;, z,, ¢, --- 80 zu bestimmeu, dass die Deter-
munante (g 4 1)« Grades:
iy 7N Al - A
i TN g - AN
O LU I -YO RERP A

= () a6 — 1) A(y) (f2) AE) — £ A2) T A — Fw AE) -+

von Nuoll verschieden ist.
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(22) 0P =0q@ IO =mSP
und dHe Glelchungen (21)
D, g=G(zd — 10"

7 kd &) ’ 1
Q)//‘,, fd == [ ((fi(D ~§~ G_,q)) y
wenn @ die Coefticienten von [ in der Ordnung (e + 1) + 1 ent-
hali.  Flir terwire cubische Formen sind die Relationen (22)) bereits
von den Herren Clebsch und Gordan in Bd. I dieser Anunalen,
Seite 60 Amnerkung, ausgesprochen worden.

Die lincare Substitation (10} dient auch noch zum Beweise vieler
anderer Theoreme,  Belspielswelse mdge hier vernittelst derselben zum
Schlusse e Sate abgeleitet werden, der als die wahre Quelle der in
§ 3. der vorhergehenden Abhandlong gegebenen Formeln anzusehen ist,

Bs »ei g eine beliebige ganze homogene Function #'* Orduung
der Coefticienten von f, und man setze nach Analogie des Fritheren:

5]
—-

e ; § = . (3 e 9.
(25) Zur g == g (V) ==ty — nut 17’1—1—(.))#" Pty =

Wendet man auf ¢{gv) in (9) und auf y(wv) die Transformation
10y an, s0 geht g (u#) in den Ausdrack (11) und g(g#) in

R - N o
l}.x{{l, U)}z( ;.,4“““*@"1//»»/,4 — 0" laxlxj—~/./t+(,,)9n JG}Z;/»).A“—"'
iber, Fiir die simultane Covariante (g(uv), z(w»))’ #) hat man daber

tg wr), pan)) ¢d) = (g, 6))y—ra, l100)]i—14),
wo dic Uebercinanderschiebung rechts in Bezug auf die Variabeln ¢

und ¢ zu bilden ist. Dureh die Annalime o= 1, 6 = 0 wird die

linke Seite der letzten Gleichung identisch mit (@(x 1), G(x4)), wihrend

die rechite Reite den Werth {{g @, 0}, xle, 6})f,:1, o:O]x}—i 4 annimmt.
In Worten:

Die Punction (¢lo, 6), 1o, G))g:ll c=a, Ybildet fir xf — A,

stinomt it (G x2), gxdy) . G (xd) idbercin.

; Bs st darunter im Gordanschen Sipn die st Uebereinanderschicbung der
vindren Farmen g g3} vnd yles) verstanden; s kann natiivlich jede ganze Zahl
sews, welche die kleinere der boiden Zahlen » oud ¢ nicht tibersteigt.

Tibingen, i Apri) 1371



