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Le facteur de qualité en horlogerie

mecanique
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Maladiére 71b, CH — 2002 Neuchatel
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e facteur de qualité de I'oscillateur est reconnu comme étant la meilleure indication de précision d’un garde-temps

et pour cette raison la «course a la haute fréquence » actuelle devrait étre plutdt une «course a la haute qualité ». Je

présente la théorie du facteur de qualité de maniére précise ainsi que des méthodes pour I'améliorer en fonction
du frottement, la rigidité et la masse de I'oscillateur. Il est bien connu qu’une augmentation du facteur de qualité affecte la
reprise de marche apres un choc et je donne pour la premiere fois une estimation quantitative de la reprise de marche en
terme du facteur de qualité. Je présente aussi la formule d’Airy pour I'erreur de I'échappement en fonction du facteur de
qualité pour donner une estimation quantitative de I’'amélioration chronométrique due a une augmentation de Q.

Introduction

Le facteur de qualité est un nombre sans unité qui carac-
térise la liberté d’un oscillateur, moins il y a d’amortissement
plus la qualité augmente." De maniére informelle, on peut
dire sans trop tricher que le facteur de qualité est le nombre
d’oscillations complétes pour que l'oscillateur s’arréte. En
fait ceci est formellement le cas si 'on remplace «s’arréte »
par «arrive a 4.3% de son amplitude initiale», voir la sec-
tion 2 a la page 58.

Les avancées récentes dans les matériaux et I'’échappe-

mécaniques, le balancier-spiral, a un facteur de qualité rela-
tivement faible. En effet, suite a une étude approfondie de
Douglas Bateman du facteur de qualité dans les années
1970 [3], le facteur de qualité de I'oscillateur est générale-
ment reconnu comme étant le meilleur indicateur de la préci-
sion chronométrique d’un garde-temps, bien que les raisons
n’en soient pas tout-a-fait comprises, voir [15, p. 27-36] et
[23] pour une discussion critique. Voici des valeurs typiques
du facteur Q d’oscillateurs utilisés dans des gardes-temps
d’aprés [18, p. 103].
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- P L Petit balancier-spiral 100 - 300
ment ont sensiblement amélioré la fiabilité et le rendement . . .
) o o Balancier-spiral chronométre de 300 - 700
de la montre mais la précision chronométrique de la montre marine
mécanique semble avoir atteint une limite trés difficile a sur- Diapason pour montres 1°000 - 2000
icati P Pendule régulateur a pression ) )
monter. Une explication est que I'oscillateur des montres atmosphérlgque2 3'000 - 15’000
Pendule régulateur a basse ) ;
pression 100000 - 200°000
T Le mot «qualité» est un peu trompeur. En fait, le concept a été Cristal de quartz 100°'000 - 1°000°000
inventé par I'ingénieur K. S. Johnson de Bell Laboratories en Horloge atomique au Césium 50°000'000 - 200’000’000

1920 et nommé Q parce que toutes les autres lettres étaient
déja prises [10]. Ce n’est que par la suite que le concept de
qualité a été rattaché a cette valeur.

2 Le Qdu pendule de Big Ben a été évalué a 9300 [4].
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Si I'on fait un tableau (comme celui de la figure 1) de la
précision des gardes-temps, des montres-bracelets méca-
niques, électroniques, horloges et montres atomiques, la cor-
rélation avec le facteur de qualité est indéniable. La principale
explication théorique pour augmenter le facteur de qualité est
que I'on peut exprimer la fameuse formule d’Airy décrivant
I'erreur chronométrique due a I'échappement en terme du
facteur de qualité, et ceci démontre que toute augmentation
de Q, sans modification de I'échappement, améliore la préci-
sion chronométrique, voir la section 7 a la page 62.

Loscillateur amorti, premiére définition de Q

LLe coeur de toute montre est un oscillateur élastique ou
la force de rappel est proportionnelle au déplacement, la loi
de Hooke. Un exemple est la lame ressort, ou une masse m
au bout d’une lame de longueur L se déplace d’une petite
distance x. D’aprés la loi de Hooke et la deuxieme loi de
Newton, on a

mXx=-kx,

Fig. 1: Corrélation entre précision et facteur de qualité.

Je vais donc décrire le facteur de qualité, comment on
peut 'améliorer en variant le frottement, la fréquence et la
masse et comment il affecte la précision de la montre. Pour
bien comprendre le but de cet article, je fais la remarque
que l'analyse théorique des équations n’est peut-étre pas
directement utile a la construction horlogere, mais devrait
plutdt indiquer la voie vers un nouveau seuil de précision des
montres mécaniques.

Cet article est en partie une exposition des résultats de
I’horloger et scientifiqgue Douglas Bateman et du mathémati-
cien et horloger Philip Woodward, voir [3] [24] [25], puisque
leurs recherches ne sont pas bien connues en Suisse. Je
voudrais remercier Fabienne Marquis Weible et Damien
Prongué pour leur relecture ainsi que Douglas Bateman pour
la figure 1 réalisée pour cet article.

ou k est la raideur de la lame ressort et x, X sont la vitesse
et accélération de x. La solution de cette équation différen-
tielle est

x(t) =Acos(w, t+ @),

ou A est I'amplitude, w, = Vk/m est la fréquence propre
de I'oscillateur et ¢ une condition initiale. Dans cet article,
on écrira systématiqguement w, = 2nf ou f est la fré-
quence d’oscillations compléetes par seconde (mesurée
en Hz).

On remarque tout-de-suite que la fréquence est indé-
pendante de I'amplitude, c’est I'isochronisme qui libére la
mesure du temps de la force motrice et explique pourquoi
I'application d’un oscillateur comme base de temps donne
une telle précision.
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Puisqu’a ce stade on suppose gu’il n’y a pas de frot-
tement, ce systeme est conservateur, donc I'énergie E est
constante et répartie entre I'énergie cinétique et potentielle
mx? | kx?

2 T2

E =

On peut donc calculer I'énergie totale en terme de
vitesse maximale quand x = 0 et x =2mf A, ce qui donne

mQ2mufA?
2

E= 2 mmAzf? = Ak
2

De maniere tout-a-fait analogue, on modélise les oscil-
lation du balancier-spiral en substituant la distance x
par 'angle @ et la masse m par le moment d’inertie I, par
exemple, I'énergie est

E=2m*A*>f?1,
ou A est I'amplitude angulaire maximale.

Dans le monde réel, tout mouvement subit un frottement
et a premiere approximation cette force de frottement est
proportionnelle a la vitesse du mouvement. L’équation de
I’oscillateur amorti devient donc

mx=—cx—Kkx,
ou c est une mesure de viscosité. On défini le facteur de
qualité par
_ 2mfm

Q= c

Cette définition est bien connue [8, p. 67] [17, section 6],
et elle sera la clé de I'analyse de I'amélioration de @, le lien
avec la définition habituelle sera faite dans la section 3 ci-
dessous. L’équation du mouvement devient donc

);+—2(72Tf X+4m2fix=0,

et pour Q > 1/2, cette équation a la solution

(1) x(6) =Ae™cos (2nfit+ @), OU f,=f /1 — 4(122 ,

On remarque que la condition Q@ > 1/2 assure que I'on
a un véritable oscillateur® et que I'isochronisme est toujours
présent bien que la fréquence £, soit diminuée par rapport
a la fréquence libre £. Mais, pour les valeurs de Q qui nous
intéressent, les montres ou Q ~ 200, la diminution théorique
de la fréquence due a I'amortissement correspond a un
retard d’environ 0.25s/j, donc £, et fsont interchangeables
en ce qui nous concerne.

La formule (1) dit que commencant avec une amplitude
initiale A, aprés t secondes I'amplitude devient Ae ™t/¢, S
I’'on pose t = Q/f, ceci donne une amplitude Ae ™ ol I'on a

8 Si Q< 1/2 le comportement est apériodique, 'oscillateur tend

vers |'équilibre sans le croiser.

accompli f* Q/f, = Q oscillations complétes. Ceci démontre
que Q est environ le nombre d’oscillations completes pour
que I'amplitude baisse a e ™ ~ 4.3% de sa valeur initiale,
justifiant la définition informelle de l'introduction (voir page
57).

Remarque

En réalité, le facteur de qualité n’est pas constant et
change avec I'amplitude [2], donc cette derniere formule
n'est pas correcte en pratique et un calcul expérimental
viendrait plutét de la formule 4.53 x (oscillations pour arriver
a la demi-amplitude), ou 4.53 = 7/log 2, puisque I'on garde
un régime ou Q est relativement constant.

Définition énergétique de (

[’amortissement de I'oscillateur veut dire que son éner-
gie n’est plus constante en raison des pertes par frotte-
ment. En écrivant I'énergie en terme de I'énergie cinétique et
potentielle on obtient

m x? n kx?

E@® =7 2

= 2mtQ x (fonction de période 1/f)).

Donc si 'on augmente t d’un cycle complet en substi-
tuant t+ t + 1/f, on obtient

E(Z‘-I— L > =g 2™ (LA E(p),
f

et I'énergie totale par rapport a I'énergie perdue dans un
cycle est

FO 1 0,10
1 2 ,
E(t) _E(t+Ta)

1 — e 2mf/(5Q 2m

ou

0<5(Q < =

s PO Q>1/2,

ce qui suit d’une estimation analytique standard. Donc, si
I'on pose

énergie stockée

@ Q*=2mx —— : —
énergie perdue a chaque période

ce qui est la définition habituelle du facteur de qualité®, on a
Q*=Q+m,

Dans cet article, log fait référence au logarithme naturel.

5 On peut expliquer la présence du facteur 2 dans cette défini-
tion par le fait que ceci mesure la perte d’énergie par unité de
rotation (= 1 radian) et qu’une période est égale a 2.
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avec une erreur inférieure a m?/(3Q). Puisque la valeur
exacte de Q n’est pas importante, la différence de mentre
les deux définitions est négligeable pour nos applications, et
on peut en faire abstraction.

Ce calcul est un peu pénible mais nécessaire parce
qu’il démontre que ces deux définitions du facteur de qua-
lit¢ sont différentes, méme dans la limite, et que cette dif-
férence méne a des présentations erronées du facteur de
qualité [17].

Calcul direct de Q

En pratique, on peut calculer le facteur de qualité si I’'on
connait la fréquence fet des données A4,, 4;, 4,,..., 4, de
I’'amplitude, ou I'amplitude est mesurée a chaque oscillation.
La période est T =1/fet les mesures sont faites aux temps
0, 7, 2T, 3T,., nT, donc si I'on écrit 4 = 4,, la formule (1)
du chapitre 2 (voir page 58) donne A, = e™™/? A, ce qui
revient a

log A, = — 7—QTk+logA.

On poursuit le calcul en utilisant la régression linéaire
pour trouver les constantes a et b qui donnent la meilleure
approximation linéaire y = ax+ b aux points (& log 4,), pour
k=0,1,2,.., n. Cette méthode donne Q = —m/a comme esti-
mation du facteur de qualité.

La restitution d’énergie

Pour qu’un oscillateur amorti tel que celui d’'une montre
fonctionne normalement, il faut restituer son énergie. Pour
des valeurs de masse, amplitude, fréquence et facteur de
qualité connus, il est facile de faire ce calcul en utilisant les
formules précédentes. L'énergie de restitution par cycle est

Erz% =Anc |/% .

Puisque cette énergie doit étre fournie par la montre pour
restituer I'oscillateur, la puissance fournie a I'oscillateur est
cette énergie multipliée par le nombre de cycle par seconde

3A%f3m

2
P.=fE =47 —2m2A?foc=KA¢

Q 2m
en substituant les définitions de Q et £.°

Par exemple, d’aprés Hetzel [13] pour une lame du
diapason de I'Accutron m =5g, A = 36um, f = 360Hz,
Q = 3000, et son énergie est £ = 1.6ud. L'énergie de resti-
tution est £, = 3.4nd. On doit donc restituer 6.8nJ par cycle

6 Ces calculs ne prennent pas en compte les pertes telles que
celles dues au rendement de I'échappement et sont donnés a
titre indicatif pour apporter une base de comparaison de diffé-
rentes déclinaisons de I’oscillateur.

pour entretenir les deux lames, ce qui nécessite une puis-
sance de restitution a I'oscillateur de 2.5 uW.

Pour un balancier-spiral o I = 1g - mm?, f= 4Hz,
A =270° et Q = 300, son énergie est 7ud, I'énergie de
restitution est 147nJ, donc la puissance nécessaire pour
I'entretenir est 588nW. Si I'on prend en compte la perte de
rendement du train de démultiplication et de I’échappement,
on s’approche du microWatt, la puissance typique d’une
montre-bracelet.

Améliorer la qualité

Notre définition de Q = 2mm f/c indique les parametres
a modifier pour améliorer Q sauf qu’ils ne sont pas indépen-
dants et on doit prendre en compte la relation 27 f =Vk/m
ou k et m sont indépendants. En substituant cette formule
on obtient

Q= Vkm

c

ce qui donne trois méthodes indépendantes pour améliorer
le facteur de qualité (dans ce qui suit, on substitue la masse
m par I'inertie I dans le cas du balancier-spiral).

Modifier le frottement

La méthode la plus directe est de mettre I'oscillateur
sous vide pour éliminer le frottement de 'air. Cette méthode
a été longuement utilisée pour le pendule de précision et le
quartz horloger ou I’'on observe une augmentation de Q d’un
facteur de 10. Des tests on été effectués sur I'oscillateur
simple en 1970 [9] en réduisant la pression a 10~*mmHg et
le facteur de qualité des balanciers a 3 et 4Hz a doublé et a
triplé pour ceux a 5Hz. En 2012 Cartier a finalement réussi
a construire un mouvement entier sous vide avec sa montre
ID Two et ils ont observé un Q = 450 comparé a Q = 300
dans des conditions normales, ce qui représente une aug-
mentation de 50 % [5]. L'augmentation n’est pas tres impor-
tante et pourrait étre due au frottement des pivots.

Une méthode alternative pour diminuer le frottement du
balancier-spiral est donc d’éliminer les pivots de I’oscillateur
et de I'échappement et ceci est le sujet de recherches en
cours a I'EPFL et en industrie [12] [22].

Modlifier la rigidité

Ceci augmente la fréquence et cette méthode est a la
base de I'actuelle «course a la fréquence » de I'industrie hor-
logére, bien que cette approche ait été étudiée depuis long-
temps [20]. On peut observer cette augmentation de Q dans
les montres électroniques a diapason des années 1960-70,
par exemple, les tests de [3] donnent Q = 2000 pour I’Accu-
tron de fréquence 360Hz et Q = 4000 pour I'Omega Mega-
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sonic a 720Hz (la Megasonic est deux fois plus précise que
I’Accutron, mais ceci est dd au fait que la sensibilité a la gra-
vité diminue avec la fréquence [13]).

La formule pour la puissance de restitution démontre qu’elle
grandit comme le cube de la fréquence et inversement de Q,
donc comme le carré de la fréquence si I'on prend la définition
de Q en compte. Il faut donc faire attention que la fréquence
n‘augmente pas trop la puissance d’entretien, une technique
est de diminuer I'amplitude. Par exemple, le prototype de De
Bethune [6], un oscillateur mécanique de 926Hz, nécessite
une puissance d’entretien allant jusqu’a 90 W, ce qui est deux
ordres de magnitudes de plus qu’une montre classique. Ceci
peut s’expliquer par leur Q < 2500, ce qui est tres bas pour
cette fréquence élevée, et qui peut étre a son tour expliqué par
la lame vibrante qui n’est pas couplée en diapason.

Modifier la masse

Ceci revient a augmenter la masse et diminuer la fré-
quence, et explique pourquoi les balanciers de chrono-
meétres de marine on un facteur de qualité plus élevé que
ceux de montres bien que la fréquence soit plus basse.

Il est bien slr possible d’augmenter plusieurs para-
metres et I'on observe actuellement une course a la haute
fréquence ou le facteur de qualité est augmenté en aug-
mentant f qui est une fonction de k et m. Mais puisque
I'augmentation de f s’appuie sur d’autres parametres plus
fondamentaux, il vaut mieux bien comprendre I'effet de ces
parametres fondamentaux.

Pour résumer I'effet de la modification de ¢, k, m, je
donne un tableau qui prend en compte les différents para-
metres affectant le facteur de qualité. Dans chaque colonne
du tableau est donné le facteur multiplicatif affectant la
quantité, ou I'on varie les valeurs du frottement ¢, la rigi-
dité ket la masse m. Je rappelle que E est I'énergie totale de
I'oscillateur et P, la puissance de restitution nécessaire pour
I'entretenir. De plus, le concept de pouvoir réglant est sou-
vent mentionné en référence a la résistance de I'oscillateur
aux chocs mais il n'est pas évident de trouver une formu-
lation précise, celles données par Defossez [7, T. 2, p. 305]
ont toutes des défauts comme il 'admet a la fin du chapitre.
Je vais donc inclure la puissance virtuelle

P,=fE=2m’mA?*f3 = %
comme indication du pouvoir réglant.

On peut donc calculer I'effet de la modification des para-
metres fondamentaux c, k, m par un facteur multiplicatif A sur
les parameétres qui nous intéressent la fréquence, le facteur de
qualité, I'énergie, la puissance de restitution et la puissance
virtuelle. Ceci se fait grace aux formules dérivées ci-dessus

=1 /k o-kim E=A_zk p:Asz P = Ak
S 2mVm? c T2 2m Y AnmT

Tableau 1: Effets de la modification de ¢, k, m et 'amplitude A sur
£Q E P, P,

Modification | Fréquence | Qualité | Energie | Puissance | Puissance
¢ k m restitution | virtuelle

¢ Ac f Q/2 E AP, P,

k> Ak Var VaQ | AE AP, 22p,
me Am f/VA viQ | E P./A P,/VA

A A f Q A2E AP, AP,

Par exemple, si I'on augmente la masse d’'un facteur
A =4 (c’est-a-dire, m~ 4m), on obtient par lecture de la troi-
sieme rangée, f /2, Q- 2Q Ev- E,P.—» P /4, P,— P /2.

De plus, les modifications de ¢, k, m, A sont indépen-
dantes. Par exemple, si on augmente la rigidité et la masse
d’un facteur de 2 et I'on diminue I'amplitude d’un facteur de
2 (c’est-a-dire, k- 2k, m— 2m, A~ A/2), on applique les
deuxieme, troisieme et quatrieme lignes pour obtenir f- £
Q- 2QE-E/2, P P /4, P, P,J2.

Ce tableau devrait étre utile pour concevoir la hausse du
facteur de qualité en fonction des moyens techniques pos-
sibles.

La reprise de marche

Il est bien connu que le facteur de qualité affecte la
reprise de marche, c’est-a-dire, le temps pour que I'ampli-
tude revienne a une valeur proche de I'amplitude normale
de l'oscillateur aprés un choc ou apres le démarrage de la
montre.

Notre oscillateur a donc une fréquence f et un facteur
de qualité Q, qui sont des fonctions de la rigidité k, la masse
m et la viscosité ¢ tels que décrits dans la section 2 (voir
page 58). Ensuite, on fait I'nypothese que I'amplitude
A est stable, c’est-a-dire qu’il y a une force motrice resti-
tuant exactement I'énergie 2mE/Q perdue par cycle, ou
E=2m’mA*f2

On fait 'hypothese que I'amplitude déréglée est a et
on voudrait estimer le temps qu’il faut pour que I'ampli-
tude revienne a un certain pourcentage § de I'amplitude
désirée A.

Temps de reprise de marche
Pour Q grand, le temps pour revenir de I'amplitude a a
une proportion & de I'amplitude stable A est environ

2 _
2, g(_<;/(g>_ 1)1 ).

2nf ©
Exemple choc

Pour un balancier-spiral de 4Hz et un facteur de qualité
200, si un choc lui donne 110 % de son amplitude normale,
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on calcule le temps pour revenir a 105 % de I'amplitude nor-
male. On a a/A =1.1, § =1.05, et la formule donne

2 _
%log( 1'10.1 : )

environ 6 secondes pour revenir a 105 % de I'amplitude nor-
male.

Reprise de marche aprés démarrage

Le temps nécessaire pour qu’un oscillateur a faible
amplitude initiale atteigne la proportion & de son amplitude
Stable est environ

Q
2nf

log (2(1 = &)).

Dans ce cas, on commence par amplitude a que I'on
suppose petite comparée a A4, c’est-a-dire (a/A)? =~ 0, et
cette substitution donne la formule.

Exemple démarrage

Le temps nécessaire pour qu’un oscillateur atteigne
82% de son amplitude stable est environ Q/(2mf). Ceci
est vérifié en posant § =.82 et notant que log (2(1 — §)) =
log.36 = —1 (le choix de 82 % a été fait pour avoir —1 ici).

Pour une horloge de précision avec un facteur de qualité
20’000 et battant la seconde, le temps de reprise a 82 %
est d’environ 1 heure 45 minutes. La formule Q/(2nf) per-
met aussi de comparer différents oscillateurs, par exemple,
pour une montre ot Q = 200 et f= 4Hz la formule donne
8 secondes, et pour un diapason a quartz ou Q@ = 100’000
et f=32,768Hz, la formule donne 0.5 secondes.

Remarque

La formule Q/(2mf) = m/c permet de dire comment la
modification de l'oscillateur affecte la reprise de marche.
Par exemple, la formule confirme que la reprise de marche
est proportionnelle a la masse. En revanche, la reprise est
indépendante de la rigidité, donc une augmentation de la
fréquence sans autre modification (de la masse ou du frotte-
ment) n’affecte pas la reprise de marche.

La démonstration de ces résultats commence par
la remarque que I'énergie a amplitude a est égale a
E,=2m* ma®f* = Ea*/A* et "énergie perdue dans un cycle
est 2mE,/Q = 2mE(a®/A?)/Q. Lhypothése est que I'éner-
gie restituée par la force motrice est 2w E/ Q donc, apres un
cycle, I'énergie est

a’ 2w a* | 2m al on a’
A_E 6FE+65_<4_2+6 1-—]]|E.

S

Donc, si a, = a et a, est 'amplitude apres un cycle, on a

.Y
Rl

_& L 2m(_ A
_A+Q<1 AZ>’

R

donc

2w 21T 2
ai:ag + E(A2 —ag)=<1 _?>33+6A2.

Ceci donne une formule de récurrence de la forme

Xn+1 :aXn+ﬁ

avec solution

- 1—a”
x,=a"xp+a" Bt +B=a"x,+ P

par la formule de série géométrique. Donc apres n cycles, si
I'amplitude est a,, on obtient

o (1 2n\ 1= -27/Q)" 21 ,
"”‘(1 Q) YTToazme @
ce qui méne a

ag=(1 —%T)na§+ <1—<1—%”> )AZ.

On suppose quand méme que Q est grand, donc
Q/@m
1 _2n ~ i
Q s

Il s’ensuit que pour @ =a,/Aet f=2nn/Q

a ePf(a?-1)
PV L (a? — = R S
yi /1+eP(a*—1)=1+ 5 .

Une estimation de la reprise de marche a une proportion
d’amplitude a, ~ 6A donne

a1

T 2066-1"

ce qui veut dire que
@ -1
pelos <2(6—1)>'

Le temps de reprise de marche est le nombre d’oscillations
n divisé par la fréquence f

BQ

a

f 2nf’
oU n a été écrit en terme de B, et le résultat suit en utilisant
la formule pour S.
La formule d’Airy en terme de @

A part les données expérimentales, une raison de croire
que le facteur de qualité améliore la chronométrie est que
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I’élever veut dire que la restitution est diminuée donc que
I’échappement géne moins les oscillations libres de I'oscil-
lateur.

Ce principe a été quantifié par D. A. Bateman qui a réussi
a réécrire la formule d’Airy” en terme du facteur de qualité [1]
[3]. Par la suite, Philip Woodward a présenté de nombreux
arguments pour justifier cette procédure [24] [25]. La pré-
sentation qui suit est basée sur la méthode de Bateman qui
elle-méme s’inspire de Rawlings [18] et de Lossier [14].

On suppose un oscillateur amorti x(£) comme dans la
section 2 (voir page 58) et on considére son mouvement
comme étant celui d’un vecteur v () = (Vk/2 x(£),V'm/2 %(t))
dans le plan, I'espace des phases du systeme. La formule
pour I'énergie de I'oscillateur veut dire que le vecteur va lon-
gueur R =+/E et la diminution d’énergie veut dire qu’il tourne
en spirale a vitesse angulaire constante autour de I'origine.
A chaque oscillation, I'oscillateur perd une énergie E,. qui
doit étre restituée pour qu’il y ait un fonctionnement stable
et dans notre modele, la perte d’énergie est une baisse de
longueur qui doit étre restituée.

Fig. 2: Trajectoire de I'oscillateur dans I'espace des phases.

George Biddell Airy (1801-1892) est un des grands scientifiques
ayant contribué a I’'horlogerie. A 25 ans, il a été nommé Lucasian
Professor of Mathematics a Cambridge, le poste d’lsaac New-
ton actuellement occupé par Stephen Hawking et Astronomer
Royal a 33 ans, le premier a ce poste a bien comprendre I’horlo-
gerie apres les déboires avec Harrison du siécle précédent [19].
Sa formule est le premier exemple de I'application de la théorie
des perturbations de Lagrange a I'horlogerie et le début de la
véritable théorie d’horlogerie [25, p. 102]. C’est Airy qui a rédigé
le cahier des charges de «Big Ben» en insistant sur le fait que
cette horloge, la plus connue du monde, devait avoir la préci-
sion d’un régulateur astronomique. Ce n’est qu’avec 'aide du
rapporteur, Edmund Beckett avocat et horloger amateur, que
ceci a été réalisé grace a son échappement inventé pour cette
horloge [11] [16].

Fig. 3: Impulsion par dx a la phase 6.

On considere la position du vecteur a un angle 8, qui est
traditionnellement appelé la phase de I'oscillateur a ne pas
confondre avec I'espace des phases), voir la figure 3 (par
symétrie on ne considere que 0 < 8 < 180°). On modélise
le fonctionnement de I'échappement par une impulsion ins-
tantanée qui restitue I’énergie en augmentant I'énergie ciné-
tique, c’est-a-dire, augmentant la vitesse par dx sans modi-
fier x. Dans la figure 3, ceci veut dire que la position verticale
est augmentée de telle maniere que le vecteur gagne en lon-
gueur R + dR. La trigonométrie démontre la formule

R=Yk2x o pygr= YK/2x
cos 8 cos (6+ db)
donc
_ sin @ _
dR =k/2x P d6 = Rtan6 do
ce qui donne
do = %cot@, ol cotez;osg .

Du point de vue énergétique, on a aussi

E,
dR=VE —VE —E, ~ 2};

et 'approximation suivante est bonne

E. T
do = cot@=-— cotf.
2F Q
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Donc, la rotation du vecteur saute un angle df a chaque
cycle complet, et puisque le vecteur tourne a vitesse
constante, I'erreur chronométrique pour une période com-
plete Test

cot 6

dT=T 20

Il s’ensuit que I'erreur chronométrique par période est

dT _ cotd
T 20"

en seconde par seconde. Ceci est la formule d’Airy en
terme de la phase de I'impulsion et le facteur de qualité, on
remarque que cet énoncé parait plus simple que ce qui est
présenté ailleurs [7, T. 2, p. 304] [21, p. 124].

Pour illustrer cette formule, on considere un balancier-
spiral d’amplitude 270° et Q =200 et si 'impulsion se fait
a 5° avant le point mort, on a @ =arccos(5/270), et I'erreur
diurne est

86400 d—TT =4s/j.

On remarque que cette formule vaut également si I'on
considéere une impulsion a chaque battement, c’est-a-dire,
restaurer £,/2 a 6 et & 6+ 180°. Il a aussi éte démontre
que cette formule vaut pour une impulsion sinusoidale cen-
trée a 6 ainsi qu’une impulsion constante centrée a 6 [18,
p. 178-185]. La formule confirme qu’une impulsion avant le
point mort fait avancer la montre et aprés donne un retard.
De plus, la formule démontre qu’il est avantageux d’avoir
une impulsion aussi pres du point mort que possible et ainsi
augmenter le facteur de qualité.

Mais une impulsion systématique a la méme phase 6
donne une méme marche, donc n’affecte pas la chronomé-
trie, ce sont donc les variations de phase 40 qui vont véri-
tablement affecter la précision. On calcule I'effet de cette
variation en prenant la dérivée de la formule d’Airy, ce qui
donne

AT A6
T T 2Qsin?@°

Cette formule démontre que si 'on ne modifie pas
I’échappement, tout augmentation de Q diminue I'effet des
variations de phase ou d’amplitude, ce qui justifie le facteur
de qualité comme indicateur de performance chronomé-
trique.

Il est aussi utile de considérer la phase en terme de son
amplitude a, c’est-a-dire, 'amplitude de x a la phase 6. Si
I'on écrit a = a/A pour 'amplitude relative, ou A est I'ampli-
tude maximale des oscillations de x, on a a = cos 6. La for-
mule précédente devient

AT __ 46
T 201 —ad)’

Cette formule est simplifiée par rapport a la précédente
puisque la droite de I’équation est une fonction rationnelle
de a. Pour démontrer I'avantage de cette formulation, on
prend I'exemple oU I'impulsion se fait &8 a =1/vV2 =70 %
de I'amplitude maximale, et I'on voit tout-de-suite par la
formule que I'erreur est doublée par rapport a une impul-
sion idéale au point mort et qu'a @ =+3/2 =86 % I'erreur
est quadruplée. Ceci démontre que la nécessité d’impul-
ser trés prés du point mort n’est pas aussi importante que
I’'on pourrait le croire, si on peut sensiblement augmenter le
facteur de qualité.
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