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LA FUNDAMENTACION DEL ANALISIS DE FOQURIER

J.L. Cerd8

l.- Los sigleos XVIII v XIX : convergencia puntual

El andlisis de Fourier tiene gue ver con cuesticnes como las de

representar funciones periddicas de variable real, ¢ sea funciones
sobre Il/znzf:T {supondremos gue el perfiodo es 27™), por medic Qe se

ries trigonométricas.

+§o o eiks_
k=

Este estudic tiene sus precedentes en el s. XVIIT en relacidn con
la consideracibén de fendmenos fisicos de tipo periédico, especial-
mente con problemas de interpelacién en Astronomia y con la resolu-
cidn de algunas ecuaciones diferenciales en derivadas parciales,

Asi el primer éxito real que se obtuvo en la resolucién de ecua-
ciones en derivadas parciales se alcanzé con el problema de la cuer
da vibrante, gue motivd una gran cortroversia entre d'Alembert, que
después de establecer la ecuacidén de las cuerdas vibrantes como una

ecuacidn diferencial del tipo

8% a2y
v Tz = 0 (u=ulx.t)),

en 1746 se propuso demostrar gque ademfis de la curva sinuscoidal exis
te una infinidad de modos de vibrar y procedié seqgfin su métedo en
el que aparecen series trigonométricas y que aun hoy se sigue en
los cursos gobre ecuaciones diferenciales, EBuler que estudié el
mismo problema y contribuyé con la nueva idea de admitir funciones
gue hoy llamarfamos continuas y analiticas a trozos ({llamadas per

&l "discontinuas") y Daniel Bernouilli que abord8 esta cuestién por

medio de razonamientos de tipo fisico y cuya idea fundamental es



el llamado principic de superpogicién segfin el ¢ue pueden existir
simulténeamente muchos modos de vibrar,
Las controversias del s. XVIII, cuya rafiz estaba en la falita
de claridad sotre el concepto de funcidn, paralizarian el estudio
de las series trigonométricas gue surgian en la resolucién de pro
blemas como el anterior hasta gque a principios del s. XIX Fourier
lo reemprenderia con motivo de sus trabajos sobre la propagacién
del calor. E} primero de ellos, que recibirfia criticas por falta
de rigor, io presenté en la Academia de Ciencias de Paris en 1807
y continuarfa trabaijando intensamente en el tema, aungque su famo-
sa obra "Théorie analytique de la chaleur" no seria publicada has
ta 1822.
A partir de consideaciones fisicas establecid la ecuacifn dife
rencial de la temperatura v en el interior de un cuerpo, que en
el caso de una barra cilindrica {casoc unidimensional de un inter-
vale [0.7]) es del tipo
22y vy
5x? bt
y siquiendo el método de d'Alembert llegarfaz a la obtencidn de so-

lucicnes de la forma

2
vix,t) =b o F € osen kx

v, por linealidad, sumas de expresiones de este tipo al variar k¢ W
Ante el problema de imponer unas condiciones iniciales
vi{x,0) = f(x} sobre [O,TI]
¥y entrande de nuevo en los problemas que habian enfrentado a los
matemiticos del siglo anterior, Fourier admite funciones f arbitra
rias gque deberian ser

&
fir) = zbksen(k x) sohre [O,TT]

k=0 .
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g .
con sumas infinitas con lo que consideraba se podfa suponer la men
cionada arbitrariedad de f gracias a la existencia de una }nfinidad
de corstantes hk a determinar. Esta determinacidén la efectud en nu-
merosos cascs particulares y ejemplos.
Fourier, mediante una descomposicifn en parte par y parte impar
Y los correspondientes desarrollos en serie de senos y de cosenos
respectivamente (en el caso anterior la funcién se prolonga a una
funcién impar sobre [-r,ﬁ]}, lleégarfa a la representacién de fun-
ciones arbitrarias f en ;;ries trigonométricas
s[e]<F Em o°°
Te=—ca

llegande a las expresiones llamadas férmulas de Fourier, aunque en

realidad ya habian sido obtenidas por Euler, para los ceeficientes:

k14 -
£ =L|._,-, £{s)e XS g4
AL

Fourier nunca establecié condiciones generaies de integrabilidad
ni de desarrollabilidad en serie trigonométrica, admitiendo implici
tamente la convergencia puntual hacia cualquier funcién £ de la su
cesién de sumas finitas

- iks
s (£,1) = BEg)e™S—
n k==n
sumas parciales simétricas de S‘?]. asi como la posibilidad de in-
tegrar término a término.
Respecto del rigor se podrian hacer las mismas ohservaciones en

lo que se refiere a la integral de Fourier

Fal ‘m ‘—-
By =] st0e ™ Vax

de una funcién £ sobre la recta y que Fourier (y también Cauchy y
Poisson) considerarfa al estudiar la propagacién del calor en domi-
nios ilimitados en una direccidn {la semirecta no negativa), de mo-
do gue la temperatura inicial f estaria definida scbre x206 ., seria
nula en x=0 y la considerfia prolongada por todo por medio de
BF{-x) =f(x).



Procederia considerandc que inicialmente la temperatura scbre
una de sus partes [a.'b] estaba descrita por f y que fuera de [a,h]
era nula, reducizndose asi al caso de un intervalc y luega, mediag'

te un paso al limite, obtendrfa soluciones bajo la forma

vix,t) = .r: B{y} e_ya teos {yx}dy

en donde B{y) provenia de los coeficientes de Fourier del caso aco

tado.

Da a@gta forma, si t =0, neces_aria.mente

£(x) =E Bly) cos (yx)dy

y mediante un proceso de "desarrollo del signo integral" deducia
2 J'“’
B({y) = nfis) cos{ys)ds

O sea, obtenia la transformada de Fourier y su inversa para fun

ciones pares ¥ con ello la solucién buscada venia dada por

4 ™2 o
vix,t) = = r ey tdyJ' f(s) cos{yx)cos(ys)ds
mn o o

que para t=0 no es mids que la férmula de inversidn.

Con la ampliacién del concepto de funcién gue contiene la obra
de Fourier, se planteaba automdticamente cudl era el significado
que habfa que dar a este mismo concepto y a 'las nociones de conti
nuidad, derivabilidad, integrabilidad para estas funciones gque ya
no eran necesariame-nte algebrdicas © trascendentes elementales.

De este modo el proceso de rigorizacién del Andlisis que se ini
cia en el s. XIX estd estrechamente vinculado con el andlisis de
Fourier y las necesidades de éste seén elmotivo de numercsos procesos
fundamentales, como serfia la definicién definitiva en 1837 por Di
richlet de la nocidén de funcidn, la construccién por Riemann de su

integral en 1854, la iniciacién en 1877 por Cantor de la teoria de
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de Conjuntos, Etc.

En un trabajo de 1829, en gque estudiaba la integral segfin el mé
tode de Cauchy de aproximacién por sumas finitas, Dirichlet fud el
primerc en abordar con rigor el problema de la convergencia puntual
de S[f] hacfa f a partir de unas expresiones integrales de las su

mas parciales:

D ikt j'“ iks ds w ds
L) = . f = - -
S,(6.0) = pe’ | fm)e’" FEm= f(s)p (t-s) 2
para
: n t &—)t
n ikt sen 2
D {ty=¢g e = ,
n e £
=—11 sen -...2.._

sucesién funcional llamada nficlec de Dirichlet.

La expresifn de més arriba no es mds que un producto de convolu-

cifin
S (£,£) = (£%D ) (©) =»[T £(s)D_{t-s)dm(s)

y en su trabajo, que constituyeel primero sobre regularizaciénr, Dirich-
let procedid siguiendo las ideas de Fourier pero limitando conve
nientemente la clase de funcicnes periédicas £ gue deblan ser conti
nuas, salvo a lo sumo con un nBmero finito de saltos, y mondtonas 2
trozos, obteniendo asf gque
flt+) + £ (t-}

2

lin 5_(£,t)
n

Este criterio de Dirichlet-Jordan (Jordan introduciria mis tarde,

en 1881, la nocidn de funcién de variacién acotada y demostraria la
validez del teorema para tales funciones) se puede deducir hoy de un
criterio mds fuerte que Féjer cbtuvo en 1904 y al que nos referiremos
mis adelante.

En 1834 Riemann reemprende el estudic de la integral con la COns
truccifén de la que lleva su nombre con motivo de sus estudics sobre

series de Fourier, respecto de las que obtuvo resultados bisicos co



mo son el llamado lema de Riemann-Lebesque segGn el que para toda f

periédica integrable Riemann se cumple

F(R)J 5 o 0 .

o sea, £¢Cy, vy el teorema de localizacibn segfin el que las series

de Fourier de dos funciones id&nticas en un entorno de un punto tie
nen un misme comportamiento respecto de la convergencia en e1 punto,
con una manifesta diferencia entre series de potencias y series tri

gonométricas.

Precisamente Riemann es guien inagura la teoria general de las se-

xies trigonométricas, con sus sutiles diferencias con la de las se-

ries de Fourier. Asi se tienen series trigonométricas como

1
logn

sen [nx)

Le~18

gue son convergentes en todo punto, incluso con coeficientes e Cg,
Pero RO 30n series de Fourier de ninguna funcién periddica integrable. |

En relacidn con esta teoria pronto se planted el problema de unicidad

de series trigonométricas convergentes a una misma funcién, especial
mente desde los trabajos de Heine y Cantor. Asf este Gltimo desmostré !
primero (1870) que si f es suma puntual de una serie trigonométri-
ca, ésta es Ginica, en 1871 gque el resultade subsistia aun con un con
junto excepcional finito para convergencia y en 1872, en un articule
en gue se inaugura la teoria de conjuntos, la misma cohcluSién si el
conjunto excepcional posefa derivade m-esimo finito,

2.— La nocién de “represen@cidn” por medio de una serie trigonométrica

Desde Fourier, y aun antes, el problema gue estamos considerande |
congistié esencialmente en representar funciones periédicas més o
menos generales por medio de series trigonométricas y siempre se ha
bia considerado gue la representacifn debia efectuarse por medic de
una serie puntualmente convergente hacfa la funcién.

Pero con resultados como los de Cantor se observa como para fun-



ciones muy generaies se obtienen conjuntos excepcionales en la conver
gencia puntual. En 1873, por otra Farte, Du Bois- Reymond construyd
una funcién confinua peri6dica con serie de Fourier divergente en un
punto prefijade e inclusc una con serie de Fourier con conjunto ex-
cepcional denso, con lo gque terminaba con la creencia generalizada

de que la serie de Fourier de una funcién periédica continua era pun
tualmente convergente haciz la funcién. A partir de entonces son nu-
meresos los trabejos en gque se estudian condiciones que aseguran la
convergencia puntual y entre ellos se encuentra el ya mencicnado de
Jordan, en 1881.

Ademds con el cambio de sigle se producirfa la aparicién de la teo
ria de la medida y de la integral de Lebesgque gque permitirfa el esta
blecimiento de unas bases s6lidas para la teoria de funcicnes y <on
ello llegar a la aclaracién définitiva de las cuestiones que trata-
mos., '

El propic Lebesgue utilizarfa .- snsegiida su teoria en aplicacig
nes a la de las series de Fourier en sus “Legons sur les séries tri
gonométriques” de 1906 Y aun antes, Asi en 1903 extenderfa a funcio
nes integrabkles {(de L1 ({T)} el lema de Riemann-Lebesgue va citado y
también observaria como para funcicnes acotadas la Ginica serie tri-
gonométrica para la que se puede obtener representacién puntual es
la de Fourier.

Progresivamente, debido a la poca utilidad de la convergencia
puntual y a resultados como los de existencia de conjuntos excepcio
nales vy & la ausencia de sentido de la convergencia puntual cuando
se identifican funciones que coinciden c.p.t., identificacién nece

saria si se quiere conseguir la inyectabilidad de

EFLI(T) of € ¢,

fue poqiéndoge de manifiesto la necesidad de asignar nuevos signifi

cados a la palabra “representar” y al concepto de convergencia de



una serie de Fourier:

I.- Se tiene asi. que adguiere inter&s el estudio de funcicnes f€ L'{T)

cuya ‘serie de Fourier es convergente c.p.t. hacia £.

8i se comnsidran funciones de C({T} se pueden precisar los resulta-
dos de Du Bois-Reymond y resulta que para cada punto existe un Gé—dqg
g0 de C{T} de funciocnes con series de Pourier divergentes en el punto
vy de un G%—denso de C{T) con series de Fourier cuyos conjuntos excep
cionales tienen interseccién conteniendo a un Ga-denso de T.

A pesar de ello en 1915 Lusin establecfa la conjetura de que para
toda £E£ L?ET) se cumple gue la serie de Fourier es convergente C.B. k.
hacia £, lo que cerrarfa en lo esencial el problema de este tipo de
convergencia. Esta conjetura serfa resuelta afirmativamente pero para
ello habia que esperar a 1966 en gue Carleson demostré el sicuiente
resultado: .

Tecrema (de Carleson).- {a) 8i £ {log+ifp 1+6€'L1(T) para un &= 0, en-
tonces S {£,£) = o{log logn) c.p.t.
(p) si £€P¢1y, 1 p< 2, entonces

Sn(f.t) =0 {log log log n) c.p.t.

{e) 81 £¢ LE(T), entonces Sn(f,t} es convergente c.p.t.

Este resultado, cuya demostracidn reguiere la utilizacidén de las
técnicas mds finas de la teorfa con la consideracién de métodos fun-—
ciones {tecremas de interpolacién) e integrales singulares, fue com—

pletado al afic siguiente por Hunt, quien demostré gue

s (£.£) 5 £(t) c.p.t. si £ ¢LP(T) para p» 1. El resulta-
dc es falso si p=1 ya que Kolmogorov, gue en 1925 ya habfa demostra-

do la existencia de sucesiones de indices (n } ra las gue
g

5 (£,8) 7 £(t) c.p.t.

"

cualguiera que sea £€ LZ{T}, en 1926 comprobd la existencia de series

de Fourier de funciones integrables que son divergentes en’ todo punto.



II. El verbo "representar® aplicado a la serie de Fourier de una fun

ci6n periédica integrable f se ha aplicado también a la sumabilidad

Y sumabilidad c.p.t. hacia f respecto de diversos métodos de suma-
cién, . .

A este respecto es fundamental el resultado de Fejer de 1904 en
relacién con la sumabilidad Cesarc o conivergencia de la sucesién

de medias aritméticas

(£) = Sglfit ---t 5, (£)
n+l

®a

de las sumas de Fourier y gue obtuve siguiende el métodc de Dirichlet

de considerar expresiones integrales de las mismas

: m 1 n ds _ b ds
cn(f;t)=J_nf(S)?EijkgoDk(t—s)?ﬁrvf_nf(s}xn(t—s)zﬁ;

es decir

G if) =fx Kn

siendo (Kn) sucesién de funciones peribdicas {son polinomios trigono

métricos) llamada nficleoc de Féjer que tiene nctables ventajas respec

to @el birichlet como consecuencia de que, ademis de ser

™ dt _ .
_r_nKn{t}?ﬁ-—-l » Se cumplen las propiedades ano v

Kn{t) g 2 0 si$>»0 y de las que resultan por

2
{2 =p
ejemplo: £x K > £ en media y c.p.t. si £¢ LY¢R)

fiKn 7 f uniformemente si £ ¢ (T}, propiedades estas que

se conocen con el nombre de teorema de Fejer.

La congideracién del nficlec de Poisson {(r.) para re 1) con

Ocral

P (t) = 1-r2 _ie K ikt
r " I-Zrcost¥re RE_W €

Y que goza de propiedades andlogas a las citadas del nficleo . de Fejer



do modo quo sa obtiene el mismo comportamiento respecto de la conver

gencia para ¥ -1 de
pr(f} = f* Pr :

proviene de la consideracifn del método de sumacién de Abel (de con-

. . . n - x
vergencia de series de potencias § ap ¥ de radioc de convergencia = 1,

para r 4 1} debido a que es

Pin) (0= Fix) e N
r K=—0

Su especial inter&s estriba en gue constituye el elemento de enla-
ce entre variable real y variable compleja, entre series de Fourier
vy funciones arménicas en el disco, al permitir asigrar a cada f¢ LT
una funcidén P[f} sobre el disco unidad U, gue es armdnica, por medio
de

ple] (ze'®) = p_(£) (v)

Los teoremas de convergencia de Pr(f} para r - 1 son asi teoremas de
convergencia radial de P{f](z}, que iniciados por Fatol en su tesis
{1906) constituyeron un importante éxito de la entonces reciente teo-

rifa de 1z integral de Lebesque,

III.~ Con la iniciacién del andlisis funcional se 1legbé a la considerz
cién de series de Fourier representande a algunos tipos de funciones

por medio de convergencia en norma. De esta indole son los teoremas

gue aseguran p.e. gue

s (£l -£ 20 o que Onp(f)-£f 20

en un espacic de Banach B de funcicnes integrables sobre T, respecto
de una norma mMas fiﬁa que la inducida por L1{T}, como son C(T} con
la convergencia en media de orden p.

Ademis de los resultados sobre convergencia uniforme, el anteceden

te mis notable de estos modos de representacién estd en los estudios

10



que entre 18606 y 1880 se realizaron sobre los coeficientes de Fourier
Y en particular el teorema de Parseval (&ste lo habfa establecide de
manera puramente formal en 1799) segn el gue si f, £2 son integra-

bles Riemann se cumple

? ac 1o o, 2
J'_"n je )] 2—ﬁ=k£-a}f(k)l _

Este teorema fue extendido para funciones f¢ L2(T} por Lebesgue

en su obra de 1906 y en este mismo afio Fatou establecia gque

n dt Lo -
[on smmo57=%" 2oos0
-n 2n
k=—o0
Estas propiedades condujeron a Fischer y a F. Reisz a demostrar, in-
dependientemente el uno del otro en febrerc de 1907, el teorema que
sirve de billete de ida y vuelta entre LZ(T) { o cualquier espacio
de Hilbert con una sucesién ortogonal total, base hilbertiana) v
2
1 = {(an}*“”: ziaJQ <w} Ya gue por medic de los coeficientes de Fou
-— -

rier establece una isometrfa biyectiva f . £ entre ambos espacios, y es

2
Sn(f) 'ﬁf en L°(T}.

Este resultado, falso si B=L"(T}, se mantiene para todo LT} con
le«pcw aunque si p#2 su demostracién es sensiblemente mis delicada.
En ella se utilizan técnicas come las de las funciones armSnicas en

el disco que se han mencionado.

IV.- Por dltimo citemos la forma mds débil de representaciédn de £ por
S{f] . Se trata de 1a que se obtiene para funciones f con §_(£) con-

vergente hacia f en el sentido de distribucicones de Schwartez

n at " at
J'_n gle)s_(£,) ==~ - .[-n gleIE () —=

que resulta de considerar a Sn y £ como formas lineales sobre el es-

pacio 8(?) de las funciones periddicas de clase C% por medio de la

11



integral.

En ganeral una distribucién sobre T es una forma lineal continua
T:;S(Tl -+ @ respecto de la convergencia -niforme de las funciones vy
de las derivadas, a toda medida u sobre T {y a toda funcién integrable)

se le asocia una distribucién T por medio de T (g) = IT gls)au (s),
. .

y se define la serie de Fourier de T como

- . + . . ik
sitl = ¢ T(kle, ot e ese x
-0
con

T{k) = Tle)

Este tipo de representacién se ha desarrolladc desde los afios 50
vy con &l no s6lo se obtiene una mayor comodidad en la utilizacién de
las operaciones fundamentales del Andlisis como son los pasos al 15-
mite, derivacién, convolucién, etc. sino que con ella desaparecen
las diferencias sutiles entre series de Pourier y series trigonomé-
tricas. )

En todo caso, si £¢L'(T)esSy(f)s f en el sentido de las distribu
ciones {[comc funcicnes gque aparecen multiplicando a otras bajo el sig
no integral), de mucha mds utilidad gue la convergencia puntual, y

adends toda serie trigonométrica

con coeficients tales gue ck==o{ikln) para algin n es la serie de Fou
rier de una Gnica distribucién T, para la que se tendrd Sn{T) 4T en
el sentide de las distribuciones.

En suma, el andlisis de Fourier consiste en considerar, en el caso
de funciones f sobre T, el modo como £ esta representada por la fa-

milia de sus compeonentes o "arménicos” %(k) respecto del sistema tri-
gonométrico.,

12



Naturalmente surge la cuestidn de cuales son las razones profundas
por la que de manera esponténea ha surgido histSricamente en ks apli-
caciones el sistema trigonométrico como base del andlisis de Fourier
sohre T.

Ello sin duda es debido a que de T es fundamental su estructura
de grupo a la gue va vinculada las transformaciones de T definidas
por sus elementos g ¢ T ¢omo traslaciones.

La traslacidn definida por g actia sobre las funciones por
Ui{aYE (8) = £(s+0) con lo ¢que U{a+R) = U{a) U{B}.

En general el comportamiento de los U{a ) sobre espacios de funcio
nes con C{T) serd de diffcil descripecién, lo gque conduse zl estudio
de subespacios F invariantes frente a todos los U{2 ). Los mds senci
llos serdn los unidimensionales F = {X] ¥y como consecuencia de ser
a »U{2) morfismc resulta que la funcién continua X :T 4 € ha de cum

Plir X{a +8) = x{a)yi(pg} ¥y =1 con lo que necesariamente es

¥ (o} = elko' (% = ek) para X ¢ Z {salvo en un factor constante}.

8i se designa B = {ek‘j, con el anilisis de Fourier sobre C{T} se
representan las f¢ C(T) por susarménicos o coleccién de "componentes”

en log diverscs }Lk, invariantes frente a los U{(@), y sobre los gue
ko

ay = . . e i
qk( ) U(o:)\l-lk consiste en multiplicar per e

3.El anflisig de Fourier en grupos abeliancs localmente compactos

La representacisén de Fourier sobre TX R/ on asigna a cada £ ¢ Lfﬁ‘)

la funeién f sobre

- _rn -ikt at *{f--r -
£x) I_"f(t)e = o £ 8 dm
ikt . dat .
en donde e es £ ae come funhcidén sobre T y dm=? {dn medida

de Lebesque sobre T normalizada}.

Sobre IR se define también asignande a cada £¢ L'{R} la funcifn

13
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a

Flyy = [*: fxye Y Sy ‘l' fe am
- R

para una constante a= 0, gue se toma de modo gque resulte una forma sen

cilla paxa el teorema de inversifn {p.e. a=A2"), ¥ ey::<*elxy.

Andlogamente para £=1L'(Z) = 17 {la medida sobre Z es la de contar
de modo que I £(kjam{X) =¥ £{k) ) se define
z -

Bla) = Feooe @ =] £ 5 an
k=— o0 z
funcidn suma de una serie trigonométrica absclutamente convergente,
definida scbre T.

Todas estas nociones se extienden sin difieultad a funciones de
varias variables (sobre Tn,ntn o 27 respectivamente) y en cualguier
casc conducen a una correspondencia £ o ¥ de funciones £ sobre un
grupo abelianc localmente compacto G ( Z,R ., T grupos aditivos con
la topologfa usual) gue son integrables respecte de unz nedida dm sO

bre G positiva e invariante por traslacicnes
J'f{s % t) am{s} =If(3)dm(s) .

en funciones f sobre un grupo andlogo (=T R ¥ 2 respectivamente)
con numercsas propiedades comunes. 2sf se tiene que £ £ os continua
nula en el infinito( lema de Riemann-Lebesgue) .

El andlisis de Fourier es el estudio de las rransformaciones de

Fourier (o familias de "armdnicos") de funciones u cbjetos an&logosg
{p.e. medidas o distribuciones) definidos en espacios como los ya ci
tados. '

Por obra de Haar {1933}, Von Neumann(1934) y A, Weil (1940 con su
obra "L'Integration dans les Groupes Topologiques et Ses npplications”)

se estableceria gue sobre G grupo abeliano localmente compacto cual-

quiera (e incluso para grupos no conmutativos) existe una medida po~

sitiva invariante por traslaciones ds (1lamada medida de Haar}, Gni-
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ca salvo m@ltiples positivos a ds (a»0), y por lo tanto andloga a la
de los ejemplos considerados,

Por otra parte Pontryvagin estableci6 la teorfa de dualidad para
grupos como G segin la cual G=Hom{G, T} {(morfismos continuos) dota-
do de la topologia de convergencia uniforme sobre cada compacto es un
grupe abeliano localmente compacto y de modo gue é = G {Pontryagin,
Ann. of Math. 1934) y en los ejemplos la correspondencia 7T - e per-
mite identificar come grupos topolégices Zx% RI®, TR 7.

Ello conduce a definir, para cada f¢L'(G), la funcién sobre G
Bla) = [ £ls) G(s] as

obteniendose de esta forma la transformacifn de Fourier sobre G

F :feL'lCGFaEccil@®,

base del llamado andlisis arménico conmutativo abstracto. Naturalmen
te la consideracién del signo de conjugacién en la definicién de E
tiene tan solo motivaciones de tipo hist6rico v si se suprime se oh-

tiene la llamada cotransformacién de Fourier ¥ : f 4,f. que es to-

talmente andloga.

A esta situacién general se extienden resultados clésicos de las
integrales y series de Fourier y se cumplen:

(a) Toda £ es nula en el infinito {lema de Riemann-Lebesgque) de mo
de que se obtiene ¥ :L'{G) o Coté) lineal continua. Es més, L'(@)
es algebra de Banach conmutativa si se lo provee del producto de con

velucidn

(£% @) (s) = J'f(s—t)g(t)dt,

Co(a) es algebra de Banach de multiplicacién (con la norma del supre
mo) y Yifraqg) = 5i(£) Fig).

{b) El algebra imagen A(G) = Im¥ es uniformemente densa en cy(8)
{tecrema de Stone-Weierstrass),

{¢) F es inyectiva >{teorema de unicidad).

No obstante, para obtener un teorema de inversidn de Fourier, al
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igual gue en el caso cldsico, es preciso limitar la clase de funcio-
nas gque ge considera. Ello se consigue con la consideracién de unas

funciones de tipo P{G) descritas por Bochner de las cuales las gue

gson de L'(g) dan lugar a una clase P'{G) gque es &lgebra de multipli
cacién y de convolucién a la vez. P'(G) contiene a las f¢L'(G)} ta-
les que £¢ L' (@& y se cumple:

(d) Scbre & se puede determinar una medida de Haar da, llamada ar
monizada de ds, para la que Fo isomorfismo de P'(G) sobre P'(8) cuyo
inversc es ¥ ¥ que cambia convolucién y multiplicacién (teorema
de inversidén).

En el caso G=T se tizne a ¥ definida sobre LZ(G) pues &sgte es-
t& contenido en L1(G) pero esto no ocurre p.e. si G=IR. No obstan-
te en cualguier caso se cumple:

(e} Y2 (6} = 1" (6} A L2{G) es denso en L?{G) como espacio de Hil
bert y sobre &l § es isometria hilbertiana de L'’°(G) en LZ(3) que
se prolonga univocamente a una isometrfia biyectiva ¥¥ . IL? {6} »L2(8)
llamada transformacifén de Fourier-Plancherel (t.de Plancherel), cuya
inversa es la correspondiente cotransformacién de Fourier-Plancherel,

Todo ello no tiene solamente valor de una generaiizacién sino que
permige abordar situaciones nunevas {p.e. el andlisis de Fourier en
™) y poner de maqifieato la naturaleza de los problemas en las di~-
versas situaciones, -

A este respecto fue especialmente esclarecedora la aplicacién por
Gelfand y Raikov en los afios 40 de la teorla de las dlgebras de Ba-
nach conmutativas A, fundada en 1939 por el propio Gelfand.

Seglin ella Sp A = {y €A :y {0 P) = %(a)x (b). x#¥0} constituye
un subconjunto de B'={lﬂe.a': twi= 1 } gue es localmente compacto
para la topologia débil de A', compacto si A es unitaria, y consi-~
derando a cada x¢A como funciém scbre A' por restriceién da lugar
a una funcién x:Sp A , @ continua gue resulta ser.ﬁula en el infi-

nito.

Ello da lugar a un morfismo continuo de 4lgebras de Banach

G : xeA ,XxXcCy(SpR)
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llamade representacién de Gelfand.

Pues bien}i’a=]r.fI {6} se llama &lgebra del grupo G y es no unitaria
si G no es discreto, aunqgue la ausencia de la unidad es suplida en
parte por la existencia de unidades aproximadas ¢ nucleas con propie
Qades como las de (K ) vy (P) en L'(T). Se identifican como espacios
topolégicos G y Sp L'(G) por medic de la correspondencia . X, tal
que X, (£) = (Ff}(a) {o sea, ¥ = £,:F) de manera que por defini-

cibdn
(F£Y{a) = (G £} {Xa), es decir Ff=G £ y ¥=¢c.

Este hecho permite aplicar las técnicas y resultados de la teoria
de Gelfand al'andlisis de Fourier y fue en éste donde aquella tuvo
las primeras aplicaciones mds brillantes, concretamente en relacién
€on unos teoremas de Wiener de los afios 30 sobre el dlgebra
A(T) =A(Z} vy sobre L'(R), como son:

(1) 5i f¢A(T) no se anula en ningln punto entonces —;— cA{T). Eg
te resultado se extiende a otra de Levy seglin el que si F es holomor
fa en un enterno de la imagen de una f¢ A{T), también es F. £¢ A(T),
Y se trata este hecho del punto de partida del llamade c&lculo fun-
cional analitico para 4lgebras de Banach conmutativas.

{2) Es fdcil hallar funciones f¢ L'(R) _tales que f no se anula

-1xl 1

1 +y£
En tal casc toda funcién de L'(R) es limite de combinaciones linea

les Zakftk de trasladadas de f y lo mismo sucede en el caso gene-
ral L1{G).

en ningGn punto (p.e. f{t) =e , para la gue f es del tipo

Su demostracidn se basa en el hecho de que, para cualquer f¢ L1(G),
la adherencia I(f) de la envoltura lineal de las trasladadas ft(tg G)
censtituye un ideal de L1{G) y que todo ideal cerradc propio esti
cortenido en un ideal maximal regular {nfcleo de un X ¢ SpL1{&) ).

(3) 81 £ es funcibn sobre T tal que para todo to¢ T existe una
f€A(T) (0 de un ideal cerrado I de A(T)) que coincide con f en un
entorno de t,, entonces f también es de A(T} (del ideal I).

Estos resultados sobre ideales se situan dentro de aquellos para
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los que mds efectiva se ha manifestado la teoria de las dlgebras de
Eanach conmutativas, entre las que forman una clase destacada precisa
mente las que, como cualguier L'(G}, cumplen {3) y reciben el nombre
de algebras regulares.

En ellas se establece el llamado problema de sintesis espectral

censistente en averiquar para gué funciones f del dlgebra la inter
seceifn de ideales maximales que contienen a I(f} coincide con If),
lo que equivale a que se puede asegurar que es de I(f} toda funcién
g del élgehra gque § se anula sobre los ¥ en los que £ se anula. si
G es compactg, en L' (G) siempre hay sintesis espectral pero en 1959
Malliavin demostré gue ello no es cierto para ningén G no compacto,
En general, como ya hemos indicado, se llaman propiedades .de sintesis
espectral o sintesis arménica & propiedades consistentes en la carac

terizaciénde funciones g a partir de sus armSnicos ().

4.- Reprezentacicnes de grupos

81 G no es conmutativo, para efectuar una construccifn andloga a

la que precede, resulta insuficiente la consideracifn de funcicn

Nias

numéricas U sobre G tales que

Ulst) = U(s) U() . (D)
debido a que no distinguen el orden de los factores: Uist)=U(t)U{s)=
=Ui(ts).

Por elloc se consideran funciones continuas

U:segG -»U{s) ¢ L{H)

.con valores operadores inversiﬁles U{s) de un espacio vectorial de
dimensidén finita H, o incluso un espacio de Hilkert con una base (hil
bertiana) numerable (ek}. Es decir, represegtaciones CQntinuas U dél
grupo,pﬁes se impondrd gue cumplan {(1).

La éonsideracién de tales representaciones aparece p.e. con el es
tudic. de cperadores A sobre espacios de funciones invariantes frente

& un grupo G de transformaciones s de su dominio. Asi el operador de
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Laplace & es invariante frente a los desplazamientos del plano v el

operador de ondas {1 o es frente a las transformaciones del grupo

de Lorentz. Este hecho es itil para la determinacién de funciones pro
pias pues si £ es propia de valeor propic A, también lo seri toda
U{s}f transformada de f por cualquier s¢ G (es U{s)E({x) = £{xs) si

51 X - XS).

Observar que la correspondencia s. U{s} da lugar a una representa
cién de G, si se consideran funcicnes £ de un espacic vectorial H de
funciones sobre el dominic considerado, pues Ulst)f{x! = £(xst) =
=U {s)U(E)F(x).

El estudic de una representacidn U se procura simplificar mediante
la determinacién de subespacios cerrados minimales no triviales
H _CH que son invariantes frente a todos los U{s); por restriccibn U
da lugar a nuevas representaciones mids sencillas Uk:se G o Uk(s) £ L(l-!.k}.

Si el grupo G es compacto se obtienen reducciones de espacios H =&
descomposiciones del tipo H=H,® H,® ..., suma directa octogonal de ta
les espacios H . que en el caso abelianc son unidimensicnales, y con

duce a escribir
U=U,gU,m... ¥ Uls} =U; {s}g U, (slg...

pues si £=1fy (fi By} e tiene Uls)f=gU {s]§
Asfi en el ejemplo T de las rotaciones sobre T y E=L° (T), en gue
se tiene -
U:aeT o Ufg) ¢ L(H}

con U{@}f(s) =£(s +0) me tiene que los espacios H = lekl son invarian

- e:|.k(s +aq) _ eﬂ(a

tes {Ufg} e.kts) {8}, de modo que e es Ufa) -pro

pio de valor propio elka} , es
U s a€T - U {o) EL(H.k)
con U (6} "multiplicar por e v,

H=f9°°ﬂk y Bla)= @ Uy (o)

K==

que se puede considerar de matriz diagonal doblemente infinita, dia-
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. . 3 e
gonal constituida por los términos elk

ket) .
Si G es conmutativo ne compacto se presentan descomposicicones de
H en “suma directa continua“ de espacios unidimensionales. Asi, si

G = R, las funciones f¢H=L%({R) se evpresan

£(x) =_[*°° £lg) € %% ag
< < ]

en el sentido del teorema de inversifdn de la transformacién de Fourier-
Plancherel y, para los diversos x¢ R, los e ax

constituyen los tér
minos de la diagonal de la “"matriz diagonal continua" gue representa
a a4 U{a} en ?1 sentido de ser los Hx==[ex1 invariantes y Ux(a) mul
tiplicar por ',

Si G es no compacto y no conmutativo la situacién es mucho mas
compleia y aparecen descomposicicnes “"continuas" en subespacios de
dimensién finita,

En general el andlisis arménico no conmutativo se considera como
el estudio de representacicones U : s U{s} de grupos localmente compac
tes no conmutativos G e espacios H. 31 H es un egpacio de funcio-
nes sobre un conjunto en el que actGa G, se llama andlisis arménico
de H al problema de descomponerlo en subespacios invariantés minima-—
les.

En Andlisis se acostumbra a proceder mediante la eleccién de bases,

de modo gque cada U(s) es una matrig (uij(s)) de funciones complejas

continuas de s ¢ G. Ademds los elementos de G vienen definidos por pa
rdmetros numéricos de modo gue los uij se pueden considerar como

funciones numéricas de varias variables, definidas por

u; (s) = (U{ste i ej) (2}

si {ei} es base ortogonal. Se procura utilizar el menor nfmerc de

parémetros para describir a los s¢ G, a serposible una socla varia-
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ble, Entonces las u se expresan utilizando solamente la funcifin

13
exponencial y las llamadas funciones especiales de Fisica.

Asi las funciones de Bessel estin ascciadas a las representacio-
nes del grupc de los desplazamientos del planc y las de Legendre y
de Jacobi a las del grupo de rotaciones del espacio.

Esta presentacién de las funciones especiales conduce a una pre-
sentacidén natural de sus propiedades bisicas, como los distintos teo
remas de adicidn, relaciones de recurrencia, expresiones integrales,
etc,2 partir de propiedades como (1} y {(2) expresadas en términos

de las uij

(st)_zu ) (S (6w (e =l].U(5)ei(x)ej(x)dx

Para terminar indiguemos unas pocas referencias en la que se de
sarrolla lo expuesto y otras cuestiones del anflisis de Fourier y
en las que se puede encontrar una extensa bibliografia.

Para una teferencia hist6rica y una panordmica del tema:

KLINE,M. Mathematical Thought from Ancient to Modern Times. Oxford U.
P.,1972.,

WEISS,G. Armonic Analysis en Studies in Mathematics,Vol.3, Prentice-
Hall, 1965

Para series e integrales de Fourier v el Andlisis arménico clési-

Co:

ZYGMUND, A, Triqonqmetrical Series I y II. Cambridge U.P., 1959,

KATZNELSON,Y. An introduction to Harmonic Analysis, Wiley, 1968.

EDWARDS, R.E. Fourier Series, a Modern Introduction. I y II, Holt,
Rinehart & Winston, 1967,

STEIN,E. Singular Inteqrals and Differentiability Properties of Func-—
tions.Princeton U.P,, 1970.
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STEIN-WEISS Introduction to Fourier Analysis on Euclidean Spaces.
Princeton U,P., 1971.

Para el andlisis de Fourier en distribucicnes y sus aplicaciones:

GELFAND, I. y colabkoradores Les distributiong Dunod, 1962

PDUISTERMAAT,J. Fourier integral operators Mimeogr., Courant Insti-
tut, N.Y.U,, 1973

Para el ardlisis de Fourier en grupos:

GELFAND-RAIKOV-CHILOV Les Anneaux Norm&s Commutatifs. Gauthier=-villars
1964.

HEWITT-ROSS Abstract Harmonic Analysis I y II Springer-Verlay, L963-
19870.

RUDIN,W. Fourier Analysis on Groups. Interscience, 1962,

VILENKIN, N, Ja. Fonctions Spéciales et Théorie de la Représentation
des groupes. Dunod, 1969.
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