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Abstract

The present work is aimed to investigate the Wavelets. They may be argued to
appear for the first time at the beginning of the 20th century, when Alfréd Haar
presented what is currently known as Haar’s base, which will be covered in the
third chapter. However, the Wavelets as we know them do not appear until the
eighties, when Pierre Goupillaud, Alex Grosman and Jean Morlet carry out the first
study using the current terminology. After that, Jan Olov-Strémberg investigated
the discrete case, and further important insights were posed by mathematicians
such as Ingrid Daubechies and Yves Meyer, who will be mentioned in chapter four.
One of the main sources of inspiration to choose this work was the diversity of
applications which this theory has displayed both in engineering and computing
areas (i.e. the application of the discrete case), and in many physics areas, where
it is substituting Fourier’s transform due to its affordances concerning the analysis
of time and frequency signal. Furthermore, Wavelets become an essential signals
compression tool, as it will be suggested in chapter five.
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Capitol 1

Introduccio

Aquest treball es centra en l'estudi de Wawvelets. Podriem dir que les Wavelets
apareixen per primera vegada a principis del segle XX, quan Alfréd Haar presenta
per primer cop el que estudiarem al capitol 3 i que avui es coneix com la base de Haar.
Tot i aixi, les Wavelets tal com les coneixem no apareixen fins la decada dels 80, quan
Pierre Goupillaud, Alex Grosman i Jean Morlet presenten el primer estudi en els
termes actuals. Tot seguit, Jan Olov-Stromberg es dedica a ’estudi del cas discret
i, més endavant, trobem aportacions molt importants d’algunes matematiques com
Ingrid Daubechies i Yves Meyer, sobre les quals en veurem algunes pinzellades en
el capitol 4. Una de les motivacions per elegir aquest treball va ser les diverses
aplicacions que ha tingut aquesta teoria tant en camps d’enginyeria i informatica,
en el cas discret, com en molts camps de la fisica, on les Wavelets estan substituint
la transformada de Fourier, degut a les avantatges que tenen envers aquesta per
I’analisi del senyal en el temps i la freqiiencia. A més a més esdevenen una eina
fonamental en la compressio de senyals, com veurem en el capitol 5.

He dividit l'estructura del treball en quatre capitols (2, 3, 4 i 5) per tal de
presentar-lo de la manera més clara possible. En el capitol 2 hi ha un recull de
conceptes previs que sén essencials pel desenvolupament d’aquesta teoria i que estan
relacionats amb I’analisi funcional i harmonic es veuen als estudis del Grau; és per
aix0 que no hi ha demostracions. A més, també hi ha una secci6 amb resultats

Figura 1.1: Ingrid Daubechies i Yves Meyer.



algebraics que necessitarem durant el treball. Després, en el capitol 3, hi ha la
construccié de la base de Haar, que és un exemple molt senzill de Wawvelet i ens dona
una idea intuitiva de com sera la construccié d’aquestes. Aquest capitol esta dividit
en dos secciones, en la primera es presenta la base de Haar i les propietats basiques i
en la segona es veu com aquesta és un sistema ortonormal complet per L?(R) que sera
el procés que generalitzarem en el segiient capitol. Llavors, en el capitol 4, entrem
en la formulacié actual de les Wavelets, que esdevé com una generalitzacié de la base
de Haar. Aixi la primera seccié donarem una definicié de ’analisi multi resolucio
donant les seves propietats basiques i les principals caracteritzacions, concluint-la
amb una idea intuitiva de com farem per a crear les Wawvelets. Seguidament en
les segiients dos seccions ens dedicarem a establir propietats suficients perque a
partir de la funcié escala puguem crear la Wavelet, aixo esdevindra en una serie
de propietats que haura de complir el filtre, concepte que també es presenta en
aquestes seccions. I per acabar el capitol les ultimes seccions les dedicarem a la
construccié explicita de dos Wawelets, la de Daubechies i la de Meyer. Finalment
I'ultim capitol és on veurem les aplicacions que tenen les Wawvelets en la compressio
de senyals, comengarem amb una primera seccié introduint I'espai ¢?(Zy) exposant
les seves propietats basiques doncs esdevé el context natural on treballem quan
fem tractament d’imatges o senyals. En la segona seccié donarem un metode per
a construir les Wawvelets que son essencials per a la compressié d’imatges i senyals
degut a les seves bones propietats de localitzacié. Per acabar, 1'ultima seccid la
dedicarem a explicar quin sera el procés de compressié de senyals i veurem com
avaluar quina Wavelet ens dona una compressio més optima. Aquest procés el
possarem en practica per a diferents Wavelets i en I'annex A podrem trobar un
estudi comparatiu per a diferents senyals, mentres que en 'annex B hi haura el codi
utilitzat per fer la compressio.



Capitol 2

Conceptes previs

En aquest capitol es pretén fer una exposicié de conceptes previs pel desenvolupa-
ment de les Wavelets. Farem un recull de les eines d’analisi funcional que necessi-
tarem al llarg de tot el treball.

L’analisi funcional sorgeix a finals del segle XIX i principis XX, inicialment per
tractar problemes classics, sobretot relacionats en trobar solucions d’equacions di-
ferencials ordinaries i d’equacions en derivades parcials, a partir de 'equacié de
Volterra. Malgrat que no va poder ser suficient per resoldre molts d’aquests proble-
mes si que va esdevenir una eina molt 1til per aclarir aspectes essencials d’aquests.

Per aixo comencarem definint els espais de Banach i veurem com els espais LP
associats a la mesura de Lebesgue sén un exemple d’aquests de dimensié infinita.
Llavors continuarem introduint la nocié dels espai de Hilbert, mostrant les propietats
més rellevants i que ens seran de més utilitat. Farem emfasi en la similitud que tenen
aquests amb els espais euclidis, fet que ens permet tenir una nocié molt geometrica
d’aquests i definir-hi la ortogonalitat, descriure el seu dual i estudiar I’adjunt d'un
operador lineal. Finalment acabarem parlant sobre un analeg a les bases dels nostres
espais euclidis i veurem com a partir d’'un conjunt dens, amb la serie de Fourier,
tindrem una manera molt 1til de expressar les funcions del nostre espai.

L’exposicié d’aquest capitol ha estat tret de [2] junt amb [1] 1 [3].

2.1 Els espais de Banach

Considerem un espai de mesura (X, %, ), un cos K, (= R6 C) i el conjunt de
funcions G = {f : X — K, f mesurable.}. Definim la relacié d’equivaleéncia f ~ g
si i només si f = g quasi per tot i fem el quocient G/ ~ (a partir d’ara utilitzarem
G per denotar I'espai quocient). El conjunt G dotat de la suma de funcions és espai
vectorial.

Definicié 2.1. Un espai vectorial E sobre K i una aplicacié ||.|| : £ — R direm que
és un espai normat si Vo,y € E'i VA € K es compleix:

(i) ||z|]| = 0 si i només si x = 0.
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(i) [[Az]l = [Alll]]-
(iii) ||z +yl| < ||lz| + ||yl (Desigualtat triangular).

Definicié 2.2 (Espai LP). Donat el conjunt G definim les segiients aplicacions: Per

p € [1,00). 1
£l = (/|f|pdu)”.

| flloo = inf{M >0:|f| < M quasi per tot}.

Mentre que si p = oo

Aixi doncs un espai LP sera:
LX) ={f€G:|fly<oo}.
De la definici6 es pot demostrar les segiients propietats per p’ tal que % + 1% =1.
Proposicié 2.3. Considerem l’espai vectorial G i laplicacio ||.||, : G — K.
(a) ||.|l, €s una norma sobre G.
(0) [1flle < WAl Nl (desigualtat de Holder).
Corol-lari 2.4. (L?(X),|.||,) és un espai normat.

Definicié 2.5 (Espai de Banach). Un espai £ normat direm que és de Banach si
tota successio de Cauchy dintre en E és convergent.

Definicié 2.6. Donada una successié {f,, }nen C L*(R) direm que la successié con-
vergeix en norma a f € L*(R) si:

i (|£(x) — full2 = 0.
—00
Exemple 2.7. Veiem els casos més senzill d’espais de Banach:

e L’espai vectorial R" (o bé C") sén espais de Banach per a qualsevol n € N.

e L’espai de les funcions continues en [a, b] amb la norma del suprem C([a, b], ||.||o)
és un espai de Banach.

Teorema 2.8. Per a tot p, 1 < p < oo l'espai LP(X) és espai de Banach.

Definicié 2.9. Donats dos espais vectorials E'i F' sobre el mateix cos K, un operador
T : E — F direm que és lineal si Vz,y € Ei VA, u € K es compleix:

T(Ax + py) = \XTx + uTy.
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Definicié 2.10. La norma de 'operador T la definim com:

1T := sup [[Tz|p.

llzll 2 <1
Direm que un operador té norma finita si 3M > 0 tal que | Tz||p < M||z|| g, Yz € E.

Teorema 2.11. Si E ¢ F' son dos espais de Banach yT : E — F és un operador
lineal, aleshores, T' és continu per a tot x € E si 1 només si l'operador T esta acotat.

Definicié 2.12. Es denota per L(E, F') el conjunt d’operadors lineals i continus.

Teorema 2.13. Si E i F' son espais de Banach, llavors (L(E, F), ||.||) és també un
espai de Banach.

2.2 Els espais de Hilbert

En la literatura sovint es defineix 1’espai de Hilbert com un espai prehilbertia com-
plet, per simplicitat ens estalviarem la definicié d’espai prehilbertia.

Definicié 2.14. Sigui H un espai vectorial, una aplicacié < .,. >: H — K s’ano-
mena producte escalar si Vz,y € H:

(a) (.,z) éslineal i (z,.) és semilineal.
(b) (z,y) = (y, ).

(c) (x,x) >0, six#0.

Observacio 2.15. Un espai vectorial H amb un producte escalar < .,. > permet
definir una norma ||z|| =< z,z >'/? i per tant és un espai normat.

Definici6é 2.16. Un espai vectorial H amb un producte escalar (.,.) és de Hilbert
si és complet.

Observacio 2.17. Tot espai de Hilbert és espai de Banach.

Definicié 2.18. L’espai dual H' d’un espai de Hilbert H és 'espai de formes lineals
continues de T': H — K.
H' = L(H,R).

Proposicié 2.19. Sigui H un espai de Hilbert i x,y € H.
(a) [{z,y)| < ||z|||ly|| (Desigualtat de Cauchy-Schwarz).
(b) El producte escalar és continu sobre l’espai producte H x H.

(¢) L’aplicacio x € H — (.,x) € H' és semilineal, injectiva i isométrica.
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Observacié 2.20. Si considerem una succesio {f,, }neny C L*(R) de manera que f,
convergeix en L*(R) a una funcié f € L?(R), aleshores donada una funcié g € L?(R)
es compleix que:

Jim (f, g) = (lim fo, g).

Per la continuitat del producte escalar, aquest resultat 1'utilitzarem sovint en tot el
treball.

Definicié 2.21. Sigui H un espai de Hilbert, direm que x,y € H sén ortogonals si
(z,y) = 0. Aixi, donat un conjunt A definim el seu ortogonal A+ com:

At ={r € H:(z,a) =0,Va € A}.

Definicié 2.22. Si A és un subespai d’un espai de Hilbert H, donat un element
x € H direm que y € A és una aproximacié optima (o projeccié optima) si

d(z,A) :=inf{||lxr —al : a € A} = ||z —y||.

Teorema 2.23 (Teorema de la projecci6 ortogonal). Si C' és un subconjunt convex
tancat no buit de H espai de Hilbert, tot x € H té una iunica projeccid optima
ch eC.

Teorema 2.24 (Riesz). La correspondéncia x € H — (.,x) € H' és semilineal,
bijectiva i 1sometrica.

Definicié 2.25. Un sistema ortogonal d'un espai de Hilbert H, és un conjunt
{ex}rer C H de vectors no nuls ortogonals dos a dos. Es un sistema ortonormal si,
amés, ||ex]| =1, per a tot k € 1.

Definicié 2.26 (Coeficients de Fourier). Donat x € H direm que els coeficients de
Fourier de x respecte un sistema ortonormal {ey }rer sén

T, = (z,e), k€ 1.
Definicié 2.27. Donat un sistema ortonormal direm que és complet si
Ty =0,Vk € I,
aleshores x = 0 a.e.x.

Teorema 2.28. Un sistema ortonormal {ey}r és complet si, 1 només si, per a cada

xr € H,
o
T = E L1k
k=1

assolint la igualtat de Parseval,

o
lzl® =) Il
k=1
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Observacié 2.29. En el cas de que H = L*(X) es té que tota funcié la podem
expressar com una serie dels nostres elements del sistema ortonormal per els seus
coeficients de Fourier. Tot i aix{ com les funcions en L?(X) sén elements d'una classe
d’equivalencia, només podrem assegurar la convergencia en norma. Altres tipus de
convergencia com la puntual o la uniforme en general no es tenen.

Teorema 2.30 (La base de Fourier). {€*™"* : n € Z} és un sistema ortonormal
complet en L*(0,1).

Definicié 2.31. Considerem 'espai L'(0,1) on definim la transformada de Fourier
com la segiient aplicacio:

F: LNT) — (>
f— f: {ﬁc}k’ez-

Observacié 2.32. La transformada F de funcions de L'(T) en successions de (>
segiient és un operador, és a dir F € L(L'(T), ().

Definicié 2.33. Sigui f € L'(R"), la seva transformada de Fourier és:

Q= [ swean
N

Denotem ( - x com el producte escalar usual en R".

Teorema 2.34 (de inversié). Si f € L*(R™) compleiz que fe LY(R™) aleshores f
és igual quasi per tot a una funcio continua tal que

fla)= | F(Qetm=dc.

Teorema 2.35 (Plancherel). Si f € LY(R™) N L%R"), lavors [ es de L*(R™) i
Ifll2 = | f|l2. Es a dir, existeiz una tnica isometria bijectiva de L*(R™) en L2(R™)
que coincideiz am F sobre f € LY(R") N LA(R"). Es l'anomenada transformada de
Fourier F sobre L*(R"). A més restringit a f € L*(R™) N L*(R") es verifica

Flgta) = [ gl

que anomenarem la cotransformada de Fourier.

2.3 Resultats algebraics

En aquesta seccié farem un recull de resultats algebraics no vists durant la carrera
que utilitzarem al llarg del treball, es per aixo que en aqui si inclourem demostraci-
ons.
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Teorema 2.36. Siguit(x) = > ,_  cxe™ un polinomi trigonométric tal que t(x) >
0 7 amb coeficients no negatius. Aleshores existeix un altre polinomi trigonometric
q(z) tal que t(x) = q(z)g(x) Vo € R.

Demostracid. Es suficient provar-ho per ¢(z) > 0, doncs siné considerem t(z)+€ > 0
i fem tendir € a zero. Com que t(z) es real, aleshores és igual que el seu conjugat i
per tant c_p = ¢;. Ara definim el segiient polinomi en el pla complex:

P(z)=c_p+..+c2" = Z 2"
k=—n

que compleix que t(z) = e7™P(e™®) i P(z) = 2*"P(1/z). Llavors si « és arrel de
P fora del cercle unitat, aleshores % és una arrel en l'interior del cercle unitat de
la mateixa multiplicitat. A més no hi ha zeros en el cercle unitat doncs tenim que
0 < t(z) = e P(e"”). Notem que P(0) # 0 perque si P(0) = 0 llavors ¢_,, = 0
i aixi ¢, = ¢_, i t(x) no pot ser d’ordre més petit que n. Aixi podem expressar el
polinomi com

- 1

P(z) =c¢, z—op)*(z——)"",
() = [ - (- =)

on 2> " 1, =2M. Sense perdua de generalitat podem suposar ¢, = 1. Finalment
com que

1 _ 1
io== z(a — E)/a,
podem expressar el polinomi com
t(ZE) :e—inwp(ei:v) — CH(em _ ak>rk (e—ix o a)rk
k=1

m
:CH ™ — |
k=1

Com que t(x) > 0 necessariament C' > 0 i aixi ¢(v) = VC[[[1, (€™ — az)™]. O



Capitol 3

La Wavelet de Haar

El concepte de Wavelet apareix per primera vegada a principis del segle XX quan
Alfréd Haar presenta un sistema ortonormal complet de 'espai de funcions L?(R).
Aixi com a L?(0,1) tenim que el sistema trigonometric forma una base i podem
expressar qualsevol funcié f d’aquest espai com la serie

fl@) =" Fk)em*,

kEZ

Haar va donar un analeg per L?(R), és a dir, va trobar una manera de fer I’expansi6
en serie de les funcions de L*(R) de la segiient manera

fl@)=cot+ Y cuthiu(@z — k). (3.1)

J,k=0

Llavors tal i com la funcié f(z) = €™ a partir de les seves dilatades dona lloc a
una base per L'((0, 1), aleshores la funcié ¢ (z) esdevé una base de L*(R) a partir
de dilatacions i translacions. Aquesta nova base es va convertir en una eina molt
util en 'analisi doncs les translacions i dilatacions sén operacions que es comporten
molt bé amb els operadors com la diferenciacié, la convolucié o la transformada de
Fourier. Es per aixo que va donar peu a un estudi més exhaustiu de com trobar el
que ara es coneix com a Wauvelet.

Definicié 3.1 (Wawvelet). Una funcié ¢ € L*(R) direm que es una Wavelet si el
conjunt {29/2¢)(27z — k)}; rez és un sistema ortonormal complet de L?(R).

En aquest capitol es pretén presentar el concepte de Wavelet de la manera com
va apareixer historicament, presentarem la base de Haar que és la primera Wawvelet
i ens centrarem en la seva construccid. Després en el proper capitol generalitzarem
les propietats més rellevants de la base de Haar i farem un metode de construccié
per altres Wavelets.

Durant tot el capitol considerarem 1’espai L*(R) amb el seu producte escalar, és
a dir donades dos funcions f, g € L*(R).

<f79>:/Rf(CB)@d:U.
9
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Aix{ la norma d’una funcié f € L?(R) la definirem de la segiient manera,

IFll2 = (. /)2

3.1 Base de Haar

Definici6 3.2 (Generador de Haar i sistema de Haar). Sigui ¢ € L*(R) el generador
de Haar

-1, si0<z<3
b)) =1, siz<z<l
0, altrament.

Llavors el conjunt {27/24; (272 — k); }; rez 'anomenarem sistema de Haar.

Definicié 3.3 (Suport d’una funcié). Donada una funcié f € L*(R) definim el seu
suport com 'adheréncia del conjunt S = {x € R : f(z) # 0}.

Una dels avantatges d’aquesta nova base davant de la base que va donar Fourier
és que per exemple les funcions de Haar tenen un suport compacte i aixo ens dona
unes millors propietats de localitzacié. Aixo és que si volem fer algun canvi en un
entorn dintre del domini, només hem de canviar els coeficients dels elements de la
base que el seu suport tingui interseccié no buida amb aquest entorn. Fet que ens
pot ser molt 1til si volem treure el renou d’una ona de so.

Proposicié 3.4. La sistema de Haar {29/%; ;(2'x — k)}, ez €s una sistema orto-
normal.

Demostracio. Primer veiem que és ortonormal, donat un element qualsevol de la
base 20/%1; ;(27x — k) el seu suport és {z € R: £ <z < £t} de manera que fixada
una j,

(i) Els suports de 27/24; ;(27x — ky) i 29/%4); (272 — ky) sén disjunts si k; # ko i
per tant

/ 2j¢j,k1(2jx — k1)Vj ko (2le’ — kg) dx = 0.
R

(ii) Mentre que si k; = ko
/ 20 1 (27 — k1 )k, (27 — k) d = 1.
R

Queda veure que donada qualsevol j; # js, llavors els corresponents elements de
la base sén ortogonals independentment de k. Per veure-ho és suficient provar que
donada una 2(j+1)/2¢j+17k1(2j“m — ky) el seu suport esta contingut dins del suport
de 29/%4; 1., (27x — ky) per alguna ky on la funcié és constant.
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(iii) Si ky és parell prenem ky = Lk;.

2
(iv) Si ks és senar prenem ko = £ (k; — 1).

14 —_— 14 (9 —
ba) — v
P2z —1)
0.5+ 0.5+
—05 0 05 1. 15 2. —05 0o i o5 1. 15 2.
~05 1+ —05+
—1. —1.

Imatge 3.1: El suport de ¢(2x) i ¢(2x — 1) esta inclos alla on ¢ (z) es constant.
[

3.2 Construccio de la base de Haar

Comencarem considerant la funcié caracteristica en [0, 1] ¢(x) = xp,1j(2) que com-
pleix dos propietats que ens seran de gran utilitat.

(a) La translacié per enters {¢(x — k) : k € Z} ens dona lloc a una sistema ortonor-
mal en l'espai de funcions L?(R).

(b) Ens permet expressar ¢ com una combinaci6 lineal de dilatacions diadiques
¢(x) = ¢(22) + ¢(22 — 1).
Direm que ¢ és una funcio escala.

Definicié 3.5 (Espai V). Sigui L*(R) on definirem V; com els subespais vectorials
segiients
V= {/@) € LAR): f2) = D axo(@w — k) }.
keZ
Notem que els espais V; sén els subespais de L*(R) de les funcions amb salts a %Z
i que {V;} formen una successi6 creixent de subespais de manera que V; C V.

Demostracid. Sigui ¢(27z — k) € V;, un element qualsevol de la base de V;. Tenim

que ¢(2x — k) = ¢(27 w — 2k) + @27 — 2k — 1) € Vj,1. O

Per la propietat (a) tenim que el conjunt {¢(z — k) : k € Z} és base de Vj
que vindria a ser el subespai de les funcions amb salts a Z. I per la propietat (b)

flz) eV, <= f(279z) € V.
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Proposicié 3.6. La successio d’espais vectorials {V;};ez compleix les segiients pro-
pietats:

(i) ¢(x — k), k € Z és una base ortonormal de Vj.
(ii) f(z) € V; siinomés si f(277x) € Vj.
A més els conjunts V; també compleizen aquestes dos propietats.
fii) NyezV; = {0},
(iv) UjezV; és dens a L*(R).
Demostracio. (i) Directe de la definicié de V.
(ii) Donada f(x) = Y, axd(2'z—k), tenim que f(277z) = >, ., arp(x—k) € Vp.
(iii) Considerem l'operador projeccié P, : L*(R) — V,, Vn € Z tal que
P =3 ([ rwzroery - k)2 oz - b,
keZ

Aixi, una manera molt 1til de caracteritzar f € V,, és que P,(f) = f, llavors
f(z) € NjezVj st f(z) = lim P,(f), per aixo ens sera suficient veure que
n——oo

Vf € L*(R) aleshores lim [|BP,(f)]]2 = 0.
n——o0

Sigui g(z) una funcié continua amb suport compacte dintre [—K, K] i sigui
dintre del suport de la funcié aleshores existira un k, € Z tal que

| Pn(g) ()| = 2"

/ (B2 — ka)dy| < 2llgly — o.
R n——oo

Independentment de x i per tant ||P,g|lc — 0, d’altre banda donada una
n——00

funcié continua sabem que la podem aproximar per funcions continues amb
suport compacte, de manera que donada f continua sabem que dg, h tals que
f =g+ hamb g continua i de suport compacte i h continua tal que ||A||o < €,
aleshores,
lim sup [|P(f)]lec < limsup[[F(h)] <€
n——oo

Per tant si f es una funci6 continua lim, ,  [|P,(f)|lcc — 0. Ara sigui f €
L?*(R) tenim que f és aproximable per funcions continues, aleshores f = g+ h
on g és una funcié continua i h € L*(R) tal que ||h||s < ¢, llavors

[Pl < IPa@)lle + 1Pa() < llgls +¢ — e

Finalment com que podem escollir € arbitrariament petit, obtenim el resultat
que voliem.
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(iv) Tota funcié de L?(R) és aproximable per funcions continues de suport com-
pacte, per tant queda veure que podem aproximar les funcions continues amb
suport compacte amb funcions del nostre espai, és suficient veure que

P,(f) — f uniformement.

n—oo

Sigui f una funcié continua amb suport compacte dintre de [—K, K], f és
uniformement continua. Donat € > 0 3§ > 0 tal que [f(z) — f(y)| < € si
|z —y| < 0 i per tant escollint n amb 27" < §,

kpt1
2n

o / f(y) dy — f(z)

kg4l
27L

o / f(y) — f(z) dy

|Pu(f) () = f(z)] = —

kx

€T

2?’1,

kg+1
2n

<o / @) - f@)]dy < e,

on

kg

on

amb el que obtenim la convergencia uniforme en z i per tant ||P,(f) — f|l2 —
0 quan n — oo.

[]

Una vegada tenim aquesta construccio ens interessa trobar una base ortonormal
de UjezV;. Un primer intent seria reunir totes les bases de cada un dels espais i a
partir d’aqui fer una triada adequada fins un conjunt independent. Clar que com
que tenim V; C Vji; la base de Vj;1 ja ens genera la primera i per tant podriem
eliminar tots els elements de la base de V}, pero no és el que volem. El que farem
sera partir d'una base de V; i la completarem a una base de Vj;; tal que la base
sigui ortonormal, és a dir trobarem un subespai vectorial W; C V;,; de manera que:

Vi =V, & W;.
Que reiterant aquest argument i pels apartats (iii) i (iv) de la Proposici6 3.6 obtenim:
L*R)= P W,
j=—o00

Proposicié 3.7. Donat {2//2¢(27x — k)}rez base de V; podem completar-la a una
base de W; afegint {29/%4(27x—k)} ez de manera que la reunid sigui base ortonormal

de V;, aixi Vi, =V, @ W;.
Demostracio. Es clar que la reunié de les bases és ortonormal, doncs sabem que ho

son per separat i agafant una de cada, o bé tenen el mateix k, o bé el tenen diferent.
Si el tenen diferent el suports corresponents son disjunts i si son iguals queda:

/2j1/1(2j:v — k) dx = 0.
R
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L5 1 15+ -
VI | Vel — 2 e
V2)(2z) =

1. 1 1

0.5 0.5
0.5 1. 15 0. 0 05 15 2

0.5 1 0.5 1

~1.] ~1.]

—-1.5 7 —~154

Queda veure que genera Vj, aix{ que sigui ¢(2/*1z) un element no necessariament de
norma 1 de la base de V}, sabem que ¢(27z) = ¢(29'z) — ¢(27 'z — 1), de manera
que ¥(2z) + ¢(2x) = 2¢(27+1z) i fent el canvi y = x — k27U generem tota la
base de V.

En resum hem trobat una base de L?(R) ortonormal trobant bases ortonormals
d’espais vectorials tals que la seva suma directa és tot L?(R). Ara bé d’aquesta base,
ens interessa que hi hagi la base que ens generava V), es per aixo que ho considerarem

de la seglient manera:

L*(R) = P W, &V
=0

Imatge 3.2: Els suports son el mateix o sén disjunts.

Que admet la segiient base de L2(R) {¢(x — k) }rez U {27/20(27 2 — k) Yez jen-




Capitol 4

Construccio de Wawvelets

En aquest capitol ens dedicarem a la construcciéo de Wawvelets en general, aixi que
agafarem les caracteristiques principals de la Wawvelet de Haar i les generalitzarem
en 'analisi multi resoluci6. Després veurem equivalencies entre algunes propietats
de ’'AMR i com aquestes es tradueixen en trobar el que anomenarem un filtre que
compleixi certes propietats. Finalment acabarem amb un algorisme explicit de com
construir la Wavelet de Daubechies i de Meyer, aquesta tltima ens requerira d’alguns
resultats que tractarem en la seccié de la seva construccio.

4.1 Analisi multi resolucio

Definici6 4.1 (Analisi multi resoluci6 [8]). Direm que una successié {V;} de subes-
pais tancats a L*(R) és un analisi multi resolucié (AMR) si compleix les segiients
quatre propietats:

1. Existeix una funcié escala ¢ de ’AMR, tal que amb la translacié per enters el
conjunt {¢(x — k) : k € Z} formi una base de Vj.

2. Per qualsevol f(x) € Vj si, i només si, f(277x) € V.
4. UjezV; és dens a L*(R).

Observacié 4.2. Amb aquesta definicio els espais V; per (3.6) séon un Analisi multi
resolucié.

Observacié 4.3. Com

De la definicié tenim que {2//%¢(2/z — v)}, <z forma una base ortonormal de V.
A més si tenim ¢ € V podem expressar-lo com:

p(r) =Y a(y)p(2r — 7). (4.1)

YEZ

15



4.1. Analisi multi resolucié 16
Els coeficients a(vy) compleixen:
> la(y)P = (4.2)
YEZ
En efecte,
= (p.0) = (3 alne(2e =), > al1)e(2e = 7))
YEZL YEZ
=> la(y) < (22 —7), (22 — 7)>
Y€EZ
1
= Sl
YEZ
A més,
o) =2 [ pla)olze—7)do. (4.9
R
Perque

2 / (@) p(Zr — ) di = 2(p(x), 922 — 7))

= 2a(7)(p(27 — ), p(27 — 7)) = a(7).

Notem que la propietat (4.3) és analoga a la (b) i 'anomenarem scaling identity
i que a partir de una funcié escala nosaltres obtenim un AMR, perd no viceversa.
Determinar una funcié per a que sigui una funcié escala d'un AMR sera una feina
més complicada. I abans de parlar-ne veurem unes quantes propietats algebraiques.

Definicié 4.4 (6 de Kronecker). La funcié ¢ : R?> — R la definim com

5z, y) = 1, siz=y
= 0, six#uy.

Amb aquesta notacié tenim el seglient:
/ oz —7)e(z) de = 6(v,0).
R

Trobem una generalitzaci6 de (4.3):

0(7,0) = /cﬂ(af —7)p(x) da
/ > aly 021 — 27 —7)p(2x — ") dx

V€L A EL

=22 a0

Y ELN'EL

=Y a(y)a(2y +7)s.

Y EL

90(256 — 27 = )e2r — ") dz

M»—t\

(4.4)
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Que la podem reescriure amb aquesta identitat

> a(y)a(2y ++) = 26(~,0). (4.5)

Y €L

Per altre banda si suposam que [, ¢(x)dz # 0

/ch(x) dr =" a(v) / P20 —7)de =) %a(v) /R p(z) da,

YEZ R YEZ

aleshores,

D aly) =2 (4.6)

YEZ

El segiient teorema ens dona una equivalencia entre la funcié escala i la densitat
del AMR.

Teorema 4.5. Sigui {V; : j, € Z} una seqiiéncia de subespais tancats de L*(R) que
satisfan les condicions

1. V; CVip Vj €.
2. f(@) € V; = f(20) € Vi,
3. 3o tal que {p(x — k) : k € Z} es base ortonormal de Vj.

A més assumim que || es continua en el zero. Llavors les segiients condicions son
equivalents:

(1) ¢(0) # 0.
(1) UjezV; és dens a L*(R).

I es compleiz |p(0)] = 1.
Demostracio. Assumim que J(E) # 0 1 veiem que W = UjezV; es invariant per
translacions. Donat = € R tenim que Ve > 0 3, m € Z tal que |7, f — o1, fll2 < €11
per tant es suficient veure que és invariant per translacions diadiques. Sigui f € W,
aleshores Ve > 0 3h € Vj, tal que ||f — hlj2 < e. Per (1) h € V; Vj > jo i per (2) i
(3) podem escriure

h(z) = ch,k90<2jx — k),

keZ

doncs tenim convergencia en L*(R), llavors,
To-tmh = Z cipp(2z — 2997 lm — k).
keZ

Escollint un j suficientment gran m5-i,,h € V;. Com que ho hem vist per a qualsevol
€ > 0 tenim que W es invariant per translacions diadiques. Degut a que »(0) # 0
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i |@| es continu en el 0, 3§ > 0 tal que P(€) # 0, € € (=6,5). Considerem g € W+
com que W es invariant per translacions i utilitzant la formula de Plancherel

0= [ fa+atiar = [ emefegea

per a tot z € R i per a tota f € W. Com que Efe L'(R), llavors 5(6) A(f) =0 a.e.
¢ € R, en particular si escollim f(£) = 27¢(27¢) de manera que f( ) =@(2~ 35) Ara
bé, per hipotesis P(277¢) # 0 amb £ € (—27§,27§) el que ens queda és que g = 0 per
¢ € (—276,276) Finalment fent tendir j — oo deduim que g(£) = 0 a.e. £. Acabem
de veure que W = L?(R).

Ara suposem que W = L?(R), sigui f tal que f= X1 tal que || f]3 = || f H% 2,
aleshores per (1):

I = Piflls = .

Per tant ||P;f3 = | X ez ([ in)ikll3 e 2 doncs {gj : k € Z} es una base
ortonormal de V; per (2) i (3). Pel teorema de Plancherel i fent el canvi p = 27¢

tenim:
| o] -5

/f 2]/2 —2mi2~ Jk& 2 Jg dé’

keZ keZ
=03 [ Fe
kez | /277

Llavors per j suficientment gran [—277,279] C [—7, 7] podem veure com que és el
valor absolut al quadrat dels coeficients de Fourier de la funci6 x|_s-i »-1)@ en L*(T)

i per tant l'expressié de dalt és 2/ vegades la norma de X[-2-3,2-9]%, aixi,

2—J
2 [ EPdn 1

—Q*j J]—00

Finalment per la continuitat de |@| en el zero I'iltima integral tendeix a |$(0)/?,

resulta |p(0)] =1 # 0. O

Amb tot aixo ja ens podem anar fent una idea de com procedirem per crear
Wavelets. La idea sera trobar una funcié escala amb la que generar I'analisi multi
resoluciio i per tant trobarem solucions de les propietats que acabam de veure. Aixi
els passos de construccio seran els segiients:

Pas 1 Trobar els coeficients a(vy) de manera que compleixin (4.5) i (4.6)

Pas 2 Definir una funcié escala a partir de (4.1). Notem que ¢ és un punt fix
de la segiient recurrencia:

Sfx) = a()f(2x—7). (4.7)

YEZ
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I per tant per construir ¢(x) pareix raonable iterar S:

p(z) = lim S"f. (4.8)

Pas 3 Provar que ¢ genera un AMR. Aquesta és la condicié dificil perque en
general no és aixi, doncs la condici6 de ortonormalitat és dificil que la
compleixi i més endavant veurem que necessitem per que si la compleixi.

Pas 4 La construccié de la Wavelet.

Aleshores en les proximes seccions veurem com ens ho farem per a tractar el Pas 3
iel Pas 4.

4.2 De la funcid escala a la Wawvelet ortonormal

El nostre punt de partida sera una funcié escala ¢ que designarem com el primer
element del parell 1,17 i ¥; sera el generador de la Wavelet. Ara bé nosaltres
volem que a partir de translacions d’aquest parell de funcions obtinguem una base
per Vi és a dir que {¢;(x — )}, ez j=0,1 formi un sistema ortonormal complet de V5.
Com que el conjunt {p(2x —7)},ez és un sistema ortonormal complet de V;, podem
expressar ¥o(z) i 11(x) com una combinacié lineal d’aquesta base

Ue(@) =Y a(Mpe—7),  k=0,1. (4.9)

La seglient proposicié ens dona condicié necessaria i suficient per a que el conjunt
{i(z = ¥) }r=0,1~ez sigui una base ortonormal de V;.

Proposicié 4.6. El conjunt {{y(x — ) }r=o1cz €s una base ortonormal de V; si i
noOmeEs i

Zaj Yar(2y + ") = 20(4,k)d(7,0). (4.10)

Demostracio. Per la ortonormalitat és suficient veure

/R b3 (2)on(@ — 7)da = 8(j, k)5 (7, 0).

Ara bé,
Y EL~N"EL R
- X il 2] [ elen — o= e
Y EL~N"EL
—1
=22 a()al@r +77)50(,7")
Y EL~"EL

:—Za] Jar (27 + 7).
Y €L
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Si veiem que {9y (x — ) br—0,1~ez genera V) tindrem que és base i ja haurem acabat,
basta expressar ¢(2z — %) com una combinaci6 lineal de {¢(x — ) }r=01,ecz On
necessariament els coeficients hauran de ser

[ otea-ite= Mx—EI%WU/w@x—%ﬂ%%ﬂw—VMx

Y EL R
! (7 —2v)
= —a — .
2k7 Y

Per tant queda veure que efectivament
o(2r —7 Zz_ak — 27) (T — 7).
k=12 veZ

Substituint per l'expressié de iy (x — ) en la base {¢(22 — ) },ez obtenim

2. (% DY wd - 29)ar(2y + 7)) p(2z — ).

~EZ k=1,2~'cZ
Per tant és suficient veure
>N a@ - 27)an(2y +7) = 26(1.79), (4.11)
k=12~'€Z

siy¥ =0 o 1. La demostracié d’aquesta identitat la posposarem per més endavant,
doncs ens sera til parlar dels filtres per demostrar-la (4.11). O

Teorema 4.7. Suposem que ¢ genera un analisi multi resolucic i agafem el parell
o, 1 de manera Vo = ¢ i 1y com hem definit a (4.9) on els coeficients ax(7)
compleizen (4.10). Aleshores el conjunts {29/%1 (22 — )}, jez forma una base
ortonormal de L*(R).

Demostracio. Com abans W, denota el complementari de V4 en V;. Observem que
{t1(x — 7)}ez és una base ortonormal de W), aixd és perque agafant les bases de
Vi donades en el Proposicié 4.6 i traient-li {¢)o(x — 7)},ez. Reiterant I'argument
obtenim

Vi =V 0 W,
De manera que {2//%1; (272 — v)},¢z és una base ortonormal de de W;. Aix,
=P w;
j€z
per la condicié de densitat. O

Amb una petita variacié de la demostracié podem arribar a que

=Ppw e
j=0

En definitiva hem reduit el problema de construir la Wavelet a trobar les solu-
cions de les identitats (4.10) i (4.6).
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4.3 La transformada de Fourier de la Wawvelet 1
el filtre

Per comencar aquesta seccié donarem una equivalencia entre que un conjunt sigui
ortonormal i1 una identitat de la seva transformada

Proposicié 4.8. Donat {¢(x — ) }ez €s un conjunt ortonormal si i només si

Y Ig+P=1 V¢

YeZ

Demostracio. Per demostrar aquest resultat comencgarem utilitzant el teorema de
Plancherel i que g(x — k) = g( Je 2mikg .

o = / (@) p(e — k) dz = / G(E) ek de
— 2 27k
3 / £) 22t dg

]_700

/ (& + 5) > dg

]_700
_ / S IG(E + ) e de.
0 jez

Aixi veiem que la funcié periodica >, [g(n + 7 = 1 a.e.x, ja que el coeficient

de Fourier és 1 en freqiiencia k = 0 i la resta de coeficients sén zero. El reciproc és
immediat. O

Recordem com hem constrult la nostra Wawvelet

ele) = Y a)pe —7),  k=0,1.

YEZ

Que té per transformada de Fourier

o = [ e Santses )

YEZ
Ry N
YEZ
—Zak 2#127/627?&12’80(2) dz.
YEZ R

Definicié 4.9 (El filtre de la Wavelet). Direm que la segiient expressié és el filtre
de la Wawvelet i el notarem per

1 .
=5 Z ak(’y)eQ’”W.

YE€Z
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Llavor podem reescriure la transformada de Fourier com

-~ Y\~ Y
D) = a)ad) (112

Com que el nombre de coeficients ai(y) que seran diferents de zero forgarem que
siguin un nombre finit aleshores el filtre és una funcié periodica i diferenciable, com

que > a0(y) =21 [ (x)dr =1 aleshores
A(0)=1 1 @(0)=1.

Lema 4.10. La successid de funcions {¢on}nen convergeix puntualment a ¢, on

en(§) = H Ao(277¢)

Demostracio. Com que 1y = ¢ llavors,

P(&) = Ao(£/2)2(£/2)-

Reiterant aquest procés obtenim

26 =42 9)2(27N¢).

Donat que Ay(§) es continua i Ap(0) = 1 aleshores podem assegurar que INy; > 0
tal que A0(2_N§) 7A O, VN > N().

N

[T 4027

n=1

=G
A2

Finalment aplicant limit i un altre cop la continuitat del filtre

o0 N )
[t = Tl oo = o, % = 36)

Per altre banda,

06 = GO [] Ao(27%¢).

Es a dir els filtres Ag i Ay ens determinen completament la Wavelet, llavors en
definitiva es tracta de determinar els filtres. Resta veure quines propietats han de
complir aquests filtres.

Abans ens havia quedat pendent el demostrar la identitat (4.11), per fer-ho
traduirem aquesta identitat dels coeficients en una identitat en els filtres.
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Aleshores per 'anterior la caracteritzacié d’ortogonalitat de la Proposicié 4.8
volem que es compleixi

S BeE+NBE +7) = 5.

YEZ

és facil veure que podem representar qualsevol
=0,1. Aixi

Ara bé, considerant g = 0in; =

1
2
element de Z amb la forma 2(y + n,),p

S BeE+BE +) ZZwk£+2v+np>>z$<£+2(v+np>>

YEZ p=1 ~eZ
2 1 1 1
= Z Ak(§§ + np)Aj(§§ + np) Z |95(§§ +np, + 7).
p=1 YeZ

Que al ser 33, |P(5€ +ny, +7)> = 1 ens queda la segiient condicié

) .
> Ak(%& + np)Aj(%é +np) = O
p=1

Que ens implica
| Ax(§)] < 1.

I per tant que la transformada &k és acotada. Ara ja estem preparats per demostrar
el segiient lema que ens assegura la ortonormalitat de la Wawvelet demostrant la
identitat (4.11)

Lema 4.11. El conjunt {t{y(x — ¥)}yez, k=01 construit a partir de la parella 1o, yr
es compleix la segient igualtat

SO a2y + a2y +v) = 25(7.9)

k=0 v'€Z

Demostracié. Considerem la matriu 2 x 2 {Ag(€ +nyp) be—o1, p—o.1 la qual sabem que
és unitaria per columnes. Pero aixo vol dir que també és unitaria per files i per tant,

1
Z A(§+mp) A (€ +ng) = Opg-
k=0

Substituint per I'expressié de A(£) obtenim

Z < Z Z ar fy —+ r)/ ag ry) 27”’77710627”7 (np— Uq)) 2mivg _ 5pq-

YEZ k=0 ~'€Z
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Considerant com una igualtat entre els coeficients de les respectives series de Fourier
podem igualar els coeficients per concloure

_Z Z ar(y + 7)ax(Y)e2 2 trna) — 5 5(~, 0).

k=0 ~'€Z

Aix{ elegint 1, = 0 1 sumar per ¢ obtenim la igualtat que cercavem per 7 = 0 ja que

1 .
26727”‘7/% _ {2 S1 ’yl € 27

— 0 altrament.
q=0

De la mateixa manera escollint 7, = 1/2 i multiplicant per e*™ i sumant per g
obtenim la igualtat cercada per 7 = 1. ]

En aquesta seccio i les anteriors hem reduit la construccié a trobar una Wavelet a
trobare uns coeficients que compleixin (4.6) i que el seu filtre compleixi les segiients
propietats:

Ap(0) =1
1
[ Ao (&) + Ao (€ + )|2

1
Ao(€) # 0 per [¢] <

Observacié 4.12. En la construccié de Wawvelets amb suport compacte haurem
d’escollir els coeficients de manera que només n’hi hagi un nombre finit diferents de
Zero.

4.4 L’algorisme de Daubechies

En aquesta seccié veurem la recepte per construir les Wawvelet de Daubechies. Per
comengar partirem de la identitat cos?(7€) + sin?(7€) = 1 la qual elevarem a una
potencia senar

ON+1
1 = (cos?(7€) + sin?(7&))* VT = Z (2Nk+ 1) sin®* (7€) cos™ T2 (ng).
k=0

Al haver-hi un nombre parell de sumands agafem la primera mitat i definim el nostre
filtre tal que

N
e = (30 (P ) st re cos e
k=0

Com que cos(m (€ + ) = —sin(w€) 1 cos(m€) = sin(w({ + 3)). Aleshores quan fem

|Ag(€ + 3)|? obtenim l'altre mitat de sumands i per tant

A(©)P + Aol + )P =1
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A més |Ag(0)]* = 11 [Ap(€)] > 0 sempre que |¢] < 1, doncs el cosinus no s’anul-la en
(=%, %) Queda veure que el nostre filtre és equivalent a un polinomi amb coeficients
reals positius. Primer traiem factor comu de cos?V*2(7¢), llavors tindrem la segiient
factoritzacié del filtre:

A0 = o (3 (V) i) o))

k=0

El segiient lema ens dona una expressié alternativa pel sumatori de la dreta de forma
que sera un polinomi on la variable serd sin®(m¢).

Lema 4.13. Sigui Py(y) = S0, (Z%H)yk(l — )V per 0 <y < 1. Aleshores
Py(y) = Smo (V)9

Demostracio.
2N+1
2N +1 _
1 :(y + (y . 1))2N+1 _ Z ( " )yk(l . y)QN—H k
k=0

N

ON +1

(] — )N H k(1 _ )Nk

(1—-y) ’;( N )y( y)
2N+1

2N +1\ ,_n_ _
+yN+1 Z( y )ykNl(l_y)ZN—Hk

k=N-+1
=(1—y)""Py(y) + y" T Py(1 —y).

Primer observem que (1 —y)V ™ B, =1+ O(y"!),y — 0 i ara considerem

N
Qnly) =) (NZ 1) v =1 —y) M oM, y—0,
k=0

on els primers N + 1 termes sén el desenvolupament en series de (1 —y)~ ™+ | Aix{

(1 =¥ Qn(y) =14+ 0N, y—o0.

Aleshores el polinomi diferencia és

1=y " Py(y) — Qnw)] =0, y—o0.

En particular les primeres N derivades del polinomi diferencia avaluades en el zero
s’anul-len, per tant és identicament zero. n

El filtre hauria de ser “I’arrel quadrada” d’aquest polinomi trigonometric | Ag(€)|?
que hem trobat i aixo ens ho dona (2.36). La manera de com trobar aquest polinomi
no 'exposarem pero si que el trobarem en casos on el polinomi sigui d’ordre petit.
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Finalment per trobar la Wavelet de Daubechies el que farem sera trobar la funcio6
iterant recursivament el segiient operador funcional S:

Zao g2z — ).

YEZ

Per falta d’espai hem omes la demostracié de que aquest operador té un tinic punt
fix, podeu consultar a la seccié 6.5 The cascade algorithm en [4].

Escollint de funcié inicial la funci6 caracteristica en (0, 1), aquesta iteracié sabem
que acaba tendint a I'inic punt fix que és la nostra funcié escala. Per tant ’anirem
iterant i quan la diferencia entre dos iterats sigui més petit que una tolerancia ens
pararem. Llavors trobarem la Wavelet aplicant aquest altre operador funcional S}
a la nostre aproximacio de la funcié escala,

Zal g(2x — 7).

YEZ

4.5 Daubechies 4

Primer calcularem el polinomi que ens dona (4.13).

P(y) =142y

( e’iﬂ'§ 76_7‘.7‘-5

5 )2 i ens dona el segiient polinomi trigo-

Ara substituirem y per sin*(7¢) =
nometric

1 1
P(g) =2 — 5672”5 — §€2W§.

Llavors per trobar I’arrel d’aquest polinomi agafam ¢(&) = by +b1€2™ tal que P(§) =

q(£)q(&) i aixo dona lloc al segiient sistema d’equacions:

by + b7 =2

—1
bobl -

A més donat que Ay(§) = cos?(£)q(§), podem hem d’afegir-hi la condicié A0) =
q(0) =11 per tant
bp+b =1

Resolent el sistema una solucié que trobam és:

1++/3
2

1-3
2

b[):

by =
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Llavors el nostre filtre queda

—omé N\ 2 .
AO:<1+6 )(1+\/§+1 \/36_%5)

2 2 2

:1 1+\/§+ 1+\/§+1_\/§ 6—27ri§+ ]‘+\/§+1_\/§ 6_47”£
2 4 2 4 4 2
1 - \/g —67i€
+ 1 e >
D’on obtenim els coeficients diferents de zero per la nostra funcié escala

ag(0) | M7
ao(—1) 3+4\/§
CL()(—Q) 3—4\/3
ao(—S) 172\/3

Com que el filtre per a la Wavelet és Ay (€) = e>™* Ag(§ + 1) 6s té que els coeficients
de la Wawvelet compleixen:

a1(v) = (=1)" ag(1 — )

Finalment els coeficients de la Wavelet diferents de zero sén

(1) 1+2\/§

(2) _ 3+4\/§
aq (3) 3—4\/3
ai (4) - 1_2\/3

Per veure el resultat mirar la Figura (4.1).

4.6 Daubechies 6

Procedirem igual que en I'apartat anterior
P(y) =1+ 3y + 6y°.
Llavors,
19 9 , .
P _ 7 _ 2 2mi& —2mi§y _ <
(€) = 1 — (e e -

Llavors I’arrel del polinomi serd de la forma q(£) = by + bie™2™%¢ + bye=4™% i tenint
en conta que A(0) = ¢(0) = 1 en resulten les segilients equacions

e47ri£ + 6747ri§).

1
by + b7 + b5 = )
4
bob1 + bob _?
oY1 2V1 — 4
3
bobl_g
by + by + by =1,
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-15¢

Figura 4.1: Funcié escala taronja i la Wavelet D4 blava.

una solucié d’aquest sistema és:

; 1-+10
07" 9
1++/10
blzT
; 1—+v542V10
2:
4

Aixi el filtre de la Wavelet queda

1 — e 2miE\ 3 . .
Ap(&) = (—> (bo + bie 2 4 b26_47”£)

2
1 (b b1 —3by _ore  bo—3b1+by e 3b1 —3ba— by g
=3 ( 1 + 1 e + 1 e + 1 e
3by — by —8mig ba —10mie
+ 1 e + 1 e

Aixi els coeficients de la funcié escala sén

ao(0) | 0.47046721
ao(—1) | 1.14111692
ao(—2) | 0.650365
ao(—3) | —0.19093442
ao(—4) | —0.12083221
ao(—5) | 0.0498175

Per tant utilitzant la mateixa formula que abans els coeficients de la Wavelet sén
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-1.5

Figura 4.2: Funcio escala taronja i la Wavelet blava de D6.

ai(1) | 0.47046721
a1(2) | —1.14111692
a1(3) | 0.650365
ai(4) | 0.19093442
a1(5) | —0.12083221
a1(6) | —0.0498175

Per veure el resultat mirar la Figura (4.2).

4.7 La Wavelet de Meyer

Fins ara hem vist Wavelet amb suport compacte perd d’'una regularitat finita, en
aquesta seccié pretenem donar un exemple de Wavelet que sigui de classe C*(R).
Per fer-ho ens basarem en el segiient teorema.

Teorema 4.14. Suposem ¢ € L*(R) tal que
(i) Les translacions {®(t — m)} ez $6n ortonormals.
(i) D(t) =, cp anP(2x —n) amb Y, ,|ay]* < oo .
(iii) La transformada de Fourier ®(¢) es continua en &€ =0 amb |H(0)| = 1.

Per fer la demostracié d’aquest teorema utilitzarem els segiients tres lemes, tot i
aixo abans notem que degut a la identitat escala és té que V; C V. Ara considerem
@ = 27/2¢(27t — k) i definim la projeccié P; com

P]f = Z < f, @j,k > Q)j,lv

keZ
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Lema 4.15. Sigui f € L*(R), aleshores

lim P;f =0.
j—} o0
Demostracio. Com que ||P;|| = 1 és suficient provar-ho per un conjunt de funcions

dens a L?*(R), per tant ho provarem per funcions amb suport compacte. Si f té
suport en [—R, R], llavors

IP I =D | < Pif,@j k> P=> | < f &>

keZ k;Z
<kezz (/_ |2dx> (/_R@j,k(x)ﬁdx)
=7 %23(/ R 2J;c—k)\2dx)
427
AP,

Si 2R < % aleshores les integrals son sobre conjunts disjunts, amb aixo considerant
Uj = Ukez(—l — 27R, —k + 2/ R) tenim que N;czU; = Z. Aixi,

12,1l < [1£1? / P du —s 0,

pel teorema de convergencia dominada. O]

Lema 4.16. Sigui f € L*(R) amb la transformada de Fourier acotada i amb suport
n [—R, R]. Llavors per 2271 < R tenim

R
1P = [ IFQFBE ISR de
Demostracio. Per la identitat de Parseval podem escriure

IPAIP =) 1< Pif, @i > P =Y | < frojum> 1

kEZ kEZ
—Z/f B;4(6) de

kEZ
Notem que hem utilitzat que la transformada de Fourier de @;; la podem escriure
com 20/2¢~1mikE2T @ (2 €)1 la identitat de Plancherel. Ara si 227! > R la integral
val el mateix que en linterval [—2/1 2771] on {279/2e27€277}, _, forma una base
ortonormal, llavors pel teorema de Parseval per les series de Fourier tenim

/ f —27rzlc£2 12 ]/2@( ]5) d§

kEZ

20-1 . R _ R A
||ij||2=/ |f(£)|2|¢(§)l2d£=/Rf(é)lg@(?‘]f)l?dé

,2,7'—1
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2.5
200
1.6F
1.
0.5\
,—jh;/f\B\J/ ? \J/{“\\'ﬁ/~\

Figura 4.3: Funci6 escala blava i Wavelet de Meyer taronja.

Lema 4.17. Suposem que la funcio escala satisfa la condicié addicional que 25({)
és continua en & =0 amb |®(0)| = 1. Llavors per qualsevol f € L*(R),

1P f = fI — 0.
j—o0

Demostracid. Es suficient provar-ho per un conjunt dens de funcions del nostre espai,
ho farem per les funcions f que la seva transformada de Fourier té suport compacte
i esta acotada. A més pel teorema de la projeccié tenim que

1P fIP = 111 + 12 .f = £,

llavors veurem que || P;f|| — || f]|. Utilitzant la hipotesis que |(277€)| convergeix
j—o0

uniformement a 1 en conjunts compactes quan j — oo per (4.16) donat 22~! > R

1P = [ FeBeieras — [ Feds= sl

Anem ara amb la prova del Teorema 4.14 .
Demostracio. Per provar que compleix les propietats de AMR és suficient veure que
lim Pjf=f 1 lim P;jf =0,
Jj—0o0 Jj——00

per a qualsevol f € L?(R). Ara bé aquestes dos propietats sén les que hem provat
en (4.17) 1 (4.15). O
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Un cop tenim aquest teorema estem preparats per a construir les Wavelets de
Meyer. Per a construir-les partirem d’una funcié ©(¢) definida en 'interval 0 < ¢ <'1
que satisfaci les segiients propietats:

0< 03 < 1. (4.13)
O +06(1-¢ =1 (4.14)
©(&) sigui monotona decreixent. (4.15)
O =1en0<¢< % (4.16)

Notem que facilment de les propietats podem deduir que ©(£) = 0 en % <¢e<1,
@(%) = % ique ©() > % en 0 <¢ < % Aquesta funcié la podem estendre a la recta
real definint ©(§) = O(—¢§) en —1 < <01 6(£) =0s5i |£] > 1. El resultat és una
funcié senar que satisfa 0 < ©(¢) < 1. Llavors aquesta funci6é que hem definit volem

que sigui la transformada de Fourier de la nostra funcié escala, aixi que definim @

com L
@(t):/ VO de,  t e R.
-1

La segiient proposicio ens assegura que aquesta funcié escala ens defineix un AMR
i ens permetra crear la Wauvelet.

Proposicié 4.18. &(t) és una funcio escala d'un AMR que satisfa les condicions
del Teorema 4.14 1 és de classe C*(R) amb totes les derivades acotades. A més si

la funcié \/O(€) es de classe C*(R), llavors |t"®V(t)| < Cy; Vt € R i Vk € N. En
particular si \/O(§) € C*(R), aleshores ® € S.

Demostracio. Primer comprovarem les condicions del Teorema 4.14. Com que O te
el suport contingut en un interval de llargada 2 tenim que la segiient suma només
té dos sumands diferents de zero.

S IDE+RP=DOE+k).

I per tant ens queda una expressio de la forma
O() +0(E+1)=0(=§) +0(1+¢§) =1,

fet que prova la ortonormalitat de {®(t — k) }rez. Per provar 'equacié escala definim
la segtient filtre

mo(€) = /6(28) €] < %

Aquesta funcié 'estendrem a tota la recta real com una funcié 1-periodica, notem
que de la definicié és facil veure que la podem descompondre la transformada de la
funcio escala com

B(26) = mo(£)D(€).
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Aixd és perque quan ©(28) # 0 O(£) = 1, que ocorre per [£] < 1, a més m(£) =
0 =0(2¢) per § < [¢| < 3. Finalment com que O(§) =1 en 0 < £ < £ tenim que
® es continua en & = 0 amb |$(O)| = 1. Llavors pel teorema 4.14 @ ens genera un
AMR. Com que P té el suport compacte, aleshores @ es de classe C* i tenim les
seglients cotes per a les seves derivades:

OO < [ |2x)|B(€) dE < oc.

Finalment com que tenim k derivades continues podem escriure
1

(—2mit)k @l (t) = / 1 i (%)’“[(mg)@(g)] d€.

Exemple 4.19. Si elegim la funcié O(§) segiient

0 silgl>2
O =143 silgl=3
1 altrament.

Es facil veure que compleix les condicions (4.13), (4.14), (4.15) i (4.16). Aleshores
sin(7t)

la funcié escala coneguda com a la funcié escala de Shannon és @(t) = =2

Per trobar la seva Wavelet utilitzarem (4.12)

D) = mi(€/2)P(E/2),
a més de la seglient caracteritzacio del filtre de la Wawvelet:
mi(€) = e *™mg (€ + 1/2).

Llavors,

D(€) = e mo(€/2 +1/2)5(£/2),
Per tant:
sin(27wx) — cos(mx)
m(2z + 1)
En la Figura 4.3 podem veure la representaci6 grafica de la funcié escala i la Wawvelet
de Shannon.

(&) =







Capitol 5

La transformada discreta de
Fourier 1 les Wavelets en Zy,

Per finalitzar el treball presentarem en aquest tultim capitol la teoria de Fourier
i el concepte de Wawvelet dins de l'espai £*(Zy), veurem com els objectes d’estudi
sorgeixen de manera natural per modelitzar el tractament de senyals de so i en el pro-
cessament d’imatges. Aixi introduirem una seérie de conceptes i objectes matematics
que anirem donant-li un sentit en les aplicacions en l’enginyeria.

5.1 L’espai (*(Zy)

En els aspectes més teorics nosaltres consideram una ona de so com una funcid
que esta definida de manera continua en R o en (0,1) perd quan nosaltres ens
interessem en com podem agafar un so i enviar-lo a través d'un dispositiu electronic
no és factible que aquest guardi la informacié d’una ona continua. Es per aixo
que dedicarem a fer 1’estudi de les ones de so des de el punt de vista que només
la tenim definida en una serie de punts que podriem considerar equidistants, aixi
doncs amb aquesta reduccié podem fer tractable el so i a 1'hora si agafem punts
molt propers continuarem guardant 1’essencia del que volem enviar. Llavors per
aquest motiu ens dedicarem a estudiar funcions definides només en un nombre finit
de punts. A continuacié construirem lespai ¢*(Zy) i exposarem els resultats basics
per el desenvolupament de les Wavelets en (*(Zy).

Considerem X = {0,...,N — 1}, F = P(X) i u la mesura de contar, aleshores el
conjunt G = {z € C : z = (2(0),...2(N — 1))} amb el segiient producte escalar:

(z,w) = z(n)w(n), z,weQG
és un espai de Hilbert.

Llavors volem estendre la definicié d’aquest espai de forma periodica a tot 7Z, és
a dir que per a tot n € Z es compleix

z(n+ N) = z(n).

35
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D’aquesta manera obtenim el que anomenarem ¢*(Zy) que continuara sent un espai
de Hilbert de dimensié N.

Lema 5.1. El segiient conjunt {Ey, ..., Ex_1} tal que,

1 .
En(n) = \/—Ne%mm/N Vm,n € {0,..,N — 1},

és una base ortonormal de (*(Zy).

Demostracio. Es suficient veure que son ortogonals i de norma 1:

2

1 Tin(j—
<Ej7Ek> N e2min(j=k)/N

S
Il
o

De manera que si j = k llavors val 1 mentre que si j # k aleshores fem la suma

geometrica:
1 (2miN(i—k)/N _ ,2mi0(j—k)/N

<Ej7 Ek> = N 1 — e2mi(i—k)/N =0.

Definici6 5.2 (Transformada discreta de Fourier). Sigui z € (2(Zy), m € Zy:

—2mimn/N

Aleshores,
z = (2(0),....,2(N = 1)).

Teorema 5.3. Sigui w,z € (*(Zy)
(i) z(n) = NZN o 2(m)e?mimnIN - (Teorema d’inversid).
(it) (z,w) = +(Z,0).

(ii) |21 = FIIZ]>.

Demostracio. (i) Fent servir 'expressi6 per zZ(m) i permutant sumatoris:

1 N-1 1 N-—1 N—-1
N Z /Z\ 27rzmn/N N Z (k?) Z eQmﬁ(n—k/N) _ Z(TL)
m=0 k=0 m=0

(i) Utilitzant 'apartat (i)

N-1 N-1 N-
1 —A 4
— m)w(j

N

k=0 m,j=0 k=0

._.

1
2(k)w(k) = e mININ — (2, ).

[\
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(iii) S’obté aplicant 'apartat (ii) en w = z.

]

Definicié 5.4 (Base de Fourier). Per a m =0, ..., N — 1 definim F,, € (*(Zy) com

1 ,
F(n) = Ne%”m"/N, pern=0,..,N — 1.

Sigui F' = {Fp,..Fy_1} el que anomenarem base de Fourier.

Observacié 5.5. Notem que F,, = N~Y/2E,, fet que ens dona que és base tot i que
no sigui ortonormal pero les propietats del teorema anterior en resulten normalit-
zades, aixo és sense el coeficient % en l'igualtat. Aquesta base juga un paper molt
important com veurem més endavant. A més com que la transformada de Fourier
és un operador lineal en espais vectorials de dimensié finita la podem expressar com
una matriu que té inversa degut a la formula d’inversié de Fourier que a més ens
dona una manera natural de definir-la.

Definici6 5.6 (Transformada inversa). Sigui w € ¢*(Zy) aleshores definim la trans-
formada inversa ~com

N-1
1 .
w(n) = N E w(m)e*™™N  pern =0,...,N —1,
m=0

lavors, w = (wy, ..., Wx_1)-

Observacié 5.7. Una idea intuitiva de la transformada de Fourier és que donada
una senyal z € (*(Zy) llavors el moduls dels coeficients de la seva transformada
|Z(n)| sén els coeficients que multiplica a cada una de les freqiiencies pures que
aquestes formen ’ona.

Definicié 5.8 (Translacié). Una k-translacié és l'aplicacié Ry tal que
Ri(2) = z(n — k), Vn € Zy.
En un abus del llenguatge per no recarregar la notacié ho expressarem com Ryz.

Definicié 5.9 (Convolucid). Sigui w, z € (*(Zy), definim (2 * w) de manera que

(z*xw)(n) = i z(k)w(n —k), VneN.

k=0

Definicié 5.10 (Conjugat de la reflexid). Sigui w € ¢*(Zy), definim @ de manera
que

w(n) =w(—n), VneN.
= w(n)

Lema 5.11. Sigui w € (*(Zy), aleshores ;U(n)
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Demostracio. Fent el canvi m = —k,
R N—1 N—1
w(n) =Y w(k)e N =" w(m)e™ /N = @(n).
k=0 k=0
0
Lema 5.12. Siguin z,w € (*(Zy), k € Z, es compleiz:
(i) (z*xw)(k) = (Rgz,w).
(i7) (z*xw)(k) = (Rgz,w).
Demostracio. (i)
N-1 N-1
(zxw)(k) = z(n)w(k —n) = z(n)w(n — k) = (Ryz, w).
n=0 n=0
(i)
N-1 N-1
(zxw)(k) = z(n)w(k —n) = z(n)w(n — k) = (Ryz, w).
n=0 n=0
O]
Lema 5.13. Donats z,w € (*(Zy) llavors Yk € Z és té que:
Zxw(m) = w

z*w(m)zz -

(Z * w)(k)e_%ikm/N _ Z z(])w(k: _j)€—27rikm/N
k,j=0
1

A()w(De I — Zm)@(m).

O
Definicié 5.14. Sigui M € N i considerem N = 2M, aleshores donat z € (*(Zy)
definirem z* com:

z*(n) =(-1)"z(n), VneN

Lema 5.15. Sigui M € N i considerem N = 2M, aleshores donat z € (*(Zy) es
compleix

l\z*>

(n) =2(n+ M)
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Demostracio.
N-1 N-1
2*(71) _ Z g;(k)e—Qm'kn/N _ Z(_1>nz(k)e_2mkn/N
k=0 k=0
N-1 N-1
_ Z(k,>€—7rik’6—27rikn/N _ Z Z(k})e_ka(nJ’_M)/N.
k=0 k=0

O
Observacié 5.16. Donat M € N, N = 2M i z € (*(Zy), aleshores és facil veure:

2z(n), sin és parell

(2 + ") (n) = {

0, si n és senar.

5.2 Wawvelets en (*(Zy)

En aquesta seccio ens centrarem en veure com construir les Wawvelets i comencarem
responent al perque estem interessats en buscar unes bases alternatives a les de
Fourier. El motiu és que les de Fourier tenen unes limitacions important, sobretot
perque no estan localitzades. Que vol dir que no estan localitzades?

Definicié 5.17. Direm que un vector z € £*(Zy) esta localitzat en 'espai al voltant
de ng € N si fora d'un entorn de ng els coeficients que 'acompanyen sén zero o molt
propers a zero.

En canvi la base de Fourier és el més lluny possible d’estar localitzada, per altre
banda la base Euclidea si que ho esta i de fet més localitzada impossible pero la
seva transformada esta molt lluny de ser localitzada, a 'inrevés que la de Fourier.
Llavors el nostre objectiu sera trobar unes bases que estiguin localitzades en 1’espai i
en les freqiiencies. Ara bé, per que volem trobar unes bases que estiguin localitzades
en l'espai i en les freqiiencies?

La resposta a aquesta pregunta la podem trobar en les aplicacions que tenen,
doncs per exemple si en una imatge ens volem fer focus en un lloc concret aleshores
bastara que ens mirem els coeficients dels elements de la base que estan localitzades
al voltant d’aquell focus. Un altre exemple és també que en el filtratge d’ones de
so, doncs si tenim en l'espai de les freqiiencies és possible que vulguem eliminar
freqiiencies molt altes perque l'oida huma tanmateix no les percep o per exemple
vulguem aillar el so que provengui d’unes freqiiencies concretes. Finalment un ultim
exemple és en la compressié d’imatges o senyals que en parlarem més detall en el
cas de senyals en la secci6 5.3.

Un altre fet important computacionalment és que la base sigui ortonormal i que
estigui generada per les translacions d’'un sol element llavors se’n fa molt facil el
calcul de la transformada de les transladades a partir del calcul del primer element,
desafortunadament aixo no es compatible amb que la base estigui localitzada en
I’espai i en les freqiiencies:
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Proposicié 5.18. Sigui N € N, aleshores {Ryw}y ' és una base ortonormal de
(*(Zy) si i només si:

1, stk=0

, Rpw) =
(W, Byw) LL sik=1,. N—1

Demostracié. La primera implicacié és trivial aleshores veiem que {Rpw}d™" és
ortonormal.

¢ Sij=k
(Reaw, Ryuw) = N win — Kol =) = Z wlm)a(m) = (i, Row) = 1.
¢ Sij#£k:
(R, Ry) = 3w~ ola =3 = 3 wlmjlm 55 =)
o, Ray) =0 "

Proposicié 5.19. Sigui w € (2(Zy), llavors { Ryw}h—y" és una base ortonormal si
i NOMES Si:
|w(n)] =1, Vn € Zy.

Definicié 5.20 (La delta de Dirac). Sigui N € N aleshores § € (*(Zy) tal que
d(n)=0sin#0i6(0) =1

~

Observacié 5.21. Notem que § = ¢ i per tant §(n) = 1, Vn € Z.
Proposicié 5.22. Sigui N € N i w € (*(Zy), llavors { Rw}) ™ és una base orto-

normal si, 1 només st
|lw(n)| =1, Vne€Z.

Demostracid. Per la Proposicié 5.18 {Ryw}; ;" és una base ortonormal si, i només
si,
1, sik=0

, Ryw) =
(w, Ryw) {Q sik=1,..,N—1.

A més com hem vist que

(w, Ryw) = w * w(k),

podem concloure w * w = §. Pel Teorema 5.3 i els Lemes 5.13 1 5.11:

~ _

1=38(n) = (w* @Nn) = Ga(n) = Dd(n) = |@(n)]*
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Ara bé si no potser que estigui generada per un element, doncs que estigui
generada per les translacions de dos elements, en aquest cas és possible com veurem
a continuacio sempre que N sigui parell.

Definicié 5.23. Sigui M € Ni N = 2M, donats u,v € £*(Zy) aleshores una base
ortonormal de la forma {Ro,v} N {Ryju}, j,k =0,..., M — 1 'anomenarem primera
fase de la Wawvelet.

Observacié 5.24. Es molt facil veure que és equivalent que amb M € N, N = 2M
aleshores { Ropu} es un conjunt ortonormal si, i només si

1, sik=0

(w* T)(2k) = (1w, Ray) = {0 k=1, M- 1.

Es suficient aplicar el Lema 5.12 i fer el canvi m = n — 2k.

Lema 5.25. Suposem M € N, N = 2M, w € (*(Zy), llavors {Ryyw}ityt és un
congunt ortonormal amb M elements si i només st

|w(n)]? +|@(n+M)*=2, n=01,.,M-1.

Demostracio. Per demostrar-ho utilitzarem la caracteritzacié de 'Observacié 5.24,
a més recordem que per I’Observacio 5.16 tenim que

2w w(n), sin parell

(ww+ (w=*w)*)(n) = {

0, si n senar.

Ara bé és suficient veure que (w * w + (w * w)x) = 2J, pel Teorema 5.3 és el mateix
veure que:
(wxw+ (wxw)* ) (n)=2, n=0,.,N—-1

Com hem vist en els Lemes 5.13 5.11,

— ~ _

wxw(n) = w(n)w(n) = w(n)w(n) = |o(n)|>.
Finalment pel Lema 5.15 (@*(n) = |w(n + M)|* i per tant,
(ww+ (w*w)*)"(n) = |On)]* + |©(n + M)|* = 2.
O]

Observacié 5.26. De manera molt senzilla es pot veure que els dos segiients enun-
ciats son equivalents

(a) (u, Ropv) =0Vk=0,...,M — 1.
(b) <R2kU,R2jU> =0 Vk,j = O, ,M —1.
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Definicié 5.27. Donat M € N, N = 2M isiguin u,v € (*(Zy), per n € Z definirem
A(n) per
un+M) v(n+M))’

l’anomenarem matriu sistema de u 1 v.

Finalment amb el segiient teorema obtenim una caracteritzacié de les Wawvelets
en (*(Zy) que esdevé 'eina fonamental en la construccié d’aquestes.

Teorema 5.28. Suposem M € N, N = 2M, sigui u,v € {*(Zy). Llavors
B = {Ryu}ily' } U{ R}l }
és una base ortonormal de (*(Zy) si i nomes si

2+ [a(n + M)|* =2

|u(n)
()] + [B(n + M)|* =2

[0

A(n)o(n) + (n + M)o(n + M) =0,

peran=20,...,M —1.

Demostracio. Notem que pel Lema 5.25 a u i a v obtenim 'equivalencia amb les dos
primeres identitats. Queda veure que

(Rogu, Rojv) = 0 <= u(n)v(n) +u(n+ M)v(n+ M) = 0,

per atot k,j,n=0,.... M — 1.
Notem que per les Observacions 5.16 1 5.26 junt amb el Lema 5.12 (Rou, Rojv) =
0 és el mateix que
(u*v) 4+ (u*xv)* =0.
Aleshores aplicant el Teorema 5.3,

uxv+ (uxv)* =0,

llavors pels Lemes 5.13 1 5.11

Finalment pel Lema 5.15
(uw*0)* = i(n + M)o(n + M),

amb el que obtenim el que voliem O

Corol-lari 5.29. Suposem M € N, N = 2M i u,v € (*(Zy), aleshores B =
{Ropul " U {Roxv} 51} és una base ortonormal si i momés si les matrius del
sistema A(n) de u i v son unitaries.
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Lema 5.30. Suposem M € N, sigui N = 2M i u € (*(Zy) tal que {Ropuly - és
un conjunt ortonormal de M elements, definim v € (*(Zy) com

v(k) = (=D u(l — k), Vke&Zy.
Aleshores { Ropu} 't U {Ropv}' ! es una primera fase de la Wavelet.

Demostracio. Per comencar cerquem la transformada de Fourier de v:

N-1

) = 3wy

n=0

Llavors substituint per v(k) i fent el canvi k =1 — n ens queda

N-1 N-1
ﬁ)’(m) — u(k>(_1)kefl7rim(1fk)/N _ efQﬂim/N Z m<€7iﬂ)fke2ﬂ'imk/N
k=0 k=0

N-1
26—27rim/NZ u(k)e—Qm‘(m-i-M)k/N — e—27rim/N—a(n n M)
k=0

Aixi,

D(m + M) = e 2mM/No=2mim/N _ _ o =2mim/N (1
Llavors
[B(m)]* + [0(m + M)[* = [a(m)|* + [a(m + M) =2,
dones { Ropu}a™yt es un conjunt ortonormal. Finalment,

a(m)o(m) + a(m)o(m + m) = a(m)e*™™Na(m + M) — a(m + M)e*™™/Ng(m) = 0.

Per tant {Ropu}’ o' U {Rayv}il,! compleix les hipotesis del Teorema 5.28 i és una
primera fase de la Wawvelet. O]

Exemple 5.31. Sigui 7 = (v/2,1,0,1) i 9 = (0, 1,2, —1), llavors

w5 0

-5 )

sén matrius unitaries i pel Corol-lari 5.29 {v, Rov, u, Rou} genera una primera fase
de la Wawvelet que podem calcular amb la transformada inversa de Fourier, és a dir
multiplicant per una matriu i ens dona els segiients vector:

u=1(2+V2,V3, -2+ V2, VD)
Rou :i(—2+\/§, V2,2 1 V3,3)

v=1(VE V342, V3, V2 - 20)
Ryv :%\/E, —V2 = 2i,V2, V2 + 2i)
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Exemple 5.32 (Wavelet de Shannon). Suposem N € N que sigui divisible entre 4,
aleshores definim u,v € Zy com:

= {\/5 sin=01,..,5~1lon=3Y 3N N_1
i(n) =

_ N N 3N 3N
0, sin= 47Z+17""T_27T_17

N 0, sin—O,l,.,4 1on o 3N+1 N -1
v(n) = . :
V2, sin= 4 s N, -2, 3N _ 1,
Notem que fixat n o bé u(n) = 0 o bé 'U(n) =0 llavors les columnes de la matriu
sistema A(n) sén ortogonals. A més per per a cada n u(n) = V2 i U(n) = 0

o viceversa i igual per v, per tant A(n) és unitaria i pel Corollari 5.29 tenim
{ngu}N/2 "y {ngu}ivz/g_l és una primera fase de la Wavelet de Shannon. Es
pot veure que

= £€ Wn/N <ﬂ2n>
sin()’
v(n) = ‘/Wﬁ(—l)"e—m/zvzigz;_

Exemple 5.33 (Wavelet de Shannon real). Suposem N € N que sigui divisible
entre 4, aleshores definim u,v € Zy com:

V2, sin=0,1,.,f-1on=3" 341  N-1

- i, sin—%,
u(n) = .

—1, S1 1M )

. _ N N 3N 3N
0, sin="7,7+1,..,°55 =2, —1,
i

0, sin=01,...,f-1lon=33N 341 N-1
- , sin—%,
ORGSR

—1, Sln—T,

V2, sin=~4 041, N 23N _q

Notem que v(N/4 = v(3N/4)) i a més u(N/4 = U(3N/4)), mentre que pels altres
valors de n funciona igual que 'exemple 5.32 i com que la matriu sistema

1 11
A= (2 1),
és també unitaria podem aplicar el Corollari 5.29 i obtenim que {Royu},’y U

{ngu}kzo_l és una primera fase de la Wavelet de Shannon real. Veure la Figura
5.1

N/2—1
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Figura 5.1: Raoseu i Rosgv de Shannon per N = 512.

Exemple 5.34 (Daubechies 6.). Suposam N > 6 i parell, considerarem u el filtre
que consideravem a I’Algorisme de Daubechies, donats:

azl—\/m
b=1++10

c=1\/5+2v10.
— \/_567271*1'471/N

~ ; b ’ , . .
u(n) 3 <€2mn/N_'_1>3(g+§ (€2mn/N-|—€2mn/N)+Z—i(€4mn/N+€4mn/N)>.

Hem vist aquest filtre compleix les condicions d’ortonormalitat del Lema 5.25. Lla-
vors definim

0(n) = (=1)""a(1 - n),

pel Lema 5.30 tenim que v i v sén una primera fase de la Wawvelet, fent la inversa
de u(n) i v(n),

2
u:\3/—2_(b—|—c,2a—|—3b,6a—|—4b+20,6a+4b—20,2a+3b—3c,b—c,0,...,0)

2
v :3—\/2_(—(2a +3b),b+¢,0,...,0,—(b—¢),2a + 3b — 3¢, —(6a + 4b — 2¢), 6a + 4b + 2c¢).

Veure la Figura 5.2

5.3 Aplicacié de les Wavelets: compressioé de se-
nyals.

Finalment per acabar aquest treball explicarem com les Wauvelets esdevenen una
eina molt 1til a la hora de compressié de senyals. La idea que hi ha al darrera és
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Figura 5.2: Rgsu i Rgqv de Daubechies 6 per N = 128.

simple i intuitiva, si agafem una senyal, aleshores aquesta senyal té la seva descom-
posicié en freqiiencies, aquest ha estat el joc en tot el capitol, mirar-se la senyal
que tenim o mirar-se la seva transformada que vindria a ser la seva descomposi-
ci6 en freqiiencies. Llavors imaginem que nosaltres per guardar una senyal doncs
guardem cada una de les freqiiencies amb la importancia que li correspongui, aixo
és quedar-se amb el coeficient corresponent de la seva transformada de Fourier, si
tenim una senyal amb 256 punts, aleshores tindrem 256 coeficients. Aqui esta la
clau perque que passa si enlloc de guardar 256 coeficients, en guardem només 50, o
607 El que estem fent és una compressié perque alla on guardavem 256 coeficients,
ara en guardem menys, llavors per a que la compressié sigui bona ens agradaria
que al tornara convertir les freqiiencies a la senyal aquestes fossin semblants. Com
avaluarem aquesta semblanga? doncs ho farem amb l'energia de la senyal, que per
nosaltres és la norma, si després de fer la compressio ’energia de la ona baixat molt
doncs sera una compressié dolenta, mentre que si és molt semblant la compressio
sera bona.

La compressi6

Suposem N = 2M sigui 2z € (*(Zy) una senyal, aleshores, donada una primera
fase de Wawvelet u i v podem considerar la matriu de canvi de la senyal a la seva
transformada en la base de que genera la primera fase de la Wauvelet.

u

T — RQ(MA)U
v

RQ(M—1)U

Llavors primer farem la transformacio 1" a z, seguidament farem la transformacié C'
que consistira en quedar-nos am el percentatge p de coeficients més grans i finalment
fem la transformacié inversa de T' que en aquest cas és T*.

z—Tz— C,Tz — T'C,T>. (5.1)
T Cy T
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Qualitat de la compressio

Una vegada tenim la compressié que segons (5.1) denotem per T°C,Tz li as-
signarem un nombre @, entre [0, 1] on 0 sera una compressié pessima i 1 sera una
compressié perfecte.

Definicié 5.35 (Qualitat de compressio).
| T°C, T2

2]

Qc:

Notem que Q). esta comprés entre [0, 1] per el Teorema de Parseval.
En 'annex podreu trobar grafiques comparant la compressié de diferents senyals
per a les diferents primeres fases de Wavelets que hem vist en aquest darrer capitol.






Annex A: Exemples de compressio
de senyals

En aquest annex exposarem grafiques de compressions de senyals amb diferents
Wavelets i amb la base de Fourier. Les Wavelets que compararem seran les de
Haar, Daubechies, Shannon, a més també inclourem una grafica comparativa amb
la corba de rendiment respecte a diferents percentatges de compressié (P) per a les
segiients funcions:

Veure (5.3) per a:

(

0, si0<n<127
sin(I"22807) 6§ 128 < n < 255
z1(n) =<0, si 256 < n < 282
- r|n—128]2 :
sin( 55 ), si 384 < n < 447
0, si 448 < n < 511.

\

Veure (5.4) per a:
1- 2 si0<n<63

647
0, si 64 < n < 255
z(n) = n :
5—@, si 256 < n <319
, si 320 < n < 5H11.
Veure (5.5) per a:
15
z3(n) = sm(a)

Veure (5.6) per a:
z4(n) = (n — 250)6_(”'256)2/512.

49
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Figura 5.3: Grafiques comparatives per la compressié de z1(n).
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Test compartiu de qualitat.
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Annex B: Codi de compressio de
senyals

1 #include <stdio.h>

2 #include <math.h>

3 #include <stdlib .h>

4 #define N 512

5 #define M_PI 3.14159265358979323846

6 #define Percentatge 0.1

7 #define senyal 4

s /*Genera lla senyal que volem comprimir depenent de quina delecci <
tinguem de la variable global senyalx/

9 double funcio(double x){

10 if (senyal==1){

11 if (x>=128 && x<=255){

12 return sin(pow(fabs(x—128),1.7)/128);
13

14 if (x>=384 && x<=447){

15 return sin(pow(fabs(x—128),2)/128);
16 }

17 else

18 return 0;

19

20 }

21 if (senyal==2){

22 if (x>=0 && x<=63){

23 return 1-x/64;

24

25 if (x>=256 && x<=318){

26 return 5—x/64;

27 }

28 else

29 return 0;

30

31

32 if (senyal==3){

33 return sin(pow(x,1.5)/64);

34

35

36 if (senyal==4){

37 return (x—256)xexp(—pow(x—256,2)/522);

95
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68
69
70
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88
89

o6

}

/*Definim 1’estructura de nombre complex, el producte,

conjungat i el omdulx/
typedef struct complex{
double re;
double im;

; }complex;

complex prod(complex z, complex w) {
complex X;
X.re =z.rexw.re—z.imx*xw.im;
X.im=w.rex*xz.im{w.im*z.re;
return x;
}
complex sum(complex z,complex w){
complex X;
X.re=z.retw.re;
X.im=z.im+w.im;
return x;
}
complex conj(complex z){
complex X;
X.re=z.re;
X.ilm=—2z.1im;
return x;
}
double cabs(complex z){
return sqrt(z.rexz.retz.imxz.im);
}

/*Genera la matriu de canvi de la Wavelet de Haarx/
double **Haar (void){

int i,m,n;

double *xH,xu,xv;

H=(double**)malloc (Nxsizeof (doublex));

la suma

el

for (i=0;i<N;i++){H[i]=(doublex)calloc (N, sizeof (double));}

u=(doublex)calloc (N, sizeof (double));
v=(doublex)calloc (N, sizeof (double));

u[0]=sqrt(2) /2;
u[l]=sqrt(2)/2;
v[0]=sqrt(2) /2;
v[l]=—sqrt (2) /2;

for (i=0;i<N/2;i++){
for (n=0;n<N;n++){
m=(n—2+1)%N;
if (m<0) m=N+m;
(1] [n]=u[n];
(14 /2] [n]=v[n];

P
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90 }
91 }

92 return H;

93

9a }

95 /*Genera la matriu de canvi de la Wavelet de Shannons/
96 double **Shannon (void){

97 complex *A_F;

98 complex *Sh_Rv,*Sh_R,*res,*resv,aux;

99 int i,n,m;

100 double *xM;

101

102 A_F=(complexx*)malloc(N«sizeof (complex));
103 Sh_R=(complexx)malloc (Nxsizeof (complex));
104 Sh_Rv=(complex*)malloc (Nxsizeof (complex));
105 res=(complex*)malloc(Nxsizeof (complex));
106 resv=(complexx)malloc(Nxsizeof (complex));
107

108 M=(double**)malloc(Nxsizeof (double));

109 for (i=0;i<N;i++)

110 M[i]=(doublex)malloc (Nxsizeof (doublex));
111

112 for (i=0;i<N;i++){

113 if (i <= N/4-1 || i>3«N/4){

114 Sh_R[i].re= sqrt(2);

115 Sh_R.[i] .im=0;

116 Sh_Rv[i].re= 0;

117 Sh_Rv[i].im=0;

118

119 else if (i=N/4 ){

120 Sh_R[i] .re=0;

121 Sh_R[i] Lim=—1;

122 Sh_Rv[i].re=1;

123 Sh_Rv[i].im=0;

124 }

125

126 else if (i==3xN/4 ){

127 Sh_R[i].re=0;

128 Sh_R[i].im=1;

129 Sh_Rv[i].re=1;

130 Sh_Rv[i].im=0;

131 }

132 else{

133 Sh_R[i].re=0;

134 Sh_R[i].im=0;

135 Sh_Rv[i].re=sqrt(2);

136 Sh_Rv[i].im=0;

137 }

138

139 }

140 for (n=0;n<N;n++){
141 res|[n].re=0;
142 res|[n].im=0;



143 resv([n].re=0;

144 resv[n].im=0;

145 for(iZO;i<N;i++){

146 A_F[i].re=cos(2+*M_PIxixn/N)/N
147 A_F[i].im=sin(2xM_PIxixn/N)/N;
148

149 aux=prod (Sh_R[i],A_F[i]);

150 res [n]=sum(res|n],aux);

151 aux=prod (Sh_Rv[i],A_F[i]);

152 resv[n]=sum(resv[n],aux);

153 }

154

155 if (res[n].im >1l.e—4){

156 printf ("XUNGO BROTHER \n”);
157

158 if (resvin].im >1l.e—4){

150 prints ("V-XUNGO BROTHER \n”);
160 }

161 }

162 for(i=0;1<N/2;i++){

163 for (n=0;n<N;n++){

164 m=(n+2%1i)%N;

165 M[i][n]=res[m].re;

166 M[i+N /2] [n]=resv[m].re;

167 }

168 }

169 return M;

170}

111 /«xGenera la matriu de canvi de la Wavelet de Daubechiesx/
172 double xxDaubechies(void){

173 int i,n,m;

174 double a,b,c,M,*Dau,*Dav,**D;

175

176 Dau=(doublex)calloc (N, sizeof (double));
177 Dav=(doublex*)calloc (N, sizeof (double));
178

179 D=(double**)malloc(Nxsizeof (double));
180 for (i=0;i<N;i++)

181 D[i]=(doublex)malloc(Nxsizeof (doublex));
182

183 a=l-sqrt (10);

184 b=I+sqrt (10) ;

185 c=sqrt(5+2.xsqrt (10));

186 M=sqrt (2) /32.;

187 Dau[0]= M*(b—i—c)

188 Dau|[1]=Mx*(2xa+3*b+3xc) ;

189 Dau[2]=Mx*(6xa+4*xb+2xc) ;

190 Dau[3]=Mx*(6*a+4xb—2xc) ;

191 Dau[4]=Mx*(2*a+3xb—3xc) ;

192 Dau[5] Mx(b—c);

193 Dav|[0]=—Dau[1];

194 Dav

1
[1]=Dau[0];
195 Dav [N—1]=Dau |

2];
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29
196 Dav [N—2]=—Dau [3];
197 Dav [N—3]=Dau [4];
198 Dav [N—4]=—Dau [5];
199 for (i=0;i<N/2;i++){

200
201
202
203
204
205

206 }

for (n=0;n<N;n++){
m=(n—2%1)%N;
if (m<0) m=N+m;

D[i]

[n]=Dau[m];

D[i+N/2][n]=Dav[m];

}

207 free(Dau);
208 free(Dav);
209

210 return D;

211 }

212 /*Donat una matriu de canvi et fa la transformada d’una senyalx/
213 double *Trans(double *xA, double x*z){

214
215
216
217
218
219
220
221
222

223 }

int i,j;

double *Tx;

Tx=(doublex*)calloc (N, sizeof (double));

for (1i=0;

i<N;it++)

for (j=0;j<N; j++)

Tx[i]+=A[1i][j]*z[5];

return Tx;

224 /*Donat una matriu de canvi et fa la transformada inversa d’una <«
senyalx/
225 double %Trans_Inv(double xxA, double xz){

226
227

228

229

230

231

232

233 }

2314 /+%Fa la
235 complex

237
238

239

240

241

242

243

244

245 }

26 /*Fa la
247 complex

int 1i,j;

double *Tx;
Tx=(double*)calloc (N, sizeof (double));

for (i=0;

i<N;it++)

for (j=0;j<N;j++)

Tx[i]+=A[j][i]*2[5];

return Tx;

transformada respecte la base de Fourierx/
«DFT (complex *%A, complex xz){

int 1i,j;
complex

*Tx ;

Tx=(complexx*)calloc (N, sizeof (complex));

for (i=0;

i<N;it++)

for (3=0;3<N; j++)
Tx[i]=sum(Tx[i],prod(A[i][]],z[j]));
return Tx;

transformada inversa respecte la base de Fourierx/
xIDFT (complex *%A, complex #z){



248
249
250
251
252
253
254
255
256
257
258
259
260
261
262
263
264
265
266
267
268
269
270
271
272
273
274
275
276
277
278
279
280
281
282
283
284
285
286
287
288

290
291
292
293
294
295
296
297
298
299
300

60

int i,3;
complex *Tx;
Tx=(complex*)calloc(N,sizeof (complex));
for (i=0;i<N;i++)
for (j=0;j<N; j++)
Tx [1]=sun (Tx 1] , prod(conj (A[3][]) ,2[3]));
return Tx;
}
/*Ordena els coeficients segons el seu omdulx/
void ordenar (double %z, int xp){
int i,j,auxi;
double aux;

for (i=0;i<N;i++)
for (3=0;3<N—1;3++){
if(fabs(z[%]%<fabs(z[j4—ﬂ)){

aux=z[j|;
z[jl=z[3+1};
z[j+1]=aux;
auxi=p[j];
plil=p[j+1];
p[j+1]=auxi;

void ordenar_c(complex #*z, int xp){
int i,j,auxi;
complex aux;

for (i=0;i<N;i++)
for (3=0;3<M—1;5++){
if(cabs(z[%]%<Cabs(z[j4—ﬂ)){

aux=z[j|;
z[jl=z[3+1};
z[j+1l]=aux;
auxi=p[j];
plil=p[j+1];
ol 41—t

¥
¥
/* Ens retorna la norma d’un vectorx/
double norm(double *z)({
int 1i;
double norm=0;
for (i=0;i<N;i++)
normt=z[i]xz[i];
return norm;
¥
double norm_c(complex xz){
int i;
double norm=0;
for (1=0;i<N;i++)
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301 norm+=(z[i].rexz[i].re+z[i].imxz[i].im);

302 return norm;

303 }

304 /% Fa el test de qualitat i el guarda en un fitxerx*/
305 void Test_Qualitat(FILEx dades,double %A, double xz){
306

307 int i,j,1,xp;

308 double *Tz,*Tw,norm_z,Q;

309

310 p=(int *)malloc(Nxsizeof (int));

311 Tz=(double*)malloc (Nxsizeof (double));
312 Tw=(doublex)calloc (N, sizeof (double));
313

314 Tz=Trans (A,z);

315

316 norm_z=norm(z);

317

318 for (i=0;i<N;i++)

319 pli]=1i;

320

321 ordenar (Tz,p);

322

323 for (1=0;i<100;i++){

324 1=(int) ((i)*N/100.);

325 for (j=0;j<1;j++)

Tulp(3]]=Tz[3];

327 Q=norm(Tw) ;

328 Q=Q/norm_z;

329 fprintf (dades,”%d %1f \n”, i,Q);
330 }

331 free(Tz);

332 free(Tw);

333 free(p);

334

335 }

336 void Test_Qualitat_Fourier (FILEx dades,complex *%A, complex xz){
337

338 int i,j,1,xp;

339 double norm_z,Q;

340 complex *Tz,*Tw;

341

342 p=(int*)malloc (Nxsizeof (int));

343 Tz=(complex*)malloc (N*sizeof (complex));
344 Tw=(complex*)calloc (N, sizeof (complex));
345

346

347 Tz=DFT (A,z);

348

349 norm_z=norm_c(z);

350

351 for (i=0;i<N;i++)

352 pli]=1i;

353



354 ordenar_c(Tz,p);

355

356 for (i=0;i<100;i++){

357 1=(int ) ((1)*N/100.);
358 for (j=0;3<1;j++)
Tu[p[3]]=Tz[3];
360 Q=norm_c (Tw) ;

361 Q=Q/norm_z;

362 fprintf (dades,”%d %lf \n”, i,Q);
364 free(Tz);

365 free(Tw);

366 free(p);

367

368 }

360 /*COmprimeix la imatge i la guarda en un fitxerx/
370 void Compressio_Senyal (FILEx dades, double *xA, double x*z){

371 int i,j,1,xp;

372 double *Tz,*Tw,*w;

373

374 p=(int*)malloc (Nxsizeof (int));

375 Tz=(double*)malloc (Nxsizeof (double));
376 Tw=(doublex)calloc (N, sizeof (double));
377 w=(doublex)calloc (N, sizeof (double));
378

379 for (1=0;i<N;i++)

380 pli]=1i;

381

382 Tz=Trans (A,z) ;

383 ordenar (Tz,p) ;

384

385 1=(int ) (PercentatgexN) ;

386 for (j=0;j<1;j++)

887 Twlp[ill=Tz[j];

388

389 w=Trans_Inv(A,Tw);

390 for (i=0;i<N;i++)

391 fprintf (dades,”%d %lf \n”, i,w[i]);
392

393 }

394 void Compressio_Senyal_Fourier (FILEx dades, complex #xA, complex xz){

395 int 1,j,1,%p;

396 complex *Tz,*Tw,*xw;

397

398 p=(int*)malloc (Nxsizeof (int));

399 Tz=(complex#*)malloc(Nxsizeof (complex));
400 Tw=(complex*)calloc (N, sizeof (complex));
401 w=(complex*)calloc (N, sizeof (complex));
402

403 for (i=0;i<N;i++)

404 pli]=1i;

405

406 Tz=DFT(A,z);



407
408
409
410
411
412
413
414
415
416
417
418
419
420
421
422
423
424
425
426
427
428
429
430
431
432
433
434

437

447
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}

ordenar_c(Tz,p);

1=(int ) (PercentatgexN);

for (j=0;j<1;j++)
Tu[p[3]]=Tz[3];

w=IDFT (A, Tw) ;

for (i=0;i<N;i++)
fprintf (dades,”%d %lf \n”, i,w[i].re);

/* Ens genra la matriu de Fourierx/
complex *xFourier (void){

int

int i,j;
complex *x*W;

W=(complex #x)malloc(Nksizeof (complexx));
for (i=0;i<N;i++)
W[i]=(complexx)malloc(Nxsizeof (complex));

for (1=0;i<N;i++)
for (j=0;3j<N; j++){
W[i][j].re =
W[i][j]. . im =

1./sqrt(N)*cos(—2.*M_PIxixj/N);
1./sqrt(N)*sin(—2.«M_PIxi*j/N);}
return W;

main(void){

int 1i;

double **A,xz;
complex *x*xW, *z_c;

FILEx dades;

A=(doublex*x*)malloc (Nxsizeof (doublex));
z=(double*)malloc (Nxsizeof (double));
W=(complexx#*)malloc (Nxsizeof (complexx));
z_c=(complex*)calloc (N, sizeof (complex));

dades=fopen(” Original”, 7"w”);
for (i=0;i<N;i++){
z[i]=funcio(i);
fprintf (dades,”%d %lf\n” ,i,z|

il]);
Ali]=(doublex)malloc(Nxsizeof (do

uble) ) ;

W[i]=(complex*)malloc(Nxsizeof (calloc));
z_c[i].re=funcio(i);

A=Daubechies () ;
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460
461
462

464
465
466
467

469
470
471
472

474
475
476
477

479
480
481
482
483
484
485

487
488
489
490
491
492
493
494
495

497
498
499
500

501 }

dades=fopen(” Test_Daubechies” ,”w” ) ;
Test_Qualitat(dades,A,z);
fclose(dades);

dades=fopen (” Compressio_Daubechies” ,”w” ) ;
Compressio_Senyal (dades,A,z);

fclose(dades);

A=Haar () ;

dades=f open ( "Test_Haar” ’”
Test_Qualitat(dades,A,z);
fclose(dades) ;

w”);

dades=fopen (” Compressio_Haar” ,”w” ) ;
Compressio_Senyal (dades,A,z);
fclose(dades);

A=Shannon () ;

dades=fopen(” Test_Shannon” ,”
Test_Qualitat(dades,A,z);
fclose(dades);

w);

dades=fopen (” Compressio_Shannon” ,”w” ) ;
Compressio_Senyal (dades,A,z);

fclose(dades);

W=Fourier () ;
dades=fopen(” Test _Fourier” ,”w”);
Test_Qualitat_Fourier (dades,W,z_c);
fclose(dades);

dades=fopen(” Compressio_Fourier” ,”w” ) ;

)
Compressio_Senyal_Fourier (dades,W,z_c);
fclose(dades);

return 0;
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