28 UNIVERSITATo:
B

i BARCELONA

Treball final de grau
GRAU DE MATEMATIQUES

Facultat de Matematiques i Informatica
Universitat de Barcelona

Enters algebraics i treballs de
Kummer sobre I’Ultim Teorema
de Fermat

Autor: Celia Cortés Roca

Director: Dr. Luis Dieulefait
Realitzat a: Departament de Matematiques i Informatica

Barcelona, 27 de juny de 2018



Abstract

Fermat’s Last Theorem asserts that the equation x™ + y™ = 2™ has not non-zero
integral solutions z,y, z for n > 3. In this project we study the Kummer’s proof of
the first case of the Theorem along with developing the basic tools of the algebraic
number theory. This first case is that the exponent n in the equation is a so-called
regular prime and n does not divide any of z,y, z.

Resum

Laltim teorema de Fermat afirma que l'equacié =" 4+ y™ = z™ no té cap solucid
entera per n > 3 amb z,y, z diferents de zero. En aquest treball estudiem la
demostracio del primer cas del Teorema feta per Ernst Kummer juntament amb el
desenvolupament de les eines basiques de la teoria algebraica de nombres. Aquest
primer cas consisteix en que ’exponent de I’equacié és un nombre p primer regular
i p no divideix cap x,y, 2.
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1 Introduccid

Context historic

Els origens de 1'Ultim Teorema de Fermat provenen dels pitagorics, ja que aquests
van demostrar que I'equacié 22 + y? = 22 té infinites solucions enteres. Cap a l'any
1637, Pierre de Fermat va escriure al marge d’un llibre, del qual copiava I’Aritmetica
de Diofant, el segiient enunciat:

Es mmpossible que un cub sigut la suma de dos cubs, que una poténcia quarta
sigut la suma de dues potencies quartes, i en general, que qualsevol nombre que
sigut una potencia superior a dos, sigui la suma de dues poténcies del mateix valor.
He descobert una demostracio veritablement meravellosa d’aquesta proposicio, pero
aquest marge és massa estret perque hi capiga.

Més concretament va afirmar que 1’equacié
a4yt =2" (1.1)

no té solucions enteres diferents de zero per n > 3. Tot i dir que tenia la demostracié
completa, Fermat només deixa constancia de la demostracié per n=4.

L’afirmacié de Fermat va esdevenir un repte des del moment en el que es va
plantejar. Durant els segles XVIII, XIX i XX molts matematics van enfrontar-
se amb aquest problema, demostrant tant per un cert exponent, com casos més
generals. Finalment, 'any 1995 Andrew Wiles va publicar un article de 96 pagines
demostrant el Teorema de Taniyama-Shimura que enllaca formes modulars i corbes
el-liptiques. Combinant aquest Teorema amb representacions de Galois s’obté la
demostracié de I'Ultim Teorema de Fermat i, finalment un dels problemes més
famosos de la historia de les matematiques queda tancat.

El primer resultat important va ser quan Leonard Fuler va demostrar el cas
n = 3 cap a l'any 1735. El segon gran pas el va fer Sophie Germain (1776-1831),
una de les iniques dones que feien recerca matematica en aquell temps. Dins de la
seva obra, va trobar convenient dividir el problema en dos casos:

1. Cap de les x,y, z és divisible per n.

2. Només un z,y, z és divisible per n.

Sophie Germain va demostrar el primer cas per tot p < 100. El dia 1 de mar¢ del
1847 Gabriel Lamé (1796-1870), es va adrecar a I’Academia de Ciencies de Paris i
va anunciar la demostracié completa de 'Ultim Teorema de Fermat. Va presentar
un esbos d’una demostracié que introduia les arrels complexes de la unitat i facto-
ritzava Uequacid (1.1) en els termes lineals 2" +y" = (x+y)(z+Cy) ... (z+ " y),
on ¢ = e*™/™ representa arrel n-esima de la unitat amb n senar. No obstant, la seva
demostracio utilitzava un serie de detalls que no havia contemplat; la factoritzacié
fallava en alguns anells d’enters de cossos ciclotomics i, a més a més faltava un
control exhaustiu de les unitats en el seu treball. De fet Lamé havia ignorat en



la seva demostraciéo que 3 anys abans, el matematic Ernst Kummer, havia provat
que per n = 23 la factoritzacié a ’anell ciclotomic p-esim no és tunica, i per tant
la demostracié de Lamé era incorrecta. A l'estiu del 1847 va comencar a idear la
seva propia demostracio per certs exponents n, resolent les dificultats de la factorit-
zacid unica introduint la teoria dels "nombres complexos ideals”. En retrospectiva
podem veure aquesta teoria com la introduccié d’aquests "nombres ideals”fora de
I'anell d’enters Z[(] per utilitzar-los com a factors quan factoritzem elements de
Z[¢]. Finalment, I'any 1850, Kummer va presentar la demostracié dels dos casos
de 1'Ultim Teorema de Fermat per certs exponents primers, els quals va anomenar
primers requlars.

Kummer va afirmar que els primers regulars son infinits, fet que encara no s’ha
demostrat; pero el que si s’ha demostrat és la infinitud dels primers irregulars. Aixi
doncs la demostracié de Kummer va tenir un paper molt important, ates que va
canviar el focus de les demostracions que havien fet fins aquell moment i, d’altra
banda, va donar aire fresc als matematics posteriors.

El projecte

La motivacio principal d’aquest treball és veure com va sorgir la teoria algebraica
de nombres mitjancant la demostracié de PUltim Teorema de Fermat. Més con-
cretament, ens centrem en el treball fet per Ernst Kummer, que, com hem dit
anteriorment, és un matematic del segle X I.X que va demostrar el Teorema per uns
certs primers anomenats primers regulars. Durant aquest transcurs, es va trobar
amb certes dificultats; la factoritzacio en irreductibles dels elements dels anells d’en-
ters i el control de les unitats. El metode que va seguir va ser expressar ’equacio
(1.1) amb nombres complexos

=(r+y)(r+Cy) ... (z+ "y

2mn/2

on(=e expressa ’arrel n-esima de la unitat.

Per aquest motiu, 'objectiu principal d’aquest treball és desenvolupar la teoria
necessaria dels anells d’enters per poder estudiar la factoritzacié en aquests i el
comportament de les seves unitats. Amb aquests coneixements, podrem centrar-
nos en els anells d’enters dels cossos ciclotomics, estudiant les seves propietats i
Pestructura de les seves unitats, per, finalment, poder demostrar el primer cas de
'Ultim Teorema de Fermat, seguint els passos de Kummer.

Pel que fa a la metodologia, aquest treball s’ha basat en la recerca bibliografica
i posterior descripcio dels conceptes de manera comprensiva per a tota persona
amb coneixements d’estructures algebraiques. Per aquest fet també he desenvolu-
pat conceptes adquirits a les assignatures d’Estructures Algebraiques i Equacions
Algebraiques.



Estructura de la Memoria

Aquesta memoria consta de tres blocs importants. El primer bloc és una intro-
duccio de la teoria necessaria d’anells d’enters algebraics, estudiant la factoritzacio
d’aquests i, per ultim, presentar I’enunciat de dos teoremes molt importants de la
teoria algebraica de nombres; el teorema de les unitats de Dirichlet i el teorema de
finitud del grup de classes. El segon bloc és 'estudi dels cossos ciclotomics, pre-
sentant propietats de I'anell d’enters ciclotomic Z[(] i 'estudi de les seves unitats.
Finalment, el darrer bloc consta de la demostracié del teorema.



2 Preliminars

2.1 Nocions basiques d’anells i cossos

En aquest treball considerem el terme Anell com un anell commutatiu amb 1’element
identitat 1 # 0. Direm que I'anell A és un domini d’integritat si no té divisors de
zero (és a dir, Va,b € Asiab = 0 aleshoresa = 00 b = 0). D’altra banda considerem
que un anell A és un C'os Si 1 # 0 i si tots els elements diferents de zero son unitats.

Definicié 2.1. Sigui A un anell i sigui uw € A, direm que u és una unitat si existeix
un element v € A tal que uv = 1.

2.2  Grups abelians finitament generats

Definicié 2.2. Sigui A un anell, un A-modul de M és un grup abelia (M,+) amb
una funcio a: R X M — M, a(r,m) = rm que satisfa:

a) (r+s)m = rm+sm,
a) r(m+n) = rm+rn,
c) r(sm) = (rs)m,
d) 1m = m,

per totr,s € Aim,n e M

Veiem que si A és un cos K, aleshores un A-modul és un espai vectorial sobre K.
A continuacié introduirem unes definicions basiques indispensables alhora d’estu-
diar grups abelians finitament generats, un concepte que utilitzarem forca al llarg
d’aquest treball.

Definicié 2.3. Direm que G és un grup abelia finitament generat si G és finitament
generat com a Z-modul, de manera que existeizen g1, ..., g, € G tal que per tot g € G

g=mi091 + ... + Mpgn
ambm; € 7.

Definicié 2.4. Sigui G un grup abelia finitament generat. Direm que g1, ...,g, € G
son linealment independents si qualsevol equacio

migy + ... + Mpg, =0
amb m; € Z implica que my = ... = m,, = 0.

Definicié 2.5. Sigui G un grup abelia finitament generat. Direm que {g1, ..., gn} €s
una Z-base de G si generen G i son linealment independents. En aquest cas direm
que G és un grup abelia lliure de rang n.



Definicié 2.6. Una matriu quadrada sobre Z és unimodular si el seu determinant
és 1.

Lema 2.7. Sigui G un grup abelia lliure de rang n i sigui {xy,...,2,} una Z-
base. Suposem que A = (a;;) és una matriu quadrada n x n amb coeficients enters.

Aleshores els elements .

Yi = g QAijTj

J=1

formen una base de G si i només si A = (a;j) és unimodular.

Demostracio. Per un cant6, si {y1, ..., y,} és una Z-base de G, aleshores existeixen

b;; enters tal que
n
xTr; = Z bijyj~
j=1

D’aquesta manera, si considerem B = (b;;), aleshores AB = I,, on I, és la matriu
identitat. Per tant det(A)det(B) =11 A és unimodular.

Suposem ara que A és unimodular. Com det(A) # 0, clarament els elements
Y1, ---, Yn sON linealment independents. A causa de ser unimodular

At A

= =+ A"
det(A)

on A* és la transposada de la matriu adjunta i aquesta té coeficients enters. Fixant
n

B := A™' = (b;;) obtenim z; = Y b;;y;. Aix{ doncs yi, ..., y, generen G i per tant
j=1

formen una Z-base. U

Teorema 2.8. Tot subgrup H d’un grup abelia G lliure de rang n és un grup lliure
de rang s < n. A més, ezisteir una Z-base {uy,...,u,} de G i oy, ..., € Z tal que
Uy, ..., QxUs €S una Z-base de H.

La demostraci6é d’aquest teorema es pot trobar al llibre [5] a les pagines 29 i 30.

A continuacié donarem una proposicié vista a Estructures Algebraiques que uti-
litzarem per demostrar el segiient Teorema.

Proposicié 2.9. Tot grup abelia finitament generat és producte directe d’un grup
abelia finit © un grup lliure.

Teorema 2.10. Sigui G un grup abelia lliure de rang n © H un subgrup de G.
Aleshores G/H és finit, si i només si, G i H tenen els mateizos rangs. En aquest

cas, st G i H tenen com a Z-bases {x1,...,xn} @ {y1,..., yn} respectivament amb
n

Y = > a;;x;, aleshores
i=1

|G/ H| = |det(a;)|-



Demostracio. Sigui H un subgrup de G de rang s, utilitzant el Teorema 2.8 escollim
Z-bases uq,...,u, de G i vy,...,vs de H tal que v; = ayu; per 1 <1 < s. Per la
Proposicié 2.9 G/H és el producte de grups ciclics finits d’ordres ay,...,asin — s
grups ciclics infinits. Per tant |G/H]| és finit si i només si n = s i en aquest cas

|G/H| = aq . ...

Si {x1,...,xn} 1 {¥1,..., yn} sén Z-bases de G i H respectivament, tal que y; =

> a;;x;, aleshores tenim
j=1

n
U; = E bijQZj
=1
n
V; = E Cijuj
Jj=1
n
Yi = g dijvj
=1

on les matrius B := (b;;) i D := (d;;) sén unimodulars pel Lema 2.7 i

ap 0 0 ... 0
0 (65) 0o .. 0

C - (CZJ> - e see vee e e
0 0 0 ... o
Clarament si A = (a;;) es compleix A = BCD, i per tant, det(A) = det(B) det(C) det(D).

Aixi doncs
|det(A)| = | £ 1||det(c)|| £ 1] = |y ... | = |G/H]|

com voliem demostrar. O



3 Enters algebraics

3.1 Anell d’enters algebraics

En aquesta seccié introduirem el concepte d’enter algebraic i veurem que el conjunt
d’aquests forma un subanell de C. Abans pero recordarem les nocions basiques dels
nombres algebraics.

Definicié 3.1. Un nombre o € C és algebraic si existeix un polinomi no nul f(z)
amb coeficients racionals tal que f(a) = 0. El conjunt dels nombres algebraics el
denotem com Q.

Definicié 3.2. Direm que K és un cos de nombres si és una extensio finita sobre

Q.

Tot cos algebraic de nombres K el podem expressar com Q(6), on € és un nombre
algebraic, ja que totes les extensions de Q sén separables. (Pel teorema de I’element
primitiu).

Definicié 3.3. Un enter algebraic és un element o € C tal que « satisfa la segiient
equacto:
"+ 40, =0

Ambn>1icy,...,co € Z. El conjunt d’enters algebraics l'anomenarem Z.
Proposicié 3.4. QNZ =7Z.
Demostracio. Sigui o € Z, com « és arrel del polinomi f(z) = x — «, aleshores

a €7, per tant a € QN Z.

Per demostrar I'altre inclusié agafem un r» € QN Z, tal que r = ¢, amb ¢, d € Z,
d#0i(c,d) =1. Comr € Z, agafem un polinomi monic f(z) = 2" + a;2" "' +
ot an, a; € Zyn > 1, tal que f(r) =0, és adir, ()" 4+ a1($)" '+ ... +a, = 0.
Multiplicant per d" als dos costats, obtenim

A"+ a4+ a,d =0
= —d(a "M+ .. a,d™ ).

Com que d|c" i (c,d) = 1 aleshores d = 1, i per tant € Z. Finalment Q NZ = Z.
]

Proposicié 3.5. Sigui a un nombre algebraic, aleshores existeix un nombre natural
a € N tal que aa € Z.

Demostracio. Al ser o és un nombre algebraic, a satisfa

o+t + . 4, =0



amb ¢; € Q per ¢ = 0,...,n. Sigui d un divisor comu dels coeficients ¢; de manera
que ¢; = %, amb b; € Z. Aleshores tenim

boa" +bia" 4+ ... +b, =0

on podem concloure, sense perdua de generalitat, que by > 1. Multiplicant per bg_l
a ambdos costats de la igualtat obtenim

0=bga" + by 'a" '+ .. +b, =
= (bo()é)n + bl (boa)"fl + ...+ bnbgil

que ens implica que bya € Z. Il

Es conegut que el conjunt de nombres algebraics és un subcos de C. Aixi doncs
utilitzarem aquest resultat per veure que Z és un subanell de Q. Per veure-ho
necessitarem un lema previ.

Lema 3.6. Un nombre complex 0 és un enter algebraic si i només si, el grup additiu
generat per les poténcies 1,0,02, ... és finitament generat.

Demostracio. Sigui € un enter algebraic, aleshores per algun n > 1 tenim
0"+ an 10"+ ... +ag=0 (3.1)

on a; € Z. Volem veure que cada potencia de 0 esta dins del grup additiu generat
per {1,0,...,6"'}. Anomenarem I" a aquest grup. Podem veure a (2.1) que 6" € T..
Inductivament, suposant que per m > n, §™ € I', aleshores

pmtl — gmtl-ntn _ gmtl-ngn _ 0m+1*n(_an719n*1 — CL()) cTl

i finalment podem observar que totes les poténcies de # estan a I'.

Per veure l'altre implicacid, suposarem que totes les potencies de # pertanyen a
un grup additiu G finitament generat. El subgrup I' de G generat per {1,46,...,0"}
ha de ser finitament generat, ja que qualsevol subgrup d’un grup abelia finitament
generat és finitament generat. Suposarem que I' té com a generadors vy, ..., v,, on
cada v; és un polinomi en la variable § amb coeficients enters, aixi doncs fv; també
¢és un polinomi. Per tant existeixen b;; enters tal que

n
91)1‘: E bijvj-
j=1

Igualant totes les equacions a zero obtenim un sistema d’equacions homogeni que
té per incognites v;, de la segiient forma

(bn — 0)1)1 -+ blgvg + ...+ blnvn =0
b21’U1 -+ (bzg — 0)’02 + ...+ blnvn =0

bnﬂ)l + bng’Ug + ...+ (bnn — Q)’Un =0
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Com existeix una solucié vy, ..., v, € C amb algun v; # 0, en efecte

by —0 b ... b,
le b22 -0 .. bgn —0.
b1 L

Desenvolupant-ho podem veure que 6 satisfa un polinomi monic amb coeficients
enters. U

Teorema 3.7. El conjunt d’enters algebraics 7. forma un subanell de el cos de
nombres algebraics.

Demostracid. Siguin 6,6, € Z. El nostre objectiu és veure que 61 + 6, i 6,6, € Z.
Pel Lema 3.6 tenim que totes les poténcies de 6; (resp. 6s) pertanyen al subgrup
additiu finitament generat de C, I'y, (resp. I'g;). A més a més, totes les potencies
de 0 + 65 1 0,05 sén combinacions lineals enteres d’elements 9%6’% que pertanyen a
[y, Ty, € C. Al ser I'p, i I'y, finitament generats, tenen com a generadors I'y, =
(U1, e, vn) 1 Ty, = (wq,...,wp) ; per tant 'y Ty, és un grup additiu finitament
generat i generat per v;w; amb 1 < ¢ <n, 1 < j < m. Aix{ doncs les potencies de
01 + 05 i 6105 pertanyen a un subgrup additiu de C finitament generat, i tornant a
utilitzar el Lema 3.6, tenim que 6, + 65 i 6,05 sén enters algebraics. Per tant 7 és
subanell de Q. Il

Definici6 3.8. L’anell d’enters d’un cos de nombres K el simbolitzem amb Oy, i ve

donat per B
O, =ZNK

Veiem que Oy, és un anell ja que Z és un subanell de C i K és un subcos de C,
per tant també un subanell.

Corol-lari 3.9. Sigui K un cos de nombres, aleshores K = Q(0), per algun 6 € Oy.

Demostracid. Pel teorema de I'element primitiu tenim que K = Q(¢) per algun
¢ € Q. A més, per la Proposicié 2.7. 6 = c¢ és un enter algebraic per qualsevol

c € Z. Per tant Q(0) = Q(9). O

3.2 Conjugats i discriminants

El conjunt de monomorfismes o; : K — C juga un paper fonamental alhora
d’estudiar la teoria de I'anell d’enters d’'un cos de nombres K. A més, en aquesta
seccié veurem que sén els conjugats d'un element i el discriminant d’una base de

K.

Teorema 3.10. Sigui K = Q(0) un cos de nombres amb [Q(0) : Q] = n. Aleshores
hi ha exactament n monomorfismes o; : K — C (i=1,...,n) diferents. Els elements
0i(0) = 0; € C son els zeros del polinomi minim de 6 sobre Q.



Demostracio. Siguin 64, ..., 0, els diferents zeros del polinomi minim p sobre 6, ales-
hores el polinomi minim de 8; també és p, ja que aquest ha de dividir p i p és irreduc-
tible. Per aquest motiu existeix un tnic isomorfisme de cossos o; : Q(0) — Q(6;)
tal que 0;(0) = 6;. De fet, si a € Q(0) aleshores existeix un r € Q[t], amb Jr < n,
tal que a = r(0); i ha de complir

oi(a) =r(6;).

Per tant els monomorfismes o; queden univocament determinats per les imatges
de 6. Altrament si 0; : K — C és monomorfisme de cossos, per les propietats
d’aquest, o deixa fixes els elements de Q. Per tant tenim

p(o(0)) = a(p(9)) = (0) = 0

de manera que o(f) és una arrel de p, i per aquest motiu un dels 6; per algun i.
Aleshores clarament o = o;. O

Proposicié 3.11. Sigui Oy l'anell d’enters del cos de nombres K, si a € O
aleshores o;(«), amb i = 1,...,n, son enters algebraics.

Demostracio. Com « un enter algebraic, existeix un polinomi monic p € Z[x] tal
que p(a) = 0. Utilitzant que o;, i = 1,...,n, és monomorfisme de cossos i deixa
fixos els elements de Q, tenim

ploi(@)) = oi(p(@)) = 0:(0) = 0.
de manera que 0;(«) és un enter algebraic. O

Definicié 3.12. Per cada o € K definim el “polinomi caracteristic”de o sobre K

n

falt) = [ = ai(@)).

i=1
Teorema 3.13. Els coeficients del polinomi caracteristic son nombres racionals,
per tant f,(t) € Q[t].

Demostracio. Primer de tot observem que, com K és una extensio finita sobre Q, si
a € K, aleshores o = r(6) per algun r € Q[z] amb Or < n. Aix{ doncs el polinomi
caracteristic té la segiient forma

on 6; recorre tots els zeros del polinomi minim p de 6. Els coeficients de p(z), per
definicid, sén nombres racionals. A més, per les formules de Viete, podem veure
que els coeficients de f,(t) sén de la forma

h(6y,....0,)

on h(ty,...,t,) € Q[t1, ..., t,] és un polinomi simetric. Aixi doncs, aplicant el teorema
dels polinomis simetrics, f,(t) € Q[t]. O
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Definicié 3.14. Sigui K un cos de nombres, a un element de K qualsevol, ano-
menarem K-conjugats d’a als elements o;(c) peri=1,...,n.

Definicié 3.15. Sigui K = Q(6) un cos algebraic de nombres amb grau d’extensid
n, sigui {aq, ..., a,} una Q-base de K . Definim el discriminant d’aquesta base com

Alay, ..., o] = {det[oi ()]}
Proposicié 3.16. Siguin {51, ..., B} i {cu, ..., a,} dues Q-bases de K, es compleix
APy, ..., B] = [det(cir)*Alay, ..., o).

on ¢ €s la matriu de canvi de base de {ay,...,a,} a {p1,..., Bn} amb coeficients a

Q.

Demostracio. Sigui {1, ..., Bu} 1 {cu,...,a,} bases de K, en efecte, podem escriure
n

Br = Y. cirag. A més, el det(cir) # 0 ja que ¢;; és la matriu canvi de base. Per
i=1

tant, aplicant que els monomorfismes o; deixen fixos els elements de Q i que el

determinant del producte és el producte de determinants, obtenim

AlBi, ..., Ba] = [det(cir)?Ala, ..., ).
(]

Teorema 3.17. El discriminant de qualsevol base de K = Q(0) és un nombre
racional diferent de zero.

Demostracio. Primer de tot fixem una base amb la que puguem treballar bé com
ara {1,0,...,0"1}. Si els conjugats de 6 sén 6y, ..., 0, el determinant sera:

1 01 @?71 2

; n—1

A[Le? '“’en—l] = <d€t95)2 = 1 82 62
1 6, .. o1t

Qualsevol determinant de la forma D = det(t) s’anomena determinant de Vandermonde
i el seu valor és
D= ][] ti—t). (3.2)
1<i<j<n

Per tant el valor del discriminant és
2
A=A[1,0,.,60"= ( I - @-))
1<i<ji<n

Sigui ara p(ty,...,t,) = D? € Q[X4, ..., X,,], aleshores p(fy, ...,0,) = A. Aix{ doncs,
pel Teorema dels Polinomis Simetrics, com p(ty, ..., t,) és simetric, aleshores A és
racional. A més com 6; sén diferents dos a dos, A # 0.
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Tot seguit demostrarem que es compleix el resultat per qualsevol base. Sigui
{1, ..., Bn} una base qualsevol de K de manera que

n

i—1

5k=§ et
1=1

on ¢ € Qi det(cy) # 0. Hem vist a la Proposicié 3.16 que el discriminant de

{ﬁla ceey 6n} éS
AlBi, ..., Bn] = [det(ci)]?A

en conseqiiencia A[fy, ..., B,] # 01 és racional. En efecte si tots els §; € R aleshores
A, Al ..., Bn] 861 positius. O

3.3 Bases d’enters

Sigui K = Q(A) un cos de nombres de grau n, sabem que una Q-base de K és
{1,0,...,6"}. Pel que fa O hem vist que és un anell commutatiu, per tant (O, +)
és un grup abelia .

Definicié 3.18. Sigui Oy l’anell d’enters de K, anomenarem base d’enters de K (o
de O) a la Z-base de (O, +).

Hem definit la base d’enters pero no és suficient, hem de provar la seva existencia.
Per fer-ho, veurem que (O, +) és un grup abelia lliure de rang n.

Lema 3.19. Si {ay,...,a,}, oy € Z, és una base de K, aleshores el discriminant
Alay, ..., ap] és un enter diferent de zero.

Demostracio. En primer lloc, pel Teorema 3.17 sabem que el discriminant Afay, ..., o] €
Q\{0}. En segon lloc, com «; sén enters algebraics, per la definici6 de discriminant
i la Proposici6 3.11, aleshores Alay, ..., ] € Z. Per tant utilitzant la Proposici6
3.4 el discriminant és un enter diferent de zero. U

Teorema 3.20. Tot cos de nombres K admet una base d’enters. i el grup (O, +)
és un grup abelia lliure de rang igual al grau d’extensio de K.

Demostracio. D'una banda hem vist que K = Q(#), on 0 € Oy, de manera que
{1,0,...,6"} és una Q-base de K formada per enters algebraics. Ara bé, aquest
fet no ens implica que {1,6,...,0" '} sigui una base d’enters. D’altra banda, hem
vist al Lema 3.19., que el discriminant d’una Q-base formada per enters algebraics
és enter. Aixi doncs, seleccionem una Q-base {wy, ..., w, } d’enters algebraics tal que
el discriminant |Afwy, ..., w,]| sigui minim. El nostre objectiu és veure que és una
base d’enters, per tant una Z-base de (O, +).

Suposem que no fos aixi, aleshores existeix w € Oy tal que

wW=aiwi + ... +a,wy
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amb a; € Q, no tots els coeficients a Z. Reordenem de tal manera que a; ¢ Z.
Aleshores a; =a+rona € Zi0 <r < 1. Definim

Y1 =w — aw;

) = wj (2<i<n)

i tenim que {¢1,...,¥,} és una Q-base formada per elements enters. En efecte, el
determinant del la matriu canvi de base de {wy,...,w,} a {¥1,..., 0, } és

a; —a ag ag ... ap
0 1 0 ... O
0 0 1 .. Oj=r
0 0 0 .. 1

per tant, per la Proposicié (3.7),
Ay, ..., ] = r2Alwy, ..., wy).

Ara bé, el fet que 0 < r < 1 ens contradiu I'eleccié de la base {wy,...,w,}, la qual
minimitzava el discriminant.

Per tant {wy, ...,w,} és una base d’enters, fet que ens implica que (O, +) és un
grup abelia lliure de rang n. U

Proposicié 3.21. Siguin {ay,...,an} i {f1,..., Bn} dues bases enteres de K, ales-
hores Alo, ..., ) = AP, ..., Bl

n
Demostracio. Sigui oy = ) a;;3;. Pel Lema 2.7 la matriu de canvi de base A = (a;;)
j=1
és unimodular. Per tant aplicant la Proposicié 3.16 es veu directament

A[Oél, ceey Oén] = (:]:1)2A[61, ...,ﬁn] = A[ﬁl, ,ﬁn]
U
Com el discriminant d’una base d’enters és independent de la base que escollim

podem dir que aquest és el discriminant de K o Q. Aixi doncs al llarg del treball
utilitzarem aquest terme com el discriminant de K.

3.4 Normes 1 traces

Sigui K = Q(#) un cos de nombres amb grau d’extensi6é n i siguin o7, ..., 0, els
monomorfismes K — C. Per qualsevol o € K definim la norma com

Ni(a) = [ oile)

ila traca



Teorema 3.22. Sigui K un cos algebraic de nombres de grau n. Siguin o, f € K 1
p,q € Q, Aleshores

T(pa + qf) = pT(a) + qT(B)
N(paf) = p"N(a)N(p)

Demostracio. Siguin oy : K — C (k=1,...,n) els n monomorfismes diferents, per
les propietats d’aquests tenim:

n

T(pa+qB) = Zak(]?@ +qp) = Z(pgk(a) + qoi(B)) =

k=1

=p Y _oxla) +¢>_on(B) = pT(a) + qT(B)

N(paf) = Hak paf) = HPOk(O&)Uk(B)Z

k=1

:p(n )(H )—p N(@)N(3)

Proposicié 3.23. Sigui O l'anell d’enters de un cos de nombres K. Si a € Ok,
aleshores N(«) i T'(a) son enteres.

Demostracio. Per la definicié de polinomi caracteristic tenim

(x —oi(a)) = 2" = T(a)z" " + ... + (=1)"N(a). (3.3)

5"
S
I
—.

on la tltima igualtat ve donada perque la suma de les arrels d'un polinomi és ’'oposat
del terme de grau n — 1 i la multiplicacié d’aquestes és el terme independent per
les Férmules de Viete. Per tant, com a € O, C K, la norma i la traca de « sén
racionals pel Teorema 3.13. D’altra banda, si a € Z, la Proposicié 3.11 ens implica
que 0;(a) € Z. D’aquesta manera obtenim que T'(a) i N(a) pertanyen a Q N Z,
que per la Proposicié 3.4, pertanyen ambdues a Z.

g

Proposicié 3.24. Sigui Oy anell d’enters d’un cos de nombres K i sigui u € Oy,
aleshores u és una unitat si i només si N(u) = +1.

Demostracio. Si u és una unitat existeix un v € Oy tal que uv = 1. Com 1 =
N(uv) = N(u)N(v) i N(u), N(v) € Z, per la Proposici6 3.23, aleshores N(u) = +1.

D’altra banda, si N(u) = %1, aleshores
o1(w)os(u) . ..on(u) = £1.
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Suposem sense perdua de generalitat que o1(u) = u, de manera que tots els altres
o;(u) sén enters algebraics per la Proposicié 3.11. Escrivim

v=dos(u)...on(u) €Z

llavors uv = 1, aixi doncs v = u~' € K. Per tant v € KNZ = Oy, i u és una unitat.
O
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4 Factoritzacio dels anells d’enters

Al capitol anterior hem vist que el conjunt d’enters algebraics de O, d’un cos de
nombres K forma un anell. Es habitual pensar que un anell d’enters admet facto-
ritzacié tnica en elements irreductibles, pero el fet és que, segons en quins anells
ens trobem, aquesta falla. L’objectiu d’aquest capitol és estudiar la factoritzacio en
elements irreductibles a ’anell d’enters d’un cos de nombres.

4.1 Falla la factoritzacio unica en elements irreductibles

En aquesta seccié veurem un cas on podem factoritzar un element en dos productes
d’irreductibles diferents. Aixo si, previament necessitem formalitzar un seguit de
definicions.

Definicié 4.1. Dos elements a,b € A son associats si exvisteir una unitat u € A tal
que a = ub (observem que la relacid és simeétrica: si a = ub, aleshores b = va amb
ww=1).

Definicié 4.2. Direm que dues factoritzacions
a1as . ..a, = biby...b,
son equivalents si by és associat a un ar per alguna permutacio T € S,.

Definicié 4.3. Sigui p € A. Direm que p €és irreductible si p no és una unitat i si
p = ab, aleshores a és una unitat o b és una unitat.

Definicié 4.4. Sigui p € A, direm que p és un element primer si plab, aleshores
pla o p|b per tot a,b € A.

Tot cos quadratic, és a dir cos de nombres tal que [K : Q] = 2, es pot expressar
com K = Q(v/d) on d és un enter lliure de quadrats. Sigui d un enter lliure de

quadrats, si d = 2,3 (mod 4), aleshores I'anell d’enters de K = Q(v/d) és Z[\/d|.

En cas contrari O, = Z[%E]. Per simplificar-ho analitzarem un exemple del primer

cas.

Exemple 4.5. Suposem que d = 10, aleshores 'anell d’enters és Z[v/10]. Conside-
rem
6=2x3=(1+V10) (4-VI0).

L’objectiu és provar que tots els factors son irreductibles i que les factoritzacions
sén realment diferents. Si a = a + bvV/d € Z[V/d], definim @ = a — bv/d com el seu
conjugat complex. Utilitzant la definicié de norma que hem vist al capitol anterior

= N(a) =aa = (a—i—b\/c_l) (a—b\/a) = a* — db?
Si o € Z[\/d], per la Proposicié 3.23, sabem que N(a) € Z.
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Lema 4.6. A Z[v10] les des factoritzacions
6=2x3= (4+10) (4= V10)
no son equivalents.

Demostracio. Si aq 1 ag sén associats, existeix una unitat u tal que as = uaj.
Aleshores
N(az) = N(uay) = N(u)N (1) = =N (1)

on la ultima igualtat ve donada per la Proposicié 3.24. Per aquest motiu deduim
que si les dues factoritzacions sén equivalents, aleshores les normes dels factors de
cada costat han de ser iguals en valor absolut. Malgrat tot a Z[v/10],

N(2)=2"=4
NB)=3=9

N(4+\/ﬁ —2_10x12=6
N<4—\/E>=42—10><12=6

aixi doncs observem que les normes dels factors son diferents i per tant la factorit-
zacio no és equivalent. U

A continuacié volem comprovar que no podem factoritzar més els factors de
I’equacio.
Lema 4.7. Tots els factors de la igualtat

6=2><3=<4+\/E) (4—\/1_0)

son irreductibles.

Demostracié. En primer lloc volem veure que no existeix cap element a € Z[v/10]
tal que N(a) = +2 i N(a) = £3. Suposem que existeix a = a + bv/10 tal que
N(a) = a® — 10b* = £2. Aquest fet implica que a® — 10b? = 2 0 a® — 10b* = —2.
Considerem ara aquestes igualtats modul 5 i obtenim a? = 2 (mod 5) o a® =
(mod 5). No obstant ambdds casos sén impossibles ja que a* = +1,0 (mod 5).
Analogament veiem que no existeix cap a € Z[v/10] amb N(a) = +3.

En segon lloc suposem que 2 = a8 amb «, 3 € Z[v/10]. Aleshores 4 = N(2) =
N(a)N(5). Estudiant els possibles valors de « i 3 observem que si N(a) = +1 i
N(B) = +4, aleshores a és una unitat. Analogament si N(«a) = +4 1 N(5) = £1,
implica que [ és una unitat. Com la norma és entera, la Unica possibilitat que
queda és que N(a) = N(f) = 42 que pel que hem vist abans, no és possible. Per
tant 2 és irreductible. De la mateixa manera, si 3 factoritzés com el producte af,
cap de les dues unitats, aleshores N(a) = N(f) = %3, fet que no és possible. Aixi
doncs, 3 també és irreductible.

Finalment, la tnica forma de factoritzar 4 + /10 sense unitats seria amb el
producte d'un element amb norma +2 i un element amb norma 43 i com hem vist
que no pot ser, aleshores tots els elements sén irreductibles. O
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En definitiva, hem vist que les factoritzacions en elements irreductibles no sén
equivalents, per tant la factoritzacié en aquest anell no és tnica.

Cal remarcar també que els factors 2, 3,4 + /10,4 — /10 sén elements irreduc-
tibles perd no primers. Efectivament 2|(4 + +/10)(4 — v/10) pero 2 { 4 4+ /10 ates
que %ﬁ =2+ 1/10 ¢ Z[V10]. Vist d’'una altra manera, si 2|(4++/10), aleshores
21 4+ /10 haurien de ser associats ja que els dos sén irreductibles, perd hem vist
que no sén associats.

4.2 Nombres ideals de Kummer

A la seccié anterior hem vist que no hi ha factoritzacié Unica en elements irre-
ductibles a tots els anells d’enters. Kummer va intentar resoldre aquest problema
incloent-hi els "nombres ideals”. La idea era aconseguir la factoritzacié tunica en
elements primers afegint-hi aquest tipus de nombres. Si ens fixem amb ’exemple
de I'anterior seccio, la idea de Kummer va ser inventar els simbols a;, as, as, a4 de
manera, que
2=a; X ay
3=as X ay
4++vV10=a; X as
4 —+v10 = ay9 X ay.

Aleshores el problema de la factoritzacié inica de 6 = 2x 3 = (4 + \/1_0) (4 — \/ﬁ)
s’arregla:
(Cll X CLQ) X (Cl3 X CL4) = (01 X Cl3) X (Clg X Cl4).

Ara bé, notem que aquest conjunt de simbols no tenen molt significat en realitat.
No obstant, Kummer esperava que aquests simbols es manipulessin de manera que
es poguessin obtenir resultats significatius.

Uns anys més tard, Dedekind va reformular la idea de Kummer dels nombres
ideals i crea la nocié d’ideal d'un anell. Principalment, pero, s’interessa pels ide-
als dels anells d’enters, atés que és on es troba un dels resultats més importants
d’aquesta teoria.
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5 Ideals

Al capitol anterior hem vist que falla la factoritzacié inica en elements irreductibles
dels anells d’enters de cossos de nombres. A més a més hem vist com Kummer
va intentar solucionar aquest problema treballant amb ideals. En aquest capitol
formalitzem aquesta idea i demostrarem que hi ha factoritzacié tnica en ideals
primers a Ok.

Definicié 5.1. Sigui A un anell commutatiu. un subconjunt I CA és un ideal de
A si satisfa les segiients condicions:

(i) 1 és un subgrup additiv de A és a dir:

(a) 0 € I
(b) Siabel= a+beliabecl

(i) Si a € Aibe Ialeshores ab € I.

Definicié 5.2. Siguin I, J ideals en un anell commutativ A, definim el producte
LJ={> a;bin>1,a; € I,b; € J}. Clarament 1J es ideal.

i=1
Definicié 5.3. Direm que un ideal és principal si esta generat per un unic element.

A més a més, si A és un domini d’integritat, aleshores A és un domini d’ideals
principals si tot ideal és principal.

A Tassignatura d’estructures algebraiques vam veure que tot domini d’ideals
principals és un domini de factoritzacié inica. D’aquesta manera notem que si falla
la factoritzacié unica, no tots els ideals sén principals. De fet, podem observar que
els nombres ideals complexos introduits per Kummer sén ideals no principals, ates
que no poden estar generats per un unic element.

5.1 Dominis Noetherians

En aquesta seccié donem algunes propietats dels Dominis Noetherians que utilitza-
rem al llarg del capitol.

Definicié 5.4. Un domini D és noetheria si tot ideal de D és finitament generat.

Definicié 5.5. Condicid de cadena ascendent. Donada una cadena ascendent d’i-
deals:
IL,CL,C..CI, C.. (5.1)

aleshores existeiz un N € N tal que I, = Iy VYn > N.

Definicié 5.6. Condicio mazimal. Tot conjunt d’ideals no buit admet un element
mazximal (i.e. un element que no esta contingut en cap altre element del conjunt).

Proposicié 5.7. Les segiients condicions son equivalents en un domini d’integritat

D:
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a) D és noetheria
b) D satisfa la condicid de la cadena ascendent.

c) D satisfa la condicid mazimal.

Demostracio.

a) = b). Considerem una cadena ascendent d’ideals com la (5.1). Sigui I = | I,,
=1

n=
per construccio I és un ideal, i a més finitament generat per ser un ideal d’'un domini
noetheria. Direm [ = (xy, ..., Z,,,), on cada z;, amb i = 1,...,m, pertany a algun ,,,.

Si fixem N := 1I£13<X n;, aleshores tenim I = Iy i ens implica que [,, = Iy Vn > N.
<i<n

b) = ¢). Suposem (b) considerant un conjunt no buit S d’ideals i suposem per
contradicciéo que S no té element maximal. Sigui I, € S, com [y no és maximal
existeix I € S de manera que [ ; I;. Inductivament, anem trobant I,, € S, que
com no és maximal, podem triar un I,,,; € S de tal manera que I, ; I,+1. Pero
ara tenim una cadena ascendent que no s’acaba mai, la qual cosa ens contradiu (b).

¢) = a). Sigui I qualsevol ideal de D. i sigui S el conjunt de tots els ideals
finitament generats continguts en I. Tenim que {0} € S, per tant S és un conjunt no
buit. D’altra banda, com D satisfa la condicié maximal, S té un element maximal J.
Si J # I, agafem un x € I\J. Aleshores (x,J) és finitament generat i estrictament
més gran que J, que és una contradiccio ja que J és ’element maximal. En definitiva
J =111 és finitament generat. O

5.2 Ideals primers i factoritzacié tinica

Per comengar volem generalitzar la idea de nombre primer de Z a ideals. Com hi
ha dues definicions equivalents de nombre primer, una la relacionarem amb ideal
maximal i 'altre amb ideal primer. La primera definicié és que p és un nombre
natural primer si els tnics divisors son 1 i ell mateix; i la segona és la que hem vist
a la Definici6 4.4 d’element primer.

L’objectiu principal d’aquesta secci6 és demostrar que tot ideal de Oy és produc-
te d’ideals primers. Per dur-ho necessitarem construir els ideals fraccionaris, que
intuitivament, son com ideals de Oy on estan permesos els denominadors. A més a
més, aquests ideals tenen la propietat de formar un grup abelia multiplicatiu.

Definicié 5.8. Sigui A un anell commutatiu 1 sigui p un ideal propi de A. Direm
que p és un ideal primer si, per qualsevol a i b ideals de A amb ab C p, aleshores
aCpobCp.

Definicié 5.9. Sigui A un anell commutatiu 1 sigui a un ideal propi de A. Direm
que p €s un ideal mazimal si no existeix cap ideal b de A tal que a ;Cé b ;Cé A.

El lema que enunciarem a continuacié, sén uns resultats coneguts a estructures
algebraiques que utilitzarem al llarg de la seccio.
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Lema 5.10. Sigui A un anell i a un ideal propi de A. Aleshores:

a) a és maximal, si i només si, A/a és un cos.
b) a és primer, si i només si, A/a és un domini d’integritat.
c) Si A és un domini d’integritat finit, aleshores A és un cos.

d) Si a és mazimal, aleshores a és primer.

Proposicié 5.11. Sigui Oy Uanell d’enters d’un cos de nombres K. Sip és un
ideal primer de Oy diferent de zero, aleshores Oy/p és finit.

Demostracio. Sigui p un ideal primer diferent de zero de Oy, i sigui a € p un element
diferent de zero. D’una banda la seva norma és

N=N(a)=a;...q,

on q; son els K-conjugats de a. Com existeix un ¢ tal que a; = «, aixi doncs N € p.
A més a més, per la Proposicié 3.23, observem que N € Z.

D’altra banda sabem que O admet una base d’enters, de manera que podem
escriure O, = Zwy + ... + Zw,. A més, com N € p, de la definici6é d’ideal és evident
que Nw; € p per tot 1 <7 < n. Aleshores per tot element a = ajwy + ...a,w, € O
existeix b = byw; +...b,w, € O amb 0 < b; < N, de manera que a = b (p). La qual
cosa ens implica que hi ha un nombre finit d’elements. Aixi doncs Oy /p és finit. [

Teorema 5.12. L’anell d’enters Oy d’un cos de nombres K té les propietats segiients:

a) Es un domini, amb cos de fraccions K,
b) Es un domini noetherid,

d) Tot ideal primer diferent de zero és mazimal.

Demostracio. a) Es un domini ja que O és un subanell de K. D’una banda,
pel Teorema 3.20, O, sabem que admet una base d’enters i d’altra banda, per la
Proposicié 3.5 sabem que si k € K, existeix un a € Z tal que ak € Oy. Per tant K
és el seu cos de fraccions.

b)Volem provar que tot ideal I de Oy és finitament generat. Al Teorema 3.20,
hem vist que (O, +) és un grup abelia lliure de rang n, igual al grau d’extensi6
de K . Si I és un ideal de Oy, (I,+) és un subgrup de Ok. Per tant aplicant el
Teorema 2.8, (I,+) és un grup abelia lliure de rang s < n. Sigui {zy,...,xs} una
Z-base de (I,+), clarament [ = (x1,...,z,). En efecte I és finitament generat.

¢)Sigui p un ideal primer de Oy, per la Proposicié 5.11 O /p és un domini
d’integritat finit. Per tant un cos pel Lema 5.10 ¢). Finalment aplicant el Lema
5.10 a) tenim que p és maximal. O
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Definicié 5.13. Sigui Oy l’anell d’enters del cos de nombres K. Anomenarem
ideals fraccionaris de Oy als subconjunts a C K de la forma a = ¢™1b on b és un
ideal de Oy i ¢ és un element de Oy diferent de zero.

Notem que els ideals fraccionaris sén subconjunts de K, no de O,.

Definicié 5.14. Sigui a un ideal fraccionari de Oy,. Direm que a = ¢ b és un ideal
fraccionari principal de Oy si b és ideal principal de Oy.

Definicié 5.15. Siguin a, b ideals de Oy. Direm que a divideiz b (i.e a|b) si ezisteiz
un tdeal ¢ tal que b = ac.

A continuacié demostrarem dos teoremes molt importants; primer veurem que el
conjunt dels ideals fraccionaris diferents de zero de Oy formen un grup abelia multi-
plicatiu i seguidament provarem que tot ideal de O es pot escriure de manera tinica
com a producte d’ideals primers. Demostrarem els dos resultats simultaniament,
utilitzant una serie de lemes:

Lema 5.16. Sigui a un ideal de Oy, diferent de zero. Aleshores existeixen Py, ..., Py
tal que

pl‘--pnga (52)

Demostracio. Suposem que no es compleix, aleshores podriem escollir a el més gran
possible que seguiria sense complir-se (5.2). Hem vist al Teorema 5.12 que Oy, és
noetheria, aixi doncs per la Proposicé 5.7 , podem agafar a com I'element maximal
que no satisfa (5.2). Clarament a no és primer (ja que siné podriem agafar p; = a),
per tant existeixen b, ¢ de Of amb be C a, tal que b € aic¢ & a. Sigui

a,=a-+ b

a =a-+c.

Aleshores aja; € a amb a; 2 aia; 2 a. Com a és I'ideal maximal que no satisfa
(5.2), existeixen ideals primers py, ..., Ps, Psi1, -, Pr tal que

pl-"ps gal
Pst1-.-pr C ag.

De manera que p;...p, C ajas C a, fet que ens contradiu 'eleccié de a. O
Lema 5.17. Si a és un ideal de Oy, definim
al = {a € K|aa C O}.

1

Aleshores a=" és un ideal fraccionarsi.
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Demostracid. Sigui ¢ € ai b = ca™!, 'objectiu és veure que b és un ideal de O.
Clarament 0 € b. Si b,0’ € b necessitem que b+ € b. Tenim b = c¢f i 0 = ¢f,
amb 3,3 € a™!, per tant, b+b = ¢(8+ /'), de manera que necessitem 3+ ' € a~!.
Clarament (8 + ")a = fa+ f'a C (O + Ok) = Oy, que és el que requereix.

Finalment hem de veure que si b = ¢3 € b, amb 3 € a™!, i r € O, aleshores

rb € b, la qual procedeix de veure que 73 € a~!. Tornant al raonament d’abans,
(rB)a =r(Ba) C rO;, C O ja que r € Ok. Doncs ja hem vist que b = ca™! és un

ideal, aixi que a™! = ¢7!b és I'ideal fraccionari que voliem.

i

A continuacié farem alguna observacié d’aquest Lema que ens sera de vital im-
portancia per seguir la demostracié. Clarament O, C a™ !, aix{ doncs a = a0, C
aa~!. D’altra banda, de la definicié observem que aa™! = a~!'a C Oy, per tant
I'ideal fraccionari aa=! és un ideal. Finalment, un altre fet que utilitzarem és que
a C p implica O, Cp~t Cal.

Lema 5.18. Sigui a un ideal propi de Oy, aleshores a™? ;Dé Oy

Demostracié. Es trivial veure a=! D Oy ja que Oy, és subanell de K. Per aquest fet
hem de veure que la inclusio és estricta. D’una banda, al ser O, noetheria, tenim
que tot ideal esta contingut a un ideal maximal p. D’altra banda, per definici6 de
I'invers tenim que si a C p, aleshores p~! C a=! amb O, C p~!. Per tant hem de
trobar algun element de p~! que no sigui enter algebraic.

Comengarem fixant un a € p qualsevol, per tant («) C p. Triem el r més petit
tal que existeixen ideals primers pq, ..., p, amb

pr...p CS(a)Cp

pel Lema 5.16. Com tot ideal maximal és primer, p és primer, i de la seva definicié
deduim que existeix algun p; tal que p; C p. Reordenant, suposarem que aquest p;
és p1. Com tot ideal primer és maximal pel Teorema 5.12, i els ideals maximals no
poden tenir cap ideal contingut un en l’altre, es compleix la segiient igualtat p; = p.
Ara bé, com hem agafat » minima,

p1...pr € ().

Per tant existeix 3 € p; ... p,\{a). Pero tenim que Bp C (a), aix{ doncs Sa~1p C O,
i Ba™! € p~!. D’altra banda, com 3 ¢ aQy, aleshores Ba™t ¢ Oy, que implica
p~! # O, com voliem demostrar. O

Lema 5.19. Si a és un ideal de O i aS C a per qualsevol subconjunt S C K,
aleshores S C Oy,.

Demostracio. El nostre objectiu és provar que si af C a, amb 6 € S, aleshores
0 € Op. Com O, és noetheria, a és finitament generat; a = (ay, ..., a,,). La hipotesi
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és ad C a i com que ens implica

a19 = b11a1 + ...+ blmam

am9 = bm1a1 —+ ...+ bmmam
amb b;; € Z. Ates que les equacions

(bu — Q)ZL’l + ...+ blmxm =0

bmlfL'l + ...+ (bmm - Q)Im =0

tenen una solucié xy = aq, ..., x,, = a,, diferent de zero, podem deduir que el deter-
minant de la matriu amb els coeficients del sistema és zero. Per tant el determinant
de la matriu és un polinomi monic amb coeficients enters, que implica que 6 € Z.
Finalment com # € K, aleshores per definicié 0 € O,.. O

Lema 5.20. Sip és un ideal mazimal de Oy, aleshores pp~t = O,,.

Demostracié. Com que p~' és un ideal fraccionari i p és un ideal (per tant també
un ideal fraccionari), el producte pp~! és un ideal fraccionari. Tanmateix, per la
definicié de p~L, pp~t C O, en efecte el producte és un ideal de Q). Com O, C p~,
aleshores p = pO;, C pp~t. A causa que p és maximal, o bé p =pp~' o pp~! = Oy.
El primer cas és impossible, ja que pel Lema 5.18 existeix § € p~1, tal que 6 ¢ Oy,
i pel Lema 5.19 pd € p. Aix{ doncs pp~! = Oy. U

Lema 5.21. Si a és un ideal de Oy, diferent de zero, aleshores aa™! = O,,.
Demostracio. Suposem que no fos aixi. Per comencar agafem el maxim ideal a

tal que aa=t # O. Sigui p I'ideal maximal que conté a, llavors pel Lema 5.17,
O, Cp~ !t Cal, aixi doncs

aCap ! Caa! CO.

En particular ap=! C Oy i per aquest fet ap~! és un ideal. Tot i aixd no pot ser que
a = ap~!, perqué pel Lema 5.18 existeix un § € p~'\ O i aquest fet ens contradiu
el Lema 5.19. En efecte tenim a C ap™!, i vist que a és 'ideal maximal que no
compleix la igualtat, ap™! satisfa

ap~(ap™H) T = Oy

1 yeiem

Per la definicié de a~
pl(ap) ' Cat

de manera que
Or=ap t(ap ) ' Caa ! CO.
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Ara provarem un dels dos resultats importants.

Teorema 5.22. El conjunt dels ideals fraccionaris diferents de zero de Oy formen
un grup abelia multiplicatiu.

Demostracio. Primer de tot hem de veure que el producte d’ideals fraccionaris és
un ideal fraccionari. Siguin a;, as dos ideals de O i ¢y, 0 € O, by = cflal, llavors
by = C2_1Cl2 son ideals fraccionaris i el producte biby = cflalcglag = (clcg)_1a1a2
és un ideal fraccionari. Aquest producte és clarament associatiu i commutatiu. A
més hem vist que I'anell d’enters O, és la identitat. No obstant, la tinica cosa que
ens falta veure és que podem definir I'invers de qualsevol ideal fraccionari. Ara bé,
el Lema 5.21 ens déna l'invers de qualsevol ideal, i cada ideal fraccionari és de la
forma b = ¢ 'a per qualsevol ideal a de Oy, i ¢ € O). Aixi doncs 'invers b~! sera
de la forma ca™!. Per iltim veiem que es compleix

1

b~ =ctacat = aa”t = O,

com voliem demostrar. O

Lema 5.23. Tot ideal a és producte d’ideals primers.

Demostracio. Suposem que no passa. Sigui a 'ideal maximal que no és producte
d’ideals primers. Llavors a no és primer, a més, al ser O noetheria, a no és maximal
i existeix un ideal maximal p, per tant primer, tal que a C p. De la mateixa manera
que al Lema 5.21

aCap ' CO.

Per la condicié de maximalitat de a,

ap =py...pr
on Po, ..., p, son ideals primers. Aixi doncs
a=7pps...p,.

g

Finalment ha arribat el moment que podem provar la unicitat de la factoritzacio
d’ideals primers a Oy.

Teorema 5.24. Tot ideal de Oy diferent de zero es pot escriure com a producte
d’ideals primers de manera unica, llevat del ordre dels factors.

Demostracio. El Lema anterior ens diu que tot ideal descompon en producte d’ideals
primers, és a dir, només ens falta veure que la descomposicio és tnica.

Sigui r el nombre més petit tal que existeix un ideal a amb dues descomposicions
diferents

a=pr...pr=0q1...4s (53)

en ideals primers. Com p; = q;...qsp, " ... p; ", aleshores q;...q, C p1. Ara bé,

al ser p; un ideal primer, existeix q; de manera que q; C p;. Pero ambdés sén

ideals maximals, aixi que q; = p;. Finalment, multiplicant I'equacié (5.3) per p;*

es cancel-len els termes p; i q;, que per tant ens contradiu la nostre eleccié de r. U
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Proposicié 5.25. Siguin a i b dos ideals diferents de O, alb si i només si b C a.

Demostracio. Si a|b, per definicié tenim que existeix un ideal ¢ de manera que
b = ac, aixi que, per la definicié de producte d’ideals, b C a. D’altra banda, si
b C a. podem definir I'ideal fraccionari ¢ = a='b. Aix{ doncs pel Lema 5.21 tenim

c=a'bCala=0,

i, per tant ¢ és un ideal de Oy, i podem escriure b = ac, que implica que ab. U

5.3 Norma d’un ideal

A la Proposicié 5.11 hem vist que Oy /p és finit si p és un ideal primer. Aquest fet
s’estén facilment amb una potencia d’un ideal primer, és a dir, de forma analoga
podriem demostrar que Oy /p™ és finit. A Panterior seccié hem vist que tot ideal a
descompon de manera tinica en ideals primers, aixi doncs aplicant el Teorema Xines
del Residu observem que Oy /a és finit.

Definicié 5.26. Sigui a un ideal de O. Definim la norma de a com
N(a) = [O/al.
Teorema 5.27. Tot ideal a de Oy diferent de zero compleix les segiients condicions:
(a) a admet una Z-base {ay,...,an} onn és el grau de K.

(b) Es compleix

on A és el discriminant de K.

Demostracid. (a) D’una banda hem vist al Teorema 3.20 que (O, +) és un grup
abelia lliure de rang n. D’altra banda, com Oy /a és finit, pel Teorema 2.10, (a,+) és
un grup abelia lliure de rang n. Per tant admet una Z-base de la forma {ay, ..., ay, }.

(b) Sigui {wy,...,w,} una Z-base de Oy, suposem que o; = ) ¢;;wj, amb 1 <
=1

J
t <nicy € Z. Primerament, pel Teorema 2.10, tenim

N(Cl) = |Ok/a| = |d6t(6w|
Pero per la Proposicié 3.16 tenim
A[O{l, ceey ozn] = (det cij)QA[wl, ey (JJn] = N(a)zA

Aleshores
Alag, ..., o)

A

ja que el discriminant és diferent de zero i la N(a) és positiva. O

N(a):‘
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Corol-lari 5.28. Si a = (a) és un ideal principal de Oy, aleshores N(a) = |N(a)|.

Demostracio. Si {wy, ...,w,} és una Z-base de Oy, clarament també Q-base de K,
aleshores {awy, ..., aw,} és una Z-base de a. Per tant aplicant el Teorema 5.27, la
definici6é de discriminant i la definicié de norma d’un element

3

Alaw, ..., awn] o1(a)? . .. on(a)?Alwr, ...y wn] |2

N(a) = \ _ [N ().

Alwy, ..., wy) Alwy, ..., wy)

O

Lema 5.29. Sigui a i p ideals de Oy, diferent de zero, tal que p és un ideal primer,
aleshores

|Ok/p| = |a/ap].

Demostracio. Per comencar suposem que existeix un ideal b de Oy tal que a D b D
ap. Multiplicant-ho tot per a=! obtenim O, D a~'b D p. Ara bé, com p és un ideal
primer, p és maximal, per tant a='b = O, 0 a='b = p. Aix0 ens implica que b = a
o b =ap. Aixo vol dir que per qualsevol element a € a/ap es compleix que

ap + (a) = a. (5.4)

Una vegada vist aix0 fixem un « € a, de manera que o ¢ ap. Aleshores com
() Caiap Ca, pero, (o) és estrictament més gran que ap, i per tant tenim que
(a) = a. Ara definim 'aplicacié

¢: O — a/ap
T ar+ap
Veiem que ¢ és un morfisme de O-moduls, en concret un morfisme exhaustiu per
I'equaci6 (5.4). A més el nucli satisfa que p C ker ¢, ja que si z € p, aleshores
ax € ap. Pero 1 ¢ ker ¢, donat que ¢(1) = a+ ap i hem triat un « ¢ ap. Com p és

maximal, veiem que ker ¢ = p. Per tant, pel primer teorema d’isomorfia de moduls
obtenim Oy /p = a/ap, la qual cosa ens demostra el Lema.

O
Teorema 5.30. St a i b son dos ideals de Oy diferent de zero, aleshores
N(ab) = N(a)N(b).

Demostracio. Primer de tot veiem que per la factoritzacié tnica en ideals primers
és suficient provar

N(ap) = N(a)N(p).

on p és ideal primer.
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Considerem ara el morfisme

¢ : O/ap — Oy/a
at+apr—a+a

que és clarament exhaustiu i el seu nucli és a/ap = {a + ap|a € a}. Aleshores, pel
primer teorema d’isomorfia

Oy /ap
a/ap

= |Oy/al.

Aixi doncs
|Ok/ap| =[Ok /al|a/ap]
i pel Lema 5.29 observem
|Ok/ap| = [Ok/a||Ok/pl.
Finalment tenim, per la definicié de norma dun ideal, N(ap) = N(a)N(p). O

Proposicié 5.31. Sigui a un ideal de Oy diferent de zero, si N(a) és un nombre
primer, aleshores a és ideal primer.

T
Demostracio. Suposem que a no és un ideal primer. Aleshores tenim a = [] pi,

i=1
amb r > 21 p; ideals primers. Posant normes tenim

N@ZN(Hm>=HNm)

on la ultima igualtat és conseqiiencia de la multiplicitat de la norma. Per tant N(a)
no és primer, ja que és el producte de diferents nombres. U
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6 Grup de classe i grup de les unitats

En aquest capitol enunciarem dos teoremes fonamentals de la teoria algebraica de
nombres; la finitud del nombre de classe i el teorema de les unitats de Dirichlet.

6.1 Teorema de finitud del grup de classes

Anteriorment hem vist que en un domini d’ideals principals és un domini de fac-
toritzacio unica en elements irreductibles. El nostre problema és que, en general,
a l'anell d’enters O, d’un cos algebraic K, la descomposicié unica en factors irre-
ductibles falla. A més acabem de veure que els ideals de qualsevol anell d’enters
Oy admeten sempre descomposicio tnica en ideals primers. A conseqiiencia d’aixo
veiem que si la factoritzacié unica falla, aleshores no tots els ideals sén principals.
Per tant, tenint en compte aquest resultat, el nostre objectiu és donar una me-
sura quantitativa de quan pot fallar la descomposicié unica. Usant el fet que els
ideals fraccionaris formen un grup, construirem el grup que mesuri quan falla la
descomposicio.

Sigui K un cos de nombre amb anell d’enters Oy. Anomenarem

Fi = {elsideals fraccionaris de Oy}

PF ={elsideals fraccionaris principals de Oy}

com Fj és un grup, PFy és un subgrup normal d’aquest, ja que tot subgrup d’un
grup abelia és normal.

Definicié 6.1. Definim el grup de classe de K com el grup quocient

T PE

Ck (6.1)

Definicié 6.2. Anomenarem nombre de classe al cardinal de Cy,.

hi, = |Cyl.

Direm que dos ideals fraccionaris a i b sén equivalents si ab=! € FP,. En aquest
cas escriurem
a~b

i utilitzarem [a] per designar la classe de a.

Corol-lari 6.3. Tota classe d’equivaléncia conté un ideal de Oy.
Demostracid. Si a un ideal fraccionari, és de la forma a = ¢ 'b,onc € O, i b C O,

és un ideal. Com b = ca = (c)a, per tant a~'b = (c) € FP;, i en conseqiiencia
a~b. O

Teorema 6.4. St hy, = 1, aleshores Oy admet factoritzacio unica
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Demostracio. Si el nombre de classe és 1, aleshores C,, és trivial i F, = PF. Per
tant O és domini d’ideals principals i conseqiientment admet factoritzacié tinica
en factors irreductibles. ]

A continuacié donarem un teorema que ens diu que el cardinal de Cy és finit.

Teorema. FEl grup de classe d’un cos de nombres és un grup abelia finit. El nombre
de classe hy és finit

Proposicié 6.5. Sigui K un cos de nombres amb nombre de classe hy i sigui a un
ideal de anell d’enters Oy, aleshores:

(a) o és un ideal principal,

(b) Siq és coprimer amb hy i a? és principal, aleshores a és principal.

Demostracié. (a) Com hy, = |Cy|, aleshores [a]" = [O,] per tot [a] € Cy, ja que
(O] és Telement identitat de Cj. D’altra banda [a"] = [a]™* pel morfisme de pas
al quocient. Per tant a™ ~ Oy i d’aquesta manera a™ és principal, ja que [O]
consisteix en tots els ideals principals fraccionaris.

(b) Com hy, i g sén coprimers, per la Identitat de Bézout, existeixen a,b € Z tal
que aq + bhy = 1. Com [a?] = [a]? = [O4], aleshores

o] = [a]r = ([a)?)"([a])" = [OW]"[OW])" = [O4]

6.2 Teorema de les unitats de Dirichlet

En aquesta seccié enunciarem un teorema que determina l’estructura de les unitats
de I'anell d’enters Oy d’un cos de nombres K. Concretament estipula que el grup de
les unitats és el producte d'un grup ciclic finit i un grup abelia finitament generat.
Abans de formalitzar-lo necessitarem alguna definicié previa.

Sigui K un cos de nombres amb grau d’extensié n. Recordem pel Teorema 3.10
que hi ha exactament n monomorfismes diferents de K a C.

Definicié 6.6. Sigui 0 : K — C un monomorfisme tal que o(K) C R, aleshores
direm que o €és real. Altrament direm que o és complex. En aquest cas, definirem
el seu conjugat com (k) = o(k), que és també un monomorfisme.

St designem 11 el nombre de monomorfismes reals i ro la parella de monomor-
fismes conjugats complexos, es compleiz n = 1y + 2rs.

Teorema. (Dirichlet) El grup d’unitats O, és un grup abelia finitament generat.

Més concretament
OF = u(K) < 7',
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on u(K) és el grup de le arrels de la unitat i r = r; + 1o — 1. FEquivalentment,
existeizen unitats uy, ..., u, tal que

o v1 v.
u=Cu"...u"

on (€ u(K) iv; € Z.

A les unitats uq, ..., u, les anomenarem unitats fonamentals.

Les demostracions d’aquests dos teoremes fonamentals de la teoria algebraica de
nombres es poden trobar al llibre [2] a les pagines 158-168.
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7 Cossos ciclotoOmics

En aquest capitol estudiarem les propietats més importants dels anells d’enters
dels cossos ciclotomics. Comencarem determinant quin és aquest anell d’enters i
posteriorment donarem algunes propietats de les seves unitats.

7.1 Anell d’enters ciclotomic

Les arrels n-esimes de la unitat sén les arrels complexes de 'equacié z" = 1, és a
. mk : ) L
dir, els nombres e™» " amb k = 1,...,n. El conjunt d’aquestes formen un grup ciclic
multiplicatiu d’ordre n. Una arrel n-esima de la unitat ( és una arrel primitiva n-
esima de la unitat si és generador del grup ciclic de les arrels n-esimes de la unitat.
Un cos ciclotomic és un cos algebraic de nombres de la forma Q(¢), on ¢ és una

arrel n-esima primitiva de la unitat.

A continuacié considerem els casos n=p, un nombre primer. (Ja que per la
demostracié només necessitem p primers). Si p=2, aleshores ¢ és -1 i per tant és
suficient considerar p primers senars. El polinomi minim de ¢, = e » sobre Q és

P —1

O(r) = p—] =P 2P P L+

anomenem polinomi p-ésim ciclotomic. Es facil veure que el polinomi ciclotomic
() és irreductible, per tant tenim que el grau de l'extensié Q(() sobre Q és p — 1.
Tenim que les potencies de ¢, (?,¢3,...,¢(P~! sén arrels p-esimes primitives de la
unitat per tant sén arrels de ®(z). Podem escriure el polinomi ciclotomic de la
segiient manera

O(z) = (z —x =) (z =) (7.1)
aix{ els conjugats de ¢ sén ¢, ¢2,¢3, ..., ¢?"1. Es a dir, els monomorfismes de Q(¢) a
C son de la forma

Q)= ¢, i=1,.p—1.

Com el grau del polinomi minim ®(z) és p — 1, una base de Q(¢) sobre Q és
{1,¢, ..., (P2}, aleshores per qualsevol element a de la forma

a=ay+a(+...+ap2op—2, a €Q

tenim que
oi(a) =ap+ a1 + ... + ap_QCZ(p_z), a; € Q.

Pels segiients resultats és important determinar la norma i la traga dels elements
de Q((). Per la definicié de norma tenim

N(a) = H oi(a)
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en particular tenim N(¢) = ¢ -¢*---¢P~. Ara, com ¢ i * sén conjugades, fixant
x=0a (7.1) ens queda
1= (=1)""'N(Q)

pern tant al ser p senar i N(¢) = N((*), aleshores
N(HY=1, i=1,.,p—1.

Determinar en general la norma dels elements de Q(¢) és complicat, pero un cas que
utilitzarem molt és 1'element 1 — ¢ € Z[(], per tant calcularem la norma d’aquest

p—1

Na-¢=]Ja-¢

=1

P (7.2)

on la dltima igualtat s’obté de posar =1 a (7.1). Per la definicié de traca tenim

Per tant, al ser ¢ i ¢* conjugades,
T =T =¢+¢+...+¢"
i usant el factor que ®(¢) =1+ ¢ + ' + ... + P71 = 0 és trivial veure
T =-1 i=1,..,p—1.

D’altra banda, com els monomorfismes de Q a C deixen fixes els elements de Q,
tenim que per tot a € Q es compleix

N(a) = aP~!
T(a)=(p—1)a.

Per tltim podem donar la férmula de la traga de qualsevol element de Q(()

T <Z aﬁ) = ZT(aiCi) = T(ao) + ZaiT(Ci) =

- - (7.3)
= (p— Dao —Z@i = Pao _Zai
i=1 i=0

Teorema 7.1. Sigui K=Q((). L’anell d’enters Oy, és Z[(].

Demostracid. Es trivial que Z[¢] C O,

Per demostrar l'altra implicacié suposarem que o € Oy. Al ser {1,(,...,(P7?}
una Q-base de Q(¢), podem escriure a = ag+ai1(+...+a, 2?2, a; € Q. Aleshores
hem de demostrar que els nombres racionals a;, amb ¢ = 0, ...,p — 2, sén enters.
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Per k = 0,...,p — 2 l'element a(™* — a¢ € Oy, per tant la seva traca és entera
per la Proposicié 3.23. A més a més podem explicitar la traca d’aquest element de
la segiient manera

T(al* —al) =T(apC "+ ... Fap + ... +ap 2P 2 —ag — ... —a, o(p—1) =
= (p — 1)CLk + ap — (0,0 + ... +ag_1+ g1 + ...+ G,p_g) — (—CLQ — e — Q-1 — Q41 — ---
= pag.

I obtenim que b := pay és un enter.

D’altra banda fent el canvi A =1 — { tenim

po = bo + bl( + ...+ bp72<p*2 =Cy+ Cl)\ R Cp,Q)\pi2 (74)

on substituint ¢ =1 — A i desenvolupant obtenim

amb ¢; € Z, per i = 0,...,p — 2. Per simetria, com A =1 — { tenim

Sl

j=i

Tot seguit demostrarem per induccié completa que cada ¢; és divisible per p.

En primer lloc ens adonem que ¢y = by + by + ... +byp—o = pag + ... + pa, o =
p(—=T'(a) 4+ bp), on la T'(«r) ve donada a I'equacié (7.3), per tant p|co i tenim que el
cas inicial és cert.

A continuacié suposarem que la hipotesi és certa per tot ¢; amb i < k — 1, on
k=1,..,p—2. Per 'equacié (7.2) tenim:

p—1 p—1
p=JJ0-¢) == "' [JO+ ¢+ ..+ =% (7.5)
i=1 =1

on k € Z[¢] C O. Considerant (7.5) com una congruencia modul Uideal (A1) de
O, tenim:
p=0 (mod (A\*)).

Ara bé, considerant equaci6 (7.4) modul (\*1), els termes cq, .., c_1 \*~! s’anul-len
per la hipotesi d’induccié; i els termes ¢, 1 A", .. ¢, 9 AP~2 s’anul-len perque sén
miltiples de A\**1. Aleshores 1'equaci6 (7.4) ens queda

aA* =0 (mod (AFFY).

Que és equivalent a
Ck)\k _ ,u)\k—i—l
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per alguna p € O. D’aquesta manera dividint per A\¥ obtenim
Cr = LA
Finalment prenent normes ens adonem
&7 = Nie) = N(uA) = N()N(\) = N(up,
ja que N(\)=p per (7.2).

Aix0 ens implica que p|c§71, la qual cosa comporta que p|cg. De fet, per induccié
tenim que p|cg per tot k = 0,...,p — 2. Com hem vist que by és miltiple de ¢ per
tot k, aleshores p|biVk. Per tant a € Z Vk i el teorema esta demostrat. O

Escrivim A = 1 — ¢ com al teorema anterior, i considerem 'ideal Z = (\) C Z[(].
A continuacié volem estudiar algunes propietats de Z.

Lema 7.2. L’ideal T de Z|[C] satisfa les segiients condicions:

(a) IP~' = (p)
(b) N(Z)=p

Demostracio. a) Primer de tot hem de veure que els K-conjugats de A sén associats
aZ[¢(]. Esadir, que 1 —Cil—¢, ambi=1,..p—1sén associats. Clarament
1 — (|1 — ¢'. D’altra banda utilitzem el fet que p és primer per veure que existeix
un j tal que ij =1 (mod p). Com 1 — ¢ =1— (¥, aleshores 1 — *|1 — (¥ =1 — (.

Finalment per 'equaci6 (7.2) observem

p—1

) =]Ja-¢)

i=1
i com hem vist que s6n associats (1 — ¢*) = (1 — ¢) = Z. Aix{ doncs (p) = 7P~ 1.

(b) Pel que fa al segon apartat, prenent normes a I’apartat (a) observem N (ZP~!) =
N({p)) = pP~'. Com la N(Z) és positiva i Z factoritza de manera tinica en ideals
primers, aleshores N(Z) = p. O

Per la definici6 de norma d'un ideal, observem que |Z[(]/Z| = p. Com a con-
seqiiencia de I'apartat (b) el morfisme Z[(] +— Z[(]/Z ens mostra que tot element
de Z[(] és congruent amb 0, 1,...,p — 1 modul Z.

7.2 Unitats de Z[(]

Un dels punts més importants és determinar les caracteristiques de les unitats de
Z[¢]. Al teorema de les unitats de Dirichlet hem vist I'estructura del grup d’unitats
O Clarament les arrels de la unitat sén enters algebraics i unitats, aixi doncs és
suficient presentar quines arrels de la unitat hi ha a K = Q((), la qual la farem
amb el seglient teorema.
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Teorema 7.3. Les uniques arrels de la unitat a Q(¢) sén =™, on m € Z.

La demostracié d’aquest teorema es pot trobar al llibre [5] a les pagines 189-190.

Lema 7.4. Per tot a € Z[(] existeiz un a € F tal que o = a (mod ZP).

Demostracio. A conseqiiéncia del Lema 7.2 podem observar que tot a € Z[(] és
congruent amb 0,1,...,p — 1 modul Z. Sigui b aquest enter tenim o« = b (mod Z).
D’altra banda podem factoritzar

p—1

af — P = H(a —('D).

1=0

Com que ( =1 (mod Z)i1— i1~ (" sén associats, cada factor de la dreta de
'equacié és congruent amb a—b =0 (mod Z). Per tant multiplicant-se o —b" = 0

(mod ZP). O

Lema 7.5. Sigui p(t) € Z un polinomi monic, tal que tots els seus zeros de C
pertanyen a la frontera del cercle unitat, aleshores tots els zeros son arrels de la
unitat.

Demostracio. Sigui ag, ..., zeros de p(t). Aleshores per tot [ € Z,l > 0, el
polinomi
pilt) = (t—al)...(t—ab) € Z

per 'argument dels polinomis simetrics. Si desenvolupem
n(t) =t" + ap 1t + .+ ao,

aleshores, per les Formules de Vitte i ates que |al| = 1 per tot i = 1,....k, els
coeficients satisfan la segiient desigualtat

Jai| < (’:)

Per tant, com hem acotat els coeficients, només hi ha un nombre finit de polinomis
amb coeficients enters. Aixi doncs p;(t) = p,,(f) per algun m # [. D’aquesta manera
existeix una permutacié © € Sy tal que

I m
Q= Qn(j)

per j = 1,.... k. Aplicant aquesta construccié de manera iterativa obtenim

" om"
Q= Qg (j)-

D’altra banda l'ordre de 7 divideix k! i per tant aé-k! = a}ﬂk!. En definitiva

k! k!
Oég'l me) —1
i com [ £ m™ ens implica que «; és arrel de la unitat. O
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Lema 7.6. Tota unitat de Z[(] és de la forma rC*, onr € R i k € Z.

Demostracio. Sigui u una unitat de Z[(]. Aleshores existeix un polinomi g(z) € Z[(]
tal que u = g(¢). Per j =1,...,p — 1 tenim que

u; = g(¢’)

sén els conjugats de u. Alhora, per la Proposicié 3.24, es compleix 1 = £N(u) =
+u; ... up_; de manera que cada u; també és una unitat de Z[¢]. A més a més, si
la barra determina la conjugacié complexa,

up—j = g(¢"7) = g(¢—3) = 9(F) = g(¢) = u;.

En efecte
witl; = uju,_; = |u;[* >0
jUj = UjUp—; j

En definitiva com

+1 = N(u) = (ugup—1)(ugttp—2)... >0

ens implica N(u) = 1. Com |u;| = [u;], per tot j = 1,...,p — 1, cada — és una
rP—J

unitat de Z[¢] amb valor absolut 1. A més per argument dels polinomis simetrics,
el polinomi

p—1 u
[Ie-—)
j=1 U’p_]

té tots els coeficients a Z. Per tant, pel Lema 7.5, tots els seus zeros sén arrels de
la unitat. El Teorema 7.3 ens diu que les arrels de la unitat de K sén de la forma
+(?, aleshores existeix alguna a € Z tal que

u

— (.
Up—1

Com p és senar o bé u 6 u + p és parell i d’aquesta manera

e (7.6)

Up—1
per0 < k € Z.

Tot seguit volem determinar si el signe de (7.6) és positiu o negatiu. Per comencar
notem que per algun b € Z,

CFu=1b (mod T)
i prenent els conjugats complexes
CFu, 1 =0 (mod (N))

Recordem que A = 1 — (P~! és un associat de ), aixi doncs (\) = (\) = Z. Llavors
podem igualar les congruencies eliminant b i el resultat és

L ¢**  (mod T).

Up—1
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En cas que el signe de 'equacié (7.6) fos negatiu, aleshores Z|(2¢?*) i prenent normes
N(Z)|2r71, fet que contradiu el Lema 7.2 (b). Consegiientment el signe de (7.6) és
positiu, i

¢ u = CTup_q.

Ambdoés costats d’aquesta ultima equacié son conjugats complexos, la qual cosa
implica que son reals; per tant r = (79u € R i queda demostrat el Lema. O
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8 L’especial cas de Kummer sobre 1’altim teore-
ma de Fermat

8.1 Consideracions elementals

L’objectiu d’aquesta seccio és aclarir un parell de consideracions basiques que te-
nien els matematics alhora d’enfrontar-se a demostrar el teorema. Considerem ara
I'equacié de Fermat

"yt =" (8.1)

En primer lloc, si existeix una solucié entera x,y, z de 'equacié (8.1), aleshores
x,1, z han de ser coprimers dos a dos. Suposem que existeix un nombre primer ¢
que divideix z i y de manera que x = gz’ i y = gy’ i de 'equacié (8.1) observem
que ¢"(z"™ + y'™) = 2". Per tant ¢ també divideix z, amb z = ¢z’. Finalment ens
queda ™ 4+ y™ =

D’altra banda notem que si I'equacié (8.1) no té solucions enteres per un exponent
n, aleshores no té solucions enteres per qualsevol multiple d’aquest. Si ’equacio
™ y™ = 2™ té solucions enteres, llavors ()" + (y™)" = (2™)" també. Pero
qualsevol enter més gran o igual a 3 és divisible o per 4 o per p primer senar. Per
tant és suficient considerar els casos n = 4 i n primer senar.

8.2 Demostracio del primer cas

Per poder demostrar el primer cas de 1'iltim teorema de Fermat necessitem la
seglient definicio.

Definicié 8.1. Direm que un nombre primer p és reqular si no divideix el nombre
de classe de K = Q(().

Teorema. Sip és un nombre primer reqular senar, aleshores I’equacio
aP 4 P = 2P
no té solucions enteres tal que x,y, z son coprimers amb p.

Demostracio. Considerem 1’equacio
P +yP 4+ 2P =0 (8.2)

que prové de fer el canvi z = —z a '’equacio de Fermat.

Ho demostrarem per contradiccid, per tant suposem que existeix una solucio
entera (z,y, z), coprimers amb p, de 'equacié (8.2). Encara més podem suposar
que (x,y, z) sén coprimers dos a dos. Factoritzem 'equacié (8.2) a Q(¢) i obtenim

p—1

[ +¢y) =—2

=0
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i passant a ideals
p—1

[T+ ¢y) =" (8.3)
i=0
Per comencar hem de provar que tots els factors de l'esquerra de l'equacié sén
coprimers dos a dos. Per veure-ho suposarem que existeix un ideal primer p que
divideix (z + ¢*y) i (x + ¢'y) amb 0 < k <1 < p— 1. Aleshores (z + ¢Fy) Cpi
(z + C'y) C p, de manera que

(+CMy) — (e +y) =y - ep

Recordem que 1 — ¢'~% és un element associat de A = 1 — ¢ i naturalment (¥ és una
unitat, aixi doncs yA € p. Al ser p un ideal primer, per definicié, notem que (y) C p
o (N =Z Cp. Al primer casy € piz+ (" € p, de manera que z € p. Com z i
y sén comprimers, aleshores existeixen a,b € Z tal que ax + by = 1. Pero aixo ens
implicaria que 1 € p, que no pot ser. D’altra banda tenim A € p. Al Lema 7.2 hem
vist que N(Z) = p és un nombre primer i la Proposici6 5.31 ens implica que Z és
un ideal primer. Ara bé, al Teorema 5.12 tot ideal primer de Z[(] és ideal maximal,
per tant pZ. A més, com Z divideix el costat esquerra de I'equaci6 8.3, aleshores 7
divideix (z). Per tant
p= NDIN((z)) = 2

doncs p|z fet que ens contradiu la hipotesi. En efecte els ideals de I'esquerra de
'equacié (8.3) son primers dos a dos.

La factoritzacié uinica en ideals primers implica que el costat esquerra de I’equacio
(8.3) és el producte de la poténcia p-esima d’ideals primer. Tanmateix, com els ideals
(x + ('y) s6n primers dos a dos, cada factor (x + ('y) és una poteéncia p-esima. En
particular, existeix un ideal a tal que

(x+Cy) =a’

En efecte a? és un ideal principal. La regularitat de p implica que p no divideix
el nombre de classe h de Q(() i aplicant la Proposicié 6.5 (b) obtenim que a és
principal. Es a dir a = (0) per algun ¢ € Z[(]. D’aquesta manera

x + Cy = ud?

on u és una unitat de Z[¢]. Per la caracteritzacié que hem fet de Uy al Lema 7.6
tenim que
x+ Cy = r¢For

amb r € Rik € R. Aleshores pel Lema 7.4 existeix un enter a tal que
' =a (mod Z7).
i unint les dues equacions anteriors obtenim

z+Cy=ral® (mod Z7).
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Es més, pel Lema 7.2, (p)|Z?, llavors = + Cy = rac* (mod (p)). Com ¢~ és una
unitat de Z[¢], dividint obtenim la congruéncia (~*(z+Cy) = ra (mod (p)) i prenent
les conjugacions complexes ens porta a (*(z+¢7'y) = ra (mod (p)). Si restem una
menys l'altre per eliminar ra tenim

(P +ytP—a =y =0 (mod (p)). (8.4)

Volem provar que 1+ ¢ és una unitat de Z[(]. Substituint ¢ = —1 a l'equaci6 (7.1)
ens queda 1 = (=1 —()(=1—=C2... (-1 =) = (=1)P (1 +¢)...(1+ ¢ Y.
Per tant 1 + ¢ és unitat.

A continuacié estudiarem els possibles valors de k a I'equacio (8.4). Suposem que
k=0 (mod p). Aleshores (¥ = 1, que comporta que els termes de = desapareixen
i I'equaci6 (8.4) es transforma en

Y= ¢ =y(=¢HI =) =yl + O -¢) =0 (mod (p)).
Pero hem vist que 14 ¢ és unitat, aleshores yA = 0 (mod (p)). Al lema 7.2 hem vist
que (p) = (A\)P"1ip—1 > 2, aix{ doncs A|y. Prenent normes p = N()\)|N(y) = y?~,
de manera que ply, fet que contradiu la hipotesi. De manera semblant, si k = 1
(mod p) equaci6 (8.4) es converteix en (¢ —¢ ') = (= (1-C%) = 2(1+)(1—
() =0 (mod (p)). i els mateixos arguments mostren que p|z. En efecte k& # 0,1
(mod p).

Ara, de 'equacié (8.4) sabem que (% + y(t=% — a¢F — y¢*~! = ap per algun
a € Z[C]. Per 'anterior paragraf sabem que cap exponent és divisible per p i tenim

la segiient equacio
x x
Oé:_(fk_i_yé—lfk__ck_gckfl. (85)
p p p p
D’altra banda sabem que {1,(, ...,(?"?} és una Z-base de Z[(]. Llavors si tots els
seus exponents no sén congruents modul p, la independencia lineal d’aquest conjunt

sobre Q ens implica que %, % € 7, jaque a € Z[(]. Fet que ens contradiu la hipotesi.

Per aquest motiu algun parell d’exponents ha de ser congruent modul p. Com
k # 0,1 (mod p) la tnica possibilitat és que 2k = 1 (mod p) que és equivalent a
k=k—1 (mod p). Reescrivint (8.5) obtenim

aplt =z +y¢ —a* -y = x4y —a(—y = (x —y)\

Prenent normes N(a)pP~! = (x — y)P"1p, de manera que p|(x —y), i per tant z =y
(mod p). Per simetria de 1’equacié (8.2) hem de tenir y = z (mod p) i per tant

0=aP+yP+ 2P =32 (mod p).
Per hipotesi x 1 pi d’aquesta manera p ha de ser igual a 3.

Aixi doncs només queda fer front a la possibilitat que p = 3. Notem que els
nombres a = 1,2,4,5,7,8 coprimers amb 9 satisfan o bé a =1 (mod 9) 0 a = —1
(mod 9). Per tant qualsevol solucié de (8.2) d’enters coprimers amb 3 és de la forma

+1+14+1=0 (mod9)

que és impossible. Aix{i doncs, finalment, p # 3 i tenim una contradiccio.
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9 Conclusions

La realitzacié d’aquest projecte permet entendre com va sorgir historicament el
que actualment s’entén per teoria algebraica de nombres basica. D’altra banda
conté la teoria necessaria i comprensible, amb nocions d’estructures algebraiques,
per entendre la demostracié del primer cas de 'Ultim Teorema de Fermat feta per
Kummer.

M’agradaria remarcar que no he inclos les demostracions del teorema de finitud
de classes i del teorema de les unitats de Dirichlet perque necessitava teoria de
metodes geometrics que no formava part de 'objectiu d’aquest treball.

La continuacié d’aquest treball seria completar la demostracio de 1"Ultim Teore-
ma de Fermat pels primers regulars, és a dir demostrar el segon cas. Aquest consis-
teix en que algun dels z, y, z és multiple de p. La demostracié de Kummer d’aquest
cas també depen de la teoria d’ideals, no obstant necessitariem una proposicié que
és coneguda pel Lema de Kummer. Es a dir, veure que si una unitat de Q(() és
congruent a un nombre enter modul p, aleshores aquesta unitat és una potencia
d’una altre unitat de Q(¢). Tanmateix, la prova d’aquesta necessita metodes nous.
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