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��	
� ��	��
��
��

��� �����	�
�����

��	
���
�� ���� �����
	� N� Z≥0� ��� R≥0 �
�
�
 ��
 �
� 
� ����	��� �
��
�����


���
�
	� ��� �
��
�����
 	
�� ����
	�� 	
��
����
�%� ��
 ���
	 �	
���� 
� ��
 �	���

�	�	% m����
���
��� �
��
	� v, w ∈ Rm �� 	
�	
�
��
� �% 〈v, w〉� ��� ‖v‖ �������
�

��
 '�����
�� �
	� 
� v 
� Rm� (
	

�
	� ��
 ��	�������% 
� � ����
 �
� Φ �� �
�
�
�

�% ��	�(Φ)�

�
�
 ���
	���� �����	
��� ���
	����
� ��
�� ���� ��
��� �
�����
�� �	
 �	
�

���
� �� ���� �
���
�� )� m����
���
��� �������� �	��
��		����� �����
 �
��
�
�


� n ��
��� ��� �
 �
��	��
� ��*

q̇(t) = fσ(t)(q(t)), +���,

��
	
 q ∈ Rmn �
�
�
� ��
 ����
 �
��
	 ��� σ(t) : R≥0 → Γ �� � ��
�
���
 �
������

��������� ������� )��
� I = {tk | tk < tk+1, k ∈ Z≥0} 	
�	
�
��� ��
 �
� 
� ���������

���
 ��������� ��� ��
 ����
 �
� Γ �
������ ��
 �����
� 
� ��
 
���	
 �����% 
� �
��
	

�
��� fγ-�� γ ∈ Γ� ��
	
 fγ = [f 1
γ f 2

γ . . . fn
γ ]

T � .
� Σdwell(τD) �
�
�
 ��
 ����� 
�

��
�
���
 �
������ ��������� ������� σ(t) ���� ���� �
	 ��% tk, tk+1 ∈ I� k ∈ Z≥0�

��
 	
����
� tk+1− tk ≥ τD �
��� �
	 � �
�����
 �
������ τD� ����� �� ����
� ��
 ��
��

�/



���� ����	
 ��� 
����
 �� �� ��
�� ���� ����� �� ���� �� �������� ��� ��� �� ���
��

�� ���
�� �
 ��� ����� 


��������� �	
	 � �� ����� �	
� �� �

�
� �� � ���
���� �
� C ⊆ R2 ���� ����

λq ∈ C ��	 ��� q ∈ C ��� λ > 0� �� ���
	 ��	��� C �� ��
 ����� �� � �
� ��

��������
� ���� ���	� �� � ������ ��
� ����� O ��� 
��
�� �� ��
����� ��
 ��
�

����
 α ∈ (0, 2π] �� �

�
� �� ��
 ����
 �
��

� ��
 ��� ��������
� ����� ��	� ��


������	�
� �� ��
 ����� �	
��

��� ��� �� ��� i!�� ���
� �� ����������"�� �# ��� �$�% �
� � αi& �
������
� ���

�
�� ��  ��������
 �� ��� ���
�'� ��
��
� ��(��� �
� ��� �$�% $��
� qi& ��$����
��
�

��� $������
 �� ���
� i
 )�� êi �� � �
�� (����� ����� $����� ������� qi �
� ��

�������� ������ ��� �
������ �� � ��
�� ���� ���� ���� �� ������� ��� �
� � αi
 ���

������$�
��
� ���& ��
���� �# � �� ��
�� ���� Ωi& ��
 �� ����� ���� ��*

Ωi =

{
q ∈ R

2
∣∣∣ 〈êi, (q − qi)〉

‖q − qi‖
≥ cos

(αi

2

)}
. +�
�,

��� ��� �$���� ���� �� �
 ���
� ���� �� �!$ �
� ���& αi �� ���� �� π �
� Ωi ��


�� ���$ ���� ��*

Ωi =
{
q ∈ R

2 | 〈êi, (q − qi)〉 ≥ 0
}
. +�
-,

.�
����� � �������� ���$� +�����$�, G = (V,E)& ����� V �� ��� ��� �� (������� �
�

E �� ��� ��� �� �����
 ��� (����% j �� ���� �� �� �
� �� ��� 
������� ��� �� (����%

i& ��
���� �# Ni& �� ��� �������� ���� (j, i) $��
��
� ���� j �� i �� �
�� �� ��� ����

��� �� ��� ���$�& �
�
 (j, i) ∈ E
 /����(��& ��� �
!������ �� ��� i!�� (����% �� ���
��

�� dini = ����(Ni)
 ��� ��
(�% ��  ������ �# � ��� �� $��
�� �� ���
�� �� ��  ���


��������� �	�	 �� 
� � �
� �� ������ Q = {q1, . . . , qn} �� Rm� ��
 ��� 
� ���� �� Q

�0



�� ������ ���

����(Q) =

{
n∑

i=1

λiqi

∣∣∣ qi ∈ Q, λi ∈ R≥0,

n∑
i=1

λi = 1

}
. ����	

	
��
���
 ��� �������� 
� ��� �
���� ���� 
� Q
 ���
��� �� 
��
(����(Q))
 �� �����

���


��
(����(Q)) = max
i,j∈Q, i �=j

‖qi − qj‖. ����	

���������� �������� �

���� ��
� �
������� �������� ������
 �� ��� ��
�������

�����
�����  �! ����� �� ��� ���!��" ��
 ��� ���������
 ������������ ��������

��������� �	
	 ��� ������� ������� G = (V,E) ���
������ ���� � ����
�� 
� n

������ ���� � ������� ������� ��� Ωi �
� ����� i
 i ∈ V 
 �� ������ �� ��� �
��
����

������ ��� ���� �����

V = {1, 2, . . . , n}, ���#�	

E = {(j, i) ∈ V × V | qj ∈ Ωi}. ���#$	

%��� ��� 
������ �� �&�
��� �� ������� 
������ G ��� � ���!��" �� ���� ������

!��� ��
���
 ������� %'(� �� 
����
 ��������

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

��

�

��

�

��

�
��

�

%����� ���) *� �&�
��� �� � ������� 
������ G ����� ��
�	 ���������
��� �� � ���!��"
�� ���� ������ !��� ��
���
 ������� %'(� ������ ��
�	�

�+



��������� �	
	 ����� � �����	
 G� � �����
 j �� ���� �� �� ����
���� ���� � �����


i� �� �
��� �� � �������� 	��
 ���� i �� j� �
� ��� �� ��� �������� ���� �
��
 � �����


i �� ����
���� �� G �� ������� �� Ri(G)�

��������� �	�	 �
� ���	������ �� � �����	
 G = (V,E)� ������� �� Gc = (V,Ec)�

�� � �����	
 �
��� �����
 ��� �� �
� ���� �� G� ��� (i, j) ∈ Ec �� ��� ���� �� (i, j) /∈ E

��� ����� 	��� �� �������� �������� i, j ∈ V �

��������� �	�	 �
� �������� �����	
 �� G = (V,E) �� �
��� �� G∗ = (V,E∗)�

�
��� ��� �����
 ��� V �� �
� ���� �� G� ��� (i, j) ∈ E∗ �� ��� ���� �� (j, i) ∈ E ���

����� 	��� �� �������� �������� i, j ∈ V �

��������� �	
	 ����� � �����	
 G = (V,E)� �
� ������ �� G �� �� ����������

���	
� ������� �� G̃ = (V, Ẽ)� �
��� �������� ��� �
� ���� �� G� ��� �
��� �����

��� ����� �� �
� ��� Ẽ = E ∪ E∗�

��������� �	�	 �������� �� �� ���������� ���	
 G = (V,E) �� ������ �� ����(G) =

maxi,j∈V dG(i , j )� �
��� dG(i, j) ������� �
� ������ �� ����� �� �
� �
������ 	��


���������� ��� �������� �������� i, j ∈ V �

��������� �	�	 � �����	
 G = (V,E) �� ���� �� �� �������������� ���������  !"#$

�� ��� ����� ��� �������� �������� i ��� j �� G� �
��� �� � �����
 ���� �
��
 ���
 i

��� j ��� ����
�����

��������� �	��	 � ������� ����������� �����	
 Gσ(t) �� ��������� ��������������

���������  %!"#$ �� �
��� �
���� T > 0 ���
 �
�� �
� ����� �����	

⋃

τ∈[t, t+T ] G(τ)

�� !"# ��� ��� t ��� σ(t) ∈ Σdwell(τD)�

��� �	

	���
 �������	� ��� 
���� ��� �	��	��� ��	� ����� ��� ��	���� ����

����� �	�����	�� �	� ��� ������ �� �! �	 ����� �	������� 

�"



��������� �	

	 �������� 	
� ���	�� 
���� f i
γ : Rmn → Rm� i ∈ V � γ ∈ Γ ���

�������� 	
� ���	�
�� ��	��������	�� ���	�� ������ �
��� f i
γ ��	��
�� 	
� �	���	 ����

	�����	����	� �����	��� �� f i
γ(q(t)) ∈ ��(T (qi(t), �	
�(Q

i
γ)))� �
��� Qi

γ = {qi(t),

qj(t) | j ∈ Ni(t), σ(t) = γ}� ��(Φ) ����	�� 	
� ����	��� ��	����� �� 	
� ��	 Φ� ���

T (q,Φ) ��������	� 	
� 	�����	 ���� 	� 	
� ��	 Φ �	 q�

����
 �	
	 �������� 	
� ���	�
�� ��	��������	�� ���	�� ����� �������� �� n

����	� �� m������������ ����� �
��
 �
��� � ������ ����� S ⊆ R
m� �
��� S

�� ������ ��� ������� ��� ��� ����	� i ∈ V ��� ��� γ ∈ Γ� ��	 	
� ���	�� 
����

f i
γ : Rmn → Rm �� ������� �����
�	� �� Sn ��� ��	���� 	
� �	���	 ����	�����	����	�

�����	���� �
��� σ(t) ∈ Σdwell(τD)� �
��� ���	�� ����� ����
�� �����	�	�� ����

������ ��� ����	� �������� 	� � ������ ����	��� �� S �� 	
� ������� ��	����	���

������
 Gσ(t) ��  !"��

��� � �����	
 �� �
����������	���	 ������ �
�� �����

����� ����

�	

���� ��� ���
�� �	��	
 	� � ���������
� 
�
��� �	��	
�� 	� n 
�
��� �
������	�


���� ��������
� ���
� ��
��� ��  �!

q̇i(t) = ui(t), ���"�

����� qi, ui ∈ R
2 �����
�
� ��� �	
���	
 �
� ���	���� ����	�
 	� ��� i��� ���
��

��
���������� #�� θi ∈ (−π, π] ��
	�� ��� �������	
 	� ���  �
���	� 	� ��� ��� 	�

���
� i ������ � $%�� �
������ ������ &	��	���� ��� �
�������	
  �����
 ��� ���
�


�
 ����������'��  � � ���
��� �� 
�

�
� ������� G� (

��� ���� ���� ���
� �


�)������ ���� � 
�

	�� ���� �� 	� ���
���
� �������� �	
���	

 ���� � ��������
�

���� ����� �
 $%�� ������ ���  	�� ����� 	� ��� ���
� ��	�*�� �	 ��� ���
��� (�
	�

�+



��� �������	 �����
 �� ���
	 �
��� ��� ��� �������
 �� ��� ���������� ���������� ���

���� ��� ���� ��
������ ��
 ��� t� �� �� ��
��
����
��
� �� ���� ���� ��� ���
���
 ���

�� �� �
���
�
	 �
��� i ���� ���������� ��� �� Ωi �� ������ ���

Ni(t) =
{
j ∈ V : |Π (θij(t)− θi(t))| ≤

π

2

}
, ���� 

���
� qi(t) = [xi(t) yi(t)]
T ! θij(t) = �����(yj(t) − yi(t), xj(t) − xi(t))! θi(t) =

�����(uiy(t), uix(t))! ����

Π(ν) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
ν, |ν| ≤ π,

ν − 2π, |ν| > π.

���" 

��
� ��� 
���� �� �#����� �� �
��� i ��� ��� ���������� ��� Ωi ����
 ���� ���

��

��������
 ��
������� $�� �������%� ��� ����������� �
������ ��
 � �����
& ��

���
�������

���
 �
���� ���� ���������� ���� �
� �������
���� �� ���� ��������

�

�

�

�
�

�
�

��
%
� ���� '� �#����� �� � ���
�������

���
 �
��� ���� � ���������� ����

�(



����� �������	� 
���
��

������� ��		���
�
�� 
���� �	 ����	�
�� ���� 
	 ��� ��	��	��� 
������� �	 
�
����	�

����� �	 	������ ��		���
�
�� 
� 
����	��� 	���� ��
�� �
�� �� ���� �� ������
 ���

��
	 ��������

����� ���� � �������	 �
���	�
� �

 � ���
��� G 	
 �� ��� �� 	��	 	�� ������
��


� �	� ��
	���� ��	����� 	�� 
���	�
� mini∈V dini ≥ d̃� ���
� d̃ =
⌈
n−1
2

⌉
� ��� n �� 	��

	
	�� �����
 
� ��
	���� �� G�

�


�� ��	�
��� � �
���
� G = (V,E) ��
�� ���
���� ��� ��	�
�
�	 mini∈V dini ≥ d̃�


���� ��� ����
	��
�� �� ��� 	�
����� ��� �� ���� ������ �� G 
� 	�� ���� ���	 ���� �� ���

	����� �� ��� ����� ����
��� �� ��� �
���
�� �� 
���� ��� ����� �� ��	����
��
�	�

������ ���� G 
� 	�� � �� !� ���	
�
�	� ����� ��
��� � 
�
� �� �
��
	�� ����
���

u, v ∈ V � ���� ���� ����� 
� 	� ������ ���� ��
�� ���� u �	� v ��� ����������

��	�
��� ��� ����
��� u, v ∈ V ���� ���� dinu , d
in
v ≥ d̃ ����� d̃ =

⌈
n−1
2

⌉
� ���

������
	� ��� ����� ��� 
	����
�����"

#
$ %� (u, v) ∈ E #�� (v, u) ∈ E$� ���	 u �	� v ��� ��������� ���� ��� ����
���

����	�
	� �� Ru(G) #�� Rv(G)$� ��
�� 
� 
	 ��	����
��
�	 �
�� ��� 
	
�
�� �����
&

�
�	�

#

$ ������ ���� (u, v) /∈ E �	� (v, u) /∈ E�  
	�� �
���
� G 
� 	�� � � �	�

�	 	��
	� ���� Nu ⊆ Ru(G) �	� Nv ⊆ Rv(G)� ����"

Nu ∩Nv = ∅. #'�()$

*����������� �
	�� ��� �����
�	� dinu ≥ d̃ �	� dinv ≥ d̃ ���� ��� ����
��� u �	� v� �	�

��	 ��
��"

�n− 1� ≤ dinu + dinv . #'�(($

'(



�� ��� ����� ���	
 �� ��� 
� �������	 ���� ������ �����

dinu + dinv ≤ n− 2. ������

��� ������ ��	 ������ ��� �� ������	������ ����� �n− 1� > n− 2� ���������
 Ru(G)∩

Rv(G) �= ∅ ����� ����� ���� ����� ������ �� ����� ��� ������ ����� ��� 	������	 �����

�� 
��� u ��	 v�

 ��� ��� ������	������� �� ��� �
��� ��� �����
 ��� ��� ������	� ���� ���

	�!���� G �� "#$ �� ��� ���
�� �� ���!�
��� �� ���� ������ �� G �� !������ ����

�� �%��� �� ���� ��� ���
�� �� ��� ����� �������� �� G� &� ����� ���	�
 G �� "#$ ��

mini∈V dini ≥ d̃�

#���� ��� �!���� �����	���	 �� ���� ������� ��� ������	 �� ���� ����'�����  �(�


�� �� !��������	 ���� ��� ����� ����� ��� 
� ������	 
) ���  �( �� ���� �!��� ����

�� ������� π ��	����� ���������
 ��� ������������� ������! �� ���  �(� ��� 
�

�����)�	 �� ��� ������� ������!) �� ��� ��� ��*����� ���	����� �� +���� ��� ��

�		������! ��� ������, �����������) �� � ���� �� ���!�� ����!������ ���� ����'�����

 �(��

������� ��	� �������� 	 
��
��	���
 ���
�
 ������
��� �� n ���������
���	
�� 	���
�

��
� �	�����	�� ���� ��������� �� ���-�� ����� 
�� ��������� �
������� ���
�����

���
��� �	� 
� 
�� i�
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−ri(t
−), dini (t) < d̃ ∧ t ≥ ρi(t) + δ,
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⌈
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�� ui(t) = ri(t) �� ���� t �� ������ ��� ������ 	� ������	�� �� ��� �� 	� ����

����� �� �	� 
��� ���� d̃� 	� ��� ���� !����� ����� ��� 
��� ��!�
���� �	����	� 	�

Ωi �� 
��� ���� δ� "� ���� ����� ��� �������	� 	� ��� ������	� 	� Ωi �� �!���#�� ��

��� ���
� θi(t) = �����(riy(t), rix(t))� ����� riy(t) =
∑

j∈Ni(t)
(yj − yi) ��� rix(t) =∑

j∈Ni(t)
(xj − xi)� "� ����� ���� ��� ������	� 	� Ωi ��� ��� ��
	���� ����	� ui(t)

���� ��� ���� �������	� �� ���� t �� ������ dini (t) ≥ d̃ 	� t < ρi(t) + δ� ����� ρi(t)

��!������� ��� 
��� ���� ������� τ < t� �� ����� Ωi �	����� π ������� �������
�� $
�	�

ui(t) = −ri(t
−) ���� ��� ������ 	� ������	�� 	� ����� i 
	����� ������ Ωi �� 
���

���� d̃ �� ���� t ��� ��� ��%������ ������� t ��� ρi(t) �� �	� 
��� ���� δ� $��	�����

�	 ���� �	���	
 ��!��� ��� �������	� 	� ��� ��
	���� ����	� 	� ����� i �� ���� t �� ��

��� 	!!	���� �������	� 	� ri �� ���� ������� t
−� &��� ����� ���� 	��� dini (t) < d̃

��� t ≥ ρi(t) + δ� Ωi �	����� ����������	��
�� ���� ���� ��� �� 	� ����� i ��������

�	 ��� 	���� ��
��!
���� ���� ��� ����������	�� �	����	� 	� Ωi 	����� �� ���� t�

��� ��
���	� |θi(t) − θi(t
−)| = π �	
��� ����� ����� ��� �	���	
 ��!�� 
����� �� ��

��!�
���� ��������� �	���	
 ������� '�� Îi
s = {t̂i,k | i ∈ V, k ∈ Z≥0} ���	�� ��� ���

	� ���� �������� ���� ��� ��!�
���� �	����	� 	� ��� �� 	� ��� i��� ����� 
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 ������� ��� !��� 	� ���������� ���� �������� �� ��� ��	��
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 i ∈ V +��,� -	��	���� �� �� ��!
��� ��	� ��� �	���	
 ��!�� 
�����

���� ��� ������� ���� �������
 ������� ��� !��� 	� �	��������� ���� �������� ��

����� Ωi �	����� �� �	� 
��� ���� δ �	� �

 i ∈ V � &���� Îi
s ��� '������� ������� *��	
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 i ∈ V � ��� �� � ����
� )��	 ������	� �	�� �	� ��!!��� "� �	
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���� �� �� ������ ��� ����� i� �	�� �	� ���� �� 
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���� �������� τ ∈ [t, t+δ]� �� ��� �� ������� ���� Ωi �	����� π ������� ����������	��
�

�� �	�� !	��� �� ��� ���� �������
 [t, t+δ]� "� 	���� �	���� ����� �.���� t̂i,k ∈ Îi
s ����

���� t̂i,k ∈ [t, t + δ] !�	����� dini (τ) < d̃ �	� �

 τ ∈ [t, t + δ] ��� �	� �	�� ����� i ��

��



���� t� ����� �	� 
	��� 
���� S �
 ������� �� �	� 	��������� Ωi ������ ��� ����� ��


�������� �� t̂i,k� �	� ���������� dini ([t, t + δ]) ≥ d̃ 	���
 �� �	� ����� 
��
��� ������	⋃
τ∈[t, t+δ] G(τ) ��� ��� �����
 i ∈ V �� ��� ���� t� ������ �	� 
������� ���������
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� ��� �	��� ���
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 �  ���� T ≥ δ 
��	 �	�� �	� ����� 
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���� �� %��1(� ��� ��� ������ ��� �
 ��� ������������
 ���	��� �����	�����
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�	�� Gσ(t) �� �	��������� ���� ��� �������� ���� �
 ��	��� ��	���� VL 	�� �����



�������� VF � ����� V = VL ∪ VF � σ(t) : R≥0 → Γ� 	�� σ(t) ∈ Σdwell(τD)� ����� ���
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 ������� �	� �� 	�� 	
�����

ui(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
0, i ∈ VL,

∑
j∈Ni(t)

aij(t)(qj − qi), i ∈ VF ,

%��&/(

����� aij(t) ������ ��� (i, j)��� ������� �
 ��� 	��	����� �	���� �
 ��� �����	�����

��
�	�� Gγ = (V,Eγ) ���� ��	� aij > 0 �
 (j, i) ∈ Eγ 	�� aij = 0 ���������� 
��

σ(t) = γ 	�� 	�� γ ∈ Γ� ����� 	�� 
�������� ���� ������
� �� ��� ��	����	�� ������

���� ΨL = ����({qj | j ∈ VL}) 
����� �� ��� ��	��� ��	���� 
�� 	�����	�� �����	�

���������� qi(0), i ∈ VF � �
 	�� ���� �
 ����� ������ T > 0 ���� ��	� 
�� �	�� 
�������

�/
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τ∈[t, t+T ]G(τ) 
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���� VF " ����� V = VL ∪ VF " nL = �	��(VL)" ��� nF = �	��(VF )�

#���" ����� �� �� 	���� 
�� 	����� j ∈ VL 

� ���� 

		
��� i ∈ VF ���� ���� � ��������

���� 
�
� j �
 i ������ �� G �
 (i) nL ≥ nF " ��� (ii) dini ≥ d̃ 

� �		 i ∈ VF " �����

d̃ =
⌈
n−1
2

⌉
�
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� ��� 
���� �� ����� ���	��������	��� "� �	��# �� ��� ��� ���������� nL ≥ nF

	�� dini ≥ d̃ ���� ��� ��� i��� ��������# ���� ����� �� 	� ��	�� 	 ��	��� j ∈ VL ���

�������� i ∈ VF ���� ��	� 	 �������� ���� ���� j �� i ������ �� G�

����	 ��$ 
��
���� ��%����� ���������� ��� ��� ��������
��� ����������� ��

����	 ���� ���������# ����� ��� 	����
����� �� ��� ����	 ��$# ��� ��
����
�

��������� ��������� ���������� &��'�( 	

���� �� 	�� ��������� ���� ������ �� ����	���

���� 	� ����� "� ������ �� ����� ��	� ��� ��������� nL ≥ nF �� ���������
� ���

������	�� ��� ��� ���������� &��'�( 
��
���� �� ������� ��' �� 	������ ��� ����	���

���� 
������� �� ��� ����# �������� 	 ��	������������ ������� ���� nL = 3# nF = 4#

	�� d̃ = 3� ��� ������� ���)���	���� �� ����� �� ���� ���# ����� ��� ��	����

	�� ��������� 	�� ��
����� �� ����� 	�� ��	�� �������# ���
����
���� "� ���� ��	�
��

nF > nL# 	�� ���� �� ��� ��������� �	� 	 ��	��� �� ��� �������� ���# ����� ��� ���

���	���� dini (t) ≥ d̃ ����� ��� 	�� ��������� 	� 	�� ���� ����	��� t &���� ��	� dini (t) = 3

��� 	�� i ∈ VF (� *����# ����� ��� 
��
������ 
��
���� ���������� &��'�(# 	�� ���������
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ui(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
ri(t), (dini (t) ≥ d̃ ∧ t /∈ Is) ∨ t < ρi(t) + δ,

−ri(t
−), (dini (t) < d̃ ∨ t ∈ Is) ∧ t ≥ ρi(t) + δ,

���)*�

����� Is = {tk | tk = kTs, k ∈ Z≥0}� 	�� Ts �� 	 ����� �
���
�� ����
��� $��
�

�	���� %�������� ri(t) =
∑

j∈Ni(t)
(qj − qi)� d̃ =

⌈
n−1
2

⌉
� 	�� ρi(t) = max

{
τ | τ < t,

|θi(τ)− θi(τ
−)| = π

}

�� 	 $��
� δ > 0� &���� 	�� 
�������� 	����
�
��	��� ��������
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�� ��

 ΨL = ����({qj | j ∈ VL}) �� ��� 
�������

������ ���� �	��
 ��
� ��	 ������	�� ����	� �� ������� ����� ������ ����	��	 �� ��	

����	 ���� �� ��	 ��
����
�� �	
�	��� �	���	� �� ΨL� �� 
�� ���� �� 
 !���	 T > 0

	 ���� ���� ��
� ��� 	
�� ������	� ��	�	 �� 
 ���	��	� �
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� �	
�� ��	 �	
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��	 ������	� �� ��	 ����� �	����� ����
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τ∈[t, t+T ]G(τ) ��� 
�� t� "��	� ��	 �������

�
� ������� ��	 ���	����� �� ��	 ���	���� �� ��	 �#$ �� 	�	�� ������	� i 
� ���	 t ��

��	 �
�	 
� ��	 ���	����� �� ��� �	������ �	���� �� 	���	� dini (t) ≥ d̃ 
�� t /∈ Is� ��

��	 ���	 ���	��
� ����	 ��	 �
�� ���
���� �� Ωi �� �	�� ��
� δ� %���� ρi(t) �	���	� ��	

�
�� ���	 ����
�� τ < t 
� ����� Ωi ���
�	� ��������	��� &������ ���� �� �	�	�
�����


����	 ��
� Ts > δ� '�	 �#$ �� ��	 i(�� ������	� ���
�	� π �
��
�� ����
��
�	�����


� ���	 t ��	� 	���	� dini (t) < d̃ �� t ∈ Is� 
�� ��	 ���	 ���	��
� �	��		� t 
��

ρi(t) �� ��� �	�� ��
� δ� �	� Ǐi
s = {ťi,k | i ∈ VF , k ∈ Z≥0} �	��	�	�� ��	 �	� ��

���	 ����
��� 
� ����� ��	 �#$ �� ������	� i ���	� ������ ���
�	� π �
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��� )	��

�	�
���� �� ��	�	��	� �� ��	 ���	 ���	��
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����� �� ��	 �#$ ��
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���	��
� �	��		� 
�� ��� ����	�����	 ���
����� �� Ωi �� ��� �	�� ��
� δ ��� 
�� i ∈ VF �

'���� Ǐi
s �
� �	�	���	 �	
���	 *	�� ��� 
�� i ∈ VF 
�� )	�� �	�
���� ��	� ��� ������

,�����	� 
� 
�����
�� ������	� i ����� �
� �� �	
�	� �� ��� �#$ 
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�� τ ∈ [t, t+Ts]�

'�	 ��(�	��		 
�����
�	� ���� ������	� i �
� ��	� �	 �����	� 
� dini = dini,L + dini,F �

��	�	 dini,L 
�� dini,F �	��	�	�� ��	 ����	� �� �	������� �� ������	� i ����� �	���� ��

��	 �	�� VL 
�� VF � �	��	����	��� ���� �	��
 ��-� ��	 ��	.�
���� dini (t) ≥ d̃ ��	�

��� ��
�
��		 ��
� dini,L(t) ≥ 1 ��� ��	 i(�� ������	�� /���	 Is ⊆ Ǐi
s ��� 	�	�� ������	�

i� �� �� ��
�
��		� ��
� Ωi ���
�	� π �
��
�� 
� ���	 ����� �� ��	 ���	��
� [t, t+ Ts]�

0� ���	� ������ ��	�	 	 ���� ťi,k ∈ Ǐi
s ����� �	����� �� ��	 ���	��
� [t, t + Ts] ���	�

��
� dini,L �� *	�� 
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�� ���	 �� ���� ���	��
�� /���	 Ωi ���	�� ��	 	����	 ��
�	 S �	���	
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��
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�������
⋃

τ∈[t, t+T ] G(τ) ��� ��� t� ���������� �� ��� ����������� �� ��� ������ ���� VL

��� VF � ��	�� ��� ����������� �� ��� ��������� �� ��� ������ �	�� ΨL ������ ����

 ���� ��!� ��� ���� ��������� ��� ������

��� � ����	
� 	� 
�����������
��	
 ������ ���� ����

���� ����
	����	�� ������
 ����

"� ���� �������� ��� ������	� ���	��� ��� �������� �� ��� ���� ���� ��� #$% ����

����� ��� ���� ����� ��� �� � ���	� ����� ���� π �������� ���� ����� ���� ��� #$%

��� ���� ����� �� � �& ����� ���� 
����� ���� ����� �� ��� ��� ���� ��� ��'�����

������� ������� �� � ����(������ )������� � �	���(����� ������ �������� �� n ������

����������� ������ �� �& ������ ��� ���	�� ���� ���� ����� ��� ������ ��� ���������

	���� � ������ ���� ������� ���	��� #$%�  �� αi �� ��� ���� ����� �� ��� #$% ���

��� i(�� ������ ������� �� Ωi� *�������� �� ��� ������	� �������� ��� �����������	�

�������� �� ��� #$%� ������ �� �������� �� � ������� �������� �� ��� ���� �� ������+�

���� ������� �����������	� ���	��� #$%�� ����� ��� ������ ����� ������ �� �������

�� ��� ���	����� ,������ �� Ωi ���� αi �� ���� ���� π� �� ������ ���� ������������

�� �� ���	��� �� ���� ������� ���� ��� #$%� ������ ������	�	���� ���������� �� ���

������������� ������ �� ��� ������� "� ����� ������ ��� �������� �� ��� #$% ���

��� �������� ������ ��� ��� ����������� ������� ��� ���� ������ -��� ������������

�� �� ����	��� ���� ��� #$%� �� ��� ������ ������ ���� �������� ���	��� ����������

�	���� ��� ������ ������ �� ������� ����� ��� ��������� ��� �.	������ �������� ���

�/



�������� 	
 ��
 i��� ��
���

q̇i(t) = ui(t), �������

θ̇i(t) = ωi(t), �������

��
�
 qi, ui ∈ R2 �
�	�
 ��
 �	����	� ��� �
�	���� �
��	�� 	
 ��
�� i �� ��
 ������

�	��	�� ���	� θi ∈ (−π, π] �
��
�
��� ��
 ���
���	� 	
 ��
 ���
��	� 	
 ��
 � ! 	


��
�� i ������ � "#
� ��
����� 
���
� ����
 ωi ∈ R>0 �� ��
 ���$��� �
�	���� 	
 ��


�	������ � ! Ωi� %�
 �
����	� �
� 	
 ��
 i��� ��
�� 
&$���
� ���� � ! Ωi �� ���


������� t �� �
"�
� �� 
	��	���

Ni(t) =
{
j ∈ V : |Π (θij(t)− θi(t))| ≤

αi

2

}
, ����'�

��
�
 xi ��� yi �
��
�
�� ��
 �		������
� 	
 ��
�� i ���
� qi(t) = [xi(t) yi(t)]
T ��

θij(t) = �����(yj(t)−yi(t), xj(t)−xi(t))� ��� Π(·) �� �
"�
� �� ���(�� %�
 i��� ��
��

��	�� ���� ��� � ! ��
 �
����
� �� ���� ��)�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

���$�
 ��)� �� 
#����
 	
 � �����
����
����	� ��
�� ���� �����
� ���$��� � ! Ωi

��� ��
# ����
 αi�

�(



����� ����	��
� ���
�	�

��� ������	
� 	� �� ���	
� � 
����	�� 
����� ��� ��� � ����� ����� �� ��
�	����

�� ��� ��
���� 
����	�� �� ��� ���� 	� ���� � ��� ���� ��� �
���� ��������	�����

���
��
� �� �� ���	����	�� ����� ����� �� ����� �� ������� ��� ��������� ��������

���� 	�������� ������ ��� ����	���� �����

����� ���� �������� 	
� ����	���
 ����	� i, j ∈ V 
�	� 	�� �
������ ���������

�
 � �!"# �	 	��� ���	��	 t� ��	 ����	 i �� ���� ��� ������ 	��	 	�� j�	� ����	

����� 
�	� ������	
 u(t) 
���� �����	��� ‖u(t)‖ �� ���� 	��� u0� ��� ���� ����	���

����	��	 u0� �� 	�� ������� ������	
 ωi �� ��
���������� �
 ���� ����	��	 ω0 ���

‖qi(t) − qj(t)‖ > 3πu0

ω0
�	 	��� t� 	���� ����	� t′ ∈ [t, t + T ] ���� 	��	 qj ∈ Ωi(t

′) ���

��� T ≥ 3π
ω0
� �� �	��� 
����� 	�� j�	� ����	 ��� �� ��	��	�� �
 	�� �� �� ����	 i �	

���� ����	 �� 	�� ��	����� [t, t + T ]�

!����� $���	��� ��� ����%������ Ξij(t) ��� Ξij(t) ������ ����� �� ��� �����	
� ��%

�	�	�� �� ��� �	��	��� �
���� i, j ∈ V �� �������&

Ξij(t) =
{
q ∈ R

2 | 〈q − qi(t), qj(t)− qi(t)〉 ≥ 0
}
, � �!'�#

Ξij(t) =
{
q ∈ R

2 | 〈q − qi(t), qj(t)− qi(t)〉 < 0
}
, � �!'�#

��� ���� ���� R2 = Ξij(t) ∪ Ξij(t)� (�� �
��� i �� �)�� �� ��	�� O ��� ��	�� A ��

��� ���	�	�� �� �
��� j �� �	�� t� ����� A ∈ Ξij(t)� *���� d0 �� ��� �	������ �������

�
���� i ��� j �� �	�� t� 	���� d0 = ‖qi(t)− qj(t)‖� (�� ���� B ������ ��� ���	�	�� ��

��� j%�� �
��� �� t+ T � ����� B 	� ������� �� �����
 �� Ξij(t)� +� �)����� �� ���

�
���� �����	��� ���
� 	� 	���������� 	� �	
�  �,� �� ��� ��	��
�� AOB� ��� 	��-���	��

AB > AO ����� ������� ��� 	������� ��
�� ∠AOB 	� ������ ������ �� ���	�
 ����

A ∈ Ξij(t) ��� B ∈ Ξij(t)� ���������� AO ���������� ��� �������� ���� ���� �
���

j ��� ��.� �� �	�� 	������ t �� ���
� ��� ����%����� Ξij(t) ���	�
 � �	�� 	����
�� ��

���
�� T � /	��� ‖u(t)‖ < u0 ��� ��� t� ��� �	�	��� �	�� ��-�	��� ��� A �� ���
� ���

01
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� ��

��

�
� ��

� 	 ��

�

�

� ��

� ��

������ ��	
 ���
�
������ 
�� ����� R2 ��
� 
�� ����������� Ξij(t) ��� Ξij(t) �����
�� 
�� ����
���� �� 
�� ����
� i ��� j �
 
��� t� ����� 
�� �������

�� ���� �����
�

�� �������� ��
���� Ξij(t) ��� Ξij(t)�

���������� Ξij(t) ��� ������ �
 �� ����
���� ����
 �� Ξij(t) �����
 B �� 
�� ����� ��

Tmin = d0
u0

� !���� �
 �� ������
��� 
��
 qj(τ) ∈ Ξij(t) ��� ��� τ ∈ [t, t+ Tmin]� "� 
��

�
��� ����� ����
 i ������ 
�� ��
��� ���������� Ξij(t) ����� �
� ��
�
��� �"# ����


�� 
��� ��
����� [t, t + T ] �� �
 ��
�
�� �
 ����
 3π �������� ���������� �� 
�� ���$

����� αi ��� 
�� ���
��� �����
��� �� 
�� �����
�� �� Ωi� !��� ����� 
��
 �
 
�%�� �


���
 Tmax = 3π
ω0

��� Ωi 
� ������� 
��� ��&��
���� '
 
��� ������� 
��
 ����
 i �� ����


� ��
��
 ����
 j �
 � 
��� ���
��
 t′ ∈ [t, t+ T ] �� 
�� ���(����
� Tmin > Tmax �����

��� ��� T ≥ Tmax� '
 �� �
�����
������� 
� �������� 
��
 �� �������� d0 > 3πu0

ω0

��

���(����
� Tmin > Tmax ����� �������� T ≥ 3π
ω0

� !��������� 3πu0

ω0
��� �� ����������

�� � ����� ����� �� 
�� ���
���� ��
���� ����
� i ��� j �
 
��� t �� �������


‖qi(t)− qj(t)‖ >
3πu0

ω0

. ���)* 

!���� �� ���)* ����� ��� 
�� ����
� i ��� j �
 �� ����
���� 
��� ���
��
 t ����� 
��

i�
� ����
 �� �
�
������ ��� 
�� �����
��� �� 
�� ������
� ���
�� �� 
�� j�
� ����


�� ���� 
��� u0 ��� ��� t� �
 �� ������
��� 
��
 
���� �� � 
��� ���
��
 t′ ∈ [t, t + T ]

+)



�� ����� ���	� i 
������ ���	� j ���	� ��� 
�����
 ��� �����
�
 Ωi ������� ���� �	

�	��
�� ��
����� ωi > ω0� �
��� ��� ��	��
���
 ���� �	�����
 ��� � 
�	��� �� �� 
����

T = 3π
ω0
� ���� ����
���� ��� ������

��� ��

���	� 
���� �����
�� � 
���� ���	
 �	 ��� ���	���
� �� ��� �	��
��

��
����� �� �

 ����� �� �
�� ����� ��� ��	���� �������
 ���� �	�����
 T �	 ����� ��

� 
���� ���	
 �	 ��� �	�������	� 
����	��� �	
 �	 ����� ���	
 �	 ��� ���	���
�

�� ��� ��
����� ������� ����
 �	  ���� !�"�

����� ���� ��� i, j ∈ V ������ ��� �	
��	�	� �
���� ����	�
�� 
� #!�$%&� ��� ���

����	 �������� �����	� ������� ��� ������������ ‖ui(t)‖ < u0 ��� ‖uj(t)‖ < u0 ��	 ��� t�

�� ‖qi(t) − qj(t)‖ > d0 �� ���� t ��� ��� ��
���	 �������� �� ��� ��� �� ���� �
���

�� ����	�
������ 
� ω0 =
6πu0

d0
� �� �� 
��	������ ���� ���	� ����� t′, t′′ ∈ [t, t+ T ] ����

���� qj ∈ Ωi(t
′) ��� qi ∈ Ωj(t

′′) ��	 ��� T ≥ d0
2u0
�

�	���� '�	��
�� � 	�	�������	� ����� ��	����
 �� ���	� i� �	
 
�	��� ��� ��
�����

�� ���	� j ������ ���� ����� �� urel
ij (t) = uj(t) − ui(t)( 	��� ���� ‖urel

ij (t)‖ < 2u0 ���

�

 t�  �� ��� 
����	�� ‖qi(t) − qj(t)‖ �� ������� ���	 d0� ����� d0 = 6πu0

ω0
� �� ���	

��

��� ����  ���� !�" ���� ��� �	� ωi > ω0 = 6πu0

d0
� ����� �� ���� t′ ∈ [t, t + T ]

���� ���� ���	� i 
������ ���	� j �� ���� t′ ��� �

 T ≥ d0
2u0
� ���������� ��� ��	����

��
��� �� ωi �	
 T ��� 
������	�
 �	 ����� �� ��� ����� ���	
 �	 ��� ��
�����

������ ���	���
� u0 �	
 ��� 
���� ���	
 �	 ��� 
����	�� ������	 ���	�� i �	
 j ��

t� 
�	���
 �� d0� ��� ���� ������	� ���
��� �� ��� ���� ���	 � 	�	�������	� �����

�� �������
 �� ��� j��� ���	�� �	 ����� ���
�� �� ‖qi(t)− qj(t)‖ > d0 ��

� �� ���� t

�	
 ��� �	��
�� ��
����� �� Ωj �����)�� ��� �	����
��� ωj > ω0� ω0 =
6πu0

d0
� ���	 �����

�*���� t′′ ∈ [t, t + T ] ���� ���� ��� ��� �� ���	� j ������ ���	� i �� ���� �	���	� t′′

��� �

 T ≥ d0
2u0
� ���� ����
���� ��� ������

�	
	���
� ��
�  ������	 � �����	! �� n ���
�� ����
	���	� ����	�
�� 
� #!�$%& ����

��� ������
 ��
	�"� G = (V,E)� ��� ��� ��
������ �� ��� �������� �����	 �� ���	�

+!



����� �� ����	
������� �
 u0 ��� ��� ������	 �������
 �� ��� ��� �� ��� ������

�� ����	
������� �
 ω0 = ω0(d0, u0)� ����� (i, j) ∈
⋃

τ∈[t, t+T ]E(τ) ��� (j, i) ∈⋃
τ∈[t, t+T ] E(τ) ��	 ���	
 ���	 �� �������� ������ i, j ∈ V � ���	� T = T (d0, u0)�

�	������ ��� �������� ������� i ��� j �� �	����	 ���� d0 �� ���� t� �
 ��	����

��� ����	��������� �� ��� �������� ��������� ��������� �� �����  �!� �� (i, j) /∈⋃
τ∈[t, t+T ] E(τ) �	 (j, i) /∈

⋃
τ∈[t, t+T ]E(τ)� �� ��� �� ��������� ���� ‖qi(t)−qj(t)‖ ≤ d0

�� ���� t�

����� ���� "� � ���	��� G = (V,E) �� ��� #$%� ��� ��		�	 �� ��� ���������� ��

G� ������� �
 G̃c = (V, Ẽc)� �� ��������� ��� ����(G̃c) = 2�

&	���� ������ 	
�	 	
� �����

 G = (V,E) �� ��	 ���� �
�������� 	
��� ����	 	��

���	���	 ���	���� u, v ∈ V ���
 	
�	 ��� ����� ���	�� w ∈ V \{u, v} ��	
�� w /∈ Ru(G)

�� w /∈ Rv(G)� ����� V1 = Ru(G)� V2 = Rv(G)� ��� V3 = V \ {V1 ∪ V2}� ����� G

�� ��	 ���� V1 ��� V2 ��
�����	 	�� �������	 ���	�� ��	�� ��������� (i, j) /∈ E ���

(j, i) /∈ E ��� ��� i ∈ V1 ��� j ∈ V2� � ��� (k, i) /∈ E ��� (k, j) /∈ E ��� ��� i ∈ V1�

j ∈ V2� ��� k ∈ V3� ����� 	
� ���
 ����	 �����

 Gc = (V,Ec)� ��� ��	� 	
�	

(i, j) ∈ Ec ��� (j, i) ∈ Ec ��� ��� i ∈ V1 ��� j ∈ V2� ����	����  �� (k, i) ∈ Ec ���

(k, j) ∈ Ec ��� ��� i ∈ V1� j ∈ V2� ��� k ∈ V3� !��� ����	���	 	
� �������	�� ������

���

 �� 	
� ���
 ����	 �����

 Gc ��� ����	� �	 "� G̃c� �
��� ���	�� ��	 �� V ���

���� ��	 �� ��
�����	�� "� Ẽc� #�� ��� 	
�� ���� ��� 	
�	$

(i, j), (j, k), (k, i) ∈ Ẽc, %&�&'(

���

dG̃c(i, j) = dG̃c(j, k) = dG̃c(k, i) = 1, %&�&)(

��� �  i ∈ V1� j ∈ V2� ��� k ∈ V3� ����� ��� ��� ��"�	���� ���	�� i ∈ Vl� l ∈

{1, 2, 3}� 	
��� ����	 �������	�� 
�	
� ��  ���	
 ��� 	� ����� ���	�� "� ������ 	� Vm�

m ∈ {1, 2, 3} \ {l}� ��� �������	�� 
�	
� ��  ���	
 	�� 	� ����� ���	�� �� Vl \ {i}�

**



��� ������	��� 
���� G̃c �
 	����	���� �
 � ��
���� dG̃c(i, j) ≤ 2 ��� ��� ��
���	�

i, j ∈ V � ������������ �� �
 
����
��������� �� 
��� ���� ����(G̃c) = 2� ��� ���


	�������
 ��� ������

��� ���� ������� �����

�
 ��� 	��
��
�
 �������� �
 ��� ���� 	�����������

�� ���
 �����

������� ��	� �������� 	 
��
��	���
 ���
�
 ��
����� �� n ������ ��
���	
��� ��
�


�� ��
�
�� ��
���������� 	����	� ���� ��������� �� ������� ����� 
�� ���������

���
��� �	� 
� ����� 	���
�

ui(t) =
∑

j∈Ni(t)

aij(q)(qj − qi), ������

����� aij(q) =
κ

1+
∑

j∈Ni(t)
‖qj−qi‖ 	�� κ ∈ R>0 �� 	 ���
� ����
	�
� ����
� 
�� 	����	�

������
� �� 
�� ��� �� 	���
 i �	
����� 
�� �����	��
� ωi > ω0 ��� 	�� i ∈ V  �����

ω0 =
6πκ
ε
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�
�
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 !"#� %� 	��
������
 S = R2� �� �
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������ �� 	

�����	
��� �� κ ��� ��� t� �����

‖ui(t)‖ =

∥∥∥∥∥
∑

j∈Ni(t)
κ(qj − qi)

1 +
∑

j∈Ni(t)
‖qj − qi‖

∥∥∥∥∥ < κ, ������

���� ����� �
��	����� ������� ���� ��� ���
����
 �� ��� ��������
�
��
� �������
��

aij(q)� �
� ��� �
��	�����
∥∥∥∑j∈Ni(t)

(qj − qi)
∥∥∥ ≤

∑
j∈Ni(t)

‖qj − qi‖��  �� G̃c([t, t+ T ])

��
����
� ��� ������ �� ��� ���
����
� �� 	
��
 ��
��
! ��!��
�
⋃

τ∈[t, t+T ] G(τ)�

"��
 �� ������� ����  ���� ��# ���� ��� 	
�������� !��
� G̃c([t, t + T ]) �� ��
�


����� �
� ��� �������� �� ��	�� �� ���� $��
! %�������� ��&� �� ��
 �� ��
��	���

���� ����� ��!� �� G̃c([t, t + T ]) ��

���� ��� �����
�� �������� ������
�
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! �� �


��� �� �!�
�� ����� �����
�� �� ���� ���
 �� ��	�� �� d0 �� ���� �
���
� t� "�	�� ���

�������
! �
��	����� ����� �� ���� t ��� ��� ��'��	� �����
�� ������
 ��� �!�
��

����� ��
����
� ��� �������� �� G̃c([t, t+ T ])�

max
i,j∈V

‖qi(t)− qj(t)‖ ≤ 2d0. ����(�

)���� �
  ���� ��*� ��� �
�����!�
� �����
�� d0� ��� �������� ������ 	

�� ��	
�

κ� �
� ��� �
!	��� �������� ����� ��	
� ω0 ��� ������� �� ω0 =
6πκ
d0
� ����� T ≥ d0

2κ
�

+	�����	��
! d0 =
6πκ
ω0

�
 ����(� �������

max
i,j∈V

‖qi(t)− qj(t)‖ ≤ 12πκ

ω0
. ����,�

- �	����
� ��
�����
 �� !	���
��� ���� ��� �!�
�� ��� ���
�	���� ��
�
�� �� � ����

�� ����	� ε �� �����

12πκ

ω0

≤ 2ε. ����*�

"��� ���
� ���� �
 ����� �� ��
�
� ��� �!�
�� �� � ���� �� ����	� ε �
� ��
 ������ �

�	����
��� ���!� ���	� ��� ��� ����� ��	
� �
 �
!	��� �������� �� ��� ./0 �� �����
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ω0 =
6πκ

ε
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�
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���������� ��� � ���
��� �������� �� n ������ ��������� �� �
���� ��� ������ ��

�
�

�� �� ωi >
6πκ
ε
��� �		 i ∈ V � ��� ������� ������� G �������  !"# �� ��� ������

�������� �� � ��		 �� ���������	� ���		 ����$� ε� %� �� 
���� ���������� ���� ����

��� ������ ��� ���&��� �� � ��		 �� ����$� ε� ����� �� �� �$������� ���� ��� ���
���


�		 ���		 ������ $������	� '$���(������	� ���������� )�
����� ����� ��� �����* �$		

�� ������ �� ���	���� 
����� � ��		 �� ����$� ε� ��� ����� ��� ������ �$�(���������	���

��������� ��	�� ��� ��� �������� ������	 	�
� ���� ��� ������ ����� ��� ��		 ���� 
�		

��� 	���� ��� ���� ����	���� ��� ����� �� �������$��

������ ��	� ��� ωmax ��������� ��� 	
��	
	 	
����
�� �� ��� 
��
�
� ��������

����� �
� �� 
������ �� 
�� ��� ���� �
�
� �� ωmax ������� �� ��� ��
����
� ��	��
�

����� �� ��� ������� 	�
���� �� ��� 
������� �� ���
�� ��
� ��� 
��
�
� �������� ωi 

i ∈ V  �
� �� �������� �� �
�� 
 �
� ��
� ��� ���!

���� ω0 < ωi ≤ ωmax ����� ���


�� i ∈ V  ��� �������� "���� �����
�� κ �� ������	 #�$ ���
�� �� ������ 
� �������%

κ <
εωmax

6π
. �
�
+�

���� ���
��� ��
� ��� ���!

���� ω0 < ωmax ����� 
�� ωi �
� ���� �� 
������� ��

��� ������
� (ω0, ωmax] ��� 
�� i ∈ V � ��������� ��� 
���� ��
�� 
�� ����� ��
��

������
���� �� ��� 
��
�
� �������� �� ��� ��� �� ����� 
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�� �� ������� �	
 �	 ������ ��� ���
��� 	� ��� �����	
� �
������	� �	 ��� �	���������

��	���� �	� � ���
	�� 	� nL ���� ������� ��� nF �	���� �	��	
���� �	������ �

��������	��	
�� ���
	�� 	� ���������������	� ������ 
��� ������� �����	����	
� ���
�

��� ����� ��� �	��	
��� ����� �� �����
������ �� ��	���� ��� ���� ���
�� 	� ����

�
������	��

����� ���� ��� ��� ������� ���	�
�� 	� ��� ��� 	� ��� �	��	���� �� �	�����	�����

�� ω0 = 3πκ′

ε′
 ����� ε′ 
� ��� ���
�� 	� ��� �������� �
���� ����	�
�� ��� �������� ���

���	 ��� ����
���� 	� ��� ���	�
�� ����	� 	� ��� �	��	���� �� �!!����	����� �� � 
�
��

�	������ κ′ ∈ R>0� "��� ����� �#
��� �� ����� 	�� ������ j ∈ VL �	� ���� �	��	���

i ∈ VF ���� ���� � �
������ !��� �#
��� ��	� j �	 i 
� ��� ��
	� ����
�� �
���!�⋃
τ∈[t, t+T ]G(τ) �	� ����� T ≥ ε′

κ′ ��� ����� �
�� 
������ t�

$�		�� �� ��� ���� ���� 	� ��� ��		� �� �� ������� �	 ��	
 ���� ����� �� �� �����

	�� ������ �	� ���� �	��	
�� 
��� � �������� ������� ���� ε′ ��	� ���� 	����� �	

��	�� ���� �! �	���������	� ���
�� ���� ����� ������ � �	��	
�� i ∈ VF �
�� ���� ���

�������� ��	� ��� ������� �� ���� ���� ε′ ���� ‖qi − qj‖ < ε′ �	� ��� j ∈ VL� �� �����

���� ����� ������ � ������ �������� �� qi 
���� ���	������� ��� ������� ��� ��� ����
�

�� ���� ���� ε′� ���� �� �� �	���������	� 
��� ��� �������	� 	� ε′� ������	�� �����

������ � ������ j ∈ VL �	� ���� �	��	
�� i ∈ VF �
�� ���� ‖qi − qj‖ > ε′� �� ���

���	�� ���� 	� ��� ��		� �	������ � ���� ������ j ��� � �	���� �	��	
�� i �
�� ����

‖qi(t) − qj(t)‖ > ε′ �� � ���� ������� t ��� ‖ui(t)‖ < κ′ �	� ��� t� �� ������
�� 	�

��� ���
��� ���	���! ωi �� �	
����	
���� �! ω0 = 3πκ′

ε′
 �� ��� �� �	���
��� ��	�

"���� #�$ ���� ����� ������ t′ ∈ [t, t + T ] �
�� ���� qj ∈ Ωi(t
′) �	� ����! T ≥ ε′

κ′ �

���� ������� ���� ����� ������ � �������� ���� 	� ������ 	�� ��	� j �	 i �� ��� 
��	�

������� �������
⋃

τ∈[t, t+T ] G(τ) 
���� �	������� ��� ��		��
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�������� ������
� ���
���

ui(t) =
∑

j∈Ni(t)

aij(qj − qi), ������

����� aij =
κ′

(nL+nF−1)R
 R �� 
�� �	����
 ���
	��� ��
���� 	�� �	��� �
 	���
� �� 
��

���
�	� ���!���	
��� �
 
�� ��
���� 	�� κ′ ∈ R>0 �� 	 !��
� ����
	�
� ������ 
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� 
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��!�� 
�� ���"�	��
� ωi > ω0


�� 	�� i ∈ VF  ����� ω0 = 3πκ′

ε′
	�� ε′ ����
�� 
�� �	���� �
 
�� ��	����
 ������

��������� 	�� ��	����� #��� 	�� 
�������� �������� 
� 
�� �
	
�� �����$ ���� ΨL =

�	
�({qj | j ∈ VL}) ��	���� �� 
�� ��	�����

%���
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�����
�	����� 
	 �	
����� ��	� ������ �
� ���
�
�	
 	� aij 
��
 ‖ui(t)‖ <

κ′ �	� ��� i ∈ VF �
� ��� t� ��
�� 
�� �
����� ���	��
� 	� ��� �	��	���� �� �	�����	�
���

�� ω0 =
3πκ′

ε′
 ��� �	
��
�	
� 	� !���� ��" �	��� #��� 
���� �$��
� T ≥ ε′

κ′ ���� 
��
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� ω0 < ωi ≤ ωmax �� �	
��!��
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�������� 
�� ����
��� !��
� ����
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 κ′ �� #������ &�' �� ������������� 	�


�������

κ′ <
ε′ωmax

3π
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α1 =
π

4
, α2 = π, α3 =

π

2
, α4 =

2π

3
, α5 =

π

3
, α6 =

3π

4
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 ������� 
������������ �������
���� �� �
� ��������� ������� �� ������� ����

��� ���� ε = 0.25 � �	
 ������ ���� ωmax = 1 
�
����� ���	� ��� 
����� �� �����


�� ���� � ����
 ���	
 �	 ��� ���	���
� �� ��� �	����
 �������� �� �� � �� ��	�

��
�
�
 �� ω0 = 1 
�
����� �	
 κ = 0.013� ��� �	����� ��	!��
����	 �� ��� 	����
"

���	� ���� � �	�#���� �� ��� 
�����	� �� � �� ����	 �	 ���� ��$%� ��� �����	 ��

��� ���	�� 

���	 �� ��	�
�� ���  ����! �� 
�#����
 �	 ���� ��$$� ����� 
���	��
����

���� ��� ���	�� ��	��
�� �� � ���� �� 
�
��� ε &��� ����" ��
���'�

(	 ��� ����	
 #�
� �� )*��#�� ���� � ���������	� 	����
" �� !�� ������ ���
�
�

�	
 ��* ����	� �������
� �� ��	��
�
�
� ��� �	����� ��	!��
����	 �� ��� ���	�� ��


�#����
 �	 ���� ��$�� ���
� ����� ��
���� �	
 ����� �+��
�� ���� ��� �	����� #������	

�� ���
�
� �	
 �������
�� 
��#��������� ��� ��	�
�� �	#��  ���"! �� ���	 �##���
 �� ���

	����
"� ���� ε′ = 1.701 �� ω0 = ωmax = 1 
�
����� κ′ = 0.181� �	
 R = 10 ��

���� ��$� ����� ���� ��� ��	���	��	� ��,������ �� �������
 �� ��� �������
� ��	��
��

�	�� ��� ��	��* ���� �� ��� ���
�
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� ��� ��
�

�	 �
���
����
�

��� �����	�
�����

���
���
�� ��� �������& ��� 
�� 
� �

����� ��	 �
��������� ���� ������
 ��� 	��

�
��	 �� R>0 ��	 R≥0& ��
���������� %
��
���& Nn := {1, 2, . . . , n}� ��� �����

��
	��� 
� ��
 ��������� ����
�
 v, w 
� ��� 
��� 	����
�
� �
 �����
����	 �� 〈v, w〉�

)�������
��& ‖ · ‖1 ��	 ‖ · ‖ 	��
�� ��� ���
�� ��	 ,����	��� �
�� 
� � ����
�&

��
���������& ��	 ���	(Φ) �
 ��� ���	������� 
� � ����� 
�� Φ� -�

& In �
 ��� n × n

�	������ �����'& ��	 �n �
 ��� ����
��
 �
���� ����
� 
� ������ n�

.
�
�	�� � 	������ G = (V,E)& ����� V ��	 E 	��
�� ��� 
�� 
� �
	�
 ��	

�	��
& ��
���������� ��� �
	� j �
 
��	 �
 ���
�� �
 ��� ������
� 
�� 
� �
	� i& ��

��� 	������	 �	�� (j, i) �
������ ��
� j �
 i ���
��
 �
 ��� �	�� 
�� 
� ��� �����&

����& (j, i) ∈ E� ��� ������
� 
�� 
� �
	� i �
 	��
��	 �� Ni� - 	������ G = (V,E)

�
 �������� 	���
	�
� �� ����� �'�
�
 � 	������	 ���� ������� ����� ���� 
� 	�
�����

�
	�
 i, j ∈ V � -�

& G �
 
��	 �
 �� ��
������ �������� 	���
	�
� �� ����� �'�
�
 �

����� T > 0 
��� ���� ��� ���
� 	������
⋃

τ∈[t,t+T ]G(τ) �
 
��
���� �
������	 �
� ���

t� ��� ��'� 	������
� ��	 ����� ��� �
��
��	 ��
� / �0 �
 �		��

 ��� 	���������

*1



�� ��������� ���	�
����

��������� �	
	 �������� 	
� �����
��� �����	������� ���	���

ẋ = f(x, t), �
���



��� f : D × R → R
m� ��� � ����� ������ D ⊂ R

m� ��	 V (x, t) : D × R → R ��

� ���	������ ����	���� ������� 
���	� t� 

��
 ��	����� � ����� �����
�	� �����	���

�� x� �
��� D+V (x, t) �� ������ 	
� ����� ���� ������	��� �� V (x, t) ����� 	
�

	�����	����� �� �
��� ��� �� ������ ���

D+V (x, t) = lim sup
τ→0+

V (x+ τf(x, t), t+ τ)− V (x, t)

τ
. �
���

����
 �	
	 ��	 Vi(x, t) : D × R → R �� � ����	��� �� ����� C1 ��� ���
 i ∈

Nn ���� � ����� ������ D ⊂ Rm� ��	 ���� V (x, t) = maxi∈Nn
Vi(x, t) ��� �����

I(t) = {i | i ∈ Nn, Vi(x(t), t) = V (x(t), t)} �� � ��	 �� ������� 

��� 	
� �� ����

�� ����
�� �	 	��� t� !	 	
�� �����
� 	
�	�

D+V (x(t), t) = max
i∈I(t)

V̇i(x(t), t). �
�
�

�� ��� ����
���� �� ��
� 	������� ����
�
��� ��� ��� ��� ���� ������� � �
��

�� ���� �� �����

��



��� �����	
 ���
��
����

�������� 	 
���� �
 n �����������
�	��� 	
���� �����
 �� 	 �� ��	��� ��� ��� ������

���	���� �
 ��� i��� 	
���� i ∈ Nn� �� ��������� ���

q̇i(t) = vi(t), ����	 

v̇i(t) = ui(t), ����� 

!���� qi, vi, ui ∈ R2 	�� ��� ��������� ��������� 	�� 	������	���� ������� �
 	
��� i�

������������� "����� ��	� 	
��� i �	� ���� ������ 	
���� !����� 	 ���������� ��
����

������� �� 	 �� ����� 	��	 Ωi !��� 	 #���� �	���� rs� $�� 	��% ����� �
 ���� �����

	��	 �� ���	��� 	� qi� 	�� ��� 	��% 	�
�� �� ������� �� αi� &����������� ��� ���������

�
 ��� �������� �
 ��� 	��% 	�
�� !����� 	 #%�� ������	� 
�	�� �� 
���� �� θi� ��� êi ��

	 ���� ������ �	����
 �����
� qi 	�� �������
 ���� Ωi ���� ��	� �� ������� ��� 	�
��

αi� $���� Ωi �� ��#��� 	��

Ωi =

{
q ∈ R

2

∣∣∣∣ 〈êi, (q − qi)〉
‖q − qi‖

≥ cos
(αi

2

)
, ‖q − qi‖ ≤ rs

}
, ���' 

!���� rs �� ��� ������
 �	�
� �!���� �� 	������ �� �� ��� �	�� 
�� 	�� 	
���� � &��

��� �	(� �
 ��������� 	����	���� �� �� 	������ ��	� �	�� 	
��� �	� ������ 	�� ������

!����� 	 ������ ���	
� ��#��� 	� 	 ������ �
 	 ���������� �	���� rc 	����� �� �!��� ��

	�
��	� �����	���� �� 	������� �� ��� ������ �� ��� ��������	��� ������
 	��	� $��

�	
��� ��
��� �
 	
��� i� ������� �� Ωi� �� �%������� 	��

Ωi = {q ∈ R
2 | ‖q − qi‖ ≤ rc}, ���) 

!���� 	�� ������
 ������� 	�� �������������	� ������ ���� ��
���� $�� ����	�� ����	��

���	
� �
 	
��� i ∈ Nn �� ������� �� Ωi� 	�� �� ���	���� �� ������������
 ��� �!�

�*



������� Ωi ��	 Ωi
 �����

Ωi = Ωi ∪ Ωi. 
����

���� ��� 	������ �� ������� �� ��� ������ i ��	 j ����� ���� ����� ������� ��������

��� Ωi 	���� ��� ��� �� ����� i ��� ��� i ∈ Nn ��	 ��� �� ���� ��� ��� �� �!��"

�

�
�

�

�

�

�

�

�

��� �� ���� #�� ������� ������� Ωi ��	 Ωj �� ������ i ��	 j�

����� �� �$�� �� ������ ���� � �������� ��� ��� !������" ��	����	��� �� ��� �����%�

������� #�� �������� �� ��� ��� �� ��� i&�� ����� �� ���� ����	 ���

θ̇i(t) = ωi(t), 
��'�

����� θi ∈ (−π, π] 	������ ��� 	�������� �� ��� $������� �� Ωi ������ � ���	 ��������

�����
 ��	 ωi ∈ R>0 �� ��� �������� ��� ��� !������" �� ��� �������� ��� �� ����� i�

��� ��� ��������� ��� 	"����� �( ������ �� ��� ������ �� ��� ��������� � ������	

)*



�����

�̇(t) = �(t), �	
��


�̇(t) = �(t), �	
��


θ̇(t) = ω(t), �	
��


����� �, �, � ∈ R2n� θ ∈ (−π, π]n� ��� ω ∈ Rn
>0
 ���������� ���� �������� �� ��

������� ���� ���� ����� �� �������� ���� ��� ����� �� �������� ��
 ��� ��������

������ ����� �� ���� �� ����� ��� �������� ��������� ������� ���� ����� ��� ���

��� ������ ��� ���
 ��� ������� ����� ������ ����� �� ���� �� ������� ��� �������

����� �� ���� ����� �
�
�
 ��� ��� ���������
 ����� ����� �� ������������ ���� ����

���������� ���� �� ��� ����������� ������� �� �����!������� ������ � ���� ������!

����� ������� ������� "#$� %$�&
 '����������� ��� ������� �� ���� ����� ��� �������

�� ���� � ������ ������� ������ ����� ���������� ��� '() �� ���� �����


��������� �	
	 �������� 	 ��
���� �
 n ������ ��
���	
��� ��������� �� �	
�
� 	��

��
 �	�� 	���
 �� �������� ��
� ������� ����� ������ ��� �� ����
�� �� Ωi� i ∈ Nn�


�� 
�� i�
� 	���
� ��� ��
���	
��� ��� �
���
��� �
 
�� ���	
� � ����
��� 	�� ��	����

	���� ������� �� ��	�	�
���!�� �� 
�� ������� ����	�� G = (V,E)� �����"

V = {1, 2, . . . , n}, �	
%$�


E = {(j, i) ∈ V × V | qj ∈ Ωi}. �	
%$�


��� ��������!����� ����� G �� ������������ ��*��� �� ��������� ��� �������!

���� �+������ �� ������ �� ��������� ��� �������� ������� ��� ���� �� ���� ����

��� ������ ������� ����� rs


��������� �	�	 ��� ���
	�����	��� ��	�� G = (V,E) ��	�	�
���!�� 
�� ��
���	
���

��� �
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�� ��
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 ���
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������ �����	
 �� �������
 	�� ��� ���� ��� �� ���
����� 	��

E = {(i, j) ∈ V × V | ‖qi − qj‖ ≤ rs}. ������

�	
� 
��
 
���� ��� ����

 ��� �

���� 
	 ���� 
�� 
��� 
��
��� ������ 
��

����� G �
 �������
��� ��	 ���	�
��
 �

���
�	�
 ��� ���� ���
�

���������	 
��� ��� ��� �����	� �������� �� 	����� �� ��� �����
� �	����� ��� ���

���	���� ‖qi(0)− qj(0)‖ > rc ��
 ���
� �	�
 �� �������� ����� i, j ∈ V � ���� 	������

���� �� �	������ �� ���
� �� �� ����
�	���� ��������� �� ��� �����	� ������
	���� �� ���

�����
��

���������	 
�
� ������ ��	� ��� ����	���� 	��� �
	�� G ����	��� 	 ��	��� 	��

��������� ��	����� �� �
	�� Gss = (V,Ess) ��
 	�� t
 ���
� Ess ⊆ E�
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�� 
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�� �����$	��		��� ��
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!	���� ��(��
�	� ����� $��	��

���	����	 
��� !������
 ��� ������	���� ������ ���)� �������� �� n ��� �� �����

�
	��
� ���� ������� "#$�� ��� �����
� �� �	�� �� 	������ ε�%������ �� ��� ���������

���
 � &������� 	
� �	�������

'�( ��� �������� �����
 �� ���
� 	���� �����
��� ���������	��� �� ��� ε������ �
����

�� ��� �	���	���� �������� �����
 vl)
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��� ���


��*������� �	
�� ���� ����
�	��
 	��

*�



�

�

�

�
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�

�

������ ��	
 �����
� �
��� βij ��������
��
� �� ���
�� i �
� j�

���� ��� ��	
����� �	
�������	
 	� ��� 
���	�� �	
������ �	 � ���� ���� �	�
���

�������

��� ��� ������� �� �� �����
 ��� �����������
 ������ ui �
� ��� �
����� ��������

ωi �� ���� ���
� i ∈ V �
 � ����������� ��

�� ���� ���� ��� ���������� �� ε���� �
�

��� ���������

��� ���� ��	
��	

����� �����	
����
 � ������ ����
��� �
������

!�� βij ∈ (−π, π] ��
��� ��� �����
� �
��� �� ��� �������� �� Ωi ������ ���
� j� "


����� �����# βij �� ��� �
��� ������
 ��� �������� �� ��� �$% �� ���
� i �
� ������

qij = qj − qi# ����� ���
�� ���� qi �� qj &���� �� ����������� �
 ���� ��	'� (���


βij = Γij − θi, &��)	'

*	



��� ��� ���� �� 	�
����� �
���
 i, j ∈ V � ����� Γij 	�����
 ��� 	�������� �� ������ qij

������ � ���	 �������� ������ ��	 �
 	�
�����	 ���

Γij = ����� (yj − yi, xj − xi) . ������

�
��
 ��� ������ �� ��� ������
 ��
�� ��� �
���
 ���� ������	  !"
� ��� ������� ��

���
�������	 �� ��� 
��
��
 	�
���� G ��� �� 	�
�����	 �
 ������
�

j ∈ N i ⇔
(
j ∈ N i ∧ |βij| ≤

αi

2

)
, ����#�

��� ��� ���$�����	��
 �
���
 i, j ∈ V � ����� N i ��	 N i 	����� ��� ���
���� 
��
 ��

�
��� i �� 
��
��
 	�
���� G ��	 	�
�����$��
�	 
���� G� ��
���������� %� �
 �����

���� ����#� ���� ��� �&���$�
��� ������' ��

�

�
 � 
�������
 ������
� �
 � ��
&��

�� ���  !" ����������
� %� ��	�� �� ��	 � ������ (���&��� �&������ ��� ��� �&���$

�
��� ������'� �� �
 ��)&���	 �� 	���� � C1 �&������ �� ��� ������
 ��
�� �� �����	�

� 
����� ����
����� ���� 0 �� 1 ��	 ���� ���
� ���� 	�*����� ���
�
 �� ������
 ��
���

%� ����� ���	
� ���
 �&������ �

�
�
 � 	�
��� �� ���
�������	 �� ��� �
��� ��
�	

�� ��� ���� ��
�� �� ��
  !" ��	 ��
 ������
 ��
�� ������ ����� �
���
� �����	��


�� ����#�� +� ���
 ��	� ��� �&������ ψi(x) : (−π, π] → R≥0 �
 �����	&��	 ��� �����

�
��� i ∈ V �
 ������
�

ψi(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, |x| > αi

2
,

1
2
[1 + cos(ςi(x))] ,

αi

2
− δ ≤ |x| ≤ αi

2
,

1, |x| < αi

2
− δ,

����,�

����� ςi(x) =
π
δ
x + π

�(x)(1 − αi

2δ
)� ��	 δ �
 � 
&-������� 
���� ��
����� ���
����


&�� ���� δ < mini∈V αi

2
�  ��� ��� ��������
��� ������� ��� ������
 ��
��
 �� ��

�
��� ��	 ��
 ���
���� 
��
 �
 
���� �� ����#�� ��� ��
&���� �� �&������ ψi ��� ��

,�
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������ ���	 
� ��
���� �� ��������� ψi(βij) 
�� κi(βij)�


�� ��
���� 
���� βij ��� 
�� j ∈ V \ {i}� ������ ��� 
�� j ∈ N i� �� �
� �� ���������

��
� ψi(βij) �= 0 ���� j ∈ N i� 
�� ψi(βij) = 0 ���� j /∈ N i� ����� i 
�� j ���������

��� ������������� 
������ �� �� ���
��������
�� �� ��������� ��� �����
���� �� ψi(x)�

������� �� κi(x) : (−π, π] → R� 
� �������	

κi(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, |x| > αi

2
,

− π
2δ
sin(ςi(x)),

αi

2
− δ ≤ |x| ≤ αi

2
,

0, |x| < αi

2
− δ.

 ��!"#

�� ���� ���� ��� ��������� ψi(βij) 
�� κi(βij) 
�� �������� ��� βij ∈ (−π, π] ����

j ∈ N i� 
������� αi =
2π
3


�� δ = π
9
� 
�������
���� ��� ��������� ����� ������ �
�

�� ������� �� ��� �
�������� �� ψi(x) 
�� κi(x) ��� 
�� x 
�� 
�� i ∈ V 	

|ψi(x)| ≤ψmax = 1,  ��!$
#

|κi(x)| ≤κmax =
π

2δ
.  ��!$�#

%&



� ���������	� 
��	���
���
�	� ������� �
� �� ��	� 	�
���	� �� 
���	�� ��	 ���	��

���	� �� ε�������� ��	� 
 �	����� �� �����	����	��
��� 
�	��� ���� �����	� ����

�	� rd �	 ��	 �	���	� ���	��
�	�� ����
��	 ���� ��
� 0 < rc < rd < rs� �	� 
���

μ(x) : [rc,+∞) → R≥0 �	���	 
 C1 ���	��
�	�� 
��	���
� �������� ����� �
��� 	�

��	 ��������� 
��
	���	�!

"#$ �μ(x)
�x

< 0 ��� x ∈ [rc, rd)%

"##$ �μ(x)
�x

> 0 ��� x ∈ (rd, rs]%

"###$ �μ(x)
�x

= 0 ��� x > rs 
�� x = rd%

"#�$ μ(x) = 0 ��� x > rs 
�� μ(rc) > 0�

&�	 C1 ���
 �������� ρh(x) ��� 
� 
�����
�� h ∈ (0, 1) �� �	 �	� 
� ������� '()*!

ρh(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, x ∈ [0, h),

1
2
(1 + cos(π x−h

1−h
)), x ∈ [h, 1],

0, x > 1.

"+�(,$

-��	��	�% �	 �	 φ(x) : [rc,+∞) → R 
� 
 ���������� �������� �	
�	�	����� ��	

����
��	��
�	� ����	% ���� ��
� φ(x) = �μ(x)
�x

� &� �	
� ���� ��	 �	����� �
��	 �����
�

���� �� ��	 
�	��� 
�� 	����	 ��
� φ(x) �� .	�� ��� x > rs% ��	 ����
��	��
�	� ����	

�������� φ(x) �
� �	 �	 �	� 
� �����
���
���� �� 
 ���������� �������� φ̂(x) 
�� 


���
 �������� ρh(
x
rs
) ��� ���	 h ∈ ( rd

rs
, 1) 
� �������!

φ(x) = φ̂(x)ρh(
x

rs
), "+�(/$

��	�	 φ̂(rc) = −M0% φ̂(rd) = 0% 
�� φ̂(hrs) = M1 ��� ���	 
������	 �����
��� M0 
��

M1� � ����
��	��
�	� 
��	���
� �������� μ(x) �
�������� 
�� ��	 �	0���	� ����������
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������ ��	
 ���
���������� ��
��
��� ����
��� μ(x) ��� �
� ������
��� φ(x)�

�������� ��� 
��� �� ����
���
�� ��


μ(x) =

∫ x

rc

φ̂(ξ)ρh(
ξ

rs
)�ξ +M, ������

 ���� M > 0 �� ����� �!


M = −
∫ rs

rc

φ̂(ξ)ρh(
ξ

rs
)�ξ. ����"�

#����� 
�� ����
��� ����
��
 M 
� μ(x) ������� 
��
 μ(x) = 0 ��� ��� x > rs� #�

�$�%��� �� 
�� ����
���� μ(x) ��� φ(x) ��� �����
�� �� ���� ��	 �! ����������� rc = 2&

rd = 4& rs = 7& ��� h = 0.95� #���& 
�� ����� ��� ����� ������ �� 
�� %����
����

�� μ(x) ��� φ(x) ��� �%�����


|μ(x)| ≤μmax = max(M,

∫ rs

rd

φ̂(ξ)ρh(
ξ

rs
)�ξ), �������

|φ(x)| ≤φmax = max(M0,M1). �������

'(



���� ��� ��		���
�� ����
�
�	 ��
��
�
 �� ���
� i 
� 

�������� �� ��		����

Hi(q) =
∑
j∈Ni

Hij(q, βij) + (n− 1− |N i|)H, ������

�����

Hij(q, βij) = μ(‖qi − qj‖)ψi(βij) +H, ������

�
� H = |μ(rd)| ��� ����� ��� �
��

�� 
���� i, j ∈ V � ������

� �� ������ �
�

������� ��� ��
��
���
�
 �� ���
� j 

 ��� ��		���
�� ����
�
�	 ��
��
�
 Hi ���
��

������	� �� ��� j �� ���
� �
���� �� �!
�� ��� "#$ �� ���
� i� %
 ����� ��� �&���

�� ��� �
��	�� 	
�
���
�
 

 ��� "#$ �� ���
� i 
� ��������� �� ��
��
�
 ψi ��
	�

��� ���
�	 	
�
���
�
 �� Ωi 
� ��
�
����� 

 ��'

�
�
 �� ��� �
���
�� ����� ����
�
�	

��
��
�
 μ� ���

� H �� ��� �
��� �
�� �� ������ �
����� ���� Hij(q, βij) ≥ 0 ���

����� ��
� �� �
��

�� 
���� i, j ∈ V � (�� ��		���
�� ����
�
�	 ��
��
�
 �� ��� �
�
��


�����) 
� ���
 �
��
 ���

H(q) =
n∑

i=1

Hi(q) =
n∑

i=1

n∑
j∈N i

Hij(q, βij) + (n− 1− |N i|)H. ����*�

+�'
� ��� 
��
���
�
 ��	��
�� ������ vl �� � ��
���
� ������ ��
�� �������
�� ���

���
��� ��	��
�� �� ��� 
�����)� �
� 	�� ṽi = vi − vl ��� ����� ���
� i ∈ V � (��
�

��� )

��
� �
���� �� ��� 
�����) ������ � ����� ���

� �
�� ��	��
�� ������ vl 
�

�!������� ���

K(v) =
1

2

n∑
i=1

‖ṽi‖2 =
1

2

n∑
i=1

‖vi − vl‖2. ����,�

(�� ��		��

� �����
 -����
�� ��
��
�
 
� �����.��
�	� ��
�
����� ��� ��� �
�	��
�

�
� ���
�
 �� ��� ��
���		���

V (q, v) = K(v) +H(q). ����/�

*/



�� ������ ��� �	
�����	��
 �� ��� ������
���� 
�
��� ����� �

�� �� ��� �
��� �� ���

��
����� �������� ���� �! ��� ������
�� Ψζ 


���
��� "��� 
 ������
���� ���
�
��

ζ �
 ���	������ 

 �����"
#

Ψζ = {(q, v) | V (q, v) ≤ ζ, ζ ≥ 0} . ����$�

����� ���� ��	�
��
� ������

% �����	 �� ����
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� "��� 
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�&������ ��

�������� �� ��� �	���

 �� ����	����	 ��
����

����� ���� �������� 	 ��
���� �
 n ������ ��
���	
��� ��
� ����
�� ����� ���

���� �	������ �
 ‖ṽ‖ < ε� 
��� 
�� ������
� ���
�� �
 ����� 	���
 �	� ��	���� 
��

ε������������� �
 vl� ����� ‖ṽi‖ < ε 
�� 	�� i ∈ V �

����
� ��� �	��� �
 
 
�	
������	"
	� ���
�&����� �� ��� ��������� �� '������
�

��	��

(� ��� ��)� ����
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�*����� ���������
 
	� �	������ �� ��
	
���� �����
���


����
����

����� ���� �������� 	 ��
���� �
 n ������ ��
���	
��� ��
� ����
�� ���� ���

������� �	������ 	�� ��
  ����!
���� "�# 	�� "�$ �����  ����� 	��� 
�� ���
�� ��

������ ���� 
�	
 �
� ���
�	� �������	
��� �� ����
�� 
� 	 !���
����� ���	��	�
 ������

��
 Ψζ 
�� ζ < 2(μ(rc) − μ(rd))� %���� �� ��
���	���
 ��������� ������ ������ 
��

�����
��� �
 
�� ���
�� 
�� 	�� t�

����
� +���� 
 �
�	 �� ��
����� 
����
 m,n ∈ V ! ��� ���������� �������
� ��������

,$



H(q(t)) ����� �� �	
��
 ��� �� ��������� ���

H(q(t)) =Hmn(q, βmn) +Hnm(q, βnm) +

n∑
i=1

(n− 1− |N i|)H

+
∑

j∈Nm\{n}
Hmj(q, βmj) +

∑
j∈Nn\{m}

Hnj(q, βnj)

+
∑

i∈V \{m,n}

∑
j∈N i

Hij(q, βij), �	
��


��� ��� t
 ����� K(v) �� ����������� ��� ���� ��� ��������� Ψζ �� ���������� ����������

�� ��� �� ��������� �����

H(q(t)) ≤ V (q(t), v(t)) ≤ ζ < 2(μ(rc)− μ(rd)), �	
	 


��� ��� t
 !� ����� ��� ��""� �� �������������� ����"� ������ m ��� n ������� ��

��"� ��"� ������� t′� �
�
 ‖qm(t′)− qn(t
′)‖ = rc
 #�� �� ��� �"������������� ������

������ ������ ��� ������� ��� ��� qm ∈ Ωn(t
′) ��� qn ∈ Ωm(t

′) �� ��� ��"� �� ���������


$� ���� �����%� ���" �	
��
 �����

H(q(t′)) ≥ 2(μ(rc)− μ(rd)), �	
	&


%���� �� �� ������������� %��� �	
	 

 !��� ��"������ ��� �����


!�� '()� ��� ����"�� �� ������ ���� ������ �� �������� ��� ������� ������������

�� ��� ������ ���� ���� ���� ���" �������� ��������� ����� ������� �������� ����

��*������� ����� ��"� ���������
 !�� �����%��� ��""� �������� ��� ������� ��������

%���� �� ��+����� �� "��� ��"� �����,�������


����� ���� �������� 	
� ����	���
 ����	� i, j ∈ V 
�	� ������� ������� Ωi ���

Ωj �� � ��	
��� �� ������ ��	����	��� 
�	� ����	�� ����� ��� ��	 ������	���� ���

��� ��� ����� ������ 	��	 	�� ���	��� ��� ����	��� �� 	�� ��	
��� �� ���	���	�� 	� �

��



���������	 �
�����
� �����
��� Ψζ ��� ���� ζ < 2(μ(rc) − μ(rd))� �
� ���� � ��������

��
���
� η ������ ����� �������
�� ��� ��
���� ���� �� �������� �� ��� �	���
��

��
����
 ������� ������ ���� Ωi �
� Ωj ������ ���� � ��
���
� �
����� �������	 ω̂

���
�� ������

ω̂ =
2π

T
+

4

3ηTrc
[ζ

3
2 − (ζ − ηT )

3
2 ]. ������

���
� ����� ����� ���� �
���
�� t′, t′′ ∈ [t, t+ T ] ���� ���� qj ∈ Ωi(t
′) �
� qi ∈ Ωj(t

′′)

��� �
	 t� ����� 0 < T < ζ

η
�

������ ��	
� Fi �� � 
���� ��
����� �� ���
� i� ����� ���� 
�� ������ ������ � 	���

�
������ 
����� ���
� ��� �������� �������
 �
� �������� ����� ������� �
 ���
� j ������

���� 
����� ��
���� �� qij �
� ṽij � ��� ��������� �� 
������ 

qij = qj − qi = qrije
r
ij , �������

ṽij = ṽj − ṽi = ṽrije
r
ij + ṽθije

θ
ij , �������

����� erij �
� eθij ��� !
�� ������� �������
��
� ��� ������ �
� �
�!��� ��������
��

������������� �
 ��� ����� ������
��� ������ �
 ��� 
���� Fi ������ ���
� j� "��������

erij =
qj−qi

‖qj−qi‖ �
� eθij = #��(π
2
)erij� ����� ��� �������
 ������ #��(ϕ) �� ��	
�� �� 

#��(ϕ) =

⎡
⎢⎣cos(ϕ) − sin(ϕ)

sin(ϕ) cos(ϕ)

⎤
⎥⎦ . ����$�

%���� qrij � ṽ
r
ij �
� ṽθij ��� ���� ������� ��
���
� ��� �����
�
�� �
 ������� qij �
� ṽij

���
� ��� ����� !
�� �������� ��� �
�!��� �������� �
 ���
� j ������ ��� 
���� Fi ��

���� �
���
� t� ��
���� �� ωij(t)� �� ��	
�� �� 

ωij(t) =
ṽθij(t)

qrij(t)
. ����&�

'(



�� ���� �����	
 ���� 


������� ��� ��� ��� ��
����� ���������� �� ������
�� Ψζ�

ζ < 2(μ(rc)−μ(rd))� ���� qrij(t) > rc ��� ��� t� ����� ��� ���������� ��������� ��������

H(q) �
 ������������ �� �����
 ���� ����� ����!

K(v) =
1

2

n∑
k=1

‖ṽk‖2 ≤ V (q, v). ����" 

#��� ��� ������������� �$������ ��� %�������� 
���� &��'(� ��� ��
!

‖ṽij‖2 ≤ ‖ṽj − ṽi‖2 + ‖ṽj + ṽi‖2 = 2(‖ṽi‖2 + ‖ṽj‖2). ����� 

)�� ��� 
�� ���� �$������
 ����" ��� ����� ����!

‖ṽij‖2 ≤ 4V (q, v). ����* 

����� η > 0 �����
���
 ��� ������� ���� �� ������
� �� ��� +������� ��������� ���
!

V̇ (q, v) ≤ −η, ����, 

��� ��� t� -� ����������� ����, ���� ���� ��� �� ������ ���� ��� �����
 ��� ���������

��������� �� ��� ��
������� ��������� ������
�� Ψζ � Ŵ (t) �
 �.������ �
 �� �����

.���� �� ��� +������� �������� ����� �� ���� ��
���� t� ����!

V (q, v) ≤ Ŵ (t) = ζ − ηt. ���/' 

�� ��� ���� .� ��������� ���� ����* ��� ���/' ����!

‖ṽij‖ ≤ 2

√
Ŵ (t). ���/� 

����� �� �
 ��
���� �� 0�� � ���
���� ����� .���� �� ‖ṽij‖ �� ������� ���� ����

"�



����� �� �	
��
� ��� ���� ������� �� ���������� �	
��
 �� ����� ���� ��� ���� ��������

[0, T ]� ����� ����� ���

1

T

∫ T

0

‖ṽij(τ)‖�τ ≤ 2

T

∫ T

0

√
ζ − ητ �τ. �	
��


 � ���!������� �	
��
 ��� �� ������ ���� ṽθij ≤ ‖ṽij‖ ��� ��� t� ��� ��"���� ��������

�������� ������� �������� ωij ���� ���� �������� [0, T ] �� �������� ���� �	
	#
 ��

��������

ωij =
4

3ηTrc
[ζ

3
2 − (ζ − ηT )

3
2 ]. �	
�	


$� ������ ���� ��� j%�� ����� ��� �� �������� �� ��� �������� &'( �� ����� i ��

���� !���� ���� ��� ���� ��������� �� ������ T � ��� ������� �������� ωi ������ �������

��� ���������� ωi > ωij ��� ��� t
 &����������� ����� �"���� t
′ ∈ [t, t + T ] ���� ����

qj ∈ Ωi(t
′) ��� ��� t ���������� �� ��� ������� ��������� �� ��� �������� �� Ωi ��� ���

�!�" ����� αi �� ωi = ω̂� ����� ω̂ �� ����� �� �	
	�

 )���� ω̂ �� � ���� *���� �������

��� ��������� ���������� ������

0 < T <
ζ

η
. �	
��


$�� ���� !�������� ��� �� �!!���� �� ����� j �� �������� ωj = ω̂� ��� ��*���� Fj

�� � ����� �������� �� ����� j� ����� ���� ��� ������ �
�
�
 � *"�� �������� �����


$���� ����� j �� ���� �� ������ ����� i ����� ��� �������� &'( ���� ���� ��������� ��

������ T � ����� T �� ����� �� �	
��

 +� ����� ������ ����� �"��� t′′ ∈ [t, t+ T ] ����

���� qi ∈ Ωj(t
′′) ��� ��� t
 $��� ���!����� ��� !����


$�� ������� ������ ������������ �� ��� ������� �� ��������� �� ��� ��"� �����


����� ���� �������� 	 ��
���� �
 n ������ ��
���	
��� ��
� ����
�� ���� ���

������� �� �	
,
� 	�� 	����� 
�	
 
�� ���
�	� �������	
��� �
 
�� 	���
� �� ���
���
��


� 	 ����
����� ���	��	�
 ��������
 Ψζ� ζ < 2(μ(rc) − μ(rd))� ��
  �����
���� !�"

	�� !�# ����� 	�� 	����� 
�	
 	 ����
	�
 η > 0 �$��
� ��������
��� 
�� �������

-�



���� �� ������	� �� �
� ���
���� �������� ������� �
��� �
� ����� 	��	��� �����

⋃
τ∈[t,t+T ]G(τ) �	 	������� ��������� ���� �
� ���� �������� [t, t + T ] ��� ��� t �� �
�

������� �������� �� ����� ��� �	 ����� �� ω̂ ����� �� ������� �
��� 0 < T < ζ

η
�

������ �� 	
��
�
 	�
� �

�����
� ��� ���� ��� ���������� ��
��������
�� ����� G

�
�����
 � 
����� ��� �
������� 
������� 
������� Gss = (V,Ess) 	
� ��� t� �
���


���� ��� ��
���
 
	  ���� ��! �
�� 	
� ��" ���� 
	 �
��
 i, j ∈ V ����� �� ���� �#�
�


������� ���� �� Ess� $��
� �� 	
��
�
 	�
�  ���� ��! ���� Ess ⊆
⋃

τ∈[t,t+T ]E(τ)

	
� ��� t� ����� ����
 ���� ��� ���
� 
��
��� ������� �
�����
 ��� ����
 
	 ���


������� 
������� Gss 
��� ��" ���� �������� 
	 ������ T � ����� 0 < T < ζ

η
� ��


���� �
��
� ����� �#�
�
 � �������� ���� ������� ��" 
������ ���� 
	 ��
����� �
��


��
⋃

τ∈[t,t+T ]G(τ) 	
� ��� t� ����� ���������
 ��� 
��
�� �
���������" 
	 ��� ���
�


��
��� ��������

�� ��� 
�%���� ��
 �"��
 
	 ��
�������� �
���
� ���
� ���
����� ��� �
������

��� ��
����� �
 ������� ε�&
�'��� �� � ����
�' 
	 �
�������������
� �����
 ����

������� ()*
�

����� �������	� 
�����
 ������

������� ��	� ���	���� � ����� ����� 	�	��� ���
�	�� �� n ������ ����������	 ���


������� ���	 ��	������ �������� ��� !		��
����	 "�# ��� "�$ 
���� ��� �
��	� �
�

������� ���������	 	��
 �
�� �
� 	�	��� ���%�������	 ��� ���&��� �� �
� ����� 	�� Ψζ�

�
��� ζ < 2(μ(rc)−μ(rd))� !

�� �
� ��������� ������������ ui ��� ������� ��������

+�



ωi �� ������� 	�
��� �� �
��� ����� i ∈ V �

ui =− b̂(vi − vl) +
∑
j∈N i

φ(‖qi − qj‖)ψi(βij)e
r
ij +

∑
j∈N i

μ(‖qi − qj‖)
‖qi − qj‖

κi(βij)e
θ
ij

+
vi − vl

‖vi − vl‖2
∑
j∈Ni

μ(‖qi − qj‖)κi(βij)ωi, �������

ωi =
2π

T
+

4

3λε2Trc
[ζ

3
2 − (ζ − λε2T )

3
2 ], �������

����� b̂ > 1
ε

√
n(n−1)Ξ� λ = b̂− 1

ε

√
n(n−1)Ξ� Ξ = φmax+

1
rc
μmaxκmax� e

r
ij =

qj−qi
‖qj−qi‖ �

��� eθij = 	
�(π
2
)erij� ����� �� ���� �� ��� 	������	�� ‖ṽ‖ ≥ ε ������ 	� 	� ����������

���� �	� ��� 
����	�� 
����� �� ���� ����� ���
����� ��
�����	���� �� ��� ε���	���������

�� ��� ���	��� 
����	�� 
����� vl� �		� �� ����	�	�� ������ ������� ������� ��� �			� ���

��	�� �� ����	�� �	���
� G ������� �������� ��������� �
�� �	�� 	����
��� �� ������

T � ����� 0 < T < ζ

λε2
�

 ����� �

����� V (q, v) ����
 �� ������ �� ��� �
��

 �����

� ��
���

� ��

�� �
� ��� ���� ���������� 
� V (q, v) �
� 

��
� ���� ��� 
�������

 ��!
���� ����
�

vl �� �

���
�" ��� �
!!
#�
� �$����

 �� 
����
��%

V̇ (q, v) =

n∑
i=1

(vi − vl)ui −
n∑

i=1

∑
j∈Ni

μ(‖qi − qj‖)κi(βij)ωi

+

n∑
i=1

∑
j∈Ni

φ(‖qi − qj‖)ψi(βij)(vi − vj)e
r
ji

+
n∑

i=1

∑
j∈Ni

μ(‖qi − qj‖)
‖qi − qj‖

κi(βij)(vi − vj)e
θ
ji, ����&�

#���� erji =
qi−qj

‖qi−qj‖ �
� eθji = 	
�(π
2
)erji� �� ����������
� ������� �
 ����&� �
� 



&�



������ ���� erij = −erji ��� eθij = −eθji	 ��
 �������


V̇ (q, v) =− ṽT B̂ṽ −
n∑

i=1

∑
j∈N i

φ(‖qi − qj‖)ψi(βij)ṽje
r
ji

−
n∑

i=1

∑
j∈Ni

μ(‖qi − qj‖)
‖qi − qj‖

κi(βij)ṽje
θ
ji, ������

��
�
 B̂ = In⊗b̂	 ṽ = v−�n⊗vl	 ���⊗ �
���
� ��
 ����
��
� �������� ������� ����

�� �
�
������	 �����
 ψi(βij) = 1 ��� ��� i, j ∈ V 	 i �= j�  ���� ��
 !�����"#�����$

��
%������ ��� �� ������ ���� ‖ṽ‖1 ≤
√
n‖ṽ‖	 ��
 ��������W (‖ṽ‖) �� ������
� �
���

�� �� ���
� ����� �� V̇ (q, v)


V̇ (q, v) ≤ W (‖ṽ‖) := −b̂‖ṽ‖2 + A‖ṽ‖, ����&�

��
�
 A =
√
n(n − 1)Ξ ��� Ξ = φmax +

1
rc
μmaxκmax� '�������� �� (
��� ��)	 ��

‖ṽ‖ < ε ��
� �� �� �������

� ���� ‖ṽi‖ < ε ��� ��� i ∈ V � #���
 �� �� �����
� ����

‖ṽ‖ ≥ ε ��� ��� t �� ���� ��
��
�	 ��
�
 ����� 
*��� �� ��
�� ����
 +
������ +
����

��� ��� 
��
�
� ��
 ε"�
���������� �� vl� ,� 
����
 ��
 
*���
����� ���+
��
��


�� v �� ��
 ε"�
���������� �� �n ⊗ vl	 �� ��-�
� �� ���� ���� ��
�
 
*��� ������+


��������� k1	 k2 ��� k3 ���� ���� ��
 ��������� ��� ���������� ���� ��� (������+

�������� V (q, v) .///0


k1‖ṽ‖2 ≤V (q, v) ≤ k2‖ṽ‖2, ����1��

V̇ (q, v) ≤ −k3‖ṽ‖2. ����1��

,�
 2��� ��������� ����1�� ����� ��� ��
 ����
� (������+ �������� ���)�� �� ���"

���
���� k1 = 1
2
��� k2 = 1

2

(
1 + 2ζ

ε2

)
� 3�+
� ���� W (‖ṽ‖) < 0 ��
� ‖ṽ‖ > A

b̂
	 �
� b̂

45



������� ��� �	

	���
 ������
����

b̂ >
A

ε
=

√
n(n− 1)Ξ

ε
. ������

����� λ = b̂− A

ε
� ����� ��� ����� �	��� ������	� W (‖ṽ‖) �� 
� �� ���

W (‖ṽ‖) = −
(
λ+

A

ε

)
‖ṽ‖2 + A‖ṽ‖. ����!�

"���� ‖ṽ‖ ≥ ε� 	�� 	�������

W (‖ṽ‖) ≤ −λ‖ṽ‖2, ����#�

����� ���
�� k3 = λ� $���� �� b̂ �������� ��� ������
��� ������� �� �� 
���������

���� ���  �
	����  ���	� 	� � ��� �
��� �� ��� %�
��&�
��� �����% ���� ��� ������


�	��
�����	� 
�%���� �	 Ψζ � ζ < 2(μ(rc) − μ(rd))� �	� ��
�� �'�	������

� �	 ���

ε&���
��	��		� 	� vl� (	��	 ��� V̇ (q, v) < 0 �	� �

 t ��	% ���)*� ��� ����#�� �����

����
�� �� ��� �	���� � �� ������� 	� ��� 
� �
&���� 	� V (q, v)� $�����	��� �	 �����&

�
��� �	

���	� 	����� ���	����
 �	 +�%%� ���� +�� ��� ��
�
��  �
	���� 	� �
��� i

�� 
� �� �� ���)���� �	� �

 i ∈ V � ,�	% ����#�� ��� %���%�% ���� 	� �������� 	� ���

+�����	 ������	�� ���	��� �� η� �� ����� �� ���� ‖ṽ‖ = ε� ����
���
 �� η = λε2� -�

�	

	�� ��	% +�%%� ��� ���� �� ���
���
 ��� ��
�
��  �
	���� ���)��� �	 � ��� �
���

i ∈ V � ��� ������
 ��
���� G �� ���	�

� �	������� 	 �� ��� ��%� ����� �
 [t, t + T ]

�	� �

 t� ����� 0 < T < ζ

λε2
� $��� �	%�
���� ��� ��		��

����� �����	� 
�����
 ������

. �������/ 	� ��� �	���	
 
�� ���)�� �� $��	��% ��! �� ���� �� %�� ���	%� ��&

�	����� �� ���  �
	����  ���	� 	� ���� �
��� ������ �� ���������
� �%�

 ���
��	�&

�		� 	� vl� .
�	� �� �	�� �	� 
�������� ���� ε&0	�/��
 �� ����� �� �� ��� ������
���

11



‖ṽ‖ ≥ ε �� �������	 �� ��
� ����� �� ��
�
 �� ��
�	� ����� �������
����� ��� ����

����� �������� �����	���	 ������� �� 
�	���	 �� ���� ���������� �� 	����� � ����	�	

������� ��� ����� ���������� ���� ε�������� �� �������	 �����	���� �� ��� ����� ��

‖ṽ‖
 ��� ��������� �������� H(q) 	�������	 �� ��
 !" ��
���� ��������	� ��	 �

��� ������� ������ �������� K(v) �� �������	 �� �������#

K(v) =
n∑

i=1

π(vi), ��
!�"

�����

π(vi) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1
2
‖ṽi‖2, ‖ṽi‖ ≥ ε�

ε
2
‖ṽi‖, ‖ṽi‖ < ε


��
!$"

���������� ��� ��� �������� �������� �� ����������	 �� �������#

V (q, v) = K(v) +H(q), ��
!!"

����� ��� ��������� Ψζ � ���������	 ���� � ����������� �������� ζ � �� 	����	 ��#

Ψζ =
{
(q, v) | V (q, v) ≤ ζ, ζ ≥ 0

}
. ��
!%"

��� C0 �������� π(vi) �� �������� 	������ ��	 �������������������� ��� ��� i ∈ V �

����� 
���� V (q, v) � ����
���� ������� ��������& ���������� ��

�� ��������

��������
 '�������� ��� 	��������� �� π(vi)� 	�����	 �� ∇π(vi)� �� ����� �� �������#

∇π(vi) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
ṽi, ‖ṽi‖ ≥ ε�

ε
2

ṽi
‖ṽi‖ , ‖ṽi‖ < ε�

��
!("

����� ‖∇π(vi)‖ ≥ ε
2
��� ��� i ∈ V 
 )� ���� ����������� � ��� ����	�	 ������� ���

�� �������	 �� ����� ��� ���
 ṽi
‖ṽi‖2 �� ��� �������� ���������� ��
$!�" �� �������	 ��

%(



∇π(vi)
‖∇π(vi)‖2 � ����� �� ���	
��
���	� �� 2

ε
�

 ��� i ∈ V � �
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� ��	 �
�����
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�

ε��
����� �
	 �	� �

	��	����	 
� ��	 ����	 
� ‖ṽ‖� �� ��
�� �� ��	 �	�� ��	

	��

������� ��	� �������� 	 
��
��	���
 ���
�
 ��
����� �� n ������ ��
���	
��� ��
�

��
�
�� ����� 	� ��������� �� ���� � ��
 ����
�
���� ��� 	�� �� ����� 	�� ������


�� ���
�	� �����
���� ���� 
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�	!��
����� 	�� ���"��� 
� 
�� ��#�����


Ψζ� ����� ζ < 2(μ(rc) − μ(rd))� ����� 
�� ��������� ������� 	������	
��� ui 	��

	����	� #�����
� ωi 	� ���
��� ����
� 
� �#��� 	���
 i ∈ V $

ui =− b̂∇π(vi) +
∑
j∈Ni

φ(‖qi − qj‖)ψi(βij)e
r
ij +

∑
j∈N i

μ(‖qi − qj‖)
‖qi − qj‖

κi(βij)e
θ
ij

+
∇π(vi)

‖∇π(vi)‖2
∑
j∈N i

μ(‖qi − qj‖)κi(βij)ωi, ���!"� 

ωi =
2π

T
+

16

3λnε2Trc
[ζ

3
2 − (ζ − 1

4
λnε2T )

3
2 ], ���!"� 

����� b̂ > 6
ε
(n − 1)Ξ� λ = b̂ − 6

ε
(n − 1)Ξ� Ξ = φmax + 1

rc
μmaxκmax� e

r
ij =

qj−qi
‖qj−qi‖ �

eθij = Rot(π
2
)erij� 	�� ∇π(vi) �� ��#�� �� ���!# � %���� &�' 
�� #�����
� #��
�� �� �	��

	���
 ���#����� �(�����
�	��� 
� 
�� ε������������� �� 
�� ������� #�����
� #��
�� vl)

&��' �� ��������� ������ ��
���� 	���
�� 	�� &���' 
�� ����� �� ������� ����	�� G

����
�� �
������ ������
�� �#�� 
�
� ��
��#	�� �� ����
� T � ����� 0 < T < 4ζ

λnε2
�

*����� $
����	
 V (q, v) ���	� �� ���!! �� ��	 �
��
� %�����
� ������
�� &�	

���	 �	
������	 
� V (q, v) ��'

V̇ (q, v) =
n∑

i=1

∇π(vi)ui −
n∑

i=1

∑
j∈N i

μ(‖qi − qj‖)κi(βij)ωi

+
n∑

i=1

∑
j∈N i

φ(‖qi − qj‖)ψi(βij)(ṽi − ṽj)e
r
ji

+
n∑

i=1

∑
j∈N i

μ(‖qi − qj‖)κi(βij)(ṽi − ṽj)e
θ
ji. ���!� 
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������������ ui 	
�� 
������ �� 
����� 
������ ���

V̇ (q, v) =

n∑
i=1

−b̂ (∇π(vi))
2

+
n∑

i=1

∑
j∈Ni

φ(‖qi − qj‖)ψi(βij)(ṽi − ṽj −∇π(vi))e
r
ji

+
n∑

i=1

∑
j∈Ni

μ(‖qi − qj‖)
‖qi − qj‖

κi(βij)(ṽi − ṽj −∇π(vi))e
θ
ji. 
�����

�� �� ����
�� �� ���� ��� �����������  ��!�
��� � �	 ��� !��� ��" !� ��
� �� ��� ε#

�������
���� �	 ��� ��!������� !��� ��" !� ��
 vl �	 ��� ��� ��$ ����  ���������


��%��� ��� 
��%��� ����� &�� '
�� ��$ ����  �������� ����� �"  ������
��� k1 =
1
2

��� k2 =
1
2

(
1 + 2ζ

ε2

)
�� ���� �� ‖ṽ‖ ≥ ε� (��� ���� ���� ��� !��� ��" !� ��
 �	 �!�
"

����� �� ������ ��� ε#�������
���� �	 vl ���� ‖ṽ‖ < ε) �  �
���� �� *���� ��+�

��� � ���  ������
��  ����� *"�����! 	�� ���� V (q, v) �� ��� C1) ��� �� ��� ��$#

 ����  �������� 
��%��� 	�
 ��� �����������  ��!�
��� � �	 v �� ��� ε#�������
���� �	

�n⊗vl �� 
���� �� �" ��� 	��������  �������� �� ��� ����
 ,��� ��
�!���!� �	 V (q, v)

-..+/) �����

D+V (q, v) ≤ −k3‖ṽ‖2, 
���.�

���
� k3 �� � ������!�  �������� 0��� ���� V (q, v) �� �� ���������"  ��������� 	�� #

���� �� ���� �� �� ��� ����� ��1�
�������� ���  ���������� 2�� �) �� �� ��1�
��������

������ �!�
"���
� �  �
���� �� -..�/� &� �
� ��� ���� ��� �
��	 ��� ������� ����

�	 ����
����") ������ ���� ��� !��� ��" !� ��
� �	 ��� ������ ����� ���� �� ������

�� ���� ��� V1 ��!� ����
�� ��� ε#�������
���� �	 vl) ����� ��� ������ ��������� ��

���� ��� V2 = V \V1 ��!� ��� "�� �����'�� ���  �������� �	 ε#3� 4��� �� ����
 !��� ��"

!� ��
�� �� ����
 ��
��) ��� ���5�����" ‖ṽi‖ < ε ����� 	�
 ��" ����� i ∈ V1) ���
� V1

������� � �������" ������ �	 ��� ���� ��� V � *�� n1 =  �
�(V1) ��� n2 =  �
�(V2))

��� ���� ���� n = n1 + n2� 6������ ���� �	 ����
����") ��� V1 = {1, 2, . . . , n1} ���

��



V2 = {n1 + 1, n1 + 2, . . . , n}� ��� ������ 	
�	 n2 ≥ n1� �
��� 
����� ��� �� �����	�

	�� �� ��������

V̇ (q, v) ≤− 1

4

n1∑
i=1

b̂ε2
( ṽi
‖ṽi‖

)2

−
n∑

i=n1+1

b̂‖ṽi‖2

+
3

2

√
n1(n− 1)Ξ ‖�n1 ⊗ ε‖ +√

n2(n− 1)Ξ
∥∥[ṽn1+1 . . . ṽn]

T
∥∥ ,


�����

�
��� Ξ = φmax +
1
rc
μmaxκmax 
��	� 	
�	 	
� ����	���

∥∥∥ṽi − ε
2

ṽi
‖ṽi‖

∥∥∥ ≤ ε
2
�
��
 
����

��� ��� i ∈ V1 �� ���� 	� ������ �	 
������� �	 �� ������� ���� 
����� 	
�	 	
� �� ����

����� �� b̂ ��� �
��
 V̇ (q, v) �� �	���	�! ��"�	��� ������ �
�� ��� ������	! ���	��� ��	��

	
� ε����"
���
��� �� vl� ����� V1 = V � #��� ��$�� � ��� ������	! ����� ���	��

ṽ = [ṽ1 . . . ṽn]
T � �
����

‖ṽi‖ =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
‖ṽi‖, ‖ṽi‖ ≥ ε,

ε, ‖ṽi‖ < ε,


�����

��� ��� i ∈ V � %���" &���� ��' ��� ���� 	
� ������	� �� �������	
 ����!��� �� ('')*�

	
� ����	��� W (‖ṽ‖) �� ��	����� �� �� ����� ����� �� 	
� ����� +��� ������	��� ��

V (q, v) �� ��������

D+V (q, v) ≤ W (‖ṽ‖) := −1

4
b̂‖ṽ‖2 + A‖ṽ‖, 
���)�

�
��� A = 3
2

√
n(n− 1)Ξ� &�	 b̂ ��	���! 	
� ��������" ���,����	!�

b̂ >
4A

ε
√
n
=

6

ε
(n− 1)Ξ. 
���-�

+�$�� λ = b̂− 4A
ε
√
n
. 	
��� W (‖ṽ‖) ��� �� � ������� ���

W (‖ṽ‖) = −1

4

(
λ+

6

ε
(n− 1)Ξ

)
‖ṽ‖2 + A‖ṽ‖. 
�����

/�



����� ���	
���
����� ��� ���
����

W (‖ṽ‖) ≤ −1

4
λ‖ṽ‖2, ������

����� ��	
��� ��
� ��� �
� ������ k3 = 1
4
λ �� ������� ����� ���� ���� ������ ��

	
�
������� �� �� ��
�
����� ��
� ���  �
����!  ����� �� � ��! 
���� �� ��� ��
��"


���� �!���� ���� ��� �����

 �������
���� 
������ �� Ψζ� ζ < 2(μ(rc) − μ(rd))�

��� ����� �#	������


! �� ��� ε"������������ �� vl 
� 
��� 
� ��� ��������� ‖ṽ‖ ≥ ε

��
��� $��� ��
� ���%&
� ���� ��� ��
� ���� ‖ṽ‖ < ε� ���
� ��������� ������ ��

�
������ ���
��
��� �� ���  

�� �� ‖ṽ‖� ����� �� �
� �� ����
���� ��
� ��� ��
��"


���� �!���� �� ��
�
� ���
� ‖ṽ‖ < ε� ������ 
�������� �� '���
 ��(� �� 
 ��)�����

��������� ��� ���  �
����!  ������ �� 


 
����� �� ����� ��� ε"������������ �� vl�

*���� ��� D+V (q, v) < 0 ��� 


 t ���� ����%� 
�� ������� ����� ��	
��� ��� 	����� �

�� 
��
��� �� ��� 
� �
"���� �� V (q, v)� ���������� �� �����"
���� ��

����� ������


�������� �� '���
 ���� '�� ��� 
���

�  �
����! �� 
���� i �� �� �� �! ���+,���

��� 


 i ∈ V � -���� ‖ṽ‖2 ≥ nε2 
�������� �� ������� ��� ������� �
�� �� �����
��

�� ��� '!
	��� �������� ���++�� ������� �! η� �� ���
���� ���� ������ 
��

η =
1

4
λnε2. ����,�

.! 
		
!��� ��� 
���

�  �
����! ���+,�� �� � ��! 
���� i ∈ V 
�� ����� '���
 ��+�

��� ����� �� ������� ����
	� G �� ������
! ��������� � �� 
�! ���� ����� 

 [t, t+T ]

��� 


 t� ����� 0 < T < 4ζ

λnε2
� ���� ���	
���� ��� 	�����

������ ��	� ��������	
� ���

����� ��� ����� �� � ��
���� ������ 	� ���
��
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���+,� ��� 
� 
�� ��������
 ���
������ ���� 
�� �����
��� �� 
�� ��
���
� ����� ���
��

�� ���� ����
 ��������� 
� ����� �� �������� 
��� ���	
��� ∇π(vi) �� �������� �����
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�	�� 	� ��������

∇π(vi) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
ṽi, ‖ṽi‖ ≥ ε�

ε
2
���( ṽi

ρ
), ‖ṽi‖ < ε�

�����	

���
� ρ ������� ��� ��������� �� ��� �����	
� �	��
 	
���� ��� ��������� ��
�	��

si = ‖ṽi‖ − ε� i ∈ V � ���� ��	� 0 < ρ < ε� ��
����
� ���( ṽi
ρ
) �� ������ 	��

���(
ṽi
ρ
) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ṽi
‖ṽi‖ , ρ ≤ ‖ṽi‖ < ε�

ṽi
ρ
, ‖ṽi‖ < ρ�

���
�	

����� �����	
 ���
��	�����

�
 ����� �� �������� ��� ��������
�� �� ��� �������� ��
��������� ���
� BR(t) �� ���

�������� ���� �� ������ R(t) ����� �
������ ��� ���
�� �� ���� t�  �� �������
� ������

��������� ��� 
�����! ��
��������
 �
��� ��� �������� ��
���� �����

����������� 	
�
 �������
 	 �����
� �� n ������������
	��
 	����� ���� �������

�� � ����
���� �	
���
� !����� ��	� ��� �����	� ������
	���� �� ��� �����
� ��

������� �� 	 ��������� Ψζ "�
 Ψζ# ��
 ���� ζ < 2(μ(rc) − μ(rd))� 	�� 	

�� ���

����
�� ��
�� ���"#	 "�
 ���$"	# �� ���
� 	����� $��� 	�� 	����� ��	� ������ 	 ������

�	�� BR(t) ���� ������	
���� 
	���� R(t) ∈ [Rmin, Rmax] ��
 	�� t� ���
� Rmax =

1
2
(n− 1)rs 	�� Rmin �� ��� 
	���� �� ��� ��	����� �	�� ��	� �������� ��� ��	����� %&

���� ���
���� �� n ����� ���� ������� ���� ������ �� rc�

'
���� %��� ��� �
�����
�� �� ��� �
����� �����&��� Ψζ ��� Ψζ	 �
� '��������
 ��(�

�� ��
 �� ��
������ ���� rs �� ��� ��)���� �������� �����
�� ������
 �
* ���
�

�
� ��� 
��������� +�
�� ��� �
�������� �����
��&����� ����� G ��
���
� � ������

�
� ��

����� ���

�
� �������� Gss ��� ��� t� ��� ��)���� �������� �� G ��
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����� �� (n − 1)� 	
��
 
����� Rmax = 1
2
(n − 1)rs �� �
� ������� ������ �� �
�

���� BR(t)� ����� �
� ���������� �� ��������� ��������� 
���� �
� ������� ��������

�������� ���	��� ��
 ����� ��� ��� ����
���� �� ����� �� rc� �
��� Rmin �� �
� ������

�� �
� �������� ���� BR(t) 	
��
 �������� �
� �������� �� ���
 �������� �� n �����

	��
 ����� �� ������� �����
 rc� �
�� ��������� �
� ������

������ ��	� �� � ������ 	
 ��� ���

���� �� ����	� 
������
���� �������� ��

��� ������� ������� G� ��� ����	�� �	��������	� 
�� �	� �	������ �	 � ������
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��� �	�����	����� �	 ��� 
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 ��� �	�������� �	������� 
�����	� H(q)�

����� ��� ���������� ��� ��������� 
	���� ��� ������� �	 ��� ������ ����	�������� ���

����������� ��������� ��
	������� �� 	�������	�� ������	��
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�	 �
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� ��	 ���
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��������� �� ���������� ���� �
� ���������� �������� ����� ����
 G �
���� �������

� �������� �������
 Gss 	
��
 �� ������ ��� ��������� ��� ��� t� �
�� ���������� ��

��� �
 ����������� � ��!������
 ����� ������� ����� rs ��� ��� ������� "� �
� �����	���

������������ �� �� �
�	� �
�� � ������ ��� �������� G ��� ��� t �� ���������� 	��
 �

������ �
���� �� rs� �
�� 	��� ���� ������ �
�� �
� ���������� �� ���������� ��� ���

�����#���


����
����� ��	� �	������ � ����	�� 	
 n �	�������������	� ������ ���� ��
����

 !"� ��������� �� $��%&� ��� ����
� ���� ��� ������� �	��������	� 	
 ��� ����	�� ��

��
���� �	 � ��������� Ψζ #	� Ψζ$ 
	� ζ < 2(μ(rc) − μ(rd))� ����� ��� �	���	� �����

$��'(& #	� $��)'&$ �	 ����� ������ %���� ��� ���������� �������������� ����� G ��

������ ��� �	
����� 
	� ��� t �
 rs =
4
3η
ζ1.5� ����� η ���������� ��� 
���
�
 ���� 	


�������� 	
 ��� &�����	� 
�����	� $��''& #	� $���*&$�

'�		
� +�� Υ(t) ������ �
� ������ 
��� �� ��� ������ �� ���� t� 	
��
 �� ��#��� ��,

Υ(t) = ����({qi(t) ∈ R
2 | i ∈ V }). $��*-&

*�



��� ������	
� 	� �� ����
�	�� ��� �	�����
 �� Υ(t) �� � �����	�� �� �	�� ���� ���
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�� �� ������ ��
 ��� ���� !	����� ���� �� ����
��	��"

��� i, j ∈ V ������ ��� �	��	��� ������ ����� �	������ 
�#
������ ��� �	�����
 �� ���

���
�$ ���� Υ(t)" 	���%

�	��(Υ(t)) = ‖qj(t)− qi(t)‖ = ‖qij(t)‖. ���&'�

(� ������� �
�� ������ 	� #
��� �� )���� �� ���� ��� ����	���� �� ��� 
����	
�


����	�� �

�
 
����
 ṽij 	� �##�
�������� �� �������%

‖ṽij‖ = ‖vij‖ ≤ 2

√
V (q, v), ���&��

���
� V (q, v) ��
 V (q, v)� 	� ��� ������ )��#���
 �����	��� *� ����	��
	�� η > 0

�� ��� �	�	��� 
��� �� ���
���� �� ��� )��#���
 �����	�� ��� �� ���	�� ���� ���

������ 	� 	�	�	���� �	�	��� �� � #��	�	
��� 	�
�
	��� ��
������ Ψζ ��
 Ψζ�" 	� ��� ��

��������� ����%

‖vij(t)‖ ≤ 2
√

ζ − ηt. ���& �

����" ��� �	������ ������� ������ i ��� j �� �	�� 	������ t ��� �� �##�
��������

�� �������%

‖qij(t)‖ ≤
∫ t

0

2
√
ζ − ητ �τ. ���&��

(� ������� 	����	����� �
�� ��� ���
� 
����	�� ���� ��� �	�����
 �� ��� ���
�$ ����

Υ(t) �� �	�� t 	� �	
�� ��%

�	��(Υ(t)) =
4

3η
[ζ

3
2 − (ζ − ηt)

3
2 ] ≤ 4

3η
ζ

3
2 . ���&+�

��	� 	�#�	�� ���� 4
3η
ζ1.5 	� �� �##�
 ����� �� ��� �	�����
 �� ��� ���
�$ ���� �� ���

������ �
	
�� �� ������ ��
 ��� ���� ����" 	� ��� ����	�� 
���� �� �
�
� ����� 	� ��
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����� rs = 4
3η
ζ1.5� �� �� �	�
������ �
�� �
� �������������� �
��
 G 
������ ������

��� �������� ��
 ��� t ��� ���	������ ��� �� ��������� �
�� ��������� �
� �
����

������ ���� �� �� ������	 
��� �
� �������	 rs �� ����������� ��� �
�� ζ ����������

�
� ����� �
 �
� ������� ������������ �
 �
� ������� �
��� η ������� �
� �������� �


�
� ������� ���������� �� �
� ��	��� rs �
��
 ����� G ������ ��	 �������� 
�� ���

t� �������� �� �� �� �� ����	 �
�� �
� ����� ������� ����� rs �� ������������� �����

	����	��� �� �
� ������� ������������ �
 �
� ������� ��	 �
� �
���� �
 ����������

�� ������  �� ������!� G ��" ������� � ������ ��	 ��������	 �������� �������
 Gss


�� ������ �
 rs ���� �
�� 4
3η
ζ1.5�

��� �����	
��� 
����
�

 ������
 � ���!�
" �� �#� ��	���������
���
 ������ !��
 ������� $%&�� �
� �������

�����	
����� �� �
� ���!�
" �� �
���� �	�
 �
�� �
� ��������� �� ���	������ ��' ��

�������� !��
 ζ < 2(μ(rc) − μ(rd))� !
�
� ζ ∼= 32� μ(rc) ∼= 7.8� μ(rd) ∼= −12� ���

φmax
∼= 14.3� (�
��#�
� �
� ������ ������� 
���� rs �� �
� ������ �� �
���� �	�


�
�� ���	������ ��� 
���� �� !���� �
� ���	��
 ���������� �� �
� $%& �� ���
 �����

�� �������� �) �
� �����!��� ���* ������+

α1 =
π

2
, α2 =

3π

5
, α3 =

π

2
, α4 =

2π

3
, α5 =

π

3
. ���,,�

$��� ��� ������� �
� ����
������ ��������� �	������ ���������� !��
 ����� 4 �� � �	���

���� �� �
� 
�����#� �������� ��� ��
��� ����� 	��� �� �
�� �*����� �) �������
���

rc = 2 �� rd = 4 �� rs = 7 �� h = 0.95� ��� δ = π
9
� �
� 
��	�� �� �
��
�� ���

�� 	��� �� ��
��#� ε�-��"����  ������
��� λ = 1� ρ = 0.4� ε = 0.75 m/sec ���

T = 46 ���� �
� ������ ���	��
 #������) �� ��� $%&�� ������� �) ω� �� ��������

�
�� ������� �� �����!�+

ω ∼= 3.9 rad/sec. ���,��
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� ��� ������� �
���  ������� ��������
� ������� ��� ��
��	�	

�� ��
��
� ��! �
 ����	��� ��� �"�
�������� 
� ��� ��
�
��	 

���
������

��� �����	
 ���
��
����

#
���	�� � ��� 
� n �
��
�
�
��
 �$���� �
���$ �� � ������ %�� qi = [xi yi]
T ��	 θi

	��
�� ��� �
����
� ��	 ���	��$ 
� �$��� i ∈ Nn := {1, 2, . . . , n}� �����
������� ���

	�����
� 
� ��
� �$��� �� ���� $���� ��&

ẋi = (vi + di) cos θi, '����(

ẏi = (vi + di) sin θi, '����(

θ̇i = ωi + σi, '���
(

����� vi ��	 ωi ��� ��� ���������
��� ��	 ��$���� ���

����� 
� �$��� i� ��	 di ��	

σi ��������� 	��������
�� 
� ����� ��
 ������� ��� ���
�����
� �)
���$� ����
����

��
�$ ��� �$���� �� ����������	 �� �� ��	���
��	 $���� 
����	 ����������� 	�


����
� ���
� �� ������	 �
 �� 

���
��	 ��	 �����
� %�� ���� $���� �� 	��
��	 ��

G = (V,E)� ����� V = {1, . . . , n} �� ��� ��� 
� �����
�� ��	 E ⊆ V × V �� ��� ���


� �	$��� ��
 �
	�� ��� ���	 �
 �� ���$��
�� �� ����� �� �� �	$� ������� ���� ��

��� $����� *��
�� ��� ��� 
� ���$��
�� 
� �$��� i �� G �� Ni(G)� ��	 ��� 	�$���


� �$��� i �� G �� di(G)� +
��
���� ��
� �$��� �� 
������ 
� ��������$ ��� ��������

�
����
�� ��	 �������� ���
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� ��� ���$��
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�������� �� qi(t)− qj(t) → 0 �� t → ∞�
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γ =
1

2

∑
(i,j)∈E

‖qi − qj‖2. �����
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��
��� �
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����
� ��� �
�
��
� #��� �������� " ��� 
�������
�� di �� ������


�� �� �� ��� �����

żi = Aizi,

di = cTi zi,

���$�

����� zi, ci ∈ Rli " �

 Ai ∈ Rli×li (li ∈ N)� ��� ���������� ci �

 Ai ��� ������


�� �� �
��
" ����� zi(0) �� �
�
��
� %������� " ��� 
�������
�� σi �� ������
 �� ��

��
���
 ���

μ̇i = Λiμi,

σi = ζTi μi,

�����

����� μi, ζi ∈ Rmi " �

 Λi ∈ Rmi×mi (mi ∈ N)� ��� ���������� ζi �

 Λi ���

������
 �� �� �
��
" ����� μi(0) �� �
�
��
� !� �� ���� ������
 ���� ��� ���

�������� cic
T
i Ai �

 ζiζ

T
i Λi ��� 
������� ����&
�	
��� ��� �
 i ∈ V �

��	
� ri �� ��� 
������� ��� �� ��� �������� �������
� �� ��� 
�������� �� ���
�
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ri = −
∑

j∈Ni(G)

(qi − qj), ����	


�� ���
�� �� θ∗i ��� 
���� 
� ri� ���� θ∗i = 
�
��(riy, rix)� ����� ri = [rix riy]
T � ���

����
� ri ����� �� ����	 ��� �� �
��� ���� �
 �
������� 
 �
���
� �
� ��
� ��
�� �
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�"�

vi = ‖ri‖ cos(θi − θ∗i )− d̂i, ���#
	

ωi = θ̇∗i − (θi − θ∗i )− σ̂i. ���#�	

$
�� �
���
� ��%�� �� ���#	 �
������ 
� ��
 "
�� %
��� ��������� ���
�� ��	 ���

���" ‖ri‖ cos(θi − θ∗i ) �� vi �� ��� %�
&����
� 
� ��� ����
� ri �� ��� �������
� 
� ���

��
���� 
� 
���� i' ��� ���" θ̇∗i − (θi − θ∗i ) �� ωi 
������ ��� ��
���� 
� 
���� i �� ���

�������
� 
� ri� 
�� ���	 ��� ���"� d̂i 
�� σ̂i 
�� �������
��� ����"
��� �
 �� �������

�
 �
"%���
�� �
� �������
���� di 
�� σi� (�
" ���)	 
�� ���#	� 
�� �
� 
��
�� ��
��

q̇i = ‖ri‖ cos(θi − θ∗i )
[
cos θi
sin θi

]
+ (di − d̂i)

[
cos θi
sin θi

]

=
1

2
‖ri‖

[
cos(2θi − θ∗i ) + cos θ∗i
sin(2θi − θ∗i ) + sin θ∗i

]
+ (di − d̂i)

[
cos θi
sin θi

]

=
1

2
(*
�(2(θi − θ∗i )) + I2)ri + (di − d̂i)

[
cos θi
sin θi

]
, ���+	

����� I2 �� ��� 2× 2 �������� "
���,� 
�� *
�(·) �� ��� �
�
��
� "
���, ��-��� 
��

*
�(ϕ) =

⎡
⎢⎣ cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ

⎤
⎥⎦ . ���.	

/�� αi ���
�� ��� ����
��
� 
� ��� ��
���� 
� 
���� i ��
" θ∗i � ���� αi = θi − θ∗i ' ��

.0



������� ���� �	
�� 
�� �	
�� ��
� α̇i = −αi + (σi − σ̂i)
 ���������� ��� ���
���� ��

qi 
�� αi ����� ��� ���������� ����� �� �	
�� �
� �� ������� 
��

q̇i =
1

2
(���(2αi) + I2)ri + (di − d̂i)

[
cos θi
sin θi

]
, �	
�
�

α̇i = −αi + (σi − σ̂i). �	
���

 � ����� �� ������ d̂i� ��� ��� �������
���!���� ��
�� �����
�� q̂i �� ���������� �� ���

��������� ��"������
� �#�
�����

˙̂qi =
1

2
(���(2αi) + I2)r̂i, �	
�$�

����� r̂i �� ��� �������
���!���� �����
�� �� ri ����� ���

r̂i = −
∑

j∈Ni(G)

(q̂i − qj). �	
���

���� ��
�� �� ��� ��������� ������


������� ��	� �������� 	 
�	� �� 
�������� �� 
�� ���� �	
�� ��
� ���

��	����

�	
������� �	
%� 	�� �	
	�� ����� ���
�	� �����
���� zi(0) 	�� μi(0) 	�� 	��
��� 
� ��


������� 	�� cic
T
i Ai 	�� ζiζ

T
i Λi 	�� ���	
��� ����������
� �	
����� ��� 	�� i ∈ V �

	� ��
�� �	������ ��
 d̂i �� 
�� ���
������ ��������� �� �	
�� �� ����� ���

˙̂zi = Aiẑi +
ci

‖ci‖2
((qi − q̂i)

T − rTi )

[
cos θi
sin θi

]
,

d̂i = cTi ẑi,

�	
�&�

	�� 	��� ������ σ̂i 	��

˙̂μi = Λiμ̂i +
ζi

‖ζi‖2
αi,

σ̂i = ζTi μ̂i,

�	
�%�

'	



���� ��������� �	����
 ��	
����	� ẑi(0) �	
 μ̂i(0)� ���	 ��� ���	�� ��	����� �� ��	�

��	���� �����������

��

������ ����� ��� ����� 	
��
�
�� q̃i = qi − q̂i� d̃i = di − d̂i� σ̃i = σi − σ̂i� z̃i = zi − ẑi�


�� μ̃i = μi − μ̂i� ����� ����� 
�� ������� ��� �
� ���
���

˙̃qi = −di(G)

2
(���(2αi) + I2)q̃i + d̃i

[
cos θi
sin θi

]
. ������

�
��� �� ��

��� ��� ���!� 
�� ����"� ��
��

˙̃
di = cTi Aiz̃i − (q̃Ti − rTi )

[
cos θi
sin θi

]
. ����#�

$� �

�
%� �� �� ����
&��� ��� ����� 
�� ����!� ��
��

˙̃σi = ζTi Λiμ̃i − αi. ����'�

(� ��� ����� �
��� �� �
� �� ����� ��
� ��� ����	
��	� �� ��� ���
���� ��� �&������

γ� ������ �� ���"�� �� ��	�� �%�

γ̇ =
n∑

i=1

∑
j∈Ni(G)

(qi − qj)
T q̇i

=

n∑
i=1

−rTi q̇i

=

n∑
i=1

−1 + cos(2αi)

2
‖ri‖2 − d̃ir

T
i

[
cos θi
sin θi

]
.

����)�

*��� �������� ��� ��

����� +%
,&��	 �&�������

Vq = γ +
1

2

n∑
i=1

(‖q̃i‖2 + ‖d̃i‖2). ����-�

.�� ��� ��

���� d̃i = d̃Ti = z̃Ti ci 
�� �� ������ ��
� cic
T
i Ai �� ���
��	� �� �/��������

-#



��� �������	

V̇q =

n∑
i=1

−1 + cos(2αi)

2
‖ri‖2 − d̃ir

T
i

[
cos θi
sin θi

]

− di(G)(1 + cos(2αi))

2
‖q̃i‖2 + d̃iq̃

T
i

[
cos θi
sin θi

]

+ d̃ic
T
i Aiz̃i − d̃i(q̃

T
i − rTi )

[
cos θi
sin θi

]

=
n∑

i=1

−1 + cos(2αi)

2
(‖ri‖2 + di(G)‖q̃i‖2) + z̃Ti cic

T
i Aiz̃i

≤0.


��
��

����� ���� ��� �������� �������� Vα ��	

Vα =
1

2

n∑
i=1

(‖αi‖2 + ‖σ̃i‖2), 
�����

��� ����� �� ��� �� ����� ����	

V̇α =

n∑
i=1

−‖αi‖2 + σ̃iζ
T
i Λiμ̃i

=

n∑
i=1

−‖αi‖2 + μ̃T
i ζiζ

T
i Λiμ̃i

≤ 0


���
�


��������� �� 
��
�� ��� �������� σ̃i = σ̃T
i = μ̃T

i ζi ��! ��� ���� ���� ζiζ
T
i Λi ��

�������� ��"�#!������ ��� ���! �� !����� ��� ����� !����������� $�������� ��� �����"

��������� �� ��� ��������� ��� V̇q = V̇α = 0� $��� ����� ���� 
��
�� ��! 
���
� 

�"����� ���� �� ��� �������� ��"�� ��� �� ��� �����" αi = 0 ri = 0 ��! q̃i = 0�

%�������	 ∑
(i,j)∈E

‖qi − qj‖2 = −
n∑

i=1

qTi ri, 
�����

����� ri �� ����� �� 
��&�� '� ������� ���" ��� ����� �������� ��! ri = 0 ���� ��

()



��� �������� 	�
�� ��� �� ��� �����

 q1 = q2 = · · · = qn� ���� ������ ����������� ��

��������� ��� ��� ������ ����� ��� �������� ������	 ���������

������ ��	� ����� ��� 	
�� ��
� �
�� q̃i 
�� αi 
�� �����
���� �
 ���
 
� ��� �
������

����� ��� 
	 ��� ������� 
�� �
� ��
� ��� �
��������� 
	 d̂i 
�� σ̂i �
 di 
�� σi�

������������� �
�� ���������� q̃i = 0 
�
�� ���� ������ ������ di = d̂i 
� ��� �
������

����� ��� 
	 ��� ������� �����
���� ����� 
�
�� ���� αi = 0 ������� ��
� σi = σ̂i 
�

��� �
������ ����� ��� 
	 ��� �������

����� �����	� 
������ 
���������	�

����
 	�� ��� ����
��� �� ��� ������������ �� ����� �
 ��� ����
� ����� ������ ��

��� 
��������� �� ��� ������������ ��� ����	��	�� !��� �������	�
 �� �� ����
�� ����

����� ����� �������� ���	��� dM1 , . . . , dMn ���� ���� ��� 
�������� �� ��� �����	������	

����������� ��� ����� i �� ����� ������� �� dMi 
 ����"

‖di(t)‖ ≤ dMi , ���#$�

��� ��� i ∈ V ��� �		 t ≥ 0� %�
�	��	�
 ��� ����	�� ������������ ��� ����
�� ��

�������"

‖σi(t)‖ ≤ σM
i , ���#��

��� ��� i ∈ V ��� �		 t ≥ 0
  ���� σM
1 , . . . , σM

n ��� ��� � �������� ���	���� &�������

� ������		�� �� ��� ���
"

vi = vMi , ���#'��

ωi = θ̇∗i − κi(θi − θ∗i ), ���#'��

()



����� vMi ��� κi ��� �	�
���� ��
�
� ���������
 
���
����
 ��� �	��	���
 �����������
�

vMi > dMi , �������

κi >
2

π
σM
i , �������

�	� ����� i ∈ V � �� �
 ������� ���� ����� ���
� �	���	����
 ��� �
���
 �	����
� �	

�	�
��
�
�

����� ���� ����� ��� �	���	

��� �
��� �� ������� ����� ��
��� � ��
�� �
�� T > 0

����� ��
�� ��� ����
�� 	� ����� ����� ����� �� ����� ���
� �
�� 
�� ��������� �	���	


����	� ri� �� 	���� �	���� �	� ��� i ∈ V ��� t ≥ T � ��� 
�����

�� ‖αi(t)‖ < π
2
�	
���

����� αi(t) = θi−θ∗i (t) �� ������ ���	��� �	��	���� ����� ��
�� ���
 �	�
�
�� �	�������

β1, . . . , βn ���� ���� cosαi(t) > βi� �	� ��� i ∈ V ��� t ≥ T �

��		�� �� �	��	�
 ��	� ��� � ��� ������ �����

α̇i = −κiαi + σi. ����!�

"� 
	����
 ��� ��	�� ��#�������� ������	� 	�� ������
 ���

αi(t) = e−κitαi(0) +

∫ t

0

e−κiτσi(τ)dτ. ����$�

%��
�

‖αi(t)‖ ≤ e−κit‖αi(0)‖+ σM
i

∫ t

0

e−κiτdτ

≤ e−κit‖αi(0)‖+ σM
i

1− e−κit

κi

≤ e−κit‖αi(0)‖+
σM
i

κi

.

����&�

%�� �

�����	� κi >
2
π
σM
i ������
 ���� π

2
− σM

i

κi
> 0� '����( �	� 
�)������� ���
�

�����
 	� t( ��� ���������� e−κit‖αi(0)‖ < 1
2
(π
2
− σM

i

κi
) �	��
� %��
( ��	�
 ���� ����&�(

$$



������ ‖αi(t)‖ < π
2
− 1

2
(π
2
− σM

i

κi
) < π

2
� �	
 ���
������ ��
�� ������ 	� t� �	
�	��
� �	


����� ������ 	� t� cosαi(t) > cos(π
2
− 1

2
(π
2
− σM

i

κi
)) = sin(1

2
(π
2
− σM

i

κi
)) > 0� ��� �
		�

	� ��� ����� �� 
	������� �� 
�		���� βi = sin(1
2
(π
2
− σM

i

κi
))� �	
 ��� i ∈ V �

�� �� ����
�� �
	� ��� ��	�� ����� ��	�� ���� ��� ��
� ����� �	
 ���
� i ∈ V �

vi + di = vMi + di > 0� ���� ����
 � ����� ���� ���
� ����� ���� �	�� ���� �� �
���

����� ���� 
����
� �	 ��� 
���
��
� 
	��
	� ��
�	
� ���� ���� �� ���� �� ��� ����

���	
�� �	 �
	�� ��� 
	���
���
� 	� ��� ������ �	 
	��������

������� ��	� �������� 	 
�	� �� 
�������� �� 
�� ���� ��� ! ��
� ��
���� 
������

���

��	���� ��
� 
�� 
���� ��
��� ����� �� ���"#! 	�� ���"�!� ����� 
���� 
��

���
������ ����� �� ���"$! 
�� 	���
� �������� 
� �������
�� 	����
�
��	����

������ %	
 ��� ��
�	�� 	� ��������� ��������� 	�� 
�� 
	�����
 ��� ������ ����
 ����

T � ���
� T �� ����� �� &���� �� � '� � 
������ 	�� 
�� ������ ���� αi �	������� ���

�
	��
���� ������ �� ��� ������ �	
 ��� i ∈ V ��� t ≥ T � (	�����
 ��� �����
������

���
��	� γ �� ������ �� ���"!� )� �	���� ���� ri = ‖ri‖[cos θ∗i sin θ∗i ]
T ��� q̇i =

(vi + di)[cos θi sin θi]
T � 	�� 
�� ��	� ����*

γ̇ = −
n∑

i=1

rTi q̇i

= −
n∑

i=1

‖ri‖(vi + di) cos(θi − θ∗i )

≤ −
n∑

i=1

‖ri‖(vMi − dMi ) cosαi

≤ −
n∑

i=1

‖ri‖(vMi − dMi )βi.

���#+!

�� �� �	 �� �	��� ���� ��� �	 ��� ��
�
���� ��� �	������ ����,��
���� ����
� 	� ��� ���,

��
���
��� ��� ������ ���� �	� �� ���	�	�	��� �� 	
��
 �	 ����� ��� &�-����.� ����
�,

��
� �
��
���� �	
 �	�,���	�	�	�� ������� �
	� /   0� �����W (q) =
∑n

i=1 ‖ri‖(vMi −

12



dMi )βi� ����� q = [qT1 · · · qTn ]
T ���	� 	�
	 W (q) �� 
 
���	��� ����������	� �����

	����� ��� 	�� �����
��	� γ̇ ≤ −W (q) ��
���� 	�
	 	�� ���	�� ��������� 	� 	�� ��	

W (q) = 0� 
�� 
� 
 �����	 ri = 0� ��� ����� i ∈ V � ���������

∑
(i,j)∈E

‖qi − qj‖2 = −
n∑

i=1

qTi ri, ��� !�

����� ri �� ����� "� ���#�� $	 ������� ���� 	�� 
"��� ���
	��� 
�� ri = 0 	�
	 ��

	�� 
���	��� ����	 ��	 �� 	�� ���	��� q1 = q2 = · · · = qn� %��� 
����� ����������� 	�

��������� ��� 	�� 
���	� ����� 	�� 
��
���� ���	��� �	�
	����

������ ��	� ��� �������	 �
 ���
	����	 ���&#� �� ������	 
� 
��
 �
 ������� ����

���
	����	� ������ ����� 
�� ����
��� 
	�����
����� ������
� �
 ����
 i ����� vi + di�

�� ������ ����
��� ��� ������� 
	�� ����� �� 
�� ����
��� ����
��
 vMi − dMi ������


������ 
	�� ���& �� ���&#
� ��� ���&'
��� 
�	 ���	� i ∈ V � 
�� ����
� ���� ��
 �
��

�

�	 
��� 	���� 
�� ��������� ����
�  ���� �����
��� 
	�� 
�� ��������� ����
� ����

����
 ��� 
� 	�
�
� ���
��
�������� 
� ��!� �� ���
� ����� ��
� 
�� ����� �	��
��

	�
�	���� ���
�	 ri� �� �	��	 
� 	�
�	� 
� ���������� ���� ���� ��
	����� ���

�	��� ��


�� ������� �
 ���� ����
� ��� ���� 	����
 �� �� ��������� ��������
 �� 
�� ������	

������
��� �
 
�� ����
�� "� � 	������ 
�� ���
	�� ��� ��� �� ����#�� �����
�� 
� �
��


�� ����
� �� ���� �� ��� �
 
��� ��
�	 � $% ���� �
 �	�&�����#�� 	����� ε�

��� �����	
��� 
����
�

%�� 
������
��� �� 	�� 
��
���� ���	������� ��� "�	� �
��� �� 
 ���	��"
��� ��	�

(���� ����
� ���
���� 
�� 
 ���	��"
��� ��	� ��(���� ���
���� "�	 (���� �

��

"���� �� ��
��
	�� "� �����
	����


����
� ���� " ����� �
 ���
�	������ 
��
 ��� �� ������� �� 
�� ���
	����	 �	������

�� ������
��� '�$�� �� 
�� ����� �
 �(�����
����� �������� �	 ����
��
 ���
�	�������
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���� ���� 	
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������ 	� ��� �
�������	��� ���	������ ��� �� �	����� �� � �
	��


��	��� 	
 ��
�����
� Ai = ai ≤ 0 ��� cTi = 1 �� ������ ���
� ��� ����	�� �������

�	�����	�� zi(0)� i ∈ V � ����
���� ��� ���������� 	
 ��� �	

���	����� �����
�������

������
��� ���	��������� �������� 	
 �	������ �����
������ 	� ��� ������
 ���	������

��� �� �	����� �� � �
	��
 ��	��� 	
 ��
�����
� Λi = λi ≤ 0 ��� ζTi = 1 �� ������

�	
 ����� ������� cic
T
i Ai = ai ��� ζiζ

T
i Λi = λi� ����� �
� �������� �������������

�����
���� ��� �	�����	� 	
 ���	
�� �� � ��� ������� ���� 	
 �	������ �����
������ ��

�	�����
�� �� ���� ��������

�	 ��
�
� ��� �!���������� 	
 ��� �
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�� ��" #�	��� �� $��� ��"%�

&�� �	� ���������� ������� ����������� �������

d = [ 0.12 sin(t+ 10◦) 0.21 sin(2t+ 20◦) . . .

0.15 sin(3t+ 30◦) 0.19 sin(4t+ 40◦) ]T
������

���

σ = [ − 0.46 sin(t+ 10◦) 0.14 sin(2t+ 20◦) . . .

− 0.22 sin(3t+ 30◦) 0.04 sin(4t+ 40◦) ]T
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0.04 ]T �� �	� ���
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�������� �� ����������� ������� d ��� σ� �������� vMi =

0.31 ��� κi = 0.55 �� ������ 
���
����� �� ������ ��� ����� i ∈ N4� �	��� ������
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" �
� ��� �� �������� ��� ����������� 
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����� �� R>0 ��� R≥0" 
������������ ����" Nn := {1, 2, . . . , n}" |Φ| �� �
� ��
��������

�� � ����� ��� Φ" ��� φi �
��� �
� i��
 ���	��� �� �
� ��� Φ� *�
����
" �
� ����


��� �� � ����� ��� Φ" ������� �� P(Φ)" �� �
� ��� �� ��� ������� �� Φ�

+�� G = (V,E) ������ � 
����	 ���
��
 ��	����� �� � ��� �� ����� V ���

� ��� �� ����� E� +�� ���� �
� �
��������� 	��
�� P = [pij ] 
��
����� �
� ���������

�
��������� �� ��� ��
����� ����� �� G" �
�
� pij ∈ [0, 1] �� �
� �
��������� �� ���������

�� �
� ���� (j, i) ∈ E� ,���� A = [aij ] �� �
� ��-������ 	��
�� �� G" �
�
� aij �� �

..
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aij =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
1, ���� ����������� pij,

0, ���� ����������� 1− pij,

�����

��� (j, i) ∈ E �� ��� ���� �� aij = 1� ���
���� Ĝ = (V̂ , Ê) �
 ��� �������� ����� ��

��� �����	 ������� G = (V,E)� ����� ��� 
�� �� ����
 ��� ����
 �� Ĝ ��� �������

�� V̂ ��� Ê� ��
�����
���� �������	���� ��� �������� �� ������ 	����� �� Ĝ �
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����� �� Â = [âij]� ����� âij = pij ��� �
��� ���� �� ��
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 i, j ∈ V̂ �
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��� (j, i) ∈ Ê �� ��� ���� �� pij �= 0�
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� �������� �� n ��	��
�

�� ����
��� �� � 
�	��� �
�
��� G = (V,E) �
�� ��� �
����
�
�� ���

� P = [pij]�

���
� 
�� 	��� �	� ���� ���� �
� ���	�� ���

V = {1, 2, . . . , n}, ���"��

E = {(i, j) ∈ V × V | aji = 1}. ���"��

��� ���� Ĝ = (V̂ , Ê) �� ��� �������� �����	
���
�	 �
��� �� ��� 	����
�� ���
�

V̂ = V �	��

Ê = {(i, j) ∈ V̂ × V̂ | pji �= 0}. ���#�
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 G �� ��#��� 	� ���

������� ������ �
 ����� ��	� ������ �� ������� �� ����� 
�� G �� ���� �����


������������� ��� G′ = (V ′, E ′) ��������� 	 ������������� ��
�	�� ���� ���� ��� V ′

	�� ��
� ��� E ′� ���� ��� �� ��
��� �
 G′� ������� �� κ(G′)� �� 
���� ��$

κ(G′) = min
i,j∈V ′, i �=j

κi,j(G
′), �!�%�

������

κi,j(G
′) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
Ni,j(G

′), �
 (i, j) /∈ E ′�

|V ′| − 1, �
 (i, j) ∈ E ′�

�!�!�

	��Ni,j(G
′) ������� ��� �	&���� ������ �
 �����&'���(���� �������� �	��� �������'
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 i �� j �� G′� ��� 
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	 ��� Πi,j ������ ��� ��� �	 
�� ��
����� �
��� 	
�� ���� i �� ���� j

����� ������� 

� �
�
��
 ��
� ��� �� ��� �������� ��������
���� �

�� Ĝ = (V̂ , Ê)

���� �
��
������ �
�
�� P = [pij ]� ��� 
��� πk
i,j ∈ Πi,j 
��
����� ��� k��� ������� �	

Πi,j ������ 
� πk
i,j = {vk0 , vk1 , . . . , vkmk−1, v

k
mk

}� ����� ������� 
 ��
����� �
�� �	 ������

mk > 1 	
�� ���� i �� ���� j ���� ��
� vk0 = i� vkmk
= j� 
�� (vkl−1, v

k
l ) ∈ Ê 	�
 
��

l ∈ Nmk
� ����� ��� ���������
���� ������ �	 �
�� πk

i,j� ������� �� W (πk
i,j)� �� ������


� 	�������

W (πk
i,j) =

mk∏
l=1

pvk
l
vk
l−1

. !"�#$

��������� �	�	 �������
 πs
i,j 
�� πt

i,j 
� ��� �������� ��
����� �
��� 	
�� ���� i ��

���� j �� Ĝ ����� 

� ����
���� �� ��� ���� ���� πs
i,j = {vs0, vs1, . . . , vsms−1, v

s
ms
} 
��

πt
i,j = {vt0, vt1, . . . , vtmt−1, v

t
mt
}� 
������������ ���� vs0 = vt0 = i 
�� vsms

= vtmt
= j 	�


s, t ∈ N|Πi,j |� ��� 
��� ms 
�� mt ������ ��� ������� �	 ��� ��
����� �
��� πs
i,j 
�� πt

i,j�


������������ ���� ��
� ms > 1 
�� mt > 1� ����� πs
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�� πt
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� ��
������������

�
��� �	 (πs
i,j \ {vs0, vsms

}) ∩ (πt
i,j \ {vt0, vtmt
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�� �� �
	 �	��	���������� ���
� ���
 ���	 i ��

���	 j �� Ĝ� �� ��
	� ������ κ̂i,j(Ĝ) �	��	�	��� �
	 
���
�
 �� �
	 ��

����� ��

�
	 ��	�������� ����������� �� �	��	���������� ���
� ����	����� ���	 i �� ���	 j ��

Ĝ� ������	� P(Πi,j) �� �
	 ���	� �	� �� Πi,j � ��� �	� P̂(Πi,j) ⊆ P(Πi,j) ������� ���

���	
��� ����	�� �� Πi,j �
��
 ��	 ��
���	� �� � �	� �� 
������� �	��	����������

���
� ���
 i �� j �� Ĝ� �
	��

κ̂i,j(Ĝ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

|Π̂i,j |∑
k=1

W (π̂k
i,j), �� (i, j) /∈ Ê�

max
(
(|V̂ | − 1)pji, pji +

|Π̂i,j |∑
k=1

W (π̂k
i,j)

)
, �� (i, j) ∈ Ê�

 !�"#

�
	�	

Π̂i,j = ���
��
Π∈P̂(Πi,j)

|Π|∑
k=1

W (πk),  !�$#

��� Π = {πk | k ∈ N|Π|} �	���	� � ���
 �	�  ��
���	� �� |Π| 	�	
	���#� �
	 %&�


	���� �� Ĝ� �	���	� �� κ̂(Ĝ)� �� �	��	� �	��� �� �
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	����	
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 Ĝ�

κ̂(Ĝ) = min
i,j∈V̂ ,i �=j

κ̂i,j(Ĝ).  !�'#

�
��� �
	 %&� 
	����	 κ̂(Ĝ) ��� �	 ������	�	� �� �� 	��	����� �� �
	 &� �	��		

κ(Ĝ)� �
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���� ����
�� G �����
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 ����
������ �
���	 P � �� ���� ������� ��
� κ̂(Ĝ) ≤ κ(Ĝ)�
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�
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 ���� i �� j �� Ĝ� �����

��� ���	� ��� ��	
��� �
 ���������� �� ���  	�� 
�� Π̂i,j 	�������� �� �!�	����


"�#�� $���� �������
 	 
�� �� ����	��� %�����&��
'����  	��
 ���������� i �� j �� Ĝ


��� ��	� ��� 
���	���� �� ��� ����� ���	��%� $�����
 �� ��
 �������
 �
 �	������

(���� 0 < W (πk
i,j) ≤ 1 ��� 	�� k ∈ N|Πi,j |� �� �	� �� ��������� ��	��

|Π̂i,j |∑
k=1

W (π̂k
i,j) ≤ |Π̂i,j| ≤ Ni,j(Ĝ), 
"�)*�

$���� Ni,j(Ĝ) �� ��
���
 ��� �	����� ������ �� %�����&��
'����  	��
 ����������

i �� j �� Ĝ� +����%��� ��� �!�	���� �����
 �� �!�	���� 
"�)*� $��� puv = 1 ���

	�� (v, u) ∈ Ê� �� ���
 �	
�� 	�� ��������  	��
 ���� i �� j �	%� ����� ����� ���	��%�

$�����
 	�� ���  	�� 
�� Π̂i,j ����	��
 ��� �	����� ������ �� %�����&��
'����  	��


���� i �� j �� Ĝ 
��� ��	� Ni,j(Ĝ) = |Π̂i,j|� �� ���� �����$
 ���� �!�	���� 
"�)*� ��	�

κ̂i,j(Ĝ) ≤ κi,j(Ĝ) ��� 	�� �$� ��
����� ����
 i, j ∈ V̂ $��� (i, j) /∈ Ê�


��� �� ��� 
����� �	
�� ��� (i, j) ∈ Ê� ����� �	
�� �� �!�	���� 
"�,� ��� ���

��	
��� κ̂i,j(Ĝ) �
 ������ (|V̂ | − 1)pji �� pji +
∑|Π̂i,j |

k=1 W (π̂k
i,j)� $�����%�� �
 �	�����

-�%�� ��	� ����� �
 	� ��
� |V̂ | − 2 %�����&��
'����  	��
 $��� ������ ���	��� ��	�

��� ���$��� 	��  	�� �� ��
����� ����
 �� Ĝ 	�� �� ������ ��	� 0 < pji ≤ 1 	��

0 < W (πk
i,j) ≤ 1 ��� 	�� k ∈ N|Πi,j |� �� �	� �� ������� ��	��

pji +

|Π̂i,j |∑
k=1

W (π̂k
i,j) ≤ |V̂ | − 1, 
"�))�

��� 	�� (i, j) ∈ Ê� ����� �� �����$
 ���� �!�	���� 
"�))� ��	��

max
(
(|V̂ | − 1)pji, pji +

|Π̂i,j |∑
k=1

W (π̂k
i,j)

)
≤ |V̂ | − 1, 
"�).�
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	�� �� ��� �� ���	�� κ(Ĝ)
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�� ����
���� ����� �
�� � ��	��
� ������ ���

�� ��������� �� ��
� ����	
��
� Ψ ��� Ψ ������ ��� 
��	
��� ����� 	��� �����
�

��� ���� ��� �� ��������� ���	
 ��� �������� ��������� ���	
 �	�
 ���� s �� ����

t 
� G� 	������
����� ��� ��
��	 �� ����
�� �� Ψ ��� Ψ 
� 	��	������� �� L� ��
��

��� ��
��	 �� 	��� �� Ψ ��� Ψ �	� ������� �� λ ��� λ� 	������
����� ��	����	�

��� ������ �� ��� ����� �
����
�� �	�
 ��� ���	�� ���� s 
� L − 1� ��
�� �������

�� ��� ��
��	 �� ����� 
� ��� ������ ��� ������ ������ |V | − 1� ��	���	
�	��

Nout
Ψ(i,L) ������� ��� ��� �� ������
����	� ��	 � ���� �� ��� i��� ����
���� ���� �����

�
������ �	�
 ��� ���	�� ���� s 
� � ��� �� L − 1� ��� 
��	
� Πs,t 
� ��� ������

�� ��� ����	
��
� ����� 	��� 
������ ��� ��� �� ����� 	��	�����
�� ��� ����� �	�
 s

�� t 
� G� ��
�� η 
� ��� ����� ��
��	 �� ��� ����
��� ������ ��� ����	
��
 ��	

�

����� ���� �� ���� ����	 ���� t 	������ 
� �� �������� ����
���� ���� �� � ��	��
�

�
������ �	�
 ��� ���	�� ���� s�

��������	 
 ! 
��
"�� ����� �	�����	� ��	 "��
�� ��� �
	����� ����� �	�
 ����

s �� ���� t 
� �
�	��� G�

�� Ψ(1, 1) = s
�� L = 1 # λ = 1 # η = 0
�� ����� λ �= 0 
�
�� λ = 0
�� ��� i = 1 �� λ 
�

�� ��� j = 1 �� |Nout
Ψ(i,L)| 
�

�� �� Nout
Ψ(i,L)(j) = t ����

	� η = η + 1 # Πs,t(η, :) = Ψ(i, :) # Πs,t(η, L+ 1) = t

� ���� �� Ψ(i, :) ∩Nout

Ψ(i,L)(j) = ∅ ����
��� λ = λ+ 1 # Ψ(λ, :) = Ψ(i, :) # Ψ(λ, L+ 1) = Nout

Ψ(i,L)(j)
��� ��
 ��

��� ��
 ���

��� ��
 ���

��� Ψ = Ψ
��� L = L+ 1
��� ��
 �����

��� ������ Πs,t
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�� �������� ����� �� �����
���	 �� ��  �� 
���
�� �� ��� �����!� �� ������������
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����"������ #� ���� ��	� ���� 	�$������� ��� 
����	�	 �� ��� �����
�

��������� �	
	 �������� 	 
����
�� �������
�� ��	�� G = (V,E,H) 
�
� ����

��
 V = {1, 2, . . . , n}� ���� ��
 E ⊆ V × V � 	�� 
����
 ���
�� H ∈ Rn
>0 
����

i�
� ��������
 H(i) �� 
�� 
����
 	������� 
� ���� i ∈ V � ��� 
����
 �� 	 ����

��
 S ⊆ V � ����
�� �� H(S)� �� ������ 	�
∑

i∈S H(i)� � ������ C �� 
����
��

�������
�� ��	�� G �� 	 �����
 �� 
�� ���� ��
 V ���� 
�	
 
�� �����	�� ������� ��

C �� ������
�� � �	����� 
����
 ������ �� G �� 
��� ������ 	� 	 ������ C 
����

������������� 
����
 H(C) �� �	������

��������� �	�	 ��
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� ����� �����
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� ���� ���� i 
� ���� j

��������� 
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�� �	
� ��
 Πi,j �� 
�� �����
�� ��������	
��� ��	�� Ĝ� ����� 	�����

	� �������
�� ���� ��

��� ���
���
 ����� s 	�� t �� 
���� ������������� �	
��� ������

���
�� �� πs
i,j 	�� πt

i,j� 	�� ���
������ ���
� ��� �����
��� ��	�� Gp
i,j = (V p

i,j, E
p
i,j, H

p
i,j)

�� ������ 	� 
�� 
����
�� �������
�� �	
� ��	�� 	�����	
�� 
�
� 
�� �	
�� ���������


� Πi,j� 
���� ���� 	�� ���� ��
� 	�� ��������� 	� �����
�!

V p
i,j = {1, 2, . . . , |Πi,j|}, ���%&��

Ep
i,j = {(s, t) ∈ V p

i,j × V p
i,j | πs

i,j 	�� πt
i,j 	�� ���
������ ���
}, ���%&��

	�� Hp
i,j(k) = W (πk

i,j) ��� 	�� k ∈ V p
i,j�

���
�� �	�	 ��� 
����
�� �������
�� �	
� ��	�� Gp
i,j �	� �� ����
���
�� �� O(|Πi,j|2)


��� �� ��	��	
��� 
�� ���
������ ���
 ������
� ��� ����� �	�� �� ���
���
 �	
�� �� Πi,j�

������� �	�	 ��� ������� �� ������ 
�� ��
��	� �	
� ��
 Π̂s,t ���� 
�� �����
��

%'(
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��� Ĝ 	�
�� �� �������� ����� �� ����
����� �� �������	 � �������

���	�� ������ ����� �
�����
� �� ��� ���	���� ����
����� ���� 	
��� Gp
s,t ��
 ���

���
 �� �������� ����� s, t ∈ V̂ �

�
���� ���	
��
 ��� ��
����� ���

����� ���� �
��� Gp
s,t = (V p

s,t, E
p
s,t, H

p
s,t) �		��

�
���� �
�� ��� �

����� ����	 ������
�� �� Πs,t� ��� ��� 	����
�� �� ��� ���

�
����� ������ ���
 Gp
s,t �� ������� �� Ŝ 
���!

Ŝ = �
���"
S⊆V

p
s,t

|S|∑
i=1

Hp
s,t(S

i), ���#$�

���
� ��� ���� 	�� S = {Si | i ∈ N|S|} ��

�	����	 �� � ��
%�� �& 	
'� |S| 
� Gp
s,t�

(���
�
�� �� �%���
�� ���#$� Ŝ 
�)���	 ��� 
��
��	 �& � 	�� �& �

����� ����	 &
��

���� s �� ���� t 
� �
�
��� Ĝ ��
�� �
� ��
��"��
	*�
�� ��� ��� 	�����
�� �& ���
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���	 ��	 ��� �������	 �& ��� ��
��� �����
 Hp
s,t� 
	 ��"
���� ��� Π̂∗

s,t ������ �

���� 	�� ��
�� �����
�	 ��� ��� ����	 ���	� 
��
��	 �
� 	���
��� �� ��� �������	 �&

Ŝ� +� ���� &�����	 &
�� ��� ����
�
�� �& Hp
s,t ����!

Π̂∗
s,t = �
���"

Π∈P̂(Πs,t)

|Π|∑
i=1

W (πi), ���#��

���
� P̂(Πs,t) ������	 � 	��	�� �& ��� ����
 	�� �& Πs,t �����
�
�� ��� ��������

	��	��	 �& Πs,t ��
�� �
� �����	�� �& � 	�� �& ��
��"��
	*�
�� ����	 &
�� s �� t 
�

Ĝ ��� ��

�	���� �� ��� ��
%��	 
� ��� ���� �
��� Gp
s,t� +� &�����	 �

����� &
��

�%���
�� ����� ���� Π̂s,t = Π̂∗
s,t ��
�� ����	 ���� Π̂s,t ��� �� ����
��� �� 	���
�� �

��� �
����� ���
 ��� ��
����� ���

����� ���� �
��� Gp
s,t� ,�
	 ��������	 ���

�
��&�

,��
� �
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�� �������� 	
��
� ����� ��� ����� ��� ������ ��� �������� �� Ĝ ��� �� ��������

����� �� ��������� 	
��
 ��� 	
��
� �������� ��!� " ��������� �� ������ κ̂(Ĝ) ��

��������� �� "�������� #�

��������	 
 " ��������� �� $�� ��� %�������  ����& �������� ��! 	���
�

�� κ̂(Ĝ) = |V̂ | − 1
�� ��� ��� i, j ∈ V̂ ��� i �= j 
�
�� '��� Πi,j ����� ��� ����$�� ())'* ��������� �� Ĝ
�� ��������� ��� %������� ���������� ���� ����� Gp

i,j

�� '��� Π̂i,j �! ��� ��� ��� +�� ������� � �� Gp
i,j

�� �� (i, j) /∈ Ê ����

�� κ̂i,j(Ĝ) =
∑|Π̂i,j |

k=1 W (π̂k
i,j)

	� ���� �� (i, j) ∈ Ê ����


� κ̂i,j(Ĝ) = max
(
(|V̂ | − 1)pji, pji +

∑|Π̂i,j |
k=1 W (π̂k

i,j)
)

��� ��
 ��

��� κ̂(Ĝ) = min(κ̂(Ĝ), κ̂i,j(Ĝ))
��� ��
 ���

��� ������ κ̂(Ĝ)

��� ������	
��
 �
	���
� �
��
� ����
��	�	�� ������

�
��	�

��� ������ �� ��� �������� ����� ���%��� ��! ���� �� �������� ����� ��������� �&��,

��������! %��� ��� ���%��- ��.�� /� ��� ����� ����� ��� +�� ������� �� 01,�����

����� �� �� ������� �� $�� �� �����&������� �� ��� ��� ������ %���� ��� �� ��,

������ ����� � ���!������,���� ���������� �� ���� ���� ��� ���� �������� ���� �� Ĝ

�� ��$��� ��&��

��������� ���� ����� �� �����	�
 ����
����	��� ����� Ĝ ��	� ���������	� ��	���

P � ��	 Πi,j 
���	� 	�� ��	 �� ��� 
����	�
 ��	�� ���� ��
� i 	� ��
� j ��	� ����	�

����	�� 	��� ���� ��� ���	 �������� ��	� 
����	�
 ���� i 	� j �� Ĝ� 
���	�
 �� πr
i,j�

�� 
����
 �� � ��	� �� Πi,j ��	� 	�� ������	 �
�	������	��� �����	� ��� ��	� πr
i,j ���
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�� ����� � ���	 �
�� i �� j 
��	 �	� 	��	��� �
��������� �� ��������� 
	��� �����	 ��

�
����
 �	�� ����

��� ������ �� 	�
�	 ���
������� 
���	��� ��
��� ������������ �
���� �������

��� ��� ���� �� ������
� ����� i, j ∈ V̂ � ������� �� κi,j(Ĝ)� �� ������ �� ��		����

κi,j(Ĝ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

lij∑
k=1

W (πr,k
i,j ), �� (i, j) /∈ Ê�

max
(
(|V̂ | − 1)pji, pji +

lij∑
k=1

W (πr,k
i,j )

)
, �� (i, j) ∈ Ê�

��� !�

����� W (πr,k
i,j ) ���������� ��� ��	���	�
���"� ���#�� �� ��� k$�� ���� ��	���	� ����

���� ���� i �� ���� j ����� ����"��# ��� �������	 ����� ��� ����� 
�����������#

��%�
��� ��#�� �� k − 1 ���"����	� ����� ���� ��	���	� ����� πr,l
i,j� l ∈ Nk−1� ����

Ĝ� &����"��� lij �� ��� ��'���� ������ �� ��� "����'$���%���� ���� ��	���	� �����

����
��� ���� i �� j ���� 	��#�� #������ ���� ��� ��
� ���� ����� ��	����� �� �����

�������	 ����� �	��# ���� ��� 
�����������# ��%�
��� ��#�� �� ���� ��		 ������ ����

i �� j� ���� κ(Ĝ) �� ������ �� ��� #	���	 
��� �����
 �� ��#���� Ĝ� ���
� ��

��	���� �� ��� ���"���� 	�
�	 
��� ������� �� ��		����

κ(Ĝ) = min
i,j∈V̂ ,i �=j

κi,j(Ĝ). ��� (�

��� ��	����� ������� ��� ��� �����
 κ̂(Ĝ) ��� ��� �����'������� κ(Ĝ) �� ���
�����

�� ��� ��'� ������������

����������� 	
�
 ��� Ĝ 
��
����� �	� �������� ������������� �
��	 �� � 
�����

���
�
� 
��	 �	� 
���	� ���
�� P � �	��� �	� ���� �����
� �� Ĝ �
������ � ��
�


����� �� ��� ��� ���
��� ����� κ(Ĝ) ≤ κ̂(Ĝ)�

 
���� 


�����# �� �)������ ���(�� ��� 	�
�	 ��� �����
 �� �������� ����� �� ���

��	����� �� ��� 
�����������	 ������*����� ����	�� ���+� �� ��� ��� ���� ��� Π̂i,j
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������ � ��� �� ��������������� 
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����� ��

��� 
�	��
	������� ������ �� ��� �	�
���� �� 
���
�
� ���������� ��� ����� ��� ��

��������������� 
���� ���� �� ��� ��� �� �		 ��������������� 
��� ��	���	� 
���� ���


���� i �� ���� j �� Ĝ ���� 	����� ������� ���� ���� ������� �� πr,k
i,j ��� k ∈ Nlij �


������� � ����
��
�	 ��	����� �� ��� 
���
������� 
���	�
 ���� ��� �����!�� ���

��		����� ���"��	���#
lij∑
k=1

W (πr,k
i,j ) ≤

|Π̂i,j |∑
k=1

W (π̂k
i,j), ���$� 

��� ��� ���� ���� (i, j) /∈ Ê� ��� ��
� ����	� ��	�� ���� ����� ������ �� ���� ���
 i

�� j� ����� (i, j) ∈ Ê� %� ���� ��		��� ���
 �"������ ���$� ���� κi,j(Ĝ) ≤ κ̂i,j(Ĝ) ���

����� 
��� �� i, j ∈ V̂ � i �= j� ����� 
���� ���� ��� &'() 
������ 
������� � 	����

����� �� ��� '() �������

��� ����	� �� ��� ���� 
��
������� ��		 �� ���� �� ������ ��� ��� �� 
��� ��	���	�


���� ���
 ���� i �� ���� j ���� 
���
�
 
�	��
	������� ������� ������� �� πr,k
i,j

��� ��� k ∈ Nlij � ����� ��� �������� �������� 
��� �	������
��

����������� 	
�
 �������� 	 
	�� �� ������
� ����� u, v ∈ V̂ �� ��� ��
�
��� 
���

����
	���� ��	
� Ĝ� ��� 
������ �� ������ ��� ���� ����	��� 
	�� ���� u �� v �� Ĝ

���� ��� ������ �	���� P = [pij ] �� �����	���� �� ������ ��� �������� 
	�� 
����
����

u �� v �� Ĝ ���� ��� ������� ������ �	���� P = [pij ]� ����� pij = − ln(pij) ��� 	��

i, j ∈ V̂ � i �= j�

������ *�� πr
u,v �� ��� ������� 
��� ��	���	� 
��� ���
 u �� v �� Ĝ ��������� �� ���

���� ��� πr
u,v = {vr0, vr1, . . . , vrmr−1, v

r
mr

}� ����� vr0 = u� vrmr
= v� ��� (vrl−1, v

r
l ) ∈ Ê

��� �		 l ∈ Nmr
� ����� ��� 
�	��
	������� ������ �� πr

u,v �� ����� ��#

W (πr
u,v) =

mr∏
k=1

pvr
k
vr
k−1

. ���$+ 

,�
 ��� �	�
���� �� P �� ��� ��� 
���!�� ������ 
����� P ����� ��� ��	�����

$$$



pij = − ln(pij) ��� ��� ���� �� 	�
����� ��	

 i, j ∈ V̂ � �� �������� � 
���	��	


����

� ���� ��������� �
���� ��
 �
���������	 �� ����
��� ���������� �� Ĝ ����

��
 ��	��
	 �
���� ������ P � πs
u,v �
 ������
	 �
 ��
 
����

� ���� ���� u �� v ��

Ĝ ����� �
 ��
 
�� ���� �� ��
 ��������� ������!����� �����
�"

πs
u,v = ������

π∈Πu,v

m∑
k=1

pvkvk−1
= ������

π∈Πu,v

m∑
k=1

− ln(pvkvk−1
). �#�$%�

&�
 ���� 

� Πu,v �������
 ��� 	��
��
	 ����
 ���� u �� v ���� �
���� ��
��
� ����

��
 �m > 1� �� Ĝ� '
��� ��
 ����
���

 �� ��
 ���������� 
( ����� �#�$%� ��� �



������
	 �
"

πs
u,v = ������

π∈Πu,v

ln(

m∏
k=1

pvkvk−1
). �#�$)�

*���
 ln(·) �
 � �����+
 � ������� �� ��
 �� 
,
�� �� ��
 
�� ���� �� ��
 ������!�����

�����
� �� 
( ����� �#�$)�� &� 
� �� ��� �
 ����� 	
	 ����"

πs
u,v = ������

π∈Πu,v

m∏
k=1

pvkvk−1
. �#�$$�

-� ������
 ���� 
( ����� �#�$$� ��	 ��
 	
������� �� πr
u,v ���� π

r
u,v = πs

u,v� &�
�
���
�

��
 ��
� �
�����
 ���� ���� u �� v �� Ĝ ���� ��
 �
���� ������ P �
 ��
 � �� � ��

� 
���	��	 
����

� ���� ��������� ���� u �� v � ����� �+
� Ĝ ���� ��
 ��	��
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���� ������ P � &��
 �����
�

 ��
 ������

-� �
 	

��
	 ��� �� 	
+
��� � ��������������
 ��������� �� ������ ��
 ������

./01 �
�
 �
 κ(Ĝ) �
 � ���
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 ���� �����������
��
�
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 /01

�
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i, j ∈ V̂ �� � � ��
� �� 
�
�
 �� ���
�	
���� ��
 ��	��
	 �
���� ������ P � 3
�

lij �
��


�� ��
 � ��
� �� 
�
�
 ����� 
�� �	 �
 ���
� �� ��	 ��
 ����� �
�
 �


κi,j(Ĝ)� -� ��
 k��� 
�
� �k ∈ Nlij �� ��
 ��
� �
�����
 ���� πr,k
i,j ���� �
���� ��
��
�

���� ��
 �
 �	
����
	 ��	 ��
 � ����������+
 �
���� W (πr,k
i,j ) �������
	 ��

	 �� ��
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�������� �	��
� �����
 P � �� ���	� �� N i,j(Ĝ)� �
��
 �� ��������� �	� �� �	��� �
	��

��� ���	���� ���	� �� �
	 k��
 ���� �	�����	 ���
 πr,k
i,j ����� ���
 �
	 	��	� �����	��

�� �
	� ��	 �	���	� ���� Ĝij � ��� �
	 �	
� ��	� ������ �� �������� � �	� ����������

�������
� �� �
	 ���� 	� ����
 Ĝij� !� �
	 ���� ��	� "��	�� �
	� k = lij�� ���� ��	

���	��	� ���
 	
���� ���� i �� j �� �
	 ���� 	� Ĝij� �
	� �
	 ����� #$%& �	��		

κi,j(Ĝ) �� �	�	����	� ��������� �� 	'(����� ")�*+�� ��� �� ��������� �
	 ����(�	�

����� #$%& �	��		� ��� ��� ����� �� �������� ���	� �� Ĝ� �
	 �����(� ���(	 �	���	�

�� κ(Ĝ) �� ��(��� �
�� ����	�(�	 �� 	�������	� �� #������
� ,�

��������	 
 # ����	�(�	 ��  �� �
	 �����
����	 �	��
�	� �	��	
 ����	�������
"#$%&��

�� κ(Ĝ) = |V̂ | − 1
�� &�����(�� �
	 ���� 	� �	��
� �����
 P = [pij ]

�� ��� ��� i, j ∈ V̂ ��� i �= j 
�
�� N i,j(Ĝ) = 0

�� V̂ij = V̂ - Êij = Ê - Ĝij = Ĝ
�� ��� k = 1 �� lij 
�

�� .��� πr,k
i,j (���� ���������� �������
� ��	� Ĝij ���
 ���� 	� �	��
� �����


P �(�
 �
�� πr,k
i,j = {vr,k0 , vr,k1 , . . . , vr,kmr,k−1, v

r,k
mr,k

}
	� .��� W (πr,k

i,j ) ���	� �� �
	 	�	�	��� �� P


� N i,j(Ĝ) = N i,j(Ĝ) +W (πr,k
i,j )

��� V̂ij = V̂ij \ {vr,k1 , vr,k2 , . . . , vr,kmr,k−1}
��� /����	 Ĝij �� � ����
 ���(�	� �� �
	 ���� 	� ���	 �	� V̂ij

��� ��
 ���

��� �� (i, j) /∈ Ê ����

��� κi,j(Ĝ) = N i,j(Ĝ)

��� ���� �� (i, j) ∈ Ê ����

��� κi,j(Ĝ) = max
(
(|V̂ |+ 1)pji, pji +N i,j(Ĝ)

)
��� ��
 ��

�	� κ(Ĝ) = min(κ(Ĝ), κi,j(Ĝ))
�
� ��
 ���

��� ������ κ(Ĝ)

������	 ���� ��� ������	
���

	� �����

�	 � ����
�� 
� 
�� �����
�� ��		��
�

��

�� ����� Ĝ ��� � 

	� ��	����

� �� O(|Ê||V̂ |3 + |V̂ |4 log(|V̂ |))� ����� V̂ ��� Ê

���� ������

����� 
�� ���� ��
 ��� ���� ��
 �� Ĝ�

**,



������ ����� ��� �	
���� �
������ ������ 
� ��� �����
�����
��� �
�� ����	��� �	���

������� 	�� ��
 �������� �
��� �� Ĝ �� |V̂ | − 1� �� �� �������� �
 	���� �������	��

	��
����� |V̂ | − 1 ������ 	� �
��� �� 
���� �
 ��� ��� ��� 
� �
�� ����	��� �	��� πr,k
i,j �

k ∈ Nlij � �
� 	�� �	�� 
� �������� �
��� i, j ∈ V̂  ����� ��� �	����� ���������	��
�


� �������	�� 	��
����� �	� 	 ���� �
����
��� 
� O(|Ê| + |V̂ | log(|V̂ |))� ����� �
�	�

!"#$ ������ �	� �� 
��	���� �� O(|Ê||V̂ |+ |V̂ |2 log(|V̂ |)) ���� %
 ��� ��� �
�	�

!"#$ ��	����� �
� 	�� �	��� 
� �������� �
��� �� Ĝ� ��� 
���	�� ���� �
����
��� 
�

!��
����� & �� O(|Ê||V̂ |3 + |V̂ |4 log(|V̂ |)) %��� �
������� ��� ��

� 

����� � ���	
���
���� ����	�� �� ��� ��� ��� ����

����
��

������� �	
	 �� �		
���
���� ��
��	� �� ����� ���� �� ��������
�� ��� ���
���� �����

��� ������ ��� �������� ��� 
�� ���� ��
�
��� ��� 
 �
���� ������� ��������

�� ��� ������ ��� ����  �! ������ ��� �������� ��
�� Ĝ �� ��� �������� "��� ��
� ���

��������� ���#
#�	��$ �� �
�� 	��� 
���
�� 
� 
 ������ �� ��� ������������� ���� �� Ĝ%

����� $��	�� ��� ��		����� ���#
#�	��$ �
���� P &

P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0.7 0 0 0.7

0.7 0 0 0.9 0 0

0 0.6 0 0 0.9 0

0 0 0.8 0 0 0.95

0.9 0 0 0.9 0 0

0 0.8 0 0 0.6 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. '( )&*

'� �
� #� �#������ ���� ����  �! ��
� 
� 	�
�� ��� ������(���)���� �
��� ����� #������


�$ �
�� �� �������� ���
�)
���� ����� �� Ĝ% ����� ���	��� ��
� κ(Ĝ) = 2� ��� ����

��
��	�% ��� �����
� 	��
	 ��� ��
�
�� ����������� �� ��� �������� �
��� ����

++,



�

�

� �

�

�

���

���

���

���

���

���

���

���

���

���

����

���

������ ��	
 ��� �
������ ����� Ĝ �� �
����� ��	�

���� 5 �� ���� 2� ����� κ̂(Ĝ) = κ̂5,2(Ĝ)� 	� �
��
 �� ���
��� κ̂5,2(Ĝ)� �� �� �
��


����
�� �� ��� ��� ��� Π5,2 ���������� ��� �������� 
���� �
�� ���� 5 �� ���� 2 ����

������ �
����
 ���� ��� �� Ĝ� ����� ��� ������� 	���� �� ����
���� �� ���� 
������

�� ���
 ����
��� 
���� πk
5,2� k ∈ N4� �� ��������

π1
5,2 = {5, 3, 1, 2}, π2

5,2 = {5, 3, 4, 2},

π3
5,2 = {5, 6, 1, 2}, π4

5,2 = {5, 6, 4, 2}.
������

 ! �����
������ ��� �������� ����
����� 
��� �
�
� Gp
5,2 = (V p

5,2, E
p
5,2, H

p
5,2)� �� ��� "�

�"��
#�� ���� V p
5,2 = {1, 2, 3, 4}� Ep

5,2 = {(1, 4), (2, 3)}� ����

Hp
5,2 = [ 0.441 0.648 0.294 0.513 ], ������

���
� Gp
5,2 �� ����� �� ���� $�%� &�
��#�
� ��� 
��� ��� P̂(Π5,2) �� ��#�� "!�

P̂(Π5,2) =
{
π1
5,2, π

2
5,2, π

3
5,2, π

4
5,2, {π1

5,2, π
4
5,2}, {π2

5,2, π
3
5,2}

}
, ������

�#�
! ������� �� ����� ��

��
���� �� � ������ �� Gp
5,2�  ! ���#��� ��� &'( 

�"���

��
 Gp
5,2� ��� �

�#�� �� Π̂5,2 = {π1

5,2, π
4
5,2}� ����� 
������ �� κ̂5,2(Ĝ) = W (π1

5,2) +

		�



�0.441

�0.648 � 0.294

� 0.513

������ ��	
 ��� 
������� ���������� ���� ����� Gp
5,2 �� ������� ����

W (π4
5,2) = 0.954 ������� ���� κ̂(Ĝ) = 0.954	 
� ��
�� �� ��
 ��� ���� �������

���� ���� ��� ���� ������� κ(Ĝ) = κ5,2(Ĝ)� �	�	� ��� ������� ����� ���� �������

�� ����� �� κ5,2(Ĝ)	 �� �������� �� �!���"� ��������� �� Ĝ #��� ��� ��
���
 #�����

������ P � ��� ���� ���� �������� ���� ���� ��
� 5 �� ��
� 2 �� �������
 �� πr,1
5,2 = π2

5,2	

����� �������� ��� �������� ��
�� �� πr,1
5,2 ���� Ĝ ����� #��� ��� �
��� �
 ����� ��

���� ��
 �������� �� !����"� ��������� ��� ��� �����
 ����� ��� ������� πr,2
5,2 = π3

5,2	

$���� �� ���� ������ ���� 5 �� 2 �� Ĝ ����� �������� ��� �������� ��
�� �� πr,2
5,2� ��

��� �� ������
�
 ���� l52 = 2 ��
 κ5,2(Ĝ) = W (π2
5,2) +W (π3

5,2) = 0.942	 %���������

κ(Ĝ) = 0.942� #���� ������� ��� ���&������ κ(Ĝ) ≤ κ̂(Ĝ) �� ���� �������	

��� �������	�
� ����
����� �� ��
 ���
��
� ��
�


	�������� �����

� ����������� �������� ��������� �� �������� �� ���� ������� �� �������� ��� ��������

����� �� � ������ ������������� ���
��� � ���� ������� � ������ ! �� � "�#$!

��� ��� ������ �� �� ���� ������� �� ����
�� �� ��������� ��� ���� �� ����� ��

����� ���� ������������� � ����
���� ����� �� ������ T %T ∈ R>0& �� ���������� ����


���� � ���� ���� �� �������� �� ���� ������ �� ��������� ��� ����� $��� ���� ���

����� �� ����'��������� ������ ������ ���� �� ��� "�#$ �� ���������� 
���� ������� ��

���������� �� ��� ����'�������� ��������� ������ �� � � �������(�� ������� ���� ����

��)



� ���� ���	�
 �� �	
�� ������ ��� k��� ����
���� ����� �� B(k) = [(k − 1)T, kT )�

k ∈ N� ��� Bi(k) = [(k− 1)T + δi, (k− 1)T + δi +Δ) �� ��� k��� ��������� 	
�����


��� ��� i��� ������ �i ∈ V �� ����� Δ ���������� ��� ������ �� ���� �	
� ����� ��


���	���� ��� 	������	�� Δ ≤ T
n
� ����� δi ∈ [(i − 1)Δ, T − (n − i + 1)Δ) 
������ ���

���	��	�� �� ����
����	�� ��� ������ i 	� ��� 	�	�	�� ����
���� ����� B(1) = [0, T )�

��� ������	� ��������	�� �	
� ���
 ��� ��
� �� 	�� ��	�����	�� ��
�� 	� �� �� 	���

������� �� �������	����� ������	�� Δ� ��� ����
���� 	����!��� B1(k)� B2(k)� . . .

�����	���� � ��
	�� �� 
	�"�	�� ������� �� B(k) ��� �!��� k ∈ N� ��	� 	
��	�� ����

‖δi − δj‖ ≥ Δ ��� �!��� ��	� �� 
	��	��� ��
�� i, j ∈ V � #��� ��
� ����
�����

	�� ���	
��� �� ��� ������ �$�����
 ��

��	���	�� ����� Ĝ 
��	�� 	�� 
��	�����


����
���� 	����!��� ����� ��� ���	
��� �� Ĝ 	� ��
���
 �� ���� ��
� �����
	����

������ 	�� ����
����	�� ������� ��	�� 	�� ���!	��� ���	
��� ��
 ��� 	����
��	�� 	�

��� ����	!�
 ���
 ��� ����� ��
�� �	��� 	�� ���� ����
����� ��	� �	
� 	����!�� 	�

�������
 �� �� ��� k��� ����	�� 	
�����
 ��
 	� 
�����
 �� Ri(k) ��� ��
� i� %��� ����

Ri(k) = [(k − 2)T + δi +Δ, (k − 1)T + δi) ��� ��� k ≥ 2� ��� 	�	�	�� ����	!� 	����!��

��� ��
� i 	� 
����
 �� Ri(1) = [0, δi) ��� ��� i ∈ V � � �	
��� �$�
��� 	� �	!��

	� &	�� '�( �� 	��������� ��� ����	�	��	�� �� ��� �	
� �$	� ��� � ������ ��
����
 ��

����� ��
�� 
��	�� ��� ����
���� �������

� �

�

��

� � � �� � �

�

�

�

��

�

�

�

�

�

�

&	���� '�() �� �$�
��� �� ��� ���	�
	� ����
���� 	� � ������ ��
����
 �� �����
��
���

**+



��� Ĝi(k) �� ��� �����	�� 
� Ĝ ��
������ �� �
�� i ���

� ��� k��� �

	��	��

����
�	� ��	
��� ���� V̂ i(k) 	�� Êi(k) ���
���� ��� �
�� ��� 	�� ���� ���� 
������

������� ��� 	��
 N i(k) 
��
����� ��� ��� 
� �
��� ��
�� �

	��	�� ����	��� �	��

���� 
������� �� �
�� i ��
��� ��� k��� 
������ ����
�	� Ri(k)� ����� ��� ��������

�
������	��
� �
	�� Ĝ �� �
�������� ��	
	���
���� �� ��� �

�	������ �	�
�� P �

�� �� ����
�� �
 �����
� 	� ������� �

����
� �
 �����	�� ��� �

�	������ �	�
�� 
�

��� ����

� �

� ��� �����
��� 
� �	�� �
��� 	� ��� �
�� ���� �
 ��� Ĝi(k)� i ∈ V �

k ∈ N�

 ��
�� �� X(k) 	 ���	
� 
	��
� �	
�	��� ���� 	 !�
�
���� ����
�����
� 	�

���� ����	�� k ∈ N� ����� X(k) ∈ {0, 1}� "����� ��	� p0(k) 	�� p1(k) ���
�� ���

�

�	�������� 
� ��
 �
��������	
� ������ X = 0 	�� X = 1 	� ����
��� ���� ����	��

k� 
������������ #���� ��� ���	
� 
	��
� �	
�	��� X(k) �� ����
���� 	�$

X(k) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
1, ���� �

�	������ p1(k),

0, ���� �

�	������ p0(k),

%&�'()

���
� 0 ≤ p0(k), p1(k) ≤ 1 	�� p0(k) + p1(k) = 1�  ���� X̂(k) 	� 	� �����	�� 
�

X(k) ���� ��	�$

X̂(k) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
1, ���� �

�	������ p̂1(k),

0, ���� �

�	������ p̂0(k).

%&�'*)

"� �����	��
� �

����
� �� �



��� �

� +,,-. ����� ��	
	����� ��	� ��� ������	�

��
� 
� p̂0(k) 	�� p̂1(k) �
���
�� 	�����
���	��� �
 ��� ����
�� �	���� 
� p0(k) 	��

p1(k)� 
������������ /� 
���
 �

��� E[p̂i(k)] → pi(k) 	� k → ∞ �

 i ∈ {0, 1}� #���

,,*



������ ���	����� 
� �

�� �� ������

p̂i(k + 1) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
(1− α)p̂i(k) + α, 
� X(k) = i,

(1− α)p̂i(k), 
� X(k) �= i,

������

��� i ∈ {0, 1}� ����� α ∈ (0, 1) ������� ��� �����
�� ���� �� ��� ���
 ��
��  ������

!�� V̌ i(k) ��� Ěi(k) ������ ��� �		� ������ ���� ��� ��� ���� ��� ���	�

�� ��

���� i 
� ��� k"�� �����	��� 	�	��� �����	�

���� ��
	� ��� ��#��� ���

V̌ i(k) = V̂ i(k − 1) ∪ V̂ij(k − 1), ���$%��

Ěi(k) = Êi(k − 1) ∪ Êij(k − 1) ∪ {(j, i)}, ���$%��

��� ��� j ∈ N i(k)� &����
��� V̂ij(k − 1) ��� Êij(k − 1) ������ ��� ���� ��� ���

���� ��� �� ��� ���
 ���� �'��	��� 	�  ��
	��
�� ����� Ĝj ���	�

�� �� ���� j�

�����	�

���� ��
	� ��� ��	�

�� �� ���� i ���
�� 
�� k"�� ��	�

� 
����
�� Ri(k)� (���

�����

V̂ij(k − 1) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
V̂ j(k − 1), 
� δj > δi,

V̂ j(k), 
� δj < δi,

���$��

����

Êij(k − 1) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
Êj(k − 1), 
� δj > δi,

Êj(k), 
� δj < δi.

���$��

)�#�� P i(k) = [pirs(k)] �� ��� ���
 ��� �� ��� ������
�
��  ���
' P ���	�

�� �� ����

i 
� ��� k"�� �����	��� 	�	��� ����� pirs(k) ���������� ��� ���
 ���� �'
����	� �����"

�
�
�� �� ��� ���� (s, r) ∈ Ěi(k)� *�� ������ ���	����� ��� ��� ��� ���� �� P i(k) ��

��� i"�� ��� 
� ������ �� ����� �� ��� �������� ���
 ��
�� ���	����� ������ ������

��� k"�� �����	��� 
����
�� �� ��� i"�� ���� ������� +� ���� �� �
�� �� ������� ��

���



������ ���� 	
� ��� 
���� �����
�� 
	 P i(k) �
���� ���
 ��� i��� �
�� ���� pirs(k)

����� r �= i� �
�� ���� ��� �
�� ����
� �������� 
	 prs �� ��
������ �� 

�� r �����



 ������

 ������� ����� �� �� ������� ���� 

�� i ����� � ��� ��������� ��
��������


	 ���� (s, r) 	�
� 

�� r! �
�� ��� ���� 

�� ��� 

� �� �������� �


����� �
 

��

i� �
�� ���
 ���� � �
 �	 ����� �� �
 ���� 	�
� 

�� r �
 

�� i� ����� �� 

 �����

�
��� ���� 

�� i ���� ������ ����� � ��� ��
������ 
	 

�� r �
 ��� ����� � �
��� ���

�����	
��� 

�� i ���� ��� ��� ��������� ��
���������� ������ �� �� ��� 
�����
��
�



��� �
 ������ ��� �������� 
	 ��� �"����
�� ��
�������� 
	 ���� (s, r) �
 ��� �"�

������ �
���
�����

 ����� Ĝi(k)� #�
�� 

�� i ��
 ����� � ��$���
� ��������� 
	

prs 	�
� �����
�� 
�����
�� ����
� ��� ����� � �
��� ���� �� ��
��� �������
� �����


�����
� ��� ��� �
�� ����
� ��������� %
 
���� �
 �
���� ���� � ��� 

�� �������

��� �������� 
	 P ����� 

 ��� �
�� ����
� ���� � �������� ��� 

��

 
	 ��� ����

����� �����	 
	 � 

�� �� �
��
������ ��� ���� ����� �����" Qi = [qirs] 
	 

��

i �� � �����" ��
�� (s, r)��� �����
� �������
�� ��� ��
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�� �� ��� �
������� ����������� ������ P i(k) ��� ���
���� 
���� ������ Qi �� ��� i��� �����

�� ��� ��� (s, r) ∈ Ěi(k) 
�
�� �� r �= i ����
�� u∗ = ������u∈N i(k)∪{i}q

u
rs

�� qirs = qu
∗

rs

�� pirs(k) = pu
∗

rs

�� ���� �� r = i ����
�� qirs = k
	� �� s ∈ N i(k) ����

� pirs(k) = (1− α)pirs(k − 1) + α

��� ���� �� s /∈ N i(k) ����
��� pirs(k) = (1− α)pirs(k − 1)
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��	����� ����
 �� ��� ������� �
 ����� �� � ������������ ����������� ������

P (k) �
 ������

P (k) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0.7 0 0 p16(k)

p21(k) 0 0 0.9 0 0

0 p32(k) 0 0 0.9 0

0 0 0.8 0 0 0.95

0.9 0 0 0.9 0 0

0 0.8 0 0 p65(k) 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,  ��!!"

����� p16(k) = 0.7 + 0.25 sin(0.01k)# p21(k) = 0.7 + 0.2 sin(0.005k)# p32(k) = 0.6 +

0.1 sin(0.01k)# p65(k) = 0.6 + 0.1 sin(0.005k)# ��� k ∈ N ������
 ��� k��� �����	�
�

	�	��� $�� ��� ������ �� ��	� �����	�
� 	�	�� �� T = 6 
�	# ��� ��� ������ �� ��	�
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�� Ěi(k) = Êi(k − 1) ∪ Êij(k − 1) ∪ {(j, i)}
�� ��
 ���

�� ����� ��������� � �� ������ ��� �
������� ����������� ������ P i(k)
�� ��� ��� s ∈ V̌ i(k) \ {i} 
�

�� �� pirs(k) ≥ γ �� pisr(k) ≥ γ ��� 
��� r ∈ V̌ i(k) \ {s} ����

	� V̂ i(k) = V̂ i(k − 1) ∪ {s}

� ����

��� V̂ i(k) = V̂ i(k − 1) \ {s}
��� ��
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��� ��
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�
��� �� pirs(k) ≥ γ ����

��� Êi(k) = Êi(k − 1) ∪ {(s, r)}
��� ����

��� Êi(k) = Êi(k − 1) \ {(s, r)}
�	� ��
 ��

�
� ��
 ���

��� Ĝi(k) = (V̂ i(k), Êi(k))
��� κi(k) = K(Ĝi(k))
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���

�� ����	��� �� δi = i − 1 ��� i ∈ N6� �
� ������ α = 0.025 �� ��� 
���
	
� �����

��� �
��	�� �� ��� ������	
	�� ����	� P (k) �
�
� �	�� ��� ����
��� �� ��� ��������

�����
	���	�
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I(i∗, j∗) ∈ N|V̂ |2−|V̂ | ���� ����0

I(i∗, j∗) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
(|V̂ | − 1)(i∗ − 1) + j∗, 	� j∗ < i∗�

(|V̂ | − 1)(i∗ − 1) + j∗ − 1, 	� j∗ ≥ i∗�
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P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0.36 0.35 0.47

0.26 0 0.58 0.11

0.31 0.85 0 0.31

0.08 0 0.09 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. $��(�&

)���� 
� ��� ��
�
��� *�+ �������! κ̂(Ĝ) = 0.105 �
� ���� �������
! ����� (2, 4)
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