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I. Relacion de los miembros de la Universidad de Salamanca
participantes en el proyecto

Ana Garcia Flores
Victor Javier Raposo Funcia
José Ignacio Ifiiguez de la Torre Bayo

Marcelino Zazo Rodriguez

I1. Introduccion y objetivo

El presente documento presenta la Memoria de Ejecucion del Proyecto titulado
“Elaboracion de recursos digitales en la asignatura Electromagnetismo I”” concedido por
la Universidad de Salamanca en el contexto del “Programa de mejora de la calidad” en la
convocatoria de Ayudas a Proyectos de Innovacion y Mejora Docente del curso
2015/2016.

El programa de la asignatura Electromagnetismo |, impartida durante el primer
cuatrimestre de 2° de Fisicas, ha tratado hasta el momento de incorporar sugerencias al
alumno que le permitan desarrollar de una forma eficaz su proceso de aprendizaje. En
esta linea se han preparado ejercicios practicos, problemas, experiencias elementales,
lecturas recomendadas, consulta de péaginas “web” de contenido didactico... La
experiencia ha mostrado que el estudiante con estas ayudas ha desarrollado destrezas en
la resolucion de problemas descuidando el aprendizaje de las correspondientes teorias de
los fendmenos electromagnéticos.

Son varios los libros que se le proponen al alumno como bibliografia bésica,
cruciales para la buena marcha de la asignatura. Pero la practica es bien distinta. El
alumno se limita a tomar apuntes durante las clases, que en la gran mayoria de los casos
contienen grandes erratas y son incompletos. La labor posterior que debe realizar todo
buen estudiante pasa por completar sus notas tomadas en clase con la bibliografia
ofertada. Y esta situacion sabemos que la llevan a cabo un nimero muy restringido de
estudiantes.

Por tanto, el objetivo de este proyecto de innovacion es reforzar este punto débil
en el proceso educativo del estudiante mediante la elaboracion de guias y material
didactico (apuntes, presentaciones,...) a disposicién de los estudiantes, bien directamente



0 bien con acceso a paginas “web” dedicadas a este fin. De esta manera no debemos
preocuparnos de la toma de unos malos apuntes puesto que los tendran a su disposicion.
Las clases podrén ser mas dindmicas centrdndonos mas en las explicaciones y haciendo
mas hincapié en aquellos aspectos que lo requieran. Lo cual nos llevarad a un proceso de
retroalimentacion mejorando el material facilitado al estudiante con las aportaciones que

ellos mismos hagan durante el desarrollo de las clases.

I11. Metodologia y cumplimiento de objetivos

El objetivo de este proyecto de innovacion docente es la preparacidn de apuntes que sigan
en detalle todas las explicaciones que el profesor ha realizado durante las horas de teoria
en la asignatura de Electromagnetismo I. Pese a que al alumno se le proporciona una
bibliografia, durante el transcurso de las clases el profesor explica los conceptos siguiendo
uno u otro libro de la bibliografia propuesta segin los apartados que se traten en cada
momento.

Estos apuntes recopilan por tanto lo explicado durante las clases y hacen hincapié
en los siguientes aspectos: Objetivos de las explicaciones dadas, desarrollos matematicos
completos, aspectos fisicos subyacentes bajo los desarrollos, conclusiones obtenidas, ...
Todo ello especificando en detalle las paginas de los libros a los que pueden recurrir para
cada uno de los apartados y sugiriendo otras fuentes en donde puedan profundizar con
mas detalle lo explicado.

El proceso se retroalimenta con las dudas surgidas durante las clases impartidas.
Los comentarios hechos por los alumnos y las dificultades que han presentado, han
servido para hacer mas énfasis en los puntos que en una primera aproximacion no han
quedado suficientemente claros.

Los apuntes estdn accesibles al alumno a través de la plataforma virtual

https://moodle2.usal.es/course/view.php?id=3659. Se han puesto a su disposicion una vez

que se ha impartido cada uno de los temas y que se han puesto en comun las dudas
surgidas. Cada uno de los temas ha sido revisado por todos los profesores integrantes en
el proyecto con el fin de minimizar las posibles erratas cometidas, completar los aspectos
gue no hayan quedado claros o eliminar los excesos de informacion.

Los temas elaborados han sido


https://moodle2.usal.es/course/view.php?id=3659

1. LEYES BASICAS. Introduccion. Ley de Coulomb. Campo eléctrico. Ley de Gauss.
Potencial eléctrico. Condiciones de contorno.

2. DESARROLLO MULTIPOLAR. Dipolo eléctrico. Expresiones multipolares.

3. CONDUCTORES EN EQUILIBRIO ELECTROSTATICO Conductor perfecto en
equilibrio electrostatico. Sistemas de conductores: coeficientes de potencial, y
coeficientes de capacidad e influencia.

4. DIELECTRICOS. Tratamiento dipolar. Polarizacion. Vector desplazamiento
eléctrico. Clasificacion de dieléctricos. Condiciones de contorno. Campo en el interior
de un dieléctrico.

5. ENERGIA Y FUERZAS Distribucion de cargas puntuales en el vacio. Distribuciones
continuas de carga en el vacio. Energia en funcion del campo eléctrico. Sistema de
conductores. Fuerzas electrostaticas sobre conductores. Energia en presencia de
dieléctricos.

6. TEORIA DEL POTENCIAL. Ecuaciones de Poisson y de Laplace. Condiciones de
contorno. Unicidad de la solucién: Condiciones de Dirichlet y de Neumann. Método de

las imagenes. Separacion de variables.
A modo de ejemplo se presenta uno de los temas entregados en el Anexo II.

También se presentan en el Anexo 111 los comentarios hechos por los alumnos en las

encuestas de seguimiento del grado acerca de los apuntes facilitados.

V.- Memoria econdmica

Financiacién concedida: O€.

V.- Anexo |: Facturas y especificaciones.

No ha lugar por lo expuesto en el apartado anterior.



VI1.-Anexo Il.- Ejemplo de uno de los temas entregados al
alumno

TEMA VI
TEORIA DEL POTENCIAL

VI.1. Ecuaciones de Poisson y de Laplace
VI.2. Condiciones de contorno

VI.3. Unicidad de la solucion: Condiciones de Dirichlet y

Neumann
VI.4. Método de las imagenes

VI.5. Separacion de variables



VI.1. ECUACIONES DE POISSON Y DE LAPLACE

Hasta ahora, conocida una determinada distribucién de carga, hemos obtenido el
potencial o el campo por integracion, y a partir de uno u otro se utiliza E= —V(p. En
este tema, vamos a abordar distintos métodos para conocer el potencial, ya que no
siempre los problemas se enuncian de tal forma que resulte sencillo calcularlo por
integracién directa. Por ejemplo, podria darse la distribucién de carga inicamente dentro
de una region finita del espacio (siendo desconocida fuera de esta region) y los valores
del potencial en las superficies limitantes de esta region. En estos casos debemos recurrir
a las ecuaciones de Poisson y de Laplace. Ya las introdujimos en el Tema I para una
distribucién de cargas en el vacio. Veamoslas con mas detalle y con un planteamiento

general.

Dado que estamos en electrostatica, supongamos que tenemos un campo eléctrico
—_ — —>
conservativo, VX E = 0, y su correspondiente vector desplazamiento eléctrico, D. Si

consideramos un medio de comportamiento lineal, tendremos las ecuaciones:

- — — =

V-D = pg D=¢E E=-Vo
pudiendo ser € = f(¥) (no tiene por qué ser homogéneo).
Combinando estas ecuaciones obtenemos la “Ecuacion de Poisson™:
V- (eVo) = —pp

De esta forma podemos relacionar las cargas con el potencial en funcién de las

caracteristicas del medio material, dando lugar asi a la teorfa del potencial.
Llegados a este punto podemos encontrarnos con dos tipos de problemas:

— Conocidos € y @, calcular las densidades de carga. Este es un problema

sencillo que sélo implica derivacion.

— Problema inverso, en el que nos piden calcular el potencial. Es un problema
mucho mas complejo debido al caracter integral, a las particularidades de
medios no homogéneos, a no conocer la densidad de carga libre en todo el
espacio sino tal vez solo en una determinada regién mas unas ciertas

condiciones de contorno, ...

Particularicemos para el caso de trabajar un medio homogéneo e isétropo como por
ejemplo el vacio. En este caso la ecuacion de Poisson se reduce a:

p
V2= ——
¢ ="



Si ademas son conocidas todas las fuentes, la solucién del potencial sera la

superposicion del potencial creado por cada una de ellas:

(@) = 1f p(F’)dV

4mg, |F — 7|
Efectivamente:
V2o(F) = f o (F)V2 (L) Qv =2 f o) (—4m8(|7 — 7))V
4mey J,, |F— 7| 4mgy J,
__p®
€

A menudo estamos interesados en conocer el potencial no en todo el espacio sino
en una determinada zona libre de fuentes. Obviamente las fuentes estaran en otras zonas
del espacio ya que si no fuese asi el potencial seria nulo. Si consideramos el medio L.I.H.

llegamos a la ecuacién de Laplace:
Vip=0
Debido a la relativa simplicidad de esta ecuacion, el énfasis esta en resolverla. Esta
ecuacién aparece también en otros campos de la fisica, como la teorfa gravitatoria, el
magnetismo, la termodinamica,... Analizaremos posteriormente distintos métodos para

resolverla. Ahora la resolveremos en una dimensién, en donde @ (1) = @(x) siendo x

una variable cualquiera. En este caso:

VZ _dZ(p_ —
@—W—O:Mp(x)—Ax+B

donde A y B son dos constantes que se obtienen en cada problema segin sean sus
condiciones de contorno, es decir, segin sea el valor del potencial o de su derivada en

la frontera de la regién en la que deseamos conocer el potencial.

En una dimension es muy sencillo observar las siguientes propiedades:

1
- o) =lex+a)+ @x—a)]
es decir, la ecuacion de Laplace es un calculo del promedio del potencial;
asigna a un determinado punto el promedio de los valores del potencial de

su alrededor.

— La ecuacién de Laplace no tolera la existencia de minimos o maximos
globales en el volumen considerado. De existir estos, se deben colocar en la
frontera. Este resultado es una consecuencia del punto anterior, ya que si un
punto fuese maximo implicaria que serfa mayor que el valor en ambos lados
y no se podria obtener su valor como promedios.

Estas propiedades son también validos en 2D y 3D.



VI.2. CONDICIONES DE CONTORNO

Si no conocemos todas las fuentes, veremos cémo es posible determinar el valor
del potencial en una determinada zona del espacio si nos dan informacién adicional,
como por ejemplo, en la superficie que limita la regién en la que las fuentes si son

conocidas. Para poderlo demostrar vamos a hacer uso del Teorema de Green:

5
Sean @y w dos funciones escalares que nos permiten calcular el campo vectorial A =

o
@V1. Si aplicamos el teorema de la divergencia a este campo vectorial:

] ﬁ-ﬁdv=f A d3
4 S

y dado que V-A=T- ((p\?l/)) = V% + |7<p . |71/) obtenemos la 1* Identidad de

Green:
f (pV%h + Ve - Vip) dV = jﬂ o7y - dS
14 s
Intercambiando las funciones @y y:
j (YV2p + Vi - Vo) dV = 3§ YV - dS
14 s
y restando obtenemos la 2* Identidad de Green:
|, vt —urterav = ¢ (P - y) - as

Si usamos esta segunda identidad para determinar el potencial en una zona V en la que

conozcamos todas las fuentes, tendremos:

v - p: Densidad de carga de la cual
y
conocemos su valor Unicamente dentro del

<\
§°)

volumen V.

- 7 Punto fuente dentro de V. Las

integrales barren todo el espacio dentro de V

=

v

y en todo ese espacio p(7) es conocido

X (puede ser cero o no).

- 7: Punto donde quiero conocer el

potencial. Es un punto fijo dentro de V.

- Las funciones de las identidades de Green seran:

— . _1
=9 =R



conR = |F — 7|
La segunda identidad de Green queda:

J, (o @) -zme)ar =, (o7 (7)-570)-a5

donde, como vamos a integrar en todo punto de V, ¢ = @(#') dentro de la integral

luego el operador nabla deriva las coordenadas primas, V'. siendo

1
'z (—) = —4né(R
* 7 m8(R)
* Aplicando la ecuacion de Poisson general (sélo restrictiva a medios lineales)
V- (8 V’(p(f"’)) = —p()=>Ve Vo+eV2p=—p
Luego:

—p—Ve Vo
V2=
¢ €

(1 _ R ‘
4 (—) =R No aparece el signo

— porque operamos sobre las coordenadas primas.

Sustituyendo en la segunda identidad de Green resulta

[} Jotoamocn + 225w = § (og-TE) s

El

El primer sumando, como T’ recorre todo el volumen V, pasa por
f (p(?')(—4n5(R)) dV = —4mp(7)
14

De esta forma podemos obtener el valor del potencial en un punto del interior del

recinto acotado:
1 [ Ve Vo % 199 . 1 R-dS
Ron®™ " m) PR

L
D=—| —dV+—
() 471,[‘, Re +4TL’ v Re

Si el medio es homogéneo, V'e = 0 y € es una constante que puede salir fuera de la
integral, resultando en este caso:

= 2
g01-_47tsv R

Esta expresion nos permite conocer el potencial en un punto del interior de una

10d¢ ﬁ
- — ds
jg lR on

region acotada en funcién de:

Las cargas encerradas en V.

10



— El valor del potencial y de su derivada normal en el contorno. Estas
contribuciones pueden interpretarse como ciertas distribuciones de carga en
S que representan el comportamiento de las cargas desconocidas que residen

fuera del recinto. Estos valores reciben en nombre de “Condiciones de
Cauchi”

. 1. . .
Si§ — o0y @ cae al menos como - la integral de superficie se hace nula y recuperamos:

o) = ﬁjw

La expresion obtenida para el potencial requiere de excesivos datos. No todas las

p(™)
v

condiciones de Cauchi son necesarias para poder resolver el problema. Veamoslo con

un ejemplo.

En la ecuaciéon de Laplace en 1D obtuvimos que @(x) = AX + B. Si conocemos el
valor del potencial en los extremos (por ejemplo, en x=0, @(x) = 0,yenx =1, p(x) =

1), son condiciones suficientes para determinar el potencial:
ex=0=0=B=0
ox=1)=1=A=1
por lo que la solucién al problema serfa:
p(x) =x
No nos ha hecho falta dar informacién sobre d¢/dn en los extremos. Es mas, si

las diésemos, es posible que el problema no estuviera bien planteado y no tuviese

solucién.

Luego nuestra siguiente pregunta ha de ser: ;Cuantas de estas condiciones nos

deben proporcionar en un problema para garantizar que la solucién es tnica?

VI.3. UNICIDAD DE LA SOLUCION: CONDICIONES DE

DIRICHLET Y NEUMANN

Supongamos que tenemos dos soluciones, @1 y @,, distintas que verifican la
ecuacién de Poisson. Veamos qué condiciones debemos imponer para que ambas

coincidan.

V- (eVe,) = —pr

11



-

v (8 V(PZ) = —Pr
Definamos @ = @, — @, = V- (8 ch) =0, es decir, la funciéon @ verifica la

ecuacion de Laplace.

Utilizando la primera identidad de Green:
f (WV2p + Vip - Vo) dV = jﬂ YVo - dS
14 s
y tomando @ = @ y P = €@, obtenemos:
f (epV2¢ + 7(e@) - 17(/)) dv = % eV - dS
4 S

Si tenemos en cuenta que:
V(ep) = oVe+ el
y que @ es solucién de la ecuacion de Laplace:
V- (Vo) = 0= Ve Vo + V2
nos queda:

— — - a
f [(p(£|72<p + Ve Vo) + S(Vgo)z] av = f £go—(pd5
v s on

y dado que la suma del primer paréntesis es nula (por verificar la ecuacién de

Laplace):

S o\2 do
e(V dV=3€ ep—dS
J, 0w = w0y

Para que la solucién sea unica se necesita que @ = 0, y para ello hay distintas
posibilidades:

— @1y @, tienen el mismo valor en S. En este caso @|g = 0y por tanto:

dg
£ sfp%dS =0

S (2
Como fV £(V<p) dV es positivo, la tnica solucién para que sea nulo es que

ﬁ(p = 0. Lo cual nos lleva a que ¢ = @, + cte. Pero dado que en S @ = ¢, =

cte = 0 = el potencial es tnico.

Luego sélo dando el valor del potencial en la superficie S garantizamos que
la solucidén es tnica. Esta condicidon de contorno se conoce como “Condicion de

Dirichlet”.

— Sila condicién la imponemos sobre las derivadas parciales:

12



091
on

_9%
s on

N

igualmente obtenemos:
¢
—dS=0
jE “Pon

o
y nuevamente Vg = 0 = @, = @, + cte. Pero ahora no podemos imponer
que la cte sea nula. En cualquier caso, garantizamos la unicidad de la solucién en

V salvo el valor de una constante que carece de importancia.

Imponiendo el valor de @ /0n en S garantizamos la unicidad de la solucion.
A esta condicion de contorno se le conoce por “Condiciéon de Neumann”. Esta
condicién sobre la derivada normal del potencial, no es mas que una condicién

sobre la componente normal del campo.

— Nos pueden dar una mezcla de condiciones de Neumann y de Dirichlet, pero
hay que tener cuidado porque se puede dar el caso de que sean incompatibles
entre ellas, llegando a problemas que no tengan soluciéon por estar mal

planteados.

Sinos dan un problema bien planteado sabemos que su solucién es tnica y podemos
resolverlo. Para resolverlo podremos recurrir a distintos métodos. Veremos un par de

ellos.

VI.4. METODO DE LAS IMAGENES

Tal y como acabamos de ver, para conocer el potencial en un determinado recinto
necesitamos conocer la distribucién de cargas en el recinto y ciertas condiciones sobre

el potencial o su derivada normal en la superficie que limita el recinto.

Por otro lado, la ley de Coulomb nos permite obtener el potencial de una carga
puntual y la solucién verifica, por supuesto, la ecuacién de Poisson. Por tanto, la suma
de los potenciales individuales de un conjunto de cargas puntuales es soluciéon de la

ecuacion de Poisson.

Este hecho constituye la base del método de las imagenes. El objetivo es encontrar
un conjunto de cargas ficticias, denominadas cargas imagen, fuera del recinto donde
queremos conocer el potencial, que, junto con las cargas conocidas que estan dentro del
recinto, satisfagan las condiciones de contorno impuestas en el problema. En virtud de
la unicidad de la solucién, el potencial creado en el volumen V por el conjunto de cargas

reales mas las cargas imagenes, serda solucién unica del potencial. De esta manera, las

13



cargas imagenes (situadas fuera de V) simularan de alguna manera el comportamiento de

otras cargas fuente o del material presente.

Este método quedara mejor ilustrado por medio de ejemplos especificos. Resaltar

unicamente que:

— Elinconveniente reside en saber cuales son las cargas ficticias que debemos
colocar fuera de V. La experiencia adquirida al resolver los problemas

planteados hasta este momento nos ayudara.

— Las cargas ficticias, como su nombre indica, no existen de verdad. Tienen

que estar fuera del recinto donde queremos calcular el potencial.

— El potencial asi calculado sélo es valido en el recinto V, el recinto acotado

del que conocemos sus cargas reales y libres y sus condiciones de frontera.
Veamos algunos ejemplos:

v Carga puntual frente a un conductor plano, infinito y
conectado a tierra

Para calcular el potencial existen dos zonas bien

diferenciadas:
I d I
«—> — I: Zona limitada por la semiesfera del infinito y una
L — placa plana conductora infinita conectada a potencial
q x nulo. En su interior no hay nada y en el contorno ¢ =

0. La unica solucién posible de la ecuacion de Laplace es

— Vip=0=@=cte=0

— II: En esta zona, el potencial no sélo es el creado por
la carga q, sino también el creado por la carga inducida

negativa sobre la superficie del conductor.

Pero dado que no conocemos el valor de esa carga
inducida, nos preguntamos si puede existir alguna
distribucién de cargas que la sustituyan. Esas cargas deben

estar situadas fuera de la zona II.

Si suponemos que q > 0, las lineas de fuerza salen de g

y terminan perpendicularmente sobre el plano conductor.

14



Recordamos problemas hechos anteriormente. Las lineas de fuerza tienen un
aspecto muy parecido al de dos cargas puntuales, de igual
moédulo y  signo  contrario, situadas simétricamente

respecto de la posicién del plano conductor.

De esta forma, la solucién para el potencial en la zona
IT (x > 0) es la superposicién del potencial creado por dos
cargas puntuales: La carga ( situada a una distancia d del
plano y la carga imagen - q situada a una distancia —d:

q l 1
4mey |\[(x — d)? + y2 + 22

<P(xr 82 Z)x>0 =

1
_\/(x+d)2+y2+zzl

que, por ser suma de potenciales de cargas

2 il puntuales, verifica la  ecuacién de Laplace.
-q ., . ..
-q ﬁ_q Comprobemos también que verifica las condiciones de
—@4 © . contorno:
-d d _ _
(p(x - 0, y’ Z)x>0 -
1

_ 4
e, L/(_d)z +y2 + 22

T
dz +y?+z2

Por tanto, aplicando el teorema de unicidad de la solucién, @ es solucién y es nico.

Conocido @, podemos calcular el campo eléctrico como superposicién del campo

creado por las dos cargas puntuales:

B q [( x—d x+d )_) N
CAmey I\N((x = d)2 4+ y2 +22)3/2 ((x + d)? + y? + z2)3/2 U
Y _ y >ﬁ
+ (((x —d)2+y2+22)3/2  ((x +d)?+y2 + z2)3/2 Uy +

Z Z =
* (((x A +y2 42232 (x+d)2+y2+ 22)3/2) ”Z]

Y de las componentes del campo normales al plano, E}, aplicando las condiciones

de contorno, podremos obtener la densidad de carga del plano conductor:

o
Eyp —Eip = E_O = E2x(x=0+) - Elx(x:o‘) = EIIx(x:O) - EIx(x:O) = EIIx(x:O) -0

15



3 _q —d d
0 = &oFixe=0) = E(((—d)2 +y2+22)3/2 (d2 +y2 + 22)3/2)
_qd 1
21 (d? + y2% + z2)3/2

La carga total del plano sera:

qd (* (% dy dz qd (* 2nrdr qd 21
Q: JdS:—— = - — B i ——
2m 3 2m 3 27 d

—o00 v —00 (dz + yZ + ZZ)E 0 (dZ + r2)§

=—q
donde hemos integrado anillos de radio r desde cero hasta infinito para sacar la

carga total del plano.

Obtenemos que la carga del plano coincide con el valor de la carga imagen. Logico,

puesto que todas las lineas de fuerza que pasan por el plano terminan en la carga imagen.

También podemos obtener la fuerza que experimenta la carga q debido a la carga
del plano. Para calcularla, no debemos utilizar el campo anteriormente calculado, ya que
es el campo total, creado por la carga del plano y por la carga q. Si lo usasemos
estarfamos calculando también la autofuerza. Para obtener la fuerza podemos recurrir
también a la carga imagen:

- = - o =4 _q U
Fo = 4Eq(7y) = 4E-q(7%0) = 4 g pgya

v Carga puntual frente a un esfera conductora conectada a
tierra

Para calcular el potencial existen dos zonas bien diferenciadas:

I — I: Dentro de la esfera (r < a, tomando el origen de
1 a coordenadas en el centro). El unico potencial posible

esp =0.

v.0

A

_lj d — II: Fuera de la esfera (r = a). En esta zona, el
— potencial no sélo es el creado por la carga q, sino
también el creado por la carga inducida sobre la
superficie del conductor. Analizando las lineas de
fuerza, la experiencia que tenemos sugiere simular el
efecto de la esfera por una carga imagen puntual q’,
situada a una distancia b del origen. Como las lineas
de fuerza terminan en la esfera conductora, la carga q’

ha de ser negativa.

16



Con el fin de determinar las dos incognitas que tenemos, debemos aplicar

condiciones de contorno. Escojamos los puntos mas sencillos para determinarlas, M y
N:

P 1 q q
T
= =0
I1 Ou 4n50[d—a+a—bl
! —-b
N e q = — q = q = = — a
$ {.M — d—a a-b»> 1 qd—a
-a b q /a d

..........

. 1 q q'
— = =0
On 4neold+a+a+bl

q a—b 1
d+a qd—aa+b

Y operando despejamos los valores de q' y b:

, . a b= a

q = q d ) - d
Para un punto arbitrario, 7 € I, el potencial sera:
| T
5 q —1d
= +
() 4rey [(r? 4+ d? — 2rd cos 6)1/2 at a? 1/2
(rz +97 — 2r-cos 9)

Esta solucién sera unica si verifica las condiciones de contorno (no sélo en los
puntos M y N, sino en cualquier punto de la esfera conductora). Facilmente se puede

comprobar que, efectivamente,

|

a
q N —9a ~0
4mey|(a? + d? — 2ad cos )1/? a4 a? 1/2
<a2 +9z —2a-cos 9)

p(r=a)=

Podriamos, igualmente, calcular el campo y a partir de las condiciones de las

componentes normales del campo, las densidades de carga, y asf llegar a:
d? — g2 ]

3
(a? + d? — 2ad cos 9)2

q

o=-—
4mta

que, integrandola en toda la superficie esférica, nos permite obtener la carga de la
esfera conductora:

a
Qesfera =—-q E

La fuerza que la esfera ejercera sobre la carga puntual sera:
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A . Lo —q%ad -
Fq — qEQ(rq) — qEqI(Tq) = 47‘[80(d2 _ a2)2 uZ

Podriamos también invertir el problema. Es decir, que la carga q se encontrase
dentro de la esfera y para calcular el potencial en el interior, deberfamos colocar una

carga imagen en el exterior de valor q'y a una distancia b > a.

v' Carga puntual frente a un esfera conductora aislada sin carga

neta
Ahora la esfera tendra un potencial, que sera el que le
I N H corresponda, no tiene porqué ser cero. Pero por ser
—» conductora ha de ser constante en toda ella. Si el potencial
. d fuese cero, como en el problema anterior, pondriamos una
‘ d g carga imagen q' a una distancia b:

gl p®

Ty ~d
y la superficie conductora tendrfa una carga
q'=- q 1 q repartida por su superficie de valor total igual a q'.
_b d_’ 2 Pero ahora la carga neta de la esfera debe ser 0. Para

ello nos basta situar otra carga imagen, q'', de valor
—q' para que la esfera no tenga carga. Para que las
condiciones de contorno se cumplan y la superficie esférica siga siendo una superficie
equipotencial, esta nueva carga imagen q'' = —q' debe estar situada en centro de la

esfera.

v Carga puntual frente a un esfera conductora aislada con
carga Q
Se repite el problema anterior, pero ahora la carga que debemos situar en el origen

sera

Q II: _ !
I q Q—q

\ Ao
2
4
-
0

A

18



v' Carga puntual frente a un esfera conductora a potencial Vo
Colocando q' en b aseguro que el potencial de la esfera es 0. Situando otra carga g’

en el origen de valor q"' = Vy4mega subimos el potencial a V

11 " I
a q q q
—> - —>

N\ 77
L

—

v.0
o
o,

v Linea infinita frente a un conductor plano, infinito y conectado

a tierra
La técnica de las imagenes no sélo es valida para cargas
1 d I puntuales. Imaginemos wuna linea infinita cargada
«—> uniformemente situada frente a un plano conductor infinito

—O—> conectado a tierra. Debido a la similitud con el problema de
+A ¥ una carga puntual, la carga imagen podemos adivinar que es

otra linea de densidad - A situada en —d.

II

Las
equipotenciales de este sistema son las que se observan
en la figura. Es decir, un plano en el punto equidistante

y el resto cilindros que no estan centrados en las lineas.

El potencial en la zona II es:

A Ty
In—
2mey, Ny

P =

19



v Linea infinita frente a un cilindro conductor

11 En este caso y dado que las equipotenciales de dos

I a lineas de igual densidad y signo contrario son cilindros,

+K_> podemos simular el cilindro conductor por una linea

< 1 » infinita de densidad de carga A’ =-A situada a una

distancia b del origen.

La esfera conductora puede estar conectada

II a cualquier potencial o puede estar aislada y

Q By b Y tener la carga que sea. I.En cualquier caso, por ser

$ 4 —» , conductora su potencial debe ser constante, y
-a b a d

por ese motivo

A a—b A a+b
2TE nd—a_27rso nd+a

Pp = Qo =

de donde deducimos facilmente la distancia a la que debemos situar la linea imagen

-A:

VI.5. SEPARACION DE VARIABLES

Utilizaremos este método en recintos libres de carga, lineales y homogéneos, en los
que conocemos las condiciones de frontera para ¢ o para d¢/0dn. En estos medios

tendremos que resolver la ecuacion de Laplace:
Vip =0

Por definicion, una ecuacién diferencial en derivadas parciales es separable si admite

una factorizacidén de la forma:

D (uq, up,uz) = Ug (ug) Uz (uz)Us(uz)

por lo que podemos escribir la ecuacién diferencial original en término de tres

ecuaciones diferenciales separadas para cada una de las variables, una para cada U;(u;)

En nuestro caso, la ecuacién de Laplace es separable en once sistemas de
coordenadas. Nosotros s6lo veremos tres de ellos: coordenadas cartesianas, esféricas y

cilindricas.
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SEPARACION DE VARIABLES EN COORDENADAS CARTESIANAS

En coordenadas cartesianas:
62 aZ 62

vz = + +
0x? dy? 0z?

yo(x,y,z) = X(x)Y(¥)Z(2)

por lo que sustituyendo:

Vip = YZdZX +XZd2Y +XYdZZ =0
=100 dy? dz?
(Las derivadas parciales se convierten en totales ya que cada funcién sélo depende

de una variable)

Dividiendo por el potencial:
1d?*X 1d?Y 1d?*Z

- il - =0
X dx? +Ydy2+Zdzz

Cada sumando solo depende de una variable distinta. Para que la suma de los tres
términos sea nula, cada sumando debe ser independiente de la variable, de modo que
cada uno de ellos lo podemos igualar a una constante, que escogemos en cada caso de

la siguiente forma:

1d%X 1d%Y 1d%Z

S8 ke ZS g2 2D 2 e
Xdxz2 7 vdy? Y Zdzz 7

de modo que verifican: K2 + Kf +KZ=0

Para que esta ecuacion se verifique, alguna constante ha de ser real y alguna imaginaria.

Incluso alguna puede ser nula. Asi, para la constante K, si:
K, real: K2 > 0 = X(x) = A, ef** + B e %X,
K, imaginario: K2 < 0 = X(x) = A, sin Kyx + By cos K,.x;
K2=0= X(x) =A,x + B,

Igual para el resto de las constantes. El valor de Ky, K, y K, se determina a partir de las

condiciones de contorno dadas, asegurandonos la unicidad de la solucién.

Hay muchas opciones que verifican la solucién y una combinacion lineal de ellas también

es solucion. El potencial sera por tanto:

ESDEDI ACNADAC

Fijemos las ideas con un ejemplo:
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Dos placas conductoras, conectadas a tierra y paralelas al plano XZ, estan situadas en

y=0yeny=a. Enx =0 cerramos las

Y _r: placas con otro plano conductor a potencial
7 Vo, segun se ve en la figura.
Las condiciones de contorno de este
v problema son:
0 ———— X

— % e,y =0)=0; px,y=a)=0
plx=0,y) =Vo; @x—00y)=0
Por la simetrfa de traslacién, el potencial no puede depender de z:
p(x,y,2) = @(x,y) = XY (y)

de modo que:

X 2y s
oz K gE=KY e KEHKG=0

Una constante sera real y la otra imaginaria. La real nos da como soluciones

exponenciales y la imaginaria senos y cosenos. Para escoger correctamente debemos

analizar el problema. Al variar y, partimos de @(x,y =0) =0, por lo que ird

aumentando hasta un cierto valor, para volver a disminuir y hacerse ¢(x,y = a) = 0.

Por el contrario, al variar x, partimos de @(x = 0,y) = V; y a medida que x aumenta el

potencial ira disminuyendo hasta desaparecer en el 0. Parece logico, que la variacion

con y sea periddica y decreciente con X:

K2 =K%  K?=-K?

Las soluciones para cada variable seran:
X(x) = A eX* + B e k¥
Y(y) = AysinKy + B, cos Ky
y una solucién al problema:
@(x,y) = [A,e** + B,e ¥*][A, sinKy + B, cos Ky|

Impongamos condiciones de contorno:

* px->0,y)=0=A4,=0

* ¢ox,y=0=0=B,=0

e p(x,y=a)=0=sinKa=0=>Ka=nr ®m=12-")

Llevando estas consideraciones a la solucion:

p(x,y) = C,exp (—%x) sin (%y)
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con G, = B A,

La solucién es valida para cualquier valor de n, luego la solucién general sera una

combinacion lineal de ellas:

o(x,y) = i Cpexp (—Ex) sin (%y)
n=1

a

Para calcular C), utilizaremos una condicién de contorno que todavia nos falta:
. . (nm
(= 0,3) = Vo = T2, Cusin () =V,

y para poder despejar los coeficientes €, multiplicaremos los dos términos por

. ni'mt .
sin (Ty) e integraremos entre 0 y a:

faV' n'n d_icfa_(nn)_ n'm 4
00smay y = nosmaysmayy

La integral:
sin #n
sin =n

J‘a_(nn)_ n'm Jy =
Osm —y)sin|—y|dy =

El sumatorio s6lo es # 0 para n’ = n. Asi podemos despejar Cy:

N e

0 sin=par

c Zfav in(=-y)d Vo 4 y=14v
= - sSin|\—— = — — cosnm) =
"Tal), a”) T —2 sin=impar

Luego basta hacer la suma a los n = 2i + 1 términos Vi € [0, o0)
Finalmente obtenemos la solucién a nuestro problema:
Wy 1 Qi+Dr \  [(Qi+Dr
p(x,y) = exp\ ———_— X |sin{———

m Lu2i+1 a
i=0

La solucidn sera tanto mas exacta cuantos mas términos sumemos.

Graficamente, las superficies equipotenciales se pueden observar en la siguiente

tigura:
LAY —
a TS "~~~ -—-—----
NI \\:\\\ Te——
VN ~ -
\ \ AN N =~
\ \ N ~ ~o
\ \ N ~
\\ \ \ \\ AN
\ \ N
! \ \ Y \
| \ \ \ \
L ‘ ! )
| I
| i / // /
V ! / / / i
// / // ’ //
/ 7 -
/ / 7/ 4 -
VY A e
— / e —=7
. //////////////
e e [N
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SEPARACION DE VARIABLES EN COORDENADAS ESFERICAS

En coordenadas esféricas:

V2_16<26)+ 1 6(_06)+ 1 0°
“r2or\" ar) " rzsinaag\°" " 8g) T 12 sin? 6 d¢?

vy, 6,9) = R(r)OO)2(p)

por lo que sustituyendo:

72 = 00— a(ZOR)Hqu - a(_ 969)+R9 L0,
= rzar\" ar r2singag\> " 30 r2sin2 6 dp?

Multiplicando por 1% sin® 6 y dividiendo por ¢:

sin? 6 d ( 2dR) sinf d ( 0d9)+ 1d?®
R dr r dr st

do =0

Edgoz B

0 db

La solucién se puede encontrar de igual forma que hicimos antes con las
coordenadas cartesianas. Sin embargo, dado que el primer sumando tiene dependencia

con las variables 1 y 8 los resultados son mucho mas complicados.

Nos vamos a restringir a problemas con simetria de revolucién alrededor de un eje

que tomaremos como e¢je z. En este caso desaparece la dependencia con el angulo ¢:

@(r,0,9) = o(,6) = R(r)6(6)

y la ecuacién a resolver es:

1d<2dR>+ 1 d(_ ed@)—o
Rdr r dr ®sin6 do St do/

Como cada sumando es funcién de una variable independiente diferente, cada una
de ellas debe ser igual a la misma constante K. Tomemos +K para la parte radial y —-K

para la angular, que debe ser periddica.

Para R nos queda la ecuacion:
2 °R + 2 aR KR=0
r dr? r dr N

Si tomamos como solucién R = Ar! y sustituimos obtenemos [[(I + 1) — K]R = 0
ydadoque R#=0=>K =I[(l+1).

Para @ tenemos:

! d(' 9d9)+l(l+1)@—0
sinodo \>"" 7 qo -

Las unicas soluciones posibles son para [ entero y positivo, incluyendo el 0: | =

0,1,2,-+-. La solucién de esta ecuacion son los polinomios de Legendre:
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O(6) = P;(cosB) con Py(cos@) =1,P;(cosf) = cosB,P,(cosh) =
%(3 cos?6 —1),--

Volviendo a la parte radial:

24 4o 2R I+ DR =0
r dr? rdr B

y tomando como solucién R = A,r", sustituyendo obtenemos la ecuacién
[[(l+1) —n(n+1)] = 0. Esta ecuacién tiene dos soluciones: [ =ny l=—(n+1).

Por lo que la solucién de la parte radial serd: R(r) = Apr™ + Byr~ D
La solucién general para el potencial sera:
p(r,0) = Z[Anr" + B,r~™*V]p, (cos 0)
n=0
Podemos interpretar algin término:
n=0=¢(,0)=A4,+ Byr!
siendo: Ay = Origen de potencial.

Bor~! = Potencial creado por una carga puntual situada en el origen de

coordenadas.
n=1= @(r,0) = A;rcosf + B;r ?cosf
siendo: A7 cos 8 = Potencial creado por un campo uniforme paralelo al eje z.
B;7 72 cos 8 = Potencial creado por dipolo con B Il i,

y as{ sucesivamente irfamos obteniendo todas las contribuciones del desarrollo

multipolar.
Veamos un ejemplo:

Calcular el potencial dentro y fuera de una esfera conductora descargada de radio a
que se introduce en el seno de un campo eléctrico inicialmente uniforme y paralelo al

eje z. Tomar origen de potencial en la esfera.

—_ —_— ——_—

—, El problema tiene simetria de revolucion

— alrededor del eje z. Las soluciones al potencial

seran:
I Dentro: ¢@(1,6) =0
- Fuera:
T o(r,8) = Z [Anr™ + Bpr= V] P, (cos 6)

n=0
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@(r,0) = (A + Bor 1) + (A;7 cos @ + Byr~2cos 0) + -+
Impongamos condiciones de contorno:

r»a=E = Equ, = @ = —Eyz + cte = —Eyrcos 0 + cte = A, = —Ey; Ajsq
=0

Esfera descargada = By = 0

Enr =a = ¢ = cte = No puede haber dependencia con cos 8 o sus potencias

= Los términos en cos 8 se deben ir anulando.

p(r=a,0)=0=A4,+ (—E;) acosf + Bja *cos 6 + Z B,r~™*VP (cos )

n=2

=B,=0 n=2
:)Bl=E0a3
= A, =0

De esta manera encontramos el potencial en todo punto del espacio:
a3
@(r,0) = —Eqrcos6 + Eg—cos 6 Vr=>a
r

p(r,0)=0 Vr<a

SEPARACION DE VARIABLES EN COORDENADAS CILINDRICAS

En coordenadas cilindricas:
72 :11<ri)+16_2+6_2
ror\ ar/ r2d¢p? 0z
yo(r,@,z) = R(r)®(p)Z(2)
por lo que sustituyendo y operando:
1d ( dR) 1 d*® 1d*Z

——(r—]+ +-———=0
rRdr\" dr ré2dde?  7Zdz?

Para problemas con simetria traslacional, @(r,¢,z) = @(r,9) = R(r)®(p)

En este caso la ecuacidn a resolver es:
rd dR 1d%®
——(r —) gy
Rdr\ dr/ ®d¢?

cuya solucién general es:

[ee)

o(r, @) = Z [A;, ™ + B, v "™][C,, sin @ + D,, cos ¢]

m=0
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Si ademis el problema tiene simetria de revolucion, @(r,¢) = @(r) = R(r)

d( dR)_0
dr rdr N

cuya solucién es: @(r) = ALnr + B

La ecuacidn a resolver es:

En cada caso, las constantes se obtienen imponiendo las condiciones de contorno.
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VI1I1.-Anexo Il1.- Comentarios de los alumnos

v

... La profesora muestra mucho interés porque nosotros aprendamos, y no soélo explica
las clases en pizarra (y sin remitirse a simples diapositivas como es habitual) sino que

ademas nos proporciona apuntes y ejercicios con las soluciones numéricas. ...
Los apuntes proporcionados por la profesora son muy buenos, recomendables.

Los apuntes facilitados por la profesora son muy buenos: muy completos y con dibujos

que ayudan a comprender el contenido. ...

La idea de subir los propios apuntes de la profesora ayuda en gran medida a tener una
gufa (mas clara que los apuntes de clase que se tienen que tomar muchas veces deprisa
y mal por necesidad de dar todo el temario), y me parece que deberia seguir siendo asi

para otros afios.
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