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Resumen

En el articulo Cf.[Robles, G. y Méndez, J. M., 2014a] se definen
ciertos postulados seméanticos como correspondientes a un nimero de te-
sis relacionadas con el Modus Ponens y el Modus Tollens, dada la légica
DW y la semantica para esta. El objetivo del presente trabajo es probar
esta afirmacion, es decir, procurar las pruebas para, tanto la validez de las
tesis correspondientes, como del ajustamiento candnico de los postulados.
Adicionalmente, en Cf.[Robles, G., 2006] se desarrolla con pormenor y
minuciosamente el sistema B+, y a fin de llevar a cabo el objetivo ante-
rior se desarrollard de la misma manera, pormenorizada y minuciosa, los
sistemas B y DW a partir del trabajo citado. Como complemento se ha
incluido un breve contextualizacién y discusién de los conceptos esencia-
les sobre los que se apoya el trabajo y las logicas desarrolladas como son
las siguientes nociones: logicas de la relevancia, la semantica relacional
ternaria o las logicas de la relevancia profunda. A modo de apéndice se
ha incluido también una breve bibliografia comentada de las obras mas
importantes en relacién con el trabajo.

Abstract

In the paper Cf.[Robles, G. y Méndez, J. M., 20144] it is claimed
that certain semantical postulates are the corresponding ones to the ax-
ioms Modus Ponens, Modus Tollens and some theses related to them,
given the logic DW and its semantics. The main aim of the present work
is to prove this claim. In order to fulfill this aim we lean on Cf.[Robles,
G., 2006] where Routley and Meyer’s basic positive logic B+ is thor-
oughly explained. We shall develop the logics B and DW with similar
detail (B is a negation completion of B+, and DW an extension of B). A
brief discussion of some essential concepts useful for the contextualization
of the present work is included; for example, relevant logics, ternary rela-
tional semantics or deep relevant logics. Finally is also included a selected
bibliography which is briefly commented.
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1 Introduccion

Dado el caracter técnico del trabajo se ha preferido buscar una forma expositiva
lo mas informativa posible. Por ello el trabajo se encuentra dividido en tres
partes diferentes, a saber: Una parte de contextualizacién meramente tedrica
para exponer los conceptos fundamentales de las logicas tratadas y otras dos
partes que se corresponderian con el cuerpo del trabajo propiamente dicho, que
se ocuparian, a su vez, la primera, de la formalizacion de las logicas con las que
mas adelante se desarrollaran los postulados seménticos, elementos centrales del
trabajo, en la tercera y dltima parte.

Parte 1
Contextualizacion

2 Caracterizacion de las légicas de la relevancia

Una de las cuestiones que siempre han resultado problematicas en la logica
clésica, o méas bien en su interpretacion, es, precisamente, la de interpretar
una nocién tan basica como la del condicional. A pesar de tratarse de uno de
los elementos méas béasicos de toda logica, este, el condicional, sigue, a dia de
hoy, suponiendo un problema en lo que a su interpretacion se refiere. Se pueden
encontrar numerosos ejemplos de este problema como por ejemplo el que residiria
en la obra de W. Quine.

Sin embargo, para el tema que nos ocupa, las légicas de la relevancia, este
tema vendria en un segundo término. El primer antecedente de las légicas de la
relevancia al que habriamos de remontarnos lo encontramos en 1932 en la obra de
C. I Lewis (Cf.[Lewis, C. I. y Langford, C. H., 1959]). El trabajo de Lewis
residia en la eliminacién de las paradojas del condicional material, presentes
desde siempre en la logica clasica y un escollo a ser superado segin Lewis. Este
tipo de paradojas son condicionales tautolégicos, es decir, siempre verdaderos,
independientemente de cuales sean su antecedente y su consecuente. Paradojas
del condicional material serian, entonces, condicionales con la siguiente forma:

P—rq—p

-p =P —q

(p—=aq)Vig—r)

Este tipo de estructuras son las que impulsarian el esfuerzo de Lewis y produ-
cirfan a su vez el desarrollo de la famosa cadena de sistemas S1-S5, las logicas
modales disenadas por Lewis. En estos sistemas, Lewis pretendia eliminar es-
te tipo de paradojas cambiando lo que se entiende por condicional, es decir,
sustituyendo la nocién de implicacién por una distinta.

Pese a la buena voluntad y el inmenso trabajo de Lewis, sus sistemas de
la implicaciéon estricta produjeron a su vez un nuevo tipo de paradojas, las
llamadas paradojas de la implicacién estricta. Este tipo de paradojas, al igual



que las anteriores, producen un argumento verdadero independientemente del
valor de verdad que tengan antecedente y consecuente. Los ejemplos clasicos de
paradojas de la implicacién estricta serian:

DPATP =g

P—eq—q

p—qVq
Llegados a este punto, Lewis daria, al menos en parte, su trabajo por concluido,
y es que, segun él, la légica siempre habria de contener algin tipo de paradoja
de este determinado estilo, y es que, o bien no serian eliminables, o bien para eli-
minarlas seria necesario renunciar a algin principio basico de lo que entendemos
por implicacion. Sin embargo, a pesar de la resolucién de Lewis de considerar
la investigacion sobre las paradojas del condicional como finalizada, esta no ter-
minaria aqui, pero para entenderla en su totalidad hemos de volver de nuevo al
planteamiento de Lewis y retomar un aspecto que habiamos dejado de lado.

Parte del trabajo original de Lewis no consistié sélo en analizar y descubrir
las paradojas del condicional material, sino que, ademés de esto, su trabajo de
desarrollo de la implicacion estricta vino motivado al proponer interpretaciones
de los condicionales clasicos. Es ampliamente conocido su ejemplo que dice como
sigue: “Si la luna es un queso de bola, entonces dos y dos son cuatro”. Dentro
de la logica clésica este condicional, de forma A — B, seria valido, ya que un
condicional solo sera falso cuando el antecedente sea verdadero y el consecuente
falso. Con ello, este condicional interpretado, siguiendo la definicién habitual
del condicional, seria verdadero, a pesar de su clara naturaleza paraddjica y
absurda. Este seria otro de los motivos que llevé a Lewis a desarrollar su impli-
cacion estricta, con las consecuencias que ya hemos visto antes. De este punto
es precisamente de donde habriamos de partir para encontrar lo que a dia de
hoy se conocen como légicas de la relevancia, y es que en el ejemplo de Lewis
podemos encontrarnos con algo que daria pie a toda una nueva forma de pensar:
antecedente y consecuente no son relevantes entre si.

La idea de eliminar la desconexién entre antecedente y consecuente ya se
encuentra en la implicacion estricta de Lewis, pero su consecucion total la con-
seguiria A. Anderson y N. Belnap al desarrollar su sistema relevante R y el
sistema de la implicaciéon E. Estos dos sistemas, los primeros sistemas relevan-
tes de gran difusién', dieron pie al desarrollo de las 16gicas de la relevancia que
se verian impulsadas por el trabajo, entre otros, pero sobre todo, de R. Routley
v R. Meyer.

Por ahora hemos visto como se llega a la creacién de las logicas de la rele-
vancia, pero no qué son estas propiamente dichas, a pesar de que ya hemos dado
algunas pinceladas de que caracteristicas tienen. Una de las més importantes,
sin dudad alguna, es que suponen la culminacién del trabajo de Lewis, y es que,
en toda logica de la relevancia no aparecen las paradojas de la implicacion?.
Hasta ahora hemos desarrollado una idea intuitiva de lo que son las paradojas

1 Para la primera axiomatizacién de un sistema relevante puede consultarse Cf.[Dosen, K.,
1992]

2Para un listado de los tipos de interpretaciones de las paradojas eliminadas se puede
consultar Cf.[Routley, R., Meyer, R. K., Plumwood,V. y Brady, R. T., 1982]



de la implicacion, pero dado que en este momento las damos por eliminadas,
parece correcto definir exactamente lo que estas son y qué se estd eliminando
exactamente en las logicas de la relevancia. Asi, decimos que, A — B es una pa-
radoja de la implicacién si A y B no tienen al menos una variable proposicional
en comun.

Sin embargo, el hecho de la ausencia de paradojas no es la tnica caracteris-
tica notable de las logicas de la relevancia. Para observar sus caracteristicas lo
mejor que podemos hacer es exponer las caracteristicas que Anderson y Belnap
dieron a su sistema de la relevancia original, R. Este sistema posee una doble
caracterizacion de la relevancia, una caracterizacion de tipo sintactico, es decir,
el uso de las premisas en las reglas de derivacién de un calculo de deduccién na-
tural, y una caracterizacion semantica basada en la definicién de paradoja de la
implicacién que hemos apuntado antes. La caracterizaciéon sintactica podriamos
expresarla de la siguiente manera:

Caracterizacion Sintactica: 41 — (... —» (4, — B)...) se considera como un
teorema de la logica de la relevancia si cada A4; (1 <4 < n) se usa en la prueba
de Bj; i. e: en la prueba de B han de ser usadas todas las premisas de los
condicionales anteriores.

Por otra parte la caracterizacién seméantica podriamos expresarla como sigue:

Caracterizacion Semantica: Si A — B es un teorema de la logica de la rele-

vancia, entonces, A y B han de compartir, al menos, una variable proposicional;
i. e: no se puede dar el caso de que en un teorema de la légica de la relevancia
antecedente y consecuente no tengan nada en comun.
Esta caracterizacién que Anderson y Belnap llevaron a cabo de la légica de la
relevancia R supuso la base para la caracterizacién que mas adelante se haria de
todas las logicas de la relevancia. Para el desarrollo de estas, la caracterizaciéon
semantica se ha mantenido, pero se ha buscado una nueva forma de expresarla.
Esta nueva forma es lo que se ha llamado como Variable Sharing Property o VSP
de acuerdo a sus siglas. A falta de una traduccion estandarizada al castellano
podemos entender esto como la propiedad de compartir variables, aunque por
esto mismo haremos referencia a ello por el nombre original. Esta propiedad
vendria definida de manera muy similar a la caracterizacion seméntica de R que
diesen Anderson y Belnap.

Variable Sharing Property: Sea S una logica definida sobre un lenguaje L. S

tiene la VSP si en todos los teoremas de S de la forma A — B, Ay B tienen al
menos una variable proposicional en comun.
De esta manera, esta propiedad® provoca la desapariciéon de las paradojas de
la implicacion tal y como las hemos definido antes. Con todo, hemos dado el
primer y mas importante paso para la caracterizacion total de las logicas de la
relevancia: Hemos eliminado las paradojas de la implicaciéon y hemos definido
la VSP, elemento central de su caracterizacién. Después de esto nos faltarian al
menos dos puntos, a saber, la ausencia de piezas sueltas y la paraconsistencia
de las légicas de la relevancia.

3Las pruebas de que las légicas de la relevancia, empezando por R, tienen esta propiedad
se pueden encontrar, de la manera mas sistematica, en Cf.[Robles, G. y Méndez, J. M.,
2012], pero la primera prueba aparece en Cf.[Belnap, N. D. Jr., 1960]



La ausencia de piezas sueltas consistiria, someramente, en la propiedad de
que no aparezca nunca una variable proposicional de forma solitaria. La ausencia
de piezas sueltas la podemos definir de la siguiente forma:

Ausencia de piezas sueltas: Si A es demostrable en R, es decir, es un teore-

ma, que no tiene conjunciones como antecedente y no tiene disyunciones como
consecuente, entonces todas las variables proposicionales que aparecen en A lo
hacen al menos una vez como antecedente y una vez como consecuente.
Este concepto, tal y como se puede comprobar, sirve de importante refuerzo
para la VSP que ha sido tratada mas arriba, haciendo que las logicas de la
relevancia tengan a su vez un criterio de relevancia superior, lo que potencia
aun més su faceta de eliminacion de las paradojas de la implicacién, ya que tal
y como se puede observar, la propiedad de carecer de piezas sueltas provoca que
no se pueda conseguir una interpretaciéon de un condicional como la que hizo
Lewis®.

Para alguien versado en las logicas de la relevancia seria facil sefialar ahora
mismo un punto conflictivo, ya que hemos dicho que las légicas de la relevancia
tienen tanto la VSP como la ausencia de piezas sueltas, sin embargo, es facil
encontrar varios sistemas, aceptados como relevantes, que, o bien tienen la VSP
y a su vez tienen piezas sueltas, es decir, carecen de la propiedad de la ausencia
de piezas suelta, o por otro lado no tienen la VSP pero si la propiedad de la
ausencia de piezas sueltas. Sin embargo, esta omision esta realizada de manera
totalmente consciente, ya que lo que se pretende es dar una visién general,
dejando, por ello, a un lado las consideraciones sobre sistemas que quedan fuera
del espectro més aceptado de légicas de la relevancia®.

El dltimo punto que ha de tratarse para caracterizar de forma absoluta las
logicas de la relevancia es la paraconsistencia. Uno de los trabajos de Lewis
tuvo que ver con la paradoja de la implicaciéon que se produce con la regla
Ez Contradictione Quodlibet o ECQ. Segun esta regla, de una contradiccion se
seguiria cualquier afirmacion; i. e A A =A + B. Tal y como hemos definido
las paradojas de la implicacién antes, la regla ECQ daria, sin lugar a dudas,
a, potencialmente, infinitas de ellas. La eliminacion de esta regla produce lo
que cominmente se conoce bajo el nombre de légicas paraconsistentes, y dado
que se trata de una paradoja de la implicacién, no existe en las logicas de la
relevancia, con lo cual podriamos, sin ningtin problema, afirmar que toda légica
de la relevancia es a su vez paraconsistente, pero no al revés. Este tema fue
de vital importancia tanto para Lewis, famosa es su prueba del funcionamiento
de la regla ECQ, como para Anderson y Belnap, los cuales llevarian a cabo
una revision intensiva de los sistemas II y II' que inclufan la llamada regla -,
equivalente al silogismo disyuntivo®. Pese a la importancia de estas cuestiones de

4Para la prueba de la ausencia de piezas sueltas puede consultarse Cf. [Robles, G. y Mén-
dez, J. M., 2012] dado su caracter sistemético, sin embargo, la primera prueba apareceria en
Cf.JAnderson, A. R. y Belnap, N. D. Jr., 1975]

5Las referencias a sistemas que no cumplen estas propiedades pueden encontrarse también
en Cf.JRobles, G. y Méndez, J. M., 2012], asi como una vision del hecho que representa
la falta de alguna de estas propiedades

6Es posible consultar la discusion acerca de la regla v en Cf.[Dunn, J. M. y Restall,



paraconsistencia y la admisibilidad de determinadas reglas, hemos de terminar
aqui, dado que la propia discusiéon mereceria un apartado por si misma y, desde
luego, bastante més extenso.

3 Conceptos esenciales de la seméantica relacional
ternaria

Ha sido mencionado con anterioridad que una de las méas grandes influencias en
las logicas de la relevancia tras el trabajo de Anderson y Belnap proviene de los
desarrollos de Routley y Meyer. Sin duda alguna, uno de sus avances que més
fructifero ha podido resultar es lo que se conoce bajo el nombre de Seméntica
Relacional Ternaria’. Este tipo de seméantica surge como la opcién para tratar
la 16gica bésica disenada por los autores, asi como todas sus extensiones, siendo
posible llegar a emplearla en légicas relevantes anteriores, como E o R citadas
con anterioridad.

Esta seméantica indubitablemente rememora la seméntica desarrollada por
S. Kripke, que es una de las llamadas semanticas relacionales. El trabajo de
Kripke, anterior al de Routley y Meyer, tenia como intencién dar cuenta de
las légicas modales, entre las cuales se encontrarian las que habrian surgido
desde el trabajo de Lewis, es decir, la famosa cadena de sistemas S1-S5 que
hemos citado antes. Para ello disen6é una semaéantica en la cual los conceptos
de posibilidad y necesidad venian expresados en base a los llamados mundos
posibles. La forma de entender estos dos conceptos, definidos como operadores
logicos, era la de relaciéon entre distintos mundos en los que puede valorarse
de modo diferente una o mas formulas bien formadas. A esta idea subyace la
concepcion de Kripke de que aquello que sea necesario, inevitablemente, sera
verdad en todos los mundos posibles. Asi, dentro de la semantica de Kripke, se
define una relacién de accesibilidad entre los distintos mundos. Esta relacion se
puede entender de dos formas: tomando un mundo como referencia o sin hacerlo.
Para la primera opcion, es decir, tomando siempre como referencia un mundo
posible en particular, el llamado mundo actual, se compararian los demas, que
son considerados como variaciones de este, con el mundo actual. Mientras que
para la segunda opcién no se estableceria un mundo que sirviese como referencia
fija.

La relacion de accesibilidad definida por Kripke para su seméntica es una
relacién binaria, es decir, se trata de la relacion que se define en el conjunto
de los mundos posibles cuya funcion es la de determinar que mundos estan
relacionados con cuales. Sin embargo, la relaciéon que es definida por Routley
y Meyer se trata de una relacién ternaria, tal y como indica el propio nombre
de la seméntica. Esta relacion, al igual que la de Kripke, puede o no tomar
un mundo como referente, o bien trabajar sin una referencia constante. Si bien

G., 2002

"Dado que la parte técnica posterior estd basada en su totalidad en la semantica relacional
ternaria prescindiremos aqui de explicar los rudimentos técnicos optando por una visién mas
expositiva, ya que estos pueden ser ficilmente comprendidos en el desarrollo que prosigue



el trabajo de Kripke parece tener un arraigo claro en ideas filosoficas, el de
Routley y Meyer resulta més dificil de interpretar, dado que la propia relaciéon
ternaria, aunque de increible potencial técnico, resulta mas contraintuitiva. El
propio trabajo original, que apareci6 en Cf.[Routley, R. y Meyer, R. K,
1973], proponia como interpretacion para la relacion ternaria Rabe siy solo si ¢
es accesible desde a y b; o dicho de otra manera, si y solo si a y b son compatibles
con ¢, o conversamente si y so6lo si ¢ es compatible con a y b.

Podemos a la vez dar una interpretacién algo mas técnica de la propia re-
lacién. Sea R la relacién de accesibilidad y a,b y ¢ tres mundos posibles cua-
lesquiera. Si escribimos Rabc, estariamos estableciendo una relacién entre los
mundos posibles a, b y ¢. A la hora de interpretar un condicional cualquiera,
por ejemplo, A — B, podriamos expresarnos de la siguiente manera:

aEA—-BybEA=cEB
Con lo que aqui nos encontrariamos es que, si el condicional es verdadero en
el mundo a, y este encuentra el antecedente dentro del mundo b, entonces,
necesariamente, el consecuente ha de estar en el tercer mundo de la relacién
establecida c.

A la relacion R habriamos de sumarle también un caso especial de la rela-
cién ternaria, la llamada relacién de orden, representada por <, que indicaria
que, si el primer miembro de la relaciéon R pertenece a O, entonces el segundo
miembro se encontraria dentro del tercero; i. e: Dada la relacion Rxaby x € O,
a < b, significaria que, entendidos como mundos posibles, el mundo posible a
se encuentra dentro del mundo posible b, siendo O el conjunto de situaciones
regulares en las que los teoremas son validos®.

Pese a todo, la semantica de Routley y Meyer no acabaria aqui, sino que
encontrariamos un asunto a tratar adicional, y es lo que se conoce bajo el nombre
de Operador Routley, habitualmente representado por la figura de un asterisco
(*). Este operador seria la forma de tratar la negaciéon de la Seméntica Relacional
Ternaria, y su inclusién se deberia a la pretension de usar la llamada negacién
de De Morgan, en vez de la negacién estdndar desarrollada por Boole y usada
en los modelos de Kripke®.

El Operador Routley es una funcién llamada de reversion'®, que dado un
mundo posible a, entonces ax seria la imagen reversa de a; i. e: ax seria un
mundo posible en el cual tendrian cabida todas aquellas formulas cuya negaciéon
no se encuentra en a. Supongamos entonces lo siguiente:

Sea a un mundo posible cualquiera y A una afirmacion cualquiera. Entonces
tendriamos:

alE=A=axF-A
O en el caso contrario:

aF A= axE=-A

8Siguiendo la definicién que se hace en Cf.[Routley, R., Meyer, R. K., Plumwood,V.
y Brady, R. T., 1982]

9Es importante el hecho de que los modelos de Kripke que se desarrollan bajo caracteristicas
intuicionistas no tienen una negaciéon Booleana

10¢Cf.[Routley, R., Meyer, R. K., Plumwood,V. y Brady, R. T., 1982]



Dado este ejemplo, en el caso de que a fuese idéntico a ax; i. e: a = a*, entonces
a seria consistente y completo en el sentido clasico, mientras que si se produce
el hecho de que a es distinto de ax; i. e: a # ax*, a podria ser inconsistente; i. e:
al= A, ax ¥ A= a £ ax, incompleto; i. e: a ¥ A, ax = A = a < a*, 0 ambas
cosas a la vez.

4 Logicas de la relevancia profunda

Dentro de las légicas de la relevancia podemos encontrar algunos determinados
subtipos de estas logicas y, precisamente, el sistema en el que se desarrolla
el trabajo, DW, pertenece a un subtipo particular conocido como légicas de
la relevancia profunda. Al igual que ocurria con la VSP, tampoco existe una
traducciéon aceptada al castellano del término depth relevance logics, asi que por
ello la notacién puede parecer poco precisa al usar indistintamente términos que
pudiesen ser igual de validos como logicas de la relevancia profunda o logicas
relevantes de profundidad.

Este tipo de légicas fueron desarrolladas en un primer momento por R.
Brady, cuyo propésito principal era el de desarrollar unas determinadas logicas
de la relevancia en las cuales pudiesen basar lo que se conoce por el nombre de
Teoria de conjuntos intuitiva no trivial'!, es decir, una teoria de conjuntos que
pudiese contener paradojas sin que ello supusiese el colapso de la teoria, lo que
implicaria que toda proposiciéon seria demostrable en la teoria. Para cumplir
su objetivo definiria una jerarquia de sistemas'? que cumplirian con lo que se
conoce bajo el nombre anglosajon de depth relevance condition, traducido al
castellano por condicién de la relevancia profunda, y que quedaria definido de
la siguiente manera:

Condicion de la relevancia profunda: Sea S una légica proposicional con

las siguientes conectivas: —, A,V y —. S tendra la condicién de la relevancia
profunda, o serd una légica profundamente relevante, si en todos sus teoremas
de la forma A — B hay al menos una variable proposicional p, tal que la
profundidad de p en A es la misma que la profundidad de p en B.
Con esta definicion debemos explicar un concepto mas para poder entender de
manera total el concepto de las logicas de la relevancia profunda: el concepto
de profundidad de una subférmula dentro de una férmula. Para ello tendriamos
las siguientes definiciones'?:

(D):d[A,A] =0

(IT): si d[-B, A] = n entonces d [B, Al =n

(IIT): si d[B A C, A] = n entonces d[B,A] =d[C, Al =n

(IV): si d[B — C, A] = n entonces d[B,A] =d[C,Al =n+1
Donde d denota la profundidad de la subférmula, el primer término dentro de
los corchetes, dentro de la formula, el segundo término dentro de los corchetes.

1 Non-trivial naive set theory

12¢f.[Brady, R. T., 1992]

13Brady define las reglas solo para las conectivas —, A y -, pero resulta facilmente extensible
para la conectiva que deja fuera: V



Con esto quedarian perfectamente caracterizadas las logicas de la relevancia
profunda.

Es importante a su vez senalar que sistemas de gran importancia como lo
son R, E o T fallan a la hora de cumplir con la condicién de la relevancia de
profundidad™.

5 Aplicaciones

Desde el primer desarrollo de las logicas de la relevancia estas han demostrado
tener una capacidad muy elevada en cuanto a sus aplicaciones, sobre todo dentro
del campo de la informatica o la teoria de la informacién. Esto se puede ver
facilmente ya en los primeros trabajos del propio Belnap, destacando de entre
ellos una aplicacién directa hacia la forma en la que los ordenadores deberian
trabajar'®. Una propuesta mas moderna es la implementada por E. Mares'6,
centrada sobre todo en la teoria de la informacion.

Fuera de estas aplicaciones habituales en el campo de la légica moderna
también nos encontramos con aplicaciones mucho maés clésicas, pertenecientes a
la matematica, como son las mostradas por Z. Weber, cuyo empeno sirve para
entender los cardinales transfinitos en la teoria de conjuntos paraconsistente!”,
eso sin olvidar nunca el gran trabajo de Brady, ya citado antes, en su intento
por fundamentar una teoria de conjuntos intuitiva no trivial'®.

Pese a todo, lo que mas nos interesa en este momento es definir las aplica-
ciones de los postulados seméanticos correspondientes definidos en este mismo
trabajo, ya que estos son lo que nos ocupa de lleno y requieren de una justifica-
cion. El concepto de postulado seméntico correspondiente fue dado por primera
vez por Routley y Meyer en Cf.[Routley, R., Meyer, R. K., Plumwood,V.
y Brady, R. T., 1982, Cap. 4]. La utilidad de este concepto radica en que,
dado el axioma correspondiente, la adicién del postulado dentro del modelo
correspondiente, avalaria la correccién y la completud respecto de dicho mode-
lo. Asi los postulados definidos por Routley y Meyer servirian para modelizar
rapidamente légicas a las que se le quisiesen anadir determinados axiomas.

En lo que a los postulados que se definen en el trabajo se refiere, habriamos
de hacer una distincién entre los seis primeros, postulados simples, y los cuatro
altimos, postulados disyuntivos'®. Los primeros postulados, de una importancia
menor en relacién a los otros, ayudarian a definir légicas con sélo una, alguna
o todas las variantes de los axiomas Modus Ponens y/o Modus Tollens. Los
segundos postulados, aquellos de caracter disyuntivo, sin embargo, tienen una
capacidad mucho mayor, ya que servirian para construir logicas muy fuertes

14Este fallo lo probo el propio Brady en la obra citada con anterioridad

15Cf.[Belnap, N. D. Jr., 1977]

16Cf.[Mares, E., 2004]

17Cf.[Weber, Z., 2012]

18 A este respecto la obra fundamental es, sin duda, Cf.[Brady, R. T., 2006]

191,a formulacién de estos postulados queda relegada al epigrafe especifico a ellos, ya que
ahora mismo la intencién es dar una exposicion meramente informativa y al llegar a la parte
correspondiente deberia quedar clara la distincién técnica entre unos y otros postulados
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carentes del axioma de contraccion®® y del axioma de Modus Ponens. Entre
estas logicas se encuentran todos los sistemas incluidos en £.3, desarrollado por
J. Luckasiewicz, y otras légicas trivaluadas.

A este respecto resulta de imperiosa actualidad el trabajo llevado a cabo
por N. Tomova?!, en el cual, partiendo de las légicas, también trivaluadas, de
S. Kleene se puede ver una conexion directa con los intereses primigenios de las
logicas de la relevancia en cuanto que define la implicacién natural que incluiria
a su vez a un gran numero de légicas trivaluadas desde el ya citado £.3 hasta los
sistemas de Jaskowski, incluyendo J3, si bien ha de tenerse en cuenta que los
sistemas definidos por Tomova nunca serian relevantes. Esta implicacion natural
habria de cumplir tres condiciones:

(I): Se ha de respetar el Modus Ponens;i.e: Si A — B € Dy A € D entonces
B € D, donde A y B son férmulas bien formadas y D el conjunto de los valores
designados

(IT): Dadas las tablas de verdad para las logicas trivaluadas, donde sélo
intervengan los valores clasicos, el resultado deberia ser el mismo de las tablas
de verdad clasicas

(ITI): Si el valor asignado a A es menor o igual que el valor asignado a B,
entonces A implica a B;i. e: Si A < B entonces A — B € D
De esta manera es muy facil ver como la definicién y el desarrollo de los pos-
tulados semanticos, no sélo es interesante, sino que ademas se trata de algo de
una importancia actual y de gran calado.

204 5 (A—-B)—.A— B
21Cf.[Tomova, N., 2012]
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Parte 11
Las légicas B y DW

6 La logica B

La logica relevante B es la légica bésica para la seméantica relacional ternaria
formulada por Routley y Meyer en Cf.[Routley, R., Meyer, R. K., Plum-
wood,V. y Brady, R. T., 1982]; se puede formular a partir de B+ a la que se
le incorporan ciertos axiomas para la negaciéon. Es importante senalar que a lo
largo de todo el epigrafe se evitaran los subindices correspondientes a los ope-
radores de demostrabilidad y consecuencia semantica (- y |= respectivamente).
Adicionalmente, es importante explicar, que a fin de evitar introducir una gran
cantidad de paréntesis, en la mayoria de casos, se colocard un punto al final del
que sea el condicional principal. Previo a la formulaciéon de B es importante dar
una definicién de determinados conceptos bésicos que se usardn a lo largo de
todo el trabajo.

Definicién 0: El lenguaje proposicional consiste en un conjunto enumerable
de variables proposicionales pg, p1, ..., P, --- y las conectivas — (Condicional), A
(Conjuncion), V (Disyuncion) y — (Negacion). El bicondicional (+—) y el con-
junto de las férmulas bien formadas (fbf), se definen de la manera habitual,
representado este ultimo por letras maytusculas: A, B, C.... Adicionalmente, 3 y
§ representan el conjunto de las variables proposicionales y el conjunto de las
fbf, respectivamente.

Con ello la formulacién de B quedaria como sigue:

Axiomas:

Al. A=A

A2. (ANB)— A

A3. (ANB)— B

Ad. (A= B)AN(A—=C)—>. A= (BAC)
A5. A— (AV B)

A6. B— (AV B)

AT. (A= C)AN(B—-C)—.(AVB)—=C
A8. AN(BVC)—=.(AANB)V(ANC)
A9. —A— A

Reglas:
Rl.HFA\FA—-B=FB

R2.-AF-B,=FAAB
R3.FA—--B=FB—-A
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R .+rA—-B+C—-D=+-rB—>C—.A—D

R4 puede mantenerse como una sola regla o puede ser descompuesta en dos
reglas distintas:

R5.FA—-B=+B—-C—.A—=C
R66.+tA—-B=+C—A—.C—B

Donde R1 corresponde a la regla Modus Ponens, R2 a la regla de Adjuncion,
R3 a la regla de contraposicion, R4 a la regla de Afijacion, R5 a la regla de
Sufijacion y R6 a la regla de Prefijacion.

6.1 Modelo-B

Definicién 1: Un modelo-B es una estructura < O, K, R, x, => donde (I)
O CK, (II) R C K2, (III) * es una operacién en K, y se cumplen las siguientes
definiciones y postulados:

Dl. a <b=g (3z € O) Rzab

D2. R%abed =4 3z € K (Rabx & Rxcd)

Pl.a<a

P2. a < b& Rbed = Racd

P3.a <b= bx < ax

P4 a<axx

P5.axx<a

Por altimo, = es una relacion de evaluacion tal que para todo a € K, toda
pi € Py A, B € § se cumplen las siguientes clausulas:

Cl.a<b&kakEp =bEp

C2.aEAANBsiysolosi(syss)aEAyalEB
C3.a=AVBsyssalEAoalB

C4. a = A — B syss para cualesquiera b, c € K se cumple que Rabc& b = A =
¢ E B o en su version contraposicional: a ¥ A — B syss hay b, ¢ € K tales que
Rabc& b= A& c¥ B

C5. alE=—Asyssaxk A

6.2 Validez-B

Definicién 2: A es valida en B(E A) syss a = A para todo a € O de todo
modelo-B

6.3 Prueba de correccion de B

Para la prueba de correcciéon de B, debemos probar que los axiomas son validos
y que las reglas preservan la validez. Se tendra en cuenta que en Cf.[Robles, G.,
2006, Cap. 2|, se llevo a cabo la prueba de correccion de B+, con lo cual, aqui
evitaremos desarrollar las pruebas correspondientes a los axiomas y reglas de
B+, para centrarnos exclusivamente en la parte negativa, es decir, probaremos
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la validez de A9, y demostraremos que R3 preserva la validez. Previo a estas
dos pruebas, llevaremos a cabo la prueba de 3 lemas auxiliares que demostraran
ser de gran utilidad:

Lema 1: Para cualesquiera a,b € K de todo modelo-B y fbf A, a < b& a =
A = b A; en su formulacion contraposicional: a <b& bF A= aF A

Cabe senalar que este lema corresponde al hecho de extender C1 a todas la fbf.
Prueba:

La prueba se desarrollard como una induccién sobre la longitud de A

(I) paran =1

A es variable proposicional, digamos, p,,, entonces a < b& a = py = b = pm

se sigue de C1

(IT) para n = k
No es necesario probarlo, ya que esta asumido por la hipétesis de induccién

(III) paran =k + 1
Si la longitud de A es k+ 1, A puede ser: (a) BAC (b) BVC (¢) B— C (d)
-B

(a) Aes BAC
Hay que probar que a < b& al=BAC=bEBAC

l.a<byalEBAC Hipdtesis
2.aEByalEC C2,1

3.bEBybEC Hipétesis de induccién, 2
4.0=BAC 2,3

(b) Aes BVC
Hay que probar que a <b&aEBVC=bEBVC(C

l.a<b&alE=BVC Hipétesis
2.aEBoafEC C3,1

3.bEBobEC Hipétesis de induccion, 2
4.b=BVC C3,3

(c)Aes B—C

Hay que probar que a <b&aEB—->C=bEB—C

l.a<b&alEB—C Hipdtesis

Hay que demostrar que b = B — C, lo que es equivalente a que para cualesquiera
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c,d€ K,Rbed& cl=EB=dE=C

2. Rbed & c=cE B Hipétesis
3. Racd P2,1,2
LdEC C4,1,2,3
(d)A es =B
Hay que probar que a < b&a | -B=b}E -B
l.a<b&alE-B Hipétesis
2. bx < ax P3,1
3. ax ¥ B 05,1

En virtud de la hipotesis de induccion sabemos que a < b&al=A=b= Asi
la longitud es k, entonces a < b& bFE A=akF A

4. bx ¥ B Hipétesis deinduccion, 2,3
5.bE-B Ch,4

Asi concluye la prueba del Lema 1 B

Lema 2 (Lema de vinculacién): Para cualesquiera A, B € §, = A — B syss
para todo a € K de todo modelo-B, a = A= a =B

Prueba:

De derecha a izquierda:

l.=EA—-B Hipétesis

2. Sea a € K de un modelo-B arbitrarioy a = A Hipdtesis

3. Rraa & z € O P1,D1

4. r=EA— B Definicion2,1,3
5.a =B C4,2,3,4

De izquierda a derecha:

1. a = A= a = B para todo a € K de todo modelo-B Hipdtesis
2. Sean b € O, ¢,d € K de un modelo-B arbitrario y Rbed & Hipotesis
cEA

3.cE=B 1,2

4. c<d D1,2
5.d=B Lema1,3,4

Asi queda probado el lema de vinculacion Bl

Lema 3: Para cualquier modelo-B y a € K:
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(Da = —A syss ax £ A
(IMax = —Asyss a E A

Prueba:

(D):

Se trata de C5, con lo cual no se requerird demostracion

(I1):

De derecha a izquierda:

l.ax =-A Hipdtesis
2.a*xxF A Ch,1
3.a<axx P4

4. aF A Lemal,2,3

De izquierda a derecha:

l.aE A Hipdtesis
2.ax*x<aq P5
.axxF A Lemal,1,2
4. a*|:ﬂA C5,3

Asi queda finalizada la prueba del Lema 3 B

A partir de ahora, y en aras facilitar el trabajo y la lectura, se evitard nombrar
el Lema 3 como tal, y en su lugar se utilizara la nomenclatura habitual de la
clausula de la negacion, es decir, C5, ya que este lema es una extension de la
manera en que funciona la negacion.

Probamos ahora que A9 es véalido y que R3 preserva la validez.

A9 es valido:

Prueba:

Sea M un modelo-B arbitrario tal que a € K

l.aE—-—A Hipdtesis
2.a<ax*x* P4
3.axx =-mA Lemal,1,2
4. ax ¥ —A C5,3
5.a = A C5,4

[ |

R3 preserva la validez:
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Prueba:

Sea M un modelo-B arbitrario tal que a € O, suponiendo b,c € K

1. FA—-B Hipdtesis
2. Rabc & b= B Hipdtesis
3. bk ¥ —B C5,2
4.b<c D1,2

5. cx < bx P3,4

6. bx £ A Lema?2,1,3
T.cx A Lemal,5,6
8. cE-A C5,7

Asi queda probada la correccion de B

6.4 Algunos ejemplos de la validez de teoremas y reglas
de B

Una vez probada la correccion de B, procederemos a demostrar la validez de de-
terminados teoremas y reglas de B, bien por el interés que pueda tener mostrar
que dichas tesis pertenecen a B, bien porque dichos teoremas y reglas podran
ser de utilidad en algiin momento posterior.

E-(AVB)+ (mAAN-B)

.'Z—\(A/\B)H(—!A\/—!B)
).= - (mAV-B)+ (AAB)
).= - (mAAN-B) <+ (AV B)
FA—>B=F-B—-A

E-A—-B=EF-B— A
)J)="A—--B=EB— A
1

SSS=S2EER

2

JEANBAC) = (ANB)AN(ANC)
I);E(A—-B)A(C—D)—.(AvC)— (BVD)
IN).=(AVB)A(CAD)— (AANC)V (BAD)
XII): E(A—-B)V(C—-D)—.(ANC)— (BV D)

(D):
Sea M un modelo-B arbitrario tal que a € K
De izquierda a derecha:

AN AN AN AN N AN AN N AN AN AN AN N
sRaks

l.aE—-(AVB) Hipdtesis
2.ax ¥ AV B C5,1
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.ax¥EFAyax¥E B

=~

.aE-AyalE-B

5.a=-AAN-B

De derecha a izquierda:

Ot W N =

(I1):

Sea M un modelo-B arbitrario tal que a € K

.a):ﬁA/\ﬁB
.aE-AyalE-B

axF Ay axk¥ B

.ax ¥ AV B
.aE-(AV B)

De izquierda a derecha:

CU s LW N =

.aE-(AADB)
.ax ¥ ANB
.axF Aoax ¥ B
.aE-AoalE-B
.a):ﬁA\/ﬁB

De derecha a izquierda:

TUR W N

alE-AV-B

.a):"AO(L):‘!B

axE Aoax¥ B

.ax ¥ ANB
.alE-(ANADB)

(111):

Sea M un modelo-B arbitrario tal que a € K

De izquierda a derecha:

CUR W

a):ﬁ(ﬁA\/ﬁB)

.ax ¥ AV -B
.ax ¥ Ay ax ¥ B
.aFAyakEB
.a=ANB

De derecha a izquierda:

03,2
C5,3
02,4

Hipotesis
C2,1
C5,2
3,3
C5,4

Hipdtesis
C5,1
C2,2
C5,3
C3,4

Hipdtesis
C3,1
C5,2
C2,3
Ch,4

Hipdtesis
C5,1
C3,2
C5,3
C2,4



l.aE(AAB)
2.aEAyaEDB

3.axF Ay ax ¥ B
4. ax ¥ -AV-B

5.a - (-AV-B)

(Iv):
Sea M un modelo-B arbitrario tal que a € K
De izquierda a derecha:

.a)z—\(—\A/\ﬂB)
.ax ¥ —AN-B

.ax ¥ —Aoaxk¥ -B
.aFAoalEB
.aE=AVB

U W N =

De derecha a izquierda:

.a=AVB
.aEAoaEB
.ax ¥ Ao axkF B
.axE~AN-B
.aE—-("AAN-B)

Gk W N =

(V):
Sea M un modelo-B arbitrario tal que a € O y b,c € K

1. FA—>B

2. Rabc & b |=—-B
3.bx¥ B

4. b<c¢

5. cx < bx

6. bx ¥ A
T.cxE A
8.C)ZﬁA

(VD):
Sea M un modelo-B arbitrario tal que a € O y b,c € K

1.F-A—> B
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Hipdtesis
C2,1
C5,2
C3,3
C5,4

Hipdtesis
C5,1
C2,2
C5,3
C3,4

Hipdtesis
C3,1
Ch,2
C2,3
Ch,4

Hipdtesis
Hipdtesis
C5,2

D1,2

P3,4
Lema?2,1,3
Lemal,5,6
C5,7

Hipdtesis



2. Rabc & b |=—-B Hipdtesis
3.bxF¥ B C5,2
4.b<c D1,2
5. cx < bx P3,4
6. bx £ —-A Lema?2,1,3
T.cxF—A Lemal,5,6
8.cEA C5,7

|

(VII):

Sea M un modelo-B arbitrario tal que a € O y b,c € K
1.=-A—-B Hipdtesis
2. Rabc & b= B Hipdtesis
3. bx ¥ B C5,2
4. b<c D1,2
5. cx < bx P3,4
6. bx £ —A Lema?2,1,3
T.cxE—A Lemal,5,6
8.cEA C5,7

|

(VIII):

Sea M un modelo-B arbitrario tal que a € K
l.aEA Hipétesis
2.a<axx P4
.axxEA Lemal,1,2
4. ax F —A C5h,3
5.a A C5,4

|

(IX):

Sea M un modelo-B arbitrario tal que a € K. Procedemos por reducciéon al
absurdo

l.aE(A— B)A(C — D) Hipétesis
2.aF (ANC)— (BAD) Hipdtesis

Hay b, c € K tales que:

3. Rabe,b=ANC ycEBAD Hipétesis
4 aFA—-ByaEC—D C2,1
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5bEAybEC C2,3
6.cEBycED C4,3,4,5
7.¢cEBAD 02,6

Pero 3 y 7 se contradicen. l

(X):

Sea M un modelo-B arbitrario tal que a € K

l.aEAAN(BAC) Hipdtesis
2.aFAyaE=EBAC 2,1
.aEByakEC C2,2
4.a=AANB 02,2,3
5.aEANC C2,2,3
6.a =E(AANB)A(ANC) C2,4,5
|

(XI):

Sea M un modelo-B arbitrario tal que a € K. Procedemos por reducciéon al
absurdo

l.aE(A— B)A(C — D) Hipétesis
2.aF (AVC)— (BVD) Hipétesis
3.aFA—-ByaEC—D C2,1
4. bE=AVCy cEBVD C4,2
5.¢cEBycED C3,4

Existen ahora dos casos distintos; ler caso:

6.b=A C3,4
7.aFA— B C4,5,6

Pero 3 y 7 se contradicen; 2do caso:

8.bEC C3,4
9.a¥C =D C4,5,8

Pero 3 y 8 se contradicen. l

(XII):
Sea M un modelo-B arbitrario tal que a € K

l.aE(AVB)A(CAD) Hipétesis
2.aEAVByaECAD C2,1
3.aECyakE=D C2,2
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Existen ahora dos casos distintos; ler caso:

4. akE=A C3,2
5.aEANC C2,3,4
6.a =E(AANC)V (BAD) C3,5
2do caso:

7.aE=B C3,2
8.aEBAD C2,3,7
9.a=(ANC)V (BAD) C3,8
[ ]

(XIII):

Sea M un modelo-B arbitrario tal que a € K. Procedemos por reducciéon al
absurdo

l.aE(A—-B)V(C— D) Hipétesis
2.aF (ANC)— (BV D) Hipdtesis
3.bFEAANCycEBVD C4,2
4. b=AybE=C C2,3
5.cEBycED C3,3

Existen dos posibles casos con, ler caso:

6.al=A— B C3,1
7.a¥ A B C4,4,5

Pero 6 y 7 se contradicen; 2do caso:

8.alC—D C3,1
9.a¥C—D C4,4,5

Pero 8 y 9 se contradicen.

6.5 Algunos ejemplos de pruebas sintacticas en B

A fin de dar una vision mas completa de la logica B, probaremos de manera
sintactica algunos teoremas y reglas que pueden, ademés de ser ilustrativos, re-
sultar tutiles en el desarrollo de las pruebas posteriores. Para este tipo de pruebas
podemos usar todo B, es decir, podemos usar tanto sus axiomas como sus reglas.

(a) T1: A —» ——A

a
(b) Transitividad: A - B& B —-C=A—C
(¢c)Rd1: A—- B=-B—-A
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(d) T2: = (AV B) +— —-AA-B
(¢) Rd2: ~A—+B=-B— A
(f) Rd3: " A—--B=B— A
(g) T3: = (AAB) «— —AV-B
(h) T4: ANB +— ~(=AV -B)
(i) T5: AV B +— —(-AA-B)

(a) T1: A - ——A
Prueba:

1. -A— —-A
2.A— A

(b) Transitividad: A - B&B—-C=A—C

Prueba:

1. A—- B
2.B—-C
3.-B—~.A—= C
4. A—-C

(¢c)Rd1: A—- B=-B—-A
Prueba:

1. A— B

2. B— B
3.A— B
4. =B — —-A

(d) T2: = (AV B) +— -AAN—-B
Prueba:
De izquierda a derecha

.A— (AV B)
.B—=(AVB)

- (AVB)— -4
-(AVvVB)—-B

.2 (AVB)—=.-AAN-B

De derecha a izquierda
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Al
R3,1

Hipdtesis
Hipdtesis
R6,2
R1,1,3

Hipdtesis

T1

Transitividad, 1,2
R3,3

A5

A6
Rdl,1
Rdl,2
A4,3,4



—“AAN-B — .—A
-AAN-B — .-B
A~ = (=AN-B)
. B —~(=AA-B)
LAV B = ~(=ANB)
. =AA-B = .~ (AV B)

e e N

(¢) Rd2: " A—-B=-B— A
Prueba:

-A— B
B — —-—B
-A— —-—B
-B — ——A
-B— A

Gk =

(f)Rd3: - A —--B=DB— A
Prueba:

-A— —-B
-B — —-——B
-A— —-——B
-A— —-B
.B—- -4
.B— A

D ULk w0 =

(g) T3: ﬁ(A/\B) +—— AV -B
Prueba:
De izquierda a derecha

1. -A—-AvV-B

2. -B— AV -B

3. ﬁ(ﬁA\/ﬁB)—>A

4. —\(—\A\/—\B)—>B
5.~ (AV ~B) = . AN B
6. " (AANB) —».~AV-B

De derecha a izquierda

1. ANB—=.A
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A2

A3
R3,1
R3,2
A7,3,4
R3.5

Hipdtesis

T1

Transitividad, 1,2
R3,3

A9,4

Hipdtesis

T1

Transitividad, 1,2
A9,3

R34

A9,5

A5

A6
Rd2, 1
Rd2,2
A4,3,4
Rd2,5

A2



T

(h) T4: ANB +— -~ (-AV -B)

.ANB—.B

—|A—>—\(A/\B)
-B— - (AAB)

. ~AV B — —(AAB)

Prueba:
De izquierda a derecha

O Ut

.ANB — .A
.ANB — .B

-A— - (AADB)
-B — - (AAB)
-AV-B— - (AAB)

"AANB = (~AV -B)

De derecha a izquierda

U LN

(i) T5: AV B +— —(-AAN—-B)

-A—-AV-B
-B —-AV-B

.ﬁ(ﬁAVﬁB)%A
.—\(—\A\/—\B)—>B
= (~AV-B) = .AAB

Prueba:
De izquierda a derecha

TUR W N

-AN-B—.—A

A ~(~AA-B)
B — = (~AA-B)
VAV B — —(=AA-B)

De derecha a izquierda

S O W=

.A— AV B
.B—+AVB

- (AvVB)— -4
-(AvB)—-B
—\(A\/B)—>.—\A/\—\B
~(~AA-B) —=.AVB
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A3
Rdl,1
Rdl,2
A7,3,4

A2

A3
Rdl,1
Rdl,2
AT7,3,4
R3.,5

A5

A6
Rd2,1
Rd2,2
A4,3,4

A2

A3
R3,1
R3,2
AT7,3,4

A5

A6
Rdl, 1
Rdl,2
A4, 3,4
Rd2,5



6.6 Completud de B

La prueba de completud de B es una prueba del tipo de las que desarrolld
Henkin en Cf.[Henkin, L, 1949]. Esta prueba queda dividida en dos partes:
una primera en la que se definira el modelo canonico y se demostrara que es un
modelo, y una segunda en la que se demostrard que para cualquier A que no sea
teorema, existe una teoria a, perteneciente a K¢, en la que A no es demostrable,
ie A= a € Kcal que a ¢ A. Notese que para esta seccion, a lo largo de
las pruebas se nombrarin las clausulas, definiciones y postulados de la misma
manera que se han nombrado antes, es decir, con la nomenclatura definida en
la formulacién de B, pero sin embargo, aqui estardn haciendo referencia a las
definiciones del modelo canonico que damos inmediatamente.

6.6.1 Modelo candénico para B

Definicion 3: El modelo canénico de B es una estructura del tipo < O¢, K¢, R¢,
tal que:

(I): O° es el conjunto de todas las teorias primas y normales

(IT): K€ el conjunto de todas las teorias primas

(II1): R¢ se define como sigue: para cualesquiera a,b,c € K¢, Rfabc syss A —
Bea&kAeb = B € ¢ oen su version contraposicional, No-Rabc syss
A5 B eca&kAecb& B ¢c

(IV): %© es una operacion en K¢ para cada a € K¢, donde ax® = {A|-A4 ¢ a},
es decir, A € ax® syss 7A ¢ a. O en su version contrapuesta, -A € ax® syss
Ada

(V): =° una relacion de evaluacion tal que , para cualesquiera a € K¢ y tbf A,
a ¢ Asyss A € a.

Definiciéon 4: Una teoria es un conjunto de fbf cerrado por adjunciéon y B-
implicacion, es decir, a es teoria syss para cualesquiera fbf A, B
(I):Aca&kBea=ANB¢ca

(II):FA—-B&Aca=Be€ca

Una teoria es normal syss para todo - A, A € a

Una teoria es prima syss para cualesquiera Ay B, AVBc€a=A€aoB€ca

Una vez dadas estas definiciones podemos proceder a demostrar que el modelo
canoénico es un modelo. Para ello hemos de probar los siguientes puntos:

I): Hay al menos una teoria normal y prima
IT): R® es una relacion ternaria definida en K°
III): Se cumplen los postulados

IV): Se cumplen las clausulas

(
(
(
(
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Tanto (II) es obvio por la Definicion 3 dada méas arriba, con lo cual pasamos a
la demostracion de (I), (IV) y (V). Comenzamos probando (I).

(D):

Para esta prueba llevaremos a cabo la prueba de nuevos lemas

Lema 4: Sea M° el modelo-B canénico. Para cualesquiera a,b € K¢ a <°b
syss a Cb

Prueba:

De derecha a izquierda:

1.a<°b Hipdtesis
2. R°zab z e 0°D1,1
3.A€a Hipotesis
4. A Aecx Al, z € O°,2
5. A€b C4,2,3,4

De izquierda a derecha:
Antes de llevar a cabo esta prueba hemos de probar otro lema auxiliar.

Lema 5: Sean a y b teorias y ¢ € K¢, tales que RTabc. Entonces, existen
x,y € K¢ tales que a Cx,bCyy RTabecy R ayc

Prueba:

El primer paso consiste en probar a C z & RT zbe. Para ello suponemos la hipé-

tesis del teorema considerando el conjunto de teorfas Z = {z|a C z & R” zbc}.

Por el Lema de Zorn?? hay un elemento maximal x en este conjunto tal que a C

x & RT xbc, donde z es una teoria y nos faltaria por demostrar que es prima. Su-

pongamos adicionalmente, por reduccion al absurdo, que hay fbf B, C' tales que

BVC € z, B ¢ 2&C ¢ x. Definimos el conjunto [z,C] = {E|3F [F € 2 & F (BAF) — El},
es decir G € [z, B] syss hay F BAF — G, donde F' € x. Definase el conjunto

[z, C] de manera similar. Antes de proceder a la prueba en si, primero probare-

mos que los conjuntos definidos estan cerrados por adjuncion y B-implicacion,

asi como demostraremos que estin estrictamente contenidos en x.

(I): [z, B] esta cerrado por adjuncion:

1. E € [z, B] Hipétesis
2. F € [z,B] Hipétesis
3.F(BAG)— E Definicion [x,B] enl, paraG € x

22Cf.[Zorn, M., 1935]
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4. - (BAG') = F Definicion [x,B] en2, para G’ € x
5. F[(BAG)AN(BAG)] — (DAE) (IX),3,4

6.- BA(GAG')— (DAE) (X),6

7.DANFE € [z,B] x esteoria, 6

(IT): [z, B] esta cerrado por B-implicacion:

1L.FE—>F Hipdtesis

2. E € [z, B| Hipétesis

3.F(BANG)— E Definicion [z, B] en2, paraG € x
4. F(BANG)—= F Transitividad, 1,3

5. F € [z, B] Definicion [z, B] en4

Las pruebas para [z, C|] son similares y por ello se omiten.

(I1I):[z, B] D «
1. Fex Hipdtesis
2.Bé¢x Hipdtesis
3.(BANE) > E A3,1
4. (BAE) > B A2
5. FE € [z, B] Definicién [z, B] en3
6. B € [z, B] Definicion [z, B] en4
7. [z,B] D 2,5,6

De nuevo, al ser similar la prueba para [z, C], se omite.

Como la teoria maximal que incluye a a y tiene la relacion R con by c es x,
i.e. a C x & R xbc se sigue:

1. No— RT [z, B]bc & No — R™ [x,C] be x es mazximal, RT zbc

2. D E [z, B] C4,1

3.Deb C4,1

1L Edc c4,1

5.0 — E' ¢ [z,C] 04,1

6.D' €b c4,1

7T.E ¢c C4,1

8 +BANF—.D—E Definicionde [z, B,
para F € x,2

9.FCAF —-.D' = F Definicionde [z,C],
para F' € ©,5

10. F (BAF)V (CAF) = (D — E)V (D' — E') (XII),8,9

1.F (BVC)A(FAF) = .(D— E)V (D' — E') (XII),10

12. (BVC)AN(FAF')ex Definiciones anteriores, x estd

cerrado por Adjuncion, 11
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13.(D—-E)V(D'—-E)ex

M4 +FD—-E)V(D'—-E)=>.DAND)— (EVE)

15.DAND' - .EVE cx
16. DAD' €b

17.EVE €c
18. FeccoE cc

18 se contradice con 4 y 7, por lo tanto x es prima

x esta cerradopor B —
implicacion

(XIIT)

R1,13,14

Definiciones anteriores, besta
cerrado por Adjuncién

C4, Hipétesis del Lema 5,15, 16
C3,17

Por tltimo falta dar la prueba para R ayc. Si definimos [y, B] y [y, C] de manera
similar a como hemos hecho antes con [z, B] y [z, C], podemos suponer validas
las pruebas que demuestran que estan cerrados por adjuncién, B-implicacién y
que [y, B] D y. De ello, y sabiendo que la teoria maximal que incluye a b y tiene

la relacién RT con a y ces y, i.e. b C y & RTayc, se sigue:

.D—=FEca

. D€ [y, B]
.E¢c
D' F ca
. D' ely,C|
.E ¢c
.FBAF —=.D

0~ O Uik Wi -

9.FCAF —=.D

10.F (BAF)V(CAF')—.DVD
11.-F(BVC)A(FANF')—.DVD
12. (BVC)A(FAF) ey
13.DVvD ey

4. DeyoD ey

Suponemos que D € y

15.D ey
16. F € ¢

Pero 4 y 16 se contradicen.

Ahora suponemos que D’ € y

17.D ey

.No—RTaly,Blc& No— RTaly,C]c
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y es mazimal, R ayc

04,1

4,1

4,1

4,1

C4,1

C4,1

Definicionde |y, B,
para F' € y,3
Definicionde [y, C],
para F' € y,6
(XII),8,9
(XII),10

De finiciones anteriores, y esta
cerrado por Adjuncién, 11

y estd cerrado por B —
implicacion

C3,13

Hipdtesis
C4,2,15

Hipdtesis



18. F'ce C4,5,17

Pero 6 y 18 se contradicen.
Asi queda probado el Lema 5 B
Retomamos ahora la prueba del Lema 4:

Suponiendo a C b hay que demostrar a <¢ b. Es decir, R°zab, donde = € O°.
Tenemos RT Baa, pues a esta cerrada por B-implicacién y B, considerado como
el conjunto de los teoremas de B, esta cerrado por adjunciéon y B-implicacién.
Entonces por el Lema 5, hay z € K¢ tal que B C = & R zaa. Como a C b,
RTzab, y dado que x incluye a B, x tiene todos los teoremas de B, entonces
x € O°.

|

Lema 6: Sea A una fbf y a una teoria tal que A ¢ a, entonces hay una teoria
prima x talque a Cax & A ¢ x

Prueba:

Sea a una teoria y A una fbf tal que A ¢ a. Extendemos a a una teoria ma-
ximal x tal que A ¢ x utilizando el Lema de Zorn. Nos queda probar que es
prima. Para ello operamos por reductio suponiendo que hay fbf B y C tales que
BvCex&B¢x&C ¢z . Definimos[z, B] y[z,C] de la misma manera que lo
hemos hecho mas arriba al principio de la prueba del Lema 5, y tomamos por
validas las pruebas que demuestran que [z, B] D z y [2,C] D z , asi como que
estan cerrados por adjuncién y B-implicacién, o sea, son teorias.

Procedemos a la prueba:

1. [z, B] y [z, C] estan cerrados por adjunciéon y B-implicacion, es  Hipdtesis
decir, son teorias

2. z,B]Dxy[z,C]Dx Hipétesis

3. Ae[z,B] & A € [z,C] ya que la teoria maximal sin A es x Hipétesis

4. FBANF —.A Definicionde [z, B], para F €
z,3

5 FCAF —.A Definicionde [x,C|, para F' €
z,3

6. - (BAF)V(CAF) —.A (XI),4,5

T.F(BVO)A(FAF) —.A (XII),6

8. (BVOYN(FAF)ex Definiciones anteriores, x estd

L Aex
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cerrado por Adjuncién, 7
x esta cerradopor B —
implicacion



9 es imposible, por tanto = es prima, con lo cual queda probado el Lema ¢ B

Corolario 1:

¥ A implica que hay una teoria normal y prima z, tal que A ¢ x

Prueba:

Sea B el conjunto de todos los teoremas y A una fbf tal que A ¢ B. Dada la
definicién de B, si A no pertenece, entonces no es demostrable, es decir, ¥ A.
Por el Lema 6 es posible extender B a x, donde z es una teoria prima y normal
tal que A ¢ x.

|

Lema 7: A € a syss ~A ¢ ax°
Prueba:

De izquierda a derecha:

1.A€a Hipétesis

2. FA— A A9
3.—A€ca aesteoria, 1,2
4. ~A ¢ ax°© Ch

De derecha a izquierda:

1. A ¢ ax° Hipétesis

2. —A€a C5,1

3.F—A—- A A9

4. A€a aesteoria,2,3
[ |

Una vez completada la prueba de los lemas previos, procedemos al paso (I) de
la prueba que demuestra que el modelo canonico es efectivamente un modelo.
En este paso se prueba que hay al menos una teoria normal y prima.

Prueba:

Por el corolario 1, podemos demostrar que, si hay una fbf A, tal que ¥ A, en-
tonces tendremos, al menos, una teoria normal y prima que no la contendra. l

Una vez concluido el paso (I), procedemos al paso (IV), ya que, tal y como se
ha especificado mas arriba, (II) y (IIT) son obvios. En este paso probaremos que

se cumplen los postulados.

(IV):
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Sean a, b, c... elementos de O°
Pl.a<%a

Prueba:

Obvio por el Lema 4, ya que a C o B

P2. a <°b& R°cd = Racd

Prueba:
1. a <°b& Rcd Hipdtesis
2.A—>Beca&kAec Hipétesis
3. a Cb& Rcd Lema4,1
4. A— B¢€b 2,3
5. Bed C4,2,3,4
[ |

P3.a <°b= bx < ax

Prueba:
1.a<°b Hipdtesis
2. A € bx© Hipétesis
3.aCb Lema4, 1
4. -A¢b C5,1
5.-Aé¢a 3.4
6. A € ax© C5,5

|

P4. a <€ a %€ %€

Prueba:
1. Aca Hipétesis
2.FA— ——A A9
3. —A€a aesteoria, 1,2
4. ~A ¢ ax°© C5,3
5. A € ax©x° Ch,4

|

P5. ax¢x¢ <a
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Prueba:

1. A € ax*‘x° Hipdtesis

2. A ¢ ax© Ch,1

3.A€a Lema7,2
[ |

Una vez probado que se cumplen los postulados, procedemos al paso (V), de-
mostrar que se cumplen las clausulas.

(V):
Previo a la demostraciéon de que se cumplen las clausulas, llevaremos a cabo la

demostraciéon de un lema auxiliar que probaré ser de utilidad.

Lema 8: Sean a y b dos teorias cualesquiera. Considérese el conjunto z =
{B|3A[A € b& A — B € a]}. Entonces x es una teoria tal que RT abx

Prueba:

Primero se prueba que z es efectivamente una teoria, es decir, esta cerrado por
B-implicacién y adjuncién.

x est& cerrado por B-implicacién:

1.-A—B Hipétesis

2. Aex Hipétesis
3.C—=AcayCed Definicion de x,2
4+C—-A—-.C—>B R6,1

5. C —>Be€a a es teoria, 4

6. Bex Definicion de z, 3,5

x esta cerrado por adjuncion:

1. Acx Hipétesis
2.Bex Hipotesis
3.C—>AcayCeb Definicién de x, 1
4.C" > AcayC €eb Definicién de x,2
5. (C—=AANC - B)ea a es teoria, 3, 4
6.F(C—=ANC"—-B)=.(CANC")—= (ANB) (IX)

7. (CANC")— (AN B) a es teoria, 5,6

8. ANBeux C4,3,4,7

Dado que a,b y = son teorias, es decir, a,b,x € K7,y RTabx syss A — B €
a& B € b= B € z, es obvio, por la definicién de z, que RTabz , concluyendo
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asi la prueba del Lema SH

Una vez probado el lema procedemos a probar las clausulas

Cl.a<?b&aE“p;,=bEp;

La<tb&alECp;
aCh
.pi€a
.p; €D
b ECp;

CUs N

g Q
T

izquierda a derecha:

.aE“ANB
.ANBe€a
FAAB)— A
-F(AAB) > B
Aeca

Bea

alE* A

al=°B
.aE“AyalEc B

© NSO W=

De derecha a izquierda:

l.aE*AyalE*B
2.A€ayBe€a
3.ANBe€a

4. a="ANB

|

C3.a AV Bsyssal=°Aoal=°B

De izquierda a derecha:

.aE°*AVB
.AVBeca
.AcaoBeca
.aEF“Aoa=*B

N R

De derecha a izquierda:

.aEF*AANBsyssal=*Ayal=°B
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Hipdtesis

Lema4, 1
Definicion3 — (V),1
C1,2,3

Definicion3 — (V),4

Hipdtesis
Definicion3 — (V), 1
A2

A3

aesteoria,2,3
aesteoria, 2,4
Definicion3 — (V),5
Definicion3 — (V),6
7,8

Hipdtesis

Definicion3 — (V),1

a esta cerrada por adjuncion, 2
Definicion3 — (V),3

Hipdtesis
Definicion3 — (V),1
aesprima, 2

Definicion3 — (V),3



l.aE*AoaE*B Hipétesis

2.Acao0Be€a Definicion3 — (V),1

3.FA— (AVB) Ab

4. +B— (AVB) A6

5. AvBe€a aesprima,2,3,4

6.a=“AVB Definicion3 — (V),5
|

C4.a =°A— Bsyss Rlabc& b= A= c=°B
De izquierda a derecha:

l.aE*A— B& Rabe& b= A Hipétesis
22A—-Beca& Rabc& Acd Definicion3 — (V),1
3. Bec Definicion3 — (111),2
4. c=°B Definicion3 — (V),3

De derecha a izquierda:

En esta prueba procederemos por contraposicion, es decir, A — B ¢ a =
No (R°abc& A € b= B € ¢) o también A — B ¢ a implica que hay V', ¢ € K¢
tales que R°ab'c’ & A € b& B ¢ c. Para ello damos la siguiente definicion:
b={C|EA— C},osea, D €bsyss A— D. A continuacién probamos que
b es teoria, es decir, estd cerrado por B-implicacién y adjuncién, donde C'y D
son dos fbf cualesquiera.

b esta cerrado por B-implicacion:

1.C—D Hipdtesis
2.C€eb Hipdtesis
3.FAC Definiciondeb, 2
4. +FA—>D Transitividad, 1,3
5. Deb Definicion deb, 4

b esta cerrado por adjuncioén:

1.Ce€b Hipdtesis
2.Deb Hipdtesis
3.FA=C Definiciondeb, 1
4 +A—->D Definiciondeb, 2
5. A — (CAD) A4,3.4
6.CANDeb Definiciondeb, 5

De manera similar definimos ¢ = {C'|3D € b& (D — C) € a}, es decir, F € b
syss D — F, para alguna D € b. Por el Lema 8 que hemos probado con ante-
rioridad ¢ es una teoria tal que R” abe.
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Ahora procedemos por reduccion al absurdo para probar B ¢ c:

1. Bec Hipdtesis
2.D—>Beca& Deb Definiciondec, 1
3.FA—D Definiciondeb, 2
4+D—-B—.A—B Sufijacion, 3

5 A—>Be€a aesteoria,?2,4

Dado que 5 contradice la hipétesis, tenemos que B ¢ c.
Probamos ahora que A € b :

A través de Al, y de la definicion que hemos dado antes de b, tenemos que
A € b. Por tanto, tenemos teorias b y ¢ tales que RTabc& A € b& B ¢ c.

Falta por altimo extender las teorias by ¢ a teorias primas tales que R°ab’c’'& A €
b & B ¢ ¢'. Para ello primero extendemos ¢ a una teoria prima. Para ello usa-
remos el Lema 6, que dice que si A es una fbf y a es una teoria tal que A ¢ a,
existe una teoria prima x tal que a C = & A ¢ z, con lo cual nos resulta facil
ver que podemos transformar ¢ en una teoria prima ¢’. Una vez extendida ¢ a
una teorfa prima ¢, b es extendible a una teoria prima por el Lema 5 que dice
que si a y b son teorias y ¢ € K¢, tales que R” abc, entonces existen x,y € K¢
tales que a C z,b C y y RTxbc y R ayc. Asi, b es extendida a una teorfa prima
b, con lo cual queda probada la Clausula 4 B

C5. a =° —A syss ax® ¢ A

Podemos interpretar la clausula como —A € a syss A ¢ ax°, gracias a la Defini-
cion 3-(V). Por la Definicion 3-(IV) ax® = {B|-B ¢ a} .Entonces B € ax® syss
—B ¢ a. Por tanto, —A € a syss A ¢ ax® H

Con la prueba de las clausulas hemos probado que el modelo canénico es efec-
tivamente un modelo.

1.6.2 Teorema de Completud

Podemos ya proceder al la segunda parte de la prueba de completud, consistente
en probar el teorema de completud: = A =+ A

Prueba:

Procedemos por contraposiciéon, suponiendo que ¥ A. Sea c la teoria maximal
sin A, por el Corolario 1, A no pertenece a ¢, i e. A ¢ c. Por la definicion del
modelo canoénico ¢ € O°y c ¥ A, con lo cual ¥ A. Hay un modelo, a saber, el
cano6nico, y un mundo designado en él, ¢ € O¢, tal que c# A: ¥ A R
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7 La légica DW

La logica relevante DW es una extensién de la légica basica B, caracterizada
por la sustituciéon de la regla de contraposiciéon por el axioma correspondiente.
Debido al cambio de epigrafe, al igual que se hizo en el anterior, se evitarén los
subindices correspondientes a los operadores de consecuencia y validez semanti-
ca, que en este caso pasaran de ser B a ser DW. Su formulacion pues, quedaria
como sigue:

Axiomas:

Al.A—- A

A2. (ANB)— A

A3. (AANB)— B

A4 (A= B)AN(A—=>C)—=. A= (BAC)
A5. A— (AV B)

A6. B— (AV B)

AT (A= C)AN(B—=C)—=.(AVB)—=C
A8. AN(BVC)—=.(AAB)V(BAC)
A9. —mA— A

A10. A—»-B—.B—-A

Reglas:

Rl1.FA+FA— B=+FB
R2.-FA,-B,=+AAB
R3.+FA—-B+C—-D=+B—-C—.A—D

R3 puede mantenerse como una sola regla o puede ser descompuesta en dos
reglas distintas:

Ri&.+HFA—-B=+B—-C—.A—=C
R5.FrA—-B=+C—A—.C—B

Donde R1 corresponde a la regla Modus Ponens, R2 a la regla de Adjunciéon, R3
a la regla de Afijacion, R4 a la regla de Sufijacion y R5 a la regla de Prefijacion.

7.1 Modelo-DW

Un modelo-DW es una restriccién del modelo-B definido en la seccién anterior
correspondiente, cuya tnica diferencia estriba en la inclusién de un nuevo postu-
lado, especifico para la contraposicion, que, como se ha sefialado antes, aparece
como axioma en vez de como regla.

P6. Rabc = RCfac * bx
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La inclusién de este postulado hace que los postulados que valian con anterio-
ridad en B, sigan siendo igual de importantes excepto P3, que se sigue trivial-
mente de P6, pero al que seguiremos haciendo referencia si fuese necesario en
DW debido a la utilidad préctica que pueda tener.

7.2 Prueba de correcciéon de DW

Para la prueba de correcciéon de DW tomaremos como referencia la prueba de
correcciéon de B que hemos llevado a cabo més arriba, que recordemos que era
una extension de la prueba de correccion de B+ aparecida en Cf.[Robles, G.,
2006]. A esta prueba le afiadiremos la demostracion de que A10 es vélido y eli-
minaremos la prueba de que R3 preserva la validez.

A10 es valido:
Prueba:

Usamos el Lema de vinculacion para todo a € K de todo M, a = A — -B =
aEB—-A

l.aEA—-B Hipdtesis

Sean by ¢ € K, hemos de probar ¢ = —A, para asi probar a | B — -4

2. Rabc & b= B Hipétesis
3. bx ¥ —B C5,2
4. Rac * bx P6,2
5.cxF A C4,1,3,4
6.c=-4 C5,5

|

7.3 Algunos ejemplos de validez de teoremas y reglas de
DW

Al igual que hicimos con la logica B, probaremos algunos teoremas que demos-
traran ser de utilidad para el desarrollo de las pruebas posteriores.
(XIV): FA—B—.-B— -4

(XIV):

Sea M un modelo-DW arbitrario tal que a € O y b,c € K
l.aFA—B Hipétesis
2. Rabc & b |=—-B Hipétesis
3.bx¥ B C5,2
4.b<c D1,2
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5. cx < bx
6. bx ¥ A
T.cxkE A
8. cE-A

P3,4
Lema2,1,3
Lemal,5,6
Ch5,7

7.4 Algunos ejemplos de pruebas sintacticas en DW

Como el epigrafe anterior, por semejanza a la parte dedicada a B, incluiremos
determinadas pruebas sinticticas para DW, a saber, las de aquellos teoremas

que no puedan ser probados en B.
(a) T6: A—- B —.-B — -A

Prueba:

1. A—-—-—B—.-B—-A
2. B— B
3.A—-B—.A— B
4. A—- B—.-.B—-A

[ |
(b) T2: - A—- B —.-B— A

Prueba:

-A—-—-B—.-B—> -4
-A—-—-B—..-B—A
B — ——B
-A—B—.nA— B
-A—-B—..B— A

O o=

|
(¢) T3: - A—--B—.B— A

Prueba:

1. -A— -———-B — ..—B — ——A
2. =B — —-——B

3. A—-B— .-A— -——-B

4. -A— -B— .~—B— A

5 -A—-B—-.B— A
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Al0

T1

R5,2
Transitividad, 1,3

A10

A9,1

T1

R5,3
Transitividad, 2,4

Al0

T1

R5,2
Transitividad, 1,3
A9, 4



7.5 Completud de DW

La prueba de completud de DW es una extensién de la prueba de completud
de B, la tunica diferencia estriba en P6, con lo cual, lo tinico que debemos hacer
para probar la completud de DW es anadir a la prueba de completud de B la

demostraciéon de que P6 se cumple.

Se cumple P6. R°abc = RCac *© bx°©

Prueba:

Con esta adicién quedaria probada la completud de DW

1
2
3
4.
)
6
7

. R¢abc
A—>Beak A€ cex”
.FA—-B—.-B—-A
-B—+-Aca
.mAdc

.mB¢&b

. B € bx°
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Hipdtesis
Hipdtesis
(XIV)
aesteoria,2,3
C5,2
C4,1,4,5
C5,6



Parte III

Postulados semanticos
correspondientes a la tesis MP, MT
y otras relacionadas

Los postulados seméanticos correspondientes son una serie de teoremas y tesis
ligados a unas determinadas configuraciones en forma de postulados, aparecidos
en Cf.[Robles, G. y Méndez, J. M., 2014a], cuya formulacién es exactamente
como sigue:

T1. A—.BV-(4A— B)

T2. -B — .—-AV (4 — B)
T3. (A— B)A—-B —.-A

T4. (A—- B)ANA— .B

T5. AN-B — .~ (A— B)

T6. A—- B —.~AV DB

T7. AN—-B —.BV—-(A— B)
T8. AAN-B —.~AV-(A— B)
T9. (A—-B)ANA —.~AVB
T10. (A—- B)A—-B —.-AV B

Los postulados seménticos correspondientes a estas tesis son, respectivamente:

Pl. Ra % aa

P2. Ra *a* ax

P3. Raa * ax

P4. Raaa

P5. Ra * aax

P6. Raa * a

P7. Ra * aa o Ra * aax
P& Ra x a*ax o Ra x aax
P9. Raaa o Raa * a

P10. Raa * ax o Raa * a

Cada uno de estos postulados afiadidos a la semantica de DW junto con el teo-
rema correspondiente en el cuerpo del sistema, genera un sistema por derecho
propio, para ello, primero se ha de probar la validez de los teoremas, y después
se ha de probar que el postulado seméantico correspondiente se sigue canoénica-
mente. Para la prueba de la validez de los teoremas procederemos por reduccién
al absurdo, mientras que para la prueba de la demostracion canénica de los pos-
tulados procederemos a comprobar su adecuaciéon a la definicion dada en C4,
senalando que los postulados que van de P7 a P10, es decir, los postulados de
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caracter disyuntivo, serdn probados por reduccion al absurdo. Es importante

también senalar que A y B son dos fbf cualesquiera.

T1yP1
A—.BV-(A— B)y Raxaa

T1 es valido:

Prueba:

1
2
3
4
5.
6
7
8

LaEA

.a¥ BV~-(A— B)
.aEBya¥-(A— B)
.a¥ B

a¥—-(A— B)
.axEFA— B

. Raxaa

.aEB

Pero 4 y 8 se contradicen B

P1

se sigue candénicamente:

Prueba:

O UL W N

.A— Be€ax

LA€a
.FA—.BV—-(A— B)
[B\/ﬁ(A—>B)]€a
(A= B)¢a
.B€a

T2 y P2
B —.AV-(A— B)y Raxax*ax

T2 es valido:

Prueba:

1

Ot s LN

.alE-B
.aF-AV-(A— B)
.a-Ayak¥E-(A— B)
.ax=A— B

Lax = A
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Hipdtesis
Hipdtesis
C3,2

3

3

C5,5

P1
C4,1,6,7

Hipdtesis
Hipdtesis
T1
C4,2,3
C5h,1
C3,4,5

Hipdtesis
Hipdtesis
C3,2
C5,3
C5,3



6
7
8

.ax ¥ B
. Ra*ax*ax
.ax = B

Pero 6 y 8 se contradicen B

P2 se sigue candénicamente:

Prueba:

1
2
3
4
5.
6
7
8

.A— Be€ax

A€ ax
.F-B—.-AV-(A— B)
(A= B)¢a

-Ada
.mAV-(A—=B)¢a
.mBé¢a

. B cax

T3y P3

(A— B)A—-B —.~Ay Raa * ax

T3 es valido:

Prueba:

1
2
3
4.
)
6
7

.aE(A— B)A-B
.a k¥ —A

.aF A= ByalF-B
ax = A

. Raa x ax

.ax =B

.a¥ B

Pero 3 y 7 se contradicen B

P3 se sigue candénicamente:

Prueba:

1
2
3

4.

.A—Be€a

A€ ax

.mAda

F(A— B)A-B— .—A
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C5,1
P2
C4,4,5,7

Hipdtesis
Hipdtesis
T2

C5h,1
Ch,2
C3,4,5
C4,3,6
C5,7

Hipdtesis
Hipdtesis
C2,1
C5,2

P3
C4,3,4,5
C5,6

Hipdtesis
Hipdtesis
C5,2

T3



5. (A= B)A-B¢a
6. " B¢a
7. B €ax

T4y P4
(A— B)ANA— .By Raaa

T4 es valido:

Prueba:

.aE(A—=B)ANA
a¥ B
.aFA—-ByalEA
. Raaa

.aEB

Ol W N =

Pero 2 y 5 se contradicen B
P4 se sigue canénicamente:

Prueba:

1. A—>Be€a

2. A€a
3.F(A-B)ANA—.B
4 (A=-B)NAca
5.B€a

T5y P5
AN-B — .~ (A — B)y Rax*aax

T5 es valido:

Prueba:

l.aEFAA-B
2.a¥—-(A— B)
.aEAyalE-B
4. ax=A— B
5. Ra * aax
6. ax = B
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C4,3,4
02,1,5
C5,6

Hipdtesis
Hipdtesis
C2,1

P4
C4,3,4

Hipdtesis
Hipdtesis
T4
C2,1,2
C4,3,4

Hipdtesis
Hipdtesis
C2,1
C5,2

P5
C4,3,4,5



7

.a¥ B

Pero 3 y 7 se contradicen l

P5

se sigue candénicamente:

Prueba:

N OOt A W

.A— B¢€ax

LA€a
.FAAN-B— .~ (A— B)
ﬁ(A—>B)¢a
.AN-B¢a

—\Bgéa

. B € ax

T6 y P6
A— B—.~AV By Raaxa

T6 es valido:

Prueba:

1
2
3
4.
5
6
7

.aFA—B
.a¥-AV B
.aE-AyakFE B
ax = Ay ax =B
. Raa % a

.aE B

.ax ¥ B

Pero 4 y 7 se contradicen l

P6 se sigue canonicamente:

Prueba:

1
2
3

> ot

.A— Be€a

A€ ax
.FA—-B—.-AVB
-AVBE€a

-Ada

.B€a
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C5,6

Hipdtesis
Hipdtesis
T5

Ch,1
C4,3,4
C2,2,5
C5,6

Hipdtesis
Hipdtesis
C3,2
C5,3

P6
C4,1,4,5
C5,6

Hipdtesis
Hipdtesis
T6
Cc4,1,3
Ch,2
C3,4,5



T7y P7
AN-B —.BV~-(A— B)y Rax*aa o Ra*aax

T7 es valido:

Prueba:

.aE=AN-B

a¥ BV-(A— B)
aEAyalE-B

a¥ Byak¥-(A— B)
.ax=A— B

ax ¥ B

e N

Hipdtesis
Hipdtesis
C2,1
C3,2
Ch,4
C5h,3

En este punto existen dos casos, donde en cada uno consideramos una de las

dos partes del postulado. ler caso:

7. Ra * aa
8. aEB

Pero 4 y 8 se contradicen. 2do caso:

9. Ra * aax
10. ax = B

Pero 6 y 10 se contradicen W
P7 se sigue canénicamente:

Prueba:

.A—>Beaxy A’ - B € ax
.Ae€ay A €a

.Bé¢ay B ¢ ax
.AN-B—.BV—-(A— B)
(ANAYAN-(BAB') - . (BAB)V—[(ANA") = (BADB')]
(A= B)AN(A" = B') € ax
ANA = .BAB € ax
[(ANA) = (BAB)] ¢a

9. ANA €a

10. BAB ¢a

11. (BAB)V—=[(ANA) = (BAB) ¢a
12. ( ANA)YAN-(BAB') ¢a

13. - (BAB)¢a

0~ O Ok Wi
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P7
C4,3,5,7

P7
C4,3,5,9

Hipdtesis
Hipdtesis
Hipdtesis
T7

4

C2,1
(IX),6
Ch5,7
C2,2
C2,3
C3,8,10
04,511
C2,9,12



14. BA B’ € ax C5,13
15. Bcaxy B’ € ax C2,14

Pero 3 y 15 se contradicen B

T8 y P8
AN-B — AV - (A— B)y Ra*axa* o Rax*aax

T8 es valido:

Prueba:
l.aEAAN-B Hipétesis
2.a¥F -AV-(A— B) Hipdtesis
.aEAyalE-B C2,1
4. ax¥ B C5,3
5.aF -Ayak¥—-(A— B) C3,2
6. ax = A C5,5
T.ax=A— B C5,5

En este punto existen dos casos, donde en cada uno consideramos una de las
dos partes del postulado. ler caso:

8. Ra* ax ax* P8
9. ax =B C4,6,7,8

Pero 4 y 9 se contradicen. 2do caso:

10. Ra * aax P8
11. ax = B C4,3,7,10

Pero 4 y 11 se contradicenl

P8 se sigue candénicamente:

Prueba:
1.A—+Becaxy A" — B' € ax Hipdtesis
2. Acaxy A €a Hipétesis
3. Béaxy B ¢ ax Hipdtesis
4. AN-B —.~AV-(A— B) T8
5 (AVAYA-(BVB')—> —~(AVA)V-[(AVA) = (BVB)] 4
6. (A= B)A (A" — B') € ax C2,1
7.AVA - .BV B €ax (X1),6
8. - [(AVA)—= (BVDB)¢a C5,7
9. AV A €ax C3,2
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10. ~(AVA) ¢a C5,9

11. BV B’ ¢ ax C3,3
12. - (AVA)V-[(AVA) = (BVB)|¢a C3,8,10
13. (AVA)ea C3,2
4. (AVA)AN-(BVB) ¢a C4,5,12
15. - (BVB') ¢a C2,13,14
16. BV B’ € ax C5,16

Pero 11 y 15 se contradicen H

T9y P9
A— BYANA — .—AV By Raaa o0 Raa * a
( y

T9 es valido:

Prueba:
l.aE(A—-B)NA Hipétesis
2.a¥-AV B Hipdtesis
3.aEFA—-ByakEA C2,1
4. aF-Aya¥ B C3,2
5.ax A C5,4

En este punto existen dos casos, donde en cada uno consideramos una de las
dos partes del postulado. ler caso:

6. Raaa P9
7.a B C4,3,6

Pero 4 y 7 se contradicen. 2do caso:

8. Raa *x a P9
9.aEB C4,3,5,8

Pero 4 y 9 se contradicen B

P9 se sigue canénicamente:

Prueba:

1.A-BeayA B eca Hipdétesis
2.Acay A € ax Hipétesis
3.B¢ayB ¢a Hipdtesis
4. (A-B)ANA—.-AVB 79

5 [(AVA) = (BVB)AAVA)—.~(AVA)V(BVBHB) 4

6. (A= B)A(A > B)ca 2,1
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7.AVA - .BVB €a (X1),6

8. AVA €a C3,2
9.BVB' ¢a C3,3
10. [[AVA) = (BVB))A(AVA)€ea C2,7,8
11. - (AVA)V(BVB)€a C4,5,10

En este punto existen dos casos, donde en cada uno consideramos uno de los
dos miembros de la disyuncién. ler caso:

12. - (AvA)ea C3,11
Pero 8 y 12 se contradicen. 2do caso:
13. BV B €a C3,16
Pero 9 y 13 se contradicenl

T10 y P10
(A— B)A-B — .~AV By Raa*a* o Raa*a

T10 es valido:

Prueba:
l.aE(A— B)A-B Hipdtesis
2.aF-AVB Hipotesis
3.aFA—ByalE=-B C2,1
4. ax ¥ B C3,3
5.aF-AyakFE B C3,2
6. ax = A C5,5

En este punto existen dos casos, donde en cada uno consideramos una de las
dos partes del postulado. ler caso:

7. Raa * ax P10
8. ax =B C4,3,6,7

Pero 4 y 8 se contradicen. 2do caso:

9. Raa x a P10
10.a = B C4,3,6,9

Pero 5 y 10 se contradicen W

P10 se sigue canénicamente:
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Prueba:

.A—>BeayA - B €a
.A€caxy A € ax
.Bé¢axy B ¢a
.(A—=B)A-B—.-AVB

(A= B)ANA = B)ea
(ANA)—= (BAB)€a
CANA € ax
(ANA) ¢a

10. BAB ¢a

11. - (ANA)V(BAB) ¢a
12. [[ANA") = (BAB)] A -
13. - (BAB) ¢a

14. BA B’ € ax

15. Beaxy B’ € ax

0 O Ui W N -

=)

Pero 3 y 15 se contradicen W

JANA)Y = (BAB)A-(BAB')—= .~ (ANA")V (BADB)

(BAB') ¢a

a0

Hipdtesis
Hipotesis
Hipdtesis
T10

4

2,1
(IX),6
C2,2
C5,8
C2,3
C3,9,10
C4,5,11
C2,7,12
C5,12
C2,13
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conjetura de los autores es que NR deberia haber sido equivalente a E, pero en
1973 se demostré, gracias a L. Maksimova, que no lo son, ya que NR incluye a
E pero no al revés.

Routley, R., Meyer, R. K., Plumwood,V. y Brady, R. T.

1982 Relevant Logics and their Rivals, Vol. I. Ridgeview

Se trata de la obra central de la seméntica relacional ternaria, donde se define
B y en el mismo capitulo, el capitulo cuatro, se define también por primera vez
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la idea de postulado semantico correspondiente, en particular en relaciéon con
B. En el primer apéndice de la misma obra se da una semantica para E y los
sistemas de Ackermann, IT y IT'.

Tomova, N.

2012 A lattice of implicative extensions of regular Kleene’s logics. Reports of
Mathematical Logic, vol. 47, pp. 173-182

Definicion de la implicacion natural para las 16gicas trivaluadas, en clara relaciéon
con la tesis doctoral de la autora, sélo disponible en ruso.

Urquhart, A.

1972 Semantics for relevant logics. The Journal of Symbolic Logic, vol. 37, pp.
159-169

Define una seméntica semejante a la semantica relacional ternaria pero no inclu-
ye un mecanismo para la negacién caracteristica de las logicas de la relevancia.
Al igual que Cf.[Fine, K., 1974], no tuvo la misma repercusion y éxito que la
seméntica de Routley y Meyer

Weber, Z.

2012 Transfinite cardinals in paraconsistent set theory. Review of Symbolic Lo-
gic, vol. 5, issue 2, pp. 269-293

La muestra de que las aplicaciones de las logicas de la relevancia, a dia de hoy,
todavia no han sido agotadas.

Zorn, M.

1935 A remark on method in transfinite algebra. Bulletin of the American Mat-
hematical Society, vol.41 issue 10, pp. 667-670

Publicacién del Lema de Zorn en su formulacién moderna. Es importante sena-
lar que no se trata de la primera publicacion, ya que, C. Kuratowski lo habria
publicado en 1922 pero sin tener ni una acogida tan importante y ni una for-
mulacién tan amplia como la de Zorn.
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