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RESUMEN

En este trabajo examinamos la distribucién marginal de los rendimientos
bursatiles para 2 indices europeos, 2 indices americanos y 2 indices asiaticos.
Realizamos un analisis con datos diarios e intradiarios y consideramos diversas
distribuciones como son la distribucion Normal, la Hiperbodlica Generalizada, la
Logistica y la mixtura Gaussiana. Estimamos los parametros de estas
distribuciones por el método de maxima verosimilitud. Por altimo, utilizamos
distintos contrastes de bondad de ajuste para analizar si estas distribuciones
son una aproximacion apropiada para la distribucién empirica de los

rendimientos burséatiles.

ABSTRACT

In this paper we examine the marginal distribution of stock index returns
for 2 European indexes, 2 American indexes and 2 Asian indexes. We carry out
an analysis with daily data and intraday data and we consider many probability
distributions, such as the Normal distribution, the Hyperbolic Generalized, the
Logistic and the Gaussian mixture. We estimate the parameters of these
distributions for the maximum likelihood method. In the end, we use different
goodness of fit test to analyze if these distributions are an appropriate

approximation for the empirical distribution of stock returns.

Palabras clave: Mercado bursétil, distribucion de probabilidad, rendimientos

bursétiles, R.

Clasificacion JEL: C87, C88, G11.
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1. INTRODUCCION

En este trabajo analizaremos la distribucion de los rendimientos
bursatiles de los principales indices bursatiles europeos, americanos y
asiaticos.

Importantes modelos de valoracion de activos financieros utilizados en
economia financiera se basan en el supuesto de normalidad de los
rendimientos bursatiles, como son el modelo de seleccion de carteras de
Markowitz, el CAPM y el modelo de Black-Scholes. Por tanto, el supuesto de
no normalidad de los rendimientos supondria que las distribuciones no estarian
definidas completamente mediante la media y la desviacion tipica, y tendriamos
que estudiar otras caracteristicas como son la asimetria y la curtosis. Por lo
que los anteriores modelos de economia financiera no estarian completos.

A lo largo de los afios se han realizado numerosos estudios sobre la
distribucion de los rendimientos bursatiles. Asi, Bachelier (1900) propuso para
éstos un proceso gaussiano. Hasta los afios 60 este resultado era aceptado.

Mandelbrot (1963) en un estudio sobre el mercado de algoddn, afirmaba
que la distribucién de rendimientos era leptocutica, por lo que no era
gaussiana. Para modelizar esta distribucion propuso la familia de distribuciones
Pareto-estables, con las que encontrdé un mejor ajuste a la distribucién marginal
de los rendimientos que la distribucion gaussiana. El problema de esta familia
de distribuciones es que posee varianza infinita, por lo que muchas
herramientas estadisticas no se pueden utilizar; ademdas, no poseen una
expresion para su funcion de densidad, provocando la imposibilidad del uso de
métodos de méxima verosimilitud.

Fama (1965) en su estudio realizado sobre los rendimientos de los 30
valores que componen el indice Dow-Jones, llega a unas conclusiones
similares a las de Mandelbrot: la distribucion marginal de los rendimientos es
picuda y la familia de distribuciones Pareto-estables se ajusta mejor que la
normal.

Posteriormente, tanto Praetz (1972) y Blattberg y Gonedes (1974)
utilizando la distribucién t de Student, como Clark (1973) usando la distribucién

lognormal-normal, obtuvieron mejores resultados que las distribuciones Pareto-



estables. Ademas estas dos distribuciones presentan la ventaja, frente a la
Pareto-estable, de que esta definida su funcién de densidad.

Ademas de éstas, se han utilizado otras distribuciones para modelizar el
rendimiento de las acciones de distintos mercados bursatiles. Asi, Kon (1984)
utilizé la mixtura gaussiana, Smith (1981), Gray y French (1990) y Peir6 (1992)
han utilizado la distribucidn logistica y otros autores, como Eberlein y Keller
(1995), Prause (1997, 2000) o Necula (2009) han abordado este problema
utilizando la distribucién hiperbdlica generalizada con buenos resultados.

Algunos articulos, como Aparicio y Estrada (2001), han sefialado que a
medida que las frecuencias observadas son mayores, la distribucion se
aproxima a una normal, mientras que con frecuencias temporales pequefias
dista mucho de seguir una distribucibn gaussiana, ya que se obtienen
distribuciones picudas y con un cierto grado de asimetria.

Por todas estas razones, estudiaremos la posible no normalidad de los
rendimientos bursatiles, con frecuencias diarias e intradiarias, asi como
analizaremos distribuciones probabilisticas que se ajusten mejor a dichos
rendimientos, como son la mixtura gaussiana, la logistica y la hiperbdlica

generalizada. Para éste andlisis utilizaremos tanto el software Matlab como R.

2. DESCRIPCION DE LOS DATOS
2.1. Indices bursatiles utilizados: definicion y representacion grafica

En este trabajo vamos a analizar los rendimientos, tanto diarios como
intradiarios, de diversos indices bursétiles, como son:

e CAC 40: indice francés formado por las 40 empresas mas significativas
de las 100 empresas mas grandes de la bolsa de Paris.

e FTSE 100: indice formado por las 100 empresas de mayor capitalizacion
de la bolsa de Londres, siendo el indice mas importante de Reino Unido.

e NASDAQ 100: indice bursétil estadounidense en el que se recogen las
100 principales empresas del sector industrial no financieras que estan
inscritas en la bolsa de Nueva York (NYSE) y ofrecidas en el Nasdaq
Stock Market.

e NIKKEI 225: indice japonés formado por las 225 empresas que gozan de

mayor liquidez en la Bolsa de Tokio.



e S&P 500: indice estadounidense considerado como el indice mas
representativo del mercado bursatil de E.E.U.U., formado por las 500
mayores empresas de los mercados NYSE y el NASDAQ (NASDAQ
Global Select Market, NASDAQ Select Market, o el NASDAQ Capital
Market).

e SSE Composite: indice chino que recoge todos los valores que se
negocian en la Bolsa de Shanghai.

Los cotizaciones diarias consideradas (obtenidas de www.investing.com)
corresponden al valor de cierre de las correspondientes bolsas durante el
periodo de 31/12/2006 hasta el 31/12/2016, por lo que se dispone de una
muestra de 2.561 valores para el indice CAC 40, 2.526 para el FTSE 100,
2.518 para el NASDAQ 100, 2.446 para el NIKKEI 225, 2.516 para el S&P 500
y 2.433 para el SSE Composite.

A partir de las cotizaciones diarias a cierre de cada indice se ha obtenido

la serie de rendimientos diarios mediante diferencia logaritmica, es decir:
X¢=100 log(P;/P;_1) =100:(log P; - log P;_,),

donde X; denota el rendimiento para cada dia t, P; es el valor de cotizacién de
cierre del indice para el diaty P;_, la cotizacion de cierre en el dia t-1.

Para el céalculo de rendimientos utilizamos la diferencia logaritmica y no
la rentabilidad simple porque es la més utilizada en la literatura y presenta
varias ventajas; por ejemplo, el rendimiento de un mes es la suma de los
rendimientos de los correspondientes dias y el rendimiento diario es la suma de
los correspondientes rendimientos intradiarios; véase Torngvist et al. (1985) y
Peir6 (1997). Ademas se puede aproximar la formula de la rentabilidad simple a
la diferencia logaritmica basandose en una expansion de Taylor de segundo
orden de la funcion log(P;/P,_,) alrededor de 1.

A continuacion, analizaremos graficamente la serie de rendimientos
histéricos de estos indices. Para ello, el siguiente grafico incluye una
representacion gréafica de los valores historicos de nuestras 6 series para el
periodo 31/12/2006 — 31/12/2016.



Grafico 2.1: Rendimientos diarios de los indices bursatiles.
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podemos ver en el Grafico 2.1, todos los indices presentan

representaciones similares, ello es debido a la fuerte interrelacién entre los

mercados bursatiles, provocado por el efecto contagio. Hay periodos en los que

todos los indices presentan grandes oscilaciones, mientras que en otros

periodos los indices estan en “calma”.

A continuacion detallaremos aquellos momentos en

los que las

rendimientos bursétiles presentaron mayor volatilidad.



En torno a t=500 se observa un periodo de gran volatilidad, donde los
rendimientos son mas extremos, que corresponde al mes de octubre de 2008,
momento en el que se inicio la crisis mundial.

Otro hito importante se da en torno a t=850, que corresponde al
6/5/2010, conocido como el dia del “Flash Crash”, especialmente notable en los
mercados europeos y estadounidenses.

El siguiente periodo de grandes oscilaciones, que son mas acusadas en
los mercados europeos y americanos, se produce en torno a t=1.200. En
concreto, el 4/8/2011 tuvo lugar un importante descenso del valor de los indices
bursétiles debido a la deuda europea y al incremento de la deuda publica
estadounidense.

En torno a t=1.600 (23/5/2013) tanto en el Nikkei 225 como en el SSE,
descendieron las cotizaciones, tras una mala noticia de la actividad
manufacturera china.

En torno a t=2.100 para el caso del SSE Composite y el Nikkei 225, y en
torno a t=2.200 para el resto de los indices, se produjeron grandes
fluctuaciones, correspondientes a los dias 24 y 25 de agosto de 2015, debido a
la desaceleracion de la economia china.

Para finalizar este andlisis destacaremos el dia 24/6/2016, lo que
podemos ver en torno a t=2.300 en el caso de SSE Composite y NIKKEI 225, y
en torno a t=2.400 para el resto de indices. Dicho dia se aprobaba el
referéndum de salida de la Unién Europea por parte de Reino Unido.

Esta descripcion ilustra la fuerte interrelacion entre unos mercados
financieros y otros, especialmente entre los mercados europeos y americanos,
y por otra parte, entre los mercados asiaticos.

A continuacion analizaremos las principales caracteristicas de la

distribuciéon marginal de los rendimientos diarios que acabamos de comentar.

2.2. Andlisis descriptivo de los rendimientos diarios.

En primer lugar definiremos las principales medidas (posicion central,
dispersién y forma) que tendremos en cuenta (véase Pefia, 2014). De aqui en
adelante T denotara el nimero de rendimientos observados disponibles:

e La media es la medida de posicidon central mas utilizada y se define

como.



= _ Xi+o+xT DXt
X=——==
T T

)

e La mediana (Me) es otra medida de posicion central y representa el valor
central de la muestra, ordenando los datos de menor a mayor.

e La desviacion tipica es una medida de dispersion y se define como:

S: Z(xi_)_()z
\’ T

e El coeficiente de asimetria es una medida de forma y se define como:

g1= 2(xe—X) ) (1)

Ts3

e El coeficiente de curtosis o de apuntamiento es una medida de forma y

mide el grado de concentracién de probabilidad en torno a la media y en
las colas, en comparacion con la distribucién normal. Se define como:

Y(xi=x)* ) (2)

Ts*

02=

Estos dos ultimos coeficientes son los mas relevantes para el andlisis de
la distribucidon de los rendimientos bursétiles, ya que son los primeros
indicadores de la posible no Normalidad de dichos rendimientos. Su

interpretacion es la siguiente:

El signo de g; indica la forma de la distribucion:

a) Sig;=0, la distribucién sera simétrica.

b) Si g:1<0, la distribucion se alargara en los valores a la izquierda de la
media (asimétrica a la izquierda).

c) Sig:>0, la distribucién se alargara para los valores de la derecha de

la media (asimétrica a la derecha).

Bajo el supuesto de normalidad, el coeficiente estandarizado de

asimetria, que se define como:

91* =910 )
o

se distribuye asintéticamente como una N(0,1); véase Peird (1992, 1997) y

Aparicio y Estada (2001). Por tanto, si g; toma un valor fuera del intervalo
[-1.96, 1.96] se rechaza que la poblacion correspondiente siga una distribucion

normal para un nivel de significacion del 5%.



Otro indicio de asimetria nos lo da la posicion de X y Me. Estas dos
medidas coinciden si la distribucion es simétrica, mientras que X serd menor
que Me en una distribucidon asimétrica a la izquierda (asimetria negativa) y X
sera mayor que Me en una distribucion asimétrica a la derecha (asimetria
positiva).

Por lo que respecta al coeficiente de curtosis, gz, en funcion de los
valores que tome, diremos que la distribucién es leptocurtica, platicurtica o

mesocurtica:

a) Sig. > 3, ladistribucion serd mas puntiaguda que la normal, y con
colas méas anchas (leptocurtica).

b) Sig.< 3, la distribucion serd més achatada que la normal, con colas
mas estrechas (platicurtica).

c) Sig =3, ladistribucion tiene un grado de apuntamiento igual que la

normal (mesocurtica).

Bajo normalidad, el coeficiente estandarizado de curtosis, definido como:

*_ gz—3

gz—ﬁ,

se distribuye asintéticamente como una N(0,1); véase Peir6 (1992). Por tanto,

si g, toma un valor fuera del intervalo [-1.96, 1.96] se rechaza que la poblacién
correspondiente siga una distribucion normal para un nivel de significacion del
5%.

La siguiente tabla recoge los valores de estos estadisticos para las 6
series analizadas, asi como el valor minimo y maximo que toman estas series

en el periodo muestral.

Tabla 2.1: Estadisticos de los rendimientos diarios.

X Me s Min Max g1 gl g2 g2
CAC 40 -0,006 0,032 1,527 -9,472 10,595 -0,009 -0,179 8,599 57,830*
FTSE 100 0,005 0,042 1,273 -9,265 9,384 -0,152 -3,114* 10,152 73,359*

NASDAQ 100 0,040 0,096 1,405 -11,115 11,849 -0,183 -3,756* 10,893 80,831*
NIKKEI 225 0,004 0,065 1,650 -12,111 13,235 -0,481 -9,716* 10,248 73,156*
S&P 500 0,018 0,062 1,320 -9,470 10,957 -0,327 -6,689* 12,910 101,446*
SSE 0,005 0,090 1,802 -9,256 9,034 -0,604 -12,161* 6,714 37,387*




Las principales conclusiones que se extraen de la Tabla 2.1 son las
siguientes: los seis indices estudiados presentan unas medidas de posicion
central (media y mediana) similares, practicamente iguales a cero, indicando
que el rendimiento medio en todos los indices es practicamente nulo, por lo que
podemos considerar a los mercados bursatiles como un juego de suma 0, ya
que las pérdidas y las ganancias se ven compensadas con el paso del tiempo.
Pero no ocurre lo mismo con la dispersion, que es mayor en el SSE Composite,
por eso su grafica de rendimientos historicos presenta mayor volatilidad.

La Tabla 2.1 también muestra que todas las distribuciones presentan
una cierta asimetria a la izquierda, que se ve reflejada, por una parte, en que la
media es menor que la mediana siempre y, por otra parte, en que el coeficiente
de asimetria tenga signo negativo siempre. Ademds, los coeficientes
estandarizados de asimetria indican que la asimetria observada es significativa
al 5% en todos los indices excepto en el CAC 40.

En esta misma tabla podemos ver que todas las distribuciones son
leptocdrticas, ya que el coeficiente de curtosis toma un valor mayor a 3 en
todos los casos. Adicionalmente, los coeficientes estandarizados de curtosis
muestran que la curtosis es significativa al 5% para todos los indices.

Por tanto, podemos concluir que los coeficientes recogidos en las
tltimas 4 columnas de la Tabla 2.1 manifiestan los primeros indicios de
ausencia de normalidad en la distribucién marginal de los rendimientos diarios.

Para analizar estas caracteristicas con méas detalle, en el Gréfico 2.2
representamos los box-plots de las distribuciones marginales de las 6 series
analizadas (estos gréficos se han hecho con el software R). Un box-plot o
diagrama de caja es un recurso grafico en el que se representan las
caracteristicas principales de la distribucion basadas en cuantiles, asi como los
posibles datos atipicos. En primer lugar se representan el primer (Q1), segundo
(Q2) y tercer cuartil (Q3), mediante una caja; después se dibujaran unos bigotes
gue se extienden 1,5 veces el rango intercuartilico (diferencia entre el tercer
cuartil y el primero) a partir de cada extremo de la caja. Llamaremos valores
atipicos a aquellas observaciones mayores que Qs+1.5(Q3-Q1), 0 menores que
Q1-1.5(Q3-Q1), Yy las representaremos mediante circulos.

En el Gréafico 2.2 podemos extraer unas conclusiones similares a la

Tabla 2.1. En primer lugar vemos que la mediana (Qz) es préxima a 0. En

8



segundo lugar, este grafico pone en evidencia la leptocurtosis de las
distribuciones por 2 hechos, el primero es que todas las cajas sean muy
estrechas (el rango intercuartilico es pequefio), lo que quiere decir que el 50%
de las observaciones estan contenidas en un intervalo pequefio y, por tanto, la
concentracion de valores en torno a la media es muy alto; el segundo hecho es
la gran cantidad de valores atipicos que encontramos en nuestras

distribuciones, lo que provocara colas mas anchas que la distribuciéon Normal.

Grafico 2.2: Boxplots de las rendimientos diarios.
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3. CONTRASTES DE NORMALIDAD SOBRE LA DISTRIBUCION DE
LOS RENDIMIENTOS DIARIOS.

En esta seccion analizaremos si la distribucién gaussiana se ajusta a las
distribuciones marginales de los rendimientos estudiados anteriormente. Para
ello, en primer lugar haremos una representacion grafica de los histogramas de
dichos rendimientos junto con la correspondiente funcion de densidad
gaussiana, después analizaremos los Q-Q plots y, por ultimo, realizaremos los
correspondientes contrastes de normalidad formalmente, todo ello realizado

mediante el software Matlab.
3.1. Analisis grafico: histogramas y Q-Q plots.

Para adentrarnos en este analisis, primero estimaremos los parametros
de la distribucion normal para cada uno de nuestros indices mediante el

método de maxima verosimilitud. Los parametros estimados coinciden con la

9



media y la desviacidn tipica muestral correspondientes a cada indice, es decir,
=Xy 6=S. En segundo lugar analizaremos graficamente si la distribucién de
frecuencias (relativas) de cada indice es similar a la funcion de densidad de
una normal con parametros estimados 1 y 6. Para ello, el Grafico 3.2 recoge la
comparativa entre la distribucion empirica del rendimiento de cada indice
(representada por un histograma), y las correspondientes distribuciones
normales tedricas con la misma media y desviacidn tipica que los datos.

Como podemos observar en el Grafico 3.2, la distribuciéon normal no
presenta un buen ajuste ya que la leptocurtosis de los datos provoca que se
infraestimen los valores centrales si utilizamos una distribucién normal, ello
indica que es mucho mas probable observar rendimientos bursatiles diarios en
torno a 0 que en la distribucién normal. Al igual ocurre con los extremos de las
colas, donde se aprecia que los rendimientos, negativos y positivos, son mucho
mas frecuentes de lo que lo serian en un modelo gaussiano.

A esta misma conclusibn se llega analizando los Q-Q plots
representados en el Grafico 3.3. Este grafico nos permite analizar si las
distribuciones empiricas son similares o no a la distribucion te6rica mediante la
comparacion de sus cuantiles. Para ello, se ordenan los datos de menor a
mayor y se comparan los cuantiles tedricos (en este caso bajo el supuesto de
normalidad) con los correspondientes cuantiles empiricos de los datos. En el
caso de que la representacion grafica diera como resultado la diagonal de un
cuadrado, ambas distribuciones tendrian cuantiles muy préximos y diriamos
que la distribucién empirica se ajusta bien a la tedrica.

En el Gréfico 3.3 destaca la diferencia existente entre las distribuciones
empiricas y las correspondientes distribuciones normales en ambos extremos,
tanto el izquierdo como el derecho. En el extremo izquierdo la grafica muestra
que para encontrar el cuantil z4 en la distribucion empirica (eje de ordenadas)
tendriamos que irnos a valores mas alejados de la media con respecto al valor
en el que nos encontrariamos este mismo cuantil zq en la distribucion teorica
normal (eje de abscisas). Esto muestra que la cola izquierda de la distribucion
empirica es mas pesada que la cola izquierda de la normal. En el extremo
derecho ocurre lo mismo que en el extremo izquierdo, por lo que la cola
derecha de la distribucién empirica es mas pesada que la cola derecha de la

distribucion gaussiana. En los valores centrales nos encontramos con que la

10



grafica se posiciona sobre la linea discontinua, lo que quiere decir que los
cuantiles centrales de los rendimientos estdn muy proximos a los
correspondientes cuantiles de la normal, por lo que el centro de las

distribuciones se alcanza en un punto muy similar en ambas.

Gréfico 3.2: Comparativa de las distribuciones empiricas de las rentabilidades

diarias, y las correspondientes distribuciones normales.
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Grafico 3.3: Q-Q plots de los rendimientos diarios

QQ-plot CAC 40 it QQ-plot FTSE 100
15 +
8 _F*-r
s
10 + 6
2 3 o
o o 4
= =
@ @
2 5 S 2
= 3
aQ s g.
f =t )
[=] o
7 P
L 0 oL 2
2 E -
© ©
= S 4
o a
-5 6
e
8 +
+
10 10
-4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Standard Normal Quantiles Standard Normal Quantiles
QQ-plot NASDAQ 100 4 QQ-plot NIKKEI 225
15
+
5
10 ¥ 10 S
o o
5 -1
£ s E 5
(%] (7]
5 5
g g
=R s °
@ 7
o - i)
= g s
S S
(e} a
+
+
10 -10
+
15 -15
-4 3 2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Standard Normal Quantiles Standard Normal Quantiles
i QQ-plot S&P 500 QQ-plot SSE Composite
10
8
=
10 * 9
2.} )
2 o
2 28
8 [
Ls D2
S 5
g g
5 5 °
8 o 8 2
Z z
@ ©
S S 4
a a
5 -
-8
10 -10
-4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Standard Normal Quantiles Standard Normal Quantiles

Por tanto, llegamos a la misma conclusibn que en los apartados
anteriores: la distribucién marginal de los rendimientos parece no seguir una
distribucion normal debido al exceso de curtosis y una cierta asimetria

izquierda. A continuacion contrastaremos formalmente esta hipotesis.

3.2. Contrastes de Normalidad: definicion y propiedades.

En esta seccién aplicaremos distintos contrastes de bondad de ajuste

para ver si nuestros datos empiricos pueden seguir una distribuciéon normal.
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Sea X la variable que representa los rendimientos diarios de un

determinado indice bursétil. Las hip6tesis a contrastar son:

Ho: X=>N(u,0)
Hi: X-»N(uw,0)

Realizaremos cuatro contrastes: el de Kolmogorov-Smirnov-Lilliefors, el

contraste de X2 de Pearson, el de Jarque Bera y el de Anderson Darling.

Kolmogorov-Smirnov-Lilliefors

El estadistico del contraste de Kolmogorov-Smirnov se define como:
Dy = max|Fr(x)-F(x)],

donde F+(x) es la funcién de distribucibn empirica y F(x) es la funcién de
distribucién tedrica bajo Ho. Por tanto, Dt es la maxima discrepancia entre
ambas funciones de distribucion, y si ésta es suficientemente grande (mayor
que el valor critico para un nivel de significacion dado y con ese numero de

observaciones), se rechazara la hipotesis nula.

Lilliefors tabulé la distribucion del estadistico Dt para el caso de
normalidad, estimando py o mediante los datos muestrales, X y S (Pefia, 2014).

En este caso, para el calculo de F(x) bajo Ho, se toma:

F(x) = ® <x _ i)
S

Chi Cuadrado

Se basa en comparar las frecuencias relativas observadas de ciertos
intervalos (histograma de los datos observados) con las correspondientes
probabilidades de dichos intervalos bajo la distribucion tedérica establecida en
Ho. Para ello, se agrupan los T datos en k clases, se calcula para cada clase i,
con i=1,...,k, la frecuencia observada en la muestra de dicha clase (O;), que
coincide con el nimero de datos muestrales en esa clase i, y la frecuencia
esperada teorica de dicha clase (E;). La discrepancia entre las frecuencias

observadas y las esperadas las calcularemos mediante el siguiente estadistico:
k

2 Z (Ol - Ei)z
X - E;

13



donde O=T;, y E=Tp;, siendo p; la probabilidad que el modelo asigna a la clase
i, y Ti el nUmero de observaciones en dicha clase.

Bajo Ho, este estadistico se distribuye aproximadamente como una y?
con k-1 grados de libertad si el modelo bajo Hy esté totalmente especificado, o
con k-r-1 grados de libertad si para calcular las probabilidades p; deben
estimarse r parametros desconocidos del modelo bajo Hy. Para el caso en el
que se contrasta la normalidad, la distribucion y? tendra k-3 grados de libertad,
ya que se estiman 2 parametros (uy o°).

Rechazaremos Hy, para un nivel de significacion a cuando:

X2z xik—r—-1),

siendo y2(k —r — 1) el percentil (1-a)*100% de la distribucion y?2.

Una cuestién importante es elegir el nimero de clases en las que se
van a agrupar los datos, ya que debe haber un nimero elevado de clases (se
recomienda k=5) para una correcta utilizacion del contraste (Pefia, 2014). En
nuestro caso, al realizar los contrastes con Matlab, ya crea él por defecto el

numero de clases.

Jarque Bera

Este estadistico sirve para comparar si la distribucion empirica tiene los
coeficientes de asimetria y curtosis de una normal (asimetria=0 y curtosis=3), y

se define mediante la siguiente expresion:

_ g1> | (g2 —3)?
JB= T<?+T>

donde g; es el coeficiente de asimetria definido en (1) y g» es el coeficiente de
curtosis definido en (2). Bajo el supuesto de normalidad este estadistico se
distribuird aproximadamente como una y? con 2 grados de libertad (Peiro,
1992). Por tanto, se rechazara la normalidad para un nivel de significacién a si

JB es mayor que el valor critico para ese nivel a dado.

Anderson Darling

Es uno de los contrastes mas potentes para detectar desviaciones del
supuesto de normalidad. El estadistico del contraste es:
A>?=-T-S§

14



donde:

S = z % [Ind (V) + In(1 — ©(Yr41-0)],

i=1
donde ®(Y;) es la funcién de distribucion normal evaluada en el punto Yj,
siendo Y; las observaciones estandarizadas, Y; = (X; — 1)/, y T es el nimero
de observaciones de la muestra.

Si A? excede de un valor critico para un nivel de significacién a dado, la
hipétesis de normalidad sera rechazada para ese nivel de significacion a.

Este contraste es una modificacion del test de Kolmogorov-Smirnov, e
incrementa su eficacia en las colas de la distribucién, por lo que es muy Uutil
para los valores extremos (Marques, 2001).

A continuacién se mostraran los resultados obtenidos por los contrastes

para cada una de nuestras muestras.
3.3. Andlisis de resultados

La Tabla 3.1 recoge los resultados de los contrastes mencionados
anteriormente para cada indice. Los resultados obtenidos no son una sorpresa:
todos ellos rechazan la hipétesis nula de Normalidad con gran contundencia

(los p-valores son inferiores incluso al 5%o).

Tabla 3.1: Contrastes de Normalidad para las series de rendimientos diarios.

NASDAQ NIKKEI

CAC40  FTSE 100 100 595 S&P 500 SSE
(g estadistico 0,071 0,079 0,096 0,072 0,110 0,096
(p-valor) (0,001)  (0,001) (0,001) (0,001)  (0,001)  (0,001)
i, estadistico 126504 30,964 21,588 123,187 303,497 167,153
(p-valor) (0,000)  (0,000) (0,000) (0,000)  (0,000)  (0,000)
B estadistico 3344,300 5391,600 6547,800 5445900 10337,000 1545,700
(p-valor) (0,001)  (0,001) (0,001) (0,001) (0,001  (0,001)
np  estadistico 26,616 34,510 Inf 27,261 62,729 37,520
(p-valor) (0,000)  (0,000) (0,000) (0,000)  (0,000)  (0,000)

Estos resultados concuerdan con los humerosos estudios realizados por
otros autores sobre la distribucidén de los rendimientos diarios, ya que en toda la
literatura al respecto se rechazaba el supuesto de normalidad para dichas

distribuciones y ademas todas ellas eran leptocurticas, al igual que las
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nuestras; veéase, por ejemplo, Martinez y Arnillas (1992); Hurst y Platen (1997);
Aparicio y Estrada (2001); Behr y Potter (2009).

Por lo tanto, a continuacién propondremos distribuciones que se ajusten
mejor a dichos rendimientos, utilizando como referencia las distribuciones
propuestas en otros trabajos que perseguian este mismo objetivo; véase, por
ejemplo, Peiré (1992, 1997); Hurst y Platen (1997); Aparicio y Estrada (2001);
Harris y Kucikb6zmen (2001); Behr y Potter (2009); Necula (2009).

4. DISTRIBUCIONES ALTERNATIVAS PARA LOS RENDIMIENTOS
DIARIOS: HIPERBOLICA GENERALIZA, LOGISTICA Y MIXTURA
GAUSSIANA

En esta seccidn presentaremos varias distribuciones de probabilidad que
permiten reflejar la leptocurtosis (con grandes picos y colas alargadas) y la

asimetria observadas en los rendimientos.

4.1. Descripciéon de las distribuciones utilizadas: definicion vy

propiedades
4.1.1. Distribucion hiperbdlica generalizada: casos particulares

La distribucion hiperbélica generalizada (GH) fue introducida por
Barndorff-Nielsen (1977) para modelar la forma que tomaban las dunas debido
a la arena arrastrada por el viento. A causa de su flexibilidad, la distribucion
hiperbdlica generalizada es considerada como un buen modelo para modelizar
la distribucién de rendimientos; véase Behr y Pétter (2009); Necula (2009).

Si la variable aleatoria X sigue una distribucion hiperbdlica generalizada,
se denota como X~GH(A,a,B,8,u), donde u es el parametro de localizacién, 6 el
de escala, a el de forma, B determina la asimetria (si =0 la distribucion sera
simétrica, si B<0 sera asimétrica a la izquierda, y si >0 sera asimétrica a la
derecha) y A determina la curtosis (Necula, 2009; Hammerstein, 2010). Estos

parametros deben cumplir las siguientes condiciones (Aas y Haff, 2005):

d=20Bl<asii>0
d>0Bl<asii=0
d>0B|<asia<O
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La funcion de densidad viene definida por:
G = k(67 + (x — DK a(af5TF - @R)efE,  (3)

A
(a®-B?)?
ma’l‘%alm(&/aZ—ﬁZ)

modificada del tercer tipo con indice A, también conocida como la funcién

donde k =

, ¥y la funcion K;(t) es la funcidbn Bessel

MacDonald, que se define como

o)

1 1 _
K)(t) = Ef w172t W) gy t > 0.
0

La funcion de distribucion no tiene expresion conocida y hormalmente se
haya integrando numéricamente la funcibn de densidad. La funcion de
densidad es unimodal y se pueden hallar todos los momentos. La forma de la
funcién de densidad se puede acomodar para que sea leptocurtica, platicurtica,
asimétrica a la derecha o a la izquierda (Behr y Pétter, 2009).

La media y la varianza de una variable aleatoria X con distribucion

hiperbdlica generalizada son (Aas y Haff, 2005):

B8 K1(67)
Y K@y

Ki1(8y) B <K/1+z(5)’) _ (K;L+1(5)/)>2>
SYKa(6y)  v*\ Ki(dy) Ky (6v) '

EX)=u+

Var(X) = 62

donde y = /a? — B?. Los coeficientes de asimetria 'y curtosis vienen definidos

por (Hammerstein, 2010):

g1(X) =Var(X)=3/? pis° <Kl+3(57/) _ 3K342(6V)K;41(6Y) 2K,13+1(5V)>

(6yY)*\ Ki(6y) K7 (6y) K3 (8v)
3p6* (K/1+2 (6y) _ K/‘12+1(5V)>]

(6v)2\ Ki(6y) KZ(8y)
o L [8%B" (Kuea(y)  4Knus(8Y) | 6Kaa(GVKEL(BY) 31<f+1(6y)>
9:(X) = =3 +Var(X) [(dy)“( KO | KGn T K6y Ki (1)
56ﬁ2 <6K/1+3(5V) . 12K;4,(6y) Ky +1(6y) 6Kf+1(5)/)> 36* K)+2(08y)
Gy)3\ Kai(y) K7 (8y) K3 (6y) (6y)® K(6y) |’
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En funcion del valor que tomen sus parametros, la distribucion
hiperbolica generalizada incluye, como casos particulares, una serie de
distribuciones interesantes, entre las que destacan las siguientes, como las

mas utilizadas en la literatura:

Distribucion hiperbdlica (simple)

Se obtiene si A=1 en (3), como aparece reflejado en Necula (2009) y

Behr y Potter (2009) y se denota por Hyp(a,B,6,1). Su funcion de densidad es:

_ a’ —p? _ 2 Y _
f(x)—2a6KV1(6 5 exp (~a/57 + (= 17 + B — 1))

La media y la varianza de esta distribucion son:

L BSKY)
EO = on
_ o Kr) | B (Ks(6Y)  (Ka(61)?
Var®) =" Sykaiony 2 <K1(6y) (Kl(ay)>> '

mientras que los coeficientes de asimetria y curtosis vienen dados por:

(X)=Var(X)_% B38° <K4(5V)_3K3(5V)K2(5V) 2K23(5)/)> 3p8* <K3(5y)_1<22(6y)>]
" (677 \K1(67) K7 (8y) K3(8y) )" GnE\K () KZ(6n))|

9,(X) = —3 + Var(X)-2 [58ﬁ4 <Ks(5)/) 4K, (6y) | 6K3(8Y)KZ(6y) 3Kz4(5)/)>

GY)*\K:(6y)  KZ(8y) K3 (8y) K (8y)
8°p? <6K4(5Y)_ 12K5(6y)K, (8y) +6K§’(6y)) 36* K3(8y)
(6y)3 \ K1 (6y) KZ(6y) K3(6y) ) Gy Ki(6p)]

Normal Inversa Gaussiana

Se obtiene con A=-1/2 en (3) y se denota por NIG(a,B,6,u). Su funcién de

densidad es:

6 K 62 — )2
1) = e (o aT= 4 - ) 2L
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La Distribucion NIG es la unica de las subclases de la distribucion GH
que permite convoluciones, propiedad importante para modelar rendimientos
financieros. Concretamente, si X;~NIG(a,B,61,11) Y Xo~NIG(a,B,6,,12) entonces la
distribucion de la convolucion de las 2 variables aleatorias sera una distribucion
NIG con X;+X2~NIG(a,B,8:+6,,u1+1,); véase Necula (2009).

La media y la varianza de la distribucién son:

Sa?

Var(X) = @y

5B
/ 2_pB2 ’
mientras que los coeficientes de asimetria y curtosis vienen dados por:

1 1

x)=3% ) =3(1+4(5))—1
91 a §1/2(q2-B2)1/4”’ 92 a §(a2—p2)1/2’

donde g, y g, deben satisfacer la condicién |g,| < Egz.

Skew Student’s t

Se obtiene cuando A=—-v/2 y a—|B| en (3) y se denota por
tSkew(v, B, 6, 1), donde v = —2A4. Su densidad es (Aas y Haff, 2005):

27 Z 5v|BI 7 1’<’v+1(\/ﬁz(52 + (x — )2 )exp(B(x —u))
f(x) - v+1

AT )

Los principales momentos de esta distribucién son (Aas y Haff, 2005):

23254 52

B_ _
EX)=u+ , Var(X) = ozo—n Tz

B 2(v — )V2B5 82652
9:1(X) = 2776 + (0 = Dw - DI~ 3v-2D+_—¢|
_ 6 168%5%(v —2)(v —4)  8B*8*(5v —22)
g2(X) = 25252 1 (v = 2)(v = D v—-2)*w-4)+ p— v —6)(v—8)

donde la varianza sera solo finita cuando v>4y g, y g, no existen cuando v < 6

y v < 8, respectivamente.
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A continuacidn se muestran las graficas de las diferentes clases de la

Distribucién Hiperbodlica Generalizada para distintos parametros:

Grafica 4.1: Hiperbdlica generalizada.

GHyp(-2,1,0.5,1,0)
Hyp(1,1,0.51,0)
NIG(-0.5,1,0.5,1,0)
tSkew(4,0.5,1,0)

0.4

0.2

0.0

En la Gréfica 4.1 podemos ver que en funcién de los valores de los
parametros, la funcion de densidad de la distribucion hiperbdlica generalizada
puede tomar distintas formas, acomodandose tanto a la curtosis como a la

asimetria, lo que es muy util para modelizar los rendimientos bursétiles.
4.1.2. Distribucion logistica

Se trata de una distribucion simétrica con colas mas largas y un
coeficiente de curtosis mas alto que la normal; véase Peird (1992) y Aparicio y
Estrada (2001). Su funcion de densidad se define como:

x —
exp (S55)
x — u\1?’
a [1 + exp (—a )]

f&) =

donde p (-co<u<oo) es el parametro de localizacion o media y a (a>0) es el
pardmetro de escala o dispersion.

Los principales momentos de la distribucién Logistica, L(u,a), son:

21

EX) =u,Var(X) = (%2) a?, g1(X) =0, g,(X) = =
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La Grafica 4.2 representa la funcion de densidad de esta distribucion
variando los parametros y pone de manifiesto que la distribucion Logistica se
puede adaptar a la curtosis, pero es simétrica, por Io que no se ajustaria a la

asimetria de los rendimientos financieros.

Gréfica 4.2: Distribucion Logistica
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4.1.3. Mixtura Gaussiana

Se trata de una distribucién que es la mezcla de varias distribuciones
normales. En nuestro analisis solo tendremos en cuenta la mixtura de 2
distribuciones normales, con ello consideramos que los rendimientos se
obtienen con una probabilidad p de una distribucibn normal con unos
determinados parametros, y con una probabilidad 1-p de otra distribucion
normal con otros parametros, véase Peir6 (1992, 1997); Aparicio y Estrada
(2001); Behr y Potter (2009). Tendriamos:

X1~N1(u1,01) con probabilidad p.
X2~N3(u2,0,) con probabilidad 1-p.

La funcion de densidad de esta distribucion esta definida como:

P oxp (_ (x — u1)2> L 1-p exp (_ (x — #2)2>
\V2mo? 20 \2mo} 207 )’

donde p; (—o < p; < ) es el parametro de localizacion y ¢? (67 > 0),i = 1,2,

f(x) =

es el parametro de dispersion de cada una de las normales de la mixtura.
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Los principales momentos de esta mixtura de dos normales son:
EX)=u=pu+ 1 —pluy,

Var(X) = 0% = pl(uy — ECO)? + o1 + (1= p) [ (12 — EC0)” + 07,
1
910 = —[(pG = Bof + (1 =) + (1 = Pz = W (B3 + (2 — )],

1
9 = — [p(3att + 6(uy — W20 + (uy — W*) + (1 — p)Bog + 6(u, — w205 + (u2 — WM.

Este modelo puede dar lugar a diversos tipos de distribuciones en
funcion de los valores de los parametros y de la probabilidad p. Asi, nos
podemos encontrar con distribuciones simétricas (cuando p; = u, 6 p=0.5vy
01=03), asimétricas, unimodales, bimodales, o con la propia distribucion normal
(cuando u; = u, y o, = g, 6 p toma un valor extremo; con p=0 6 p=1); véase
Peir6 (1992). Por otra parte, utilizando 2 componentes en la mixtura gaussiana
se consigue captar los rasgos mas importantes de la distribucion empirica, sin
caer en la sobreparametrizacién que nos llevaria al utilizar mas componentes;
véase Peir6 (1997).

En la Gréfica 4.3 representaremos la distribucion mixtura gaussiana de 2
componentes, con distintos valores de los pardmetros. Podemos ver que la
distribucion mixtura gaussiana se puede adaptar tanto a la curtosis como a la

asimetria, ademas su funcién de densidad permite que haya mas de 1 moda.

Gréfica 4.3: Distribucion Mixtura Gaussiana

s
o

m 0.5N(0,1)+0.5N(0,1)
B 0.5N(-3,1)+0.5N(3,1)
B 0.7N(-2,1)+0.3N(1,1)
B 0.75N(-4,0.8)+0.25N(4,3)
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4.2. Resultados de la estimacion

En esta seccion se estimaran los modelos anteriormente explicados para
cada una de las series de rendimientos descritas en la seccion 2.1.

Para estimar los pardmetros de las distribuciones se utilizard el método
de maxima verosimilitud. Para ello, hemos utilizado el software R y Matlab para
las distribuciones mixtura gaussiana y logistica, obteniendo en ambos casos
resultados muy similares, y para la distribucion hiperbdlica generalizada hemos
utilizado sélo R, debido a la imposibilidad de obtenerlo por Matlab. Para éste

calculo, en R hemos utilizado las librerias “ghyp”, “mixtools”, y “fitdistrplus”. Los

pardmetros estimados son los que aparecen en la Tabla 4.1.

Tabla 4.1: Parametros estimados para los rendimientos diarios.

CAC40 FTSE100 NASDAQ 100 NIKKEI 225  S&P 500 SSE

A -1,000 -1,052 -0,071 -1,525 -0,210 0,612

a 0,402 0,371 0,616 0,241 0,537 0,663

ghyp 6 1,526 1,189 0,661 1,951 0,557 0,332

B -0,046 -0,047 -0,063 -0,061 -0,062 -0,046

7 0,104 0,081 0,164 0,165 0,122 0,154

A 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

a 0,996 1,188 1,072 0,932 1,184 0,812

hyp 6 0,344 0,180 0,068 0,366 0,009 0,000

B -0,050 -0,061 -0,069 -0,066 -0,063 -0,046

n 0,104 0,095 0,161 0,169 0,108 0,146

A -0,500 -0,500 -0,500 -0,500 -0,500 -0,500

a 0,549 0,596 0,464 0,526 0,414 0,378

NIG 6 1,246 0,934 0,899 1,351 0,706 1,230

B -0,047 -0,050 -0,063 -0,067 -0,061 -0,057

7 0,102 0,084 0,163 0,178 0,123 0,193

v 3,513 3,128 2,702 3,626 2,298 2,865

Skew t 6 1,937 1,432 1,368 2,118 1,047 1,899

B -0,041 -0,040 -0,051 -0,060 -0,046 -0,055

7 0,092 0,073 0,151 0,166 0,113 0,201

p 0,821 0,792 0,697 0,888 0,757 0,674

1-p 0,179 0,208 0,303 0,112 0,243 0,326

mixtura M 1 0,061 0,053 0,145 0,080 0,102 0,169

n2 -0,311 -0,178 -0,202 -0,595 -0,244 -0,332

cl 1,048 0,796 0,740 1,199 0,685 0,979

g2 2,806 2,308 2,273 3,534 2,371 2,794

- 1 0,018 0,024 0,073 0,044 0,052 0,071
logistica

o 0,780 0,636 0,695 0,835 0,628 0,914

* ghyp denota la distribucion hiperbdlica generalizada, hyp es la distribucién hiperbdlica
(simple), NIG es la Normal Inversa Gaussiana y Skew t es la distribucion Skew Student’s t.
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Como podemos ver, el parametro B estimado para la distribucion
hiperbdlica generalizada (ghyp) y sus tres casos particulares (hyp, NIG, Skew
t), es siempre negativo y pequefio, lo que indica una cierta asimetria a la
izquierda. Ademas, en la mixtura gaussiana siempre se cumple que: para la
mayor proporcion le corresponde una media positiva y cercana a 0, mientras
que para la menor proporcion le corresponde una media negativa; la desviacion
tipica de la mayor proporcion siempre es menor que la desviacion tipica de la
menor proporcion. Los valores de los parametros de la mixtura nos indican una
asimetria a la izquierda, al igual que ocurria con la distribucion hiperbdlica y
con las distribuciones empiricas marginales de rendimientos estudiadas.

Para la comparaciéon de la funcidbn de densidad empirica de las
observaciones con la funcion de densidad tedrica de las distribuciones
estimadas, se ha utilizado la densidad kernel para representar la funcion de
densidad empirica, en lugar del histograma. El estimador kernel de la densidad
f(x) es un estimador no paramétrico que se define como:

fr®) = TihTi K (t ;Txi),

i=1

donde t es el punto donde se estima la funcién de densidad, x; es el valor i-
ésimo de la variable x, ht es el parametro de suavizado (también conocido
como ventana o ancho de ventana) que debe tender a 0 cuando T — oo, y K es
una funcioén de densidad conocida como nucleo o kernel, y es la que da forma a
las “campanas” que estimamos. En la practica se suele utilizar la funcion de
densidad de la normal estdndar como K, aunque se pueden utilizar otras
funciones de densidad; véase Silverman (1990).
La mayor dificultad en la estimacion kernel es elegir el parametro hr.
Este es similar a la longitud de los intervalos de los histogramas, por lo que si
elegimos un hr demasiado grande obtenemos una funcién de densidad “muy
plana” y si elegimos un hy demasiado pequefio, obtenemos una funcion de
densidad con muchos picos. Silverman (1990) propone 2 anchos de banda
optimos, en funcién de la presencia o no de valores atipicos en la muestra y del
kernel utilizado:
hope = 1.06sT /3, (4)
hope = 0.79RT /5, (5)
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donde s es la desviacion tipica muestral y R es el rango intercuartilico. El
primero de ellos se recomienda cuando se usa el kernel K Gaussiano, mientras
qgue el segundo tiene la ventaja de ser menos sensible a la presencia de datos
atipicos.

El estimador kernel de la densidad lo calcularemos mediante R, que
utiliza un kernel K Gaussiano por defecto. Ademas, en el Gréfico 2.2 hemos
visto la enorme presencia de datos atipicos en las distribuciones de
rendimientos diarios. Por estos dos motivos calcularemos el ancho de ventana
optimo por los dos procedimientos (4) y (5). EI ancho de banda optimo
calculado por la expresion (5) refleja unos mejores resultados que el calculado
por (4), por lo que para los posteriores graficos de la funcion de densidad
kernel utilizaremos los anchos de banda calculados por (5).

En el Grafico 4.4 se representa la densidad kernel correspondiente a
cada indice y las distribuciones tedricas correspondientes con los parametros
estimados de la tabla 4.1. Para la elaboracion de dicho Grafico se ha utilizado
el software R junto con las librerias “ghyp”, “KernSmooth”, y “RColorBrewer”.

En el Grafico 4.4 podemos observar que la distribucion logistica y la
distribucién mixtura gaussiana se ajustan peor a la distribucion empirica que la
distribucién hiperbdlica generalizada y sus casos particulares. Esto se debe a
que la logistica y la mixtura gaussiana no consiguen ajustarse a la elevada
curtosis existente en la distribucion de rendimientos. Similares conclusiones se
obtienen en Peir6 (1992) y Aparicio y Estrada (2001). Destacamos también que
la distribucion Skew t se ajusta peor para los indices NASDAQ 100 y SSE
Composite, ya que no consigue captar la elevada curtosis de la distribucion
empirica. También podemos ver que la alta curtosis que posee la distribucion
hiperbolica (simple) provoca que, en el pico de la campana de todas las
distribuciones empiricas, se ajuste peor que el resto de distribuciones de la
familia GH. Mientras que la distribucidon hiperbdlica generalizada se ajusta bien
a todos los indices excepto a S&P 500 y SSE Composite, la Normal Inversa
Gaussiana consigue adaptarse correctamente a la distribucion empirica en
todos los casos. Otra conclusion a la que podriamos llegar es que en la

mayoria de los casos se modeliza mejor la cola derecha que la izquierda.
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Gréfico 4.4: Comparativa de las densidades kernel de los indices y las

densidades tedricas estimadas.
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A través del Grafico 4.4 podemos observar la bondad del ajuste en el
pico central de la campana de la distribucion, pero no podemos sacar una
conclusion clara del ajuste en las colas. Para ello, en el Gréafico 4.5 haremos
una representacion similar en escala logaritmica, comparando el logaritmo de
las funciones de densidad teéricas estudiadas, logf(x), y el logaritmo de la
funcion de densidad empirica de los rendimientos diarios, logf(x). Mediante
este método conseguimos “poner una lupa en las colas” ya que gracias al
calculo de los logaritmos se hace visible las diferencias en aquellas partes de la
funcion de densidad donde ésta toma valores pequefios, que son precisamente
las colas; véase Behr y Potter (2009) y Necula (2009). El Grafico 4.5 se ha

obtenido utilizando el software R con las mismas librerias del Grafico 4.4.

Visualizando el comportamiento de las colas para los rendimientos
diarios (Grafico 4.5), podemos observar que la distribucion logistica nos
proporciona la peor aproximacion. Ademas, tanto la mixtura gaussiana como la
distribucién hiperbdlica (simple) no parecen ser apropiadas para representar las
colas de la distribucion empirica. El resto de distribuciones nos proporcionan
una mejor aproximacion. Estos resultados concuerdan con los resultados de
otros estudios sobre el comportamiento de las colas de la distribucion de los

rendimientos diarios; véase, por ejemplo, Behr y Péter (2009) y Necula (2009).

Para confirmar estas conclusiones, procedemos a realizar formalmente

los contrastes de bondad de ajuste para las distribuciones teéricas expuestas.
4.3.Contrastes de bondad de ajuste

En esta seccion aplicaremos los contrastes de Kolmogorov-Smirnov (KS)
y Anderson-Darling (AD), explicados en la seccion 3.2, para analizar la bondad
del ajuste que presentan las distribuciones tedricas expuestas anteriormente
sobre las distribuciones empiricas de rendimientos diarios. Para ello,
utilizaremos el software R junto con los paquetes “ghyp” y “ADGofTest”. En
esta seccién, el modelo bajo Ho no es la N(u,0), como en la seccion 3.2, sino
gue, en cada caso, sera el modelo teérico correspondiente. En este caso, los
valores criticos del test KS, ya no son los de Lilliefors, y ahora suelen ser mas

conservadores.
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Graéfico 4.5: Comparativa del comportamiento de colas entre la distribucion

empirica y las distribuciones tedricas para los rendimientos diarios.

CAC40 FTSE100
]
e
o
B <
A
A i
Y |
o |3 TN 81
Ao B + * +
+ +
+ M Empirica T
* B GHyp %
+ B Hyp ]
" | NG + 8 4
ot - Y
+
w [* B Logistica %
i B ixtura
*
+ +
+ P +
Qg
T T T T T : T T T T T
-10 5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
NASDAQ100
+
o
S
o
8
w | +
#*,
e | . e + «+:
T T T T T T T T T T
10 5 0 5 10 10 5 0 5 10
S&P500 SSE Composite
o
= —
o
8
o
3
= ++ + +
Sl




Los resultados del test KS se recogen en la Tabla 4.2. Las conclusiones
mas relevantes que se extraen de esta tabla son las siguientes: primero,
observamos que todas las distribuciones expuestas se adaptan mejor a la
distribucion empirica que la distribucion normal (comparense los p-valores con
los correspondientes de la Tabla 3.1). En segundo lugar, podemos comprobar
que, en todos los indices se rechaza la hipotesis nula de que los rendimientos
siguen una distribucion logistica, para un nivel de significacion del 5%, mientras
que para ese mismo nivel de significacion, el resto de los modelos no se
rechazan, en general, excepto para el indice SSE Composite que se rechaza la
mixtura gaussiana, y para el S&P 500, que se rechaza la distribucion
hiperbdlica (simple) y la mixtura gaussiana. Finalmente, observamos que la
distribucion que mejor se adapta a los indices CAC 40, FTSE 100 y NIKKEI 225
parece ser la distribucibn Normal Inversa Gaussiana, mientras que para los

otros 3 indices, es la Hiperbdlica Generalizada.

Tabla 4.2: Contraste de Kolmogorov-Smirnov para los rendimientos diarios.
NASDAQ

CAC40  FTSE 100 100 NIKKEI 225 S&P500  SSE

ehyp estadistico 0,009 0,010 0,011 0,013 0,012 0,016
(p-valor) (0,983)  (0,968) (0,937) (0,819)  (0,883)  (0,535)

by estadistico 0,009 0,013 0,023 0,012 0,031 0,024
(p-valor) (0,987)  (0,805) (0,155) (0,902)  (0,015)  (0,111)

NIG estadistico 0,008 0,010 0,013 0,009 0,014 0,019
(p-valor) (0,999)  (0,971) (0,816) (0,982)  (0,730)  (0,329)

chey CStadisico 0011 0,012 0,019 0,014 0,020 0,026
(p-valor) (0,933)  (0,875) (0,320) (0,696)  (0,254)  (0,078)

o, ostadistico 0,018 0,015 0,019 0,027 0,029 0,028
(p-valor) (0,397)  (0,634) (0,322) (0,057)  (0,032)  (0,047)

ogistica estadistico 0,030 0,033 0,054 0,033 0,061 0,048
(p-valor) (0,022)  (0,009) (0,000) (0,011)  (0,000)  (0,000)

Finalmente, en la Tabla 4.3 se presentan los resultados del contraste de
Anderson Darling para las mismas distribuciones tedricas.

Como podemos comprobar, ambos contrastes (KS y AD) presentan unos
resultados similares. La distribucion Hiperbodlica Generalizada y sus casos
particulares modelizan de manera aceptable los rendimientos diarios,

especialmente, las distribuciones que mejor se ajustan son la Normal Inversa
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Gaussiana y la Hiperbdlica Generalizada; en cambio la distribucion Mixtura
Gaussiana y la Logistica no gozan de ese grado de ajuste, esta Ultima se

rechaza con ambos contrastes para todos los indices analizados.

Tabla 4.3: Contraste de Anderson Darling para los rendimientos diarios.
NASDAQ

CAC40 FTSE 100 100 NIKKEI 225 S&P 500 SSE

ghyp estadistico 0,216 0,160 0,275 0,397 0,370 0,992

(p-valor) (0,986) (0,998) (0,955) (0,852) (0,878) (0,362)

hyp estadistico 0,346 0,616 1,035 0,610 2,925 1,578

(p-valor) (0,900) (0,633) (0,339) (0,638) (0,030) (0,159)

NIG estadistico 0,169 0,170 0,404 0,393 0,506 1,048

(p-valor) (0,997) (0,997) (0,845) (0,856) (0,740) (0,333)

Skew t estadistico 0,354 0,283 1,173 0,400 1,376 1,720

(p-valor) (0,893) (0,951) (0,278) (0,848) (0,209) (0,132)

mixtura estadistico 1,240 0,810 1,222 1,583 2,631 1,928

(p-valor) (0,253) (0,474) (0,259) (0,158) (0,042) (0,101)

- estadistico 4,421 6,138 11,701 4,074 17,465 11,045
logistica

(p-valor) (0,005) (0,001) (0,000) (0,008) (0,000) (0,000)

Estos resultados concuerdan ademas con las conclusiones de la seccion
4.2. Cabe destacar que, aunque en el Grafico 4.4 concluiamos que la
hiperbdlica generalizada no conseguia un 6ptimo grado de ajuste en los indices
S&P 500 y SSE Composite, a la vista de los resultados obtenidos en la Tabla
4.2 y la Tabla 4.3, podemos decir que quizd no se conseguia ese ajuste en
esos indices debido a la amplitud de ventana utilizada para dichos indices.
Basandonos en la Tabla 4.2 y en la Tabla 4.3, podemos concluir que las
distribuciones Normal Inversa Gaussiana y la hiperbdlica generalizada son las
que mejor se ajustan a la distribucion empirica.

Los resultados que acabamos de presentar corroboran los obtenidos por
otros autores. Asi, Prause (1997) también llegé a la conclusiéon de que la
distribucion NIG y la hiperbdlica generalizada conseguian un buen grado de
ajuste para los rendimientos diarios obtenidos desde Enero de 1988 hasta
Mayo de 1994 para el NYSE y el mercado aleman. Eberlein y Prause (1998),
examinando los rendimientos diarios del indice DAX correspondientes al
periodo 15/12/1993-26/11/1997, concluyeron que la distribucién que mejor se

ajustaba a estos rendimientos era la hiperbodlica generalizada, y tras ésta, la

30



distribucion NIG. Behr y Potter (2009) determinaron que la distribucion
hiperbdlica generalizada era la distribucion que proporcionaba un mejor ajuste
en los rendimientos diarios del S&P 500 para el periodo 2001-2005. Necula
(2009) concluyé que la distribucion hiperbdlica generalizada modelizaba
correctamente los rendimientos diarios para los indices S&P 500, NIKKEI 225,
Hang Seng, DAX, FTSE 100, CAC 40, IBEX 35, PX 50, BUX y BETC, entre
Enero de 1998 y Septiembre de 2008.

En resumen, parece que la distribucion hiperbdlica generalizada y la
Normal Inversa Gaussiana se ajustan correctamente a los rendimientos diarios
de diversos indices bursétiles sea cuél sea el periodo temporal estudiado, ya
gue ambas distribuciones consiguen un buen grado de ajuste incluso cuando
se produce un gran “crash” en los mercados bursatiles, como el “crash” de
Septiembre de 2008.

5. SENSIBILIDAD DE LOS RESULTADOS A LA FRECUENCIA DE
OBSERVACION: ANALISIS DE DATOS INTRADIARIOS

5.1. Descripcion de los datos intradiarios: definicién y propiedades.

En esta seccion, utilizando el software R, analizaremos los rendimientos
intradiarios de los mismos indices bursatiles estudiados con anterioridad, es
decir, CAC 40, FTSE 100, NASDAQ 100, NIKKEI 225, S&P 500 y SSE
Composite. Para ello, analizaremos las cotizaciones consideradas con una
frecuencia de 10 minutos (obtenidas de Google Finance) durante el periodo de
23/04/2017 hasta el 02/07/2017, por lo que se dispone de una muestra de
2.499 valores para el indice CAC 40, 2.496 para el FTSE 100, 1.911 para el
NASDAQ 100, 1.457 para el NIKKEI 225, 1.911 para el S&P 500 y 1.222 para
el SEE Composite.

A partir de estas cotizaciones calcularemos los rendimientos de cada
indice mediante diferencia logaritmica, por las razones expuestas
anteriormente. El Grafico 5.1 incluye una representacion grafica de los
rendimientos historicos intradiarios (con frecuencia de 10 minutos) de nuestras
6 series para el periodo 23/04/2017 - 02/07/2017. Como podemos ver, a

diferencia de los rendimientos diarios, los rendimientos intradiarios no
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presentan representaciones similares, es decir, en cortos periodos de tiempo,

no se aprecia el efecto contagio entre los mercados burséatiles.

Grafico 5.1: Rendimientos intradiarios de los indices bursatiles.
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Para analizar con mas detalle la distribucibn marginal de los
rendimientos intradiarios, utilizaremos las mismas medidas de posicion central,
dispersion y forma que en la seccion 2.2. La Tabla 5.1 recoge los valores de
estos estadisticos para los rendimientos intradiarios de las 6 series analizadas,

asi como el valor minimo y maximo que toman estas series en el periodo
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muestral. Para su elaboracion hemos utilizado el software R junto con la libreria

‘“moments”.
Tabla 5.1: Estadisticos de los rendimientos intradiarios.
X Me S Min Max g1 g1* g2 g2*
CAC 40 -0,001 0,000 0,102 -0,990 1,223 0,176 3,582* 26,760 242,401*
FTSE 100 0,001 0,001 0,086 -0,499 1,807 5,245 106,953* 102,089 1010,306*

NASDAQ 100 0,001 0,004 0,115 -1,480 1,138 -1,577 -28,128* 37,814 310,569*
NIKKEI 225 0,004 0,003 0,116 -1,375 1,384 0,872 13,580* 45,018 327,272*
S&P 500 0,001 0,003 0,067 -0,665 0,490 -0,286 -5111* 18,069 134,431*
SSE 0,001 0,001 0,136 -0,723 0,540 -0,338 -4,823* 5,204 15,722*

Las principales conclusiones que se extraen de la Tabla 5.1 son las
siguientes: los 6 indices estudiados presentan unas medidas de posicidn
central practicamente iguales a 0. En cuanto a la desviacion tipica, podemos
ver que para el SEE Composite es mayor que para el resto de indices, al igual
ocurria en los rendimientos diarios. Los valores minimo y maximo para los
rendimientos intradiarios distan mucho de los valores que se alcanzaban en los
rendimientos diarios para los correspondientes indices.

En cuanto a la asimetria, 3 indices presentan asimetria negativa
(NASDAQ 100, S&P 500 y SSE Composite), mientras que otros 3 presentan
asimetria positiva (CAC 40, FTSE 100, y NIKKEI 225), esto supone una
diferencia con respecto a los rendimientos diarios, ya que todos presentaban
asimetria negativa. Los coeficientes estandarizados de asimetria para los
rendimientos intradiarios indican que la asimetria observada es significativa
para todos los indices.

Finalmente, en la Tabla 5.1 podemos ver que todas las distribuciones
son leptocurticas. Ademas los coeficientes estandarizados de curtosis
muestran que la curtosis es significativa para todos los indices. La curtosis
observada en los rendimientos intradiarios es mayor que la curtosis observada
en los rendimientos diarios para los correspondientes indices, excepto para el
SSE Composite, que presenta una curtosis menor.

Para completar este analisis, en el Grafico 5.2 representamos los
boxplots de las distribuciones marginales para los rendimientos intradiarios.

Estos graficos corroboran los resultados que acabamos de comentar. Ademas,
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ponen de manifiesto que en todos los indices encontramos un gran numero de

valores atipicos excepto en el SSE Composite.

Gréfico 5.2: Boxplots de las rentabilidades intradiarias
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5.2. Estimacién de modelos y contrastes de bondad de ajuste

En esta seccion se analizara si la distribucion normal, las distribuciones
de la familia GH, la distribucion logistica y la mixtura gaussiana, utilizadas en la
seccién 4, se ajustan a los rendimientos intradiarios con frecuencia de 10
minutos. Para ello, en primer lugar estimaremos estas distribuciones teoricas
mediante el método de maxima verosimilitud. Los pardmetros estimados para

las distribuciones estudiadas se muestran en la Tabla 5.2.

Las primeras conclusiones que podemos obtener en la Tabla 5.2 son las
siguientes. En primer lugar, en el parametro B encontramos la primera
diferencia con respecto a los rendimientos diarios, ya que entonces éste era
negativo siempre. Sin embargo, ahora el parametro B de las distribuciones de la
familia GH tiene valor positivo en los indices FTSE 100 y NIKKEI 225, indices
gue presentaban asimetria positiva. Mientras que es negativo en los indices
que presentaban asimetria negativa (NASDAQ 100, S&P 500 y SSE
Composite) y en el CAC 40, a pesar de que este ultimo presentaba asimetria

positiva en la seccién 5.1.
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Tabla 5.2: Pardmetros estimados de los rendimientos intradiarios.

CAC40 FTSE100 NASDAQ 100 NIKKEI225  S&P 500 SSE
Normal 1 -0,001 0,001 0,001 0,004 0,001 0,001
o 0,102 0,086 0,115 0,116 0,067 0,136
A -1,390 -1,515 -0,896 -1,134 -1,224 -2,586
o1 0,540 0,511 1,512 0,308 2,292 3,096
ghyp 6 0,093 0,078 0,062 0,074 0,056 0,255
B -0,348 0,177 -0,344 0,207 -0,693 -0,241
91 0,002 0,000 0,006 0,001 0,004 0,004
A 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
o 16,062 20,700 15,547 15,823 23,990 13,360
hyp 6 0,009 0,011 0,001 0,000 0,005 0,119
B -0,440 0,296 -0,764 0,257 -1,401 -0,584
! 0,002 0,000 0,008 0,002 0,006 0,011
A -0,500 -0,500 -0,500 -0,500 -0,500 -0,500
a 6,710 8,875 4,104 4,586 9,532 9,793
NIG 6 0,060 0,049 0,047 0,048 0,039 0,179
B -0,379 0,173 -0,403 0,234 -0,870 -0,589
! 0,002 0,000 0,006 0,002 0,005 0,012
v 2,798 3,018 2,018 2,277 2,614 5,996
Skew t 6 0,093 0,077 0,067 0,074 0,059 0,272
B -0,335 0,144 -0,267 0,201 -0,626 -0,661
! 0,002 0,000 0,006 0,001 0,004 0,013
p 0,919 0,953 0,859 0,934 0,875 0,867
1-p 0,081 0,047 0,141 0,066 0,125 0,133
mixtura M 1 0,002 0,000 0,005 0,000 0,003 0,006
M2 -0,030 0,019 -0,021 0,056 -0,012 -0,035
ol 0,065 0,053 0,054 0,063 0,040 0,111
02 0,282 0,315 0,273 0,381 0,156 0,240
logistica ] 0,000 0,000 0,004 0,002 0,002 0,002
o 0,046 0,036 0,048 0,047 0,031 0,074

También podemos observar que los parametros 6, B, vy u de la
distribucion Skew t son muy similares a estos mismos parametros en la
distribucion hiperbdlica generalizada (ghyp) para los indices correspondientes,
a excepcion de los indices NASDAQ 100 y SSE Composite. Ademas, si
tenemos en cuenta que en la distribucion Skew t v = —241, también llegamos a
la conclusion que el parametro A es muy similar para ambas distribuciones,
salvo en los indices NASDAQ 100 y SSE Composite. Por lo que podemos
concluir que la forma que tomaran las distribuciones Skew t e hiperbdlica
generalizada sera muy parecida para los indices CAC 40, FTSE 100, NIKKEI
225y S&P 500.
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En cuanto a la distribucion mixtura gaussiana, la Tabla 5.2 muestra para
los indices FTSE 100 y NIKKEI 225 una asimetria positiva, mientras que para
el resto de los indices muestra una asimetria negativa.

En el Grafico 5.3 se representa la funcion de densidad kernel de los
rendimientos intradiarios para cada indice, utilizando el ancho de ventana
optimo dado por la expresion (5), junto con las correspondientes funciones de
densidad de las distribuciones tedricas estimadas.

Las conclusiones que obtenemos de este grafico son las siguientes: para
todos los indices, excepto para el SSE Composite, las distribuciones teoricas
gue mejor se ajustan a la empirica son la Skew t y la hiperbdlica generalizada,
gue consiguen un buen grado de ajuste tanto en el centro como en las colas.
La distribucién hiperbdlica simple y la Normal Inversa Gaussiana no consiguen
modelizar correctamente el pico de la campana ya que presentan una curtosis
mayor que ésta. Mientras que la distribucion logistica y la mixtura gaussiana no
consiguen captar la elevada curtosis presente en la distribucion empirica,
ademas la mixtura gaussiana presenta un mal ajuste en la cola izquierda en los
indices CAC 40, FTSE 100, NASDAQ 100 y NIKKEI 225. Como era de esperatr,
la distribucion normal nos da el peor ajuste de las distribuciones tedricas.
Ademas, podemos observar que la distribucion del indice SSE Composite es
claramente diferente al resto: es menos picuda y mas ancha. Esto concuerda
con las conclusiones a las que llegamos en el apartado 5.1, en el que veiamos
que el SSE Composite tenia menos curtosis y menos valores atipicos que el
resto de indices. Esto hace que todas las distribuciones tedricas a excepcion
de la normal, consigan un grado de ajuste similar y aceptable en este indice.

Finalmente, en el Grafico 5.4 compararemos graficamente los logaritmos
de las densidades tetricas y de la distribucion empirica de los rendimientos
intradiarios para determinar el ajuste en las colas. De este grafico podemos
concluir que tanto la distribucion Skew t, como la hiperbodlica generalizada,
proporcionan un buen ajuste en las colas (tanto derecha como izquierda) de la
distribucion empirica. La distribucion Normal Inversa Gaussiana también
proporciona un Optimo ajuste, pero en menor medida que las anteriores. El
resto de distribuciones no parecen ser apropiadas para representar las colas de
la distribucién empirica, especialmente la distribucion normal, que nos

proporciona el peor ajuste de todas las distribuciones tedricas.
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Grafico 5.3: Comparativa de las densidades kernel de los rendimientos

intradiarios y las densidades teoricas estimadas
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Graéfico 5.4: Comparativa del comportamiento de las colas entre la distribucién

empirica y las distribuciones tedricas para los rendimientos diarios.
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Tras esto, realizaremos los contrastes de bondad de ajuste para las
distribuciones tedricas expuestas. Para ello, al igual que en la seccion 4.3,
utilizaremos los contrastes de Kolmogorov-Smirnov y de Anderson Darling
explicados en la seccion 3.2, utilizando la version de Lilliefors en el contraste
KS cuando el modelo bajo Hy sea la distribuciéon normal. Para este analisis, el
modelo bajo Ho sera el modelo tedrico correspondiente. Para la elaboracion del

contraste KS hemos utilizado el software R junto con la libreria “nortest”.

Tabla 5.3: Contraste de Kolmogorov-Smirnov para los rendimientos intradiarios

CAC40 FTSE100 NASDAQ 100 NIKKEI225 S&P 500 SSE

Normal estadistico 0,11 0,12 0,15 0,15 0,10 0,04

(p-valor) (0,00) (0,00) (0,00) (0,00) (0,00) (0,00)

ghyp estadistico 0,012 0,014 0,012 0,017 0,011 0,016

(p-valor) (0,886) (0,728) (0,939) (0,793) (0,973) (0,931)

hyp estadistico 0,025 0,026 0,042 0,045 0,024 0,017

(p-valor) (0,080) (0,067) (0,002) (0,005) (0,293) (0,871)

NIG estadistico 0,014 0,021 0,015 0,024 0,015 0,016

(p-valor) (0,704)  (0,237) (0,786) (0,389) (0,763)  (0,903)

Skew t estadistico 0,012 0,013 0,011 0,017 0,011 0,016

(p-valor) (0,877)  (0,768) (0,971) (0,794) (0,976) (0,930)

mixtura estadistico 0,026 0,021 0,027 0,042 0,018 0,015

(p-valor) (0,065) (0,211) (0,135) (0,012) (0,539) (0,932)

, .. estadistico 0,043 0,032 0,067 0,060 0,043 0,015
logistica

(p-valor) (0,000) (0,010) (0,000) (0,000) (0,002) (0,942)

La Tabla 5.3 proporciona conclusiones similares al Grafico 5.3 y al
Gréfico 5.4. Para todos los indices, excepto para el SSE Composite, las
distribuciones que mejor se ajustan a la distribucion empirica son la hiperbélica
generalizada y la Skew t (para estos modelos no se rechaza la hip6tesis nula
para un nivel de significacion del 5% en ningun indice). Para todos los indices
(excepto el SSE Composite) se rechaza al 5% la hipétesis nula de que la
distribucion empirica siga una distribucién logistica o una distribucién normal.
Cabe destacar gque el contraste de KS no permite rechazar el modelo NIG para
este nivel de significacion (5%) en ningun indice. Para el indice SSE
Composite, todas las distribuciones tedricas, a excepcion de la distribucion
normal, se ajustan correctamente a la distribucién empirica (especialmente la

hiperbdlica generalizada, Skew t, mixtura gaussiana y logistica).
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A estas mismas conclusiones se llega analizando los resultados del
contraste de Anderson-Darling recogidos el Anexo (Tabla Al), que también
concuerdan con las conclusiones obtenidas del Gréfico 5.3 y del Gréfico 5.4.

Si comparamos estos resultados con los resultados obtenidos en la
seccion 4.3 para los rendimientos diarios, nos encontramos con la similitud de
que los rendimientos para frecuencia diaria y con una frecuencia de 10
minutos, se pueden modelar correctamente con la distribucion hiperbdlica
generalizada (para todos los indices), y que la distribucion normal no consigue

ajustarse a ambos rendimientos para ningun indice.

6. CONCLUSIONES

En el presente trabajo hemos estudiado el supuesto de normalidad de
los rendimientos bursatiles. Para ello, hemos considerado 6 indices, 2 de ellos
son europeos (CAC 40 y FTSE 100), otros 2 son americanos (NASDAQ 100 y
S&P 500), y los 2 ultimos son asiaticos (NIKKEI 225 y SSE Composite).

En primer lugar, hemos realizado varios contrastes de normalidad para
los rendimientos diarios de los 6 indices, que nos han conducido a rechazar la
hipotesis de distribucién gaussiana para todos los indices debido a que la
distribucion marginal de los rendimientos diarios posee un gran grado de
apuntamiento y colas pesadas. En consecuencia, hemos ajustado las
distribuciones de la familia GH, la distribucion mixtura gaussiana y la logistica,
a las mismas series. Asi, hemos encontrado que todas estas distribuciones
tedricas se ajustaban mejor a los rendimientos diarios que la distribucién
normal, especialmente, las distribuciones que han logrado un mejor ajuste han
sido la hiperbdlica generalizada y la Normal Inversa Gaussiana.

Hemos repetido este analisis para los rendimientos intradiarios con una
frecuencia de 10 minutos, obteniendo unas conclusiones similares: se rechaza
la hipo6tesis de normalidad; todas las distribuciones teéricas analizadas se
ajustan mejor que la distribucion normal; y la distribucion hiperbdlica
generalizada y Skew t, logran un buen grado de ajuste en todos los indices.

Por consiguiente, podemos concluir que la distribucion hiperbélica
generaliza es apropiada para modelizar los rendimientos bursatiles con un

frecuencia pequefia (en este caso con frecuencia diaria y de 10 minutos).
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ANEXO

Tabla A.1: Contraste de Anderson Darling para los rendimientos intradiarios.

CAC40 FTSE 100 NASDAQ 100 NIKKEI 225 S&P 500 SSE

Normal estadistico Inf Inf Inf Inf 49,485 3,735

(p-valor) (0,000)  (0,000) (0,000) (0,000) (0,000) (0,012)

ghyp estadistico 0,393 0,676 0,162 0,517 0,259 0,316

(p-valor) (0,855)  (0,579) (0,998) (0,729) (0,965) (0,926)

hyp estadistico 2,449 - 5,986 3,835 2,005 0,358

(p-valor) (0,053) (-) (0,001) (0,011) (0,091) (0,890)

NIG estadistico 1,026 1,869 0,495 1,174 0,576 0,325

(p-valor) (0,344)  (0,109) (0,752) (0,278) (0,671) (0,918)

Skew t estadistico 0,394 0,642 0,190 0,513 0,264 0,266

(p-valor) (0,855)  (0,609) (0,993) (0,734) (0,962) (0,961)

mixtura estadistico 2,300 2,140 2,013 3,364 1,101 0,282

(p-valor) (0,063) (0,077) (0,090) (0,018) (0,308) (0,951)

. estadistico 8,920 Inf 19,930 11,421 8,636 0,282
logistica

(p-valor)  (0,000)  (0,000) (0,000) (0,000)  (0,000) (0,951)




