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Introduccion

Los métodos basados en los subespacios de Krylov son extensamen-
te usados como métodos iterativos para hallar la solucién de sistemas
lineales de ecuaciones

Ax =b.

El método mds conocido dentro de éstos no es otro que el gradiente con-
jugado o GC y aunque su importancia estd justificada solo es vdlido
en el caso en que la matriz A es simétrica y definida positiva. Esto nos
motiva a buscar nuevos métodos que generalicen el comportamiento del
GC y sea vdlido para una matriz general.

La busqueda de un método eficiente de Krylov se afronta de dos ma-
neras distintas. La primera de ellas se trata de elaborar un método que
en cada iteracién minimice la norma del residuo del sistema sobre un
subespacio. Dentro de éstos el método que mds destaca es el método de
minimo residuo, GMRES, el cual minimiza los residuos del sistema so-
bre los espacios de Krylov. La segunda corriente es aquella en la que
pedimos al método recurrencias cortas, es decir, que exijan almacenar
pocos vectores para obtener una solucion factible. Dentro de este grupo
destaca el bigradiente conjugado, BiGC, que es equivalente al GC en el
caso de que A sea simétrica definida positiva. Sin embargo, este méto-
do no es optimo para todas las matrices en general y nos vemos en la
necesidad de buscar métodos mds rdpidos. Los métodos BiGCSTAB son
una variante de éstos que mejoran el comportamiento de los sucesivos
iterantes.

La busqueda de métodos mds rdpidos se focaliza en los métodos del
tipo BiGCSTAB, es decir, que generalicen la idea que éste presenta. El
primer método de la clase de los métodos de reduccion inducida de la
dimension, IDR por ’induced dimension reduction’, se deduce directa-
mente del BiGCSTAB multiplicando el polinomio del método por otro
polinomio que mejore las propiedades del primero. A lo largo de los
arnios este método ha sido eclipsado por otros del mismo tipo aunque no

ha sido olvidado completamente, quizds por su estrecha relacién con el
BiGCSTAB.

En este trabajo vamos a estudiar la familia de métodos IDR(s), uti-
liza la idea del método IDR original pero con mejoras sustanciales para
acelerar la convergencia.

A la vista de lo anterior hemos dividido esta memoria en tres capitu-
los tedricos.
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El capitulo 1 habla de los métodos de proyeccion en general y los
métodos de Krylov describiendo como funcionan éstos de una manera
general. En el capitulo 2 vamos a estudiar los métodos del GC, BiGC,
BiGCSTAB y GMRES, debido a su importancia y relacion con el IDR.
En un tercer capitulo vamos a describir la familia de métodos IDR(s)
y a estudiar algunas de sus caracteristicas. Por tltimo en el capitulo 4
vamos a aplicar los métodos estudiados a lo largo del trabajo a diversos
problemas comparando los resultados entre ellos.
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Capitulo 1

Métodos de Proyeccion

Para poder entender con mayor claridad la familia de métodos IDR
antes debemos conocer algunas propiedades generales de los métodos
de proyeccion. Dentro de los métodos de proyeccion prestaremos espe-
cial atencién a los denominados métodos basados en subespacios de
Krylow.

1.1. Métodos de proyeccion
Queremos llegar a resolver un sistema lineal de la forma
Ax =b, (1.1)

donde A € RY*¥, b ¢ RY y N € N grande. Para ello consideramos
K C RV, un subespacio de dimensién n < N. Nuestro objetivo es pro-
yectar la matriz A de gran dimension sobre el subespacio de dimension
n con la esperanza de que en este nuevo subespacio seamos capaces de
obtener una buena aproximacién a la solucion de (1.1).

En general, para hacer ésto tenemos que imponer n condiciones que
tipicamente tienen que ver con la ortogonalidad del residuo del siste-
ma a n vectores linealmente independientes: es decir, si »r = b — Az,
entonces,

rluv, 1=1,...,n.
Aqui v;, i = 1,...,n son vectores linealmente independientes. Esto nos
da un nuevo subespacio, £ = (v1,...,v,) C R" al que llamamos subes-

pacio de condiciones.



En estas condiciones pueden ocurrir dos cosas,
1. £ =K, en cuyo caso se denomina proyeccion ortogonal.

2. L # K, en cuyo caso se denomina proyeccion oblicua.

Nota:

El subespacio L es el que nos marca en que direccion proyectamos, asi,
en el caso 1 se trata de una proyeccion ortogonal al uso, mientras que en
el caso 2, la direccién de proyeccién no es ortogonal a K. En principio,
L puede ser cualquier subespacio de R”", sin embargo, mas adelante
veremos que debe de cumplir cierta relacion con K.

Podemos describir los métodos de proyeccion de la siguiente manera.
Dada una aproximacion inicial, z(, encontrar i tal que

T €xy+ K,
b— Az L L.

Si ponemos & = x+4, el primer residuo, r, esta definido por ry = b— Ax
y la ecuacion anterior se transforma en

b—A(ZEO—f—(S)J_L 6 TO—A(;_Lﬁ,

con ¢ € K. En otras palabras, la aproximacién es solucién del problema

T=z9+9, 0K (1.2)
(ro — Ad,w) =0, Ywe L (1.3)
Ad To
Inew
L
L]
0]

Figura 1.1: Interpretacion de la condicion (1.3), donde r,,.,, = 79 — A0
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Lo anterior es un paso de proyeccién basico en su forma mas abstrac-
ta. Los métodos suelen usar sucesivamente estos pasos para encontrar
aproximantes cada vez mas cercanos a la solucion del sistema.

Nota:
Un ejemplo sencillo y probablemente el primero que se nos deberia de
ocurrir es cuando tomamos K = £ = (ey,...,e,). El método que resul-

ta de computar todo lo anterior no es otro que el conocido método de
Gauss-Seidel.

Para poder estudiar todo lo anterior de una manera mas clara vea-
mos como podemos interpretarlo en funcién de las bases de los subes-
pacios Ly L.

Si tomamos V = [vy]...[v,],W = [wy]...|w,] € R¥*" donde K =
(v1,...,0,) y L = {(wy,...,w,), entonces (1.2) y (1.3) se reescriben como,
T=z0+Vy, yeR" (1.4)

WT(ro — AVy) =0, (1.5)

respectivamente. Podemos desarrollar lo anterior para ver que condi-
ciones tienen que cumplir las matrices V' y W para que el problema
tenga solucién. Reescribiendo (1.5) como W'r, — WTAVy = 0, resulta
el sistema n-dimensional

WTAVYy = Wr,. (1.6)

Si la matriz W7 AV es no singular podemos calcular su inversa y obte-
ner en (1.6),
y=WTAV) "Wy,
y finalmente
=20+ Vy=m1x9+VWITAV)TWTp,.

Esta expresion nos da una forma de calcular un aproximante a la solu-
ciéon de Ax = b. Este proceso se puede iterar en la forma descrita por el
algoritmo 1.

La existencia de la solucion del sistema (1.6) depende de la inver-
sibilidad de W7 AV. El siguiente resultado nos dice cuando esto puede
ocurrir.

Proposicion 1.1 Si se tiene una de las siguientes condiciones, la ma-
triz WT AV es invertible para cualquier Wy V.

1) A es definida positivay L = K.

2) Aes no singulary L = AK.



Algorithm 1 Algoritmo método de proyeccion.
1: while No halla convergencia do
2:  Seleccionamos K y £ de dimension n.
3:  Elegimos bases adecuadas V = [v1|...|v,| y W = [wy] ... |w,], res-
pectivamente.
4: Partimos de z,,
5 r,=b— Az,
6: y=WTAV)"*Wr,
7.
8
9:

Tpntl = Tp + Vy
: n=n+1
end while

La demostraciéon de esta proposicion 1.1 es sencilla y hace uso de la
existencia de una matriz, GG, no singular que nos lleva V' a W y puede
encontrarse en su totalidad en [1].

A continuacion vamos a dar dos resultados que entre otras cosas
también nos permiten deducir la existencia de solucion del problema.

Proposicion 1.2 Supongamos que A € RV*N es simétrica definida po-
sitiva y KK = L. El vector I es solucién del problema de proyeccién sobre
KC con aproximacion inicial xq si y solo si minimiza la A-norma (norma
de la energia asociada a la matriz A) sobre xy + K, es decir,
E(z)= min F(x
(i) = min B(z),

donde,
E(z) = (Aly — x),y — =)'/

e y es la solucion exacta del sistema lineal Ax = b.

Demostracion:

En las condiciones de la proposiciéon como consecuencia de que la
matriz A sea simétrica definida positiva, claramente la expresion E(x)
define una norma en R”, que se suele llamar norma de la energia aso-
ciada a A, ademas esta norma proviene de un producto escalar que
viene definido por

vxay € RN, (fl',y)A = (Axvy)a
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por lo que tenemos también el concepto de ortogonalidad con respecto
a la matriz A. Denotaremos esta norma por || - || 4. Por tanto, desde este
punto de vista, minimizar el funcional F(z) es equivalente al problema

in [y — ]l4.

La solucién a este problema, z, existe y cumple que
Yy — T J—A ’C7
y esta caracterizada por las siguientes condiciones equivalentes

(y—z,w)a = 0, YweK,

(Aly—3),w) = 0, Ywek,
(b—A(z),w) = 0, Ywe K,
(b—A(xog+9),w) = 0, Ywe K,
(ro+ Ad,w) = 0, Yw € K,

y llegamos a lo que se queria demostrar, 7 es solucion de (1.2) y (1.3). El
argumento es valido en ambas direcciones y por tanto, la proposicién
queda demostrada. O

Proposicion 1.3 Sea A € RV*YN una matriz arbitraria y supongamos
que L = AK. El vector 7 es solucion del problema de proyeccién oblicua
sobre K con aproximacion inicial xq si y solo si minimiza la norma 2 del
residuo b — Az sobre xo + K, es decir,

R(&) = min R(z),
donde,
R(z) = ||b — Ax||».

Demostracion:

La demostracion de esta proposicion es exactamente igual que la
de la proposicién anterior salvo que en este caso ya sabemos que R(x)
es una norma (norma euclidea) que proviene de un producto escalar
(producto escalar habitual) y por tanto solo tenemos que repetir el ra-
zonamiento. U



Observaciones:

1) Los dos resultados anteriores nos dan una manera alternativa de
buscar la solucién exacta. En las condiciones que hemos impuesto los
dos problemas de aproximacién 6ptima tienen solucion.

2) La proposicién anterior nos dice que si A es singular entonces lo
que estamos resolviendo es el problema de aproximacion minimos cua-
drados. En este caso el método iterativo nos da la solucion del sistema
lineal siempre y cuando b esté en la imagen de A.

1.2. Métodos basados en los subespacios de
Krylov

Resolver un sistema lineal de la forma Az = b mediante un método
de proyeccion general requiere iterar el siguiente procedimiento: cono-
cida la aproximacién inicial z, a la solucién, encontrar una aproxima-
cién z,, en el subespacio afin 2y + K, de dimensioén finita n, requiriendo
la condicion de ortogonalidad para el residuo

b— Ax, 1L L,

donde, de nuevo £ es un subespacio de dimension n. Un método ba-
sado en subespacios de Krylov toma como subespacio K un subespacio
relacionado con el n-ésimo subespacio de Krylov.

Definiciéon 1.4 Sean A € RV*N v € RY no nuloy n € N. Definimos el n-
ésimo subespacio de Krylov como el subespacio vectorial de RY generado
por los vectores v, Av, ..., A" tv, y lo denotamos por

K.(Av) = <v, Av, A%, ... ,A”*1v> . (1.7)

Claramente estos subespacios forman una sucesion encajada, es de-

cir,
Kn(A,v) C Kpi1(Av), Vn.

En virtud del Teorema de Cayley-Hamilton, A es raiz de su polinomio
caracteristico, es decir, si p(z) = 2V + ay_ 12V 1+ - + a1 + qp es el
polinomio caracteristico de A, entonces AN = —ay_ 1AV — ... — g A —
aol. En consecuencia AVv € Ky(A,v) y param > N, A™v € Ky(A,v).
No tiene sentido, por tanto, considerar en (1.7) valores n > N.

Si escogemos dichos subespacios como K en nuestro problema de
proyeccion vamos a obtener una sucesion de iterantes, x,, € 2o+, (A4, v),
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n=1,---,N, que van a converger a la solucién del problema, dandonos
un método directo que acaba en a lo sumo N pasos.

En la practica puede ocurrir que exista un entero m < N, que de-
pende de v, tal que
Ky, =Kn, Yn>m. (1.8)

Esto, en principio, nos dice que en algunos casos tendriamos conver-
gencia a la solucién en un subespacio de dimensién menor que la del
espacio ambiente y por tanto una reduccion del coste de los métodos.
Esto cobra especial importancia en nuestro caso que trataremos con
matrices dispersas y de gran tamano.

Nota:

En general, este entero no lo conoceremos pero si esta caracterizado,
para mas detalles ver [10]. Aunque importante tedricamente, en la
practica no esperamos alcanzar dicho m y finalizar en un nimero de
pasos mucho menor.

En adelante vamos a considerar v = ry y pondremos K,, = K,,(A, o)
siempre que lo necesitemos y no haya lugar a confusion.

Recapitulando, si partimos de un iterante z,, ; € xy + K, _1(A,19),
un paso puede describirse de manera general como, encontrar z, €
o1+ K, (A, 1) tal que

(ro — Ad,w) =0, Ywe L, y €K,
Si tenemos en cuenta los generadores de K, entonces encontrar =, =
n—1 i
Tn1+ D5 aj Ao tal que

n—1
(ro — ZajAjHro,w) =0, Yw € L,.
=0

En consecuencia para todo n tenemos la siguiente aproximacion,
r=A"~ 2, =20+ P,_1(A)rg, (1.9)

donde P,_;(A) es cierto polinomio de grado n — 1 sobre la matriz A. En
el caso mas simple, zy = 0, la aproximacién viene dada por P, ;(A)r.
Esto también nos da una expresion polinémica en A para los residuos,

Tn = ([ + Apn_l(A))T'Q. (1.10)

Estos métodos pueden ser vistos como un proceso de generacion de
los polinomios en A que caracterizan los diversos iterantes (desde este
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punto de vista se abordara la obtencion del BIGCSTAB y el propio IDR
original).

Si nos fijamos en el algoritmo general de un método de proyeccién
que estudiamos en la seccion anterior nos damos cuenta que un paso
importante es la eleccion de las bases de los subespacios £ y £ que
vamos a manejar, por lo tanto es necesario estudiar el llamado Proceso
de Arnoldi.

Es conocido que dada A € RV*" siempre se puede encontrar una
matriz Q € RV*Y ortogonal de forma que

QTAQ = H, (1.11)

donde H tiene forma de Hessenberg superior. Se dice que A se ha re-
ducido a forma de Hessenberg superior mediante transformaciones or-
togonales. Dada A € RV*V el proceso de Arnoldi calcula su reduccién a
forma de Hessenberg.

Para describir el método vamos a reescribir la relacién (1.11) en el
formato equivalente AQ) = QH, por ser () ortogonal. Si denotamos por
q1,- .., qn los vectores columna de () y reescribimos en funcion de éstos
la relacion anterior, obtenemos

n+1
Agn = hingi, 1<n <N -1 (1.12)

i=1

Supongamos ahora que h,;1, # 0,1 <n < N — 1. De la relacién (1.12)
se concluye el siguiente resultado.

Teorema 1.5 En las condiciones anteriores, para 1 < n < N —1 se tiene

(- qn) = {q, Aqr, Aq, ..., A" ' q1)

Demostracion:

Razonemos por induccién sobre n.
Para n = 1 claramente se tiene la relacion,

<CI1> = <Q1>'

Supongamos cierta la identidad para n = s y veamos que se cumple
paran = s+ 1.
Como, por hipétesis de induccion,
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<QI7 s 7QS> - <QI7AQ17A2917 s ,AS_1Q1> ’

basta probar que q¢.11 € (q1, Aqi, A%qu, ..., A%q) ¥y A1 € (@1, qst1) -
De la relacion (1.12) se tiene

hs—f—l,st-l—l = AQS - Z hist~
i=1

El sumatorio claramente estd en (qi,...,q;) = (¢, Aq, A%qu, ..., A Lqy)
y AQS S <Aq17 A2q17 L 7A8q1> g <q17 Aqh A2(117 v >ASCI1>> luego al ser herl,s
no nulo,

Gs+1 € <QI; Aq, Aqu, . .. ,ASCI1> .

Por otro lado, como A°7'¢; € (g1, ...,qs) entonces
Aq = A(Aqr) € (Aqy, -, Ags) -

Utilizando de nuevo (1.12) concluimos que
Ag € {(q1,-..,q+1) paral <[ <s,

lo cual implica que A°q; € (q1,...,qs41) - O

A los vectores ¢, ..., g, se los conoce como vectores de Arnoldi, que
por ser () ortogonal forman una base ortonormal de IC,,(A4, ¢) .
Volviendo de nuevo a (1.12), si despejamos el dltimo término de la suma
obtenemos

PniinGnir = Agn = hingi, 1<n <N —1. (1.13)
=1
Para que ¢, sea ortogonal a qi,...,q, tienen que ser h;, = (Ag.) ¢,
para todo i.
Definiendo

Tn = AQn - Zn: thz
=1

entonces, sir, = 0, Ag, € {(q1, -, Gn)s Kni1(A, q1) = Kn(A, 1) y{@1, - qn}
constituyen una base ortonormal de C,,1(4, ¢1), mientras que en el ca-

S0 en que 1, 7£ 0, hn—l—l,n = HTnH? Y gny1 =

n

hn+1,n .
De este modo se calculan los n primeros vectores de Arnoldi que por
(1.13) producen la factorizacién

AQn = Qan + hn+1,nQn+1ez;a (114)
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donde @, = [¢1,---,¢.] Y H, es Hessenberg superior de orden n x n'y
esta formada por los elementos de las n primeras filas y columnas de
H.
Alternativamente, siempre que nos convenga, podemos utilizar equi-
valentemente -
AQn — Qn+1H'rL+1,n7 (115)

donde ﬁnﬂ,n es una matriz (n + 1) x n donde todos sus elementos no
nulos son los elementos no nulos de la matriz H,, resultante del proceso

de Arnoldi.

Multiplicando por la izquierda por Q! y teniendo en cuenta que ¢,
es ortogonal a las columnas de (,, se tiene que

QZAQW, = H, + hn—l—l,nQan‘Hez; = H,.

Si el proceso anterior se repite hasta n = N llegamos a la matriz
H de (1.11). Sin embargo, si ocurre de (1.8) el proceso de Arnoldi con
0

¢1 = Tyar; termina para n = m, donde obtendriamos que r,, = 0y a lo

sumo deberiamos calcular m vectores.

Observaciones:

1) Para cada n, a la vista de la igualdad QY AQ,, = H,,, decimos que la
matriz H, es la proyeccion de A sobre el subespacio de Krylov KC,, (4, ¢1).
2) En general, no es cierto que Q,H,Q’ = A para cada n. En efecto,
tomemos (1.14) y multipliquemos por Q7 por la derecha, entonces

A= QanQg + hn—‘—l,nQn—i—legQg - QanQg + hn—&—l,nQn—l—lqg-

El segundo sumando de la expresién anterior sélo es 0 cuando A1, =
0. El primer n para el que ocurre esto define el m de (1.8) y el proceso
termina. En este caso A = Q,, H,,QT .

3) Si tenemos en cuenta (1.4), como hemos construido una nueva base
del subespacio de Krylov, el problema sera encontrar y € R" tal que

T, = 2o + Qny. (1.16)

En resumen, podemos dar el siguiente algoritmo:

Dada A € R¥Y*N y ¢; € RY unitario, el siguiente algoritmo usa el
proceso de Arnoldi para calcular la factorizacion AQ,, = Q,,H,,, donde
Q. € RYX™ (m es el minimo entero tal que K, = K,,, si n > m) tiene
columnas ortonormales y H,, € R"™*™ es Hessenberg superior con todos
los elementos subdiagonales distintos de 0.

10



Algorithm 2 Algoritmo del Proceso de Arnoldi.
forn=1: N do
z = Aq,
fori=1:ndo
z =2z — hing;
end for

hn-‘rl,n = ||Z||2
if hyi1,, = 0 then
m = n, break
end if
Gn+1 =
end for

z
hn+1,n

Observaciones:

1) El algoritmo anterior no es otro que el algoritmo de Gram-Schmidt
modificado para ortogonalizar Ag, frente a los vectores ¢,...,q,. Es-
ta forma del algoritmo es computacionalmente preferible al algoritmo
clasico Gram-Schmidt. Basta con disponer de un algoritmo que calcule
los productos Ag,. Esto tiene especial relevancia cuando se trabaja con
matrices dispersas.

3) Si la matriz A es simétrica no hace falta calcular muchos de los
productos por lo que el costo operativo se reduce sustancialmente y
obtenemos el llamado Proceso de Lanczos (que sera estudiado en
el siguiente capitulo). En este caso obtenemos que H,, es tridiagonal
simétrica.

El siguiente resultado, que no vamos a demostrar y puede verse
en [10] , permite computar P, ;(A)ry en (1.9) utilizando las bases de
Arnoldi.

Proposicion 1.6 Sea A € RV*N y sean Q,, y H, las matrices resultan-
tes del proceso de Arnoldi en n pasos. Entonces, para todo polinomio p(x)
de grado < n — 1 tenemos una aproximacion exacta, es decir, se cumple
que

p(A)qr = Qup(H,)er.

Las diferentes versiones de los métodos basados en los subespacios
de Krylov vienen dadas por las diferentes opciones a la hora de esco-
ger los subespacios K y £ y por el apreacondicionamiento del sistema
a resolver. Esta dltima cuestion no va a ser tratada en este trabajo.
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Sin embargo, pueden encontrarse estudios al respecto en algunos de
los libros de la bibliografia tales como [1] o [3] entre otros. Nosotros
nos vamos a centrar en la eleccion de los subespacios, que sera sufi-
ciente para nuestros propoésitos. Por tanto, podemos agrupar todos los
métodos en cuatro grandes grupos tal y como se hace en [3].

1) Aproximacion de Ritz-Galerkin:

En estos métodos se toma K,, = L,, = K,,(A, ). Dentro de estos métodos
podemos encontrar como método mas significativo el método del gra-
diente conjugado GC por su importancia y su extendido uso. El nombre
de aproximacion de Ritz-Galerkin proviene del hecho de, como ya se ha
visto, se trata de una proyeccion ortogonal.

2) Minima norma del residuo:

En estos métodos se toma C,, = L,,(A, 1) y K., = AK,.(A4,r). Este tipo
de métodos, en esencia, busca minimizar la norma del residuo sobre el
espacio K, (A, rp). El método arquetipo de estas familias es el GMRES.

3) Aproximacion de Petrov-Galerkin:

Estos métodos también toman £, # K,. Se trata de proyecciones obli-
cuas generales. En general los problemas de Petrov-Galerkin son pro-
blemas de proyecciéon en un subespacio distinto al subespacio de condi-
ciones. Como veremos en el capitulo 3 la familia de métodos IDR(s) son
de este tipo.

4) Minima norma del error:

Buscan el aproximante en el espacio zo + ATK, (AT, ry) que haga que
la norma euclidea del error sea minima. A esta familia pertenece el
método del gradiente conjugado.

Hacer un estudio profundo sobre todos estos tipos de métodos se
escapan del objetivo de este trabajo, por lo que nosotros, interesados en
la familia de métodos IDR(s), inicamente vamos a estudiar con detalle
los métodos del gradiente conjugado, minimo residuo y el bigradiente
conjugado, que pasamos a describir en el siguiente capitulo.

12



Capitulo 2

EL gradiente conjugado, el
minimo residuo y el
bigradiente conjugado

Los métodos basados en los subespacios de Krylov buscan adaptar-
se, en principio, a dos requerimientos basicos que son:

a) Minimizar una cierta norma del vector residuo sobre un subespacio
de Krylov generado por la matriz del sistema.

b) Ofrecer un bajo coste computacional por iteracion y no exigir alta
disponibilidad de almacenaje.

Sin embargo, esto no es siempre posible. Sélo en sistemas de ecua-
ciones lineales cuya matriz de coeficientes es simétrica y definida posi-
tiva, el algoritmo del Gradiente Conjugado, propuesto por Hestenes y
Stiefel en 1952 y desarrollado en la practica a partir de 1970, alcanza,
salvo errores de redondeo, teéricamente la solucién exacta en un nume-
ro de iteraciones a lo sumo igual a la dimension del sistema y cumple
los requisitos esenciales anteriores de minimalidad y optimalidad.

Cuando la matriz del sistema no cumple las condiciones de simetria
y de ser definida positiva, el método del Gradiente Conjugado no es
aplicable y en general, no existen métodos que cumplan los dos requi-
sitos anteriores simultaneamente sin afadir inconvenientes y/o des-
ventajas. Por todo ello, los métodos utilizados para estos sistemas, op-
tan por una solucién de compromiso, bien requiriendo la minimizacién
de la norma del residuo, o bien buscando que ofrezcan un bajo coste
computacional y de almacenamiento. Los métodos del GMRES y BiGC
se encuentran entre éstos respectivamente.
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Comenzamos el capitulo explicando el método del gradiente conju-
gado.

2.1. Gradiente conjugado (GC)

El método del gradiente conjugado es con toda seguridad el méto-
do mas conocido de todos los que vamos a explicar en esta memoria.
De hecho puede ser estudiado y deducido sin necesidad de hablar de
métodos iterativos basados en proyeccion o en subespacios de Krylov.

En muchos libros de texto se parte del problema de minimizacién
expuesto en la Proposicion 1.2, sin embargo, nosotros vamos a aprove-
char lo estudiado en el capitulo anterior.

Para empezar a estudiar el gradiente conjugado debemos empezar
diciendo que se trata de un método para calcular la solucién del sistema
lineal Ax = b, donde la matriz A es cuadrada N x IV, simétrica y definida
positiva. El1 método es del tipo Ritz-Galerkin en el cual se toma K =
L =K,(A,ry)y por tanto el proceso de Arnoldi es valido y sera nuestro
punto de partida.

La primera observaciéon que debemos hacer es que en lo que sigue
podemos considerar por simplicidad z, = 0. Si fuera otro el caso una
simple traslacién permite llegar a los mismos resultados.

Al ser la matriz A simétrica, el proceso de Arnoldi nos produce la facto-
rizacion QL AQ,, = H,, donde la matriz H, resulta ser tridiagonal. Por
tanto, si denotamos por a; = hj;, 1 < j<nypf; =hj_1,,2<j<n,la
matriz H, se reduce a la matriz tridiagonal T,

o Bo 0O --- 07
52 (&%) 53 tee 0
T,=10 B3 az ° :

_O 0 Bn Q|

Esto, nos da, en este caso, una reduccion importante del proceso de
Arnoldi, dando como resultado el conocido Proceso de Lanczos.
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Algorithm 3 Proceso de Lanczos
1: Elegir un vector ¢; unitario
2: f1=0,q0=0
3: forn=1:Ndo

4:  z= Aq,

5: =z ﬁnanl

6: Oy = (Za Qn>

7: Z=Z— QnpQn

8 Bur1 = |22

9: if3,,1 =0then
10: m = n, break
11: end if
12: qn+1 - B'rirl
13: end for

El m que aparece en el algoritmo es el entero en el que sabemos que
el proceso de Arnoldi tiene que parar, aunque como anticipamos en la
descripcion del proceso de Arnoldi esperamos terminar el procedimien-
to en un n muy inferior a dicho m, dando como resultado la factorizacién
(1.14) con la matriz 7, en lugar de H,,.

Una vez calculada la base del subespacio de Krylov correspondiente,
la condicion de Ritz-Galerkin impone que

Tn 1 ICTL(A7TO) - <q17 o 7QH> 9

por lo que por construcciéon de la base, el vector r, debe estar en la
direccion del siguiente vector ¢, ; del proceso de Arnoldi. Esto nos per-
mite sustituir en la factorizacion resultante la matriz @), por R, =
(ro| ... |rn-1), que ademas sabemos que es ortogonal por construcciéon
de los vectores de Arnoldi. En este caso, buscar iterantes en el n-ési-
mo subespacio de Krylov equivale a buscar y € R", tal que =, = R,y.
Entonces,

RY(Ax, —b) =0,
R Az, — RTb =0,
RFAR,y — RYb =0,
RzvaTny = ||7“0H§617
Como RIR, = diag(||roll3,- -, |Irn_1]|3), podemos calcular el iterante z,

como
-1
Ty = Rny = RnTn €1,

equivalente a resolver T,,y = e; y luego poner z,, = R,y.
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Nota:
Si usaramos directamente la matriz (), recaeriamos en el método cono-
cido como FOM ( Full Orthogonalitation Method. Ver [3]).

El conocido algoritmo del gradiente conjugado no es otra cosa que
una reinterpretacion de lo anterior para realizar los calculos de la for-
ma mas econdémica posible tanto en memoria como en tiempo de CPU.

Como consecuencia de la factorizacion resultante del método de Lan-
czos podemos escribir
T T
RTAR, = RTR,T,,

de donde concluimos que 7,, es también definida positiva. Podemos apli-
carle la factorizacion LU para obtener dos matrices L, y U, tales que

Tn = LnUTw

donde L, es bidiagonal inferior y U, bidiagonal superior con 1’s en la
diagonal. Por lo tanto podemos computar el n-ésimo iterante como

T, = R,T; ey = (R, UM (L ey). (2.1)

Vamos a centrarnos en cada uno de los factores por separado.

Si escribimos,

(60 0 0 -+ 0
bo 6 0 .- 0

Ln — O ¢1 62 v 0 7
B 0o - 0 ¢n72 67171_

Si llamamos s = L;'e; (que podemos resolver del sistema L,s = ¢;),
entonces las entradas del vector s pueden calcularse como

1

So = =
do

A )

1 =
o1
s . _¢n728n72
n—l —’
5n—1

por lo que se pueden calcular de manera recursiva.
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Por otra parte, si definimos P, = R, U, !, tenemos,

1 ¢ 0 --- 0
0O 1 e -- 0
0 0 1 €n—2
0 0 0 1|

por lo tanto

o = Do
€j—2pj—2+pi—1 1<j7<n,

Tj,1
donde el vector p;_; puede ser calculado de manera recursiva como
Dji—1 = Tj_1—€j2pj—2 1 <7< n. (2.3)

En principio solo hay que computar la matriz 7,, y resolver el siste-
ma resultante mediante la factorizacion LU, pero como vamos a ver, co-
nocer ésta explicitamente no es necesario. Si ponemos «o; = s; y 3; = ¢,
las recurrencias quedan de la siguiente forma,

pj-1 = Tj—1+Biepj2 1 <7< n, (2.4)
Ty = Tj-1 + aj_1Pj-1 1< j < n, (25)
r; = rj.1—ajApj1 1<j5<n. (2.6)

Usemos lo que conocemos acerca de los vectores que intentamos calcu-
lar. Primero, los residuos son ortogonales, luego de fr]Trj_l = 0, sustitu-
yendo en (2.6), podemos despejar

Usando (2.4) llegamos a la féormula equivalente para a;_;

A i _mialle
! Pl Apior (i1, Apj-1)

Para los 5,1 podemos deducir una expresién similar multiplicando
(2.4) por A.
Apj1 = Arj_1 + Bj_2Ap;_a,
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y sustituyendo en (2.6),

ajflﬂjéQ(

' Tj—2 — T’j_l).
(7))

ri="rj-1— aj—lArj—l —

Como los residuos son ortogonales,

T

6 o ’f‘] 1751
J=2 = T

T oTj— 2

En consecuencia obtenemos el conocido algoritmo del gradiente conju-

gado. Aunque sabemos que es un método directo que acaba en N pasos

en aritmética exacta, pararemos el método cuando el tamaio del resi-

duo sea suficientemente pequenio.

Algorithm 4 Algoritmo del método del gradiente conjugado.
: Aproximacioén inicial z
To = b— AI‘O
Po=To
n=1
Fijamos precision y maxit
while error>precisiéon y n < maxit do
2 =Ty 1Tn-1(= [[Ta-a )
w = pgflApn—l
an =
Tp = Tp—1+ QpPp—1
T = Tno1 — QpAp,_1
W =1 (= [I7nl|?)
Bn =73
DPn = Tn + Bnpn—l
computamos el error
16: n=n-+1
17: end while

e el el =l
A T

Observaciones:

1) Por supuesto, de los coeficientes «; y 3, se puede recuperar la matriz
T,,, aunque esto solo tiene interés si buscamos la expresion explicita de
la matriz. Ver [3].

2) Como ya indicamos, los métodos iterativos buscan minimizar la nor-
ma del error para obtener convergencia y hacer ésto mediante recu-
rrencias cortas para no obtener costos operativos excesivamente caros.
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El método del gradiente conjugado retune esas dos condiciones, pero
ademas, es el unico método con estas caracteristicas. Esto se conoce co-
mo el Teorema de Faber y Manteuffel, que podemos encontrar en [5].
Esto hace que si la matriz del sistema es definida positiva este método
sea la mejor opcion para resolverlo.

3) El método del GMRES esta pensado para obtener mejores resultados
a la hora de minimizar la norma del error, mientras que el BiGC esta
pensado para minimizar la longitud de las recurrencias.

Se ha implementado dicho método en MATLAB y se han llevado a
cabo diversos experimentos que veremos en el capitulo 4.

2.2. Método bigradiente conjugado (BiGC)

El método del bigradiente conjugado busca aproximantes en el espa-
cio KC,,(A, o) con residuos ortogonales a K, (AT, ry). Para poder describir
el algoritmo del método debemos estudiar como generar bases de estos
subespacios que formen un sistema biortogonal. El algoritmo de bior-
togonalizacion de Lanczos construye estas bases recursivamente y
el método BIGC y sus propiedades se deduce de este proceso de la mis-
ma forma que dedujimos el método gradiente conjugado a partir del
método de ortogonalizacion de Lanczos. Si estamos interesados en re-
solver un sistema dual de la forma A”z* = b*, el método del bigradiente
conjugado también nos da la solucion.

Los métodos que biortogonalizan bases tienen la ventaja de que
usan formulas de recurrencia reducidas y, por tanto, el almacenamien-
to no aumenta con el nimero de iteraciones. Por contra, presentan un
comportamiento irregular con convergencia con oscilaciones y abun-
dantes "picos”que pueden estropear las buenas propiedades de conver-
gencia caracteristicas de estos métodos de Krylov.

Describamos el método de biortogonalizacion de Lanczos.

El algoritmo nos da como resultado dos matrices V,, = [v1] - |v,] ¥
W, = [wq]|---|w,] tales que los vectores v; son base de C,(A,ry) y los
vectores w; son base de IC,,(AT, ry) tales

Wrv, =1, (2.7)

WTAV, =T, (2.8)
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Algorithm 5 Método de biortogonalizacién de Lanczos.
1: Si consideramos v, y w; tales que (vy,w;) = 1.
2: Escogemos 1 =6, =0
3: fork=1,...,ndo

4: A = (AUk, wk)
5:  Upp1 = Avg — g — Brvr—1
6: W1 = ATwy — agwy, — dpwy_
T i1 = | (Vg1 Wit 2
8: if .1 =0 then
9: Paramos.

10: endif

11: Bryr = %

12 g = 52

18 v = FH

14: end for

donde I, es la matriz identidad de tamafio n y

'al By 0 . 0
o az Pz - 0
0 -+ Jpo1 a1 Ba
0o --- 0 On O

Nota: Es importante darse cuenta que tratamos con un conjunto bior-
togonal por lo que se cumple (2.7) y no debemos caer en la confusion de
que, por tanto, se cumple que los conjuntos por separado son ortogona-
les.

Al igual que hicimos en el método de Arnoldi, de la relacion (2.8)
podemos deducir, con el mismo razonamiento que seguimos alli, que

AVn = VnTn+5n+1vn+1ef
AWE = W, T + B, wp el

El Bi-GC aprovecha todo lo anterior de la misma forma que el GC
aprovecha el proceso de Arnoldi, por lo tanto solo nos limitaremos a ex-
plicar cualitativamente el proceso de deduccién del método. EI método
del bigradiente conjugado arranca el proceso de biortogonalizacion de
Lanczos con los vectores v; = ”:ﬁ y w; arbitrario tal que (vy,w;) # 0.
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En general se suele escoger w; = v;. Si tuvieramos interés en la solu-
cion del sistema dual Az* = b*, entonces tomariamos w; = i o
0

ry denota el residuo del sistema dual.

Algorithm 6 Algoritmo del método del bigradiente conjugado.

1: Aproximacion inicial x,

2: g = b— AQT()

3: Elegir r adecuadamente.
4: po =T, Py =T

5 n=1

6: Fijamos precision y maxit
7: while error>precisién y n < maxit do
8 z= rn T

9: w = pnflA(pnfl)T
10 a, =2
11: Ty = Tp—1 T OpPn—1
12:  x) =) | +anpr_
13: Tn =Tp-1— anApnfl
14: 1y =rp — o ATp)

) T

15:  w=r,r;
I
172 pp =70+ BuPn_1
18:  py =15+ Bapy_
19: computamos el error

200 n=n-+1
21: end while

Observaciones:

1) En caso de que no nos interese o no haya sistema dual la eleccién de
r; se hace de manera arbitraria siempre que se cumpla (7, ;) # 0.

3) Es inmediato que si aplicamos el método a una matriz simétrica
definida positiva y escogiéramos 7 = r, recaeriamos en el GC original.
3) El método del BiGC se puede modificar de diferentes maneras para
conseguir mejores resultados, ver [1]. Una de dichas modificaciones, el
método del BIGCSTAB, produce resultados similares al método IDR(1),
el mas simple de la familia que queremos estudiar. Por ello explicare-
mos dicha modificacion.

El método del bigradiente conjugado estabilizado busca evitar pro-
blemas derivados de la aritmética flotante que van deteriorando las
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condiciones de biortogonalidad entre los vectores v, y w,. El BiGCS-
TAB no usa una relacion del tipo (1.10) para el residuo, en este caso se
busca de la siguiente forma

T'n = Y (A)Pn(A)ro,

donde ¢,(t) es el polinomio de recurrencia para los residuos, r,, aso-
ciados al BiGC y ¢,(t) es un nuevo polinomio definido recursivamente
con el objetivo de suavizar el comportamiento de la convergencia del
algoritmo original. Concretamente

2/}n—H(t) - (1 - Wnt>wm
donde w, es un escalar que se selecciona de forma apropiada. En el

BiGCSTAB w, se toma de forma que minimiza la norma euclidea de r,,.

Considerando que:

Tn = Cbn(A)TOa
DPn = Wn(A)T[b

¢n+1 = ¢n_ant7rn(t)7

Tn+1 = (anrl_ﬂntﬂ-n(t)u

entonces

1) Pnra(t) = (1= wit)n(t)Pnia(t)
= (1 - wjt)(wnqbn - ant¢nﬂn)

y teniendo en cuenta que

Un(t)mn(t) = 1 (t)n(t) + Bu-1(1 — wn1t)n_1 (t)mns (1),

podemos definir los nuevos vectores del método como r,, = 1,,(A) ¢, (A)ro
Y Pn = Yn(A)m(A)rg. Por dltimo se deducen las constantes para las
nuevas recurrencias de la misma forma que para el BiGC, obteniendo
el siguiente algoritmo.
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Algorithm 7 Algoritmo del método BiGCSTAB.

e e e el
ISR L S ol e

=
~

=
© ®

20:

: Aproximacion inicial z

o = b— AJZO

Elegir r; adecuadamente.

Po ="To, Py =17

n=1

Fijamos precision y maxit

while error>precision y n < mazit do

z= TTTS

a, ==

Sp = Tp — anApn
z = Asls,

w = AsT As,

z
w, = —
n w

Tyl = Ty + QpPp + Wi Sy
Tnil = Sp — wWpAs,
6 — T”T""—lrg Qn
n el wn,
Pn+1 = Tn+1 + 5n(pn wnApn>
computamos el error

n=n-+1

21: end while
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Observaciones:

1) El método del bigradiente conjugado estabilizado como ya se ha di-
cho anteriormente produce resultados similares al método IDR(1) de-
bido a la relaciéon entre ambos métodos. Aunque en esta memoria no
vamos a tratar este punto cabe destacar que la estrecha relacion se de-
be al parecido de los polinomios de la expresion (1.10) de cada método.
De hecho el polinomio ¢, (t) aparece en ambos casos. Este andlisis se
puede encontrar en [6].

2) El método del BIGCSTAB esta implementado en MATLAB y pueden
ser llamado mediante el comando bicgstab.

3) La deduccién de las constantes y el resto de detalles del método
puede encontrase en su totalidad en [1].

2.3. Minimo residuo (GMRES)

Para acabar el capitulo vamos a explicar el GMRES, el método mas
actual de todos los explicados en la memoria para tratar el sistema
Ax = b con A no simétrica. Se trata de un método de proyeccion en
el cual, K = K,,(A,10) y L = AK,.(A, 1), lo que equivale a minimizar
en cada iteracion la norma euclidea del residuo. Asi, el desarrollo del
algoritmo consiste en encontrar un vector x € = + KC,,(A, ro) tal que

T =9+ Qny
de forma que minimice el funcional
J(y) = [[b— Az||2.

Sin embargo, si tenemos en cuenta todo lo que hemos estudiado del
proceso de Arnoldi entonces,

b— Ax
=b— A<x0 + Qny)
=Ty — AQny

rQ
lIroll2”

yusando (1.15) y ¢; =

= |’7”0H2Q1 - Qn+1ﬁn+1,ny

= Qn+1(||TO||2€1 - Hn+1,ny)a

en consecuencia,

J(y) = [|Qns1(|[roll2e1 — Hug1,0y)l]2
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y usando la ortogonalidad de las columnas de @,

J() = lllrollzer = Huganyll2-

La solucién minimos cuadrados de H, 1,y = ||7o]|2¢; determinan el
nuevo iterante. Podemos mejorar la eficiencia computacional para re-
solver este problema de minimos cuadrados calculando la factorizacion
QR mediante los reflectores de Householder o rotaciones de Givens de
la matriz H,.,,. Es decir, calculamos una matriz ortogonal, Q, 1,1
tal que

Fn+l,n - Q£+17n+1Rn+1,n- (29)

Por ejemplo como resultado de la multiplicacion sucesiva de rotaciones
de Givens para cancelar los términos h;;,; j =1...n de H,,,, enton-
ces

J() = |lllrollzer — Hus1nyll2
= [[Hpt1.02y — [Iroll2e1]l2
= Q. 1 i1 Ras10y — |Iroll2e1]l2

= ||Rnt1.0Y — Qniint1llroll2€1]]2-

La solucion del problema de minimos cuadrados puede escribirse de
forma explicita como

y= R;,LQn+1,n+1||TOH2€17

y el nuevo iterante se puede calcular como z,, = o + Q,y.

Observaciones:

1) La matriz R,,, siempre es invertible a menos que el aproximante
coincida con la solucién exacta del sistema.

2) Sila matriz A es simétrica pero no necesariamente definida positiva,
la matriz H,,,, es tridiagonal y el método puede simplificarse, de don-
de obtendriamos el método conocido como MINRES (minimo residuo),
ver [3].

3) Implementar todo lo que hemos descrito conlleva un gasto grande
en memoria. Para suavizar este problema cada m pasos se reinicia el
algoritmo, dando como resultado la familia de métodos GMRES(m). El
método GMRES es el método que requiere mayor almacenamiento de
todos los métodos que vamos a estudiar.

4) Al igual que los métodos anteriores este método esta implementado
en MATLAB y puede ser llamado por gmres. Atn asi, en el apéndice de
programas hemos implementado tanto el GMRES como el GMRES(m).
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5) El método esta pensado para reducir la norma del residuo, lo que
dara como resultado un método de gran velocidad a costa de mayor
gasto de almacenamiento ya que carece de recurrencias cortas.

Como resultado de todo lo anterior obtenemos el siguiente algoritmo
general para el GMRES(m). El algoritmo para el GMRES basico (full
GMRES, en algunos textos) puede ser deducido facilmente eliminando
el segundo ’for’.
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Algorithm 8 Algoritmo del GMRES(m).

1: Aproximacion inicial x,
2: 19 = b— Axg

3 x=1x

4: for j=1,2,... do

5. B=|rls a1 =75, b=pPe
6: fori=1,...,mdo
7: w = Ag;
8: fork=1,...,ido
9: hii = @i w, w = w — hy ;g
10: end for
11: hivii = lwll2, gi1 = [y
12: T = hl,i
13: fork =2 ...,ido
14: Y = Ch—1Tk—1, + Sk—1hn
15: Thi = —Sk—1Tk—1,i T Ch—1Npi
16: Tk—1i ="
17: end for
18: §= (12 +h—i+ 1,22 ;=" 5 = titti
19: Tig = CiTii + Siliy1
20: l;i+1 :A —SZ'ZA)Z', l;z = CZ'ZA)Z'
21: p = |bis1]l
22: if p es suficientemente pequefios then
23: break
24: end if
25: end for
26: Ny =M, Yp, = T::;
27: fork:nr—l,..:,rldo
28 Y = ZA)k—ZE;:T; Tk, iYi
29: endfor
30: x=x+Y . Vil
31: if p es suficientemente pequenos then
32: break
33: end if
34: r=b— Ax
35: end for
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Capitulo 3
Los métodos IDR(s)

La familia de métodos IDR(s) se trata de métodos de proyeccion que,
a diferencia de los métodos explicados anteriormente en la memoria, no
usan como espacios de proyeccion espacios de Krylov. Los espacios de
Krylov seguiran estando involucrados ya que, al igual que los métodos
BiGC y GMRES, los métodos IDR(s) intentan generalizar las propieda-
des del método del GC.

En la primera seccion del capitulo vamos a describir de manera ge-
neral los métodos IDR(s). Como veremos, la familia de métodos IDR(s)
dan problemas para valores grandes de s y es por ello que nos vemos
obligados a modificar el método. En la segunda seccién del capitulo nos
dedicaremos a estudiar este punto. Por ultimo, para cerrar el capitulo
demostraremos que efectivamente se trata de un método de proyeccion
Petrov-Galerkin.

3.1. Los métodos IDR(s) genéricos.

Para describir los métodos IDR(s) se antoja necesario estudiar el
teorema IDR, resultado en el que estan basados. Llamaremos teorema
IDR al siguiente resultado que, en realidad, es una generalizacion del
resultado que se puede encontrar en [4]

Teorema 3.1 Teorema IDR
Sean A € RV*N vy € RN no nulo, Gy el subespacio de Krylov Ky (A, vo) y
S cualquier subespacio propio de RY tal que S y G, no comparten ningtin
subespacio invariante por A. Definimos la secuencia G;, j = 1,2,...,
como

gj = —wjA)(G;-1NS),
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donde w; son escalares no nulos. Entonces podemos afirmar que
1) G CG V>0,
2) G, = 0 para algun j < N.

Demostracion:

Primero vamos a demostrar 1) por induccién.

Primero para j = 1 tenemos

Gi

(I —wiA)(GyNS)
= (I —wA)(Kn(A,v9)NS)
(I —wi A)(Kn(A,v)),

N

donde
gl = (] - wlA)(lCN(A, Uo)) = <(] — wlA)Uo, ceey (AN_I — wlAN)U0> Q g(].

Supongamos ahora que G;, C G,_; j > 0. Veamos entonces G;; C G,.

Sear € Gjy1 = (I —wj1A)(G; N S), entonces v = (I — wj1A)y con
ye(G;NS).ComoG; C Gj_1,y € (Gj—1NS). Entonces (/ —w;A)y € G; y
en consecuencia

y—(y—wjdy) =wjAy € G; = Ay € G;.
Por lo tanto
r=(I—-winAy=y—wnAy ey,
como queriamos demostrar.
Para acabar probemos 2).

Por 1) sabemos que G,;;1 C G;, j > 0, luego tenemos dos posibilidades,
o bien que G, es un subespacio propio de §; o que sean iguales.

En el primer caso G;11 C G; y sabemos dim(G;11) < dim(G;) mientras
que el segundo caso, G;11 = G,, s6lo puede darse si G;NS = G;, pues sino
tendriamos que dim(G; N S) < dim(G;) y por tanto, dim(G;11) < dim(G;).
En consecuencia G; NS = G, y tiene que ocurrir que G; C S. Ademas
Giy1 = (I —wj1A)(G;,NS) = (I —wj11A4)G;, lo que implica que G, es
subespacio invariante de A.

Por lo tanto sabemos que G; C Sy G; C G,. Por hipétesis S y Gy no
comparten ninguin subespacio invariante no nulo de A, luego G; = {0}.
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En consecuencia la dimension de G, se reduce en cada paso o G; = {0}.
Por ultimo, como dim(G,) < N, la reduccién de las dimensiones tiene
que producirse en menos de N pasos, por lo tanto j < N para el j tal
que G; = {0} y el teorema queda probado.

]

Observaciones:

1) La hipétesis de que S y Gy no compartan un subespacio invariante no
nulo de A no es una restriccién fuerte debido a que G, es el subespacio
de Krylov completo de dimension N. Todos los subespacios invariantes
de A en G, son unidimensionales. Por tanto, si S es escogido de forma
aleatoria el que uno de esos subespacios esté en S tiene una probabili-
dad nula.

2) El teorema anterior nos dice que los espacios G; son buenos candi-
datos sobre los que proyectar los residuos de nuestros iterantes con la
seguridad de que en uno de ellos llegaremos a cero.

3) En general, estamos pensando en sistemas de gran dimension y dis-
persos por lo que el hecho de que pueda existir un j < N para el cual
G; = {0}, el método que vamos a describir podria acabar mucho antes
de llegar a la dimensién del problema.

Dado Az = b, sabemos por el capitulo anterior que un método basado
en subespacios de Krylov produce iterantes z,, € z( + K, tales que z,, =
zo + P,_1(A)ry, donde z, es una aproximacién inicial a la solucién del
sistema. Por lo tanto

r, = b— Az,
= b— A(I’Q + Pn_l(A)’l“o)
= (I = AP, (A))ro
= Pn<A)T'0
Luego r, puegie ser escrito como Pn(A)ro, donde P, es un polinomio de
grado n con F,(0) = 1. Como resultado de lo anterior dada una recur-

si6n de los residuos r,, podemos ser capaces de conocer la correspon-
diente recursion para los iterantes z,,.

Si asumimos que lo anterior es posible para los residuos hasta r,,
podemos conocer x,, 1 de la siguiente ecuacion,

A(Az,) = —=Ary, = (Py(A) — Pyii(A)ro, (3.1)
donde hemos usado el operador de diferencias Ax,, = x,,,1 — .
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Lo anterior es posible siempre que la diferencia de polinomios ]5”(7) —
P,,1(7) sea divisible por 7. Esto quiere decir que existe un polinomio
R, (1) estrictamente de grado n tal que P,,,(7) = P,(7) + 7R, (7). Afor-
tunadamente, todos los métodos basados en los subespacios de Krylov
cumplen esta propiedad, sencilla de comprobar partiendo de la expre-
sion (1.9).

Las recurrencias de los métodos basados en subespacios de Krylov
pueden escribirse de forma general de la siguiente forma:

l
Tny1r = Tn_aA’Un - § ’YZATn—la

=1

l
Tpt1 = :cn+own—5 MAT,_y,
=1

donde v, es un vector de K,,(A,7) — Kn_1(A, 1) y [ es la longitud de la
recursion.

Nota:

Si | = n tenemos una recurrencia larga, lo que implica que el costo
operativo y de memoria crece con n. Si en cambio fijamos | pequefio
comparado con N, tenemos una recurrencia corta, que desde el punto
de vista computacional es lo que deseamos.

Si generamos una sucesion de residuos r,, que forzamos a pertenecer
a §;, donde j no decrece cuando crece n, entonces en virtud del Teorema
3.1, el sistema del que proviene la sucesion de residuos se resuelve a lo
sumo en N pasos.

El residuo, r, . esta en G, si
Tt = (I — wjp1A)on,

donde v,, € G; N S. Ahora, si escogemos

i
Uy = T — Z MAr, ., (3.2)
=1

entonces la expresion para r, ., se escribe como

[
Tnil = Tn — Wip1 AU, — E VAT,

=1
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que, como ya se ha visto, se corresponde con la expresién general de un
método de Krylov.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que el subespacio S se
corresponde con el subespacio nulo por la izquierda de una matriz P de
tamano N x s, es decir,

P=Ip|---Ips], S=Ker(P").
Como v,, esta también en S, satisface que
PTv, =0,

que combinado con (3.2), origina un sistema de tamarfio s x [ para los
coeficientes ~;.

Bajo circunstancias normales este sistema solo tiene solucién tnica si
[ = s. Como consecuencia inmediata, computar el primer vector en G,
requiere s + 1 vectores en G; y s6lo podemos esperar que r, esté en
Gjr18in > (j+1)(s +1). En la practica, para generar estos s residuos
intermedios haremos uso de la propiedad (3.1).

Definimos las siguientes matrices:

AR, = [Arp_q|---|Ar,_g, (3.3)
AX, = [Az, 4] - |Ax, ] (3.4)

La computacién de r,; € G,;+; puede ser implementada segun el si-
guiente algoritmo.

Algorithm 9 Computacién de residuos r,+1 € Gj1;1.
1: Calcular c € R* de (PTAR,)c = P™r,,
2: v=r, — AR,c,
3: Tp1 = v — w1 Av.

Como G;11 C G, repitiendo el proceso nos da como resultado una
sucesion de residuos hasta llegar a uno que sea nulo, aunque, en la
practica sacrificaremos precision y pararemos el programa cuando la
norma del residuo sea suficientemente pequeinia. Se presenta en forma
de pseudocoddigo en el algoritmo 10 el IDR(s) genérico.

Observaciones:
1) La primera observacion que debemos hacer hace referencia a la ge-
neracion de los residuos iniciales. Como ya hemos dicho hacemos uso
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del método del maximo descenso. Sin embargo, esto no es necesario
aunque ello favorece la generacion de los vectores r,, rapidamente sin
producir grandes problemas en el almacenamiento.

2) La eleccién de w4, en el calculo del primer residuo en G4, puede
ser arbitraria, pero debemos mantener ese valor al calcular la subse-
cuencia de residuos dentro de dicho subespacio. En general se suele
escoger el valor que minimiza la norma de r,,, de forma similar a co-
mo lo hicimos en el BIGCSTAB.

3)El algoritmo puede interrumpirse por dos causas:

Primero puede ocurrir que el sistema lineal s x s en los coeficientes
v,l =1,2,...,s, resulte inconsistente. Este tipo de situacion se conoce
como interrupcion de tipo 1.

La segunda causa se produce cuando el pardmetro w; toma valores
proximos a cero, lo que implica un estancamiento en la convergencia a
la solucion. A esta clase de interrupcién se conoce como interrupcion
de tipo II. Mas adelante indicaremos algunas de las mejoras propues-
tas para atender a estas anomalias.

El algoritmo, en principio, es finito aunque existen un par de re-
sultados muy interesantes que nos daran informacién parcial de como
se comporta el algoritmo en este sentido y también de su rapidez. Es-
te ultimo punto cobra especial interés sobre todo cuando la matriz es
dispersa y de gran dimension.

Teorema 3.2 Teorema IDR extendido
Sea A una matriz real de tamafio N x N, sean p1, .. .,ps € RY vectores li-
nealmente independientes, P la matriz cuyas columnas son los vectores
pi, i=1,...,8 Go=Kn(A,10) y la sucesion de espacios {G;, 1 =1,2,...}
definida por

G; = (I —w;A)(Gj-1 N Ker(PT)),

donde w; son numeros no nulos tales que I — w;A es no singular.
Si d; = dim(G,), entonces la sucesion

{d;, j=1,2,...}
es monotona no creciente y satisface
Ogdj—dj+1 de—l_dj SS
Demostracion:
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Algorithm 10 Algoritmo genérico de la familia de métodos IDR(s).

1: Seleccionamos xy € RY, P € RY*s Tol € (0,1), mazit > 0.
2: g = b— AZEO
3: Para poder arrancar el método necesitamos s+ 1 vectores en G,, para
eso usamos pasos de minima norma.
for n =0 hastas—1 do
v=Ar,, w= (vTr,)/(vTv)
Az, = wry,, Ar, = —wv
Tpa1l = Tn + Arp, To = o, + Az,
end for
AR, 1= (Arp, -+, Arg)
10: AXn+1 = (Al’n, s ,A(L’())
11: Ahora construimos los espacios G, j =1,2,3, ...
12: n=s
13: while ||r,||2 >Tol y n <maxit do
14:  Bucle dentro de cada G;
15: for i = 0 hasta s do

16: Resolver c de PTAR,c = P'r,
17: v=r,— AR,c

18: if i = 0 then

19: Entrando en el subespacio.
20: t=Av

21: w = i%’

22: Ar, = —AR,c — wt

23: Az, = —AX,c+ wv

24: else

25: Resto de los residuos en el subespacio.
26: Az, = —AX,c+ wv

27: Ar, = —AAz,

28: end if

29: Tnil = Tn + Ary,

30: Tpi1 = Tp + Az,

31: n=n++1

32: AX, = (Axy, -+ ,Azy_y)
33: AR, = (Ary, -+ ,Ar,_y)
34: end for
35: end while
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Sea U = G;_1NKer(P"),y sea G,_; la matriz cuyas columnas forman
una base de G;_;. Entonces cada =z € G,_; puede ser escrito como =z =
Gj_1c para algun vector c. Ademas cada = € U puede ser representado
como = = G,_1¢, con ¢ satisfaciendo PTG;_ ¢ = 0. Entonces claramente
U= G,_1(Ker(PTG;-1)) y en consecuencia

G = (I —wjA)G, 1 Ker(PTG;_y).
Si asumimos que (/ — w;A) es no singular, por lo que
d; = dim(G;) = dim(U),
entonces P7(,_; es una matriz de tamafio s x d;_; y ademé&s
d; = dim(Ker(P"G;_1)) = dj_ — rango(P*G;_,).
Por otro lado, rango(P"G;_1) = s — dim(Ker(G]_, P)), luego
di=d;_—s+1 (3.5)
con | = dim(Ker(G]_,P)) € [0, s]. En consecuencia queda probado que
0<dj_1—d; <s.
Ahora supongamos que v € Ker(G]_, P) no nulo, entonces
Pv € Ker(GI_)),

y Pv L G;_; por definicién de Ker(GjT_l). Como G; C G,_4, esto implica
que Pv L G; y entonces v € Ker(G] P). Asi Ker(G]_|P) C Ker(G]P)y
entonces

dim(Ker(GI_,P)) < dim(Ker(G] P)).

En consecuencia, si tenemos en cuenta (3.5) para los indices j + 1y j,
deducimos que

dj+1 :dj—8+l/
con I’ = dim(Ker(G] P)) > I. Entonces d; — d;4, < d;_, — d; que prueba

el teorema.
L]

Nota:

El teorema anterior nos dice que la reduccion de la dimension de un
subespacio de la secuencia a otro esta entre 0 y s. Si la reduccion es 0
significa que entonces G; C Ker(PT), lo que es muy poco probable ya
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que la probabilidad de que G, y S compartan un subespacio comun es
nula. En la practica la reduccion va a ser, en la mayoria de los casos, de
s, la maxima posible.

Si nos fijamos en la demostracion del teorema anterior podemos ver que
la reduccién equivale al rango de la matriz P7G;_; de tamafio s x d;_.
Las columnas de G,_; son linealmente independientes, por su condi-
cién de base. Las columnas de P son independientes por definicién, por
tanto, si el rango de la matriz P7G;_; es menor estrictamente que s,
deberia existir un vector p = Pc, para un ¢ no nulo, tal que p” G;_; = 07
y si dj_; > s esto implica que p tiene que satisfacer d;_; relaciones li-
neales aun cuando p solo depende de s parametros libres. Si la eleccién
de P fuera aleatoria obviamente d; — d;_; < s solo puede ocurrir con
probabilidad cero. Desafortunadamente la matriz G;,_; no ha sido cons-
truida independientemente de la matriz P (el subespacio S esta en la
construcién de G;_,) y pudiera ocurrir que para una elecciéon arbitraria
de P se tuviera que d; — d;_; < s. Esta situacién, como ya se ha in-
dicado reiteradamente, es improbable, pero si se diera a la diferencia
s —dj_1 —d; se la llama deficiencia en la reduccién. El teorema anterior
prueba que esta deficiencia es no decreciente.

Cuando la reduccion de la dimesién después de un paso es exacta-
mente s durante todo el proceso, se denomina caso genérico, mien-
tras que, en caso contrario se denomina caso no genérico. En el caso
genérico, el caso de mayor interés, tenemos el siguiente corolario que
presentamos sin demostraciéon y que goza de gran importancia.

Corolario 3.3 En el caso de un método IDR(s) genérico, el proceso re-
quiere de a lo sumo N + % multiplicaciones de matriz por vector para
calcular la solucion en aritmética exacta.

El corolario anterior nos habla del costo computacional del método
ya que la multiplicacion matriz por vector es la componente mas cos-
tosa del algoritmo. Ademas el nimero de multiplicaciones matriz por
vector coincide con el nimero de iteraciones del método, luego tenemos
que el método acaba tras N + % iteraciones, en el peor de los casos. Si
s = 1, acabara en a lo sumo 2N iteraciones.

Por otra parte esto nos dice que cuanto mayor sea el parametro de
la reduccién, s, a priori, mayor sera la velocidad de convergencia del
método, luego, cuanto mayor sea la dimensiéon en la que trabajemos,
debemos escoger un s mas grande. Por otro lado cuanto mas grande
sea s mas vectores intermedios tendremos que calcular y mayor sera el
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almacenamiento. Se trata de encontrar un equilibrio para cada proble-
ma.

Nota:

En el caso de métodos no genéricos no tenemos un resultado similar y
por tanto no tiene tanto interés auque ésto no debe provocarnos ningin
trastorno, pues estos casos tienen probabilidades muy bajas de apare-
cer en la practica. Aun asi podemos encontrar alguna informacién util

en [6].

Hasta ahora nos hemos limitado a describir el método y alguna de
sus caracteristicas, el algoritmo que hemos dado teéricamente tiene su
interés pero hay que puntualizar ciertas elecciones dentro del mismo
para asi obtener una programacion satisfactoria.

La eleccion de 1a matriz P.

So6lo en el caso del GC para matrices simétricas y definidas posi-
tivas podemos encontrar un analisis de la convergencia basado en el
comportamiento de los polinomios del método . Sin embargo, si la ma-
triz no cumple dichas caracteristicas, el analisis no se puede realizar.
En el resto de métodos donde no necesariamente la matriz es definida
positiva y simétrica parte del analisis se puede realizar si, entre otras
hipétesis, el primer vector de residuos es el residuo r, tal y como ocu-
rre en el BiGC. Motivados por esta eleccion, casi natural, del primer
vector del método, tenemos varias opciones para elegir P en relacion al
problema.

En esta memoria se ha seguido [6], donde se asegura que, en contra
de lo que uno cabria esperar, la eleccion de P de manera adecuada para
intentar mejorar el método no da grandes resultados y aunque si que
mejora el comportamiento, lo hace de manera leve. El texto asegura
que después de una gran cantidad de experimentos la mejor eleccién
para la matriz P es aquella cuyas columnas son una ortogonalizacion
de un conjunto de vectores aleatorios. La justificacion del porqué de
esta eleccion es por robustez, ya que en este caso, el que la reduccién
de la dimensién sea menor que s tiene probabilidad 0. Sin entrar mas
en detalles sobre esta cuestion, la cual requeriria un analisis propio, en
este trabajo asumiremos dicha eleccion para P.

En el capitulo anterior se dijo que en el caso mas simple, el método
IDR(1) y el BiIGCSTAB tienen una estrecha relacién. Efectivamente en
aritmética exacta y si en la eleccion de P en el método IDR se toma
p1 = 19, entonces recaemos en el método BiGCSTAB. Ver [6].
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La eleccidon de w.

Ya hemos indicado que una buena eleccion de w es aquella en la que
la norma de r,,; se hace minima, es decir

tTUn

4T
Los problemas en la computacién aparecen cuando el coseno del angulo
entre ¢t y v, es demasiado pequefio, porque entonces los w; son préximos
a cero y la convergencia se estanca. Para mejorar este comportamiento
Sleijpen y Van der Vorst propusieron (aunque no en este contexto) no
utilizar exactamente el parametro del minimo residuo, si no incremen-
tarlo cuando dicho coseno es mas pequeno que una cantidad prefijada.
Esto es,

Wiyl = t= A’Un.

Algorithm 11 Algoritmo de mejora de seleccién del parametro w.
Fijar «
t = Av,
tTuy,

Wi+l = 1y

— tT'Un
P = Tellonl
if |p| < x then
Witlk

lol

Wjt1 =

end if

En [8] se recomienda el valor de x = 0.7.

Se ha implementado en MATLAB el algoritmo IDR(s) genérico tal y
como lo describimos anteriormente. Se ha considerado el sistema lineal
resultante de la discretizacién del probelma

—u"=0, x€]l0,1]

u(0) =u(l) =1
sobre una malla con 100 nodos, es decir, consideramos
Axr =0, (3.6)
donde _ -
-2 1 0 0
1 -2 1 0
A= | - - - . | ¢ g1oox100
0 1 -2 1
i 0 0 1 —2_




yb=1[-1,0,---,0,—1] € R, Queremos resolver el problema y para
ello utilizaremos el método IDR(s) para distintos valores de s.

Claramente la solucién exacta es el vector cuyas entradas son to-
das iguales a 1 y de tamario 100. Este problema, aunque simple, sera
significativo ya que incluso en un caso tan sencillo los resultados van
a ser reveladores. Al computar la solucién mediante el programa para
distintas elecciones de s hemos obtenido los siguientes resultados.

s |70 ]2
s=1 1| 1,343916036299533¢ — 11
s =8 | 1,489410920495473e — 04
s =15 | 1,518919415938477¢e + 03
s =51 | 2,662005531516695¢ + 44

Cuadro 3.1: Norma euclidea del residuo en la solucion para distintas
elecciones de s para una tolerancia de 10~ 6.

En el cuadro 3.1 podemos ver que valores pequenos de s nos da resi-
duos pequenios, sin embargo, conforme vamos dando valores mas gran-
des los residuos se deterioran de forma importante. Esto se debe al mal
acondicionamiento del sistema que tenemos que resolver en cada ite-
racion, el cual nos produce para valores grandes de s interrupciones
de tipo I del algoritmo. En la siguiente seccién vamos a estudiar como
podemos mejorar el método de forma que resolver el sistema no nos
produzca estos errores.

3.2. Los métodos IDR(s) mejorados.

Los métodos IDR(s) son una familia de métodos muy versatiles. Dis-
ponemos, como ya hemos visto en la seccién anterior, de mucha libertad
a la hora de escoger los parametros. Sin embargo, si en alguna parte
tenemos mas libertad para movernos, ésta es en la eleccion del calculo
de los residuos intermedios. En esta secciéon vamos a ver como podemos
llevar a cabo esta eleccion y la manera de computarlo. Como resultado
obtendremos una mejora de la familia IDR(s) original que solventara
los problemas del algoritmo genérico. En [8] a esta variante del IDR(s)
se la denomina IDR(s)-Ortho en referencia a las condiciones de ortogo-
nalidad que impondremos. Sin embargo, en este trabajo hablaremos en
términos del método genérico y método mejorado.
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Cuando hemos llegado al subespacio G, tenemos que calcular s vec-
tores residuales con el objetivo de que el siguiente esté en G;,;. En el
algoritmo genérico partimos de r, € G, y calculamos r,; € G;.; como
sigue:

Primero calculamos ¢ € R* de (PTAR,)c = P™r,,
ponemos v =71, — AR,c,
y obtenemos 7,11 = v — w; 1 Av.

En este segmento del algoritmo tanto r, como AR, deben estar en G,
para que 7,1 esté en G, ;. Ademas la matriz PTAR,, debe ser de rango
s. Estos requisitos nos dan cierto margen para decidir sobre los resi-
duos intermedios y sus diferencias.

Primero veamos qué podemos hacer con AR,. En lo que sigue de
seccion la matriz AR, va a ser sustituida por una matriz genérica GG,, =
[gn-1,- -, gn—s| cuyas columnas también pertenecen a G;. De igual ma-
nera AX, sera sustituida por una matriz general U,, = [u,,_1,..., Up_g].

El procedimiento descrito en la anterior secciéon puede ser usado
directamente para calcular r,,, € G;11. Comog; € G;, i =n—1,...,n—s
Y "ni1 € Gj11 C G;, entonces, calcular ¢ € R tal que (PTG,)c = PTr,,
definir v, = r,11 — G,,c y por ultimo actualizar r,, ;o = v,41 — wj 11 AU,
nos da como resultado r, 5 € G;1;.

Ademas, podemos observar que el vector diferencias de residuos
(Tnt2 — Tni1) esta en el espacio G 1. Como A~ (142 — 741) = —(Tpg2 —
Z,11) hemos encontrado vectores g, 11 ¥ t1-

In+1 = _(Tn+2 - rn—&—l)y Up+1 = (xn+2 - xn—l—l)-

En la practica, la computacion de los vectores anteriores preceden a la
computacion de r, 2 Y T, 2.

La actualizacion de los vectores iteracion puede ser computado como
Upt1 = Wjp1Unt1 + Unc,
seguido de la implementacién de g,,,; como

In+1 = Aun—i—l

para preservar lo maximo posible en aritmética finita la relacion entre
los vectores ¢,,.1 ¥ u, 1. Entonces los nuevos iterante y residuo quedan
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definidos por

T2 = Tptl + Ung1, Tni2 = Tngpl — Gntl- (37)

El vector g, esta en el espacio G, y por tanto en G;. Esto quiere decir
que podemos usar este vector para calcular los nuevos vectores en G, ;
y descartar el vector mas antiguo. Esto se puede hacer definiendo las
matrices

Gn+2 = [gnfla vy On—s+1, gn+1]7 (38)
Un+2 = [un—h coey Up—s41, un+1]7 (39)
(3.10)

La ventaja de este procedimiento es que podemos operar en el espacio
exactamente con 2s vectores. Repitiendo el proceso s veces obtenemos
Tntst1s Intk € Gjp1 con k = 1,...,s, y los correspondientes vectores = y
Uu.

Hasta ahora la tunica diferencia con el método genérico es que en él
también computamos el vector g, = —(r,.1 — r,) que aparecia en las
matrices G,,.x, k = 1,...,s. Dejando este vector libre simplificaremos el
algoritmo cuando biortogonalicemos mas adelante.

En el algoritmo genérico, los vectores en el subespacio G;;; son ge-
nerados con la aplicacion directa del teorema IDR. La computacion del
primer residuo del subespacio es la misma que la computacion de los s
vectores intermedios. Sin embargo, al computar estos s vectores tene-
mos mucha mas libertad y podemos explotarla. En el algoritmo genéri-
co los residuos son actualizados mediante la expresion

Tntk+1 = Tntk — Gntk (Tn+k + Arn+k),

donde 7, 4k+1,"nt+k Y gntr €stdn en G, 4. Pero con vistas a generar un
nuevo residuo en dicho subespacio podemos reemplazar esta expresion
por otra mas general

k

Tntk+1 = Tntk — E BiGn+i € Gjs1-
i=1

Podemos escoger los parametros (; para obtener las propiedades que
deseamos en los residuos intermedios. En el algoritmo que vamos a
describir se toman de manera que el residuo sea ortogonal a los vecto-
res p1,...,p: del subespacio S.
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La misma libertad la encontramos para computar g, .. Combina-
ciones lineales de vectores en G, sigue estando en G;. Por lo tanto si
denominamos

g= —(Tn+k+1 - 7’n+k)

entonces el vector

n—1

ntk = G — Z QiGnti € G
i=1

y puede ser usado para generar los residuos intermedios. De nuevo,
los parametros «; pueden ser escogidos de la manera que mas nos con-
venga. En el algoritmo que vamos a describir en esta seccion, estan
escogidos de forma que ¢, sea ortogonal a los vectores py,...,pp_1.

En lo anterior no hemos senalado nada acerca de los vectores ne-
cesarios para arrancar el algoritmo, es decir, los vectores de G,. Esto
puede hacerse con cualquier otro método de Krylov. En el algoritmo
genérico usamos el método de maximo descenso, y el algoritmo mejora-
do hace esto de manera implicita en los s primeros pasos.

Por ultimo, el escoger los parametros «; y 5; de manera que se cum-

pla

Jnar L piy, i=1,...)k—1, k=2,...,s (3.11)
Tn+k+1 J_ Di, izl,...7k, kzl,...75 (3.12)

nos permite dar el algoritmo general 12.

Veamos que ventajas tiene en la implementacion las relaciones (3.11)
y (3.12). Al calcular el vector v, € G;N.S, debemos resolver un sistema
de la forma

(PTGn_HC)C = PTTn+k.

Al usar las condiciones (3.11) y (3.12) el sistema se simplificara.

Sea
_ T =1
Wik = D; Gn+k, = 1,...,8.

Como consecuencia de (3.11), ;. = 0 para i < k. De la misma forma si
definimos

T .
Gi =D; Tk, t=1,...,5.

Como consecuencia de (3.12), ¢, = 0 para i < k.
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Algorithm 12 Algoritmo general de la familia de métodos IDR(s) con

las mejoras descritas en la seccién

1: Necesitamos A € RV*N: 2z b € RN; P e RV**: TOL € (0,1)
2: Asegura z tal que ||b — Az|| < TOL - ||b||
3: Calculamos r = b — Az

4: G=0c RV U=0¢cRNxs

5: M =1eR*>** w=1
6:
7
8
9

: Bucle sobre los espacios G;
: while ||| > TOL do
Computamos s vectores g, independientes en G,
10: for n =1 hasta s do

11: f="Prr

12: Resolver cde Mc = f

13: v=r—=Gc

14: u, = Uc+ wv

15: gn = Au,

16: Fijamos los parametros «; y f;

17: In = Gn — Z?:_f Q;g; Up = Up — 2?2_11 QU
18: r=r—>y " Bigir=c+Y . P

19: M(:,n) = PTg,

20: G(n) =g, U(:,n) = u,
21: end for

22: f=PTr

23: Resolver cde Mc = f

24: v=r—=Gc

25: t=Av

26: seleccionamos w

27: xz=x+4+Uc+wv

28: r=r—Gc—wt

29: end while
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Todo esto nos da que el sistema que tenemos que resolver toma la
siguiente forma,

_ - T [0 ]
H11 0 0 cee 0 Al
f2q1 p22 0 - 0 : :
: D . : _ |0
O,
P 0 : :
_M&l MSQ e . e ILLS,S_ ,ys a;
- - LY's |
Claramente 71, . ..,7,_1 son nulos y el vector v, se escribe como
S
Un+k = Tnt+k — § Yidn+i—s—1-
i=k
Ahora, computamos los vectores u, 1 Y g,+r COMO
S
Uprk = Wjr1Untk + E Yilbnti—s—1,
i=k
In+k = Aun+k'
y hacemos el vector g, ortogonal a los vectores p;,...,pr_1 con el si-

guiente algoritmo.

ParaTz' =1lhastak—1
a = P; n+k

Hii
In+k = Gn+k — OGn+i

Un+k = Un+k — QUp4g

Si nos fijamos atentamente en el algoritmo anterior podemos ver

con facilidad que se trata del algoritmo de ortogonalizacion de Gram-
Schmidt.

El siguiente residuo ortogonal a p;,i = 1, ..., k, puede ser computado
como

k
Tntk+1 = Tn+k — ——Gn+k
Wk

que corresponde a una aproximacion de la forma

P
Tptk+1l = Tntk — = Untk-

)
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Consideramos ahora el producto

¢; sera la componente i-ésima del término independiente del siguiente
sistema que tendremos que resolver para el siguiente residuo. Si sus-
tituimos en (3.13), 7,11 por la expresion que acabamos de deducir
tendremos que,

O, .
p?¢n+k+1 = pZTTnJrk - —piTgmk, 1=k+1,...,s,
Mk k
y por tanto,
bi = i — gb’““’”’“, i=k+1,....s.
M,k
En consecuencia dados yi; 4,7 = k+1,...,s, el nuevo valor de gﬁi, para el

siguiente sistema puede ser calculado con una sencilla cuenta.

Todo lo anterior nos permite implementar un programa MATLAB
para la familia de métodos IDR(s) con todas las mejoras incluidas y
las facilidades en la implementacion que acabamos de estudiar. Para
ilustrar la mejora vamos a considerar el sistema (3.6) de la seccion
anterior y comprobamos el residuo para los mismos valores de s que
tomamos alli.

s [7nll2

1 | 5,895622041186736¢ — 12
8 | 2,383090339886361¢ — 11
15 | 7,644590024936441e — 12
51 | 6,325705887190952¢ — 09

Cuadro 3.2: Norma euclidea del residuo en la solucion para distintas
elecciones de s para una tolerancia de 107'° con el método IDR(s) mejo-
rado.

En el cuadro 3.2 se puede ver que a diferencia de lo que pasaba
con el algoritmo genérico para s = 15,51, se producen residuos que se
siguen manteniendo en ordenes aceptables. En la figura 3.1 hemos re-
presentado en escala doblemente logaritmica los errores al resolver el
sistema de Poisson tanto con el algoritmo genérico como con el mejo-
rado para distintos valores de s entre 1 y 100. En ella se muestra de
manera clara como hemos mejorado el comportamiento del error: para
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s frente al error IDR(s)
10'2 . . B :

—+— IDR(s)
10'®°L | —+— IDR(s)-mej ES
*
107 b !
+
#
107 b I
*
A+
10* / i
/’r:l
107 A :
1® L . ¥ |
D + ik
-20 L L L N SR |

10

10' 107

Figura 3.1: s frente al error en la resolucion del sistema de Poisson con
los métodos IDR(s) genérico y mejorado.

el método genérico rapidamente se dispara, mientras que el mejorado
se mantiene estabilizado.

En la figura 3.1 no podemos ver como se comporta el error para di-
ferentes s debido a la escala de la grafica, para ello hemos generado la
figura 3.2 donde mostramos unicamente el error para el método mejo-
rado. Al igual que teniamos en el método genérico el error para este
método crece aunque de forma irregular.

Como consecuencia de todo lo anterior hemos conseguido obtener
mejores resultados para valores grandes de s. Ahora estudiaremos que
efectivamente todos los métodos de esta familia son métodos de proyec-
cion.
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s frente al error IDR(s)—-mej
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Figura 3.2: s frente al error en la resolucion del sistema de Poisson con
los métodos IDR(s) mejorado.

3.3. El método IDR(s) visto como método
de proyeccion Petrov-Galerkin.

Debemos advertir que tal y como hemos introducido el método que-
da bastante claro que es un método basado en proyecciones sobre subes-
pacios que tienen relacion con los de Krylov a través del teorema IDR.
Sin embargo, podemos estudiar mas esta cuestién y dar una expresion
cerrada para los espacios Ky L.

Por tanto, nuestro objetivo es llegar a ver que la familia de métodos
IDR(s) esta constituida por métodos de proyeccion Petrov-Galerkin, es
decir, aquellos métodos tales que K # £ y dar una expresion para los
mismos.

Ya conocemos los espacios K donde tenemos que buscar los iteran-
tes, que en este caso cambian en cada iteracion. No conocemos los es-
pacios £, aunque podemos esperar que estos también cambien.

Definamos el polinomio
Q](t) = (l—wjt)---(l—wlt), Wj 7é0, VZ,

polinomio de grado ; y tal que para j = 0 es el polinomio 1. Claramente
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se trata de una funcion polinomial, por lo que si aplicamos el polinomio
a una matriz A, la matriz resultante solo es invertible si los ceros del
polinomio no pertenecen al espectro de la matriz y podemos definir los
siguientes espacios.

Dados p1,...,ps, € RY, los vectores que generan el subespacio S del
método IDR(s), definimos la siguiente secuencia

W = (Q;(A)") 1 (K; (A", P)) = (Qn(A)T)’l(Z Ki(A".p)  (3.14)

Nota:
El método IDR(s) puede ser explicado en su totalidad partiendo de los
subespacios que acabamos de definir tal y como se hace en [7].

Teorema 3.4 En las condiciones anteriores

es decir, r 1. W; si y solo si r € G; y por tanto el subespacion L = W; en
cada paso.

Demostracion:

En primer lugar es inmediato que
gj = {Q](A)U‘U J_ IC]'(AT, P)} y

tanto de la expresion de los G; como de la definicién de S como Ker(PT).
Equivalentemente también podemos escribir

G; = Q;(A)K; (AT, P
Sea B = Q;(A)y F = K;(AT, P)*, entonces
G =(BF)" = {w|uw"Bv=0,veF}
= {w|(B"w)'v=0,veF}
= {B_Ty | yTv=0,v € F}
= B {y|y'v=0,0eF}=B"TF"
que usando (3.14) acabamos, G = IV;. O

En conclusion, la familia de métodos IDR(s), se tratan de métodos
basados en subespacios de Krylov del tipo Petrov-Galerkin, estos méto-
dos generalizan los basados en la idea del GC buscando recurrencias
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cortas y una rapida convergencia hacia la soluciéon deseada. Desde el
punto de vista del almacenamiento es un método que requiere menos
almacenamiento que el GMRES, que es el que mas necesita de los es-
tudiados en la memoria.

Por otra parte son métodos inestables que pueden producir inte-
rrupciones en su ejecucioén y por lo tanto hay que buscar otros métodos
que puedan superar este obstaculo. No obstante, esto se produce con
una baja probabilidad y hace que sean muy buena herramienta para la
solucién de sistemas de de gran dimension y dispersos. En el siguiente
capitulo vamos a estudiar algunas aplicaciones y a comparar los diver-
sos métodos estudiados.
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Capitulo 4

Aplicaciones

Ahora tenemos como objetivo estudiar el comportamiento de la fa-
milia de métodos IDR(s) frente al resto de métodos basados en subes-
pacios de Krylov estudiados.

Para todas las aplicaciones se va a estudiar como varian el tiempo de
CPU, el error y la velocidad de la convergencia para todos los métodos.
Para los métodos del GMRES e IDR(s) se han usado los algoritmos
que hemos implementado en MATLAB y que figuran en el apéndice de
programas, mientras que para el BiIGCSTAB se ha usado el comando
de MATLAB, bicgstab.

4.1. Ecuacion con coeficientes de convec-
cion, difusion y reaccion.

La primera aplicacién que vamos a considerar el siguiente problema
de difusion-conveccidon-reaccion en el cubo unidad, [0, 1] x [0,1] x [0, 1],

—eAu+gVu —ru=F,

donde F' esta definido de manera que la solucion del problema sea la
funcién u(z,y,z) = (1 — z)y(1 — y)z(1 — z) y los parametros estan esco-
gidos como € = 0,02 (constante de difusién), 3 = [0, \/ig, %]T (conveccién)
y r = 6 (reaccion). El ejemplo aparece en [11].

Hemos discretizado el dominio con una malla de diametro » = 0,1
y se han utilizado las diferencias centradas para aproximar las dife-
rentes derivadas que aparecen en la ecuacién. Esto nos da un sistema
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lineal Az = b donde la matriz A es cuadrada de tamano 729 y con una
estructura tal y como muestra la figura 4.1, formada por siete diago-
nales: las tres diagonales principales y dos diagonales adicionales en
la parte triangular superior y parte triangular inferior. E1 nimero de
elementos no nulos, nz, es de 4617.

100P N N 1
S00k \\\\\ \_\\:;:: i
300t ]

400¢

500f
600F SN N
700

0 100 200 300 400 500 600
nz = 4617

Figura 4.1: Estructura de la matriz del problema de conveccion-
difusién-reaccion.

Dicha matriz la hemos almacenado de manera dispersa con vistas a
realizar las multiplicaciones matriz por vector de una manera mas efi-
ciente. Vamos a comparar los resultados que hemos obtenido al resolver
este sistema mediante los métodos IDR(s), para varias elecciones de s,
GMRES y BiGCSTAB.

En la figura 4.2 hemos representado el numero de productos matriz
por vector frente al error relativo en escala semilogaritmica en el eje
y. Este tipo de representaciéon nos permite estudiar la rapidez de la
convergencia para cada uno de los métodos. En nuestro caso hemos
tomado como tolerancia 10~7 y como nimero méaximo de iteraciones el
valor por defecto del programa, min(2N,1000), donde N es la dimensién
de la matriz a resolver.
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Numero productos matriz—vector frente al error relativo
T T T

—— IDR4)
— IDR(®)
GMRES
BIGCSTAB
1 1 |{| i )m IDR(1)
i

error relativo

1 1 1 Il 1 1
0 100 200 300 400 500 500 700
Numero de productos matriz—vector

Figura 4.2: Numero de productos matriz por vector frente a error rela-
tivo.

El corolario 3.3 nos dice que cuando trabajamos con la matriz de
este ejemplo en aritmética exacta los métodos IDR(s) acaban tras 1458,
1094, 912, 821 multiplicaciones matriz por vector para s = 1,2, 4, 8 res-
pectivamente. En la figura se ve que para obtener soluciones cuyo error
relativo es de orden —7 han hecho falta 650, 310, 215, 170 multiplicacio-
nes matriz por vector respectivamente, valores que sugieren que en la
practica nos movemos lejos de la cota que hemos dado en teoria. El
BiGCSTAB para en un nimero de pasos mucho mas pequerio debido a
que en el proceso uno de los parametros del método se ha hecho muy
pequeiio y no ha podido continuar con el algoritmo. En este sentido
vemos que con el IDR(1) si llegamos a la precision prefijada.

Por otro lado podemos ver que las curvas correspondientes a los
métodos IDR(s) estan entre el BIGCSTAB y el GMRES que es el méto-
do mas rapido y al que nos aproximamos para valores grandes de s,
aunque con una convergencia mas irregular.

Para los siguientes experimentos hemos modificado el problema.

Hemos considerado mallas de diametros h = k_-luv k=1,...,12 y apli-

cado los métodos GRMES, BiGCSTAB y IDR(s), s = 1,4, 8,15 a las dife-
rentes matrices de los sistemas lineales resultantes.

En la figura 4.3 podemos ver que el tiempo de CPU es comparable
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D|r£1en5|0n frente a iempo de CPU en el problema de conveccion—difusion—reaccion
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Dimension

Figura 4.3: Dimension frente al tiempo de CPU.

para todos los métodos cuando la dimension crece, sin embargo, en la
figura 4.4 podemos ver que si dejamos fija la dimensién, 729 en éste
caso, el tiempo de CPU crece con s. Esto es debido a que al escoger
el s el método debe construir s 4+ 1 vectores en el espacio G, antes de
pasar a G; para obtener la siguiente aproximacién. Si el s es grande
la computacion de dichos vectores eleva el costo computacional aun-
que aceleramos la convergencia ya que la reduccién de la dimensién al
cambiar de subespacio es de s.

En resumen, los resultados de los métodos IDR(s) se aproximan al
GMRES para valores grandes de s mientras que IDR(1) nos da resulta-
dos similares al BIGCSTAB, como ya sabiamos pues en los programas
hemos considerado p; = ry en la matriz P. De esto deducimos que la
familia de métodos IDR(s) mejoran el BIGCSTAB y se aproximan a los
resultados del GMRES, el método mas rapido de los estudiados en la
memoria. Sin embargo estos métodos no requieren la memoria exigida
en el GMRES, que debe almacenar todos los residuos computados.
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s fre1mte a tiempo de CPU con IDR(s) en el problema de conveccion—difusion-reaccion

Tiempo CPU

'I 0 1 1 1 L1l 1 1 1 1 N | 1 I 1 [ A
10° 10 10° 10°
=3

Figura 4.4: s frente al tiempo de CPU.

4.2. Sistema por bloques.

En esta seccién vamos a estudiar el rendimiento de los métodos
IDR(s) en comparacion con los métodos del GMRES y BiGCSTAB en
el caso de que la matriz del sistema esté definida por bloques de la

siguiente manera:
Al BT
=[], m

estructura tipica de las matrices de los sistemas lineales resultantes
resolver los problemas de Stokes tanto con diferencias finitas como con
elementos finitos, entre otros.

Como ejemplo vamos a considerar el problema
—vAu+Vp = f, en()

Vu = 0, en ()
u = 0, en df)

/Qp(w)dfv = 0,

donde @ = [0,1] x [0,1], v es la constante de viscosidad de un fluido,
u representa la velocidad y p la presion del mismo. Si discretizamos
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el dominio mediante diferencias finitas centradas de ordenes adecua-
dos obtenemos un sistema lineal cuya matriz es de la forma (4.1). Las
submatrices A y B vienen dadas por

- IRT+T®I 0 2p2 x 2p?
A‘{ 0 ]®T+T®]} €R
y
o [®F 2p2><p2
B = {F@I} eR ,
donde _ -
2 1 0 --- 0
1 -2 1 0
T:%- Do e e | ERPFP
0 1 -2 1
_0 0 1 —2_
-1 1 0 0]
. 0o -1 1 0
F==.1|": . . . : RP*P
h . . . . . E Y
o --- 0 -1 1
0 - 0 0 -1

y h = Zﬁ. Para el lado derecho de la ecuacion se ha tomado f = 1, de
manera que b = [1,...,1] € R¥?".

Se ha resuelto el sistema con p = 9, lo que se traduce en un sistema
con 243 ecuaciones con la estructura mostrada en la figura 4.5.

La matriz de dicho sistema ha sido almacenada de manera dispersa
del mismo modo que la matriz de la seccién anterior, aunque a diferen-
cia de dicha matriz, la estructura de ésta no es diagonal. Se ha resuelto
el problema con todos los métodos que queremos comparar, usando una
tolerancia de 10e — 8 y un maximo de 1000 iteraciones en MATLAB. Tal
y como hicimos con la ecuacion anterior hemos representado en la figu-
ra 4.6 el numero de productos matriz por vector frente al error relativo
en cada iteracion. Los resultados obtenidos claramente son similares,
aunque para este sistema todos los métodos convergen de manera mas
rapida y el BIGCSTAB no para el algoritmo.

Como conclusion, la familia de métodos IDR(s) para resolver proble-

mas de Stokes no presenta ninguna ventaja destacada que sea debida
a la estructura por bloques de la matriz del sistema.
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Figura 4.5: Estructura de la matriz por bloques del problema de Stokes.

4.3. Conclusiones.

A la vista de los dos problemas anteriores podemos sacar diversas
conclusiones acerca del rendimiento de los métodos IDR(s).

La familia de métodos IDR(s) forman un abanico de métodos cuya
velocidad de convergencia varia entre el BIGCSTAB (recurrencias cor-
tas) y el GMRES (minimizacién del residuo), mejorando los resultados
del primero y acercandose a los del segundo conforme avanzamos el s.
Ya sabemos que el tiinico método que minimiza el residuo con recurren-
cias cortas es el GC, la familia de métodos IDR(s) obtiene resultados
que se acercan a ambos conceptos. En consecuencia, forman una herra-
mienta alternativa al método del GMRES en el caso en que no quera-
mos utilizar un alto almacenaje y al BIGCSTAB en el caso en el que
queramos mas velocidad en la convergencia sin sacrificar demasiada
memoria. Ademas puede ocurrir que el BIGCTAB pare debido a proble-
mas con alguno de sus parametros mientras que el IDR(1) llega hasta
el final.

El s que escogemos para obtener resultados similares al GMRES no
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Figura 4.6: Numero de productos matriz-vector frente a error relativo.

es excesivamente grande, hemos podido comprobar para los ejemplos
anteriores que con s = 8 los resultados han sido satisfactorios. Es aqui
donde se hace evidente la necesidad de explorar una implementacion
satisfactoria para valores grandes de s dando de nuevo sentido a la
seccion 2 del capitulo anterior. En los ejemplos considerados, el IDR(s)
genérico también nos da resultados satisfactorios en este sentido para
s = 8 pero cuanto mayor sea la dimension de la matriz, mayor es el s
que necesitamos.

El GMRES(m), como sabemos, es una variacion del GMRES origi-
nal que busca aliviar el nimero de vectores almacenados con éxito. Sin
embargo, con el objetivo de llevar a cabo una comparacién justa entre
todos los métodos hemos usado en nuestros experimentos el GMRES
original ya que al igual que construimos el GMRES(m) se puede hacer
exactamente lo mismo para los IDR(s) dando como resultado una fami-
lia biparamétrica de métodos iterativos, IDR(s,m), que compite con el
GMRES(m) en igualdad de condiciones. Podemos adelantar que la com-
paracion entre estos dos ultimos métodos es la misma que la estudiada
entre los IDR(s) y el GMRES. Esto es debido a que el coste en memoria
no afecta a los resultados obtenidos.

En conclusion, los métodos IDR(s) son una alternativa al GMRES
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a tener en cuenta ya que no necesitan tanto almacenamiento. Sin em-
bargo, la convergencia no es tan suave como lo es con el GMRES y en
algunos casos pudiera ser que fallara, aunque como sabemos esto ocu-
rre de manera aislada.

Por 1ultimo, los métodos IDR(s) pueden ser mejorados en muchos
sentidos dando lugar a una familia de métodos cada vez mas pulidos
basados en el Teorema IDR.
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Apéndice A
Programas de MATLAB

En este apéndice recopilamos los programas que hemos realizado en
MATLAB para los métodos IDR(s) y GMRES y sus respectivas modifi-
caciones. Omitimos los algoritmos del resto de métodos estudiados en
la memoria ya que pueden encontrarse implementados como comandos
de MATLAB. En concreto, cgs, bicg y bigcstab para el GC, BiGC y
BiGCSTAB respectivamente.

A.l. idrs.m

En este programa hemos implementado la aproximacién de la solu-
cion del sistema Az = b mediante el método IDR(s) implementado con
el algoritmo genérico.

function [x,iter,temp,resvec]=idrs(A,b,s,tol,maxit, x0)

$Esta funcidén implementa el método IDR(s) para
resolver sistemas lineales del tipo Az =b.
$Los parametros de entrada del programa son
los siguientes:

$Pardmetros de entrada:

%$—— A matriz cuadrada, no necesariamente
definida positiva ni simétrica.

%$—— b término independiente del sistema lineal.
%$—— s dimensidén del espacio S que interviene

en el teorema IDR. Si no se especifica
el valor de s se tomara como defecto s=4.
%$—— tol tolerancia que vamos a usar para el criterio de
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parada del programa. Si no se especifica

el valor de tol se tomara como defecto tol=le—S§.
%$—— marit numero maximo de iteraciones que
dejaremos correr el programa.

Si no se especifica el valor de maxit

se tomara como defecto mazxit = min(2N,1000),

donde N es la dimensidén del problema.

%$—— 20 aproximacidén inicial, si no se

tiene ninguna se puede tomar nula.

Si no se especifica la aproximacidn

inicial se toma la identicamente nula.

$Pardmetros de salida:

[

%$—— x Solucidn.

0!

—— 1ter Numero de iteraciones que da el programa.
—— temp tiempo de CPU que tarda el programa
en alcanzar la solucidn.

o° o

o)

%$—— resvec vector de residuos.

%En primer lugar necesitamos una
aproximacidén inicial, la vamos a tomar
identicamente nula:

$Vamos a medir el tiempo de CPU
que tarda el programa en calcular la solucidn:
tic;

N=length (b) ;

if ( nargout == 0 )
help idrs;
return

end

$Comprobamos que hay argumentos suficientes:
if nargin <2

error (' Not enough input arguments.’);
end

$Comprobando las dimensiones correctas de la
matriz A y el vector b:
[m,N] = size(A);
if (m = N)
error ('Matrix must be square.’);
end
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if isequal(size(b), [m,1])

es = sprintf ([’Right hand side must be a column vector
of’ .
" length%d to match the coefficient matrix.’],m);
error (es);
end

%$Asignamos valores por defecto:

if nargin <3 || isempty(s)
s = 4;

end

if (s >N )
s = Ny

end

if nargin <4 || isempty(tol)
tol = le-8;

end

if nargin <5 || isempty (maxit)
maxit = min(2«N,1000);

end

if nargin <6 || isempty (x0)
x0 = zeros (N, 1);

else
if isequal(size(x0), [N,1])
es = sprintf([’Initial guess must be a column vector

of’

" length%d to match the problem size.’],n);
error (es);
end

x=x0; Saprox. inic.
r=b-Axx; $residuo inicial.
normr=normi(r) ;
resvec=normr;

$vamos a cubrir la posibilidad de que la condicidén inicial
ya este lo suficientemente cerca.
if (normr<=tol)
iter=0;
return;
end

%$En segundo lugar necesitamos general la matriz
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P del subespacio S:

randn ('’ state’,0);

P=rand (N, s) ;

P(:,1)=r;

P=orth (P);

$La eleccidén de P es una coleccidn de vectores
aleatorios donde el primero es el primer
residuo (para comparar con el BiGCSTAB) vy
posteriormente ortogonalizados.

$Por ultimo antes de comenzar con el bucle
inicial del programa debemos generar los
vectores suficientes en el espacio inicial:
deltaR=zeros (N, s);
deltaX=zeros (N, s);
PtdeltaR=zeros (s, s) ;
$Los vecores 0 se van a ir actualizando
durante todo el programa para ganar memoria.
for k=1l:s

$Cdlculo del w:

V=Axr;

auxl=dot (v, r);

aux2=dot (r, r);

omega=auxl/aux2;

$Actualizamos los vectores 0:

deltaX(:,k)=omegaxr;

deltaR(:, k)=—-omegax*v;

$Actualizamos la solucidn siguiendo
el método del minimo residuo:

x=x+deltaX (:,k);

r=r+deltaR(:,k);

normr=norm(r) ;

$Por ultimo como vamos a tener que resolver
un sistema lineal, vamos construyendo una
a una las columnas:

resvec=[resvec, normr];

PtdeltaR (:,k)=P’ xdeltaR(:,k);
end
%$Ahora estamos listos para comenzar el bucle:
iter=s;
cont=1; $Contador para saber cuando
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pasamos de espacio §G.
space=1;
Ptr=P'’ xr; $Término independiente del sistema
while normr>tol && iter<maxit
for k=0:s
%$Resolvemos el sistema, esto solo lo vamos a
hacer una vez por espacio §.
c=PtdeltaR\ Ptr;
g=—-deltaR=xc;
v=r+qg;
if k==0 %Solo vamos a calcular el w
una vez por espacio G.
t=Axv;
auxl=dot (t,Vv);
auxz2=dot (t,t);
omega=auxl/aux2;
deltaR(:, cont)=g-omegaxt;
deltaX (:,cont)=-deltaXxctomegaxv;
else
%$Matrices que nos dan los vectores intermedios,
nos aprovechamos de la identidad AdeltaX = —deltaR:

deltaX (:,cont)=-deltaX*xctomegaxv;
deltaR(:,cont)=-AxdeltaX (:,cont);
end

$Actualizamos el residuo de la iteracidn:
r=r+deltaR(:, cont);

x=x+deltaX (:,cont);

iter=iter+1;

normr=norm(r); $Actualizamos el residuo.
resvec=[resvec,normr];

$Actualizamos el sistema para la siguiente
iteracidn:

PdRnew=P’ xdeltaR (:,cont);

PtdeltaR (:, cont)=PdRnew;

Ptr = Ptr + PdRnew;

cont=cont+1;

$Por ultimo tenemos gque asegurarnos de
cambiar de subespacio si tenemos s iteraciones
en el mismo subespacio:
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if cont>s

cont=1;
space=space+t+l;
end

end
end

temp=toc;

%Cuando salgamos del bucle obtendremos ya el vector
r y el numero de iteraciones.

end

A.2. idrmej.m

En este programa hemos implementado la aproximacidn de
la solucidén del sistema Ax =0 mediante el método IDR(s)
implementado tal y como se describe en la seccidn 2 del
capitulo 3.

function [x,iter,temp,resvec]=idrmej(A,b,s,tol,maxit, x0)

$Esta funcidén implementa el método IDR(s) para
resolver sistemas lineales del tipo Az =0b.
$Los pardmetros de entrada del programa son
los siguientes:

%$Parametros de entrada:
%—— A matriz cuadrada, no necesariamente
definida positiva ni simétrica.

o)

$—— b término independiente del sistema lineal.
$—— s dimensidén del espacio S que interviene

en el teorema IDR. Si no se especifica

el valor de s se tomara como defecto s=4.

%—— tol tolerancia que vamos a usar para el criterio de
parada del programa. Si no se especifica

el valor de tol se tomara como defecto tol=le— 8.

%$—— maxil numero maximo de iteraciones que
dejaremos correr el programa.

Si no se especifica el valor de maxit

se tomara como defecto mazxit = min(2N,1000),
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donde N es la dimensidén del problema.
$—— 20 aproximacidén inicial, si no se
tiene ninguna se puede tomar nula.

Si no se especifica la aproximaciodn
inicial se toma la identicamente nula.

$Pardametros de salida:

$—— x Solucidn.

—— iter Numero de iteraciones que da el programa.
—-— temp tiempo de CPU que tarda el programa

en alcanzar la soluciédn.

o)

$—— resvec vector de residuos.

o° o

%$En primer lugar necesitamos una
aproximacidén inicial, la vamos a tomar
identicamente nula:

%$Vamos a medir el tiempo de CPU
que tarda el programa en calcular la solucidn:
tic;

N=length (b) ;

if ( nargout == 0 )
help idrmej;
return

end

$Comprobamos que hay argumentos suficientes:
if nargin <2

error (' Not enough input arguments.’);
end

%$Comprobando las dimensiones correctas
de la matriz A y el vector b:

[m,N] = size(d);
if (m = N)
error ('Matrix must be square.’);
end
if isequal(size(b), [m,11])
es = sprintf ([’Right hand side must be a column vector
of” ...
" length%d to match the coefficient matrix.’],m);
error (es) ;
end

69



%$Asignamos valores por defecto:

if nargin <3 || isempty(s)
s = 4;

end

if ( s >N )
s = N;

end

if nargin <4 || isempty(tol)
tol = 1le-8;

end

if nargin <5 || isempty(maxit)
maxit = min(2xN,1000);

end

if nargin <6 || isempty (x0)
x0 = zeros (N, 1);

else
if isequal(size(x0), [N,1])
es = sprintf([’Initial guess must be a column vector

of’

" length %d to match the problem size.’],n);
error (es) ;
end

%$Fin de las comprobaciones,

$En segundo lugar necesitamos general la matriz P
del subespacio S y pardmetro k:

kappa=0.7;

randn (' state’, 0);

P=rand (N, s) ;

P(:,1)=r;

P=orth (P);

$La eleccidén de P es una coleccidn de

vectores aleatorios donde el primero es

el primer residuo (para comparar con el BiGCSTAB)
y posteriormente ortogonalizados.

$Comprobacidén de la solucidén nula:
%$E1l vector nulo es la solucidn.

if (norm(b) == 0)
x = zeros(N,1);
iter = 0;
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return
end
x=x0; Saprox. inic.
normb=norm (b) ;
%$Tolerancia relativa
tolb=tol*normb;
r=b-A*x; $Residuo inicial.
normr=norm (r) ;
resvec=normr;

%$Vamos a cubrir la posibilidad de que
la condicidén inicial ya este lo suficientemente
cerca.
if (normr<=tol)
iter=0;
return;
end

$Por ultimo antes de comenzar con el

bucle inicial del programa debemos generar

los vectores suficientes en el espacio inicial:
G = zeros (N, s);

U = zeros (N, s);
M = eyel(s,s);
om = 1;

%Bucle principal:
iter=0;
while normr>tolb && iter<maxit

$Término independiente del sistema a resolver:

f = (x"xP)’;
for k = 1:s

$Solucidn del sistema:
c = M(k:s,k:s) \ f(k:s);
v =1r — G(:,k:8)=*c;

$Generacidén de nuevos vectores U(:,k) v G(
G(:,k) esta en el espacio G

U(:,k) = U(:,k:8)*c + omx*v;

G(:,k) = A+xU(:,k);

%$0Ortogonalizar la nueva base:
for 1 = 1:k-1

71

. k)



alpha= (P(:rj—)’*G(:rk) )/M(lrl);

G(:,k) = G(:,k) - alphax*G(:,1);
U(:,k) = U(:,k) - alphaxU(:,1);
end

$Nueva columna de M = P'G (las primeras k—1
entradas son cero)
k)"xP(:,k:s))";

M(k:s,k) = (G(:,
if ( M(k,k) == 0 )
return;
end
$Hacemos r ortogonal a ¢;,i=1,...,k

beta = f(k)/M(k,k);
r = r — beta*xG(:,k);
X = x + betaxU(:,k);

normr = norm(r);

resvec = [resvec;normr];

iter = iter + 1;

if ( normr <tolb || iter == maxit )
break

end

$Nueva f = P'sr (las primeras k entradas son cero)

if ( k <s )

f(k+l:s) = f(k+1l:s8) — beta*xM(k+l:s,k);
end
end
if ( normr <tolb || iter == maxit )
break
end

$Ahora tenemos suficientes vectores en G;
para computar el siguiente residuo en Gjii,
Nota: r es perpendicular a P, por lo tanto, v=r.
v = r;
t = Axv;

$Nuevo omega:
om = omega( t, r, kappa );

if ( om == )
return;
end
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r = r — omxt;

X = X + omx*Vv;

normr = norm(r);

resvec = [resvec;normr];
iter = iter + 1;

end

temp=toc;

%$Cuando salgamos del bucle obtendremos

ya el vector x y el numero de iteraciones.
return

9999999090909 09090909090 909090009 o

function om = omega( t, s, angle )
ns = norm(s);
nt = norm(t);
ts = t'*s;
rho = abs(ts/ (ntxns));
om=ts/ (nt*nt);
if ( rho <angle )
om omxangle/rho;

end
return

A.3. gmresm.m

En este programa hemos implementado la aproximacidén de
la solucidén del sistema Axr =b mediante el método GMRES (m) .

function [x,iter,temp,error]=gmresm(A,b,m,tol,maxit,x0)

$Esta funcidén implementa el método GMRES (m) para
resolver sistemas lineales del tipo Az =0b.

%$Los pardmetros de entrada del programa son

los siguientes:

%$Pardmetros de entrada:
%$—— A matriz cuadrada, no necesariamente
definida positiva ni simétrica.

¢

%$—— b término independiente del sistema lineal.
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—-— m pardmetro para reiniciar las variables.
-— s dimensidén del espacio S que interviene
en el teorema IDR. Si no se especifica

el valor de s se tomara como defecto s=4.

$—— tol tolerancia que vamos a usar para el criterio
parada del programa. Si no se especifica

el valor de tol se tomara como defecto tol=le— 8.

°

%$—— maxil numero maximo de iteraciones que
dejaremos correr el programa.

o° o

Si no se especifica el valor de maxit

se tomara como defecto mazit = min(2N,1000),
donde N es la dimensidn del problema.
%$—— x0 aproximacidén inicial, si no se
tiene ninguna se puede tomar nula.

Si no se especifica la aproximacidn

inicial se toma la identicamente nula.

$Pardametros de salida:
— x Solucidn.

—— idter Numero de iteraciones que da el programa.
—— temp tiempo de CPU que tarda el programa

n alcanzar la solucidn.

—-— resvec vector de residuos.

o® o o©

o

o\

%3En primer lugar necesitamos una
aproximacidén inicial, la vamos a tomar
identicamente nula:

%$Vamos a medir el tiempo de CPU
que tarda el programa en calcular la solucidn:
tic;

N=length (b) ;

if ( nargout == 0 )
help gmresm;
return

end

$Comprobamos que hay argumentos suficientes:
if nargin <2

error (' Not enough input arguments.’);
end

%$Comprobando las dimensiones correctas de
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la matriz A y el vector b:

[m,N] = size(A);
if (m = N)
error ('Matrix must be square.’);
end
if isequal(size(b), [m,11])
es = sprintf ([’Right hand side must be a column vector
of’

" length%d to match the coefficient matrix.’],m);
error (es);
end

%$Asignamos valores por defecto:

if nargin <3 || isempty(s)
s = 4;

end

if (s >N )
s = Ny

end

if nargin <4 || isempty(tol)
tol = 1le-8;

end

if nargin <5 || isempty(maxit)
maxit = min (2+«N,1000);

end

if nargin <6 || isempty (x0)
x0 = zeros (N, 1);

else
if isequal(size(x0),[N,1])
es = sprintf([’Initial guess must be a column vector

of’

" length%d to match the problem size.’]1,n);
error (es);
end

%$Fin de las comprobaciones.
$Iniciamos:
$Comprobacidén de la solucidén nula:
$E1 vector nulo es la soluciédn.
if (norm(b) == 0)

x = zeros(N,1);
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iter = 0;
return

end

x=x0; %aprox. inic.

h=zeros (maxit);
v=zeros (N, maxit) ;
c=zeros (maxit+1,1);
s=zeros (maxit+1,1);
(

if norm(x) =0
r = b-A*x;
else
r = b;
end

rho=norm(r) ;
g=rhox*eye (maxit+1l,1);
tolb=tol*norm(b) ;
error=[];

error=[error,rho]l;

iter=0;

if (rho <tolb)
return

end

iter=0;

%Bucle principal de GMRES:
while (rho >tolb & & iter <maxit)
v(:,1)=r/rho;
beta=rho;
for k=1:m
v(:,k+t1l)=A*v(:,k);
normav=norm (v (:,k+1));
%$0rtogonalizamos, Gram-Schmidt modificado:
for j=1:k
h(j,k)=v(:,3) " *v(:,k+1);
v(:,k+tl)=v(:,k+1)-h(F, k) *v(:,3);
end
h(k+1,k)=norm(v(:,k+1));
normav2=h (k+1, k) ;
%Quiza debamos reortogonalizar:
if (normav+.00l*normav?2 == normav)
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for j=1:k
hr=v(:,3) " *»v(:,k+1);
h(j,k)=h(j, k) +hr;
v(:,k+tl)=v(:,k+1l)-hrxv(:,3J);

end
h(k+1,k)=norm(v(:,k+1));
end
if(h(k+1,k) = 0)
v(:,k+l)=v(:,k+1)/h(k+1,k);
end

$Rotaciones de Guivens:

if k >1
h(l:k,k)=givens(c(l:k-1),s(1l:k-1),h(1l:k,k),k=-1);
end

nu=norm(h(k:k+1,k));
if nu =0
$c(k)=h(k, k) /nu;
c(k)=conj(h(k,k)/nu);
s(k)=-h(k+1,k) /nu;
h(k,k)=c(k)+*h(k,k)-s(k)+~h(k+1,k);
h(k+1,k)=0;
g(k:k+1)=givens(c(k),s(k),g(k:k+1),1);
end
$Actualizamos el residuo:
rho=abs (g (k+1));
error=[error, rho];
end
iter=iter+m;
y=h(1l:k,1:k)\g(l:k);
temp=toc;
x = x0 + v(1:N,1:k)x*y;

k
k

end

%$Ya hemos acabado:
y=h(l:k,1:k)\g(l:k);
temp=toc;

iter=k;

x = x0 + v(1:N,1:k)x*y;
return
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function vrot=givens(c,s,vin, k)
$Funcidén que realiza las rotaciones
de Guivens para el GMRES

vrot=vin;

for i=1l:k
wl=c (i) *vrot (i)-s (i) +xvrot (i+1);
w2=s (i) *vrot (i) +conj(c(i)) ~vrot (i+1);
vrot (1:1+1)=[wl,w2];

end

return

A4. gmres.m
function [x,iter,temp, resvec]=gmres(A,b,s,tol,maxit, x0)

$Esta funcidn implementa el método GMRES (m) para
resolver sistemas lineales del tipo Az =b.

$Los parametros de entrada del programa son

los siguientes:

$Pardmetros de entrada:

%$—— A matriz cuadrada, no necesariamente
definida positiva ni simétrica.
$—— b término independiente del sistema lineal.

—-— m parametro para reiniciar las variables.
-— s dimensidén del espacio S que interviene
en el teorema IDR. Si no se especifica

el valor de s se tomara como defecto s=4.

o oe

o

%—— tol tolerancia que vamos a usar para el criterio de
parada del programa. Si no se especifica

el valor de tol se tomara como defecto tol=le—S§.

%$—— maxil nimero maximo de iteraciones que

dejaremos correr el programa.

Si no se especifica el valor de maxit

se tomara como defecto mazit = min(2N,1000),

donde N es la dimensidn del problema.

$—— 20 aproximacidén inicial, si no se

tiene ninguna se puede tomar nula.

78



Si no se especifica la aproximaciodn
inicial se toma la identicamente nula.

$Pardmetros de salida:
%$—— x Solucidn.

%$—— iter Numero de iteraciones que da el programa.
%$—— temp tiempo de CPU que tarda el programa

en alcanzar la solucidn.

[

$—— resvec vector de residuos.

%En primer lugar necesitamos una
aproximacidén inicial, la vamos a tomar
identicamente nula:

%$Vamos a medir el tiempo de CPU
que tarda el programa en calcular la solucidn:
tic;

N=length (b) ;

if ( nargout == 0 )
help gmres;
return

end

$Comprobamos que hay argumentos suficientes:
if nargin <2

error (' Not enough input arguments.’);
end

$Comprobando las dimensiones correctas de la
matriz A y el vector b:

[m,N] = size(d);
if (m = N)
error ('Matrix must be square.’);
end
if isequal(size(b), [m,1])
es = sprintf ([’Right hand side must be a column vector
of’ .
" length%d to match the coefficient matrix.’],m);
error (es) ;
end

%$Asignamos valores por defecto:
if nargin <3 || isempty(s)
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s = 4;

end

if (s >N )
s = N;

end

if nargin <4 || isempty(tol)
tol = 1le-8;

end

if nargin <5 || isempty (maxit)
maxit = min(2«N,1000);

end

if nargin <6 || isempty (x0)
x0 = zeros (N, 1);

else
if isequal(size (x0), [N,1])
es = sprintf([’Initial guess must be a column vector

of’

" length%d to match the problem size.’]1,n);
error (es) ;
end

%Fin de las comprobaciones.
%$Iniciamos:

$Comprobacidén de la solucidén nula:
$E1l vector nulo es la solucidn.

if (norm(b) == 0)
x = zeros(N,1);
iter = 0;
return

end

x=x0; $aprox. inic.

h=zeros (maxit);
v=zeros (N, maxit) ;
c=zeros (maxit+1,1);
s=zeros (maxit+1,1);
(

if norm(x) =0
r = b-A*Xx;
else
r = b;
end
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rho=norm(r) ;
g=rhox*eye (maxit+1l,1);
tolb=tolxnorm(b);
error=[];

error=[error, rho];

iter=0;

if (rho <tolb)
return

end

v(:,1l)=r/rho;
beta=rho;
k=0;

%Bucle principal de GMRES:
while (rho >tolb & & k <maxit)
k=k+1;
v(:, k+tl)=A*v(:,k);
normav=norm (v (:,k+1));
%$ortogonalizamos, Gram—-Schmidt modificado:
for j=1:k
h(j,k)y=v(:,3) *v(:,k+1);
v(:,k+tl)=v(:,k+1)-h (3, k) »v(:,7T);
end
h(k+1,k)=norm(v(:,k+1));
normav2=h (k+1, k) ;
%Quiza debamos reortogonalizar:
if (normav+.00l*normav2 == normav)
for j=1:k
hr=v(:,3j) " *v(:,k+1);
h(j,k)=h(j, k) +hr;
v(:, k+tl)=v(:,k+1)-hr*xv(:, J);

end
h(k+1,k)=norm(v(:,k+1));
end
if(h(k+1,k) = 0)
v(:,k+l)=v(:,k+1)/h(k+1,k);
end

$Rotaciones de Guivens:
if k >1
h(l:k,k)=givens(c(l:k-1),s(1:k-1),h(1:k,k),k=-1);
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end

nu=norm(h(k:k+1,k));

if nu =0
%c (k)=h(k, k) /nu;
c(k)=conj(h(k,k)/nu);
s (k)=-h(k+1, k) /nu;
h(k,k)=c(k)*h(k,k)-s(k)*h(k+1,k);
h(k+1,k)=0;
g(k:k+1)=givens(c(k),s(k),g(k:k+1),1);

end

$Actualizamos el residuo:

rho=abs (g (k+1));

error=[error,rho];

end

%Ya hemos acabado:
y=h(l:k,1:k)\g(l:k);
temp=toc;

iter=k;

x = x0 + v(1:N,1:k)x*y;
return
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function vrot=givens(c,s,vin, k)

$Funcidn que realiza las rotaciones

de Guivens apra el GMRES

vrot=vin;

for i=1l:k
wl=c (i) *vrot (i)-s (i) +xvrot (i+1);
w2=s (i) *vrot (i) +conj(c(i)) rvrot (i+1);
vrot (1:1i+1)=[wl,w2];

end

return
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