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Introduccion

El objetivo de este trabajo es presentar detalladamente una demostracién
basada en combinatoria y en calculo algebraico de las férmulas de Brion
y de Lawrence-Varchenko. Estas no solo permiten calcular la totalidad de
puntos con coordenadas enteras dentro de un politopo reticular de R?, sino
también mostrar de cuales se trata.

Michel Brion descubrié y publicé en 1988 en [6] una férmula que habia
descubierto previamente y que permitia encontrar, por un procedimiento
sencillo mediante un calculo algebraico, el polinomio indicador reticular de
cualquier politopo reticular. Por polinomio indicador reticular se entiende el
polinomio de Laurent que es la suma con coeficientes 1 de todos los mono-
mios de Laurent cuyos exponentes son puntos reticulares que estdn dentro
del politopo.

La férmula de Brion afirma que dicho polinomio indicador es igual a la
suma extendida a todos los vértices del politopo de las funciones racionales
generadoras de los conos tangentes al politopo desde dichos vértices. Por
cono tangente a un politopo desde uno de sus vértices se entiende el cono
desde el que se visualiza el contorno del politopo. La funcién racional ge-
neradora del cono es la funcién racional determinada por la serie indicatriz
reticular del cono, es decir la serie de Laurent dada por la suma infinita
de todos los monomios que estan dentro del cono con coeficiente 1. Es bien
conocido, de hecho una consecuencia del teorema de la base de Hilbert, que
la serie indicatriz de dichos conos, que son racionales, determina una funcién
racional. Existen otras pruebas interesantes de este hecho, por ejemplo al
descomponer el cono racional dado en unién de conos regulares.

La prueba original de Brion es técnica y no elemental, se trata de aplicar
“el teorema de Lefschetz-Riemann-Roch en K-teoria equivariante [4] a va-
riedades téricas no singulares”, algo lejos de nuestro alcance y de cualquier
grado de Matematicas. De forma simultdnea James Lawrence y Alexander
Varchenko en 1987-88 en [8] y [9] descubrieron otra férmula similar, tam-
bién por métodos técnicos no elementales, que expresa el polinomio indicador
reticular de un politopo reticular como suma de otras funciones racionales
asociadas a los vértices cuando los conos tangentes al politopo son todos sim-
pliciales. En realidad, si se observan con cuidado las dos férmulas se puede
apreciar como las funciones racionales de ambas son expresiones alternativas
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para una misma funcién asociada a cada vértice.

La férmula de Brion tiene ademas una repercusion importante, ya que
Alexander Barvinok publicé en 1994 [1] que cada cono racional poliédri-
co puede descomponerse en tiempo polindmico como suma algebraica (con
coeficientes enteros positivos o negativos) de conos regulares. Dado que la
funcién racional generadora de un cono regular se calcula directamente en
funcién de las aristas del cono (como la suma de una serie geométrica en
varias variables), se deduce del algoritmo de Barvinok, que la totalidad de
puntos reticulares de un polinomio reticular se pueden calcular en tiempo
polinémico. Recientemente, Mattias Beck, Christian Haase y Frank Sottile,
en [5] han encontrado una prueba elemental para las férmulas de Brion y de
Lawrence-Varchenko. Nuestro trabajo se ha dedicado en comprender esta
prueba y detallarla. Nuestro detalle incluye los puntos no suficientemente
claros en su trabajo, como es, por ejemplo, su teorema 2.4, que es en si
mismo un resultado de interés general y que afecta a una clase més gene-
ral de series de Laurent. En el primer capitulo estd dedicado a expresar las
férmulas de Brion y Lawrence-Varchenko y sus ingredientes, el segundo a
las demostraciones elementales y el final a los resultados de Barvinok. Ale-
xander Barvinok fue conferenciante invitado en el ICM de 2006 en Madrid
por sus resultados en esta linea [2].



Capitulo 1

Foérmulas de Brion y
Lawrence-Varchenko

Nuestro objetivo es ilustrar las formulas de Brion y Lawrence-Varchenko,
asi como ensenar de forma sencilla y comprensible su demostracion.

1.1. Definiciones basicas

En primer lugar vamos a dar algunas definiciones bésicas.

Sea RY el espacio euclideo d-dimensional con el producto escalar usual.
Sea E un conjunto de puntos del espacio afin y V el espacio vectorial tan-
gente a E. Si p es un punto de E y v un vector de V, p+v=q es la traslaciéon
del punto p por el vector v. Lo denotamos asi ya que si tomamos cualquier
sistema de referencia afin R, un origen o en E y una base de vectores B de
V, entonces la suma de las coordenadas de p con las de v son las de q.

Definicion 1.1.1. Sea L el conjunto de puntos de la forma p—+L para algin p
de E y donde L es un subespacio vectorial de V, entonces L es un subespacio
lineal afin. Dicho de otra forma, L es el conjunto de traslaciones posibles de
p por vectores de L.

Definicién 1.1.2. Un hiperplano vectorial en R? se define como el conjunto
de puntos H = {(x1,...,2q) € R? : a121 + ... + agrq = 0}.

H divide a V en tres regiones: el propio H y los semiespacios vectoria-
les dados en la base B por {(z1,...,2q) € R : a1xq + ... + agrqg < 0} y
{(z1,...,2q) €ER?: ayzy + ... + agzg > 0} respectivamente.

Definicion 1.1.3. Un hiperplano afin H es un subespacio lineal afin H=p+H
donde H es un hiperplano vectorial de V. En la referencia R, H es de la for-
ma:

H={(z1,....,2q) € RY: ayz1+...+ageg=b y a; # 0 para algin i}
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2 1.1. Definiciones béasicas

H divide a E en tres regiones: el propio H y los semiespacios afines
abiertos dados en la referencia R por {(z1, ..., zq) € R : ayz1+...+aqzy < b}
y por {(z1,...,245) € R?: ajwy + ... + agzq > b} respectivamente.

Definicion 1.1.4. Un semiespacio es la regién cerrada que hay a cada lado
de un hiperplano H cualquiera, H = {(z1, ..., z4) € R? : ayjz1+...+agzq = b}
en R? . Los dos semiespacios definidos por H serfan

S1={(21,...,zq) € R?: ajaq + ...+ agaq < b}

SQ = {(‘Tla ...,.’Ed) S Rd a1 —+ ... +ad$d 2 b}

Definicién 1.1.5. Un semiespacio racional (cerrado) es el subconjunto con-
vexo de R definido por

{xeR?:w-z > b},
donde w € Z% y b € R. Su limite es el hiperplano racional
{xeRY:w-x=h}

Definicién 1.1.6. Un punto reticular de R? es aquel cuyas coordenadas
forman una d-upla de niimeros enteros.

Definicion 1.1.7. Un politopo P es un conjunto acotado que es interseccion
de un conjunto finito de semiespacios cerrados de R?. El conjunto vacio seria
el caso trivial.

Definicion 1.1.8. La envolvente convexa de un conjunto de puntos es el
menor conjunto convexo de R? que contiene a dicho conjunto de puntos. Un
subconjunto de R¢ es convexo si contiene a los segmentos lineales que unen
pares de puntos del subconjunto.

Definicion 1.1.9. Un politopo P es la envolvente convexa de una cantidad
finita de puntos. Para una cantidad vacia serfa el caso trivial (es decir, el
politopo vacio).

Definicion 1.1.10. Un politopo reticular es la envolvente convexa de un
numero finito de puntos reticulares.

Definicién 1.1.11. Dado un politopo P diremos que es un politopo simple
si en cada vértice de P confluyen d aristas cuyos vectores directores son
linealmente independientes.

Definicion 1.1.12. Los vértices de un politopo reticular generado por un
conjunto finito F de puntos, son aquellos puntos p de F tales que la envol-
vente convexa de F\{p} es un subconjunto propio del politopo.
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Definicion 1.1.13. Un cono es la envolvente convexa de un conjunto de
rayos con vértice fijo, entendido como rayo una semirrecta con origen en
dicho vértice.

Definicién 1.1.14. Un cono racional Kp con vértice p es la envolvente
convexa de un conjunto finito S de rayos que parten de p (punto reticular),
v que cada uno de ellos tiene al menos otro punto reticular diferente de p.

Definicién 1.1.15. Un cono Kp se dice que es un cono fuertemente convezo
si existen hiperplanos que pasan por v y dejan todo Kp excepto a p en uno
de los semiespacios que determina el hiperplano.

Definicion 1.1.16. Un cono cerrado K es la interseccion finita de semies-
pacios cerrados cuyos hiperplanos limites tienen puntos en comun.

Definicion 1.1.17. Un cono vectorial es aquel cuyo vértice es el origen.

Definicion 1.1.18. Un cono regular es un cono vectorial y racional X que
es la envolvente convexa en R%, con origen en un mismo punto, de las d
semirrectas racionales definidas por las d-uplas de una base del reticulo
Z¢. Dichas bases son exactamente las dadas por los vectores de las filas de
una matriz A=(a;j)4zq con coeficientes en Z y cuyo determinante es 1.
Los d rayos que definen un cono vectorial son sus aristas. Dentro de cada
subreticulo de Z% de dimensién k < d hay conos regulares de dimensién k.

Definiciéon 1.1.19. Un cono poliédrico es la intersecciéon de un ntmero
finito de semiespacios afines cerrados de E, definidos por hiperplanos cuyas
ecuaciones lineales tienen coeficientes racionales (pudiendo ser enteros), tal
que todos los semiespacios contengan al menos un punto en comtun. Si se
elimina la condicién de tener un punto en comun, entre los conos poliédricos
se pueden considerar como caso degenerado los politopos. También se puede
considerar como cono poliédrico la interseccién de una cantidad vacia de
semiespacios cerrados, que no es otra cosa que R? y, por tanto, R% también
es un cono poliédrico.

Definicion 1.1.20. El vértice de un cono poliédrico K es la interseccién no
vacia de los hiperplanos afines, cuyos subespacios definen K. Esta intersec-
cion es una variedad lineal afin T, la cual es la mayor subvariedad afin entre
las que estan contenidas en K.

Los vértices de la interseccién son racionales porque son solucion de sis-
temas de ecuaciones lineales homogéneos y, por consiguiente, sus ecuaciones
se definen sobre los racionales.

Cuando el vértice de K existe, el cono es no acotado. Si se toma cualquier
punto p del vértice se tiene que K=p+K y que T=p+T. Donde K es el cono
vectorial de V dado por las desigualdades homogéneas de las no homogéneas
que definen K. Asi mismo, el subespacio vectorial T de V es el vértice de
K.
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Definicion 1.1.21. Una semirrecta es racional si su origen es un punto
reticular de E y si tiene un vector director también reticular en V, es decir
de coordenadas en Z%; cada semirrecta estd determinada por el vector direc-
tor reticular de médulo minimo (se caracteriza entre los vectores directores
reticulares porque sus coordenadas tienen maximo comun divisor igual a 1).

1.2. Ejemplos férmula de Brion

Empezaremos con algunos ejemplos basicos, para familiarizarnos con los
conceptos y la notacién.

Supongamos que queremos realizar una lista con todos los naturales
mayores que 0. Aunque habria varios formas, una serfa la siguiente:

1, .2, .3 _ k_ %
Tttt —|—...—kz>0:1: =12 (1.1)

Ahora vamos a hacer una lista con todos los enteros menores o iguales que
4:

vt et et = (1.2)

A
1=t

Sumando ambas funciones racionales, los elementos laterales se cancelan:

:U+x4_x+x5_x—x5
1—2z 1—z7!' 1—-2 z—-1 11—z

=+ +3+2t (1.3)

Esta suma de funciones racionales representa cémo dos series infinitas su-
madas pueden dar una una serie finita en forma de polinomio. Esto es una
primera visién del Teorema de Michel Brion. Podemos ver (1.1) como una
funcién para enumerar los enteros positivos y (1.2) como una funcién para
listar los puntos enteros del intervalo (—oo,4]. En la siguiente figura a la
izquierda tenemos una ilustracién de esta aritmética.

©,2) (4,2)

(0,0) (2,0)

Figura 1.1: Politopos

Ahora vamos a ver otro sencillo ejemplo en una dimensiéon mayor. Con-
sideramos el cuadrilatero Q con vértices (0,0), (0,2), (4,2) y (0, 2), ilustrado
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en Figura 1.1 a la derecha. La analogia con las funciones generadoras (1.1)
y (1.2), es que la funcién generadora de cada cono en cada vértice estd
generada por las aristas que concurren en esos vértices.

(0.2 (4.2)

l
o1 10 .0 ; an ;

[ X 20
(00} (.0 ©.1) (1 (1,00

Las dos aristas que concurren en el origen generan el primer cuadrante
no negativo, el cual tiene como funcién generadora

m,n __ ™. n __ 1 . 1 — 1
2 =D N = oy S Ay

m,n>0 m>0 n>0

Las dos aristas que concurren en (0,2) generan el cono (0,2)+R>0(0, —2) +
R>0(4,0) con la funcién generadora

y2

(1-z)1 -y

El tercer cono racional es (4,2) +R>0(—4,0) +R>0(—2, —2), el cual tiene la
funcién generadora

$4y2

(1-2" )1 —-a"ly™)
Finalmente, el cuarto cono racional es (2,0) + R>¢(2,2) + R>0(—2,0), con
funcién generadora

$2

(1—ay)(l—at)
Basandonos en los célculos realizados en una dimensién del ejemplo ante-

rior, sumamos las funciones racionales anteriores, obtenemos el polinomio
indicador reticular de Q

1 yQ 1,4y2 1‘2

+ + +
(I-2)1-y) A-2)1-y") Q-2 HA-aly) (Q-ay)d-a)
=y  + oy’ + 2%y + 2Py + oty + oy + 2ty + 2y + 1+ +a?
La suma de funciones racionales de nuevo resulta ser un polinomio, el
cual a partir de sus exponentes nos proporciona los puntos reticulares que

estan contenidos en el politopo Q. En estos resultados se basa el Teorema
de Brion.
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1.3. Teorema de Brion

Dado un politopo reticular P, para cada vértice p de P se considera el cono
Kp con vértice p que proyecta el politopo P desde p. Los conos Kp son
racionales y positivos. Se considera el polinomio indicador reticular op de P
y las expresiones racionales IKp de las series indicatrices reticulares de los
conos Kp.

Definicion 1.3.1. El polinomio indicador reticular op de P es el polinomio
dado por la suma de todos los monomios de Laurent M con coeficientes 1,
cuyas d-uplas de exponentes estdn en P.

Definicion 1.3.2. El soporte de un polinomio de Laurent p es el conjunto
de los puntos reticulares que son exponentes de los monomios que aparecen
con coeficiente no nulo en p.

Es evidente que el soporte de op es el conjunto de puntos reticulares que
estan dentro de P.

Definicion 1.3.3. El cono tangente a un vértice p es aquel que contiene
al politopo y es interseccion de todos los semiespacios determinados por las
facetas (caras codimensién 1 del politopo) que contienen al vértice.

Teorema 1.3.1 (BRION). Se tiene que op es la suma extendida a todos
los vértices p de P de las funciones generadoras racionales IKp siendo Kyp
los conos tangentes a cada vértice p del politopo.

Este teorema, como anteriormente se ha mencionado, permite calcular
los puntos reticulares de un politopo a partir de la expresion como suma
algebraica de conos regulares, de las series indicatrices reticulares de los
conos asociados a los vértices del politopo.

El cono Kp con vértice p es el cono con pico en p y vectores generadores
las direcciones que emanan de p. La funciéon generadora para cada cono
(asegurandonos que Q es un politopo reticular) es la funcién racional del
término de la izquierda determinada por la serie de Laurent del término
de la derecha (que es la serie indicatriz reticular del cono) en la siguiente

férmula
oKp (x) := Z x™ (1.4)
mEKpﬂZd
Hemos abreviado x™ por 7" z5"2...2)", siendo m = (my, ..., mq). El teore-

ma de Brion viene a decir que las funciones racionales que representan los
puntos con coordenadas enteras en cada cono, sumadas dan el polinomio op
que cifra los puntos reticulares de P, osea el polinomio indicador reticular
de P:

op(x) = > oKp (%) (1.5)

p vértice de P
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1.4. Ejemplos férmula de Lawrence y Varchenko

Un segundo teorema, el cual muestra un colapso similar de las funciones
generadoras de los conos, es debido (separadamente) a James Lawrence y a
Alexander Varchenko. Vamos a ilustrar su método con el ejemplo anterior
del cuadrilatero Q.

Elegimos un vector &, el cual no es perpendicular en cada vértice p
a ninguna de las aristas de Q@ que confluyen en p. Por ejemplo, podemos
tomar £ = (2,1). Ahora, en cada vértice p de Q, formamos un cono (no
necesariamente cerrado) generado por los vectores directores w de las d
aristas como sigue. Si w - £ > 0 entonces tomamos el span no negativo y
si w- €& < 0, tomamos el span negativo. Los conos de Varchenko siempre
estardn contenidos dentro del primer hiper-octante (primer cuadrante para
d=2).

(0.1) (.0

63/
03—+50 1.0

(01 i : ;/ 1

-

0] (.0 30 (1.0)

El vértice (0,0) no se desplaza porque ninguno de los vectores primitivos
de las aristas cambia de sentido de un cono al otro, y el cono de Varchenko
es de nuevo el cuadrante no negativo como cono cerrado. La funcién racional
en este caso es, por tanto,

1
(=) -y)

En el vértice (0,2) los vectores direcciones de las aristas son (0, —2) y (4, 0).
El primero tiene producto negativo con £ y el segundo tiene producto po-
sitivo, esto se traduce en que la arista horizontal no cambia de sentido el
vector primitivo [(1,0)], pero la arista vertical cambia de sentido del cono de
Brion (vector primitivo (0,-1)) al cono de Varchenko (vector primitivo (0,1)).
Asi que obtenemos el cono medio abierto (0,2) + R<o(0, —2) +R>((4,0) =
(0,2)+R0(0,2)+R>0(4,0). Luego, se traslada el vértice (0, 2) por el vector
(0,1), siendo el nuevo vértice para el cono de Varchenko el punto (0,3). La
funcién racional es

y3

(1 —2)(1 —y)
En el vértice (4,2) los vectores direcciones de las aristas son (—2,—-2) y
(—4,0), ambas tienen producto negativo con &, por tanto los dos vectores
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primitivos de las dos aristas cambian de sentido, es decir, los vectores pri-
mitivos (—1,0) y (—1,—1) de las aristas del cono de Brion han cambiado de
sentido y son (1,0) y (1, 1) en el cono de Varchenko. Luego obtenemos el cono
abierto (4,2) +Rxo(4,0) + R>0(2,2) Entonces el nuevo vértice para el cono
de Varchenko es el trasladado del vértice (4,2) por el vector (1,0) + (1,1),
de forma que el nuevo vértice es (6, 3). La funcién racional de en este vértice
es
26y
(1 —=zy)(1 —2)

Por ultimo, en el vértice (2, 0) los vectores directores de las aristas son (—2,0)
y (2,2). El primero tiene producto negativo con £ y el segundo positivo, luego
no cambia de sentido el vector primitivo (1,1) de la arista oblicua, pero si
cambia de sentido el vector (—1,0) del cono de Brion al vector (1,0) del de
Varchenko. Asi obtenemos el cono medio abierto (2,0)4+Rx¢(2,0)+R>0(2, 2)
Entonces se traslada el vértice (2,0) por el vector (1,0), obteniéndose el
punto (3,0) que es el nuevo vértice para el cono de Varchenko. La funcién
racional en este caso es

3

(1 —=)(1—=zy)

En los nuevos vértices (0,0), (0,3),(3,0) y (6, 3), los conos de Varchenko
son cerrados y, por tanto, se trataran igual que los conos de Brion (que
siempre son cerrados). Luego las funciones racionales son respectivamente

1 y3 .T6y3 $3

(I-2)(1-y) (1-2)1-y) (A-zy)1l-y) 1-2)1-ay)

y sus signos correspondientes en la formula de Varchenko son +1, -1, +1, -1,
es decir signo + o -, segin el nimero de cambios de sentido de los vectores
primitivos sea par o impar. Obtenemos el polinomio indicador reticular de

Q

1 y3 3363/3 $3

C-00-y -0y G-y 1))

=y  +ay® + 2%y + Py + oty oy + 2ty + 2y + 1+ o+ a?

Esta suma de funciones racionales termina siendo de nuevo un polinomio
que codifica los puntos reticulares de Q. Esto deberia ser claro aqui, los
puntos reticulares que estan en el cuadrante no negativo son contados con
signo + dependiendo del cono en el que estén y estos coeficientes se cancelan
excepto para los puntos reticulares de Q.

La identidad ilustrada en este ejemplo sirve para cualquier politopo sim-
ple.



Capitulo 1. Férmulas de Brion y Lawrence-Varchenko 9

1.5. Formula de Lawrence-Varchenko

Dado un politopo simple P, elegimos un vector ¢ € R? que no sea perpen-
dicular en cada vértice p a ninguna de las aristas que confluyen en p. Sea
Ef)r (&) el conjunto de vectores direccionales w de las aristas que concurren
enpconw-£ >0y EI; (&) aquellos que w- ¢ < 0. El cono de Varchenko con
vértice p se define como sigue

K:&p =p+ Z RZOW + Z R<0W (16)
weEf)(g) wEER(€)

Esta es la analogia con los conos de nuestro ejemplo previo. La Férmula de
Lawrence-Varchenko nos dice que sumar las funciones racionales de estos
conos con los signos apropiados resulta ser el polinomio op(z) que cifra
los puntos con coordenadas enteras de P, es decir, el polinomio indicador
reticular de P

op@)= > ()"PVog @) (L.7)

p vértice de P

Aqui, ox

. (z) es la funcién generadora que codifica los puntos reticula-
res del cono ]é)é

p.

1.6. Convergencia

Cabe destacar que los conos de Varchenko tienen un dominio de convergencia
comun al contrario de lo que ocurre con los conos de Brion. Explicaremos
esto con mas detalle.

Los conos de Varchenko, debido a cémo son definidos, son todos sub-
conos del primer hiper-octante (primer cuadrante para d = 2) y, por ello,
las series indicatrices de sus puntos reticulares son todas ellas series de po-
tencias. Debido a que estas series de potencias son los desarrollos en serie de
funciones racionales cuyo denominador no se anula en el origen, todas ellas
convergen. Los dominios de convergencia de cada una de ellas contienen en-
tornos abiertos de R% que contienen al origen. Esto lo que viene a decir es
que, si vemos las series como funciones, todas ellas estan definidas en un
entorno abierto del origen y, por lo tanto, se pueden sumar o restar como
funciones.

En el caso de los conos de Brion esto no sucede. Por ejemplo, para d = 2
un cono contenido en el tercer cuadrante define una funcién analitica en un
abierto del tipo |z7!| < a, [y~ < b (a,b > 0 pequeiios), es decir en un
abierto del tipo |z| > %, ly| > % que es un entorno del punto del infinito de
R?. Si tomas el segundo o cuarto cuadrante, los dominios de convergencia
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contienen abiertos del tipo |z| > L |ly| > b o |z| > a ,Jy| > + que son
entornos de los puntos del infinito del eje x o del eje y respectivamente,
en la compactificacién del espacio proyectivo de RY. Estos cuatro tipos de
abiertos si a, b son pequenos no llegan a cortarse y por consiguiente no se
pueden sumar las funciones analiticas de conos de distintos cuadrantes. Pero
la férmula de Brion se basa en que, aunque las series converjan en abiertos
dispares (entornos de distintos puntos en el origen o puntos del infinito) las
funciones analiticas que definen se extienden a funciones racionales definidas
en todo R%. Las funciones racionales estén definidas en abiertos mucho més
grandes, de hecho los complementarios de los conjuntos de ceros de los poli-
nomios de los denominadores. Si tienes un numero finito de tales funciones
racionales (en la férmula de Brion hay una por cada vértice), estas funciones
tienen como abierto comtun el complementario de la unién del conjunto de
ceros de los denominadores de todas ellas, en otras palabras el conjunto de
ceros del producto de todos los denominadores. Este abierto (llamado abier-
to de Zariski) es denso en R?, entonces se pueden sumar, no como series
convergentes, pero sicomo funciones racionales. Por ello la convergencia no
es necesaria para aplicar la férmula.



Capitulo 2

Demostraciones

La prueba original de Brion es técnica y no elemental, se trata de aplicar “el
teorema de Lefschetz-Riemann-Roch en K-teoria equivariante a variedades
téricas no singulares”. Afortunadamente, tanto la férmula de Brion como la
de Lawrence-Varchenko ahora tienen demostraciones mas sencillas y seran
detalladas a lo largo de este capitulo.

2.1. Cono simplicial

Definicién 2.1.1. Un cono simplicial racional en R tiene la forma

d d
K= {p—I—Z)\Z’Wi ¥ GRZ()} :p+ZR20Wi

i=1 =1

donde wr, ..., wq € Z% son linealmente independientes. Este cono es embal-
dosado por las (Nwy, ..., Nw,)-traslaciones del paralelepipedo medio abierto

d
P .= {p—l—Z/\iwi : OS)\i<1}

i=1

Definicion 2.1.2. Un paralelepipedo fundamental P es un conjunto de pun-
tos tal que al ser desplazados estos por cada uno de los opuestos de los
vectores directores primitivos de las aristas del cono se sale del mismo.

Es cierto también que si consideramos puntos reticulares contenidos en el
paralelepipedo fundamental, y sucesivos desplazamientos de estos por suce-
siones arbitrarias de vectores primitivos de las aristas del cono, obtienemos
los puntos reticulares dentro del cono.

La funcién generadora para P es la expresion polinomial

op(x)= Y X7

mePNZa

11
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asi como la funcion generadora de I es

ox(x) = op(x) - Z 20— i xw1‘)’7.’.(?<()1 — (2.1)

aeNw,...,.Nwy

que es una funcién racional. Esta formula y su demostraciéon no requieren
que el vértice p sea racional, pero si que los vectores generadores w; del cono
sean linealmente independientes en Z¢.
Un cono racional K con vértice v y generadores wy, ..., wgq € Z¢ tiene la
forma
K=v+ Rzowl + ...+ Rzgwd (22)

Ejemplo 2.1.1. Tomamos el cono K = (0,0) + R>0(0,1) + R>0(2,1). Los
circulos abiertos de la izquierda en el dibujo Figura 2.1 representan el semi-
grupo N(0,1) +N(2,1), el cual es un subsemigrupo de los puntos reticulares
K NZ? en K. En Figura 2.1 el dibujo de la derecha muestra cémo trasla-
dar el paralelepipedo fundamental medio abierto P por este subsemigrupo
cubriendo .

Figura 2.1: Traslado del paralelepipedo fundamental de X por él mismo

Esto nos da la formula:

ox(x) =op(z)- Y a"(aPy)" =

m,n>0

1+ zy
(1—2)(1—a%)

ya que el paralelepipedo fundamental P contiene los puntos reticulares (0, 0)
y (1,1) y op(z) = (1 +2y).

Definicion 2.1.3. Un cono es fuertemente convero si existe un vector
£eR%con &-w; >0paratodoi=1,..,n

Definicion 2.1.4. Un cono es fuertemente convezo si existen hiperplanos
que dejan todo el cono excepto su vértice en el interior de uno de los semi-
espacios determinado por el hiperplano.

Un cono fuertemente convexo se caracteriza por el hecho de que su vértice
sélo lo forma un punto.
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Proposicion 2.1.1. Todo cono K cerrado fuertemente convexo poliédrico
se descompone como union de conos simpliciales.

Demostracion. Sea K un cono fuertemente convexo poliédrico. Considera-
mos un vector director para cada arista del cono. Este conjunto de vectores
W es finito porque el cono es poliédrico. Tomamos un subconjunto maximal
de W, es decir, tomamos un subconjunto de vectores Z que formen una ba-
se del espacio generado por los vectores directores de todas las aristas. Las
aristas asociadas a este subconjunto de vectores Z definen un cono simpli-
cial. Si este cono simplicial fuese todo el cono original, entonces habriamos
acabado. Si no fuera asi, tomamos una arista externa al cono simplicial. Su
vector director puede sustituirse por uno conveniente de la base anterior for-
mando con los restantes otra base y, por tanto, las aristas correspondientes
formarian otro cono simplicial. Estos conos tendran en comun una faceta. Si
la unién de ambos conos simpliciales constituye el cono original, ya tenemos
la descomposicién, si no se toma una arista no contenida en esa unién y
continuando en esta linea se acaban construyendo los conos simpliciales de
la descomposicién requerida.

O

Debido a la proposicién anterior, es posible descomponer K en conos
simpliciales K1, ..., ;. Cada par de conos simpliciales tienen como intersec-
cién una cara de cada uno de ellos. Asi mismo, estos conos tienen interiores
disjuntos dos a dos. El interior de un cono es el interior topolégico, con la
topologia del minimo espacio afin que contiene al cono. También se puede
considerar el interior de un cono poliédrico al cono dado por las desigualda-
des estrictas de un numero finito de semiespacios abiertos.

Definicion 2.1.5. Sea K un cono y K, ..., K; su descomposicién en conos
simpliciales. Decimos que esta descomposicién es una descomposicion irra-
cional si alguno de los conos de la descomposicién K; = p+ K, o bien p no
tiene coordenadas enteras o bien las tiene, pero entonces el cono vectorial
K, no es racional.

Nuestro objetivo es sumar las funciones generadoras de los K; y asi ob-
tener la funcién generadora de K. Desafortunadamente, tenemos el inconve-
niente de que algunos conos pueden tener puntos reticulares en comun, lo
que conllevaria contar algiin punto de més y la funcién generadora oy (x)
seria errénea. Una forma de evitar este problema es llevar a cabo la tras-
lacién de todos los conos. Expliquémoslo con precisién: Existe un vector
s € R? tal que

Knzt=(s+K)nzd (2.3)

de esta forma las caras de los conos s + K, ...,s + K; no contienen ningin
punto reticular. Esto proporciona la descomposicion irracional disjunta

KNnzd=(s+K)Nzlu...u(s+K) Nz (2.4)
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y entonces es claro que

l
o) = Y e =3 o (%) (2.5)
=1

mecknZzd

es una funcién racional. La descomposicién es irracional ya que, siendo
K =p+K, el cono se ha desplazado por un vector s € R? apropiado pa-
ra que p no sea racional.

Ejemplo 2.1.2. Supongamos que K es el cono en R3 con vértice el origen
y generadores

w1 = (1,0,1), wo = (0,1,1), w3 = (0,—1,1), y wyq = (—1,0,1).

Sea K1 el cono simplicial con generadores wi, wa, ws v Ka el cono simplicial
con generadores wa, W3, Wy, los cuales descomponen a K en conos simplicia-
les. Estos conos son la envolvente convexa de semirrectas independientes con
mismo origen, cuyas aristas son racionales con vectores primitivos linealmen-
te independientes. Si tomamos s = (%, 0, —%), entonces (2.3) se mantiene y
ninguna cara de s+ K1 o de s+ K9 contiene puntos reticulares. Disponemos
estos conos juntos mostrando los puntos reticulares que tienen la coordenada

z valor 0 0 1 y estdn dentro de s + K.

Figura 2.2: s + K1 y s + K2 no comparten puntos reticulares

El cono s + Ky contiene los 5 puntos rojos, mientras que s + Ko con-
tiene al resto de puntos resaltados. El vértice de ambos conos es el punto
s = (%,0,—3%). Sus funciones generadoras son

Tz 4+ x2?
(1—yz)1 -y '2)(1—2z2)’

Os+K1 (X) =
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Os+ky(X) = — 71 —1:12 — 1)’
(1—y2)(1 -y t2)(1 -2 12)
ox(x) = (142 — 22— 23)
K C (1—y2) (1 —y ) (1 —22)(1 — 2z 12)

Veamos de dénde provienen estas funciones racionales. Para conseguir la
expresién de sk, () primero necesitamos saber cudl es su paralelepipedo
fundamental. En este caso Ps;k,, el paralelepipedo fundamental de s + Ky,
es

PS-HCl = {(CL, bv C) € S+IC1 : ((1, b7 C)_Wh ((1, b7 C)_W27 ((1, b7 C)_W3 ¢ S+IC1} =

8’ 3
Para calcular los puntos reticulares en el Psii, son condiciones necesarias

que v = % (ya que para la primera coordenada de los puntos se tiene %—H) ez
yve0,1) yquet=u (puest—u€Zytucl0,1),esdecir, t —u=0),

1 1
= {( 0,—) +0(1,0,1) +#(0,1,1) + u(0,—1,1) € Z : v,t,u € [0,1)}

luego —3 + 3 4+ 2u = 21 + 2u € Z, asi que 13 + 48u = 0 mod 24 y, para

que esto ocurra solo tenemos dos posibilidades para v € [0,1): u = }1—51; y
U = %. Estas dos condiciones dan lugar a dos unicos puntos reticulares en
el paralelepipedo fundamental: (1,0,1) y (1,0, 2). Finalmente haciendo uso
de (2.1) conseguimos oy, (z). Para el caso de os1x,(x) se razona de forma

analoga al anterior.

Pstic, = {(;,0, —;) +v(0,1,1) +t(0,—-1,1) + u(—-1,0,1) € Z : v, t,u € [0, 1)}
Para calcular estos puntos reticulares son condiciones necesarias que u = %,
t=vy —% + % + 2u = —% + 2u sea entero; por lo tanto hay de nuevo dos
posibilidades para u en [0,1): u = % yu= %. Estas condiciones nos propor-
cionan los dos puntos reticulares del paralelepipedo fundamental: (0,0, 0),
(0,0,1). Por consiguiente, el numerador de og;i,(x) ha de ser 1 + z. Final-
mente, ox(x) se obtiene como suma de las funciones racionales anteriores

Os+K; T Os+ky = UIC(X)

Mientras que los conos que aparecen en la formula de Lawrence-Varchenko
son todos simpliciales y los de la férmula de Brion convexos, nosotros vamos
a usar conos mas generales en nuestra demostracion.

Dado un hiperplano H cualquiera H = {(x1,...,x,) : @121+ ... + apzy =
b}, a partir de él tenemos dos semiespacios determinados, uno dado por

S1={(x1,...,mp) : @11 + ... + apx, < b}
y otro dado por

So = {(1, .., 2n) : @171 + ... + apzy, > b}
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El vértice de cada uno de los dos subespacios es el hiperplano afin H. Este
vértice tiene como espacio de direcciones W de H al hiperplano lineal H
dado por ajz1 + ... + apx, = 0. Los vectores de W son exactamente los
vectores tales que w+S = S para cada uno de los dos subespacios que define
H.

El vértice de K es la intersecciéon de estos hiperplanos, el cual es un
subespacio lineal afin.

La funcién indicatriz para los puntos reticulares en K es la serie formal
de Laurent

Sk = Z x™ (2.6)

2.2. Series de Laurent racionales

Relacionamos estas series formales de Laurent (2.6) con las funciones racio-
nales. Sea L el médulo de series de Laurent sobre el anillo de polinomios de
Laurent C[x,x~!], es decir, C[[x,x~!]], entendiendo por x = (z1,...,74) €
R?. Las series de Laurent no forman un anillo, ya que no esté definida la
multiplicacién. Por ejemplo, no es posible multiplicar 1 + = + 22 + 2 + ...
por 1+~ +272 4273+ ..., puesto que para cada i € Z hay infinitos pares
formados por un monomio de la primera serie y otro de la segunda cuyo
producto es x' (en concreto, todos los forma z* - 2% con k > max(i,0),
para los infinitos valores de k posibles). Lo que si es posible es multipli-
car un polinomio de Laurent por una serie de Laurent. Por citar un caso,
14z 422+ 23+ ... puede multiplicarse por 1+z~1+272+273. Por lo tanto,
las series de Laurent no forman un anillo, si no un médulo sobre el anillo de
polinomios de Laurent. Aqui las series de Laurent funcionan como vectores
y los polinomios como escalares; médulo sobre un anillo es la misma nocién
que espacio vectorial sobre un cuerpo.

Definicion 2.2.1. Una serie de Laurent s define una serie de Laurent ra-
cional, cuando existen dos polinomios ordinarios f,g € Clxy, ..., z4] siendo
g no nulo, tales que se tiene la igualdad g-s = f.

Una serie de Laurent racional s se puede definir también a partir de dos
polinomios de Laurent f y ¢ no nulo, si g-s = f y, multiplicando ambos
miembros por un monomio de exponente suficientemente alto, logramos que
los nuevos ¢’ y f’ sean polinomios ordinarios. Esto serd utilizado mds ade-
lante en varias ocasiones, luego cabe destacar que usaremos esta notacion.
Por otro lado, el cuerpo de cocientes del anillo de polinomios de Laurent
(también es un dominio de integridad) es el mismo C(z1, ..., x,). En efecto,
esto lo prueba el argumento anterior: si g, f son polinomios de Laurent, g
no nulo, entonces f/g = f’/¢’ donde f'y ¢’ son polinomios ordinarios con
¢’ no nulo.
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Definicion 2.2.2. Sea RL el conjunto de las series de Laurent que son
racionales.

Proposicion 2.2.1. Sea RL el conjunto de las series de Laurent que son
racionales. Se tiene que C[z,z~!] C RL.

Demostracion. Sea f € Clx,x~!], f no nulo. Entonces existe un monomio
x™, con cada componente de m suficientemente grande, tal que

x™ . f € C[x]. Luego f pertenece a RL ya que es una serie de Laurent
racional, pues C[x,x 1] C C[[x,x]]. O

Proposicion 2.2.2. RL es un L-submddulo.
Demostracion. Para que RL sea submoddulo de L

(i) RL es un subgrupo adivitivo de L

(ii) Para todo s € RL y para todo h € C[x,x 1] se tiene que s - h € RL
Veamoslo

(i) = 1 € RL. Esto se debe a la proposicion anterior, ya que
1€C[x,x '] C RL.

» Sean s, s’ € RL, luego existen f, g, f'. ¢’ polinomios ordinarios
con ¢, ¢’ no nulos tales que g-s = fy ¢ -s' = f’. Luego multipli-
cando por ¢’ y g respectivamente, (¢'g)-s =¢-f vy (¢'g)-s' =g-f'y
restando ambas ecuaciones obtenemos (gg')-(s—s') = (¢'-f—g-f").
Por tanto s — s’ es una serie de Laurent racional, pues hemos en-
contrado g¢' y (¢’ f —g- ') polinomios ordinarios con gg’ no nulo
(ambos eran no nulos y C[z1, ..., 5] es un dominio de integridad).

(ii) Sea s un elemento de RL y h un elemento de C[x,x~!], entonces exis-
ten g no nulo y f polinomios ordinarios con g-s = f. Si h = 0 entonces
h-s =01y el 0 pertenece a RL. Ahora supongamos que h es distinto
de 0, g(h-s) = h- f es un polinomio de Laurent, entonces multiplican-
do ambos miembros por un monomio con exponente suficientemente
grande tenemos que los nuevos (hf)’ ,¢' son polinomios ordinarios y
satisfacen ¢'(h - s) = (hf)’, luego h - s pertenece a RL. De este modo
para todo s elemento de RL y para todo h elemento de C[x,x 1] se
tiene que h - s pertenece a RL.

O

Definicién 2.2.3. Sea PL el C[x,x !]-médulo de las series poliédricas de
Laurent generado por las series formales S donde K es un cono racional simplicial.

Pero PL no es el conjunto de tales series, ya que sus elementos son de la
forma s = 3", fi - Sk,, donde los f; son elementos de C[x,x~1].
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Proposicién 2.2.3. PL es un Cl[z, z~!]-submddulo de RL.

Demostracion. Probamos los apartados (i) y (ii) de la demostracién ante-
rior.

i » 1 € PL. Consideremos como el cono K el primer hiperoctante,
p P

para el cual la serie Sk es la suma de todos los monomios con

exponentes no negativos y todos ellos con coeficiente 1, S =

I+x4+x24+x34+... = ﬁ La serie Sk es un elemento de PL,
luego también lo es la serie de Laurent 1 = (1—x1)-...-(1—z,,)-Sk,
ya que PL es un C[x,x !']-médulo y (1 — 1) -...- (1 — z,) es un

elemento de C[x,x1].

» Sean s, s’ € PL, luego existen f;, g; elementos de Clx,x '] y
Sk, Sk; series de Laurent para i € I,j € J con K; y K; conos
racionales, tales que

s=Y firSk, = g8k,

iel jeJ

Entonces, es claro que s — s’ = > kerug Sk, es un elemento de
PL. También es trivial ver que hy = fy para k € I y hy = —gi
para k € J.

(ii) Sea s € PLy h € C[x,x!]. Existen entonces f; € C[x,x 1] y Sk, serie
de Laurent con K; cono racional para i € I, tal que s = >, fi- Sk;.

Luego,
h-s=h- (Zfi-s,q> => 9+ Sk,

i€l el

h - s es un elemento de PL, siendo g; = h - f; para cada i € I.
O

Corolario 2.2.4. PL contiene a todos los S y es el submddulo de L mds
pequeno con esta propiedad.

Demostracion. Es evidente que cualquier Sk pertenezca a PL, pues 1 es un
elemento de C[x,x!]. Para ver que es el més pequeiio, supongamos que
existe otro M submédulo de L con esta propiedad. Sea s un elemento de PL,
veamos que pertenece a M. Como s es combinacion de elementos de Sy, por
contener M a estos elementos y ser un submoédulo de L, entonces s ha de
pertenecer a M. O

Proposicién 2.2.5. Entre las series de PL se encuentran todas las de los
conos poliédricos fuertemente convexos, no necesariamente simpliciales.
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Demostracion. Sea K un cono poliédrico fuertemente convexo, como cual-
quier cono de esta forma puede descomponerse en conos simpliciales (Pro-
posicién 2.1.1) tenemos que K = Ky U... UK, unién con interiores disjuntos
dos a dos. Por lo visto en el trabajo anteriormente (véase 2.4), existe s € R?
tal que KNZY = (s +K)NZ = (s+ K1) NZIU ... U (s + K;) N Z4, Tuego
Sk = Ss+k = Sstk; + .- + Ss4k, pertenece a PL pues es combinacion li-
neal de series indicatrices de los puntos reticulares de los conos simpliciales
s+ K;. ]

Proposicion 2.2.6. RL contiene las series S para IC un cono no fuerte-
mente convexo

Demostracion. Debido a que los conos no fuertemente convexos se pueden
descomponer como unién de conos simpliciales con interiores disjuntos, uti-
lizando el razonamiento del apartado anterior y teniendo en cuenta que

PL C RL se concluye tal afirmacién. O
Sea C(z1,...,24) el cuerpo de funciones racionales en C%, el cual es el
cuerpo de cocientes del anillo C[z7!, ..., xdﬂ]. El morfismo

¢:RL — C(x1,...,xq)
envia a cada serie de Laurent racional a la funcién racional que define.

Proposicién 2.2.7. El morfismo ¢ : RL — C(x1, ..., 24) es un homomor-
fismo de Clz, z~']-mddulos

Demostracion. Veamos primero que @ estd bien definido. Sea s una serie de
Laurent racional en RL. Supongamos ¢(s) = f/g vy ¢(s) = f'/g’, entonces
g-s=f,g-s=fluego (¢'g)-s=4g'f, (9¢') - = gf'. Como los términos
de la izquierda son iguales ¢’ - f = g- ' y ya que C[z1, ..., 4] es un dominio
de integridad, f/g y f'/¢’ son la misma funcién racional.

Probemos ahora que ¢ es un homomorfismo de C[x, x~!]- médulos. Sean
r, s dos series de Laurent racionales de RL y p, ¢ dos polinomios de C[x, x~1].
Veamos que ¢(p-7+¢q-s) =p-e(r)+q-¢(s). Como r, s son series de
Laurent racionales existen f, g, k y h polinomios ordinarios, g y h no nulos,
cong-r=fyh-s==k. Entonces

(gh)(p-r+q-s)=(hf) -p+(g9k) q

Multiplicando a ambos lados por x™ y x™, monomios de grado suficiente-
mente alto obtenemos

g p-r+q-s)=0Hf)-p+(g'K) q

con
g/:g.xmv h,:h'Xn,f/:f'mek/:k'Xn
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siendo todos ellos polinomios ordinarios. Por este motivo, p(p-r+q-s) =
((Wf)-p+ (dK)-q)/(hg") y simplificando obtenemos que

elp-r+q-s)=p-flg+q-k/h=p-o(r)+q-o(s)
O

De acuerdo con Ishida [7], la siguiente demostracién se debe a Brion.

Teorema 2.2.8. Hay un homomorfismo de L-mddulos
¢ : PL— C(x1,...,2q),
tal que ¢(Sk) = ox para cada cono simplicial KK en R?

Este teorema demuestra que hay una correspondencia entre las funciones
racionales de C(x1,...,x24) y las series que cifran los puntos reticulares del
cono K.

Demostracion. Debido a las Proposicién 2.2.6 el homomorfismo ¢ es la res-
triccién a PL del morfismo definido en la Proposicién 2.2.7 .

Dado un cono racional simplicial L = p+ < w1, ..., wq > con paralelepipedo
fundamental P, tenemos

d

H(l — %) - Sk = op(x)

i=1

Ademsds, para cada s € RL hay un polinomio de Laurent g no nulo, tal que

g-s = feClxy,...,xq4]. Sidefinimos

o(S) := f/g € C(x1,...,24), entonces ¢(S) es independiente de la eleccién

de g. Debido a que el homomorfismo estd bien definido

f/g — O-P(x) NS O
[Tiza (1 —a™)

El problema reside en lo siguiente; puede ocurrir que para dos series de
Laurent diferentes s y s’ existan dos polinomios g no nulo y f, tales que
g-s=f,g-s = f, es decir ambas series de Laurent son racionales y dan
lugar a la misma funcién racional f/g. Por ejemplo, las series
s=1+a '+ 2423+, ys = —(r+2%2+234...) son distintas y ambas
satisfacen (1 —x)-s=—zy (1 —x) s = —x. Asi que la funcién racional
f/g no puede determinar a qué serie de Laurent racional estd representando
si no se da mas informacion.

Sin embargo, dado un cono poliédrico que sea fuertemente convexo, si
las series de Laurent racionales s, s’ tienen ambas su soporte en dicho cono,
entonces g -s = f, g-s = f implica que s = s’. Por ejemplo, si s, s’ son
series de potencias, ya que el primer hiperoctante es un cono fuertemente
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convexo, en este caso la Unica s tal que g-s = f es el desarrollo de Taylor
en varias variables de la funcién racional f/h.

La aplicacién ¢ tiene en cuenta la no convergencia de las series genera-
doras S cuando K no es fuertemente convexo.

Proposicion 2.2.9. Son equivalentes para el cono afin K = p+ K:
(i) K es fuertemente convero.

)
(ii) K es fuertemente convexo como cono vectorial.
(iii) KN —K = {0}.
(iv) KNK" = {p}, siendo K' = p— K.
Demostracion. Veamos (i) = (i) = (iii) = (iv) = (i)
(i) = (ii) Basta considerar los hiperplanos vectoriales asociados a los hi-
perplanos afines que dejan a todo K, excepto a su vértice, en uno de los
semiespacios determinado por el hiperplano.
(ii) = (iii) La condicién de que K sea fuertemente convexo, implica que el
vértice de K sea 0. Pero el vértice de K es la interseccién de K y -K, luego
se tiene que KN —K = {0}.
(iii) = (iv) Si KN—K = {0}, entonces KN—K = (p+K)N (p—K) = {p}.
(iv) = (i) Como la interseccién de X N K" = {p} es un tnico punto y esta
interseccion es el vértice del cono, se deduce que K es fuertemente conve-
XO. O

Proposicion 2.2.10. Son equivalentes para el cono afin K =p+ K:
(i) K no es fuertemente convexo.

)
(ii) K no es fuertemente convexro como cono vectorial.
(iii) KN —K= T # {0}.
(iv) KNK' es una variedad lineal afin T, de dimension estrictamente po-
sitiva, que contiene a p (en concreto T=p+T).

Demostracion. Veamos (i) = (i) = (iii) = (iv) = (i)

(i) & (ii) Por la proposicién anterior.

(ii) = (iii) Haciendo uso de las definiciones 1.0.4 y 1.0.20 KN—K = T, pues
es en esta interseccién es donde se dan simultaneamente las dos parejas de
desigualdades a1x1 + ...+ apxyp >0y a1x1 + ... + apz, < 0.

(iii) = (iv) KNn—-K=p+ K)Np +-K)=p+T=T

(iv) = (i) Ya que el vértice de K (es decir, T'= KN K’ ) tiene dimensién
estrictamente positiva, entonces no es un punto y por tanto el cono no es
fuertemente convexo.

O
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Lema 2.2.11. Si un cono poliédrico racional KC no es fuertemente convexo,
entonces p(Sk) = 0.

Demostracion. Sea K un cono poliédrico racional que no es fuertemente
convexo (es interseccién finita de semiespacios cuyos vértices tienen al menos
un punto en comin). El vértice de K se define como la interseccién de los
vértices de los semiespacios que se intersecan. Este vértice es una variedad
lineal afin de direcciones W, debido a que el cono no es fuertemente convexo
por la Proposicién 2.2.10 . A su vez, es la interseccién de los hiperplanos de
direcciones de los semiespacios que se intersecan. El espacio de direcciones
W, como anteriormente hemos comentado (vedse pag. 16), es el espacio
de los vectores w tales que w + K = K. Luego existe un vector no nulo
w € Z% tal que w + K = K, y entonces xV - S = Sk. Por tanto, ya que
¢ es homomorfismo, =% - ¢(Sk) = ¢(Sk), es decir, (1 —z%) - ¢(Sk) = 0.
Y como (1 — z%) no es un divisor de 0 en C(z1,...,z4), concluimos que
¢(Sk) = 0. O

Para un cono K no fuertemente convexo se tiene que Sk es no nulo pero
su imagen por ¢ si.

2.3. Simplices

Ahora vamos a establecer la férmula de Brion, primero para el caso de
descomposicion en conos simpliciales y luego usaremos la descomposicién
irracional para el caso general.

Definicion 2.3.1. Un simplice es la interseccién de d+1 semiespacios, uno
por cada cara. Es decir, es el politopo envolvente convexa de un nimero
finito de puntos affnmente independientes en R? que se llaman vértices.

Un punto (envolvente convexa de un punto), segmento (envolvente conve-
xa de dos puntos distintos), un tridngulo (envolvente convexa de tres puntos
no alineados), un tetraedro (envolvente convexa de cuatro puntos no co-
planarios), entre otros son los simplices de dimensién (nimero de puntos
afinmente independientes menos 1) 0, 1, 2 y 3 respectivamente.

Definicion 2.3.2. Las caras de los simplices son los simplices dados por los
distintos subconjuntos del conjunto de vértices, entre ellas esta la cara vacia
(el vacio se considera el simplice de dimensién -1).

Para cada cara F' del simplice P, sea Kr el cono tangente a F', el cual
es la interseccién de todos los semiespacios determinados por las facetas
(caras codimensién 1 del simplice) que contienen a F'. Determinados quiere
decir que se toma el semiespacio que contiene a todo el simplice de los dos
determinados por el hiperplano que contiene a la faceta. Sea @ la cara vacia
de P, su cono tangente seria el propio simplice P que es un politopo.
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Ejemplo 2.3.1. Supongamos que nos encontramos en R?, veamos cuéles
serian los conos tangentes a las diferentes caras del simplice P.

PN

Figura 2.3: Simplice P

cara=¢ cara=vertice

N

. cara=simplice
cara=arista

Teorema 2.3.1. Si P es un simplice, entonces

0=y (-1)Hm@se,, (2.7)
G

la suma sobre todas las caras de P.

Demostracion. Consideramos el coeficiente de x™ para algin m € Z¢ de la
suma de la derecha. Sea F' la cara de menor dimensién en cuyo cono tangente
estd m. Asi mismo, m estd en el cono tangente de todas las caras G que

contienen a F', de las cuales hay exactamente de dimensién m + k,

—-m
k

para k con 0 < k < d — m. Entonces el coeficiente de x™ de la suma (salvo
signo) es (1—1)9~™ = 0. Desarrollando la potencia (1—1)%~" por la férmula

del binomio de Newton obtenemos la férmula Zg;g” (d _z m> (-1)! = 0.
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Como en total hay d — m + 1 caras de diferentes dimensiones y para cada

: . d—m . .
dimensién k hay 1 caras que contienen a m, se tiene que

-3 ("37) v = Eentime

GOF

O]

Ahora aplicamos la funcién ¢ del Teorema 2.2.8 a la férmula (2.7). Por el
Lema 2.2.11, ¢(Sk,) = 0, excepto cuando F' = ¢ o cuando F' es un vértice,
en cuyo caso ¢(Sk,) = ok, (). Esto nos lleva a que

0=—op(z)+ Z o, (),
v vértice de P

la cual es la férmula de Brion para simplices.

2.4. Politopos

Proposicion 2.4.1. Todo politopo P puede ser descompuesto en simplices
teniendo estos interiores disjuntos dos a dos.

Demostracion. Sea P un politopo en R%. Aumentamos una unidad la dimen-
sién anadiendo la variable z y colocamos el politopo en z = 1 obteniendo
P’. Ahora consideramos el cono generado al unir el origen 0 con los vértices
de P’. Este cono es fuertemente convexo y puede descomponerse en conos
simpliciales por la Proposicién 2.1.1. ]

Ejemplo 2.4.1. Veamos un sencillo ejemplo de esta descomposicion.

P=PiU---UP,.
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Y de forma andloga a lo que ocurria para los conos racionales (véase pag.
13), existe un nimero real € > 0 y un vector s, tal que si definimos

Pi=s+(1+e)Py P :=s+(1+e€)P; parai=1,..,1,

entonces P’ NZ* = PNZ4, y no hay hiperplanos que contengan alguna cara
de algtin simplice P/ en Z? . Definimos por K(Q)q al cono tangente de un
politopo Q con vértice q. Para p un vértice de P con p’ = (14 ¢)p + s el
vértice correspondiente a P’, tenemos que K(P')p NZ* = K(P)pNZ? y esto
ya es una descomposicién irracional. Luego

> okP)p(X) = > TR (P (%)

p vértice de P p’ vértice de P’

l
Y Y o™
=1

p’ vértice P;

l
S op, (@) = opi(x) = op(x).
i=1

La segunda igualdad se da porque los vértices de los conos K(P;)p forman
una descomposicién irracional del vértice del cono K(P’)ps y porque lo mis-
mo es cierto para los politopos. Esto completa nuestra demostracion de la
férmula de Brion.

Ejemplo 2.4.2. Consideramos el cuadrilatero Q definido al inicio del tra-
bajo (véase Figura 1.1), el cual puede ser triangulado anadiendo una arista
entre los vértices (2,0) y (0,2). Seae =1 ys = (—3,—1). Luego (14+¢€)Q+s
tiene vértices

1 1 1 1 1 1 1
(-2-3) (2-3)- (peez) (o p2+a),

Vemos el la descomposicién irracional resultante.

Ll . - - -
. L L .

Q{
. . L

2.5. Lawrence-Varchenko

Usaremos la aplicacion ¢ para deducir la férmula de Lawrence-Varchenko.
Sea P un politopo reticular simple de R? y elegimos un vector £p que no sea
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perpendicular en cada vértice p a ninguna de las aristas que concurren en
p. Entonces, asociado a {p y a cada vértice p hay un cono K¢ p. Este nuevo
cono puede ser interseccién de varios semiespacios abiertos y cerrados y por
tanto, no ser cerrado. Debido a que vamos a trabajar en el vértice p, por
simplificar la notacién denotaremos § = §p y K¢ = K¢, p.

IS
op(x) = Z (—1)| pl p)lalcg’p(x). (2.8)
p vértice de P

Como vimos en la parte de Ejemplos de Lawrence-Varchenko, en la férmula
se asocia a cada vértice p el cono K¢ p dado por desigualdades estrictas para
aquellas aristas en p tales que el producto escalar de su vector director por
¢ sea estrictamente negativo y por desigualdades no estrictas cuando este
producto escalar es estrictamente positivo. La férmula de Brion es un caso
particular, ya que cada vector {p apunta al interior del politopo.

Teorema 2.5.1. La funcion racional (—1)"ox, no depende del vector §
elegido, siendo r = |E, (£)|. En particular para todo £ se tiene que la funcidn
racional (—1)’"0’;@5 es igual a la funcion racional TKp de la formula de Brion.

Demostracion. Sean w1, ..., wq los vectores directores primitivos de las aris-
tas que emanan de p. Dado que wi, ..., wg forman una base de R?, resulta
que & puede estar en 2¢ regiones diferentes no vacfas, estando cada una de
ellas definida por los signos positivo o negativo de los productos escalares
&-wy,....& - wgq. Por ejemplo, si consideramos la base dual de los w; con
respecto del producto escalar de R%, es decir la base vj para j = 1,...,d
definida por la propiedad w; - v; = ¢;; (Kronecker), las 2¢ regiones estan
formadas exactamente por los hiperoctantes con respecto a dicha base. Por
tanto, para cada una de las 2¢ selecciones posibles de los signos + o -, la re-
gién que corresponde a estos signos es la formada por todos aquellos vectores
cuya coordenada k-ésima con respecto a la base dual lleva el signo k-ésimo
seleccionado. Si la base formada por los w; para ¢ = 1, ..., d fuera ortonormal
(la canénica por ejemplo), ella misma seria su dual y entonces, las regiones
son los hiperoctantes. Una seleccién particular de los signos seria que todos
ellos fueran positivos, caso que se mencionard al final de la demostracion.
Tomamos ¢ y & diferentes. Tenemos que probar que

(—1) oK, (%) = (—1)" o, ()

siendo 7 y 7’ los valores correspondientes de r para £ y £. Si & -w; y & - w;
tienen el mismo signo para cada ¢ = 1,...,d, entonces estan en la misma
regién. Luego es evidente que los conos de Varchenko K¢ y K¢ son los
mismos y, por tanto, lo son también sus funciones racionales OKe ¥ OKy - Si
no estdn en la misma region, entonces los signos de £ - w; y £ - w; difieren
para s > 0 indices y el problema pasa a demostrar que

oxe = (—1)ok, (2.9)
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Para demostrar esta igualdad basta hacerlo para s = 1. En efecto, si s > 1
denotamos £ por & y a & por & y tomamos otros vectores £, ..., s_1 tales
que para cada & y €41 con 0 < k < s delasucesion & = &, &1, ..., L1, &5 =
&, &k y &ka1 son dos vectores que estdn en regiones respectivas en los que
todos los signos de los productos escalares por w; son iguales excepto para
uno de ellos. Asi & y €11 estan en regiones para las que el valor s = 1. Asi
que probando (2.9) para s = 1, tomando la sucesién anterior y aplicando el
resultado de s = 1 en cada paso &, k11, se deduce (2.9) estd probado para
todo s > 0. Falta probar (2.9) para s = 1. Sea m el vector director primitivo
de la tinica arista para la que £ -m y £ -m tienen distinto signo. Denotamos
por K = p + K al cono de Varchenko generado por todas las aristas que
confluyen en p, pero ignorando la arista cuyo vector director es m, es decir

K=p+ Z R>ow; + Z Roow;
wi€ES (€)\{m} wi€Ey (€)\{m}

Este cono K no es fuertemente convexo ya que el vector director no nulo m
estd en K y -K, por lo que se tiene o = 0. Por otro lado, por la construccion
de los conos es trivial probar que K es la unién disjunta de K¢ y K¢ ya que
§-w; v & - w; tienen distinto signo. Luego Sx = Ske + S;Cg,, aplicando ¢
tenemos 0 = ¢(Sk) = ¢(Sk, —|—S;C£,), y concluimos finalmente oy, = —OKg-
Lo cual prueba la afirmacion y la generalizacién de la formula de Lawrence-
Varchenko.

Para la segunda parte del teorema, debido a que la regién de aquellos &
para los que £ - w; > 0 para todo w; es el interior topoldgico del cono Kp
que se utiliza en la férmula de Brion, en esta regién es obvio que K¢ = Kp.
En otras palabras, el cono de Varchenko en esta regién es el mismo que el
de Brion y, por tanto la funcién racional de la férmula de Varchenko ox, es
la misma que la funcién ox,, de la formula de Brion. Finalmente debido a
que siempre se puede elegir un £ para el que £ - w; > 0 para todo w; y que
(—1)"ox, no depende del § elegido, se concluye que (—1)"ox,= OKp-

O

2.6. Teorema de Barvinok

La férmula de Brion muestra ciertamente que un politopo (la lista de sus
puntos reticulares cifrada mediante una funcién generadora) se puede redu-
cir a conos. Hemos visto cémo construir la serie indicatriz ox(z) para un
cono simplicial K. Los conos pueden ser descompuestos en conos simplicia-
les, en descomposicion irracional o por el principio de inclusién-exclusién.
Dado un politopo racional P, la férmula de Brion permite escribir un polino-
mio (seguramente enorme) op(z) como suma extendida a todos los vértices
del politopo de las funciones racionales generadoras de los conos tangentes
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al politopo desde dichos vértices. A priori no es claro que esta representa-
cién racional de op(z) sea més corta que la del polinomio original, pero
esto es posible debido al Teorema de descomposicién de Barvinok [1], que
presentamos sin prueba pues el algoritmo no era un objetivo de este trabajo.

Definicion 2.6.1. Un cono racional K = v + Zle R>ow; decimos que es
un cono regular si wi, ..., wq € Z% generan el reticulo de puntos enteros de
ze.

La importancia de los conos regulares K es que su paralelepipedo fun-
damental contiene precisamente un solo punto entero, p, y entonces la serie
indicatriz de K tiene una simple y corta forma

(1_$W1)...(1_xwd)

ox(r) =

Teorema 2.6.1 (Barvinok). Fijando d, la funcion generadora racional ox
para cualquier cono racional K en R puede descomponerse en funciones
generadoras asociadas a conos regqulares en tiempo polinomico; esto es, hay
un algoritmo polinémico y conos regulares K;, tal que

ox(z) = ZEjO’]Cj(.’IJ) o g e {£1}

J

Para d = 2 esta descomposicién se haria por fracciones continuas utili-
zando el algoritmo de Euclides.

Ejemplo 2.6.1. Vamos a ilustrar una descomposicién de signos de Barvinok
para el cono K := (0,0) + R>(1,0) + Rx>¢(1,4)

04 o (04) a4

(3.0) (30)

Mientras IC es la diferencia de dos conos regulares, tiene una unica des-
composicién como suma de cuatro conos regulares.
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(24) (1.4)
(1.3
+ . + + 1,3

(30

En general el cono (0,0) + R>(1,0) + R>o(1,n) es la diferencia de dos
conos regulares, pero tiene una tinica descomposicion en n conos regulares.

La mayor consecuencia del Teorema de Barvinok se aplica a los polino-
mios de Ehrhart [3]. Si P es un politopo reticular d-dimensional en R?, se
tP el politopo formado por la expansién de P por el factor ¢t € N, es decir

tP={tr: x € P}

entonces Lp(t) := #(tP N Z?), es decir, el nimero de puntos reticulares de
tP. Lp(t) es un polinomio de grado d en la variable entera y positiva t. El
polinomio de Ehrhart muestra la relacién entre el volumen euclideo de un
politopo y el niimero de coordenadas enteras que el politopo contiene.
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