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Introduccion

Las funciones zeta son el objeto de atencion en numerosas areas de las ma-
tematicas, como objetos de referencia para formular y eventualmente resolver
los problemas principales de dichas areas. Ello se debe a la informacién y a las
propiedades que aportan dichas funciones.

La funcién zeta de Riemann en relacién con la distribucion con los ntimeros
primos, asi como funciones zeta de Dedekind para cuerpos para fines anédlogos,
las funciones zeta de Weil y de Igusa en relaciéon con el cémputo de soluciones de
ecuaciones algebraicas sobre cuerpos finitos o sobre enteros p-ddicos, o la funcién
zeta de la monodromia en relacién con la geometria y topologia de variedades,
son algunos de notables ejemplos importantes en andlisis, dlgebra o geometria.

Las funciones zeta son normalmente funciones meromorfas de una variable
compleja asociadas con determinadas funciones generatrices de secuencias de en-
teros que codifican informacién relevante de problemas de interés en el drea que
se considera. Los ceros y los polos de dichas funciones suelen encerrar una in-
formacion fundamental sobre los problemas, y frecuentemente para formularlos
en forma clara y enunciar los resultados y las conjeturas. Como ejemplo, la vali-
dez de la hipotesis de Riemann implicaria una distribuciéon mas armoniosa de los
nimeros primos. Para las principales funciones zeta se han formulado también
sus hipdtesis de Riemann con resultados o conjeturas significativas.

En ocasiones se utilizan adicionalmente analogos de las funciones zeta en va-
rias variables, como es el caso de la teoria de nudos, en topologia, para cuyo
problema de clasificacién se utiliza el polinomio de Alexander en tantas varia-
bles como nudos hay en los entrelazamientos. En algunos casos geométricos, la
especializacién de las variables del polinomio de Alexander, o andlogos en varias
variables de la funcién zeta [2], da lugar a una funcién zeta de la monodromia.

Este también es el caso de la teoria de grafos, en combinatoria, a las que se
dedica este trabajo. Se trara de la funcién zeta de Thara en una variable, para
la que la validez de la hipétesis de Riemann caracteriza los grafos regulares de
Ramanujan, y también a las funciones zeta en varias variables de Hashimoto y
Stark respectivamente [11]. Por su respectiva construccién las funciones de Ihara,
Hashimoto y Stark asociadas a un grafo se denominan también “de vértices”, “de
aristas” y “ de caminos” y cada una de ellas determina también la anterior por
medio de una especializacién asociada de sus variables.

La funcién zeta de Thara esta vinculada con el computo de caminos cerrados
sin retrocesos ni colas (es decir circuitos formados por aristas consecutivas sin
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4 Introduccién

dar pasos hacia atras) de longitud arbitraria que se pueden trazar en el grafo. El
logaritmo de la funcion zeta de Ihara tiene directamente esta informacién como
coeficientes de su serie de Taylor en el origen. También tiene una férmula co-
mo producto de Euler de tantos términos como circuitos primos (o simplemente
primos) pueden trazarse en el grafo, definidos por la nocién natural de irreduci-
bilidad.

La férmula de Thara para la funcién zeta muestra ésta como la inversa de un
polinomio calculable por una férmula determinantal cuya matriz de polinomios
se construye a partir de la matriz de adyacencia del grafo y de la matriz diagonal
de grados de los vértices. Ello permite encontrar, como raices de un polinomio,
los polos de la funcién zeta. La demostracion , por parte de Bass [3], de la férmula
de Thara es, en si misma, un resultado de interés matematico general.

En analogia con el teorema del nimero primo, que afirma que el infinito
dado por el niimero de primos menores o iguales que una cantidad z, cuando x
tiende a infinito, es equivalente al infinito 2/ log x. Se tiene también un “teorema
del nimero primo para grafos”, debido al trabajo de Kotani y Sunada [11], que
afirma que el infinito secuencial dado por el nimero de circuitos de longitud m,
cuando m tiende a infinito, es equivalente al infinito AR~ /m siendo R el radio
de convergencia de la funcién zeta de Ihara y A el maximo comun divisor de las
longitud de los circuitos cerrados del grafo sin retrocesos ni colas.

A todo lo anterior, sobre la funcién zeta de IThara, estd dedicado el primer
capitulo de este trabajo. El segundo capitulo se dedica a las funciones zeta de
varias variables asociadas a un grafo. Para la construccién de dichas funciones, se
considera una variable w,p 0 2,5 para cada par de aristas orientadas siempre y
cuando el extremo final de a coincida con el inicial de by se tenga b # a~!. En el
caso de la funcion zeta de aristas, se consideran la totalidad de los pares de aristas
con esta propiedad, en el caso de que la funcién zeta de caminos, se consideran
solamente los pares de aristas fuera de un arbol de expansion (o generador) del
grafo que son, en concreto, las aristas que generan el grupo fundamental del grafo.
Si especializamos la funcién zeta de aristas, haciendo que todas las variables sean
iguales a una, se obtiene la funciéon zeta de Ihara.

Una especializacién precisa de las variables de la funcion zeta de caminos,
teniendo en cuenta la nocién de arbol de expansion, da lugar a la funcion zeta
de aristas. En ambos casos, se tienen formulas determinantales que muestran res-
pectivamente que dichas funciones zeta son los inversos de polinomios del tipo
det(I — W) y det(l — Z), siendo I la matriz identidad y W, Z respectivamente
matrices cuyas entradas son las variables w, , 2, consideradas o bien cero. Se de-
duce, en particular, por especializacion la celebrada formula de Ihara-Hashimoto
que muestra que la funcion zeta de Thara es el inverso de un polinomio carac-
teristico de una matriz cuadrada con numero de filas igual al doble de ntimero de
aristas.

El capitulo 3 esta dedicado a los grafos de Ramanujan. Para un entero positivo
q, los grafos regulares de grado d = ¢+ 1 son aquellos en los que todos sus vértices
tienen grado d. Los valores propios de la matriz de adyacencia de un grafo regular
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de grado d estan en el intervalo [—d, d] siendo siempre d uno de dichos autovalores.
El grafo regular es bipartito exactamente si —d es un valor propio también y, de
hecho, el espectro (conjunto de autovalores con su multiplicidad) es simétrico
respecto de 0 en ese caso.

Tiene especial interés para un grafo regular de grafo d, el maximo valor abso-
luto A de los valores propios diferentes de d y —d (éstos son los llamados triviales).
La razon es que, asintéticamente, hay autovalores de valor absoluto relativamente
grande, en concreto se tiene, como probé Alon [1] que si dejamos fijo d y conside-
ramos una sucesion de grafos reculares de grado d cuyo nuimero de vértices tienda
a infinito, entonces para cada € > 0 a partir de un cierto término de la sucesién
el grafo tiene al menos un valor propio no trivial de médulo mayor que 2,/q — .

Los grafos regulares de Ramanujan se definen como aquellos de grado d cuyos
valores propios no triviales son todos, en médulo, menores que ,/q. Estos grafos
con competitivos en las aplicaciones como son las de los problemas de distribucion,
al encontrarse todos sus vértices proporcionalmente bien ubicados con respecto
de sus vértices vecinos para esta finalidad. La férmula de Thara permite probar
que los grafos de Ramanujan son, como ya se ha dicho, exactamente aquellos
para los que la funcion zeta de vértices satisface la hipétesis de Riemann en su
contexto.

Existen grafos de Ramanujan para todo valor de d, de hecho el grafo completo
K g+1 o los grafos bipartitos /K44 son Ramanujan entre muchos otros. Sin embar-
go, si se fija d y el niimero de vértices tiende a infinito, el problema asintético
de encontrar sucesiones de grafos de Ramanujan regulares de grado d y nime-
ro de vértices arbitrariamente grande es dificil. Hasta 2013, utilizando técnicas
sofisticadas sobre cuaterniones, grupos, grafos de Cayley y otros, solo se habia en-
contrado tales sucesiones de grafos de Ramanujan para casos en los que ¢ era una
potencia de un niimero primo. Fueron trabajos hace tres décadas de matematicos
como Lubotzky, Phillips, Sarnak [5] o Margulis [8], que no hemos descrito en este
trabajo.

Recientemente, utilizando técnicas de gran sencillez como son recubrimientos
dobles, polinomios en una variable y callculo matricial, Marcus, Spielman y Sri-
vastava [6], [7] han construido sucesiones de grafos bipartitos de Ramanujan de
grado arbitrario d. Esta construccién, que describimos conceptualmente (ya que
los detalles estan claros en las referencias) en este trabajo. La prueba consiste
en comenzar con un grafo regular bipartito de grado d, y estudiar los 2™ recu-
brimientos posibles del mismo siendo m el nimero de aristas (se obtienen con
una simple signacién +1, -1 a las aristas del grafo original) y entonces se prueba
que algunos de estos recubrimientos dobles tienen que ser de nuevo Ramanujan y,
naturalmente, conserva la regularidad y el grado. Iterando el proceso se encuentra
la sucesion.

Los resultados se extienden a grafos bipartitos birregulares, pero atin no hay
avances significativos para grafos regulares no bipartitos ni para otros tipos de
grafos irregulares, La condicién de bipartito se ha utilizado para despreocuparse
de los valores propios préoximos a —d al ser el espectro simétrico en este caso. La
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nocién de ser Ramanujan se puede formular en general. La referencia a Ramanujan
no se debe al trabajo del gran matematico indio, sino al hecho de que las primeras
construcciones de sucesiones de tales grafos regulares (para ¢ primo) requirieron
la prueba previa de la conocida conjetura de Ramanujan.

La exposicién del trabajo es técnica y pretende describir los conceptos y resul-
tados que consideramos principales de las funciones zeta en general. También nos
hemos procurado motivar el uso de pensamiento topolégico para los razonamien-
tos en teoria de grafos, como son el grupo fundamental o los recubrimientos. Ello
se debe a la posibilidad de relacionar estas funciones con otras de la aritmétrica
y de la geometria en las que también el pensamiento topoldgico juega un papel.



Capitulo 1

Funcion zeta de IThara

1.1. Conceptos basicos

Comencemos dando unas definiciones basicas, las cuales facilitaran la expre-
sion a lo largo del trabajo.

Definicién 1.1 Un grafo X es un par ordenado de conjuntos finitos X = (V| F),
donde:

= V es el conjunto de vértices, siendo este no vacio.

= F es el conjunto de aristas cada una de las cuales estd representada por
dos vértices a los que enlaza que se llaman extremos. Dos vértices dados
pueden ser los extremos de una o mas aristas.

Diremos que un grafo es no dirigido si las aristas de E' no estan orientadas,
es decir no se distingue un vértice de otro. En cambio diremos que el grafo es
dirigido cuando las aristas estan orientadas, es decir se tiene un sentido de
recorrido de un vértice a otro. Cuando una arista esta orientada, uno de sus
extremos serd el vértice inicial y el otro el final.

Normalmente se pueden considerar grafos infinitos, es decir aquellos en los que
V' y E pueden ser conjuntos infinitos, pero este trabajo solo afecta a los grafos
finitos definidos anteriormente. Diremos que n es el orden de X si es su niimero
de vértices, es decir n = |V].

Un lazo es una arista de un grafo no dirigido que relaciona al mismo vértice,
es decir, una arista donde los extremos coinciden.

El grado de un vértice v € V es igual al nimero de aristas que lo tienen como
extremo, contando dos veces los lazos, pues lo contiene dos veces como extremo.

Un camino c¢ es una concatenacién de aristas sucesivas tales que cada una
de ellas lleva un sentido de forma que el vértice final de una es el inicial de la
siguiente. Si el vértice inicial y el final de un camino coinciden diremos que es un
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8 CAPITULO 1. FUNCION ZETA DE IHARA

camino cerrado. Si el camino cerrado no pasa dos veces por ningin vértice, (es
decir ninguno es el inicial de dos caminos) entonces diremos que ¢ es un ciclo.

Llamaremos grafo ciclico de orden n al grafo conexo no dirigido de n vértices
y todos ellos de grado 2, es decir X esta compuesto por un ciclo de orden n.

Un grafo no dirigido X es conexo si para cada par de vértices a,b € V existe
un camino cuyos vértices inicial y final son a y b respectivamente.

Un grafo se dice que es simple, si no tiene lazos ni aristas multiples, es decir
si no hay lazos ni méas de una arista con los mismos extremos.

A lo largo del trabajo, salvo que se mencione expresamente, consideraremos
grafos no dirigidos, de orden finito, conexos, sin vértices de grado 1. Generalmente
los consideraremos no ciclicos, ya que éstos casos seran triviales.

Definicién 1.2 Sea V el conjunto de vértices de un grafo X con n = |V|. La
matriz de adyacencia A de X es una matriz n x n donde

numero de aristras entre los vértices i y j si i # j,
a; ;i = , . L
i 2 veces el nimero de lazos en i sii=j.

Al igual que con la funcion zeta de Riemann, en los grafos podemos definir una
funcién zeta, la funcién zeta de Ihara, pero para ello debemos dar un concepto
de primo en un grafo.

Definicién 1.3 Sea X un grafo y E su conjunto de aristas con |E| = m. Con-
sideremos una orientacién arbitraria de las aristas de X y definamos un nuevo
conjunto de aristas orientadas

e
E° = {617627 . ‘762m}7

donde e; con 7z =1,...,m es la 1-ésima arista de E con la orientacion antes dada,
Y €irm = €; - es la misma arista con la orientacién opuesta.

Definicién 1.4 Dado un grafo X, un arbol de expansion de X es un subgrafo
conexo y sin ciclos que contiene a todos los vértices.

Definicién 1.5 Sea ¢ = aqas - - - as un camino en X donde a; € E° se dice que:

a) c tiene un retroceso, si a;41 = aj_l para algin j =1,...,s — 1.

b) c tiene una cola si a, = a; .

¢) La longitud de c es s y se denota por v(c).

d) El producto de dos caminos cerrados ¢ y d con el mismo vértice inicial es
el camino cerrado denotado por ¢ - d que consiste en recorrer primero las
aristas de ¢ y a continuacion las de d.
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e) Un camino cerrado c es primitivo, si ¢ # d’ para todo f > 2y todo camino
d de X, donde d’ denota recorrer el camino cerrado d, f veces en el mismo
sentido.

f) Un camino cerrado ¢ es primo si no tiene retrocesos ni colas y es primitivo.

De la definicién de primo en X es inmediato que los caminos sin retrocesos ni
cola de X son primos, o potencias de un primo.

Sic = ajas...as es un primo de X, cualquier camino cerrado de la forma
@41+ A10Gs -+ aj—1 con j = 1,..., s también serdn primos, por lo que vamos a
definir una relacién de equivalencia en la que la clase de c es:

C = {alag---as, (203 -+ - Agly, - .., asal---as_l}.

A la clase de equivalencia del camino cerrado as, ..., as, a; la denotamos por
C~1.Si C es la clase de equivalencia de un primo, también lo serd C~1 y viceversa,
y a dichas clases denotaremos habitualmente por P, @, .. ..

Dadas dos clases de equivalencia C'y D de respectivos caminos cerrados ¢y d,
denotaremos por C'- D a la clase de equivalencia del camino obtenido a partir de
cd eliminando los retrocesos y las colas. Los grafos ciclicos solo tienen dos primos
Py P71, siendo P el primo dado por el ciclo del grafo recorrido en uno de los
dos sentidos posibles.

Ejemplo 1.6 Consideremos X = K, — e el siguiente grafo obtenido de suprimir
una arista e del grafo completo Ky, y sea E su conjunto de aristas. Veamos cual
es F° y demos algunos ejemplos y contracjemplos de primos en él.

Dando una orientacion arbitraria a sus aristas, tendriamos los dos grafos con E
y E¢ como conjuntos de aristas respectivamente
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Si denotamos por a; la arista etiquetada por j en el grafo de la figura anterior, el
camino ajasasagag tiene cola y el azarasasag un retroceso, luego no son primos.
Los caminos ajasaipar v aiazasagazar; son primos, asi como lo son todos los de la
forma agara;(azasag)™.

Como podemos observar este grafo tiene infinitos primos, de hecho esto sucede
en todos los grafos salvo los ciclicos, que solo tienen los primos Py P~

1.2. Funcion zeta de Thara

En teoria de nimeros se nos presenta la funcién zeta de Riemann dada por el

producto infinito
(o0

1 1
C(s) = Z — = Pgmo —

La importancia de esta funcién reside en su relacién con la distribucién con
los ntimeros primos. De hecho, uno de los problemas del milenio es probar la
hipétesis de Riemann, que conjetura que los ceros no triviales de la funcion zeta
de Riemann, que es la extensién analitica al plano complejo de la funcién definida
por el producto infinito, estdn en la recta Re(s) = 1/2.

En teoria de grafos también se define una funcién zeta, donde el papel de los
nimeros primos pasan a ser el de los caminos primos en X.

Definicién 1.7 La funcion zeta de Thara para un grafo X conexo, finito y sin
vértices de grado 1 viene dada por la siguiente funcién compleja de u para |ul
suficientemente pequeno,

Cx(u) = ¢(u, X) = [T =), (1.1)
P
Doénde P recorre todas las clases de los primos del grafo X.

Esta funcién también se la llama funcién zeta de los vértices. El producto que
define la funcién zeta de Ihara es infinito salvo para los grafos ciclicos, en cuyo
caso, si X es ciclico con m aristas,

1

C(UyX):m
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Definicién 1.8 Al radio de convergencia del producto con el que se define la
funcion zeta de Thara se le denota por Rx.

Observacion 1.9 Otro aspecto a tener en cuenta de los grafos, es su grupo
fundamental IT; (X, v), cuyos elementos son los caminos de aristas orientadas que
empiezan y terminan en el vértice v . El producto de dos caminos C'y D, consiste
en recorrer primero C'y después D. Puesto que el arbol de expansion es contractil
por no contener ciclos, se puede probar que el grupo fundamental de X es el grupo
libre de r generadores, donde el rango 7 es el numero de aristas fuera del arbol
de expansion.

Ejemplo 1.10 El arbol de expansion de K, — e es:

Podemos ver que entonces su grupo fundamental IT; (K4 — e, 1) es el grupo libre
de dos generadores.

En general se puede calcular el rango del grupo fundamental de un grafo
conexo con solo saber el niimero de vértices y de aristas como muestra el siguiente
resultado.

Proposiciéon 1.11 Sea X un grafo, E su conjunto de aristas y V' el de vértices.
Entonces
r—1=|E[—|V|

siendo r el rango del grupo fundamental de X.

Demostracion: Sabemos que r es el numero de aristas fuera de un arbol de
expansion. Puesto que éste es conexo, sin ciclos y contiene todos los vértices,
veamos que debe tener |V| — 1 aristas.

Podemos construir el arbol generador partiendo de un vértice v de X Partiendo
de un vértice v, por cada nuevo vértice que queramos conectar al arbol, tendremos
que anadir una arista, lo que hacen un total de |V| — 1 aristas, de modo que
r=|E|— (]V| = 1) de donde se obtiene el resultado. |

Mas adelante trabajaremos nuevamente con los arboles de expansion y el
grupo fundamental de un grafo, cuando veamos la funcién zeta de caminos. Ahora
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daremos una férmula muy eficaz para calcular la funcién zeta de Thara de un grafo.

Teorema 1.12 Formula determinantal de Thara. Dado X un grafo, r el
rango de su grupo fundamental, A su matriz de adyacencia y () la matriz diagonal
cuya entrada i-ésima es grado del vértice i-ésimo menos 1, entonces

Clu, X)™ = (1 — )V det(I — Au + Qu?) (1.2)

Mas adelante daremos una demostracion de esta formula, basada en la prueba
de Bass (Teorema 2.8). Pero por ahora veamos cual serfa el resultado para nuestro
grafo antes mencionado, dénde r = 2,

0110
1 011
A_1101’
0110
1000
0200
Q_OOQO
0001

De modo que la férmula determinantal de Thara seria:

1+u?> —u —u 0
1 oo | —u 14 2u? —U —u
0 —Uu —U 14+ u?

Llegando tras las cuentas a
Clu, X) = (1 —uP) (1 +u®) (1 —w)(1 4w+ 2u?) (1 — u? — 2u).

Definicién 1.13 Dado un grafo X, consideremos E° el conjunto de aristas defi-
nido en 1.3 se define la matriz 0,1 de adyacencia de aristas IV, a la matriz
2m x 2m cuyo elemento 7, j es 1 si e; acaba donde empieza e; siendo e; # ej_l, y
es 0 en otro caso.

Lema 1.14 Dada A, matriz nxn con coeficientes complejos se tiene que exp TrA =

det exp A siendo
2

A
eXpA:I—i-A%—?—i-....

Demostraciéon: Dada A, sabemos que existe otra matriz invertible U con
U~tAU = T siendo T una matriz triangular superior. Ademds el operador traza
cumple que Tr(AB) = Tr(BA) para cualesquiera A, B € M,,,,. De modo que

TrA=Tr(UU'A) = Te(UTAU) =TiT = M+ Ao+ ...+ Ay
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Donde los A; son los autovalores de la matriz A, luego
expTrA =exp(A1 + Ao+ ...+ \y).

Por otro lado tenemos definida
1 1
expA=T+A+ A"+ . + A"+
21 n!

De donde se deduce que Bexp(A)B™! = exp(BAB™!) para cualquier matriz
invertible B. En concreto para U se tiene que Uexp(A)U™' = exp(T), cuyo
i-ésimo elemento de la diagonal, atendiendo a la definicién de la exponencial
serd exp(A;). De modo que

detexpA = det(Uexp(A)U ™) =detexpT = exp(\)exp(Az)...exp(A,)
= exp()\1+)\2+...+)\n)

teniendo asi el resultado. [ |

Definicién 1.15 Se denota por Ni al niimero de caminos cerrados sin retrocesos
ni colas de longitud £k en X.

Lema 1.16 Dado un grafo X, se tiene que:
log ((u, X) = —u 1.3
G0 X) =325 (13)

Demostracién: Tomando logaritmos en (1.1) se tiene que
log ¢(u, X) = log H "(P Z log(1

Tomemos ahora el desarroﬂo en serie de la fun(non logaritmo,
log ¢(u, X) = Zlogl—u P) ZZ—U
P ]>1

Dado que todo camino cerrado sin retrocesos ni cola es un primo o una po-
tencia de él, podemos interpretar la suma anterior como la suma en todos estos
caminos, sean primos o no, de longitud k. Teniendo en cuenta que hay N, caminos
con v(C) = k la férmula anterior nos queda:

log ((u, X) = Z%uk (1.4)
n

Teorema 1.17 Dado un grafo X y W; su matriz de adyacencia de aristas, se
tiene la siguiente formula:

C(u, X))~ = det(I — Wyu) (1.5)

Este teorema lo daremos por supuesto por el momento, pues su demostracion se
dard mas adelante como corolario de un resultado mas general.
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1.3. Formula de inversion de Mobius

Uno de los principales resultados en teoria de nimeros es el llamado teorema
de los nimeros primos, demostrado por Jacques Hadamard y Vallee Poussin en
1896. Este resultado nos dice como se distribuyen los nimeros primos asintotica-
mente, dando a entender que, aun siendo infinitos, son “ menos comunes” cuanto
méas grandes son.

Teorema 1.18 Sea 7(z) la funcién cuenta cuantos nimero primos menores o
iguales que x. Entonces

m(x) ~ ] ? ) Donde In(z) denota el logaritmo natural de x.
n(x

Decir que el limite cuando x tiende a infinito del cociente entre las dos fun-
ciones 7(z) y z/log(x) es 1. El infinito dado por la diferencia de estas funciones
puede ser estimado y dicha estimacién se haria mas ajustada si la hipétesis de
Riemann fuese probada.

En la teoria de grafos nos encontramos su analogo, al igual que lo haciamos
con la funcién zeta de Riemann y la de Thara. El propdsito de este capitulo es
entender y demostrar este teorema, para ello vayamos antes con unos resultados
y definiciones previas.

Definicién 1.19 Se define la funcién de Md6bius p(n) como

1 sin=1,
pu(n) =< (=1)" sin=p;...p. con p; primos distintos,
0  en otro caso (n no es libre de cadrados).

Definicién 1.20 Se define la convolucion de Dirichlet entre dos funciones aritméti-

cas f y g como:
(fx9)(n)=>_ fla)g

a-b=n

Proposiciéon 1.21 La convolucién de Dirichlet es asociativa, conmutativa y con
elemento unidad.

Demostracion: La conmutatividad es casi inmediata de la definicién,

(fxg)n) =D fla)gd)=>_ gb)f(a) = (g% f)(n).

a-b=n a-b=n



1.3. FORMULA DE INVERSION DE MOBIUS 15

La asociatividad se deduce de que

(frg)xh)(n) = > (f+g)@h®d)=> > flog

a-b=n a-b=n c-d=a

(f(gxm)n) = > fla)gxh)(b) = > fla)g

a-b=n a-b=n c-d=b

a-c:d=n
Por tltimo consideremos €(n) definido por e(n) =1sin =1, e(n) =0sin > 1.
Entonces para cualquier funcién aritmética,

(ex f)n) =) ela)f(b) = (1) f(n) = f(n).

a-b=n

Teorema 1.22 Férmula de inversion de Mobius Sean f y g son funciones
aritméticas cumpliendo que

= Zf(d) para todo n > 1.

din

= Zg(d)u(%) = Zg(%)u(d) para todo n > 1, (1.6)

din dn

Entonces:

dénde p(n) es la funcién de Mobius.

Demostracion: Vamos a considerar la convolucién de Dirichlet entre f y g,
dos funciones aritméticas cualesquiera, dada por

(fxg)(n)=>_ fla)g ZZf(d)g<g>
ab=n djn

Vamos a considerar la funcién I(n) = 1 para todo n de tal modo que (f *
I)(n) =34, f(d), y veamos que (p* I)(n) = £(n), es decir

Z 1 Sin—l
pld 0 sin>1.
dn

El caso n =1 es trivial, si n = p{'py' ---p& con r > 1, puesto que pu(n) =0
si n no es libre de cuadrados obtenemos que

dould) = pM)+d > ppncepiy)

dln k=1 1<p;; <...<pj <r

- ]:O (;) () =1-1"=0
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Y el resultado se da de las siguientes igualdades

prg=pxI*f)=(uxl)xf=cxf=f

1.4. Teorema del niimero primo para grafos.

En teoria de nimeros contamos los primos que son menores o iguales a un
numero dado, en cambio en teoria de grafos lo que vamos a contar son los primos
de X de longitud fija.

Definicién 1.23 La funcion que cuenta primos en un grafo X viene dada por
7(n) = ${ P primos en X de longitud n}.
Observemos que contamos la clase de los caminos primos y no los primos.
Definicién 1.24 El maximo comun divisor de los caminos primos en X es
Ax = m.c.d.{v(P) tal que P es primo en X }

Teorema 1.25 Teorema de Kotani-Sunada. Sea un grafo X tal que el maxi-
mo grado de los vértices es Ppez + 1 v €l minimo py, + 1.

1. Todo polo u de (u, X) satisface que Ry < |u| < 1, y ademas

< Rx <p,}

pmaw man*

2. Todo polo no real u de ((u, X) verifica la desigualdad

-1/2

min

L2 <l <p

pm[lﬂf
3. Los polos de ((u, X), tales que |u| = Rx son de la forma

Rye?™ /2% cona=1,...,Ay.

Demostracion: La demostracion usa la férmula determinantal de Thara, que
para su prueba utiliza las funciones zeta de aristas que se tratan en el préximo
capitulo. ]

Lema 1.26 Dados b,n € N se tiene que

b 2mwian O’ S] b ’f n’
e b =
Z b, si b|n.

a=1
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Demostracién: Si b | n, entonces n = kb de modo que

b b b

Z eQman Z e2rika _ Z (COS(??T]{T(Z) +1 Siﬂ(Zﬂk&)) =b.

a=1 a=1

Por otro lado, si b > 1 y med(b,n) = 1, 627% recorre las raices b-ésimas de
la unidad y, por ser med(b, n) = 1, entonces e 5 también. Como ademds b > 1

entonces
b

Ze%:() si b > 1,med(b,n) = 1.
a=1
Si b1 n, sea d = med(b,n), de tal forma que n = nod, b = byd con by > 1,
entonces podemos reescribir

b d—1 (k+1)bo 5 d—1 bo 5
; Tian T,
LS ) S a3 D
a=1 k=0 a=kbg+1 k=0 j=1
d—1 bO 27'rzyn0
=2 2"
k=0 j=1

Para terminar este capitulo concluiremos con el enunciado y prueba del teo-
rema de los nimeros primos para grafos, la demostracion esta inspirada en el
articulo de Horton y Terras [4].

Teorema 1.27 Teorema de los nimeros primos para grafos
Sea X un grafo conexo, Rx el radio de convergencia de su funcién zeta de Thara.
Entonces:

Si Ax =1 se tiene que

X

w(m) ~ , cuando m — o0.
Si Ax > 1, entonces w(m) = 0 si Ax no divide a m y si Ay si lo divide
entonces

—m

R
W(W)NAX ;i

, cuando m — oc.

Demostracion:
Observemos que podemos reescribir la funcién zeta de Thara como

¢, X) = Tt — ),

n>1

pues hay 7(n) primos con v(P) = n.
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. . . d .
Entonces, aplicando de nuevo nuestro operador diferencial ud— se tiene que
u

d d d
_ — _ _an\—m(n) _ , o _.m
uo log((u, X) = U logn|>|1(1 u™) = U n%l m(n)log(l —u")
—_— nm(n u" = nm(n
n>1 l—wu n>1 >0 n>1 j>0

Puesto que n(j + 1) recorre todos los multiplos naturales de n podemos reescribir
la férmula anterior de la siguiente manera

udiloggu X) =Y > dn(dum =Y (D dr(d))u

m2>1 dlm m>1  dlm

d
Aplicando también el operador diferencial uo-a la formula obtenida en el
u
lema 1.3, obtenemos que

udilogg“ (u, X) ZN u™ (1.7)

m>1

de donde deducimos que Ny, = . dr(d). Por la férmula de inversién de Mébius
(1.6) llegamos a que

wlm) = -5 (") N (1.9

dlm

Por otro lado sabemos que existe B matriz invertible con BW;B~! = T siendo
T una matriz triangular superior, de modo que

det(] — Wiu) = det (B(I = Wiu)B™") =det(I = Tu) = [[ (1- ).
AESpec(Wh)

Aplicando nuestro operador diferencial a la férmula (1.5) se tiene que

u% logC(u, X) = —u% log det(I — Wiu) = —u% log H (1 —Au)
AESpec(WWy)
= —ui Z log(1 — A\u) = ui Z Z l()\u)
B du & du n
AESpec(Wh) AESpec(W7) n>1

- Y Yo

AESpec(W7) n>1

De modo que

Np= > A" (1.9)

AESpec(Wr)
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Conviene tener en cuenta que cada autovalor aparece tantas veces como sea
su multiplicidad. Los términos dominantes en esta suma corresponden a los au-
tovalores de W; de maximo valor absoluto, y puesto que

C(u, X) = det(I — Wyu) ™,

al ser Rx el radio de convergencia significa que [[\cg ey (1 — Au) ha de tener
un cero para algin x con |r| = Ry. De aqui se deduce que los autovalores de
mayor valor absoluto de la matriz W; son aquellos tal que |A\| = R)_(l, por lo que
en (1.9) los términos dominantes de la suma serédn aquellos que correspondan a
dichos autovalores.

El teorema de Kotani-Sunada (1.25) nos dice que hay un total de Ay auto-
valores A de valor absoluto maximo, de la forma

9
R, 'exp ( Zm> donde a =1, ..., Ax.
X

De modo que por el lema 1.26

N R_NAX 2mian 0, si Axfn, 110
> = Xz;‘fx_ R{Ax, si Ax |n. (1.10)

|A| maximal
Con esta igualdad, podemos deducir que si Ay | dy d | m entones

>,

|A| maximal

>, N

[A| maximal

- Rg{mAX

Ese cociente tiende a infinito cuando m — oo pues Rx < 1. Con esto, y
reuniendo la informacién de (1.8), (1.9) y (1.10), y para valores de m grandes se
tiene que

R IO I s

dlm d AESpecW;
1 m 1
m Z M( d ) Z m Z
dlm |A| maximal |A] maximal
0, si AX J(m,

—Ax, si AX |m
m
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Capitulo 2

Otras funciones Zeta

En este capitulo presentaremos dos funciones zeta relacionadas con la funcion
zeta de Thara, estas son la funcion zeta de aristas, y la de caminos. También
veremos la prueba de Bass de la férmula determinantal de Thara, teorema 1.12.
Esta prueba la ubicamos aqui pues, aunque tiene que ver directamente con el
teorema 1.5, esta matriz W estd relacionada con la funcién zeta de aristas.

2.1. Funcion zeta de Aristas

En esta seccién usaremos el subindice E, de edge, para resaltar la dependencia
de estas funciones de el conjunto de aristas.

Definicién 2.1 Dado un grafo X se define su matriz de aristas W a la matriz
2m x 2m siendo m = |E|, cuya entrada a, b es una nueva variable w, si el vértice
final de a es el inicial de b con a # b~ y es 0 en otro caso.

Las variables w, 5, pueden evaluarse a su vez como ntimeros complejos concretos,
y en expresiones polindémicas concretas. Observemos que Wy, definido en 1.13, es
la matriz W doénde todos los niimeros complejos no nulos son iguales a 1.

Definicién 2.2 Dada una clase de equivalencia de caminos cerrados C' de X
escrito como producto de aristas orientadas C' = ajas - - - a4 se define la norma de
aristas como

NE(O> = Way,a0Wasg,as " * * Way 1,05 Was,a1
Definicién 2.3 La funcién zeta de aristas de un grafo X es

Co(W, X) =[]0 = Ne(P)

P

donde el producto es sobre las clases de los primos en X. La funcién zeta de
aristas fue introducida por Hashimoto en 1989.

21
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Teorema 2.4 Formula determinantal de aristas. Si W es la matriz de aristas
de un grafo X entonces

Ce(W,X) =det(I —W)~

Demostracion: Tomando logaritmos en la definicion de (g se tiene que

log Cp(W, X) = logH (1 — Ng(P Zlog (1 — Ng(P))
DI
P ]>1

Puesto que hay v(P) elementos en la clase P entones

log (i (W, X) Z Z Ng(P

k>1 V(P) k

puesto que (P7) es un camino sin retrocesos ni colas, cuya longitud es jv(P) la
férmula anterior la podemos reescribir como

log G (W, X) = 3~ Ni(C).

C

donde la suma es tomada en todos los caminos sin retrocesos ni colas, sean primos
0 no.
Por otro lado, debido a que

TI'Wk = Z ’LUbl’lesz’b3 e wbk,bl = Z NE(C) (21)
I/(Cc)’zk

Donde la suma es sobre las 2m aristas orientadas E°. Los w, ¢ son 0 sal-
vo que e acabe donde empieza f sin retrocesos, es decir e # f~!. Entonces
Why by Why s * * Wh, by, 7 O significa que el camino C' = byby - - - by, es cerrado, sin
retrocesos ni cola, y de longitud k, de ahi la iltima igualdad.

De (2.1) se deduce que

ST = 3 ENe(C) = 3 i Nel©)
k>1k k>1 C <C)
Z/(C)—k
por lo que

logCx(V.X) = 3 %Ter — Tr(Z %W’“)

E>1 E>1

= —Trlog(I — W) = logdet(I —W)™*

La ultima igualdad es consecuencia del lema 1.14 aplicado a log(I — W). Final-
mente se concluye el teorema tomando exponenciales en

log (x(W, X) = logdet(I — W)™*
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Observacion 2.5 El teorema de IThara-Hashimoto, que es el teorema que da la
formula determinantal 1.5 para la funcién zeta de Ihara, es una consecuencia del
teorema 2.4. En efecto, como ya hemos comentado, la funcién zeta de Ihara se
obtiene a partir de la funcion zeta de aristas de Hashimoto sustituyendo cada
variable w, ; por la variable u. Por tanto, la férmula determinantal 1.5 se obtiene
a partir de la formula determinantal 2.4 sustituyendo la matriz W por Wiu.

2.2. Prueba de Bass de la formula determinan-
tal de Thara

Veremos ahora la prueba de la férmula determinantal de Thara hecha por Bass,
para ello consideraremos X un grafo, n su nimero de vértices y m el de aristas
no orientadas.

Definicion 2.6 En las condiciones descritas anteriormente, se definen las si-
guientes matrices:

0 I,
~ /= <Jm 0)
= La matriz n X 2m de elementos iniciales S dada por

1, siw es el vértice inicial de la arista a,
S =
v 0, en otro caso.

= La matriz n x 2m de elementos finales T" dada por

|1, siwves el vértice final de la arista a,
0, en otro caso.

Proposicion 2.7 Consideremos las matrices S, T', A, Q, J, y W; definidas an-
teriormente, entonces se tienen las siguientes propiedades

1. SJ=T, TJ=S.

2. A=S'T.

3. Q+1,=S'S=T"T.
4. Wi+ J = 'TS.

Demostracion:

1. Por como hemos llamado a las aristas, a; = aj_jm, 7 =1,...,m luego, el
elemento (v,a) de SJ es precisamente el (v,a™') de T', pues v es el vértice inicial
de a si, y sélo si, es el final de a™!.
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2.Basta con considerar el elemento (u,v) del producto que es

(tTS)U,U = Z Su,atv,a

acE¢

El lado derecho precisamente nos cuenta el nimero de aristas cuyo vértice inicial
es u y final es v, que es precisamente lo que hace el elemento u,v de A.
3. De forma similar a lo anterior

Como no puede haber dos vértices iniciales de una misma arista, entonces (S5, =
0 si u # v, ademas si u = v lo que estamos es contando todos las aristas que co-
mienzan en v, es decir, su grado. Para la matriz T el razonamiento es exactamente
el mismo.

4.Se tiene que

(tTS)a,b) Z tv,asv,b

veV

Y puesto que t,,5,p # 1 si, y sélo si, el final de a coincide con el inicio de b,
aunque a = b~ !, lo que se solventa sumando J. [

Teorema 2.8 Prueba de Bass de la formula determinantal de Thara
Clu, X)™ = (1 —u?) "' det(I — Au+ Qu?)

Demostraciéon: Esta es la demostracion del teorema 1.12
Veamos que es cierta la siguiente igualdad de matrices (n + 2m) x (n + 2m).

I, 0 I,(1 —u?) Su
tT ]2m 0 Igm — W1U

I, — Au + Qu? Su I, 0
0 Iy + Ju ) \'T — tSu I,

Vayamos por componentes:

I, — Au+ Qu* + S 'Tu — S'Su?
= I, — Au+ Qu* + Au— (Q + I,)u?
= L,(1—u?) = L,I,(1 —u?).
Suls, = I,Su.
(I + Ju)('T — 'Su) = "T'— 'Su+ J"Tu— J'Su?
= '"T— 'Su+ 'Su— "Tu?
= "T(1—v?) = '"TL,(1 —u?).
"TSu+ Loy (Ioy, — Wiu) = (Wi + Ju+ Iy, — Wi
= Dy + Ju= (1o, + Ju)ly,.

(I, — Au+ Qu) I, + Su('T — 'Su)
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Luego tomando determinantes obtenemos que

(1 — u?)" det (I, — Win) = det(I,, — Au+ Qu?) det(Iy, + Ju). (2.2)
Como se tiene que
1, I,u

debido a la siguiente igualdad de matrices

(I 0)(] ]u)_(] Tu )

~Iu I)\Iu I) \0 I(1-u?))’

se tiene que det(lo,, + Ju) = (1 —u?)™. Por (2.2) y el teorema 1.5 deducimos que
C(u, X) = det(I — Wiu) ™t = (1 —u?)"""det(I — A+ Qu?),

y puesto que r — 1 = m — n por la proposicion 1.11,

Clu, X) = (1 —u?) " det(] — A+ Qu?).

2.3. Funcion zeta de caminos

En esta seccion estudiaremos la funcion zeta de caminos, la cual se puede usar
para calcular la funcién zeta de aristas con determinantes més pequenos. Para
ello debemos recordar el grupo fundamental de un grafo asi como su arbol de
expansion.

Puesto que podemos identificar IT; (X, v) con el grupo libre de r generadores
siendo r el numero de aristas fuera del arbol de expansién, llamemos a estas
aristas no orientadas eq,...,e, con una orientacion arbitraria, de modo que las
aristas orientadas fuera del arbol de expansién seran:

-1 -1
€1yeeey€ry €] ... € .

De igual manera llamaremos a las aristas del arbol de expansion una vez orien-
tadas

tyoo bt

Definicién 2.9 La matriz de caminos de un grafo X es la matriz 2r x 2r
cuya entrada 4, j es una variable z; ; si e; # ej_l yes(0sie = ej_l. Las variables
2;; pueden ser evaluadas como nimeros complejos concretos o en expresiones
polinémicas concretas.
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Observemos que la matriz de caminos Z tiene tan solo un cero en cada fila,
en cambio, la matriz W de la definicién 2.1 que era mas dispersa.

La observacion 1.9 y la proposicién 1.11 muestran que la clase de homotopia
en el grupo fundamental de cualquier clase de equivalencia de caminos cerrados C
esta determinada po las aristas e, por las que pasa fuera del arbol de expansion, de
este modo podemos escribir C' = a; - - - a, con a; € {ef’,...e*'}, estase llamaré la
forma reducida de C, y C, serd la clase de esta representacion reducida, es decir

Cr={a1az - as, a2+ asay,...,a5a1 - as_1}

Definicién 2.10 Se define la norma de caminos para un camino C' = ay - - - a,
escrito de tal modo que a; € {ei!,...e*!} como:

NF(C) = Zajas """ Ras_1as”asar-

Asimismo se define la funciéon zeta de caminos por

(r(Z,X) = H(l — Np(P,)) ™,

Py

donde el producto se realiza sobre las clases reducidas de los primos del grafo. La
funcion zeta de caminos se debe a Stark, y fue introducida por Stark y Terras en
1996.

Teorema 2.11 Fdérmula determinantal de caminos
Para todo grafo X se tiene que

Cr(Z,X) =det(I — Z)7".

Demostracion: La demostracion es igual a la del teorema 2.4, pues es un caso
particular de éste. En concreto para grafos de un solo vértice, y r lazos, pues este
es el resultado de contraer el drbol de expansiéon de un grafo a un punto. [ |

Observacion 2.12 Para terminar este capitulo veremos como la funcién zeta de
caminos generaliza la de aristas. Si consideramos un primo P, primero tomamos
para él el camino cerrado en el grupo fundamental (del grafo obtenido al contraer
el arbol de expansion) que serd una secuencia de aristas orientadas fuera del arbol,
es decir una sucesién de f;?s donde cada f; es ey, o e, para algtin h. Ahora, si
el extremo final de f; coincide con el inicial de f; existe un tnico camino sin
retrocesos en el arbol de expansion, f, ---tx,, que conecta el vértice final de
fi con el inicial de f; siendo f; # fj_l, para que el camino no tenga cola. Si
consideramos la sustitucion

Zi,j - weitkl wtklth e wtkfstks wtksej7
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entonces la funcion zeta de caminos generaliza a la de aristas, ya que para
cualquier clase de equivalencia de caminos cerrados C' sin retrocesos ni colas,
Np(C) = Ng(C), y en particular esto ocurre para las clases de los primos P.

En otras palabras, si se considera la sustitucion anterior, se tiene una sustitu-
cién global de variables Z = Z (W) y se tiene que

Cr(Z(W), X) = Ce(W, X)
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Capitulo 3

Grafos de Ramanujan

Finalizaremos este trabajo describiendo algunos resultados recientes sobre la
construccién de grafos de Ramanujan. También mostraremos que los grafos regu-
lares de Ramanujan son precisamente aquellos en los que la funcién zeta de Thara
satisface la hipdtesis de Riemann.

Definicién 3.1 Decimos que un grafo X es regular o d-regular, si todos sus
vértices tienen el mismo grado igual a d.

Proposiciéon 3.2 Sea X un grafo d-regular y A su matriz de adyacencia. Enton-
ces:

1. Todo A € Spec(A) cumple que || < d.

2. d € Spec(A) con multiplicidad 1.

3. —d € Spec(A) si, y sélo si, X es bipartito.
Demostracion:

1. Observemos que d es autovalor correspondiente al vector de todo unos. Si
Av = v, con v =! (vy,...,v,), sea a el vértice donde |v;| toma su valor
maximo. Utilizando la notacion a ~ b para denotar que los vértices a y b
son adyacentes, entonces

Alleal = [(Av)al = | 3" vs] < klwal.

b~a

2. Ya hemos visto que d € Spec(A), veamos que su multiplicidad es 1, de
un modo similar al anterior suponiendo que v, > 0, pues sino podemos
multiplicar a v por -1. Entonces

dv, = (Av), = va < dw,.
b~a

Para que se de la igualdad no sebe haber ninguna cancelacion, luego v, = v,
para cada vértice b adyacente al a, puesto que el grafo es conexo se sigue el
resultado.

29
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3. Si el grafo es bipartito y ordenamos los vértices de tal modo que los [

primeros estén en el mismo lado de la particion y los n — [ ultimos en el
otro lado, entonces el vector cuyas [ primeras componentes son 1 y el resto
-1 es un autovector asociado al autovalor —d.

Reciprocamente si —d es un autovalor asociado al autovector v entonces
fijado a tal que |v;| toma su valor maximo en i = a

dv, = (Av), = va = —dv,.

b~a

Por lo que necesariamente v, = —v, si b ~ a, como el grafo es conexo
podemos calcular cual seria v, para todo b € V. Si llegasemos a que v, =
—1, seria una contradiccién pues v, no puede ser 0. Por lo tanto podemos
distinguir el conjunto de vértices en dos subconjuntos:

Vi = {beV ip=ut}y
Vo = {beV :ivy=—u,}.

Puesto que no hay vértices de un mismo V; adyacentes entre si, el grafo es
bipartito.

Como la matriz de adyacencia de los grafos no orientados es simétrica, todos

los autovalores son reales, y por tanto podemos ordenarlos. Los denotaremos por

En el caso de que el grafo sera d-regular se tendra que A\; = d, y si ademas es

bipartito A\, = —d.

Definicién 3.3 Para un grafo d-regular X con matriz de adyacencia A se define
A(X) como el mayor de los valores absolutos de los autovalores no triviales.

Acorde a la definicién, también se tiene que

AMX) = max{|\| : A € Spec(A),|\| # d}

Definicién 3.4 Un grafo X es Ramanujan si, y solo si, es d-regular y

A(X) < 2vd— 1.

Del mismo modo que en la teoria de nimero que para la funciéon zeta de

Riemann, esta la hipotesis de Riemann la cual conjetura donde estén los ceros de
la funcién zeta de Riemann, en teoria de grafos tenemos su analogo, pero en este
caso nos preguntamos donde estéan los polos de la funcién zeta de IThara.
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Definicién 3.5 Sea X un grafo d-regular. Se dice que la funcion zeta de Ihara
C((d—1)7*%, X) satisface la hipétesis de Riemann si, y sélo si, para 0 < Re(s) < 1,

(d—1)"X)1=0 = Re(s):%.

Siu=(d—1)"7%, el hecho de que Re(s) = 1/2 implica que |u| = 1/v/d — 1.

Teorema 3.6 Sea X un grafo d-regular. La funcién zeta ((u,X) satisface la
hipdtesis de Riemann si, y sélo si, X es Ramanujan.

Demostracion: Utilizando la férmula determinantal de Ihara del teorema 1.12,
se tiene que

Cd-1)7X) " =0-u)y" J[ 0= du+(d—1)u)
AESpecA
Si escribimos (1 —Au+(d—1)u?) = (1—au)(i—Bu), donde af = d—1y a+8 = A,
si tratamos de despejar en este sistema, puesto que al ser d > 3 entonces [ # 0
de modo que

d—1
a = [

5
; At /N2 —4(d—1)

2

En virtud de la proposicion 3.2 distinguimos 3 casos

1. A = +d, lo que implica que « = +(d — 1) y f = £1.

2. |A] €2v/d—1, por lo que 8y « seran complejos conjugados de modo que
|d — 1| = |al|8]| por lo tanto |a| = |B] = vd — 1.

3. 2v/d—1 < |\| < d, de modo que tanto o como [ son reales y
1< |Oé|,|/3| < d_la
con [al, 8] # VA= 1.
[ |
Es facil construir grafos de Ramanujan con un ntimero pequeno de vértices,

de hecho los grafos completos y los bipartitos completos son Ramanujan.

Ejemplo 3.7 La matriz de Adyacencia de K3, el grafo completo de 5 vértices es

0 1

A5:

— =
—_ == O
— = O =
_— O = =

O = ==



32 CAPITULO 3. GRAFOS DE RAMANUJAN

Y det(As — M) = (A —4)(A+1)*, como 1 < 2v/3 entonces , efectivamente, Kj es
Ramanujan.
La matriz de adyacencia de K33, el grafo bipartito completo de 6 vértices es:

000111
000111
000T1T11
A3’3—111000
111000
111000

Puesto que det(Aszz — M) = (A —3)(A+3)\?, entonces al ser 0 < 21/2 es un grafo
Ramanujan.

Generalizando, cualquier grafo completo a a ser Ramanujan, consideremos el
grafo completo K,,, entonces su matriz de adyacencia es la matriz n x n cuyos
elementos diagonales son 0 y el resto 1, es decir

o1 ... 11
10 11
11 0 1
11 10

Con esto simplemente se puede ver que

1. La matriz de adyacencia tiene como autovalor a n de multiplicidad 1, y su
autovector asociado es (1,1,...,1).

2. La matriz también tiene como autovalor el —1 de multiplicidad n — 1 y una
base de autovectores puede ser e; —e; con i = 2,...n.

Definicién 3.8 También diremos que un grafo bipartito es (c,d)-birregular si
todos los vértices de un lado de la particién tienen grado ¢ y los del otro lado,
grado d. La matriz de adyacencia de un grafo (c, d)-birregular siempre tiene como
autovectores £v/cd, vedmoslo.

Si hay r vértices de grado ¢ y s de grado d, entonces rc = sd = n el numero
de aristas. Si ordenamos la matriz de tal forma que los r primeros elementos
sean los correspondientes a los vértices de grado ¢ y los s tdltimos a la de d, es
sencillo comprobar que el vector v = (vy,...,v,) con vy = ... = v, = \V/d y las
V1 = v, = 4/C entonces

(Av); = C\/E:\@\/E:\@vi parai=1,...7,
(Av);, = dve=VedVd =Vedv; parai=r+1,...n,
luego efectivamente ved es autovalor. Para el caso negativo se obtiene el re-

sultado cambiando de signo a las r primeras coordenadas y siguiendo el mismo
razonamiento. Estos dos son los que llamaremos autovalores triviales.
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Con esta definicién, también diremos que un grafo X (¢, d)-birregular es Ra-
manujan si todos sus autovalores no triviales de su matriz de adyacencia, podemos
denotarlo nuevamente por A(X).

También tendremos una nocién de grafo de Ramanujan (¢, d)-birregular, que
son aquellos tales que A(X) < ve—1++d — 1.

3.1. Algunas desigualdades

En esta seccion daremos algunas de las desigualdades mas notorias en los
grafos que tienen que ver con los grafos de Ramanujan. Estos resultados se pueden
consultar en [9].

Definicién 3.9 La distancia de dos vértices u y v de un grafo es el minimo
nimero de aristas que hay que atravesar para llegar de uno a otro. Del mismo
modo se define el didametro D de un grafo como el maximo de las distancias entre
sus vértices, siendo esta distancia la menor longitud de los caminos que conectan
los vértices.

d(u,v) = min{r(c): ¢ conecta los vértices u y v}.

D = méax{d(u,v) : u,v vértices de X}.

El didmetro de un grafo completo se puede acotar por la siguiente expresion,
dada por Chung en 1989.

Teorema 3.10 Chung.[9] Si X es un grafo d-regular con n vértices y didmetro
D. Si X no es bipartito entonces

log(n — 1)
— log(d/A(X))

Asimismo si X es bipartito podemos encontrar la siguiente cota

log((n — 2)/2)
D= Tog(@/am))

+ 1.

+ 2.

A fin de cuentas el teorema anterior nos dice que minimizando A(X'), minimi-
zaremos el didmetro. Entonces nos debemos preguntar, ;Cémo de pequeno puede
ser u(C')? La respuesta a esta pregunta la podriamos dar en estos dos resultados,
siendo el segundo més reciente.

Teorema 3.11 Para un grafo d-regular X, se tiene que
liminf A(X) > 2vd — 1

cuando el numero de vértices de X tiende a infinito.
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Teorema 3.12 Nilli.[9] Sea X un grado d-regular. Si el didmetro de X es D,
siendo D > 2] + 2 > 4, entonces

ANX) > 2vd =1 Q—Vd_ll_l.

La cota obtenida es similar a la de los grafos de Ramanujan lo que nos hace
pensar que estos seran en general los que menor A(X) tengan. Lo siguiente a tratar
es la construcciéon de una familia de grafos de Ramanujan, todos ellos d-regulares,
en la que vaya creciendo el nimero de vértices.

3.2. Recubrimientos de grafos

En esta seccién vamos a ver la construccion dada por Marcus Spielman y
Srivastava en [6], para construir grafos bipartitos d-regulares de Ramanujan por
un proceso de recubrimiento, en concreto de 2-recubrimientos.

Definicién 3.13 Dado un grafo X, siendo V' su conjunto de vértices y F el de
aristas, un 2-recubrimiento de X es un grafos con dos vértices por cada vértice
en V. Este par de vértices son llamados fibra del vértice original. Toda arista
de E corresponde a dos aristas en el 2-recubrimiento, es decir, si tenemos una
arista (u,v) en X, {uy,us} es la fibra de u 'y {vy, v} es la fibra de v, entonces el
2-recubrimiento contendra el par de aristas

(1) {(u1,v1), (ug, v2)} 0
(2) {(u1, v2), (ug, v1)}.

Si el 2-recubrimiento solo contiene pares de aristas del primer tipo, entonces
seran dos copias disjuntas del grafo original. Si en cambio solo contiene pares del
segundo tipo entonces se tendra el doble recubrimiento de X.

Para analizar los autovalores de un 2-recubrimiento, Bilu y Linial estudiaron
las signaciones que son aplicaciones s : £ — {£1} en el conjunto de aristas de
X. Las signaciones estan en correspondencia biunivoca con los 2-recubrimientos
haciendo s(u,v) = 1 si en el 2-recubrimiento hay una arista del tipo (1) asociada
a esta, y s(u,v) = —1 en caso de que fuera del tipo (2). También definieron la
matriz signada de adyacencia A, que es la matriz de adyacencia de X salvo que
la entrada correspondiente al eje (u,v) se sustituye por s(u,v). Ellos prueban el
siguiente resultado.

Lema 3.14 Sea A la matriz de adyacencia asociada a un grafo X y A, la ma-
triz asociada a su 2-recubrimiento. Entonces la unién con multiplicidad de los
autovalores de A y A, son los autovalores de la matriz de adyacencia asociada al
2—recubrimiento.
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De este modo lo que debemos hacer es preocuparnos de que los autovalores
de A, estén acotado en valor absoluto por 2v/d — 1, para que sigan siendo de
Ramanujan. Nosotros haremos un estudio de el caso bipartito como se hace en
[6], pues en estos grafos los autovalores de la matriz de adyacencia son simétricos
con respecto al 0, y por tanto vale con acotarlos superiormente por 2v/d — 1 para
que sean Ramanujan. Ademds un 2-recubrimiento de un grafo bipartito sigue
siendo bipartito.

Proposiciéon 3.15 Si X es un grafo bipartito entonces los autovalores de su
matriz de adyacencia son simétricos respecto del 0.

Demostracion: Veamos que si A es autovalor, necesariamente —\ también lo es.
Para ello supongamos que ordenamos los vértices de tal forma que los [ primeros
sean los de un lado y los n — [ tltimos del otro. Si A es un autovalor de A asociado
al autovector v =" (vy,...,v —n), entonces (Av); = Av;. Consideremos entonces
el vector 0 =' (—vy,...,—v,U41,...,0,), entonces puesto que las [ primeras
coordenadas no interfieren las mismas asociadas al producto, para i = 1,...[ se
tiene que

(A'&)Z = AUi = )\Ui = —Aﬁl,

mientras que para ¢ =1+ 1,...,n , al interferir solo las [ primeras coordenadas
del vector obtenemos

3.3. 2-recubrimientos y el polinomio indicador
de emparejamientos

Definicién 3.16 Sea X un grafo con n vértices y sea m; es el niimero de conjun-
tos de ¢ aristas de X sin vértices en comtn, siendo my = 1. Se define el polinomio
indicador de emparejamientos como

px(x) = Zx”’%(—l)imi. (3.1)

>0

Ejemplo 3.17 Calculemos cual seria el polinomio asociado a el grafo bipartito
completo K3 3. Obviamente m; = 9 que es el numero total de aristas del grafo.
Fijada una arista de las restantes hay 4 que no comparten ningin vértice en
comun con ella, my = 9-4/2 = 18. Para calcular mg fijémonos que 3 aristas sin
vértices en comun los tocarian a todos, por lo que fijada la arista que va a dar
al vértice vy, es sencillo ver que hay dos posibilidades s6lo de coger las otras dos
aristas, como v; es de grado 3 entonces mz = 3 -2 = 6. Por tanto tendriamos que

[y (2) = 2% — 92" + 182” — 6.
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Los dos resultados principales en relacion al polinomio indicador de empareja-
mientos son los siguientes.

Proposicién 3.18 (teorema 3.1 de [6]) Para cualquier grafo X, ux(z) tiene solo
raices reales.

Proposicién 3.19 (teorema 3.2 de [6]) Para cualquier grafo X cuyos vértices
tienen grado a lo sumo d se tiene que todas las raices de uy(z) acotadas en valor

absoluto por 2v/d — 1.

Definicién 3.20 Dado X con aristas e;, . .., e, podemos denotar cada signacion
de X por s € {£1}™. Si as es la matriz de adyacencia asociada a la signacion, se
denota al polinomio caracteristico de A, por

fs(z) = det(z] — Ay).

Proposicién 3.21 (teorema 3.6 de [6]) El polinomio caracteristico esperado de
la matriz de adyacencia asociada a una signacién arbitraria de un grafo X es su
polinomio indicador de emparejamientos, es decir

o 2 fle) = o)
se{£1}m

Por lo que para probar que existe un recubrimiento de un grafo Ramanujan
por el cual obtenemos otro, basta con ver, por los teoremas anteriores que existe
una signacion s tal que la mayor raiz de fi(z) es a lo sumo la mayor raiz de
o > seqanym [5(). Para ello veremos que {fs(2)}se(s1)m es una familia entrela-
zada, las cuales definiremos y daremos sus propiedades a continuacion.

3.4. Familias entrelazadas

Definicién 3.22 Decimos que un polinomio g(z) = (z — ay) -+ (x — @, 1) en-

trelaza al polinomio f(x) = (z — (1) -+ (x — f,) si
fr<agn<fr<an<...<au1 < B

También diremos que fi,..., fr tienen un entrelazado comun si existe un
polinomio g(z) que entrelaza a f; i =1,... k.

Si 3;; denota la raiz j-ésima de f;, entonces los polinomios fi, ... f; tendran
un entrelazado comun si, y sélo su, existen op < oy < ... < o, tal que 3;; €
laj_1, ;] para todo i, j, siendo a; < ... < @, las raices de g.

Lema 3.23 Sean fi, ..., fi polinomios del mismo grafo con coeficiente dominan-
te positivo y con todas sus raices reales. Definimos

k
fo=>_ 1
=1
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Si fi,..., fr tienen un entrelazado comin entonces existe un ¢ tal que la mayor
raiz de f; es a lo sumo la mayor raiz de fj.

Demostraciéon: Puesto que todos los polinomios tienen coeficiente dominante
positivo, deberan ser positivos para un xy suficientemente grande. Ademas todos
ellos tienen una tnica raiz mayor que a,,_1, de modo que f;(a,_1) < 0 para todo
i, de modo que fy(a —n —1) <0,y al ser tener también coeficiente dominante
positivo, fy tiene una raiz 5 > «,,_1,por lo tanto su mayor raiz 3, > a,_1.

Por ser fp la suma de todas las f;, debe existir algin i tal que f;(5,) > 0.
Puesto que f;(a,,—1) < 0y solo tiene una raiz mayor o igual que «,,_1, entonces la
mayor raiz de f; esta en el intervalo [a,_1, 3,], siendo este posiblemente un solo
punto. [

Definicién 3.24 Sean Sy, ..., S, conjuntos finitos ara cada s1,...8, € S1 X
) ) ] yp )

<+ X Sy, sea fg . () un polinomio con raices reales y coeficiente dominante

positivo. Para s1,...s, € 51 X -+ X S, con k < m se define

fs1,...,sk = E fs1,...,sm7

Sk+1€Sk41,--,5mESm

asi como también

f@ = Z fs1,...,sm-

516317-~~73mesm

Ademés diremos que los polinomios {fs, s, }si..s, son una familia entrela-
zada si para todo k =0,...,m—1y todo s1,...s; € S1 X -+ X Sk, los polinomios

{fsl,...,sk,t}t€sk+1

tienen un entrelazado comun.

Proposicién 3.25 Sean 5i,...,S,, conjuntos finitos y sean fs, . una familia

entrelazada de polinomios. Entonces existe algin sq,...s, € S; x -+ x S, tal
que la mayor raiz de f;, s, es menor que la mayor raiz de fj.

Demostracion: De la definicién de familia entrelazada sabemos que los polino-
mios {f;}ies, tienen un entrelazado comin y su suma es fp. En virtud del lema
3.23, la mayor raiz de uno de ellos, llamémoslo fs,, es menor que la mayor raiz
de fy. Ahora recurrimos a una induccion, para cualquier sq, ..., S, sabemos que
{fsh...,sk,t}teSkJrl tienen un entrelazado comun, luego existe t = s, tal que la
mayor raiz de fs, ., es menos que la mayor de f;, ., con lo que se concluye
el resultado. [

Lo que veremos nosotros es que nuestra familia { fs}scr13» definida en 3.20 son
una familia entrelazada. Los dos siguientes resultados, que exponemos sin probar
son las piezas clave para ver que son una familia entrelazada.
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Lema 3.26 Sean fi,..., f; polinomios del mismo grado y con coeficiente prin-
cipal positivo. Entonces fi,..., fs tienen un entrelazado comun si, y sélo si,
Zle A f; tiene todas sus raices reales para todas las combinaciones lineales con-
vexas A\; > 0, Zle A= 1.

Proposicién 3.27 Sean py,...,p, € [0, 1]. Entonces el siguiente polinomio tiene
raices reales
> (TIw)( I a=p))s@).
sef{£1}m irs=1 iis;=—

Teorema 3.28 La familia { fs}se{il}m es una familia entrelazada.

Demostracion: Primero veamos que para todo 0 < k& < m — 1, cualquier
S1,...,8, € {£1}* vy cualquier \ € [0, 1] se tiene que

)‘f81,---75k71(x) + (1 - )‘)f81,---78k7—1(x)

es un polinomio con solo raices reales. Para ello apliquemos el teorema anterior
con Pri1 = N\ Pra2 = .- =Pm = 1/2yp; = (1+s;)/2coni=1,...,k Silas
primeras componentes de s € {1} no son sy, ..., s por la eleccién del p; dicho
sumando serd cero por lo que podriamos expresar el polinomio de la siguiente
forma

1
Z W(/\fsl,...,sk,l,sk+2,...,sn («T) + (1 - >\)fsl,A..,sk,fl,skJrg,,..,sn ($))

sj==x1
j=k+2,...,n

Este polinomio, en virtud de la definicién 3.24 es precisamente

s (Moot (8) + (1= N fo 1 (2),

que entonces tiene raices reales. Por el lema 3.26 se da el resultado. [

Teorema 3.29 Sea X un grafo con matriz de adyacencia A y recubrimiento
universal T'. Entonces existe una signacion s de A tal que todos los autovalores
de A; son menores que p(7T'). En particular si X es (¢ + 1)-regular, existe una
signacion s tal que los autovalores de A, son menores que ,/q

Lema 3.30 Todo autovalor no trivial de un grafo (¢, d)-birregular completo es
cero.

Demostracion: Inmediato del hecho de que la matriz de adyacencia tiene rango

2 y son dos los autovalores triviales, +£+v/cd. [ |

Teorema 3.31 (teorema 5.5 de [6]) Para cualquier ¢ > 2, existe una sucesién de
grafos de Ramanujan (q + 1)-birregulares y bipartitos.
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Teorema 3.32 (teorema 5.6 de [6]) Para cualquier ¢, d > 3, existe una sucesion
de grafos de Ramanujan (¢, d)-birregulares y bipartitos.

Con estos resultados hemos encontrado una sucesiéon de grafos de Ramanujan
todos ellos d-regulares con el nimero de vértices cada vez mayor, en concreto el
nimero de vértices se va duplicando cada vez. ;Existen grafos de Ramanujan de
cualquier grado y nimero de vértices? La respuesta es afirmativa para el caso de
n par como veremos en la siguiente secciéon a modo de resumen.

3.5. Grafos de Ramanujan de orden par

Concluiremos el trabajo con una revisiéon de los resultados principales del
articulo de Marcus, Spielamn y Srivastava [7]. En el consideran matrices de per-
mutacién aleatorias, matrices con un solo cero en cada fila y cada columna, y esto
para emparejar uno a uno los vértices de un grafo biparto.

Teorema 3.33 Sean Pi,..., P; matrices n X n de permutacién independientes
con d > 3. Entonces con probabilidad no nula los autovalores no triviales de

d 0 P
A:E;(% 0)

son todos menores que 2v/d — 1 en valor absoluto.

Observemos que los grafos no tiene porque ser simples, pues puede que para
mas de un ¢ haya dos vértices con los mismos extremos. También destaquemos
que estamos ante un resultado de existencia, pues la probabilidad es mayor es-
trictamente que cero, pero no nos da ninguna pista de como hallar estos grafos.

Existe una version del teorema para grafos no bipartitos, pero con ntimero de
vértices n par. Pero para ello deberemos partir de grafo con un emparejamiento
perfecto de los vértices, es decir que existan n/2 aristas tales que la unién de
todos sus extremos son el conjunto de vértices, luego no ha de repetirse ningiin
extremo.

Teorema 3.34 Sean Pi,..., P; matrices n X n de permutacién independientes
con d > 3y n par. Sea A la matriz de adyacencia de un grafo X con n vértices
y emparejamiento perfecto de éstos. Entonces con probabilidad no nula

d
A <ZPZ-MtPi> < /d—1.
=1

Con el ultimo resultado obtenemos una cota del segundo autovalor, en realidad
esto no nos produciria grafos de Ramanujan, pues no tenemos ningin control
sobre los autovalores negativos, y especialmente sobre A, (X) que es el menor de
ellos.
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