FACULTAD DE EDUCACION Y TRABAJO SOCIAL

DEPARTAMENTO DE DIDACTICA DE LAS CIENCIAS EXPERIMENTALES,
SOCIALES Y DE LA MATEMATICA

TESIS DOCTORAL:

ANALISIS HISTORICO DE LAS DEMOSTRACIONES EN
LIBROS DE TEXTO SOBRE LOS TEOREMAS DE LIMITES Y
CONTINUIDAD. DE LA LEY GENERAL DE EDUCACION A LA

LEY ORGANICA DE EDUCACION

Presentada por Laura Conejo Garrote para optar al grado de
Doctora por la Universidad de Valladolid

Dirigida por:
Tomas Ortega del Rincon

— ANO 2015 -






Memoria presentada para optar al grado
de Doctora por la Universidad de
Valladolid por la licenciada Da. Laura
Conejo Garrote en el Programa de
Doctorado: Investigacion en Didactica
de las Ciencias Sociales,

Experimentales y de la Matematica.

Director de la tesis: Dr. Tomas Ortega del Rincén. Departamento de Didactica de las

Ciencias Experimentales, Sociales y de la Matematica. Universidad de Valladolid.






TOMAS ORTEGA DEL RINCON, CAUN de Didactica de la Matematica de la
Universidad de Valladolid,

CERTIFICA:

Que la presente memoria, Analisis histérico de las demostraciones en libros de texto
sobre los teoremas de limites y continuidad. De la Ley General de Educacion a la Ley
Organica de Educacion, ha sido realizada por Diia. Laura Conejo Garrote bajo mi

direccién en la Universidad de Valladolid.

Valladolid, agosto de 2015.

Fdo.: Tomas Ortega del Rincén.






Agradecimientos

En primer lugar, quiero expresar mi agradecimiento a mi director de tesis, el Dr.
Tomas Ortega, por su inestimable ayuda, su tiempo, su constante guia y apoyo, Yy sus
sabios consejos y orientaciones. Ha sido un placer conocer y trabajar con un gran

investigador y una mejor persona.

En segundo lugar, quiero agradecerle a mi familia que haya estado a mi lado durante
todo este proceso: a mi padre y a mi hermano, su constante apoyo en todas mis
decisiones; a Fernando, su comprension y animo en los momentos de flaqueza; a todos

ellos, su infinito carifo.

Por altimo, mi més sincero agradecimiento a todos aquellos que, de una manera u otra,
tanto en lo personal como en lo profesional, han realizado una aportacion al trabajo,

bien sea a través de sus conocimientos, de sus consejos o de su apoyo.






A mi madre






INDICE DE CONTENIDOS

INAICE A8 CONTENITDS. .......coovecveresiceeeeiceese ettt sttt s st tenees I
INAICE & FIGUIAS ...ttt sttt \Y;
INAICE 08 GIATICOS ......ocvveeeeeeeee ettt en et IX
g To Tot=l o (=1 7= ] OO XI
SIglas Y ADIreVIATUIAS. ........cooiiii e XVII
CAPITULO 0: INTRODUCCION........ovuiiiiiriineineieie st ssesssssessenns 1
CAPITULO I: ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION........coooooiiveeeien 5
1.1. Ao T [ 1o o] T o PSR 5
1.2. Investigaciones en torno a la demostracion Matematica ...........ccocevviveniininencnese 5
1.3. Investigaciones en torno al liro de tEXIO ..o 13
1.4. Investigaciones que integran la demostracion matematica y los libros de texto .................. 16
1.5. Investigaciones en torno a los conceptos analizados: limites y continuidad. .............c.co....... 22

CAPITULO II: OBJETIVOS E HIPOTESIS DE INVESTIGACION. MARCO

TEORICO ...ttt 27
TLL. INEFOAUCCION ...ttt bbbt bbbttt 27
11.2.  Objetivos e hipdtesis de INVESTIGACION .........ceiviiriiiiiiiiei e 28
TL3.  APUNEE CUFTICUIAL ...ttt b bbbttt be bbb b enes 29
11.3.1. Ley General de EAUCACION (1970) ....c.ciiiiiriiiiirieieisieeee et 30
11.3.2. Ley Orgénica de Ordenacion General del Sistema Educativo (1990) .........cccceeerevnnene. 33
11.3.3. Ley Orgénica de EAUCACION (2006) .........ccvruemririeieiirieisierieieesie s 40



Laura Conejo Garrote

11.3.4. Ley Organica para la Mejora de la Calidad Educativa (2013)........c.ccccevevviveveiieieinnnnns 43
11.4.  Marco teorico: categorias de @aNAlISIS ..........ccceviviieeiieiieicie s 45
1.4.1. Clase de justificacion utilizada (esquemas de Prueba) .........cccoceeeerrennnienncienneieneens 46
11.4.2. TECNICAS EMPIBAAAS ......veveieeteiteic sttt ettt et be e e 51
11.4.3. Funciones de 1a demMOSTIACION ..........ccouiiiiiiiiiiee e 54
11.4.4. Reconocimiento y diStinCiOn A8 PrOCESOS .......cccovrueerirueiriniererisiee st 60
11.4.5. EXPresiones QUE ULIHTIZA ..........coiiiiiiiiiiiie et 61
11.4.6. Consideraciones gloDAIES .........cviiiiiii i s 62
11.4.7. Tablas resumen de las categorias de analisis ............ccocevvvveiiieiieieie s 62
CAPITULO I1: MARCO METODOLOGICO......covieriririeiceneesesneesseeessennes 65
HHLL. INEFOAUCCION ..ttt bbbt 65
I 7 V. =T oo 30 1] (o (o] (o] ot TSRS 66
111.2.1.  Planteamiento de 12 INVESTIGACION .......c.coviiiiriiiiiie e 69
HL2.2.  FASE NEUITSTICA ...ttt bbb 73
HHE2.3.  FASE CIITICA vttt bbbttt bbb 74
HL.2.4.  Fase NEFMENEULICA........cuiiiiiieiie bbb 76
H1.25.  EXPOosicion de 1a iNVESTIZACION ..........ccoiiiiiiiiie e 77
CAPITULO IV: SOBRE LOS TEOREMAS DE LIMITES........cccovvniinrinenrerneenne. 81
IV L INEFOAUCCION .ottt bbbt bbbt bbbttt bbb 81
IV.2.  ANALISIS de 10S CUFTICUIOS ......c.vviiiiiiitiiee e 83
IV.3.  Los limites en [0S lIDros de tEXE0 .......ccoveiiiiiiieniiesee et s 86
1V.3.1. Ley General de EAUCACION..........cc.ciiiiiiiiccic ettt sttt sre e 86
1V.3.2. Ley Orgénica de Ordenacion General del Sistema EAUCALIVO ..........cccceevieiiniieninciiieen, 91
1V.3.3. Ley Organica de EAUCACION..........coiviiiiiiiieeise et 99
IV.4. Resultadosy justificaciones asociados al concepto de limite..........cooevveniiiiniiienciieen, 104
IV.4.1. Resultados y justificaciones en la editorial ANaYa.........ccccooeriiririinineineeeees 105
IV.4.2. Resultados y justificaciones en la editorial Santillana.............ccocoeiviininnniie, 108
1VV.4.3. Resultados y justificaciones en la editorial SM ... 111
1VV.4.4. Resultados y justificaciones en la editorial ViCens-ViVes. ........cccccooeiiiiniiniecieienenee 114
IV.45.  Comentarios a 10s analiSiS PreViOS ..........ccouciiirieiririeinesieisesssese s seenes 117
IV.5. Resultados asociados al concepto de HMILE ..........covveieiiiiieieie i 122
IV.6.  Operaciones CON HMITES ......c.ciiiiiieiie ettt sttt sttt se st 140



indice de contenidos

IV.7. Resultados asociados a familias de funciones e indeterminaciones .........c..cccccevevieverninennas 147
IV.7.1.  Limite del cociente de polinomios €N UN PUNTO........ccccviieiieievese e 148
IV.7.2.  Limite del cociente de polinomios en el infinito...........cccoeveveiiiiiiccccce e, 151

IV.7.3.  Limite de las funciones de tipo potencial-exponencial que conducen a la

INAETEIrMINACION 1 77 ettt b et b et e bbbt b bttt 155
IV.7.4.  Limite de funciones exponenciales y 10garitmicas..........c.ccoueenreienincienneieneneennes 160
IV.7.5.  Limite de familias de funciones elementales............c.ccovrierniennciennees e 163
IV.7.6. Resultados asociados a los infinitésimos o infinitos equivalentes...........c.ccccococveenninne. 170

IV.7.7.  Limite en cero de x/sen(x), en tg(x)/x o en (cos(x)-1)/x y limite en infinito de sen(x)/x173

IV.8.  Interpretacion de 105 Aat0S........ccoviiuiiiiiiii ettt a et et sresbesneeneas 184
IV.8.1.  ESQUEMAS de PrUEDA .......oieie e 184
IV.8.2.  Técnicas usadas en 1a demOSLraCiON ...........cccooreiiririiiennieeseene e 187
1V.8.3.  Funciones de 1a demMOSLIaCION .........ccovveiiieiirinieeesee e 188
IV.8.4.  ReCONOCIMIENTO 0B PIOCESOS. ... .ecveitieirieiteeieeieseeseesteesteesteessesssesseesteesteesteeaeseesneesneennes 189
IV.8.5.  EXPresiones qUE ULHHIZA ........cccoiiiiiiiiiiiicee e 190
IV.8.6.  Consideraciones gloDalesS..........ccooiiiiiiiiii 191

IV.9.  REFIEXIONES. ...ttt bbbttt bbb er e 192

CAPITULO V: SOBRE LOS TEOREMAS DE CONTINUIDAD..........cccceuue...... 197

V.1 INEFOAUCCION ...ttt bbbt bbbttt b et 197

V.2, ANALSIS de 10S CUITICUIOS .....c.oviiiiiciiict bbb 199

V.3.  Lacontinuidad en 10S lHBros de tEX0..........cooviiriiiiriicir e 201
V.3.1. Ley general de @dUCACION ........cccoceiuiiiiice et be e raeae e 202
V.3.2. Ley Organica de Ordenacion General del Sistema Educativo..........c..cccccceeveiecnnnen, 208
V.3.3. Ley Organica de EAUCACION .........cccvcieiiiiiiiie ettt st 213

V.4. Resultados y justificaciones asociados al concepto de continuidad ............ccccocevviriniinnnn 217
V.4.1. Resultados y justificaciones en la editorial ANaya ..o 218
V.4.2. Resultados y justificaciones en la editorial Santillana ..........c.ccocooviniiiniiniiinn 221
V.4.3. Resultados y justificaciones en la editorial SM ..o 223
V.44, Resultados y justificaciones en la editorial Vicens-Vives..........ccccervininnininiinenns 225
V.4.5. Comentarios @ 105 aNAliSIS PreVIOS ........cciruiiiirieiiereise ettt see s 227

V.5.  Aritméticay propiedades de funCIONES CONLINUAS..........c.cerveirerieireriniseee e 233

V.6.  Teoremas de continuidad en entornos e iNtervalos............coccviriininenencseese s 246
V.6.1. Los tres teoremas fuertes de CONtiNUIdA ..........c.ccoviireiiiinciiece e 247



Laura Conejo Garrote

V.6.2. Otros teoremas sobre la continuidad en entornos e iNtervalos ... 278
V.7.  Interpretacion de 10S datoS ........cccviieiiiiie et nre s 291
V.7.1. ESQUEMAS 0B PIUEBDA ... .euiiiiitiieiiitiieiet ettt bttt 291
V.7.2. Técnicas usadas en las demostraciones sobre continuidad.............cccoooeeernrienniinncicnnns 293
V.7.3. Funciones de 18 demMOSTIaCiON ..........cccoiuiiiiiieiieeeeeieie ettt 295
V.7.4. RECONOCIMIENTO U8 PFOCESOS. ... .ueviuetitireeiisteteie sttt ettt bbbt eb bbb b 296
V. 7.5. EXPresiones QUE ULHIZA ..........coeiiiiiiiiiieiieeee e 297
V.7.6. Consideraciones gloDales..........cccviveieieiiie e 298
V.8, RETIEXIONES ... 299

CAPITULO VI: CONCLUSIONES, PROPUESTA DIDACTICA,
APORTACIONES, DIFICULTADES Y FORTALEZAS, Y PERSPECTIVAS DE

FUTURO L.ttt sttt e e e nnbe e s b e e s nneean 303
V.1 CONCIUSIONES ...ttt ettt b et bbbt b e bt b e sb s ek e bt eb e nb e et enr s e ebenreneas 304
V1.2, PrOPUESTA QITACTICA .. .veviieieeeeiecee ettt ettt b bbbt sre e 312

VI1.2.1. Contenidos curriculares de 1a LOMUCE..........ccccoiiiiiiiinieese e 313

V1.2.2. Propuesta didactica para limite de una funcion ... 315

V1.2.3. Propuesta didactica para continuidad..............ccovveiieiiie i 320
AVA RGN o o] v Tod o] o 1= T 3e (-0 - U (=Y £ PR SS 323
V1.4, Dificultades Y FOrtalezas .........c.cccveiiiiiiiiiece et s 326
V1.5, Perspectivas de FULUNO .........coviiii ettt be et sneesaeenae s 328
REFERENCIAS ...ttt e e e eae e e nae e s nnae e e nnaeeans 331
ANEXOS ... nrre e 349
Anexo 1: Libros de texto utilizados en 12 MUESEIA .........cccciiiiiiiiiiice e 349



INDICE DE FIGURAS

FIQUIA TLA. LD oottt e bt et e ne s 51
Figura 11.4.3.5.1. Funcion de descubrimiento en la demostracién del teorema de

Bolzano del LT de 2° de Bachillerato de SM (2010).........c.ccccoevenene, 60
FiguralV.5.1.  Concepto de limite en Vicens-Vives (1998), de 1° de Bachillerato

0E LOGSE. ...ttt 126
FiguraIV.5.2.  Representacion del limite (1° de Bachillerato de LOGSE de SM,

ER<1) TSSO 128
FiguraIV.5.3.  Representacion del limite (2° de BUP de Vicens-Vives, 1980).......... 129
Figura IV.5.4.  Representacion del limite (2° de BUP de SM, 1977).......ccccccevrennn. 129
Figura IV.5.5. Representacion del limite (2° de Bachillerato de LOE de SM,

720 11) SO 129
FiguraIV.5.6. Representacion del limite (2° de Bachillerato de LOE de SM,

7001 SO 130
Figura IV.5.7.  Representacion del limite (2° de BUP de Anaya, 1976)..................... 130

FiguralV.5.8. Representaciones del limite lateral y en un punto (2° de
Bachillerato de LOGSE de Anaya, 2003)...........cccceevevereiererenerennn, 131

FiguralV.5.9. Representacion del limite finito en un punto (Santillana, 2008
(izquierda) y 2009 (derecha), correspondientes a 1° y 2° de
Bachillerato respectivamente. .............cccvvevevceerreevereneeseee e, 131

Figura IV.5.10. Representacion del limite finito en un punto (2° de BUP de
SaNtillana, 1991). ....c.cveveeererieeeereeee e, 132

Figura IV.5.11. Justificacion (2° de BUP de SM, 1977). ...cccccoovveiiniinniieesersieeeien 140



Laura Conejo Garrote

Figura IV.6.1.

Figura 1V.6.2,

Figura IV.7.1.1.

Figura IV.7.1.2.

Figura IV.7.1.3.

Figura IV.7.2.1.

Figura IV.7.3.1.

Figura IV.7.3.2.

Figura IV.7.4.1.

Figura IV.7.4.2.

Figura IV.7.5.1.

Figura IV.7.5.2.

Figura IV.7.5.3.

Figura IV.7.5.4.

Figura IV.7.7.1.
Figura IV.7.7.2.
Figura IV.7.7.3.

Figura IV.7.7.4.

Vi

Justificacion del producto de limites (2° de BUP de Anaya, 1976)...
Justificacion del producto de limites (2° de BUP, SM, 1977).............

Enunciado de la regla para el calculo de limites de cocientes de
funciones polindmicas en valores en los que se anula el
denominador (2° de BUP de Anaya, 1987). .....ccccooviieneneieieinins

Limite del cociente de polinomios en un punto en el que se anulan
ambos polinomios (1° de Bachillerato de Anaya, 2002)......................

Limite del cociente de polinomios en un punto en el que se anulan
ambos polinomios (2° de Bachillerato de Vicens-Vives, 1999)...........

Justificacion (prueba preformal) y enunciado del limite de
funciones racionales (2° de Bachillerato de SM, 2010)..........cccceevnene

Justificacion de la regla para el célculo de limites de la forma
f(x)°® cuando f(x)—1 y g(x)— (2° de Bachillerato de Anaya,

Justificacion del teorema que permite resolver de forma general
la indeterminacién —1~" (2° de Bachillerato de Vicens-Vives,

Justificacion mediante ejemplos gréaficos del limite de las
funciones exponenciales (2° de Bachillerato de Santillana, 2009). ....
EP inductivo de un caso para el limite de las funciones
exponenciales y logaritmicas (2° de Bachillerato de Vicens-Vives,

1999). La induccion se aprecia en el primer parrafo.............cccccc.....

PP para los limites de funciones de los tipos xn (arriba) y 1/x"
(abajo) (2° BUP de Santillana, 1976)........c.cccccoceveiieieiecicie e,

EP inductivo sistematico en el LT de Santillana (2009), de 2° de
Bachillerato para las funciones con potencias. .........c.ccoeevvevveivernenne.

EP inductivo sistematico en el LT de Vicens-Vives (1998) de 1° de
BaChilErato. .......ccveieiiece e

Justificacion del limite de una funcién del tipo f(x) = x* + k (2° de
Bachillerato de Vicens-Vives, 1999). .......ccccoieiiiiiiiiniiniene e

Justificacion (2° de BUP de Vicens-Vives, 1980)........cccccceovreriennnen.
Justificacion (2° de Bachillerato de LOGSE Santillana, 1997).........
Justificacion (1° de Bachillerato LOGSE de SM, 1996)...................

Justificacion del limite de limite de sen(x)/x y (cos(x)-1)/x en x=0
(2° de Bachillerato LOGSE de SM, 2001).......cccocvreerereeieneneeneeneenn

145

146

148

148

149

152

158

159

161

162

167

167

168

170

174

175

175

176



indice de figuras

Figura IV.7.7.5.

Figura IV.7.7.6.

Figura IV.7.8.1.

Figura 1V.7.8.2.

Figura V.5.1.

Figura V.5.2.

Figura V.5.3.

FiguraV.5.4.

Figura V.5.5.

Figura V.5.6.

Figura V.5.7.

Figura V.5.8.

Figura V.5.9.

Figura V.5.10.

Figura V.5.11.

Figura Vv.6.1.2.1.

FiguraV.6.1.4.1.

Justificacion en el LT del limite en cero de x/sen(x) (1° de
Bachillerato LOGSE de Vicens-Vives, 1998).........cccccoeceviviiiiiennennenn,

Justificaciones del limite en cero de sen(x)/x en cero en los LT de
2° de Bachillerato LOGSE de Vicens-Vives (1999) a la izquierda y
de 2° de Bachillerato LOE de Vicens-Vives (2009) a la derecha. ......

Ejemplos utilizados para justificar que el limite en el infinito de
las funciones polinémicas coinciden con los limites de sus términos
dominantes en el LT de Vicens-Vives (1998) de 1° de Bachillerato.
Las gréaficas no se corresponden con las funciones............ccccceevennenee.

EP inductivo sistematico (1° de Bachillerato de Vicens-Vives,
2003). ettt

llustracién de la continuidad utilizando entornos o valor absoluto
(SM, 2° de Bachillerato, 2010). ........cccoceviiiieiiiieeie e

lustracion de la continuidad utilizando el limite (Vicens-Vives, 2°
de Bachillerato, 1999).......ccccciiiiiiiiiicie s

Definicion ingenua de continuidad (Vicens-Vives, 1° de
Bachillerato, 1998).......c.cccviieiiiiiie i

Justificacion de la continuidad de la suma (SM, 2010, pp. 232).

Justificacion de la definicion de f+g en a (Santillana, 1976, pp.
231 oottt et n s

Suma en Vicens-Vives (1980, pP. 150). ...ccoevveiieeviiiiie e

Justificacion de la composicién de la continuidad de funciones
(Santillana, 1976, PP. 232 Y 233). .ccceeieceeieceeeee e

Justificacion  de la continuidad de la funcion reciproca
(Santillana, 1976, PP. 233). ..cccvceeiiiieeceeee e s

Imagen para ilustra la continuidad del producto de una funcién
por una constante (Vicens-Vives, 2° BUP, 1980, 151). .......cccccvvvennene.

Justificacion de la continuidad de las funciones contante e
identidad (Santillana, 1976, PP. 234). ..o

Justificacion de la continuidad de las funciones contante e
identidad (Vicens-Vives, 2009, pp. 185)......ccccoviiiiniirinineneiceseee

EP inductivo de varios casos para el teorema de los valores
absolutos de Weierstrass (Santillana, 2009)..........c.ccooevvviiieiriiennns

Justificacion erronea para el teorema de Weierstrass (Anaya,
1989). ittt ra e re s

177

177

180

182

236

236

236

240

241

242

242

243

244

245

245

267

273

vii



Laura Conejo Garrote

Figura V.6.1.4.2.

Figura Vv.6.1.4.3.

Figura Vv.6.1.4.4.

Figura V.6.1.4.5.

Figura Vv.6.1.4.6.

FiguraVv.6.1.4.7.

Figura Vv.6.1.4.8.

viii

Utilizacion de coordenadas en la justificacion del teorema de

Bolzano en Santillana (2009). ..........ccceeiereerereinieieeseeee s 273
Funcion de descubrimiento en el LT de SM (2010).......cccccoevvvvvennnen. 274
Errores en la representacion gréafica del teorema de Darboux en

ViICENS-VIVES (1979). w.ovvieeieeieeiieeist ettt 276
lustracion del teorema de Bolzano en el LT de SM (1980)............... 276

Santillana (1981) representa graficamente tanto la posibilidad de
gue exista més de un punto, como la necesidad de las hipotesis

para el teorema de BOIZANO0..........cccccvuvvieevivreeiireeseesss e 277
Graéfica para el Teorema de Darboux en Vicens Vives (1999)........... 277
Graéficas para el Teorema de Darboux en SM (2010).........ccccceevveniee. 278



Grafico IV.4.5.1.

Grafico IV.4.5.2.

Grafico IV.4.5.3.

Grafico IV.4.5.4.

GraficoV.4.5.1.

Grafico V.4.5.2.

Grafico V.4.5.3.

Grafico V.4.5.4.

INDICE DE GRAFICOS

Porcentaje de EP utilizados en cada editorial. ..........c..ccccooevveeinnennene,

Evolucion de cada tipo de justificacion por periodos educativos,

mostrada en numeros absolutos (abajo) y en porcentajes (arriba). ..

Porcentaje (arriba) y numero (abajo) de resultados justificados en

cada editorial, por 1egisSlaciones. ..........cccccvvvveviiicic s

Porcentaje de resultados justificados en cada uno de los LT de

cada editorial. Se observa la evolucion temporal. .........ccccccoeeiieenne.

Porcentaje de EP utilizados en cada editorial. ..........c..ccccoccoveeinnennnnn

Evolucion de cada tipo de justificacion por periodos educativos,

mostrada en numeros absolutos (arriba) y en porcentajes (abajo). ..

Porcentaje (abajo) y numero (arriba) de resultados justificados en

cada editorial, por 1egislaciones. ..........ccccvevveviiicic e

NUmero de resultados justificados en cada uno de los LT de cada

editorial. Se observa la evolucion temporal. ..........ccccooveiiiniiinnnn.

117

118

119

120

228

229

231

232






INDICE DE TABLAS

Tabla 11.3.2.1. Referencias a la demostracién o procesos argumentativos en el
Bachillerato de LOGSE. Matematicas Iy . ..o 35

Tabla 11.3.2.2. Referencias a la demostracién o procesos argumentativos en el
Bachillerato de LOGSE. Matematicas aplicadas a las Ciencias
SOCIAIES T Y 1. e 36

Tabla 11.3.2.3. Referencias a la demostracion o procesos argumentativos en
Matematicas | y Il del Bachillerato de LOGSE en la modificacion de
2001 del curriculo de ensefianzas minimas y el curriculo completo
LTS - L | USSR 37

Tabla 11.3.2.4. Referencias a la demostraciébn o procesos argumentativos en
Matematicas | y Il del curriculo de Bachillerato de LOGSE en
Castillay Ledn, en la modificacion 2001............cccccevvveveiiiieieseece e 38

Tabla 11.3.2.5. Referencias a la demostracion o procesos argumentativos en el
Bachillerato de LOGSE de Matematicas aplicadas a las Ciencias
Sociales 1 y Il en el curriculo de ensefianzas minimas, en el
curriculo completo estatal y en el de Castilla y Leon en la
MOdificacion de 2001. ........ccoveieiiieiereee e s 39

Tabla 11.3.3.1. Referencias a la demostracion o procesos argumentativos en
Mateméticas | y Il del Bachillerato de LOE en el curriculo de
ensefianzas minimas, en el curriculo completo estatal y en el
curriculo de Castillay LeON. ..o 41

Tabla 11.3.3.2. Referencias a la demostracion o procesos argumentativos en
Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales | y 11 del Bachillerato
de LOE en el curriculo de ensefianzas minimas, en el curriculo
completo estatal y en el curriculo de Castillay Ledn............cccccevevevennns 43

Xi



Laura Conejo Garrote

Tabla 11.4.1.1.

Tabla 11.4.7.1.

Tabla 11.4.7.2.

Tabla 11.4.7.3.

Tabla 11.4.7.4.

Tabla 11.4.7.5.

Tabla 11.4.7.6.

Tabla 111.2.1.

Tabla 111.2.1.1.

Tabla 1V.4.1.1.

Tabla 1V.4.1.2.

Tabla 1V.4.2.1.

Tabla 1V.4.2.2.

Tabla 1V.4.3.1.

Tabla 1V.4.3.2.

Tabla1V.4.4.1.

Tabla 1V.4.4.2.

Tabla IV.5.1.

Tabla I1V.5.2.

Xii

Clasificacion de los esquemas de prueba de los alumnos

desarrollada por 1bafes Yy Ortega. .......cccevvvviiieeieiieie e 47
Resumen de las categorias de esquemas de prueba. ............cccocevvevvenenenn, 63
Resumen de las categorias de técnicas empleadas...........c.ccocverreieininncne 63
Resumen de las categorias de fUNCIONES. .......c.cocvvviievecicie s, 63
Resumen de las categorias de reconocimiento de procesos. ..............e..... 64
Resumen de las categorias de expresiones que Utiliza. ...........c.ccccoeerunenne. 64
Resumen de las categorias de consideraciones globales. ............ccccocvene.e. 64

Combinacion de las fases de Ruiz-Berrio con las etapas de Fox para
la metodologia propia de la investigacion. ...........cccceviveeve i, 68

Muestra de libros de texto localizados y analizados............cc.ccocovcenenennne. 72

Resultados y justificaciones asociados al limite en los libros de texto
de laeditorial ANAYa. .........cccceviiiiie i 106

Resultados y justificaciones asociados al limite en los libros de texto
de laeditorial ANAYa. .........cccceviiiiie i 107

Resultados y justificaciones asociados al limite en los libros de texto
de la editorial Santillana...........c.cccoovviveviiiiie e 109

Resultados y justificaciones asociados al limite en los libros de texto
de la editorial Santillana...........c.cccoooeviieiiiieiie e 110

Resultados y justificaciones asociados al limite en los libros de texto
de [aeditorial SM. ... 111

Resultados y justificaciones asociados al limite en los libros de texto
de [aeditorial SM. ... 113

Resultados y justificaciones asociados al limite en los libros de texto
de la editorial ViCeNS-VIVES. .......cccociiviiiiiiie st 114

Resultados asociados a cada esquema de prueba o prueba
preformal en los libros de texto de la editorial Vicens-Vives. ................. 116

Tipos de definiciones de limites funcionales que se encuentran en
los libros de texto analizados. ............cceoeiiiiiieneneee 127

Andlisis de las justificaciones asociadas al teorema de
caracterizacion en [0S LT de [a LGE. ........ccccvoviiviiiieeeceee e 133



indice de tablas

Tabla IV.5.3.

Tabla 1V.5.4.

Tabla IV.5.5.

Tabla IV.5.6.

Tabla IV.6.1.

Tabla IV.6.2.

Tabla IV.6.3.

Tabla IV.7.1.1.

Tabla 1V.7.1.2.

Tabla 1V.7.2.1.

Tabla 1V.7.2.2.

Tabla I1V.7.2.3.

Tabla IV.7.3.1.

Tabla I1V.7.6.1.

Tabla IV.7.7.1.

Tabla 1V.7.8.1.

Andlisis de las justificaciones asociadas al teorema de
caracterizacion en 1os LT de la LOE........cccoce e 134

Andlisis de las justificaciones asociadas a la unicidad del limite en
I0S LT dE I LGE. ...coiiiiiei ettt 135

Analisis de las justificaciones asociadas a la unicidad del limite en
10S LT de 1a LOGSE........oooiieeee et 136

Analisis de las justificaciones asociadas a la unicidad del limite en
10S LT de 12 LOE. ...ttt 137

Presentacién (o no) de la suma y justificaciones utilizadas en los LT.....142

Analisis de la justificacién asociada al limite de la suma de
funciones en los LT de 2° de BUP de todas las editoriales....................... 143

Analisis de la justificacion asociada al limite de la suma de
funciones (2° de Bachillerato de Santillana, 1997). .........c.ccoceviveivininnnne 144

Analisis de la justificacion asociada al limite del cociente de
polinomios en un punto en el que ambos se anulan en los LT de 2°
de BUP de las editoriales Anaya y Santillana............ccccocoeniiiniicnnnn 150

Analisis de la justificacion asociada al limite del cociente de
polinomios en un punto en el que ambos se anulan en dos LT de
LOGSE de las editoriales Anaya y ViCens-ViVes. ........ccccorvenerereinninninns 151

Analisis de la justificacion asociada al limite del cociente de
polinomios en el infinito en el periodo de la LGE (2° de BUP de
SANtIANG, 1976)......ciiiiiiicc e e 153

Analisis de la justificacion asociada al limite del cociente de
polinomios en el infinito en LT del periodo LOGSE de las
editoriales ANaya y VICENS-ViIVES.......c.cciieiiiiiie et 154

Analisis de la justificacion asociada al limite del cociente de
polinomios en el infinito (2° de BUP de Santillana, 1976). ..........c.c......... 155

Presencia de las funciones potenciales-exponenciales en los libros de

LT que consideran los infinitos o los infinitésimos equivalentes. ............ 171

Resultados relacionados con funciones trigonométricas y libros en
los que se aparecen y se justifican. ..........cccocvvvvevi i 174

EP utilizados en los LT para justificar el limite de las funciones
polindmicas en el iNfiNIt0.........cccooviiiiii 179



Laura Conejo Garrote

Tabla 1V.8.1.1.

Tabla 1V.8.1.2.

Tabla 1V.8.1.3.

Tabla 1V.8.1.4.

Tabla V.4.1.1.

Tabla V.4.1.2.

TablaVV.4.2.1.

TablaVV.4.2.2.

Tabla V.4.3.1.

Tabla V.4.3.2.

TablaV.4.4.1.

TablaV.4.4.2.

TablaV.5.1.

Tabla V.5.2.

TablaV.6.1.1.

TablaV.6.1.2.

Xiv

Resumen del numero de EP encontrados en los LT por legislaciones
DV 8L S T OSSR 185

Media de resultados justificados por libro en cada curso y periodo
1EQISIATIVO. ... 185

Media de resultados enunciados por libro en cada curso y periodo
JEQISIATIVO. ... 186

Numero (y porcentaje) de resultados de cada tipo que son
BT ] L= o oL SO 186

Resultados y justificaciones asociados a la continuidad en los libros
de texto de la editorial ANAya..........cccceeviiiiiieie i 219

Resultados y justificaciones asociados a la continuidad en los libros
de texto de la editorial ANAYa..........ccccoviiriiiiiieeee e 220

Resultados y justificaciones asociados a la continuidad en los libros
de texto de la editorial Santillana. ..........c.ccoocovvviiiiiiinec e 221

Resultados y justificaciones asociados a la continuidad en los libros
de texto de la editorial Santillana. ...........c.ccocvviiiiniicic 222

Resultados y justificaciones asociados a la continuidad en los libros
de texto de la editorial SM...........cccociviiiiiic e 223

Resultados y justificaciones asociados a la continuidad en los libros
de texto de la editorial SM...........ccccciiiiiiiic e 224

Resultados y justificaciones asociados a la continuidad en los libros
de texto de la editorial ViCenSs-ViVES. ........ccocevviiiieineieie e 226

Resultados y justificaciones asociados a la continuidad en los libros
de texto de la editorial ViCenSs-ViVeS. ........ccocevviiiieieeieie e 227

Caracterizaciones de la continuidad en los LT. Utilizacion de
GFAFICAS. oeviieieie ettt e 238

LT que justifican resultados asociados a las operaciones con limites
y a la continuidad de funciones elementales. ...........c.ccoccoviiniiiiieeieiennnnn 239

Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de
Bolzanoen los LT de COU de la LGE........c.ccooveivevviveiece e 248

Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de
Bolzano en los LT de 2° de Bachillerato de la LOGSE.............ccccovnnee. 250



indice de tablas

Tabla V.6.1.3.

Tabla V.6.1.4.

Tabla V.6.1.5.

Tabla V.6.1.6.

Tabla VV.6.1.7.

Tabla V.6.1.8.

Tabla V.6.1.9.

TablaV.6.1.1.1.

Tabla V.6.1.1.2.

Tabla V.6.1.1.3.

TablaV.6.1.1.4.

Tabla V.6.1.2.1.

Tabla V.6.1.2.2.

Tabla V.6.1.2.3.

TablaV.6.1.2.4.

Tabla V.6.1.3.1.

Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de
Bolzano en los LT de 2° de Bachillerato de la LOE. .........c.ccccocevvivinnnen. 251

Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de
Weierstrass en los LT de 2° de Bachillerato de la LGE.............ccccen...... 252

Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de
Weierstrass en los LT de 2° de Bachillerato de la LOGSE. ..................... 253

Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de
Weierstrass en los LT de 2° de Bachillerato de la LOE...........c.cccceene... 255

Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de
Darboux en los LT de 2° de Bachillerato de la LGE...........ccccevevvivnnennn. 256

Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de
Darboux en los LT de 2° de Bachillerato de la LOGSE. ............cccoeu..... 257

Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de
Darboux en los LT de 2° de Bachillerato de la LOE..........c.ccccocevvvvinnen. 259

Analisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LGE para el
teorema de 10s ceros de BOIZano. .........cccocveeiiiiieiisise e 260

Analisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LOGSE para
el teorema de 10s ceros de BoIzano. ...........ccocvvveieiieeiine i 261

Analisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LOE para el
teorema 10S ceros de BOIZano. ..........ccccvveiiiinieieieisce e 262

EP reflejados en los LT de la muestra para el teorema de los ceros
0B BOIZANO. ...t 263

Analisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LGE para el
teorema de los valores extremos de Weierstrass. .........coccecevevvereseseenee 264

Analisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LOGSE para
el teorema de los valores absolutos de Weierstrass..........cccocvevevvevvenenne 265

Andlisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LOE para el
teorema de los valores absolutos de WEIErStrass. .......cccevvvveeverveeeeeeesiinainns 266

EP reflejados en los LT de la muestra para el teorema de los valores
ADSOIULOS 8 WEIETSEIASS. ...t 267

Analisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LGE para el
teorema de los valores intermedios de DarbouX. .........c.ccoceveveieininninnnns 268

XV



Laura Conejo Garrote

Tabla V.6.1.3.2.

Tabla V.6.1.3.3.

Tabla V.6.1.3.4.

Tabla V.6.2.1.

Tabla V.6.2.2.

Tabla V.7.1.1.

Tabla V.7.1.2.

TablaV.7.1.3.

Tabla V.7.1.4.

Tabla VI.1.1.

Tabla VI1.1.2.

Tabla VI.2.1.1.

Tabla VI1.2.1.2.

Tabla VI1.2.2.1.

Tabla Al.1.

Tabla Al.2.

Tabla Al1.3.

XVi

Analisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LOGSE para
el teorema de los valores intermedios de DarbouX.........coveevveveeeiiiveeennns 269

Analisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LGE para el
teorema de los valores intermedios de DarbouX...........ccoocvvviveviviiennnnenn 270

EP reflejados en los LT de la muestra para el teorema de los valores
intermedios de DarbOUX. .......ccccocveiiiiiiieiiieee e 271

Otros teoremas relacionados con la continuidad que se justifican en

LT que justifican los resultados enunciados en la Tabla V.6.2.1............. 280

Resumen del numero de EP encontrados en los LT por legislaciones
Y CUTSOS. et ttetestteesiteessteeessbeeesbeeesbbeessre e e ssbe e e sbeeebee e snne e e smbe e s sbe e s beeesnneeesnneennreas 292

Media de resultados justificados por libro en cada curso y periodo
JEQISIALIVO.....ccviiiiie e e 292

Media de resultados enunciados por libro en cada curso y periodo
JEQISIALIVO.....ccviiiiie e e 293

Numero (y porcentaje) de resultados de cada tipo que son
JUSEHFICAOS . v ..o 293

Numero de teoremas de limites y continuidad enunciados, de EP
presentados y de ellos, EP axiomaticos y transformacionales, por
cursos y el total por 1egislaciones. .........c.cccveveiiiic s 308

Medias de EP de los teoremas de limites y continuidad en los LT
POr CUISO Y POI 1€gISIACIONES. ......ocviiiiiieieitee e 308

Contenidos, criterios de evaluacién y estandares de aprendizaje en
torno al limite en el curriculo de Bachillerato de LOMCE. .................... 314

Contenidos, criterios de evaluacion y estdndares de aprendizaje en
torno a la continuidad en el curriculo de Bachillerato de LOMCE. ...... 314

Ejemplo de tabla para el calculo numérico del limite de una funcion

en un punto, aplicando la definiCion.............ccococeveieieccc e, 318
Libros de texto pertenecientes al periodo LGE. ..........cccocovvviininienens 349
Libros de texto pertenecientes al periodo LOGSE.............c.ccocviveninienns 350
Libros de texto pertenecientes al periodo LOE. ...........cccocooiiiiviviennnnens 350



AM
APA
Aprox.
Bach.
BUP

C. signo
CERME 9
CN
CNS
Coord.
Coords.
COu
CS

CSi
DEJ
Ed.

SIGLAS Y ABREVIATURAS

Anaélisis Matematico

American Psychological Association
Aproximacion

Bachillerato

Bachillerato Unificado Polivalente
Conservacion de signo

9™ Congress of European Research in Mathematics Education
Condicién necesaria

Condicién necesaria y suficiente

Coordinador

Coordinadores

Curso de Orientacion Universitaria
Condicién suficiente

Se refiere a sus consecuencias

Distingue entre el enunciado y la justificacion

Editor

XVil



Laura Conejo Garrote

Eds.

EP

EPO
EPa
EPil
EPiS
EPIV
EPt

ES

Exp
Figs.
GEAMJA
GIDAM
GP

|

LGE
LOCE
LOE
LOGSE
LOMCE
LT
NCTM
NE
OCDE
ov
PIAAC

XVili

Editores

Esquema de prueba

No hay justificacion

EP axiomatico

EP inductivo de 1 caso

EP inductivo sistematico

EP inductivo de varios casos

EP transformacional

Existencia simple

Expresiones

Figuras

Grupo de ensefianza del Analisis Matematico de Jaén
Grupo de Investigacion de Didactica del Analisis Matematico
Explica globalmente el proceso

Imposibilidad

Ley General de Educacion

Ley Orgénica de Calidad de la Educacion

Ley Organica de Educacion

Ley de Ordenacion General del Sistema Educativo
Ley Orgénica para la Mejora de la Calidad Educativa
Libro de texto

National Council of Teachers of Mathematics

No existencial

Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Economicos
Sefiala otras posibles vias de justificacion

Programa internacional para la evaluacion de las competencias de



Siglas y abreviaturas

PISA
PME
PP

Pp.

RA

RC

RD
REBIUN
RP
Sant.
SEIEM
g

Sig

SR

TD

™
trad.

U

USA

Valor abs.

\AY

la poblacion adulta

Programa para la evaluacion internacional de los alumnos
International Group for the Psychology of Mathematics Education
Prueba preformal

Paginas

Reduccion al absurdo

Se refiere a sus consecuencias

Real Decreto

Red de Bibliotecas Universitarias Espafiolas

Reflexiona sobre el procedimiento (RP);

Santillana

Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacion Matematica
Signo

Explica su significado

Sistemas de representacion

Tesis doctoral

Tesis de maestria

Traduccion

Unicidad

United States of America

Valor absoluto

Vicens-Vives

XiX






CAPITULOO

INTRODUCCION

Desde el punto de vista matematico, la demostracién matematica es considerada
uno de los procedimientos méas importantes de las matematicas, su motor de
desarrollo. En el campo de la educacion matematica, Hanna (1995) defiende que
contribuye a la comprension de los conceptos matematicos. Ademas, la
demostracion matematica es portadora de los conocimientos matematicos, ya que
contiene los métodos, herramientas, estrategias y conceptos que se necesitan para
resolver problemas, y éstos elementos suponen la esencia principal de las
matematicas (Hanna y Barbeau, 2010).

Entendiendo que es un elemento de las matematicas de vital importancia, nos
interesa conocer cOmo se realiza su ensefianza en la educacion preuniversitaria y,
para ello, se analizara cémo es tratada en los libros de texto por ser éstos uno de
los elementos méas importantes en los procesos de ensefianza-aprendizaje en este
nivel educativo. Entendemos como libro de texto (LT), manual escolar o libro
escolar los libros que utilizan los profesores y alumnos, a lo largo de un curso
escolar, en el proceso de ensefianza-aprendizaje de un area de conocimiento
(Gonzélez, 2002). Se le atribuyen diferentes funciones: simbolica, pedagogica,
social, ideologica y politica, y como defiende Schubring (1987), los libros de
texto, en la practica, determinan la ensefianza de un pais mas que los decretos de
los distintos gobiernos, ya que considera que tienen mayor influencia en la
practica educativa que los curriculos educativos promulgados por las érdenes
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ministeriales. Ademas, su analisis nos proporciona informacion acerca del
conocimiento matematico que una sociedad considera pertinente en un
determinado momento historico (Gonzalez, 2002), ya que influyen en qué y
cdémo deben aprender los alumnos (Garcia-Rodeja, 1997).

A lo largo de los afios las investigaciones realizadas en torno a estos elementos
han sido muy numerosas: sobre la DM, los trabajos de De Villiers (1993), Harel
& Sowder (1998), Hanna (1989, 1990), Balacheff (1987), Bell (1976) o van Asch
(1993) sobre la ensefianza y el aprendizaje de la demostracion, las funciones de
la demostracion, niveles de demostracion e investigaciones sobre la demostracion
en el aula, y en Espaiia los trabajos de Ibaries y Ortega (1997, 2004) y Dos
Santos (2010) sobre los esquemas de prueba y, en torno a los LT, los de
Gonzalez (2002), Herdeiro (2010), Lopez (2011) o Monterrubio y Ortega (2012).
Sin embargo, no existen apenas investigaciones en las que se conjuguen ambos
elementos, la demostracion matematica y los libros de texto.

A raiz de los trabajos de Ibafies (2001) e Ibafies y Ortega (2001b) sobre los
esquemas de prueba (EP) de los alumnos hemos decidido realizar un analisis de
cémo aparece tratada la demostracion en los LT, y responder a los siguientes
interrogantes: ¢qué importancia conceden los LT a las demostraciones
matematicas? Cuando no se demuestra, ¢qué tipo de justificaciones aparecen?
¢Qué funcién tienen las demostraciones en los LT? ;Cdémo ha evolucionado la
demostracion con los sucesivos cambios recientes de legislacion?

El trabajo que aqui se presenta muestra un analisis del tratamiento que hacen los
LT sobre las demostraciones en limites y continuidad en los ultimos curriculos de
2° de BUP y COU de la Ley General de Educacion (LGE, Jefatura del Estado,
1970) de 1970 y el Bachillerato de la Ley de Ordenacion General del Sistema
Educativo (LOGSE, Jefatura del Estado, 1990) de 1990 y de la Ley Organica de
Educacion (LOE, Jefatura del Estado, 2006) de 2006. El objetivo principal de
éste trabajo de investigacion es determinar la evolucion de la demostracion en los
LT de los cursos citados, clasificar los EP utilizados segn el modelo de Ibafies y
Ortega (2001) y determinar los procesos de ensefianza de las matematicas a
través de los LT en relacion con las pruebas de los teoremas.

Para realizar este trabajo de investigacion se ha utilizado una metodologia
desarrollada “ad hoc” en la que se combinan el método historico de investigacion
en educacion de Ruiz-Berrio (1976) y el modelo de fases de investigacion
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educativa de Fox (1981). En la ultima fase de nuestra metodologia se incluye la
elaboracion de la presente memoria, en la que se recoge todo el trabajo de
investigacion desarrollado y los elementos que intervienen en él.

En el capitulo | de este trabajo se presenta la revisién bibliogréfica relacionada
con los elementos centrales de nuestro trabajo: en primer lugar, los estudios
relacionados con la demostracion matematica y otros procesos de justificacion, y
que luego daran lugar al marco tedrico que nos permite realizar el analisis de los
libros de texto; en segundo lugar, los estudios relacionados con el libro de texto,
especialmente aquellos realizados en el ambito de las matemaéticas; en tercer
lugar, una especial mencion a las investigaciones y los trabajos que conjugan
ambos elementos, la demostracion matematica y los libros de texto, aunque no
son muy abundantes; finalmente, en los ultimos apartados se considera una breve
revision de las investigaciones en torno a los conceptos matematicos de los que
hemos realizado el analisis de las justificaciones: los limites y la continuidad.

En el capitulo Il se incluyen los objetivos y las hipétesis de investigacion vy el
marco tedrico desarrollado para nuestro trabajo. Se han considerado estos
elementos en el mismo capitulo debido a que los objetivos e hipétesis, unidos a
algunos de los referentes bibliograficos mencionados anteriormente dan lugar al
desarrollo de nuestro marco teorico (esquemas de prueba, pruebas preformales,
funciones de la demostracion...) El marco teorico se ha descrito detalladamente y
se ha acompafnado de ejemplos para facilitar una clara comprensién de las
categorias de analisis consideradas asi como una replicabilidad del estudio a
otros conceptos o en otros libros de texto.

En el capitulo Il se describe la metodologia desarrollada para nuestro trabajo y
que mencionamos anteriormente, asi como la determinacién de la muestra que
hemos analizado, la descripcién de las diversas etapas de desarrollo del trabajo
de investigacion y algunos apuntes curriculares sobre la demostracion.

En los capitulos IV y V se recogen los analisis de las justificaciones de los dos
conceptos matematicos considerados: el analisis correspondiente al limite
funcional en el capitulo 1V, y el correspondiente a la continuidad en el capitulo
V. Ambos capitulos siguen una estructura similar, aunque con algunas
adaptaciones internas a las caracteristicas de los datos encontrados en cada caso.
En lineas generales se presentan los siguientes apartados: introduccion, apunte
curricular sobre el concepto matematico analizado (limites o continuidad),
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descripcién de la presentacion del concepto en los libros de texto, un primer
analisis cuantitativo de los resultados presentados y justificados en cada libro, un
analisis mas extenso de las justificaciones utilizadas atendiendo al marco tedrico
descrito en el capitulo 2, la discusion e interpretacion de los datos y las
conclusiones del capitulo.

Por ultimo, en el capitulo VI se presentan las conclusiones finales del trabajo, una
propuesta didactica, las aportaciones de la investigacion, dificultades y fortalezas
gue han surgido en el proceso y perspectivas de futuro

El siguiente esquema representa una sintesis de la memoria de la tesis doctoral:

ﬁ

PROBLEMA DE INVESTIGACION
Desaparicion de la demostracion matematica en los libros de texto de
secundaria desde la LGE hasta la LOE

3

. J
f N
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\/

Analisis de la muestra utilizando el marco ‘ Interpretacion de
tedrico los datos
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CAPITULO |

ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

1.1. INTRODUCCION

En el presente capitulo se describen diferentes estudios relacionados con los dos
ejes principales de este trabajo, la demostracion matematica y los libros de texto,
y con los conceptos que hemos seleccionado para el analisis, el limite funcional y
la continuidad. Si bien el nimero de estudios realizados a nivel internacional en
torno a los dos ejes principales del trabajo y a los dos conceptos analizados es
realmente extenso, el presente capitulo se centra en aquellos estudios que han
marcado notablemente este trabajo, 0 que estan intimamente ligados a esta
investigacion. En el primer apartado se describen los estudios relacionados con la
demostracion matematica, en el segundo, con el libro de texto, en el tercero,
aquellos que integran los dos elementos anteriores y en el Gltimo, los estudios
sobre el limite y la continuidad.

1.2. INVESTIGACIONES EN TORNO A LA
DEMOSTRACION MATEMATICA

Se considera que la demostracion matematica es uno de los procedimientos mas
importantes de las matematicas y, sin duda, ella tiene poder de incorporar los
nuevos descubrimientos que se producen en esta ciencia, posee la capacidad de
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aceptacion o rechazo de conjeturas que, por muy plausibles que sean, no
formaran parte real de las matematicas mientras que no se haya establecido una
demostracion de las mismas. En el campo de las matematicas, su definicion no es
trivial, ya que depende en gran medida de las épocas, de los avances de esta
ciencia, de las corrientes ligadas a los descubrimientos e, incluso, de las distintas
areas de conocimiento que la matematica. Por ejemplo, desde el punto de vista de
una definicion formal, Bourbaki (1970) la describe como teoria que comprende
términos y relaciones siguiendo unas determinadas reglas, Bouvier y George
(1984) explicitan las significaciones de la demostracion formal del calculo de
predicados y de la demostracion formal del calculo de proposiciones, asi como
otros ejemplos que se encuentran descritos en Ibafies y Ortega (2005). Desde el
punto de vista de la Didactica de la Matematica el interés se centra en otros
aspectos de la demostracién, como pueden ser los niveles o las funciones de la
demostracion (Bell, 1976, de Villiers, 1993). Tal y como defienden Ibafies y
Ortega (2002a), se considera que el principal valor de la demostracion es el de su
funcion de explicacién, aunque no sea Unico, y que ésta puede ser sustituida por
otro tipo de pruebas. Ademas, siguiendo las ideas de Hanna (1995), la
demostracion matematica contribuye a la comprension de los conceptos
matematicos y, de acuerdo con Hanna y Barbeau (2010), la demostracién
matematica es portadora de los conocimientos matematicos, ya que contiene los
“métodos, herramientas, estrategias y conceptos que se necesitan para resolver
problemas” (Rav, 1999, p. 6), y éstos elementos suponen la esencia principal de
las matematicas.

A lo largo de los afios, numerosos autores han realizado multiples estudios desde
diversas perspectivas: sobre sus funciones, sobre los elementos que la componen,
sobre tipos de justificacion, sobre la ensefianza y el aprendizaje de la
demostracion matematica, sobre experiencias de aula,... Se trata de un campo de
investigacion tan amplio que resultaria imposible describir en este trabajo todos
los estudios que se han realizado sobre el tema, asi que solo se sefialan aquellos
que son mas relevantes o que estan mas relacionados con este trabajo.

El punto de partida de este trabajo lo proporciona la tesis doctoral de Ibafies
(2001), vy los estudios posteriores que continuaron su investigacion (lbafies y
Ortega, 2001a, 2001b, 2002a, 2002b, 2004, 2005). En ellos, los autores realizan
un estudio detallado de los esquemas de prueba que poseen los alumnos de 1° de
Bachillerato, basandose en el concepto de esquema de prueba creado por Harel &
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Sowder (1998). Aparte de este elemento, consideran otros aspectos de la
demostracion, como las técnicas utilizadas (Ibafies y Ortega, 1997), las funciones
de la demostracion (Bell, 1976; de Villiers, 1993), y otros aspectos generales que
les lleva a desarrollar una serie de categorias de andlisis de la demostracién
matematica (u otros procesos de justificacion) bastante exhaustiva. A partir de
sus trabajos sobre los esquemas de prueba de los alumnos, realizan algunos
analisis sobre libros de texto (Ibafies y Ortega, 2002b), en el que aplican sus
categorias de analisis a los resultados de trigonometria que aparecen en los libros
de 1° de Bachillerato vigentes en esa época, hecho que constituye un nuevo
formato de anélisis. Dichas categorias de analisis supusieron el origen del marco
tedrico que se ha considerado en la presente investigacion. Este nuevo marco,
adaptado a las necesidades de la investigacion que se realiza, se describira en el
capitulo I1, apartado 4 de la presente memoria.

No obstante, si bien este trabajo se centra en los antecedentes anteriormente
descritos, se han realizado numerosos estudios en torno a la demostracién
matematica desde la perspectiva de la didactica de la Matematica. Ibafies (2001)
proporciona una amplia vision de los trabajos realizados en torno a la
demostracion matematica hasta entonces. Este autor los clasifica en cuatro
grandes grupos o lineas de investigacion: investigaciones en torno al aprendizaje
de la demostracion, investigaciones en torno a las funciones de la demostracion,
investigaciones que definen niveles de demostracion e investigaciones sobre la
demostracion en el aula. Siguiendo este esquema, se han comentado brevemente
los trabajos que el propio Ibafies describe, y algunos posteriores que encajan en
esta clasificacion y que también tienen influencia en nuestro trabajo. Ademas, se
ha incorporado una nueva categoria en la que se mencionan los trabajos sobre
argumentacion, que sin versar sobre la demostracion matematica propiamente
dicha, son muy préximos a ésta.

= Trabajos generales sobre la ensefianza y el aprendizaje de la demostracion.

En este apartado incluye las investigaciones que exponen una vision general de la
demostracion en la educacion matematica: Lakatos (1978), Kitcher (1983), Arsac
(1988), Alibert y Thomas (1991), Hanna (1989, 1990, 2010), Ibafies y Ortega
(2002b, 2004b), Camargo y Gutiérrez (2010), Dos Santos (2010), Gonzélez
(2012). Es evidente que Lakatos (1978), con su discurso sobre las pruebas
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matematicas, es el punto de partida de otros trabajos. Asi, Kitcher (1983) sugiere
que la primera influencia para el convencimiento de la veracidad de un
enunciado procede de percepciones externas, Arsac (1988) hace una revision
sobre las investigaciones realizadas sobre la demostracion y Alibert y Thomas
(1991) proponen alternativas a la demostracion matematica. Ibafies destaca a
Hanna, quien defiende que en la aceptacion de un teorema es mas importante el
significado global, la comprension del resultado y los conceptos subyacentes que
la existencia de una demostracion rigurosa. Enuncia una serie de factores para la
aceptacion de un teorema: comprension, relevancia, reputacion y existencia de un
argumento convincente. Ademas, mantiene que el papel que desempefia la
demostracion en matematicas es tan importante que ella debe formar parte de
cualquier curriculo. En Ibafies y Ortega (2002b, 2004b), ademas, se encuentran
sendos analisis de la demostracion en los libros de texto de 1° de Bachillerato en
torno a los teoremas relacionados con la Trigonometria y, como ya se ha
indicado, el marco teoérico que han considerado ha servido como punto de partida
del que aqui se presenta y las conclusiones de estos trabajos nos han orientado
para la realizacion de éste que trabajo. En Camargo y Gutiérrez (2010), que
proponen una ‘“via metodoldgica para analizar el aprendizaje de la demostracion
matematica en un grupo de estudiantes como participacion en una comunidad de
practica de clase (Clark, 2005)”, visto desde la perspectiva de la teoria de la
practica social de Wenger (1998), se encuentran referencias a trabajos anteriores
sobre la ensefianza y el aprendizaje de la demostracion, desde diferentes
perspectivas, con estudiantes de matematicas o con futuros profesores de
matematicas (Cafiadas y Castro, 2003; de la Torre, 2003; Cobo y otros, 2005;
Vicario y Carrillo, 2005; Fiallo y Gutiérrez, 2006, 2007).

= Trabajos sobre las funciones de la demostracion.

Bell (1976), Hersh (1993), De Villiers (1993, 2007, 2012), Reid (1996), Ibafies y
Ortega (2001b, 2002a, 2002b), Dos Santos (2010). Hersh (1993) contrapone el
convencimiento como finalidad primordial de la demostracion en la investigacion
matematica frente a la explicacion como fin de la demostracion en el aula,
teniendo como mision clarificar por qué el teorema es verdad. Por su parte, Reid
(1996), pretende conciliar los puntos de vista de los estudiantes y de los
profesionales de las matematicas sobre la demostracion, argumentando, por
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ejemplo, que la demostracion no establece la certeza absoluta o que los
estudiantes usan las demostraciones para explicar. Aunque su fin primordial
siempre se ha considerado como verificar la proposicién objeto de estudio, Bell
(1976) establece tres funciones principales para la demostracion matematica
(verificacion o justificacion, iluminacion y sistematizacion) y que son
completadas por de Villiers (1993), quien asigna cinco funciones a la
demostracion: verificacién, explicacion (profundizacion en porque es verdad),
sistematizacion, descubrimiento (nuevos resultados), comunicacion (transmision
de conocimiento matematico). Estas funciones son las que consideran Ibafies
(2001) en su tesis doctoral e Ibafies y Ortega (2001, 2002a, 2002b) en sus
estudios posteriores, y que se han mantenido porque se considera que puede
aportar una vision interesante en el analisis de las pruebas matematicas que
presenten los libros de texto. También Dos Santos (2010) las incluye en su marco
tedrico, aungue en su caso estudia la demostracion matematica desde el punto de
vista del profesor. Nosotros coincidimos con lIbafies y Ortega (2001) que
defienden que, en la docencia, uno de los principales valores de la demostracion
es el de su funcion de explicacidn, aunque no sea el Unico procedimiento para
justificar un teorema, ya que éstas pueden ser sustituidas por otro tipo de pruebas.

En este mismo sentido, sobre la funcion de explicacién, Dolev & Even (2015)
defienden que el papel de la demostracion matematica en las matematicas
escolares es el de explicar, dar a conocer, y avanzar en la comprensiéon y en el
aprendizaje significativo. Segun Dolev & Even (2015) ha habido otros autores
(Arcavi, 2003; Balacheff, 1988; Dreyfus, 1999; Hanna 1990, 2000; Hersh, 1993;
Mariotti, 2006; Yackel & Hanna, 2003), que publicaron sus trabajos mucho antes
y, de una u otra forma, también consideran que la funcion explicativa
proporciona un aprendizaje mas significativo. Pero estos autores también
defienden la idea de utilizar otros tipos de justificacion diferentes como
alternativa a las pruebas formales, precisamente, por su valor explicativo.

= Trabajos sobre niveles de demostracion.

Son muchos los autores que han realizado investigaciones sobre niveles de la
demostracion matematica, mas propiamente de pruebas matematicas que van
desde las mas intuitivas hasta las axiomaticas: Bell (1979), Van Dormolen
(1977), Balacheff (1987), Blum and Kirsch (1991), Van Asch (1993), Harel &
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Sowder (1998, 2007), Ibarfies y Ortega (1997, 2005), Mizayaki (2000), Stacey &
Vincent (2009), Harel & Rabin (2010), Dolev & Even (2015)... Bell (1979)
distingue tres dimensiones en el desarrollo de la comprension y el uso de las
demostraciones; Van Dormolen (1977), siguiendo la teoria de van Hiele, también
distingue tres niveles de demostracion correspondientes a los niveles de
abstraccion en los que trabaja el alumno; Balacheff (1987) distingue entre
pruebas pragmaticas, pruebas intelectuales y demostraciones; Blum y Kirsch
(1991) distinguen tres niveles de pruebas: demostraciones (pruebas),
demostraciones pre-formales, y demostraciones formales; Miyazaki (2000)
establece seis niveles entre las pruebas inductivas y las demostraciones
algebraicas, en el ambito de la Lower Secondary School en Japon (13-15 afios).
Para esta investigacion, el punto de partida es la tesis doctoral de Ibafies (2001),
quien destaca el estudio inicial de Harel & Sowder (1998), de los cuales toma la
nocion de esquema de prueba, como aquello que constituye certeza y persuasion
para una persona, y a partir de la clasificacion propuesta por ellos, establece unas
categorias para la clasificacion de los esquemas de prueba que nos resultaran
utiles en nuestro andlisis. La clasificacion de Harel & Sowder (1998, 2007), ha
servido como punto de partida a otros trabajos que la han desarrollado. Es el caso
de Stacey & Vincent (2009), que realizan un andlisis de los modos de
razonamiento que se encuentran en las explicaciones presentadas en libros de
textos australianos de octavo curso (13-14 afos). Estos autores comparan
diversas clasificaciones de tipos de justificacion, como los esquemas de prueba
de Harel & Sowder mencionados anteriormente; los niveles de demostracion en
un contexto educativo de Blum & Kirsch (1991), que los clasifican en
verificaciones experimentales, pruebas pre-formales y pruebas formales; y la
distincion de Sierpinska (1994) entre explicaciones cientificas y explicaciones
didacticas, indicando que las segundas deben complementar a las primeras en un
entorno escolar. Por su parte, Stacey & Vincent consideran una clasificacion que,
segun indican, es cercana a la de EP de Harel & Sowder, pero que han preferido
denotar “modos de razonamiento” debido a que consideran que los libros de
texto no reflejan realmente si el razonamiento presentado convence o no al autor,
sino que puede haberse considerado unicamente con un fin didactico. Las
categorias que consideran son las siguientes: Ilamada a la autoridad, analogia
cualitativa, concordancia de una regla con un modelo, demostracion
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experimental, deduccién usando un modelo, deduccién usando un caso especifico
y deduccién usando un caso general.

Ademas, tal y como indican Dolev & Even (2015), considerar otros tipos de
demostracion distintos a las formales es algo valorado en las matematicas
escolares, ya que, como indican las investigaciones que citan (Baker, 2003; Ball
& Bass, 2003; Krummheuer, 1995; Schwarz, Hershkowitz & Prusak, 2010;
Yackel & Cobb, 1996; Yackel & Hanna, 2003), la participacion en actividades
argumentativas, que anime a los estudiantes a justificar sus ideas e hipotesis,
favorece la comprension significativa y el pensamiento profundo.

= Trabajos sobre la demostracion en el aula.

Es evidente que los textos matematicos estan relacionados con las actividades
que se desarrollan en las aulas y las pruebas matematicas constituyen parte de
esas actividades. En la literatura aparecen numerosos investigadores que han
tratado el tema desde diferentes perspectivas: Bell (1976), Galbraith (1981),
Fishbein (1982), Martin y Harel (1989), Hanna (1990), Bero (1994), Ibafies y
Ortega (2001, 2002a, 2002b), Pfeiffer (2010), Stylianides & Al-Murani (2010),
Dos Santos (2010), Mariotti (2012), Gonzalez (2012), Dos Santos y Ortega
(2013), Mills (2014).

Por ejemplo, Galbraith (1981) relata una investigacion con alumnos de
Secondary School en Australia cuya finalidad es estudiar la comprension que
tienen los estudiantes sobre algunos objetos matematicos relacionados con la
explicacién y la demostracion; Pfeiffer (2010) investiga la evaluacion de
demostraciones y la comparacidn con otras pruebas matematicas alternativas de
los alumnos de primer afio de universidad; Stylianides & Al-Murani (2010)
estudian la existencia de un posible error conceptual de los alumnos que
consideran que existen demostraciones y contraejemplos para la misma asercion;
Mariotti (2012) discute sobre la adecuacion de los software de Geometria
dinamica para introducir a los estudiantes al pensamiento teérico, especialmente
en la demostracion; Bero (1994) propone seis etapas basadas en la investigacion
sobre la comprension y el uso de las pruebas deductivas para evaluar las
habilidades de los estudiantes en la demostracion; Martin y Harel (1989)
describen una experiencia con alumnos de magisterio de la Universidad de
[llinois (USA) en la que se les solicitd decidir sobre la correccion de
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verificaciones inductivas y deductivas de determinadas proposiciones. Estos
autores descubrieron importantes deficiencias de los alumnos sobre
reconocimiento, distincién, veracidad y falsedad de los “esquemas de prueba”.
Ibafies y Ortega (2001, 2002a, 2002b) describen como los alumnos de 1° de
Bachillerato estdn en un estado de transicion entre los esquemas de prueba
inductivos de un caso y los axiomaticos y ello influye en la comprension de
enunciados de los teoremas y en la distincion de procesos. Dos Santos y Ortega
(2013) describen perfiles de profesorado sobre la ensefianza y uso de la
demostracion matematica. Mills (2014) realiza un estudio de los ejemplos que
utilizan cuatro instructores en sus justificaciones. Nosotros queremos subrayar a
Gonzalez (2012), que realiza un estudio de contraste sobre las preferencias de los
alumnos sobre pruebas formales y pruebas preformales, el cual toma la idea de
“prueba preformal” (PP) de van Asch (1993), y que se ha incluido en el marco
tedrico considerado en este trabajo.

= Trabajos sobre la argumentacion

Aunque no consideran exclusivamente la demostracion matematica, existen otros
trabajos relacionados intimamente con ésta como son los que versan sobre la
argumentacion: Crespo (2005), Lin (2005), Ibafies y Ortega (2004a) Pedemonte
(2005), Goizueta y Planas (2012). Por ejemplo, Ibafies y Ortega relacionan la
argumentacion con la persuasion, el convencimiento y la explicacion Goizueta y
Planas analizan las argumentaciones realizadas por profesores de educacion
secundaria, aunque ubican la argumentacién entre la explicacion y la
demostracion, siguiendo el ejemplo de Gutiérrez (2005).

Por ultimo, para completar la informacion relacionada con la demostracion
matematica, se considera que puede ser de interés consultar algunos trabajos en
los que se recoge una recopilacion de estudios realizados en torno a la
demostracion matematica. Un ejemplo de estos trabajos es el desarrollado por
Fiallo, Camargo y Gutiérrez (2013), que realizan una recopilacion bibliografica
de investigaciones acerca de la ensefianza y el aprendizaje de la demostracion.
Para ello, las han agrupado en diferentes lineas de investigacion: consideraciones
historico-epistemologicas de la demostracion, la demostracion en el curriculo, las
concepciones y dificultades de los estudiantes al demostrar, las relaciones entre
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argumentacion y demostracion y propuestas didacticas para la ensefianza de la
demostracion.

Otro ejemplo de trabajo recopilatorio interesante en el desarrollo de
investigaciones en torno a la demostracién matematica es el trabajo de Mariotti
(2006), que presenta una recopilacion de estudios presentados durante 30 afios en
los congresos del International Group for the Psychology of Mathematics
Education (PME). En su trabajo, Mariotti organiza la discusion en torno a tres
categorias: las demostraciones en el colegio, las dificultades de los estudiantes en
torno a la demostracion y las intervenciones de los profesores para resolver
dichas dificultades. También tienen en cuenta la perspectiva epistemologica
desde la que realiza la discusion de los trabajos que describe, lo que permite
conocer la posicion de la autora con respecto a ellos.

1.3. INVESTIGACIONES EN TORNO AL LIBRO DE
TEXTO

Se entiende como libro de texto (LT), manual escolar o libro escolar los libros
que utilizan los profesores y alumnos, a lo largo de un curso escolar, en el
proceso de ensefianza-aprendizaje de un area de conocimiento (Gonzalez, 2002).
Se le atribuyen diferentes funciones: simbdlica, pedagdgica, social, ideoldgica y
politica, y como defiende Schubring (1987), los libros de texto, en la practica,
determinan el curriculo de ensefianza mas que los decretos de los distintos
gobiernos, ya que considera que tienen mayor influencia en la practica educativa
que las ordenes ministeriales. Ademas, su analisis proporciona informacion
acerca del conocimiento matematico que una sociedad considera pertinente en un
determinado momento histérico (Gonzélez, 2002), ya que influyen en qué y
cdmo aprenden los alumnos (Garcia-Rodeja, 1997). Esté idea también se apunta
en Dolev & Even (2015). Como indican las autoras, las investigaciones
realizadas en diferentes paises sugieren que los materiales curriculares, y en
especial los libros de texto, influencian la practica educativa. Ademas, afirman
que, si bien la investigacion ha mostrado que el curriculo promulgado no es el
mismo que el que escrito, y que los profesores lo interpretan al llevarlo a cabo de
diferentes formas, los libros de texto de matematicas son frecuentemente la
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principal fuente que utilizan los profesores para planificar las lecciones, para
elegir los contenidos a ensefiar y las actividades a realizar.

Lopez (2011), en su tesis doctoral, en la que analiza manuales y libros de texto
para la formacion de maestros, recoge distintas investigaciones realizadas sobre
el libro de texto. La autora indica que las investigaciones generales que
encontramos en torno a este elemento son numerosas, pero no tanto desde el
punto de vista de la Didactica de la Matematica. Dentro de las investigaciones
generales sobre el LT se encuentran las que consisten en la blsqueda de
situaciones comunicativas dentro del aula, aunque de manera ficticia y como
fuente de investigacion historica. Entre los autores que han realizado este tipo de
investigaciones podemos encontrar a Carroll (1980), Petitjean (1982), la
Commission Pédagogie du Texte (1985a, 1985b), Perelman (1986), Mansfield
(1993), Calsamiglia (1994) o Camps (1994a, 1994b, 1998). No obstante, aunque
este tipo de investigaciones son numerosas, apenas se han realizado trabajos en
matematicas, segun Choppin (1993), debido a dos razones: por la falta de
formacion matematica de los historiadores o por el escaso interés de los
matematicos por ese tema.

Dentro de las investigaciones de corte general, en Espafa se puede destacar el
Proyecto MANES, desarrollado por la UNED, y cuyo objetivo es la investigacion
de los manuales escolares producidos en Espafia, Portugal y América Latina
entre los afos 1808 y 1990.

En cuanto a las investigaciones realizadas en el contexto de la Educacion
Matematica hay que destacar a Schubring (1987), que estudia la evolucion en la
ensefianza de los nimeros negativos en los manuales alemanes y franceses entre
1795 y 1845; a Howson (1995) que realiza un estudio comparativo de LT para
nifios de 13 afios en 8 paises diferentes y hace distincion entre estudios “a priori”,
que son escasos (Pepin et al. (2001)) y “a posteriori”, que son mas numMeErosos;
Chevallard (1985) y Chevallard y Joshua (1982) cuyas investigaciones giran en
torno a la transposicion didéactica y el saber a ensefiar reflejado en los LT; Pimm
(1987, 1994) y sus estudios sobre aspectos relativos al lenguaje y la legibilidad.;
Otte (1986) y la presentacion de contenidos; Dormolen (1986), que realiza
clasificaciones de los elementos imprescindibles en un LT de matematicas; Lowe
y Pimm (1996) y sus estudios en torno a la tetrada asociada al LT: lector,
escritor, profesor y libro; Dhombres (1984) y Schubring (1987) que desarrollan
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una metodologia de analisis histérico de LT y Cantoral (1995), Filloy y Rojano
(1984) y Puig (1997) que comparan procesos utilizados por los alumnos en la
comprension del conocimiento matematico y los utilizados en los libros o textos
historicos de matematicas.

Si se considera el panorama espafiol, se encuentran los siguientes trabajos en
torno al LT en el contexto de la Didactica de la Matematica: Sierra, Rico y
Gbmez (1997) que estudian la evolucion de la aritmética y la geometria desde el
Antiguo Régimen hasta la republica; Sanz (1995) y los tipos y funciones de los
graficos de datos en los LT de primaria; Gomez (1995a, 1995b, 1996 y 1999),
que estudia métodos de calculo de la aritmética; Maz (TM (2000), TD (2005)) y
Maz y Rico (2007, 2009a, 2009b) y los numeros negativos en textos entre los
siglos XVIII y XIX; Maz, Torralbo y Rico (Eds.) (2006), Maz y Rico (2009a) y
las liciones de matematicas de T. Cerdan; Gomez (2001) que estudia la regla de
los signos en LT; Sierra, Gonzalez y Lopez que desarrollan trabajos sobre la
evolucion de los conceptos de limites de funciones y continuidad en LT de
secundaria (1999, 2003) y la evolucion historica de la ensefianza matematica
(2005) y el seminario de investigacion sobre el analisis del LT en el XIllI
Simposio SEIEM (Universidad de Cantabria, 2009): Sierra (2009), Maz (2009) y
Monterrubio y Ortega (2009). Gémez (2000) considera lo que son los libros de
texto, y describe varios aspectos con respecto a este elemento: desarrollo,
polémica en su creacion y utilizacién, los programas curriculares...
Posteriormente, Gémez (2011) analiza la ambigiiedad del signo radical en los
libros de texto, ambigliedad que provoca dificultades en el aprendizaje y que no
ha sido resulto desde el punto de vista didactico. En este trabajo, GOmez observa
que existen discrepancias en el tratamiento que hacen del radical y las raices en
los libros de texto y advierte sobre el hecho de basar el aprendizaje
exclusivamente en los manuales escolares. Destacar también las Ultimas tesis
doctorales desarrolladas en torno al anélisis del libro de texto de Herdeiro (2010),
en la que realiza un analisis del topico resolucion de problemas en los libros de
texto de matematicas de 9° curso (14 afios) portugueses y Monterrubio (2007)
que desarroll6 una valiosa herramienta para el analisis general de los libros de
texto.

La herramienta desarrollada por Monterrubio (2007) ha dado lugar a otros
trabajos de investigacion en torno al analisis de libros de texto, que se describen a

continuacion: Monterrubio y Ortega (2011 y 2012) presentan el proceso de
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elaboracion de modelos de andlisis y valoracion de textos escolares de
matematicas, junto con algunos ejemplos de puesta en préactica, o bien un modelo
en concreto, mas exhaustivo, que permitan al profesorado de Educacion
Secundaria tanto facilitar la tarea de eleccion de un LT como la creacion de sus
propios materiales curriculares. En el Gltimo de los trabajos ademas presentan
una validacién del modelo partiendo de cuestionarios que han pasado a
profesores de Educacién Secundaria sobre el modelo.

También se han encontrado otros trabajos en los que se analiza algun aspecto
relacionado con diferentes conceptos matematicos en libros de texto, como por
ejemplo, el trabajo de Gea, Batanero, Cafadas, y Contreras (2013) que estudian
las situaciones usadas para contextualizar la correlacion y la regresion, y recogen
otras investigaciones en torno a la estadistica y la probabilidad en libros de texto
(Ortiz, 1999; Cobo y Batanero, 2004; Azcarate y Serrad0, 2006). También se han
realizado investigaciones en torno a la correlacion y la regresion en libros de
texto (Sanchez Cobo, 1998). Murfioz, Oller, y Ortega (en prensa) analizan los
problemas de proporcionalidad compuesta en textos de 2° de ESO.

Hasta ahora, se han sefialado algunas investigaciones en torno al libro de texto, lo
que ha proporcionado una vision de la importancia que tiene esta herramienta de
trabajo en la Educacion Matematica, pero no se ha considerado ninguna cuyo
elemento a analizar sea la demostracion matematica. Estas investigaciones se
recogen en el apartado siguiente, por ser las que estan mas cerca del presente
trabajo.

1.4. INVESTIGACIONES QUE INTEGRAN LA
DEMOSTRACION MATEMATICA Y LOS LIBROS DE
TEXTO

Como ya se ha visto en los epigrafes anteriores, el libro de texto es ampliamente
utilizado en la investigacién en educacion, debido a su alta presencia en las aulas,
y su gran influencia en los procesos de ensefianza aprendizaje. Por otro lado,
también se ha visto que la comunidad investigadora en Educacion Matematica
tiene un gran interés en la demostracion matematica, por ser ésta un elemento
clave en el desarrollo y comprension de las matematicas como ciencia. Por esta
razon, no es de extrafiar que ya se hayan realizado investigaciones en torno a
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cdmo se presenta la demostracion matematica en los libros de texto. No obstante,
las investigaciones que conjugan ambos elementos son relativamente recientes,
aunque han aumentado en los Gltimos afios.

Si bien existen otros estudios anteriores en torno a estos elementos, uno de los
primeros que hemos encontrado con mas referencias en estudios posteriores,
similares al nuestro, ha sido el realizado por Hanna & de Bruyn (1999). En este
estudio, los autores realizan un estudio sobre las oportunidades de aprender a
demostrar que aparecen en los libros de texto de Ontario de duodécimo curso
(17-18 afios). Segun indican los autores, Howson (1995) apunta que en aquel
momento habia poca investigacion reciente en torno a la demostracion
matematica en los libros de texto, aunque a partir de entonces el numero de
estudios se incrementd. Hanna & de Bruyn, en la investigacion que realizan,
observan la frecuencia con que aparecen varios tipos de pruebas y de items
relacionados con la construccion de la demostracion en dos libros de texto
diferentes que son utilizados en el 80% de las clases de grado 12 en Canada. Al
igual que en el presente trabajo, la division en items de analisis en los libros de
texto (resultados o demostraciones a analizar) puede variar de unos libros a otros
y eso hace que sea dificil establecer comparaciones entre diferentes libros de
texto. En su estudio, clasifican las demostraciones como directas e indirectas, y
dentro de las directas, como pruebas directas basicas, pruebas directas por
analisis, pruebas directas de existencia o construccion, pruebas directas por
induccidn y pruebas directas miscelaneas. En este caso, al igual que este trabajo,
el objetivo es hacer un recuento de las justificaciones utilizadas en los libros de
texto y clasificarlas atendiendo a ciertas caracteristicas de la prueba. No obstante,
se consideran que las caracteristicas establecidas por Hanna & de Bruyn son
demasiado generales y en ellas se mezclan algunos aspectos que podrian ser
diferenciados, y por esta razon, consideramos que las categorias de analisis que
se utilizan en la investigacion que aqui se describe permiten una clasificacion
mas fina.

Tras el trabajo de Hanna & de Bruyn (1999), se han realizado numerosos
estudios en torno a la demostracion matematica en los libros de texto en todos los
niveles y relacionadas con diferentes conceptos de la matematica. Uno de los mas
antiguos que se ha encontrado, ya mencionado, y que ha servido como punto de
partida para este trabajo, es el desarrollado por Ibafies y Ortega (2002b y 2004b),

en él se analizan el tratamiento de la demostracion matematica en los libros de
17



Laura Conejo Garrote

texto de primero de Bachillerato (16-17 afios). Como marco teérico utilizan las
funciones de la demostracién (de Villiers, 1993) y los esquemas de prueba de
Harel & Sowder (1998) desarrollados por Ibafies y Ortega (2001b), en las
categorias de andlisis de la demostracion de Ibafies y Ortega (1997). Dado que
este trabajo supone el punto de partida, no se realiza una descripcién mas
exhaustiva de estos elementos aqui, ya que se hara en el capitulo siguiente, en el
apartado en el que se describe el marco teorico.

Son numerosos los autores que han estudiado la demostracion en los libros de
texto en el &mbito de la geometria (Han, 2005; Fujita, Jones and Kunimune,
2009,...), quizas porque es una rama en la que se pueden realizar demostraciones
asequibles a los niveles educativos preuniversitarios. Han (2005) compara las
verificaciones intuitivas que utilizan los libros coreanos para cuatro
proposiciones geomeétricas, frente a las pruebas rigurosas mostradas en los libros
rusos. Por su parte, Fujita, Jones, and Kunimune (2009) realizan un analisis de
los libros de texto que se usan en Japon para la ensefianza de la demostracion en
geometria en la Educacion Secundaria. Tal y como se indica en el curriculo
japonés, los razonamientos deductivos aparecen de manera notable en los libros
de texto. Sin embargo, la forma de presentar las justificaciones muestra a la
geometria de manera muy formal y en estos libros de texto no se diferencia de las
pruebas formales y las verificaciones experimentales, lo que impide a los
estudiantes apreciar la nocién de “generalidad de una prueba”. Estos autores
abogan por un disefio que implemente actividades instructivas mas efectivas para
mostrar esta nocidn de generalidad. Otros autores también se han interesado por
las justificaciones presentadas en los LT en torno a la Geometria, como por
ejemplo Otten, Males & Gilbertson (2014), que se centran en las oportunidades
de razonamiento y prueba que ofrecen seis libros de texto de geometria
destinados para alumnos de 13 a 16 afios. Sea en torno a la geometria u otras
areas, hemos encontrado varios estudios que se centran en estas oportunidades de
razonamiento que los libros de texto ofrecen a los estudiantes, mas que en una
clasificacion en si, como son los estudios de Johnson, Thompson & Senk (2010),
Thomson, Senk & Jhonson (2012), Davis (2012), Sears & Chavez (2014), Bieda,
Ji, Drwencke & Picard (2014), Davis, Smith, Roi, & Bilgic (2014), McCrory &
Stylianides (2014), Cai & Cirillo (2014) y Thompson (2014).

En la misma linea de clasificar los tipos de justificaciones utilizados que se
siguen en el presente trabajo, y que fue precedida por Hanna & de Bruyn (1999)
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e Ibafies y Ortega (2004), se encuentra las investigaciones desarrolladas por
Nordstrom & Lofwall (2005), Llanos, Otero y Banks Leite (2007), Stacey &
Vincent (2008, 2009), Pelczer & Voica (2008), Senk, Thompson & Johnson
(2008), Dolev (2011), Dolev & Even (2015) y Silverman & Even (2015).

Por ejemplo, Llanos, Otero y Banks Leite (2007) analizan 137 libros de texto
argentinos de diferentes niveles (divididos en grupos de 12 a 14 afos, de 15 a 17
afos y los cursos de ingreso a la universidad) de acuerdo a algunos aspectos de la
demostracion que las autoras han considerado importantes: las tradiciones, el
inicio de la argumentacion, el grado de argumentacion, la relacion entre las
imagenes externas y la argumentacion. Su estudio también es longitudinal en el
tiempo, y establecen relaciones entre el nivel educativo al que estan dirigidos los
textos y el tipo de argumentacion utilizado. En relacion al tipo de argumentacion,
las autoras definen tres tipos: las pruebas empirico-inductivas, las pruebas
deductivas informales y las demostraciones puramente matematicas.

Stacey & Vincet (2008 y 2009) toman como referencia a Harel & Sowder (2007),
al igual que hicieron en su dia Ibafies (2001) e Ibafies y Ortega (2004), en torno
al concepto més abierto de demostracion, que Harel & Sowder denotan por
esquema de prueba, pero que llaman modos de razonamiento. En Stacey &
Vincent (2009) se desarrolla el trabajo resumido en Stacey & Vincent (2008).
Estos autores realizan un andlisis de libros de texto australianos de octavo curso
(13-14 afos) clasificando las justificaciones segun distintos modos de
razonamientos. En concreto, definen son los siguientes: llamada a la autoridad,
analogia cualitativa, concordancia de una regla con un modelo, demostracion
experimental, deduccion usando un modelo, deduccidn usando un caso especifico
(entendiendo como deduccion la accion de deducir y no el método por el cual se
procede ldgicamente de lo universal a lo particular, aunque seria méas correcto
utilizar induccion), deduccion usando un caso general. Si bien estas categorias
tienen caracteristicas similares a las que nosotros describimos, creemos que no se
adaptan tan bien a este estudio, y que esto puede deberse a los distintos niveles
educativos en los que se centra cada analisis. Sin embargo, en el futuro nos
proponemos profundizar en ambas clasificaciones para determinar que
similitudes y diferencias existen entre ellas. Por su parte, los autores concluyen
en su estudio que, si bien el nimero de conceptos analizados es limitado, por lo
que las comparaciones entre LT se deben hacer con cautela, observan que

algunos libros dan una mayor importancia al razonamiento matematico que otros,
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pero salvo algunas excepciones, los LT no indican qué explicaciones constituyen
una verdadera demostracion matematica. No obstante, si bien las Unicas
justificaciones aceptables desde el punto de vista del matematico son las
explicaciones de tipo deductivo, el resto (exceptuando la Illamada a la autoridad)
tienen una componente didactica que busca favorecer la comprension, aungue
desde el punto de vista del alumno, deberia completarse con la diferenciacién
entre los modos de razonamiento matematicamente aceptables y aquellos que
solo tienen una intencién pedagdgica. Los libros de texto deberian mostrar esta
diferenciacion.

La clasificacion de Stacey & Vincent (2008, 2009) de modos de razonamiento es
utilizada por Dolev (2011), Dolev & Even (2015) y Silverman & Even (2015).
Dolev (2011), en su tesis doctoral, analiza seis libros de texto de matematicas
israelis de séptimo curso (12-13 afios). El estudio se centra en examinar la
aproximacion de los libros de texto a las justificaciones y explicaciones de los
enunciados matematicos. Observa dos aspectos, las justificaciones que presentan
los libros de texto y las oportunidades que ofrecen a los alumnos de justificar.
Estos dos aspectos los observan en los topicos matematicos de la resolucion de
ecuaciones algebraicas y las propiedades geométricas de los triangulos. Utilizan
el marco teodrico desarrollado por Stacey & Vincent (2009), que se acaba de
describir muy brevemente, y observan que algunos de los textos ofrece mas de
una justificacion a los enunciados que presentan, que existen diferencias en entre
los tipos de justificacion relativos al algebra y a la geometria, y que existe
también gran diversidad entre las justificaciones que presenta cada libro de texto.
Dolev & Even (2015) realizan un estudio, que continua el descrito anteriormente,
en el que analizan seis libros de texto israelis de matematicas para séptimo curso,
es decir, para alumnos de 12-13 afos. En este estudio examinan el grado en que
los estudiantes estan obligados a justificar y explicar su trabajo matematico,
cuando los estudiantes tienen que justificar enunciados propuestos por el libro de
texto, y cuando estos enunciados los ha propuesto el propio alumno al resolver
problemas. Este estudio lo realizan en torno a la resolucion de ecuaciones en
algebra y a las propiedades geométricas de los triangulos. También Silverman &
Even (2015) utilizan las categorias de Stacey & Vincet para analizar los modos
de razonamiento de los libros de texto de séptimo curso, y comparan las
justificaciones presentadas en el &mbito de la geometria y del algebra, y en los
libros del enfoque limitado (alumnos con bajo rendimiento) frente a los del
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enfoque regular o extendido (los alumnos en general). Aunque estos estudios
combinan los dos elementos centrales del presente trabajo, existen diferencias
que los alejan enormemente: el nivel educativo al que van dirigidos los libros de
texto, ya que no se puede exigir el mismo rigor matematico a los 12 afios que a
los 16, 17 0 18, y los conceptos matematicos que se analizan, que en nuestro caso
corresponden al Analisis Matematico, y no al Algebra o la Geometria.

Por su parte, en el ambito nacional, las investigaciones en torno a la
demostracion matematica en los libros de texto son menos numerosas. Sin
embargo, existen algunos estudios que han dado lugar a este trabajo, como el de
Ibafies y Ortega (2002b), en el que analizan las demostraciones matematicas en
los libros de texto de 1° de Bachillerato de LOGSE para los conceptos de
trigonometria. En este estudio, los autores estudian la mayoria de los aspectos
que luego tendran en cuenta en la descripcion de su marco teorico, y que sirve de
punto de partida para el del presente trabajo. En este analisis, observan algunos
sucesos que se corroboran en nuestro estudio y que causa preocupacion a los
autores ya que los LT parecen limitarse a incluir las demostraciones como un
elemento que debe estar y debe ser riguroso, pero no muestran preocupacion
alguna por la comprensién de dichas demostraciones, y deberian incluir algunas
medidas para favorecer dicha comprension como emplear recursos, disefiar
materiales de apoyo o resaltar las caracteristicas de la justificacion, entre otros
(no contienen ninguna intencionalidad didactica). Se completa este estudio en
Ibafies y Ortega (2004b). En este trabajo, los autores realizan un estudio similar,
centrado en el teorema de coseno, en libros de 1° de Bachillerato, pero se
describe con mayor precision el marco teérico que utilizan y cémo lo aplican al
analisis. Las conclusiones de este trabajo son similares a las del caso anterior.

Por altimo, se mencionan los trabajos desarrollados en el Area de Didactica de la
Matematica de la universidad de Valladolid. En ellos se utiliza el marco teorico
de este trabajo en la presente version o en otras anteriores menos evolucionadas.
Estos trabajos son los siguientes: Conejo y Ortega (2013, 2014) y Conejo, Arce y
Ortega (2014, 2015).

No obstante, si bien los estudios que se han encontrado conjugan estos
elementos, la mayoria realizan comparaciones entre libros de texto
correspondientes a un mismo intervalo temporal. No se han encontrado estudios
en los que se realice una comparativa longitudinal en el tiempo, estudiando la
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evolucién que experimenta la demostracion matematica al sucederse las
diferentes legislaciones educativas.

1.5. INVESTIGACIONES EN TORNO A LOS
CONCEPTOS ANALIZADOS: LIMITES Y
CONTINUIDAD.

Por ultimo, se describen algunas investigaciones relacionadas con los conceptos
que se analizan en el presente estudio: el limite funcional y la continuidad. Si
bien la continuidad no ha sido de gran interés para la comunidad investigadora en
Didactica de la Matematica, el limite funcional ha sido ampliamente estudiado
debido a los problemas de comprension que genera. Los siguientes apartados
relacionan algunas de las investigaciones realizadas en torno a estos elementos
para aportar una perspectiva de la particularidad de estos elementos.

1.5.1. Limites

El limite funcional es considerado uno de los conceptos méas dificiles de
comprender del Analisis Matematico. Por esta razon, no es de extrafiar que se
hayan llevado a cabo numerosas investigaciones en torno a este concepto en el
campo de la Didactica de la Matemética.

Blazquez (1999), en su trabajo sobre la nocion de limite funcional en las
Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales, realiza una recopilacion de
antecedentes en torno a los trabajos de limites y los agrupa en los siguientes
apartados: trabajos sobre las concepciones de limite funcional de los estudiantes,
trabajos sobre errores, dificultades u obstaculos, trabajos sobre el tratamiento del
limite en los manuales y trabajos en los que se desarrollan secuencias de
enseflanza-aprendizaje para el limite funcional. En el primer grupo, el de
concepciones de los estudiantes sobre el limite funcional, consideran, entre otras
aportaciones, la de Tall y Vinner (1981), que sefialan algunas de las imagenes
que tienen los alumnos sobre el concepto de limite secuencial, y las relacionan
con la instruccién recibida; en esa misma linea se encuentra Vinner (1991), que
sefiala algunas imagenes conceptuales de los alumnos que les llevan a error (una
sucesion no debe alcanzar su limite, una sucesion debe ser monétona...); Cornu
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(1983) indica que los alumnos identifican “tender a” con aproximarse,
aproximarse sin llegar..., o tienen como conceptualizacion del limite ideas como
que el limite es algo inmdvil y alcanzable, o que el limite es algo inmovil
inalcanzable...; Sierra, Gonzalez y Lopez (1998) proponen cinco concepciones
del limite que aparecen en la historia (aproximacion mediante procesos
geométricos iterados, idea centrada en aspectos relacionales de la funcién sin
tener en cuenta entornos, idea de aproximacion, concepcion asociada al proceso
de aritmetizacién del analisis, concepcién topoldgica de Hausdorff). En esta
misma linea de investigacion sobre concepciones de los alumnos encontramos
los trabajos de Blazquez y Ortega (1999, 2000, 2001a, 2001b, 2002), que
proponen una nueva conceptualizacion de limite, rigurosa pero menos formal que
las habituales expresadas en términos de -6, y que es utilizada en trabajos
posteriores (Blazquez, Gatica, Ortega y Benegas, 2006; Blazquez, Gatica y
Ortega, 2007), y en los trabajos de Fernandez-Plaza (2011), Fernandez-Plaza,
Ruiz-Hidalgo y Rico (2012), Ferndndez-Plaza, Castro, Rico y Ruiz-Hidalgo
(2012), Fernandez-Plaza, Ruiz-Hidalgo, Rico y Castro (2013) y Pons, Valls y
Llinares (2013) en los que también estudian las concepciones de los estudiantes
de Bachillerato en torno al limite. También estudian las concepciones de limite
que tienen los profesores Ward, Inzunsa, Hernandez y Lépez (2013). Finalmente,
Claros, Sanchez y Coriat (2009) hacen una revision amplia de este tipo de
investigaciones y aplican un analisis local para determinar la fenomenologia
asociada al concepto.

De los trabajos antes mencionados nos interesa especialmente el de Blazquez,
Gatica y Ortega (2007), en el que realizan un estudio, desde la perspectiva
didactica, de las diversas conceptualizaciones del limite funcional en diferentes
manuales universitarios, y comparan con la conceptualizacién propuesta por
Blazquez y Ortega (2002). En él se descubren diferencias significativas en las
formulaciones, y que las orientaciones didacticas mostradas en los textos son
muy dispares, llegando a ser ausentes en algunos e incluso erroneas en otros.
También realizan una serie de reflexiones didacticas o recomendaciones
(introduccion del concepto, motivacion, tipo de definicion, tratamiento verbal,
dependencia del entorno, aplicaciones de la definicion, propiedades y ejercicios,
tratamiento gréafico, limites laterales e intencionalidad didactica), algunas de las
cuales tendremos en cuenta para la secuencia didactica que propondremos en el
capitulo final del presente trabajo.
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En cuanto a las investigaciones en torno a los errores, dificultades u obstaculos
mencionan a Macnab y Cummine (1992), que clasifican las dificultades en cuatro
grupos (dificultades que surgen del desarrollo cognitivo infantil, atribuibles a la
escuela, y que son debidas a actitudes hacia las matematica y a la naturaleza de la
asignatura); Artigue (1995) distingue tres grupos de dificultades (asociadas con
la complejidad de los objetos basicos del calculo, a la conceptualizacion y
formalizacion de la nocion de limite y vinculadas a la ruptura de modos de
pensamiento  algebraico); Cornu (1983), detecta cuatro obstaculos
epistemoldgicos; Sierpinska (1985, 1987, 1990), también analiza los actos de
comprension y los obstaculos epistemologicos asociados; y Sanchez (1997) que
realiza un estudio institucional. En esta misma linea, Ward, Inzunsa, Hernandez,
y Lopez (2013) también citan a Oehrtmann (2009), como autor que ha trabajado
en torno a las dificultades de comprension del limite, y a Courant y Robins
(2002) que indican que la importancia del concepto de limite en matematicas y
ciencias estad en que muchos conceptos y nimeros importantes se definen como
el limite de funciones y sucesiones, por lo que el concepto de limite es central
para el desarrollo del pensamiento matematico avanzado.

En cuanto a las investigaciones sobre el concepto de limite en los manuales se
consideran los siguientes autores: Sanchez (1997) hace un un estudio del
tratamiento didactico que se ha dado a la nocidon de limite de una funciéon en
manuales de los siglos XIX y XX; Espinoza (1998), que estudia las
organizaciones matematicas y didactica en torno al objeto de limite funcional, y
analiza las reconstrucciones escolares propuestas en los programas y libros de
texto de 2° de BUP.

Por ultimo, algunos autores que Blazquez (1999) cita sobre investigaciones en
torno a la ensenanza de limite son: Robinet (1983), que elabora secuencias de
ensefianza dentro de la metodologia de la Ingenieria Didactica; Tall y
Schwarzenberger (1978); Berthelot y Berthelot (1983), que proponen una
situacion fundamental para el limite; Delgado (1995) plantea una situacidon
didactica que intenta provocar un conflicto cognitivo en el alumno. En esta
misma linea, Henning & Hoftkamp (2013) proponen una actividad que utiliza un
software de geometria dinamica y estd basada en ofrecer visualizaciones
interactivas que fomentan la idea dinamica de limite y dirigen a una vision de

objeto de la derivada.
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1.5.2. Continuidad

En general, el concepto de continuidad se considera mas sencillo y asequible para
los estudiantes que el concepto de limite, aunque su definicion se apoye en este
ultimo, y la investigacion en Didactica de la Matematica en torno a este concepto
es menos numerosa que en torno al concepto de limite. Ademas, en muchas veces
aparecen ambos ligados, y se estudia en el contexto de las investigaciones en
torno al concepto de limite funcional. Por esta razén, se han encontrado menos
antecedentes en torno al concepto de continuidad.

Uno de los estudios globales en torno a la ensefianza y aprendizaje del Andlisis
Matematico que comprende al concepto de continuidad es un proyecto de
investigacion desarrollado por el grupo GEAMJA (grupo de ensefianza del
Analisis Matematico de Jaén) en torno al afio 1997, y que se describe en
Contreras (2001). En este trabajo estudian los conceptos elementales del Analisis
Matematico, entre los que se encuentra la continuidad, desde la perspectiva de
los obstaculos epistemoldgicos y los actos de comprension de Sierpinska (1997),
tratando de buscar estrategias de ensefianza y aprendizaje adecuadas para el
tratamiento de dichos conceptos. Entre otros, estudian los manuales escolares, en
los que se recoge el saber escolar y nace de los problemas detectados en la
ensefianza del Analisis Matematico en 1° y 2° de Bachillerato y primer curso de
Universidad. Otros trabajos anteriores a los que se hacen referencia son el de El
Bouazzaoui (1988), en el que analiza obstaculos y concepciones del concepto de
continuidad, o de Campillo (1999), en el que se analiza la nocion de continuidad
desde la perspectiva de los niveles de Van Hiele. En su trabajo, Contreras (2001)
expone la idea apuntada anteriormente y comenta que aunque la idea de
continuidad sea un concepto mas asequible que el de limite, y los estudiantes son
capaces de estudiar la continuidad de funciones definidas a trozos utilizando la
concepcion de Cauchy, éstos presentan dificultades a la hora de definir la
continuidad en un punto. Ademas, indica que se produce un deslizamiento
didactico hacia la algebrizacion del concepto, es decir, saben aplicar un método
(en este caso de estudio de la continuidad de funciones definidas a trozos) de
forma mecanica, pero no comprenden el concepto. En este sentido, nuestra
intencion en el presente trabajo es observar si el tratamiento de las justificaciones
asociadas a la continuidad contribuye a que se produzca dicho deslizamiento.
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Otro estudio en esta linea es el de Contreras, Luque y Ordofiez (2003), que
presentan algunos resultados del proyecto anteriormente descrito.

Otros estudios en torno a la continuidad de funciones son los de Aparicio y
Cantoral (2003 y 2006), en torno a la continuidad puntual; Gatica et al. (2010),
que estudian las ideas de continuidad en estudiantes de ciencias economicas;
Karatas, Guven y Cekmez (2011) comparan la comprension de los conceptos de
limite y continuidad entre estudiantes de diferentes niveles, siendo los futuros
maestros los que menos éxito obtuvieron en los cuestionarios sobre
representaciones algebraicas, verbales y graficas de dichos conceptos.

Un estudio que ha suscitado gran interés por la proximidad al nuestro es el de
Sierra, Gonzéalez y Lopez (2003); en él se analizan la evolucion del concepto de
continuidad en los manuales escolares espafioles de ensefianza secundaria de la
segunda mitad del siglo XX. En relacion a la continuidad observan una evolucion
en la forma de presentar y tratar el concepto. Consideran que antes de la LGE,
con la influencia de la matemaética moderna, se presenta en primer lugar la idea
intuitiva de continuidad, y luego se define a partir del limite, en la que se utiliza
la definicidn topologica. También afirman que, tras la implantacion de la LGE, se
mezclan los conceptos de continuidad y limite, dependiendo de los autores el
orden de presentacion, se incorpora la definicion métrica, aunque se acompafia de
la nocion intuitiva y otras definiciones. Finalmente, consideran que, tras la
implantacién de LOGSE, la continuidad se trata de forma exhaustiva en poco
espacio, con poca profundidad, lo que puede dar lugar a un descenso de las
justificaciones asociadas a este concepto, lo que estudiaremos posteriormente.
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CAPITULO 11

OBJETIVOS E HIPOTESIS DE
INVESTIGACION. MARCO TEORICO

11.1. INTRODUCCION

En el capitulo anterior se ha expuesto una revision de los antecedentes
relacionados con alguno de los elementos que forman parte de nuestro trabajo. Si
bien no hemos realizado una revision completa y exhaustiva de toda la
investigacion realizada en torno a dichos elementos (demostracion matematica,
libro de texto, limite funcional y continuidad), los trabajos descritos nos dan
suficiente informacidn sobre estos elementos y son suficientes para comprender
la importancia que tienen en la educacion matematica y el porqué de ser objetos
de investigacion.

En el presente capitulo se trataran dichos elementos con méas detalle y
considerando todo aquello que dé forma a nuestro trabajo: en primer lugar, se
establecen los objetivos de nuestra investigacion, junto con nuestras hipotesis de
partida, que se derivan de dichos objetivos. Esto permitira delimitar nuestro
trabajo; a continuacion se recoge un breve apunte curricular que enmarca el
elemento central de nuestro trabajo, la demostracion matematica, en los
respectivos marcos curriculares legales, marcos que deben ser respetados por los
libros de texto correspondientes; por ultimo, se describe de forma detallada y
minuciosa el marco tedrico desarrollado para el presente trabajo, teniendo en
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cuenta las investigaciones anteriores de las que parte y los conceptos en los que
nos hemos basado.

11.2. OBJETIVOS E HIPOTESIS DE INVESTIGACION

El anélisis de las investigaciones realizado en el capitulo anterior permite
delimitar el problema de investigacion ya planteado en la introduccion: la
desaparicion paulatina en los ultimos cursos de educacion preuniversitaria de la
demostracion matematica. En el presente estudio, el foco de atencidn se centra en
uno de los componentes de los procesos de ensefianza y aprendizaje cuyo analisis
da informacion de la ensefianza de un determinado momento, el libro de texto.
Por consiguiente, el objetivo general de nuestra investigacion es estudiar la
presencia de la demostracion matematica en los libros de texto de 3° de BUP,
COU de la LGE y 1°y 2° de Bachillerato de la LOGSE y de la LOE. A partir de
este estudio, la intencion es determinar la evoluciéon de la demostracion en los
libros de texto de los cursos citados, clasificar los esquemas de prueba utilizados
seguin el modelo de lbafies y Ortega (2001b) y determinar los procesos de
ensefianza de las matematicas a través de los LT en relacion con la demostracion
0 justificaciones alternativas. Este objetivo se desglosa en los siguientes:

O1. Analizar la presencia de la demostracion en los libros de texto de las tres
ultimas leyes educativas.

0O2. Establecer una clasificacion de los tipos de justificacion utilizados segln
los niveles (esquemas de prueba), la tipologia, las funciones de la
demostracion.

03. Determinar la evolucion de las justificaciones de los teoremas en los
periodos en vigor de estas leyes educativas.

O4. Descubrir posibles errores relativos a la presentacion de los enunciados y
de las justificaciones de los teoremas.

O5. Proponer una secuencia didactica que integre los resultados encontrados.

De los objetivos anteriormente propuestos se derivan las siguientes hipotesis de
partida, que reflejan la posicion de la investigadora al respecto del problema de
investigacion descrito. Estas hipotesis, en cierto modo, guiaran en el trabajo, ya
que nuestro estudio se orientara a la comprobacion o refutacion de éstas.
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H1. La demostracion matematica ha perdido paulatinamente importancia en la
ensefianza preuniversitaria, reflejandose en los libros de texto con menor
presencia de ésta Gltima, desde los afios 70.

H2. Los esquemas de prueba utilizados por los libros de texto tienden a una
menor formalidad y rigor matematico con el paso de los afios, procediendo a
convencer desde la intuicién antes que desde el razonamiento.

H3. Cada cambio de legislacion ha rebajado, tanto la utilizacién de
demostraciones, como el rigor de las mismas.

H4. La demostracion matematica y la consiguiente fundamentacion de los
teoremas estan desapareciendo y ello puede conducir a errores tanto en la
presentacion como en el significado de los resultados propuestos.

H5. Es necesario hacer una propuesta fundamentada sobre el uso de la
demostracion matematica y de sus posibles alternativas: los Esquemas de
Prueba y las Pruebas Preformales.

Una vez fijadas las hipotesis de partida se puede acometer el estudio propuesto
inicialmente. Para ello, en primer lugar, se concreta el marco tedrico que seré la
guia del analisis de los libros de texto y que parte de los algunos de los
antecedentes descritos anteriormente: Ibaries y Ortega (1997, 2001a, 2001b,
2002a, 2002b, 2004a, 2004b y 2005), Harel & Sowder (1998, 2007), Van Asch
(1993), Bell (1976) y de Villiers (1993), Dos Santos (2010) y Gonzalez (2012).

11.3. APUNTE CURRICULAR

Antes de acometer el andlisis de los libros de texto, es necesario conocer quée
expectativas se puede tener con respecto a la demostracion matematica en los
niveles educativos considerados. Como ya se ha indicado anteriormente, se ha
centrado el presente trabajo en el estudio de los libros de texto editados desde los
afios 70, es decir, correspondientes a tres de las cuatro ultimas legislaciones
educativas de este pais (la ultima aun no se ha implantado en el nivel de
Bachillerato, por lo que todavia no existen libros de texto correspondientes con
ese nivel). Dichas leyes son la Ley 14/1970, de 4 de agosto, General de
Educacion y Financiamiento de la Reforma Educativa (LGE; Jefatura del Estado,
1970), la Ley Organica 1/1990, de 3 de octubre de 1990, de Ordenacion General
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del Sistema Educativo (LOGSE; Jefatura del Estado, 1990) y la Ley Organica
2/2006, de 3 de mayo, de Educacién (LOE; Jefatura del Estado, 2006). En el afio
2002, el gobierno de la nacién promulgé una nueva ley, la Ley Organica
10/2002, de 23 de diciembre, de Calidad de la Educacion (LOCE; Jefatura del
Estado, 2002), pero debido al cambio de gobierno durante su periodo de
implantacién, esta no llego a aplicarse, con lo que no se tendrd en cuenta en el
andlisis curricular, ya que no llegaron a editarse libros de texto correspondientes
a esta ley. Recientemente se ha promulgado una nueva legislacién educativa, la
Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre, para la mejora de la calidad educativa
(LOMCE; Jefatura del Estado, 2013), que modifica la anterior, LOE, pero que no
llega a implantarse en Bachillerato durante el desarrollo de ésta tesis, por lo que
unicamente realizamos un breve apunte sobre ella.

Debido a que los LT tienen que seguir las pautas ministeriales, antes de realizar
el analisis de los textos, es interesante conocer cuales son las indicaciones
respecto del objeto de estudio, la demostracion matematica. Por ello, a
continuacién se presenta una descripcion de los planes educativos que rigen este
estudio, prestando especial atencion a las referencias que hacen a la demostracion
matematica u otros procesos relacionados.

11.3.1. Ley General de Educacion (1970)

En 1970 se marca un hito en la educacién espafiola, se promulga la primera ley
que estructura todo el sistema Educativo Espafiol, la Ley General de Educacion
de 1970 (LGE; Jefatura del Estado, 1970). Esta Ley trae reformas importantes
respecto de las directrices anteriores, en cuanto a organizacién y ensefianzas, y
disefia un sistema unitario y flexible que se estructura en cuatro etapas:
Preescolar, Educacion General Basica, Ensefianzas Medias y Ensefianza
Universitaria.

La descripcién de las materias en los documentos legislativos de la LGE no es
muy extensa. Se relacionan de forma general los contenidos correspondientes a
cada una de ellas y se acompafian de algunas orientaciones metodoldgicas que se
exponen a continuaciéon. En la propia ley se puede apreciar un enfoque
estructuralista en el &mbito de las Matematicas desde la Educacién General
Basica.
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El primer documento en el que encontramos desarrollados el programa
correspondiente al Bachillerato Unificado Polivalente (BUP) es la Orden de 22
de marzo de 1975 por la que se desarrolla el Decreto 160/1975, de 23 de enero,
que aprueba el Plan de Estudios del Bachillerato y se regula el Curso de
Orientacion Universitaria (Ministerio de Educacion y Ciencia, 1975a), segun la
cual, el primer curso de Bachillerato se implantaria en el afio académico 1975-76,
2° de BUP en 1976-77, 3° de BUP 1977-1978 y COU, en el 1978-79.
Anteriormente, aunque existian directrices sobre la organizaciéon y materias que
debian componer los diferentes cursos, estas no estaban desarrolladas de forma
especifica. EI Curso de Orientacion Universitaria (COU) tenia un caracter
especial ya que estaba estrechamente ligado al ambito universitario. Se trata de
un curso de la Universidad que se impartia en los Institutos de Ensefianza
Secundaria por el profesorado de estos centros. Pas6 por una primera fase de
experimentacion previa (a partir del afio 1971) en la que no habia uniformidad en
el territorio espafiol y las directrices que dictaban las Universidades. Mas
adelante, a partir de la Orden citada anteriormente y que regulaba dicho curso, se
desarroll6 un programa, con validez temporal desde el afio académico 1975-76,
hasta su implantacion definitiva en el 1978-79. Dicho programa temporal lo
desarrollaba la Resolucién de las Direcciones Generales de Ordenacion
Educativa y de Universidades e Investigacion por la que se desarrolla la
disposicion transitoria cuarta de la Orden de 22 de marzo de 1975, sobre el
Curso de Orientacion Universitaria (Ministerio de Educacion y Ciencia, 1975b),
y considera dos asignaturas de Matematicas: Matematicas comunes, que fueron
obligatorias para todos los alumnos, y las Matematicas especiales, de caracter
optativo, pero obligatorias para los “Alumnos de Ciencias”. Previamente a la
implantacion definitiva de COU, la Resolucion por la que se establecen los
contenidos y orientaciones metodolégicas del Curso de Orientacion
Universitaria y se dictan instrucciones sobre el mismo de 17 de marzo de 1978
(Ministerio de Educacion y Ciencia, 1978) concreta el programa de las
asignaturas de COU descritas en la Orden citada al inicio de este parrafo
(Ministerio de Educacion y Ciencia, 1975a). En este programa, la asignatura de
Matematicas aparece en las materias, como optativa de la opcion A (opcién
relacionada con las Humanidades y Ciencias Sociales) y como obligatoria en la
opcién B (opcidn orientada a la Ciencias), aunque ambas coinciden siendo una
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Unica materia. Después se publican algunas modificaciones, pero son tan poco
relevantes que no merece la pena considerarlas aqui.

Debido a que tanto los cursos de BUP como COU se implantan a partir del afio
académico 1975-76, los libros que se utilizaran en la investigacion estan editados
a partir de dicho curso. Ademas, el Decreto 2531/1974 de 20 de julio, sobre
autorizaciones de libros de texto y material didactico (Ministerio de Educacion y
Ciencia, 1974) exige la autorizacion por el Ministerio de los libros de texto y el
material didactico utilizado en los centros docentes, y obliga a éstos a seguir las
directrices curriculares de la citada Orden y las concreciones posteriores.

En BUP, las Matematicas aparecen dentro del Area de las Ciencias Matematicas
y de la Naturaleza y, tal y como se describe:
Tratard de capacitar al alumno para comprender los fenémenos naturales, cientificos y
técnicos de su entorno. Se resaltard la importancia del mecanismo l6gico implicito en el

razonamiento cientifico habituando al alumno a los métodos deductivo e inductivo y a
la experimentacion. (Ministerio de Educacion y Ciencia, 1975a, pp. 8064)

Aunque no aparezca de forma explicita la palabra “demostracion” (pero si
métodos deductivos), en el curriculo de BUP se encuentran referencias que nos
inducen a pensar que ésta deberia estar presente (lo estaba) en estos cursos, como
por ejemplo, las referencias a los métodos deductivo e inductivo o el estudio de
teoremas en 3° de BUP. Ademas, tal y como mencionan Ibafies y Ortega (2002a),
desde la Educacion General Bésica ya hay una clara tendencia al formalismo, lo
que induce a pensar que no se prescindira de estos procesos. Por su parte, en
COU no se encuentra ninguna referencia a la demostracion matematica, aunque
indica que el caracter del curso aconseja la preparacion para el acceso a la
ensefianza superior y las diferentes especialidades a las que puede acceder el
alumno (estudios de matematicas, ciencias experimentales e ingenierias)
aconsejan que la ensefianza sea adecuada a estos fines, por lo que la
demostracion sera necesaria en NUMerosos casos.

Los cursos de Bachillerato descritos anteriormente no sufrirdn modificaciones
durante la legislacion, si se exceptla la reorganizacién de las opciones A y B de
tercer curso, en el que las Matematicas pasan a ser una optativa en ambas
opciones, aungue desarrollan el mismo programa. Sin embargo, a lo largo de la
experiencia en la ensefianza de COU, y dado su caracter preparatorio para el
acceso a estudios superiores, se considerd que las dos unicas vias qué existian

32



Objetivos e hipotesis de la investigacion. Marco tedrico

para COU no cubrian adecuadamente la formacién necesaria para el amplio
abanico de estudios universitarios, por lo que se modifica la estructura de las
ensefianzas mediante la Orden de 3 de septiembre de 1987 por la que se
modifican las Ordenes de 22 de marzo de 1975y de 11 de septiembre de 1976,
en los apartados relativos al Curso de Orientacidén Universitaria (Ministerio de
Educacién y Ciencia, 1987), y que su principal reforma se basa en ampliar de dos
opciones de materias optativas a cuatro, cada una de ellas formada por dos
obligatorias y cuatro optativas, de las cuales, los alumnos deben cursar las dos
obligatorias y dos de las optativas. En lo que a matematicas se refiere, el plan
diferencia dos asignaturas: Matematicas | (obligatoria en la opcion A, Cientifico-
tecnologica y optativa en la B, Biosanitaria) y Matematicas Il (obligatoria en la
opcién C, Ciencias Sociales y optativa en la D, Humanistica-linguistica). En el
caso de Matematicas I, las directrices curriculares son las mismas que estaban
vigentes en la asignatura anterior de Matematicas de COU, pero se concretan en
las Matematicas Il en la Resolucidn de 20 de enero de 1988 de las Direcciones
Generales de Ensefianza Superior y de Renovacion Pedagdgica, por la que se
aprueba el programa y orientaciones pedagdgicas de las «Matematicas I1» del
Curso de Orientacion Universitaria (Ministerio de Educacién y Ciencia, 1988).
Esta reforma se implanta a partir del afio académico 1988-89.

El desarrollo curricular de las Matematicas I, al estar orientadas a los alumnos
de Ciencias Sociales y Humanidades, esta desprovisto de formalismo y procesos
justificativos. Ademas, se observa que los conceptos que se estudian se abordan
como nocidn, y que no se requiere profundizacion. Por esta razén, la muestra se
ha limitado a los LT de la opcion Matematicas |.

11.3.2. Ley Organica de Ordenacion General del Sistema
Educativo (1990)

En 1990, agotado el ciclo de la LGE, el gobierno promulgdé una nueva ley
educativa, la Ley Orgéanica 1/1990, de 3 de octubre de 1990, de Ordenacion
General del Sistema Educativo (LOGSE; Jefatura del Estado, 1990). Esta ley
supuso importantes reformas, entre ellas, la descentralizacion por primera vez del
sistema educativo espafiol, asignando a las autonomias ciertas competencias,
entre ellas, la decision de un porcentaje del curriculo. Esta descentralizacion no
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fue inmediata, ya que la derivacion de las competencias educativas a las
autonomias no ocurrié de forma conjunta, si no que se hizo de manera gradual
durante los afios 90. Hasta las modificaciones del afio 2000, muchas
Comunidades Auténomas no tenian sus propias concreciones curriculares.

Sin embargo, ciertos aspectos estructurales se regulan de manera estatal. Por
ejemplo, la estructura del Bachillerato se establece en 1991, en el Real Decreto
1700/1991, de 29 de noviembre, por el que se establece la estructura del
Bachillerato (Ministerio de Educacién y Ciencia, 1991), aunque su implantacién
no se lleva a cabo hasta el afio académico 1997-98 para el 1° curso de
Bachillerato y 1998-99 para el 2°. La parte comun del curriculo, valida para todo
el territorio espafol la regula el Real Decreto 1178/1992, de 2 de octubre, por el
que se establecen las ensefianzas minimas del Bachillerato (Ministerio de
Educacion y Ciencia, 1992b); el resto de concreciones dependen de su
autonomia, en los casos en los que las competencias ya estuvieran derivadas, 0
del siguiente Real Decreto, el Real Decreto 1179/1992,de 2 de octubre, por el
que se establece el curriculo del Bachillerato (Ministerio de Educacion y
Ciencia, 1992d), para las centros que dependen directamente del Ministerio de
Educacién y Ciencia.

El curriculo de Bachillerato de LOGSE se desarrolla en cuatro modalidades
diferentes: Artes, Ciencias de la Naturaleza y Salud (en la que encontramos dos
asignaturas de matematicas: Matematicas | y Il), Humanidades y Ciencias
Sociales (también con dos asignaturas de matematicas: Matematicas aplicadas a
las ciencias sociales | y 1) y Tecnologia (que también considera las matematicas
de la modalidad de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud). En este periodo se
observa una gran diferencia en el desarrollo del programa con respecto a la etapa
anterior, que ahora se organiza en lo que llamamos curriculo, entendiendo “por
curriculo del Bachillerato el conjunto de objetivos, contenidos, métodos
pedagdgicos y criterios de evaluacion que han de regular la practica docente en
estas ensefianzas” (Ministerio de Educacion y Ciencia, 1992a y 1992b). En
ambos cursos, el programa de Matematicas | y Il es mas amplio y comprende al
de Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales I y Il, por lo que en nuestro
estudio se ha limitado la muestra a los LT de las opciones de Ciencias. En las
Tablas 11.3.2.1 y 11.3.2.2 se muestran las referencias a la demostracion que
encontramos en los dos Reales Decretos descritos anteriormente, ya que el RD
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1179/1992 completa algunos de los contenidos del RD 1178/1992 y coincide en
el resto de elementos.

Matematicas | y 11

Introduccion | -  Les caracteriza la naturaleza logico-deductiva de su version acabada, el tipo de
razonamientos que utilizan y la fuerte cohesion interna dentro de cada campo y
entre unos campos y otros.

- El conocimiento matematico en el Bachillerato debe tener un cierto respaldo
tedrico. Las definiciones, demostraciones y los encadenamientos conceptuales y
I6gicos, en tanto que dan validez a las intuiciones y confieren solidez y sentido a
las técnicas aplicadas, deben ser introducidos en estas asignaturas. Sin embargo,
éste es el primer momento en que el alumno se enfrenta con cierta seriedad a la
fundamentacion teérica de las Matematicas, y el aprendizaje, por tanto, debe ser
equilibrado y gradual.

Objetivos 4. Utilizar, con autonomia y eficacia, las estrategias caracteristicas de la investigacion
cientifica y los procedimientos propios de las matematicas (plantear problemas,
formular y contrastar hipotesis, planificar, manipular y experimentar) para realizar
investigaciones y, en general, explorar situaciones y fendémenos nuevos.

6. Mostrar actitudes asociadas al trabajo cientifico y a la investigacion matematica,
tales como la vision critica, la necesidad de verificacion, la valoracion de la
precision, el cuestionamiento de las apreciaciones intuitivas, la apertura a nuevas ideas.
7. Utilizar el discurso racional para plantear acertadamente los problemas, justificar
procedimientos, adquirir rigor en el pensamiento cientifico, encadenar
coherentemente los argumentos y detectar incorrecciones légicas.

Criteriosde | 9. Organizar y codificar informaciones, seleccionar estrategias, comparandolas y
evaluacion | | valordndolas, para enfrentarse a situaciones nuevas con eficacia, y utilizar las
herramientas matemaéticas adquiridas.

- Se pretende que el alumno utilice la modelizacién de situaciones, la reflexion
I6gico-deductiva, los modos de argumentacion propios de las matemaéticas y
las destrezas matematicas adquiridas para realizar investigaciones enfrentdndose
con situaciones nuevas.

Criterios de | 8. Realizar investigaciones en las que haya que organizar y codificar informaciones,
evaluacion Il | seleccionar, comparar y valorar estrategias para enfrentarse a situaciones nuevas con
eficacia, eligiendo las herramientas matematicas adecuadas en cada caso.

- Se pretende evaluar la madurez del alumno para enfrentarse con situaciones
nuevas utilizando la modelizacion de situaciones, la reflexion I6gico-deductiva,
los modos de argumentacion propios de las matematicas y las destrezas
matematicas adquiridas.

Tabla 11.3.2.1. Referencias a la demostracién o procesos argumentativos en el Bachillerato
de LOGSE. Mateméticas | y I1.
Aunque en ambas opciones, Matematicas | y Il y Matematicas Aplicadas a las
Ciencias Sociales | y Il, aparecen referencias a los procesos justificativos tales
como la comprobacion y refutacion de hipotesis, la necesidad de verificacion, la
justificacion, la utilizacion de modos de argumentacion propios de la
matematica,..., son mas exigentes en este sentido las opciones de Ciencias, lo
que reafirma la idea de limitar la muestra a los LT de estas opciones. Como se
aprecia en la tabla, son numerosas las referencias relacionadas con la
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demostracion, por lo que la ausencia de ésta en los libros de texto estaria
injustificada.

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales I y 11

Introduccion | ¢) Las estrategias generales o heuristicas necesarias en la resolucién de problemas
como andlisis de tareas, blsqueda de regularidades y pautas, expectativas de
resultados, comprobacién y refutacion de hipotesis.

- La fuerte abstraccién simbdlica, rigor sintactico y exigencia probatoria que
definen el saber matematico, deben tener una presencia menor en las Matematicas
aplicadas a las Ciencias Sociales I. Por el contrario, las Matematicas aplicadas a
las Ciencias Sociales Il proporcionan conocimientos e instrumentos mas técnicos,
que permiten interpretar y abordar problemas de mayor complejidad matematica;
entre ellos, especialmente los relacionados con el mundo de la economia.

Teniendo en cuenta los posibles estudios posteriores de los alumnos, habra que prestar

también cierta atencion a la fundamentacion tedrica.

Objetivos 3. Elaborar juicios y formar criterios propios sobre fendmenos sociales y econémicos,
utilizando tratamientos matematicos, Yy expresar criticamente  opiniones,
argumentando con precisién y rigor y aceptando la discrepancia y los puntos de vista
diferentes.

4. Mostrar actitudes propias de la actividad matemética como la vision critica, la
necesidad de verificacion, la valoracion de la precisién, el cuestionamiento de las
apreciaciones intuitivas y la apertura a nuevas ideas.

6. Utilizar el discurso racional para plantear acertadamente los problemas, justificar
procedimientos, adquirir cierto rigor en el pensamiento cientifico, encadenar
coherentemente los argumentos y detectar incorrecciones l6gicas.

Criteriosde | 9. Organizar y codificar informaciones, seleccionar estrategias, comparandolas y
evaluacion | | valorandolas para enfrentarse a situaciones nuevas con eficacia, y utilizar las
herramientas matemaéticas adquiridas.

- Se pretende que el alumno utilice la modelizacion de situaciones, la reflexién
I6gico-deductiva, los modos de argumentacion propios de las matematicas y
las destrezas matematicas adquiridas para resolver problemas y realizar
investigaciones enfrentandose con situaciones nuevas.

Criterios de | No hay.
evaluacion Il

Tabla 11.3.2.2. Referencias a la demostracién o procesos argumentativos en el Bachillerato
de LOGSE. Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales I y I1I.
Tras una década de implantacion de la LOGSE, la experiencia recogida en los
distintos centros de Bachillerato, asi como diferentes informes realizados por
grupos de expertos en Educacion, motivaron una modificacion de algunos
aspectos del curriculo de Bachillerato. Ademas, en ese momento, numerosas
autonomias ya han desarrollado sus propias concreciones curriculares tras la
determinacion de derivar ciertas competencias educativas desde el Ministerio de
Educacion y Ciencia. Por esta razon se promulga el Real Decreto 3474/2000, de
29 de diciembre, por el que se modifican el Real Decreto 1700/1991, de 29 de
noviembre, por el que se establece la estructura del Bachillerato, y el Real
Decreto 1178/2009, de 2 de octubre, por el que se establecen las ensefianzas
minimas del Bachillerato (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2001a),
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que fija las ensefianzas minimas y tiene validez en todo el territorio espafiol, y el
Real Decreto 938/2001, de 3 de agosto, por el que se modifica el Real Decreto
1179/1992, de 2 de octubre, por el que se establece el curriculo de Bachillerato
(Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2001b), que tiene validez para los
centros comprendidos en el ambito de gestion directa del Ministerio de
Educacién y Ciencia, pero que aporta una visién aproximada a un curriculo
completo de Bachillerato, aunque cada comunidad pueda fijar el suyo.

Matematicas | y 11

Introduccion - Los procedimientos matematicos provienen de otros contenidos de tipo
(ensefianzas conceptual que, a su vez, pueden venir clasificados como definiciones o como
minimas) proposiciones demostrables. Estos contenidos conceptuales son los que

conforman y dan estructura a la matematica misma y, en la mayoria de los casos,
requieren de un lenguaje formal cuyo dominio resulta imprescindible para su
mejor comprension.

- En las matematicas de esta modalidad, y sobre todo en las de segundo curso, los
alumnos deben alcanzar el grado de madurez necesario, en el manejo del lenguaje
formal y de los procesos ldgicos deductivos, que les permitan, por ejemplo,
seguir, interpretar y desarrollar demostraciones que no sean excesivamente
complicadas, plantear conjeturas, analizar procesos l6gicos y obtener
conclusiones, generalizaciones, etc.

Introduccion - Por tanto, en las mateméticas de estas modalidades, y sobre todo en las de
(curriculo segundo curso, se debe buscar que el alumno alcance un grado de madurez que le
completo permita el manejo del lenguaje formal y la comprensién de los métodos
estatal) deductivos propios de las matematicas.

Objetivos 4. Utilizar las estrategias caracteristicas de la investigacion cientifica y los

procedimientos propios de las matematicas (plantear problemas, formular y
contrastar hipdtesis, planificar, manipular y experimentar) para realizar
investigaciones y explorar situaciones y fenbmenos nuevos.

6. Mostrar actitudes propias de la actividad matematica, como la vision critica, la
necesidad de verificacion, la valoracion de la precision, el gusto por el rigor o la
necesidad de contrastar apreciaciones intuitivas.

7. Utilizar el discurso racional para plantear acertadamente los problemas,
justificar procedimientos, adquirir cierto rigor en el pensamiento cientifico,
encadenar coherentemente los argumentos y detectar incorrecciones logicas.

Criterios de No hay.
evaluacion 1 y 11

Tabla 11.3.2.3. Referencias a la demostracién o procesos argumentativos en Matematicas |
y 11 del Bachillerato de LOGSE en la modificacion de 2001 del curriculo de ensefianzas
minimas y el curriculo completo estatal.

A modo de ejemplo, se incluyen también las referencias del curriculo de Castilla
y Ledn (elegido por ser la Comunidad de la autora y al director de la tesis), que
se encuentran en el Decreto 70/2002, de 23 de mayo, por el que se establece el
curriculo de Bachillerato en la Comunidad de Castilla y Ledn (Conserjeria de
Educacion y Cultura de Castilla y Ledn, 2002), que servira para ver si existen
diferencias notables con el curriculo estatal. En las Tablas 11.3.2.3, 11.3.2.4 y
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11.3.2.5 se recogen las referencias a la demostracion y otros procesos
argumentativos que aparecen en los documentos curriculares citados
anteriormente.

Como se puede observar, y al igual que ocurria en curriculos anteriores, apenas
existen diferencias entre el curriculo de ensefianzas minimas y el curriculo
completo estatal, al menos en cuanto a la demostracion. Sin embargo, el curriculo
de Castilla y Ledn si que amplia algunos aspectos del curriculo de ensefianzas
minimas, afiadiendo un contenido y realizando una introduccion mas extensa.

Matematicas 1 y 11

Introduccién - Se deben introducir las definiciones, los teoremas, las demostraciones y la
realizacion de encadenamientos légicos, pero debe hacerse de una forma suave y
graduada. Empezar en primer curso con razonamientos faciles, para llegar en
segundo a demostraciones con alguna complejidad. Las definiciones, los
teoremas, las demostraciones y los razonamientos que aparecen en los libros,
no son sino el fruto de muchas horas de trabajo hechas por muchas personas que
empezarian seguramente con intuiciones, con la observacion de analogias en
cosas sensiblemente distintas, con la necesidad de resolver un problema concreto
0 de explicar un hecho. Transmitir esto servird para aproximar a los alumnos a la
realidad de la materia.

- Del buen hacer, tanto en el aspecto teérico como en el practico, va a depender
que las Matematicas cumplan su papel formativo. Las capacidades de analisis y
sintesis, de abstraccién y concrecion, de generalizacién y particularizacion, de
formulacién de conjeturas y su comprobacién, de critica, de rigor y de
formalizacién, presentes en el hacer normal de la asignatura, deben llegarle al
alumno de forma natural, y contribuir asi a mejorar su intelecto y a adquirir unos
habitos y actitudes que trascienden del &mbito de las propias Matematicas.

Objetivos 4, Utilizar las estrategias caracteristicas de la investigacion cientifica y los
procedimientos propios de las matematicas (plantear problemas, formular y
contrastar hipoétesis, planificar, manipular y experimentar) para realizar
investigaciones y explorar situaciones y fendmenos nuevos.

6. Adquirir, desarrollar y mostrar actitudes propias de la actividad matematica,
como la vision critica, la necesidad de verificacion, la valoracion de la precision,
el gusto por el rigor o la necesidad de contrastar apreciaciones intuitivas.

7. Utilizar el discurso racional para plantear acertadamente los problemas,
justificar procedimientos, adquirir cierto rigor en el pensamiento cientifico,
encadenar coherentemente los argumentos, detectar incorrecciones logicas y
analizar y criticar los resultados.

11. Desarrollar el gusto por la belleza presente en teorias, demostraciones, formas
y figuras matematicas, y apreciar la relacion entre las matematicas y las artes.

Criterios de | No hay.
evaluacion | y 11

Tabla 11.3.2.4. Referencias a la demostracion o procesos argumentativos en Matematicas |
y Il del curriculo de Bachillerato de LOGSE en Castilla 'y Ledn, en la modificacion 2001.

Por otra parte, al igual que ocurria en curriculos anteriores, las asignaturas de
Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales | y Il comprenden un temario
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mas reducido y menos formalista y, por esta razon, las referencias a la
demostracion son menores que en las Matematicas | y Il. Este hecho reafirma de
nuevo la seleccién de la muestra prescindiendo de ejemplares correspondientes a
estas asignaturas.

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales I y 11

Curriculo de ensefianzas minimas de Bachillerato y curriculo completo estatal

Introduccién - Por otra parte, determinadas caracteristicas como el rigor formal, la abstraccion o
los procesos deductivos que estructuran y definen el método matematico no
pueden estar ausentes de las matematicas de Bachillerato, cualquiera que sea su
nivel y modalidad.

Objetivos 4. Mostrar actitudes propias de la actividad matematica como la vision critica, la
necesidad de verificacion, la valoracién de la precisién, el gusto por el rigor o la
necesidad de contrastar apreciaciones intuitivas.

5. Utilizar el discurso racional para plantear acertadamente los problemas,
justificar procedimientos, adquirir cierto rigor en el pensamiento cientifico,
encadenar coherentemente los argumentos y detectar incorrecciones logicas.

Criterios de No hay.
evaluacion 1 y 11

Curriculo de Bachillerato de Castilla y Leon
Introduccién No hay.

Objetivos 4. Adquirir actitudes propias de la actividad matematica como la vision critica, la
necesidad de verificacion, la valoracién de la precisién, el gusto por el rigor o la
necesidad de contrastar apreciaciones intuitivas.

5. Utilizar el discurso racional para plantear acertadamente los problemas,
justificar procedimientos, adquirir cierto rigor en el pensamiento cientifico,
encadenar coherentemente los argumentos y detectar incorrecciones légicas.

11. Desarrollar el gusto por la belleza presente en teorias, demostraciones, formas
y figuras matemaéticas, y apreciar la relacién entre las matemaéticas y las artes.

Criterios de | No hay.
evaluacion 1 y 11

Tabla 11.3.2.5. Referencias a la demostracion o procesos argumentativos en el Bachillerato
de LOGSE de Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales | y 11 en el curriculo de
ensefianzas minimas, en el curriculo completo estatal y en el de Castillay Leon en la
modificacion de 2001.

No obstante, en la misma linea que en las asignaturas Mateméaticas | y II, las
referencias a la demostracion que hay en el curriculo completo estatal son las
mismas que en el curriculo de ensefianzas minimas, y solo observamos una
pequefia ampliacion (un contenido mas) en el curriculo de Castilla y Ledn (el
contenido namero 11, desarrollar el gusto por la belleza presente en teorias,
demostraciones, formas y figuras matematicas, y apreciar la relacion entre las
matematicas y las artes).
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11.3.3. Ley Orgéanica de Educacion (2006)

Tras la paralizacion de la LOCE en 2004, en 2006, el gobierno promulgo la ley
educativa vigente en la actualidad, o al menos en los cursos que nos ocupan: la
Ley Organica 2/2006, de 3 de mayo, de Educacion (LOE; Jefatura del Estado,
2006). Esta ley recibe la influencia de los documentos y programas de evaluacion
desarrollados desde finales de la década de los 80, como son los Estandares
Curriculares del National Council of Teachers of Mathematics de 1989 (NCTM,
1991 y 2000), las competencias PISA (OCDE, 1999 y 2003) y el Danish KOM
Project (Niss, 2002). Esta influencia hace que, frente a legislaciones anteriores,
se incluya en su curriculo las competencias basicas como novedad, pero s6lo para
la Educacion Primaria y Secundaria, por lo que éstas no aparecen en los
curriculos de Bachillerato. Por su parte, la estructura del sistema educativo es
similar al de la legislacion anterior, LOGSE, y no se observan modificaciones
importantes que se deban considerar aqui.

El Bachillerato se estructura en tres modalidades diferentes, Artes, Ciencias y
Tecnologia, y Humanidades y Ciencias Sociales. Dentro de cada modalidad, los
alumnos deberan cursar materias comunes, materias de la modalidad y materias
optativas, debiendo cursar un minimo de seis materias de la modalidad entre los
dos cursos, cinco de las cuales deben ser especificas de la modalidad elegida.
Sélo las modalidades de Ciencias y Tecnologia, y Humanidades y Ciencias
Sociales cuentan con matematicas entre sus materias de modalidad, que reciben
el nombre de Matematica I y Il en el primer caso y Matematicas Aplicadas a las
Ciencias Sociales 1 y 11 en el segundo.

Tal y como ocurria en el periodo anterior, las competencias educativas estan
derivadas a las Comunidades Auténomas, por lo que el entonces Ministerio de
Educacion y Ciencia, mas tarde Ministerio de Educacion, Politica Social y
Deporte y, actualmente el Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, solo fija
un porcentaje del curriculo, siendo las Autonomias las que regulan el resto.
Dichas concreciones minimas, comunes para todo el territorio espafiol, se
encuentran en el Real Decreto 1467/2007, de 2 de noviembre, por el que se
establece la estructura del Bachillerato y se fijan sus ensefianzas minimas
(Ministerio de Educacion y Ciencia, 2007). Ademas, para los centros que
dependen directamente del dmbito de gestion del Ministerio, se promulga el
siguiente documento: ORDEN ESD/1729/2008, de 11 de junio, por la que se
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regula la ordenacién y se establece el curriculo del Bachillerato (Ministerio de
Educacidn, Politica Social y Deporte, 2008), que completa el curriculo anterior.
Tras revisar ambos documentos, se observa que, en el ambito de las Matematicas,
ambos coinciden casi en su totalidad, exceptuando que la Orden completa los
contenidos de las asignaturas y afiade un criterio de evaluacion a Matematicas | y
Il. Se muestran las referencias de ambos documentos en las mismas tablas
(Tabla 11.3.3.1 para Matematicas | y Il y Tabla 11.3.3.2 para Matematicas
Aplicadas a las Ciencias Sociales | y I1). En esta legislacion, el curriculo de
Castilla y Leon es muy similar al que desarrolla el Estado e, incluso, se observa
que en relacion con la demostracion y procesos similares, es mas escueto que el
estatal. Por esta razon, se incluye una referencia diferente que aparece en la
introduccion del curriculo de Castilla y Ledn, pero no se incluyen las tablas
correspondientes pues no aportan nada nuevo y repiten lo que se incluyen en las
Tablas 11.3.3.1 y 11.3.3.2.

Matematicas | y 11

Introduccion

Las definiciones formales, las demostraciones (reduccion al absurdo, contragjemplos) y

(curriculo los encadenamientos logicos (implicacion, equivalencia) dan validez a las intuiciones y
de confieren solidez a las técnicas aplicadas. Sin embargo, este es el primer momento en
ensefianzas | que el alumno se enfrenta con cierta seriedad al lenguaje formal, por lo que el
minimas y aprendizaje debe ser equilibrado y gradual. El simbolismo no debe desfigurar la esencia
estatal) de las ideas fundamentales, el proceso de investigacion necesario para alcanzarlas, o el

rigor de los razonamientos que las sustentan. Deberd valorarse la capacidad para
comunicar con eficacia esas ideas aunque sea de manera no formal. Lo importante es que
el estudiante encuentre en algunos ejemplos la necesidad de la existencia de este
lenguaje para dotar a las definiciones y demostraciones matematicas de universalidad,
independizandolas del lenguaje natural.

Introduccion

- En Bachillerato se comienza, de forma suave y gradual, a dar respaldo tedrico a los

(curriculo conocimientos mateméaticos mediante la introduccion de definiciones, la

de Castillay demostracion de teoremas y la realizacién de encadenamientos 1dgicos.

Ledn) - Las capacidades de analisis y sintesis, de abstraccion y concrecion, de generalizacion
y particularizacion, de formulacién de conjeturas y su comprobacion, de critica, de
rigor y de formalizacion, presentes en el hacer normal de la materia, deben llegarle al
alumno de forma natural, y contribuir asi a mejorar su intelecto y a adquirir unos
habitos y actitudes que trascienden del &mbito de las propias Matematicas.

Objetivos 2. Considerar las argumentaciones razonadas y la existencia de demostraciones

rigurosas sobre las que se basa el avance de la ciencia y la tecnologia, mostrando una
actitud flexible, abierta y critica ante otros juicios y razonamientos.

3. Utilizar las estrategias caracteristicas de la investigacion cientifica y las destrezas
propias de las matematicas (planteamiento de problemas, planificacion y ensayo,
experimentacion, aplicaciéon de la induccion y deduccion, formulacion y aceptacion o
rechazo de las conjeturas, comprobacion de los resultados obtenidos) para realizar
investigaciones y en general explorar situaciones y fenémenos nuevos.

6. Utilizar el discurso racional para plantear acertadamente los problemas, justificar
procedimientos, encadenar coherentemente los argumentos, comunicarse con
eficacia y precision, detectar incorrecciones ldgicas y cuestionar aseveraciones carentes
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de rigor cientifico.

7. Mostrar actitudes asociadas al trabajo cientifico y a la investigacion matematica, tales
como la visién critica, la necesidad de verificacion, la valoracion de la precision, el
interés por el trabajo cooperativo y los distintos tipos de razonamiento, el
cuestionamiento de las apreciaciones intuitivas y la apertura a nuevas ideas.

Criterios de
evaluacion |

7. Realizar investigaciones en las que haya que organizar y codificar informaciones,
seleccionar, comparar y valorar estrategias para enfrentarse a situaciones nuevas con
eficacia, eligiendo las herramientas matematicas adecuadas en cada caso.

Se pretende evaluar la madurez del alumnado para enfrentarse con situaciones nuevas
procediendo a su observacion, modelado, reflexién y argumentacién adecuada, usando
las destrezas matematicas adquiridas. Tales situaciones no tienen por qué estar
directamente relacionadas con contenidos concretos; de hecho, se pretende evaluar la
capacidad para combinar diferentes herramientas y estrategias, independientemente del
contexto en que se hayan adquirido.

Criterios de
evaluacion
1

7. Utilizar los medios tecnoldgicos para obtener y procesar informacion que faciliten la
interpretacién y la resolucion de problemas sobre aspectos propios de la realidad.

- Se pretende que el alumnado maneje la informacion extraida de diversas fuentes y
que utilice las tecnologias a su alcance para realizar investigaciones, modelizar
situaciones, facilitar los célculos, extraer informacién, hacer interpretaciones y
comprobaciones, y procesar datos de naturaleza matematica, evaluando la reflexion
I6gico-deductiva, los modos de argumentacion y las destrezas propios de las
matematicas.

8. Realizar investigaciones en las que haya que organizar y codificar informaciones,
seleccionar, comparar y valorar estrategias para enfrentarse a situaciones nuevas con
eficacia, eligiendo las herramientas matematicas adecuadas en cada caso.

- Se pretende evaluar la madurez del alumnado para enfrentarse a situaciones nuevas
procediendo a su observacion, modelado, reflexion y argumentacién adecuada,
usando las destrezas matematicas adquiridas. Tales situaciones no tienen que estar
directamente relacionadas con contenidos concretos; de hecho, se pretende evaluar
la capacidad para combinar diferentes herramientas y estrategias,
independientemente del contexto en el que se hayan adquirido.

Tabla 11.3.3.1. Referencias a la demostracién o procesos argumentativos en Matematicas |
y 11 del Bachillerato de LOE en el curriculo de ensefianzas minimas, en el curriculo

completo estatal y en el curriculo de Castillay Ledn.

Se puede observar que el curriculo promulgado en esta legislacion es mucho mas
extenso y detallado que sus predecesores, al menos en relacion a las referencias
localizadas en torno a la demostracion matematica y a otros procesos de

justificacion.

Se mencionan algunas técnicas concretas de justificacion

(reduccion al absurdo, contragjemplos), menciones que no se realizaban
anteriormente en los documentos curriculares.

Por otra parte, se observa el mismo patron que en las legislaciones anteriores: las

referencias a la demostracion son mas escasas en las asignaturas de Matematicas

Aplicadas a las Ciencias Sociales | y 11, lo que vuelve a reafirmar en limitar la

seleccion de la muestra a los textos de Matematicas 1y 1l.
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Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales I y 11

Introduccién | Mirar la realidad social en sus diversas manifestaciones econdmicas, artisticas,
humanisticas, politicas, etc., desde una perspectiva matematica y acometer desde ella
los problemas que plantea, implica desarrollar la capacidad de simplificar y abstraer
para facilitar la comprension; la habilidad para analizar datos, entresacar los elementos
fundamentales del discurso y obtener conclusiones razonables; rigor en las
argumentaciones pero, sobre todo, autonomia para establecer hipdtesis y contrastarlas,
y para disefiar diferentes estrategias de resolucion o extrapolarlos resultados obtenidos
a situaciones analogas.

Objetivos 2. Adoptar actitudes propias de la actividad matematica como la visidn analitica o la
necesidad de verificacion. Asumir la precision como un criterio subordinado al
contexto, las apreciaciones intuitivas como un argumento a contrastar y la apertura a
nuevas ideas como un reto.

3. Elaborar juicios y formar criterios propios sobre fenémenos sociales y econémicos,
utilizando tratamientos matematicos. Expresar e interpretar datos y mensajes,
argumentando con precision y rigor y aceptando discrepancias y puntos de vista
diferentes como un factor de enriquecimiento.

5. Utilizar un discurso racional como método para abordar los problemas: justificar
procedimientos, encadenar una correcta linea argumental, aportar rigor a los
razonamientos y detectar inconsistencias logicas.

Criteriosde | 8. Abordar problemas de la vida real, organizando y codificando informaciones,
evaluacion | | elaborando hipdtesis, seleccionando estrategias y utilizando tanto las herramientas
como los modos de argumentacion propios de las mateméticas para enfrentarse a
situaciones nuevas con eficacia.

- Se pretende evaluar la capacidad para combinar diferentes herramientas y estrategias,
independientemente del contexto en el que se hayan adquirido y de los contenidos
concretos de la materia, asi como la determinacién para enfrentarse a situaciones
nuevas haciendo uso de la modelizacién, la reflexion ldgico-deductiva y los modos
de argumentacién y otras destrezas matematicas adquiridas, para resolver
problemas y realizar investigaciones.

Criteriosde | No hay.
evaluacion Il

Tabla 11.3.3.2. Referencias a la demostracién o procesos argumentativos en Matematicas
aplicadas a las Ciencias Sociales | y 11 del Bachillerato de LOE en el curriculo de
ensefianzas minimas, en el curriculo completo estatal y en el curriculo de Castilla 'y Leon.

11.3.4. Ley Organica para la Mejora de la Calidad Educativa
(2013)

En el afio 2013, el Gobierno promulga una nueva ley de educacion, la Ley
Organica 8/2013, de 9 de diciembre, para la mejora de la calidad educativa
(Jefatura del Estado, 2013), que modifica algunos aspectos de la legislacion
vigente, LOE. Entre ellos, modifica el Bachillerato, redefiniendo los itinerarios,
el curriculo y estableciendo una prueba de evaluacion final cuya superacion sera
necesaria para la obtencion del titulo. Su implantacion se llevara a cabo a partir
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del curso 2015-16, realizdndose en dicho curso la implantacion de 1° de
Bachillerato, y en el curso siguiente, la implantacién de 2° de Bachillerato y de la
prueba de evaluacion final, aunque ésta ultima no tendra validez académica hasta
el curso 2017-18. Entre otras modificaciones, encontramos que la estructura y
elementos del curriculo han cambiado: los objetivos ya no se definen por materia,
sino de forma comln para toda la etapa. Por otro lado, cada materia esta
organizada en contenidos, criterios de evaluacién y estandares de aprendizaje
(Jefatura del Estado, 2013).

La primera concrecion del curriculo de Bachillerato para esta nueva legislacion la
encontramos en el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se
establece el curriculo basico de la Educacién Secundaria Obligatoria y del
Bachillerato (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2015), promulgado a
principios de enero de 2015. En él se especifican los contenidos, los criterios de
evaluacion y los estandares de aprendizaje que deberian tratarse en estas etapas.
Como novedad frente a las concreciones curriculares anteriores, se ha
incorporado un bloque transversal en todas las asignaturas de Matematicas
Ilamado Procesos, métodos y actitudes hacia las matematicas que incluye una
serie de contenidos no relacionados especificamente con ningin area de las
matematicas sino mas relacionado con el propio quehacer matematico. En este
bloque es donde se localizan las referencias a la demostracion matematica, pero
estas referencias no garantizan su existencia.

En el caso de las Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales (I y I, relativas
a 1° y 2° de Bachillerato respectivamente) no se encuentran referencias a la
demostracion matematica, exceptuando una mencion a la argumentacion en la
introduccion de la asignatura. Sin embargo, en los contenidos del blogue 1
Procesos, Meétodos y Actitudes en Matematicas, correspondientes a las
Matematicas | y 11 (1° y 2° de Bachillerato) aparece lo siguiente:

Iniciacion a la demostracion en matematicas: métodos, razonamientos, lenguajes, etc.

e Métodos de demostracion: reduccion al absurdo, método de induccion,
contraejemplos, razonamientos encadenados, etc.

e Razonamiento deductivo e inductivo.

e Lenguaje gréfico, algebraico, otras formas de representacion de argumentos.

e Elaboracién y presentacion oral y/o escrita de informes cientificos sobre el
proceso seguido en la resolucion de un problema o en la demostracion de un
resultado matematico.
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(Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, 2015, pp. 414 y 419)

Estos contenidos se acompafian de criterios de evaluacion y estandares de
aprendizaje evaluables relacionados con ellos, en los que también se menciona la
demaostracion. Por ejemplo, para ambos cursos, el criterio de evaluacion 3 dice lo
siguiente:

3. Realizar demostraciones sencillas de propiedades o teoremas relativos a

contenidos algebraicos, geométricos, funcionales, estadisticos y probabilisticos.

(Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, 2015, pp. 414 y 419)

Este criterio de evaluacion se acompafia de los siguientes estandares de
aprendizaje evaluables, también comunes a ambos cursos:

3.1. Utiliza diferentes métodos de demostracion en funcion del contexto matematico.

3.2. Reflexiona sobre el proceso de demostracion (estructura, método, lenguaje y

simbolos, pasos clave, etc.).

(Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, 2015, pp. 414 y 419)

En esta nueva legislacion el aprendizaje de la demostracion es obligatorio y se
considera transversal a todos los contenidos, como se refleja en los criterios y
estandares de evaluacion correspondientes a los contenidos descritos en la cita
anterior. No obstante, dado que los libros de texto de un curso no se publican
hasta que se implanta dicho curso, no existirdn libros correspondientes al
Bachillerato de LOMCE hasta el curso 2015-16, que es el primero en el que se
imparte, y por tanto, no se incluyen en este analisis. Sin embargo, de deja abierta
la posibilidad de analizar estos textos en un futuro inmediato y estudiar como se
han reflejado estas novedades y nuevas menciones sobre la demostracion, a las
técnicas y a otros aspectos relacionados con el proceso de demostrar en los libros
correspondientes a esta nueva legislacion.

11.4. MARCO TEORICO: CATEGORIAS DE ANALISIS

Una vez revisados los trabajos realizados en torno a los dos ejes que vertebran
nuestra investigacion, la demostracion matematica y los libros de texto, se han
seleccionado los elementos que permiten organizar el analisis y obtener la
informacion buscada. Se considera, como referencia inicial, el trabajo
desarrollado por Ibafies (2001) en su tesis doctoral y los trabajos relacionados
con esta (Ibafies y Ortega, 1997, 2001a, 2001b, 2002a, 2002b, 2004b, 2005)
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sobre los esquemas de prueba y otros elementos de analisis de la demostracion
matematica. Una primera revision de estos trabajos permitio establecer una
primera version de las categorias de andlisis con la que se empezd el analisis,
fundadas en las categorias consideradas por Ibafies y Ortega en sus trabajos, pero
con las modificaciones necesarias para adaptarlas al objeto de este estudio, los
libros de texto, en lugar de los estudiantes, en los que se centra el trabajo de
Ibafies y Ortega. En el transcurso del analisis, dichas categorias tuvieron que ser
revisadas y, en su caso, eliminadas, modificadas y afiadidas a las que ya se
tenian, debido a las necesidades que surgian al considerar los datos que se
encontraban en los textos.

Dada la importancia que tiene un buen marco teorico, y la posible replicabilidad
de un estudio, se considerd que era de gran importancia realizar una descripcion
minuciosa de cada una de las categorias utilizadas y, para mayor claridad,
mostrar un ejemplo de aquellas que presenten mas dificultades. Con esto, se
pretende que cualquier lector comprenda perfectamente cada uno de los
elementos que se considera en el analisis.

Las categorias de analisis que se consideran se organizan en seis grandes grupos:
esquemas de prueba (Harel & Sowder, 1998, Ibafies, 2001b, y Dos Santos, 2010),
técnicas empleadas (lbafies y Ortega, 2001a, 2002b), funciones de la
demostracion (Bell, 1976; de Villiers, 1993), reconocimiento de procesos,
expresiones que utiliza y consideraciones globales (Ibafies y Ortega, 1997,
2002b, 2004b). A continuacion se presenta su descripcion detallada, asi como
ejemplos ilustrativos de las categorias descritas.

11.4.1. Clase de justificacion utilizada (esquemas de prueba)

El esquema de prueba (EP) de una persona, tal y como lo definen Harel &
Sowder (1998), y que ha sido utilizado por Ibafies (2001) y Dos Santos (2010),
consiste en lo que constituye persuasién y convencimiento para esa persona,
entendiendo como convencimiento el proceso utilizado por un individuo para
eliminar sus dudas sobre la veracidad de una afirmacion y como persuasion el
proceso utilizado por un individuo para eliminar las dudas de otros sobre la
veracidad de una afirmacion. En este caso, no se analizan los esquemas de
prueba personales, sino los que aparecen en los libros de texto (LT), por lo que se
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debe puntualizar dicha definicion, aunque se mantenga la perspectiva del
aprendiz. No obstante, los aprendices o lectores de los LT son variados y
diversos y, en el presente trabajo, no se trata de indicar cudles son los esquemas
de prueba de dichos aprendices (se estarian considerando de nuevo los esquemas
de prueba personales), sino los procesos de justificacion que muestran los LT y
que reunen caracteristicas similares a los esquemas de prueba personales
definidos por Harel & Sowder.

Por tanto, se dice que un esquema de prueba de un libro de texto consiste en lo
que el libro de texto muestra que podria constituir persuasion y convencimiento
para un posible lector, en este caso, un estudiante de matematicas del nivel para
el que esta disefiado el libro, entendiendo como convencimiento el proceso
impreso en el LT que podria eliminar las dudas del posible lector sobre la
veracidad de una afirmacion y como persuasion, el proceso del libro, con el
cual, el posible lector podria eliminar las dudas de otros sobre la veracidad de
una afirmacion.

La consideracion de este marco teorico y de la definicién de esquema de prueba
parte de los resultados de los estudios que se han citado anteriormente sobre los
esquemas de prueba de los alumnos (Harel & Sowder, 1998), enriquecido por
(Ibafies y Ortega, 2001) en los que comprobaron que los alumnos se encuentran
en estados de transicion entre varios esquemas de prueba, especialmente desde
los empiricos (inductivos de un caso) hasta los axiomaticos (dinamicos y
estaticos). Los alumnos consideran valido alguno de ellos en detrimento de los
demas, eligiendo entre los de la Tabla I11.4.1.1 generada por estos autores.

Esquemas de prueba

De Empiricos Analiticos
CO{‘V'CC'O” Experimentales | Estatico/Dinamico Transformacionales | Estatico/dindmico
externa - — ;

Inductivos Falso/ auténtico Particular/general

Un caso/varios casos Incompleto/completo

Sistemaético/no
sistematico

Intuitivo-Axiomaticos
Tabla 11.4.1.1. Clasificacion de los esquemas de prueba de los alumnos desarrollada por

Ibafies y Ortega.

Sin embargo, como ya se ha mencionado anteriormente, el objetivo no es
clasificar esquemas de pruebas personales, sino los esquemas de prueba que
aparecen escritos en los libros de texto, y por esta razon, se estan analizando los

procesos que aparecen en los LT cuyas caracteristicas coinciden con alguna de
47



Laura Conejo Garrote

las categorias descritas por Ibafies y Ortega y que, por tanto, pueden inducir a los
alumnos a considerar ese proceso como un tipo de esquema de prueba valido.

Esta puntualizacién influye en la descripcion de las categorias de clasificacion de
los EP. Si bien se ha partido de aquellas descritas por Ibafies (2001) e Ibafies y
Ortega (2001), no todas son susceptibles de aparecer reflejadas en los LT. En
nuestra opinion, carece de sentido considerar los EP de conviccion externa o
algunos de los inductivos descritos en lIbafies (2001) en los LT, debido la
naturaleza de dichos EP. Sin embargo, si que se deben incluir en las categorias de
EP de los LT las pruebas preformales (PP), descritas por van Asch (1993) y
analizadas por Gonzalez (2012), ya que pueden constituir persuasion vy
convencimiento para un posible lector. Se entiende por prueba preformal una
linea de razonamiento, que podria formalizarse a una prueba formal, y en la
cual la idea esencial de la demostracion se encuentra reflejada (van Asch,
1993). Este tipo de pruebas, sin ser una verificacion experimental de un
resultado, muestra un razonamiento matematico correcto, pero realizado sobre un
elemento concreto y no general. Tras la definicion de los EP y las PP, y
siguiendo a Ibafies y Ortega (2001), se consideran las siguientes categorias:

1. No se hace ningun tipo de justificacion del enunciado (EPO).

2. EP inductivo de un caso (EPil): se trata de convencer de la validez de una
conjetura mediante la evaluacion cuantitativa de un caso particular.

3. EP inductivo de varios casos (EPiV): como en el caso anterior, pero se
realiza con varios casos particulares.

4. EP inductivo sistematicos (EPiS): como en los casos anteriores, pero los
ejemplos particulares se eligen de forma organizada, cubriendo las
posibles diferentes casuisticas.

5. EP transformacionales (EPt): se realizan transformaciones de imagenes o
signos por medio de la deduccién.

6. EP axiomaticos (EPa): se realiza la demostracion a partir de axiomas,
entendiendo como tales los enunciados primarios y los resultados que se
han deducido mediante las correspondientes demostraciones.

7. Pruebas preformales (PP): se incluye como EP por su caracter de
convencimiento y persuasion. Refleja la esencia de una demostracion
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formal (EPt y EPa) y, por tanto, hereda el caracter axiomatico y
transformacional de estos EP.

Estas categorias no son excluyentes y, de hecho, se pueden encontrar
combinaciones de mas de una de ellas en algunos casos. A continuacion se
muestran algunos ejemplos de algunas de las categorias expuestas anteriormente.
Teorema de Bolzano: sea f (x) una funcion continua en intervalo cerrado y acotado [a,
b] de Ry tal que signo de f (a) y el signo de f (b) son distintos, entonces existe al menos
un punto c del intervalo [a, b] tal que f (c) = 0.
Si no se considera ningun tipo de justificacion ni explicacion, entonces se trata de
un EPO. También se podrian encontrar ejemplos en los que se verifique el
teorema, pero no se induce el resultado a otras funciones.
Esquema de Prueba:
Consideremos una funcion que cumpla las hipétesis del enunciado, por ejemplo f (x) =
x> — 1, que es continua y acotada en el intervalo [0, 3]. Evaluamos la funcién en los
extremos del intervalo.
f(0)=—1yf(3)=8
La funcion cambia de signo en los extremos del intervalo y para el punto x =1, f (1) =0,
tal y como nos indica el teorema, por lo tanto, dicho resultado es cierto.
En este caso, nos encontramos ante un EPil, ya que considera un ejemplo,
comprueba que el teorema se verifica, y de dicha comprobacion induce que sera
cierto para cualquier funcién que verifique las condiciones pedidas.

Si dicha comprobacién se realiza con varios ejemplos diferentes, entonces se
trata de un EPiV, y si los ejemplos se eligen de forma sistematica, cubriendo
varias posibles opciones diferentes (funciones afines, cuadraticas, racionales,
trigonométricas,...), entonces es un EPiS. Obsérvese un ejemplo en el que se
busquen los casos de forma sistematica:

Para el mismo teorema se trata de considerar todos los casos de funciones elementales.
Para las funciones polinémicas el ejemplo anterior, para las trigopnométricas f (x)=sen(x)

en el intervalo [-n/2, /2], para las racionales g(x) = x2x+1 en[-1, 1].

Para las exponenciales h (x) = e*—2 en [0,2].

Para las logaritmicas k (x) = log (x—1) en [3/2, 3].
Continuando con el teorema de Bolzano, veamos un ejemplo de PP. En este tipo
de prueba se tienen que recoger las lineas claves del razonamiento de la
demostracion axiomatica.
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Sea f (x) = x? — 1. Esta funcién es continua y acotada en el intervalo [0, 3] y, por tanto,
cumple la hipdtesis del teorema. Evaluemos la funcién en los extremos del intervalo.
f(0)=-1yf(3)=8
Podemos pensar que si cambia de signo, por ser continua, en algin punto dentro del
intervalo la funcion tomara el valor 0. Para verificar si existe dicho punto, vamos a
reducir el intervalo. Consideramos el punto medio del intervalo [0, 3], x = 3/2.
f(3/2)=5/4>0
Si la funcién en 3/2 hubiera tomado el valor 0, habriamos encontrado nuestro punto, y
demostrado el teorema. Como toma valor positivo, el nuevo intervalo [0, 3/2] cumple
las hipétesis del teorema y tiene una amplitud que es la mitad que el intervalo anterior.
Realizamos la misma operacion, considerando el punto medio del nuevo intervalo,
x=3/4.
f (3/4) =-5/16 <0
Si hubiera tomado el valor 0 en el punto x=3/4, entonces habriamos acabado, pero al ser
negativo, el nuevo intervalo [3/4, 3/2], cuya amplitud es la mitad que la del intervalo
anterior, cumple las hipétesis del teorema, por lo que podemos repetir el proceso.
Si se sigue realizando la misma operacion, o bien se encuentra un valor de x para el que
la funcion se anula (imposible en este caso por la irracionalidad de V2, o bien
repetiremos el proceso indefinidamente, obteniendo siempre intervalos encajados en los
anteriores que cumplen las hipotesis del teorema, y cuya amplitud es siempre la mitad
del intervalo anterior. Si consideramos la sucesion de las amplitudes de dichos
intervalos, 3, 3/2, 3/4,..., 3/2",..., cuando n tiende a o, dicha sucesion tiende a 0, y por
el principio de los intervalos encajados, la interseccion de todos ellos es el punto x=1. Si
f (1) > 0, existiria un entorno de x=1 en el que la funcion seria positiva; pero esto es
imposible ya que dicho entorno contiene a infinitos intervalos de la sucesion anterior y
en todos sus extremos la funcién tiene signos diferentes; por tanto, f (1) < 0. Con un
razonamiento analogo se estableceria que f (1) > 0y, en consecuencia f (1)=0.

EPt y EPa: Es frecuente que estos dos tipos de esquema de prueba se utilicen
como parte de una demostracion analitica tal es el caso de la prueba del teorema
de Lagrange que se reproduce a continuacion.
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Teorema de Lagrange. Si f es continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b),

entonces existe algin punto X, perteneciente a (a, b), tal que: M = f'(xo).

Demostracion: Se considera transformacional la funcion

fb) - f(a)
g =fO)-fl@-——— G-
Esta funcion cumple las hipotesis del Teorema de Rolle, g (x) es una funcion continua
en [a, b] por serlo f (X) y g (a) = g (b)=0y, por tanto, se puede aplicar su tesis y, en
consecuencia:
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Existe al menos un punto xo perteneciente a (a, b) en el que g' (xo) = 0.

g '(Xo) = (b—a)-f' (xo)—[f (b)—f (a)]=0.
Por tanto,

(O _ i
Una prueba méas transformacional que la anterior de
este mismo teorema consiste en aplicar un cambio de
sistema de coordenadas, haciendo que la secante (a,
f(a))—(b, f(b)) sea paralela al eje de abscisas. La Figura
11.4.1.1 muestra esta transformacion.

11.4.2. Técnicas empleadas

Figura 11.4.1.1

Se utiliza la clasificacion de demostraciones realizada por Ibafies y Ortega (1997)
desde la perspectiva de la propia matematica. Se clasifican los esquemas de
prueba de los LT atendiendo a las técnicas empleadas para la demostracion, esto
es, atendiendo al tipo, método, estilo y modo de EP utilizado. Se describen
brevemente las caracteristicas de cada una de estas técnicas:

1. Tipo: atendemos a la estructura légica del enunciado, ya que

consideramos que la forma de enunciar éste influye en el tipo de EP
utilizado.

a. En relacién a la implicacion puede ser de condicién necesaria
(CN), suficiente (CS), y necesaria y suficiente.

b. En relacién al cuantificador universal, puede ser de existencia
simple, imposibilidad, y existencia y unicidad.

La clasificacion de los enunciados segun estas categorias resulta inmediata
si los enunciados de los teoremas contienen a los conectores que son
propios de cada una. Sin embargo, tanto en la practica, como en los libros
de texto, aparecen otros enunciados cuya estructura no parece ajustarse a
estos tipos, ya que no utilizan dichos conectores de forma explicita, y que
puede suponer una dificultad a la hora de reconocer los teoremas por parte
de los alumnos, como ya estudiaron Ibafies y Ortega (1997). Los tipos de
enunciados que describe Ibafies son los siguientes:

=  Enunciado “si..., entonces”.

51



Laura Conejo Garrote

Hipdtesis y tesis mezcladas. Ejemplo: Las bisectrices de dos
angulos adyacentes suplementarios son perpendiculares.

Hipdtesis implicita. Ejemplo: sen (2x)=2-sen(x)-cos(x).

Cuantificador universal explicito. Ejemplo: Para todo tridngulo, los
lados son proporcionales a los senos de los angulos opuestos.

Enunciado de “condicion suficiente”. Ejemplo: Dos tridngulos son
semejantes si tienen dos de sus angulos respectivamente iguales.

Enunciado de “condicion necesaria y suficiente”. Ejemplo: Si dos
rectas paralelas son cortadas por una transversal, entonces forman
angulos correspondientes congruentes y, reciprocamente, si dos
rectas forman angulos correspondientes congruentes al ser cortadas
por una transversal, entonces son paralelas.

La estructura de estos enunciados condiciona el tipo de prueba. Sin embargo, no
es un objetivo de la tesis analizar los enunciados de los teoremas propiamente
sino las justificaciones. Dejamos como problema para futuras investigaciones el
estudio de la relacion existente, si la hay, en los libros de texto entre los
enunciados mostrados y los tipos de EP utilizados en los libros.
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2. Método: atendemos a los procedimientos ldgicos utilizados en el EP.
Puede ser por silogismo, por casos, por reduccion al absurdo, por
induccién completa, constructivo, ya sea de ejemplo o contraejemplo, por
analogia y por dualidad. Unicamente tiene sentido considerar estas
categorias en los EP axiomaticos, transformacionales o en las Pruebas
Preformales.

El tipo y el método son dos categorias sobradamente conocidas en la
comunidad matematica, por lo que no creemos que Sea necesario mostrar
ejemplos que las ilustren.

3. Estilo: atendiendo a los procedimientos matematicos. El estilo depende de
la rama de las matematicas en la que nos encontramos. En este caso, como
estudiamos las justificaciones de los resultados correspondientes al
Analisis Matematico, el estilo mas habitual sera el propio del éarea
(Algebra, Geometria, Analisis,...), aunque puede ser de dos tipos: global,
cuando se aplican teoremas y local, si realiza una discusion en un entorno.
También podemos encontrar estilos graficos, utilizando coordenadas, y
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algebraicos, de los que estos ultimos estan caracterizados principalmente
por la manipulacion simbdlica. En general, esta categoria tiene sentido si
se trata de EP axiomaticos, transformacionales o PP, pero en el caso de EP
inductivos de uno o varios casos Yy sistematicos haremos la distincion de si
el EP es algébrico o grafico.

Si se considera la prueba preformal del teorema de Bolzano descrita
anteriormente, se aprecia que el razonamiento se realiza en un entorno del
punto, observando lo que ocurre cuando se realizan razonamientos en el
infinito; estariamos hablado de una estilo del analisis matematico local. Sin
embargo, si se considera el teorema de Darboux justificado de la siguiente
manera, se aprecia otro estilo:

Teorema de Darboux o de los Valores Intermedios: Sea f (x) una funcién continua en
el intervalo cerrado y acotado [a, b], f (a) # f (b) y sea k un punto comprendido entre
f(a) y f (b). Entonces, existe al menos un punto ¢ del intervalo [a, b] tal que f (c) = k.
Demostracion:
Sea f (x) una funcion continua en el intervalo [a, b], supongamos que f (a) < f (b) y sea k
tal que f (a) < k < f (b). Consideremos la funcién auxiliar g (x) definida de la siguiente
manera:
g()=f(x) -k
Dicha funcién es continua en [a, b], por ser diferencia de una funcién continua y una
constante, y ademas tiene distinto signo en los extremos del intervalo:
g@=f@-k<0yg(()=f()-k>0
Entonces, g cumple las hipdtesis del teorema de Bolzano, y por tanto, existe c
perteneciente a [a, b] tal que:
g()=0=f(c)-k=0=>f(c)=km

En esta demostracion, el estilo es del Analisis Matematico, pero en este caso

se aplica un teorema anterior de manera general, sin hacer razonamientos en
el infinito, por lo que se clasificaria como global.

VVeamos a continuacion el teorema de conservacion de signo:

Teorema de conservacion de signo: Si f es una funcion continua en X, y f (Xo) # 0,
existe un entorno de X, en el cual f tiene el mismo signo que f (Xo).
Demostracion:

Supongamos que f (Xo) >0. Tomamos € = @ Por ser f continua en xo, existe un

entorno E(X,, J) tal que si x pertenece al entorno, entonces

Feo) =L < ) < ) + 150

53



Laura Conejo Garrote

f(xo0)
2
demostraria para f (xo) < 0.

es decir, f (x) > > 0, por lo tanto tiene el mismo signo que f (X,). Analogamente se

Como se observa, en este caso el razonamiento realizado es local, ya que se
estudia el comportamiento en un entorno del punto, recurriendo a procesos en el
limite.

4. Modo: en funcién del procedimiento de exposicion. Puede ser sintético o
directo, y analitico o indirecto.

a. El modo sintético o directo: se utilizan los conceptos basicos para
razonar.

b. El modo analitico o indirecto, se utilizan elementos que ya han sido
justificados anteriormente.

Veamos la diferencia entre ambos modos:
X
x2-2

Directa: Utilizamos la definicion de derivada y evaluamos en el punto.
, ) xzx—_z -1 x—x%+2
f@) = lim == i e e = -
_ lim_(x_ 2)(x+1) _ im_(x +1) _ -3
x>2 (x2—2)(x —2) x-2 (x?—2) 2
Analitica: Utilizamos las reglas de derivacion que se han obtenido: Derivada del
cociente de dos funciones derivables.
1(x?>—-2) —x - 2x x? —2—2x? -6 -3
(2 —2)? ~ 22"

Halla la derivada de la funcion f (x) = enx =2.

T T (xZ-2) )

x=2 x=2

El modo es una categoria que, al igual que el estilo o el método, sélo tiene
sentido en el caso de EP axiomatico, transformacionales y pruebas preformales.

Estas categorias permiten clasificar diversos aspectos de la demostracién
matematica, lo que nos ofrece una vision mas amplia de la clasificacion de las
justificaciones.

11.4.3. Funciones de la demostracion

El primer modelo considerado es de Bell (1976) y el segundo el que, basandose
en éste, construyd posteriormente de Villiers (1993). Este modelo sobre las
funciones de la demostracion ha sido considerado en varias investigaciones sobre
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la demostracion matematica. Para realizar la investigacion que aqui se describe,
también son interesantes las investigaciones de Ibafies (2001) y Dos Santos
(2010). En el primer modelo, Bell Unicamente consideraba tres funciones:
verificacion o justificacion, iluminacion (una buena demostracion debe
proporcionar ideas de por qué la proposicién es cierta) y sistematizacion.
Posteriormente, de Villiers modifica dicha clasificacion y propone cinco
funciones de la demostracion matematica: verificacion, explicacion,
sistematizacion, descubrimiento y comunicacién. Este autor sostiene que la
demostracion no es un requisito para la conviccion, sino al contrario. En muchas
ocasiones, la intuicion es la que convence de la veracidad de un resultado y una
vez llegado a ese convencimiento, se motiva la demostracion. Por esta razon
destaca la explicacion como una funcion primordial en la ensefianza de la
demostracion y de las matematicas (Ibafies, 2001). En esta misma linea, Hersh
(1993) distingue entre la finalidad de las demostraciones en investigacion
matematica y en el aula: en el primer caso, su finalidad es convencer, siendo el
publico a convencer los expertos en la materia; en el segundo caso, el fin de la
demostracion es explicar el resultado, clarificar por qué el teorema es verdad, lo
que ayuda a convencer a los estudiantes. Las funciones de la demostracion que se
han considerado en esta investigacion son las postuladas por de Villiers y a
continuacién se describe la significacion de las mismas que se ha considerado:

1. Verificacidn: concerniente a la veracidad de una afirmacion.
2. Explicacion: profundizacion en por qué es verdad.

3. Sistematizacion: la organizacion de varios resultados dentro de un sistema
de axiomas, conceptos fundamentales y teoremas. Esta funcion se supone
que el autor del LT ya la ha realizado antes de disefiarlo. No obstante,
podria ocurrir que en algunos casos la sistematizacién no se hubiera
realizado de forma correcta.

4. Descubrimiento: cuando la demostracion de un resultado lleva implicita la
demostracion de otros y permite el “descubrimiento” o “invencion” de

nuevos resultados.
5. Comunicacion: la transmision del conocimiento matematico.
Se ha aplicado este modelo a cada EP que aparece en los LT tratando de

descubrir cuales de estas funciones son consideradas. También se ha considerado
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la posibilidad de que no aparezca explicitamente ninguna de las funciones y de
que se observen otras diferentes. Este analisis puede reflejar la intencionalidad
del autor: verificativa, explicativa,... Para ver mas claramente como se reflejan
dichas funciones, se describen los siguientes ejemplos.

11.4.3.1. Sistematizacion

En este primer ejemplo consideraremos una justificacion del teorema de Bolzano,
en la que podemos apreciar la funcién de sistematizacion.

Consideramos varias funciones:
f(x)=x3+2x-2
g(X)=sen(x-1)
h(x)=log (x-1)
Para ver si esas funciones se anulan, es decir, si sus graficas cortan al eje de abscisas, se
puede observar en cada caso si tienen signo distinto algunos de los valores de cada
funcion. Después se puede considerar que esos valores de la variable en los que la
funcion cambia de signo se pueden considerar extremos de un intervalo en el que la
funcion es continua.
f(0)<0yf(1)>0
g(0)<0yg((d)>0
h(5/4)<0yh(9/4)>0
Parece razonable pensar que si cambia de signo en los extremos de los intervalos
considerados antes pueda existir, en cada uno, un punto en el que la funcién se anule.
Podriamos reducir cada intervalo un poco por la izquierda y otro poco por la derecha sin
que la funcién cambie el signo en estos extremos del que tenia en los extremos
anteriores.
f(1/4)<0yf(3/4)>0
g(1/4)<0yqg(7/4)>0
h(13)<0yh(2,3)>0

También podriamos considerar la mitad de la izquierda o la mitad de la derecha de
dicho intervalo considerando el punto medio como nuevo extremo u origen.

f(1/2)<0yf(1)>0
g(0)<0yg(3/2)>0
h(7/4)<0yh(9/4)>0

Aqui se podria ver la importancia de que las funciones se anulen o cambien de
signo en los nuevos extremos.

Pudiera ser que en los extremos de alguno de los subintervalos, la funcién
correspondiente se anulara, pero si esto no sucede podemos volver a plantear una nueva
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reduccion de intervalos. De esta manera, en cada caso se obtiene, o bien un cero, o bien
una sucesion de intervalos encajados. Con estos procedimientos se obtendrian
sucesiones de intervalos encajados de tal manera que el didmetro de un intervalo seria la
mitad que la del anterior y, por tanto la sucesion de amplitudes tenderia a cero
(podriamos haber considerado otra formas de reducir los intervalos, pero generando
siempre sucesiones de intervalos cuyo diametro tendiera a cero)
El proceso mas sencillo es cuando se consideran puntos intermedios, ya que se
puede obtener una formulacion general. La sistematizacion consiste en la
iteracion del proceso de considerar los intervalos [a;, b;] siendo a; = aj—; y b; el
punto medio de [a;-1, bi-1] 0 a; el punto medio del intervalo y b; =b;.; de manera
que f(a;)-f(b;) < 0 (el objetivo es encontrar un nuevo intervalo en el que se cumpla
que las imagenes de los extremos tiene distinto signo). Esta iteracion, que se
puede generalizar a una funcion genérica, f (x), y que formard parte de la
demostracion formal y rigurosa, ejemplifica un caso de sistematizacion, en el que
se incorpora dicho procedimiento al corpus de la teoria matematica.

Como los libros presentan las demostraciones ya cerradas y no aparecen los
procesos previos, la sistematizacién no aparece como tal dentro de una prueba
determinada pero si que aparece una sistematizacion mas general en el constructo
de los sucesivos enunciados y pruebas que deben guardar un orden de
construccion matematica (que no tiene por qué ser Unica). En este andlisis se
examina si dicha sistematizacion se realiza de manera correcta, y sélo se
considera esta funcion en los casos en que, o bien se muestre de forma explicita
como en el ejemplo, o bien no se tenga en cuenta y sea necesario sefialarlo. En
los demaés, se asume dicha funcién en la propia construccion y naturaleza del LT
pero no se sefiala.

11.4.3.2. Verificacion

La verificacion del teorema es clara porque justamente la prueba justifica la
veracidad del enunciado como algo irrefutable, que no necesita ejemplos, ni deja
abierta la posibilidad de que existan contraejemplos. En el ejemplo anterior, el
teorema de Bolzano se cumple, es decir, siempre que una funcién continua tenga
signos contrarios en los extremos de un intervalo cerrado y acotado, existe al
menos un punto interior en el que la funcion se anula y, aungue no es necesario,
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pero se puede comprobar con cualquier funcion continua que cumple con las
hipétesis, hecho que ya lo verifica la propia demostracion.

11.4.3.3. Comunicacion

Esta funcidn estd clara dentro de la comunidad matemaética creativa; entre los
alumnos es mas dificil de identificar pero se podria pensar en el siguiente
ejemplo: plantear a los alumnos la hipotesis de que f y g son dos funciones
continuas en [a, b] y tales que f-g cambia de signo en a y b, con la intencion de
que induzcan el siguiente resultado, a partir del teorema de Bolzano: deben
probar que existe X, pertenece a [a, b] tal que f (Xo) = g (Xo) y comunicarlo al resto
de la clase.

Cuando se analizan los LT, la funcién de comunicacion podriamos considerarla
entre el LT, que expone unos resultados, y el alumno, que los estudia a partir de
la exposicion hecha en el texto. Dicha funcion podra ser méas eficaz en funcion de
la claridad expositiva del libro. No obstante, dicha eficacia se hace patente si el
libro considera la funcion de explicacion, por lo que en general, se presentan
justificaciones con el objetivo de comunicarlas a los alumnos.

Esta funcidn tiene que ver con los tipos de lenguaje que pueda utilizar el texto.
Por tanto, aunque se estudiaran las expresiones utilizadas en el apartado
correspondiente, estaran relacionadas con el grado de funcién comunicativa que
tenga una demostracion. Entre otros aspectos, algunos indicadores a observar
relacionados con la funcion comunicativa y el lenguaje son los siguientes:

= Uso del lenguaje habitual.

= Uso del lenguaje simbdlico especifico.

= Se utilizan diagramas, esquemas, para representar la informacion.
= Sintaxis, semantica y semidética.

= Vocabulario comprensible.

= Lenguaje explicativo.

= Lenguaje argumentativo.

= Lenguaje imperativo e interrogativo.
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= Se realizan transformaciones de un lenguaje verbal a un lenguaje
simbdlico y viceversa.

= Se realizan generalizaciones usando el lenguaje simbolico.

Se considera que puede haber una vinculacion entre el tipo de EP utilizado por
los libros de texto y el grado de funcidn explicativa en las justificaciones, y que
la combinacion de ambos aspectos puede categorizar a los libros de texto en
niveles explicativos. No obstante, esta clasificacion quedaria fuera del alcance
del presente trabajo y se deja como una linea abierta para futuros trabajos.

11.4.3.4. Explicacién

En el discurso de la prueba del teorema de Bolzano, siguiendo el modelo de
creacion de la sucesion de intervalos encajados de amplitud &/2, se justifican
cada uno de los pasos. Veamos el siguiente ejemplo:

Toda funcion derivable en x = a es continua en x = a.

f/(a) — jlcl_r)%f(xzc: (];(Cl)

f@) = f@)
X—a

lim(f(x) = f(a)) = lim (x—a) =

_ i fx) - f(a)
= lim—~.

lim(x —a) =f'(a) - lim(x—a)=0
xX—-a X —a x—a x—-a

= lim £(x) = £())

Esta prueba no explica por qué es cierta la proposicion, no tiene la funcién
explicacién. Seria mas interesante buscar una justificacion que muestre la razon
por la cual dicha proposicion es cierta, pues contribuye a que los alumnos
recuerden mejor las proposiciones. En esa misma linea, Hanna (1995) valora la
funcion de explicacion por encima de las otras funciones en la ensefianza y
considera que una buena demostracion, desde el punto de vista de la didactica,
deberia explicar el resultado. Ademas, esta autora piensa que en la aceptacion de
un teorema es mas importante el significado global de la demostracion y la
comprension del resultado que el rigor de la misma (lIbafies y Ortega, 2005). En
la propuesta didactica, se buscara que las justificaciones propuestas sean lo mas
explicativas posibles. En el ejemplo precedente se deberian explicar por qué se
pueden establecer todas las igualdades. Otro posible ejemplo seria una prueba del
teorema de Bolzano, en la que se refleje de forma grafica la imposibilidad de
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pasar de un valor negativo al positivo (0 viceversa) sin corta al eje OX, como se
van formando los subintervalos, por qué en todos los entornos de Xq tiene que
haber infinitos subintervalos...

11.4.3.5. Descubrimiento

La prueba de Bolzano por intervalos encajados tiene de forma implicita la regla
de biseccidn para la obtencion de ceros de la funcion de forma aproximada con
un error menor que &8/2". Si se considera que el cero aproximado es el punto
medio de ese subintervalo la aproximacion tendria un error menor que /2™, Es
un ejemplo claro de como una prueba conduce al descubrimiento de otros
resultados, y que reflejaria la importancia de justificar en los libros de texto con
EP transformacionales o axiomaticos y no solo con inductivos o no justificar. En
la siguiente Figura 11.4.3.5.1 se muestra un ejemplo de descubrimiento:

METODO DE LA BISECCION

El procedimiento de la demostra

e para encontrar solucio-
nes aproximadas de la ecuacior
flx) =0
donde f es una funcidn continua

&
Este procedimiento se conoce
2
A=

omo meétodo de la biseccion

Figura 11.4.3.5.1. Funcion de descubrimiento en la demostracion del teorema de Bolzano
del LT de 2° de Bachillerato de SM (2010).

11.4.4. Reconocimiento y distincion de procesos

Tal y como indica Ibafies (2001, pp. 225), “uno de los requisitos para entender
demostraciones es su reconocimiento”. A partir de sus investigaciones, realizadas
con estudiantes de 1° de Bachillerato, Ibafies concretd6 en qué consiste el
reconocimiento de procesos matematicos y, en particular, de las demostraciones.

Reconocer demostraciones comprende distinguirlas de otros procesos e identificarlas
cuando se esta en presencia de una de ellas, asi como identificar el enunciado que
expresa lo que se ha demostrado. Pero, reconocer demostraciones también significa ser
consciente de sus consecuencias; por ejemplo, que se debe aplicar el resultado cuando
proceda, que no se precisa de posteriores comprobaciones, que resulta imposible
encontrar contra-ejemplos, etcétera. (Ibafies, 2001, pp. 225)
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Segun Ibafies, algunos alumnos confunden las demostraciones con meras
comprobaciones y calculos, y aunque algunos identifican correctamente las
demostraciones, luego no son conscientes de las implicaciones de éstas: por
ejemplo, que no sea necesario comprobar la veracidad de un enunciado
demostrado mediante la aplicaciéon de un resultado una vez que ha sido
demostrado, y que es imposible encontrar un contraejemplo. En este caso, no se
hara un analisis de las identificaciones que pudieran realizar los alumnos, sino los
LT, disefiados por expertos en Matematicas que tienen clara esta distincion. No
obstante, la presentacion de los resultados y sus justificaciones pueden inducir a
confusiones en aquellos alumnos que no hubieren aprendido esta propiedad de
las demostraciones.

Por tanto, el principal objetivo de este apartado consiste en analizar los
indicadores de reconocimiento de procesos que encontramos en los LT que
puedan facilitar o dificultar dicho reconocimiento a los alumnos. Es decir, si
indican 0 no que el enunciado mostrado es un teorema (y, por tanto, requiere de
demostracion), si se revela que la justificacion que lo acompafia, en caso de
haberla, es una demostracion o se advierte que no se demuestra cuando no lo
hacen, si se hacen referencias al proceso de justificar, y si se indica alguna
consecuencia de haber justificado el teorema.

11.4.5. Expresiones que utiliza

Una parte importante en las matematicas es el lenguaje especifico de esta ciencia,
y que determina la comunicacion. Las diferentes nomenclaturas o formas de
expresar los diferentes conceptos pueden confundir a los alumnos, debido a que,
como lectores no especializados, no dominan el lenguaje matematico. Ademas,
diferentes notaciones pueden dar lugar a diferentes maneras de demostrar. Se
considera interesante analizar el tipo de expresiones utilizadas tanto en el
enunciado como en la demostracion. Ya se ha detallado un andlisis del enunciado
en funcion del tipo de éste, y se han comentados algunos aspectos del lenguaje en
el apartado de la funcion de explicacion, pero también es interesante realizar un
analisis semantico, debido a que, en ocasiones, diferentes acciones verbales
pueden inducir a resultados diferentes. También clasificaremos los sistemas de
representacion utilizados. Siguiendo el ejemplo de Janvier (1987), los
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clasificaremos en los siguientes cuatro tipos: descripcién verbal (que puede
realizarse con lenguaje coloquial o con lenguaje especificamente matematico),
tabla, grafica y formula (lenguaje simbdlico o algebraico). Estos aspectos, junto
con aquellos descritos en el apartado de la funciéon de comunicacion y el tipo de
enunciado, conforman los aspectos relativos al lenguaje que se analizaran.
También se indica si se explican las expresiones utilizadas o las relaciones entre
diferentes sistemas de representacion.

11.4.6. Consideraciones globales

En este Gltimo apartado se consideran aspectos que no se habian estudiado en los
puntos anteriores. Por ejemplo, si el LT explica globalmente el proceso que ha
utilizado, aspecto que no hay que confundir con el reconocimiento de procesos.
En este caso, unicamente observamos si el LT realiza una breve descripcion de
los pasos que dard en la demostracion, o si directamente la presenta. Para el
publico no especializado seria interesante dicha descripcién breve, ya que ofrece
una vision general del proceso y facilita su comprension.

Otro aspecto a observar es si se comenta el significado del resultado (no
confundir con las consecuencias de haberlo demostrado). En este caso
observamos si indica qué significa el enunciado, qué relaciones establece con

otros resultados, la utilidad de éste...

Para enfatizar en el reconocimiento de procesos, se observara si se diferencia
claramente entre enunciado y demostracion, diferencia que podemos encontrar
explicita en el texto (etiquetas, indicaciones...) o implicita (un simple cambio en
la tipografia). Esta distincion es importante, ya que de no hacerse, un alumno
podria confundir los papeles de ambos. Por ultimo, se indicara si, en los casos en
los que se justifiquen dichos resultados, se sefialan otras posibles vias de
justificacion (aungue no se desarrollen).

11.4.7. Tablas resumen de las categorias de analisis
La consideracion de todas estas categorias da lugar a las tablas que se muestran a

continuacién en las que se resume el marco tedrico de analisis que vamos a
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utilizar. Estas tablas sirven de soporte para realizar la recogida de datos en los

libros de texto y el posterior analisis.

Esquemas de prueba
EP de un LT: lo que el libro de texto muestra que podria constituir persuasion y convencimiento para
un posible lector, en este caso, un estudiante de matematicas del nivel para el que esta disefiado el
libro, entendiendo como convencimiento el proceso utilizado por el LT que podria eliminar las dudas
del posible lector sobre la veracidad de una afirmacion y como persuasion, el proceso del libro que,
utilizado por el posible lector, podria eliminar las dudas de otros sobre la veracidad de una afirmacion.
EPO No se hace ningin tipo de justificacion del enunciado
Epil Se trata de convencer de la validez de una conjetura mediante la evaluacién cuantitativa de
un caso particular.
EPiV Como en el caso anterior, pero se realiza con varios casos particulares.
EPiS Como en los casos anteriores, pero los ejemplos particulares se eligen de forma organizada,
cubriendo las posibles diferentes casuisticas.
EPt Se realizan transformaciones de imagenes por medio de la deduccion.
Se realiza la demostracion a partir de axiomas, entendiendo como tales los enunciados
EPa primarios y los resultados que se han deducido mediante las correspondientes
demostraciones.
Linea de razonamiento, que podria formalizarse a una prueba formal, y en la cual la idea
PP esencial de la demostracion se encuentra reflejada. Hereda el cardcter axiomatico y
transformacional de estos EP.
Tabla 11.4.7.1. Resumen de las categorias de esquemas de prueba.
Técnicas empleadas
Estructura légica del enunciado. Condicién necesaria (CN), condicién suficiente (CS),
Tipo | necesariay suficiente (CNS). Cuantificador universal, no existencial (NE), existencia simple
(ES), imposibilidad (1), unicidad (U).
Método Procedimientos l6gicos: Silogismo, por casos, reduccién al absurdo, induccion completa,
constructivo (ejemplo o contraejemplo), analogia o dualidad.
Estilo Procedimientos matematicos: del analisis matematico, ya sea global o local, gréafico, de las
coordenadas, o algebraico.
Modo Procedimiento de exposicion: sintético o directo y analitico o indirecto.

Tabla 11.4.7.2. Resumen de las categorias de técnicas empleadas.

Funciones de la demostracion

Concerniente a la veracidad de una afirmacion

Descubrimiento

Verificacion
Explicacioén Profundizacion en por qué es verdad.
. o Organizacion de varios resultados dentro de un sistema de axiomas,
Sistematizacion
conceptos fundamentales y teoremas.
Descubrimiento o invencion de nuevos resultados.

Comunicacién

Transmisién del conocimiento matematico.

Tabla 11.4.7.3. Resumen de las categorias de funciones.
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Reconocimiento de procesos

¢Reflexiona sobre el
procedimiento?

EI LT reconoce o no el EP utilizado como tal, es decir, como una
justificacion del resultado enunciado.

¢ Se refiere a sus Consecuencias de la justificacién: aplicacion del resultado, no necesidad de

consecuencias?

comprobaciones posteriores, no busqueda de contraejemplos...

Tabla 11.4.7.4. Resumen de las categorias de reconocimiento de procesos.

Expresiones que utiliza

Expresiones

Expresiones utilizadas, tanto en el enunciado, como en la demostracion,

sistemas de representacion. Analisis semantico.

¢Explica su
significado?

Si se utilizan expresiones propias de las matematicas, si explica su

significado.

Tabla 11.4.7.5. Resumen de las categorias de expresiones que utiliza.

Consideraciones globales

¢Explica globalmente el
proceso?

Explicacién de las lineas generales que se han seguido en la
demostracion en si.

¢Comenta su significado?

Lo que significa el teorema, las relaciones que establece, su utilidad.

¢ Distingue entre el
enunciado y la justificacién?

Si separa con claridad el enunciado de la justificacién. En caso
contrario se pueden confundir los papeles de ambos.

¢Sefala otras posibles vias
de justificacion?

Si indica otras demostraciones u otras clases de justificacion.

Tabla 11.4.7.6. Resumen de las categorias de consideraciones globales.
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CAPITULO 11

MARCO METODOLOGICO

111.1.INTRODUCCION

En el presente capitulo se describe el marco metodoldgico que se ha utilizado en
el presente trabajo. Al tratarse de un analisis de libros de texto, en el que se
observa un aspecto concreto (es decir, el marco tedrico esta determinado por el
aspecto a estudiar, en este caso, la demostracién matematica) y que se realiza de
forma longitudinal en el tiempo, se han considerado dos metodologias: el método
histdrico de investigacion en educacién (Ruiz-Berrio, 1976) y la metodologia de
investigacion en educacion de Fox (1981). Ambas metodologias, que se
describen a continuacion, se han combinado para dar lugar a un método de
analisis propio adaptado a nuestro estudio.

En primer lugar se describen brevemente las dos metodologias, indicandose a
continuacién cémo se han combinado para dar lugar a la propia del trabajo.
Posteriormente, y siguiendo las etapas de Ruiz-Berrio (1976), se describe el
trabajo llevado a cabo en cada una de ellas, organizado atendiendo a las etapas de
Fox (1981). Estas descripciones permiten conocer los aspectos metodolégicos del
estudio, como son la seleccion de la muestra, los instrumentos de analisis y el
método de trabajo.
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111.2.MARCO METODOLOGICO

Segun Fox (1981), la investigacion historica en educacion tiene como objetivo
resolver problemas actuales mediante el estudio intensivo de materiales que ya
existen. En nuestro caso, el problema que se aborda esta relacionado con la
ensefianza y el aprendizaje de la demostracion matematica, elemento
imprescindible en esta ciencia, y que ofrece ciertas dificultades en el campo de la
Educacion Matematica. Como ya se ha mencionado, su ensefianza y aprendizaje
ofrece dificultades, y se ha observado que este proceso ha desaparecido
paulatinamente de los libros de texto (Dos Santos, 2010). Queda justificado que
el problema es actual. Por otro lado, los materiales que estudiamos son los libros
de texto correspondientes a las Gltimas tres legislaciones educativas espariolas
(LGE, LOGSE y LOE), con el objetivo de acercarse a los procesos de ensefianza
de la demostracion matematica. Se trata de un material existente que cumple, tal
y como indican Gonzélez y Sierra (2003), que las fuentes de las que se extrae la
informacion existen antes de que el investigador formule una tesis (unas hipotesis
de investigacidn), seleccione un topico o disefie un plan de investigacion.

Son varios los autores que han realizado interpretaciones del método histérico de
investigacion en educacion. Ruiz-Berrio (1976) describe dicho método
construyéndolo a partir de las etapas clésicas del método histérico que completa
para el caso de la educacion, es decir, de la investigacion histérica de la
educacion. Dichas etapas son las siguientes:

> Planteamiento de la investigacion: esta etapa incluye la seleccién del
tema, la determinacion del periodo cronoldgico significativo desde el
punto de vista pedag6gico, la revision del estado de la cuestion, el sondeo
de los fondos documentales existentes y la elaboracion de una
programacion.

> Fase heuristica, que se compone de la basqueda, seleccion y clasificacion
de los documentos.

> Fase critica, que el autor denomina critica historico-pedagogica, y que
divide en dos tipos: critica externa, que se preocupa de determinar la
autenticidad de las fuentes documentales, y critica interna, que se ocupa
de la comprension e interpretacion de los documentos.
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> Fase hermenéutica: consiste en la explicacion histérico-pedagdgica del
analisis realizado, es decir, la interpretacion de los textos.

> Exposicion de la investigacion.

Por su parte, Fox (1981), en su obra El proceso de investigacion en educacion,
describe una metodologia de analisis dividida en 17 etapas secuenciales,
estructuradas en tres partes, que organizarian el desarrollo de una investigacion.
Este modelo se basa en los puntos que el autor considera importantes en el
proceso de investigacién, aunque admite flexibilidad y alteracion del orden de las
etapas. Dichas etapas son las siguientes:

> Primera parte: disefio del plan de investigacion
Idea o necesidad impulsora y area problematica
. Examen inicial de la Bibliografia
. Definicion del problema concreto de la investigacion

. Estimacién del éxito potencial de la investigacion planteada

1

2

3

4

5. Segundo examen de la bibliografia
6. Seleccidn del enfoque de la investigacion

7. Formulacion de las hipotesis de la investigacion

8. Seleccion de métodos y técnicas de recogida de datos

9. Seleccion y elaboracion de los instrumentos de recogida de datos
10. Disefio del plan de anélisis de datos

11. Disefio del plan de recogida de datos

12. Identificacion de la poblacion y muestra a utilizar

13. Estudios pilotos del enfoque de recogida de datos, métodos e
instrumentos y del plan de analisis de datos

» Segunda parte: ejecucion del plan de investigacion
14. Ejecucidn del plan de recogida de datos
15. Ejecucion del plan de analisis de datos
16. Preparacion de los informes de la investigacion

> Tercera parte: aplicacion de los resultados
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17. Diseminacion (difusidn) de los resultados y propuestas de medidas
de actuacion

Estos métodos ya se han utilizado en otras investigaciones en el campo de la
Educacién Matematica: Gonzalez (2002), en su tesis doctoral utiliza el método
histérico de Ruiz-Berrio y en Gonzalez y Sierra (2003) describen dicho método
y su aplicacién a diferentes trabajos realizados por ambos; por su parte, Lépez
(2011) en su tesis doctoral también utiliza con éxito este método para el
desarrollo de su investigacion. Por otra parte, Zamora (2014) aplico la
metodologia de Fox en un andlisis que llevo a cabo de las pruebas de acceso a las
universidades de Castilla y Leon. Estos usos exitosos nos han inclinado en favor
de la utilizaciéon de este método para revisar los textos que corresponden a la
LGE y ala LOGSE.

Metodologia de la investigacion

Método historico de investigacion

en Educacién (Ruiz-Berrio, 1976) Metodologia de investigacion en educacion de Fox (1981)

1. Idea impulsora y &rea problemaética

2. Examen inicial de la bibliografia

Planteamiento de la investigacion | 3. Definicion del problema de investigacion

4. Estimacion del éxito potencial de la investigacion
12. Identificacion de la poblacién y muestra a utilizar

5. Segundo examen de la bibliografia

6. Seleccion del enfoque de la investigacion

7. Formulacion de las hip6tesis de investigacion

8. Seleccion de los métodos y técnicas de recogidas de datos
9. Seleccion y elaboracidn de los instrumentos de recogida de
datos

Fase heuristica

10. Disefio del plan de analisis de datos

11. Disefio del plan de recogida de datos

Fase critica 13. Estudios pilotos del enfoque de recogida de datos, métodos e
instrumentos y del plan de analisis de datos

14. Ejecucidn del plan de recogida de datos

Fase hermenéutica 15. Ejecucidn del plan de andlisis de datos

16. Preparacion de los informes de la investigacion
Exposicion de la investigacion 17. Diseminacion (difusion) de los resultados y propuestas de
medidas de actuacion

Tabla 111.2.1. Combinacion de las fases de Ruiz-Berrio con las etapas de Fox para la
metodologia propia de la investigacion.

Para este trabajo, dado que se analizan tanto libros de texto correspondientes a
legislaciones ya derogadas, y por tanto, de caracter historico, y libros de texto
vigentes en la actualidad, se combinan ambos métodos para dar lugar a una
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metodologia “ad hoc”, disefiada especificamente para esta investigacion. Para
ello, se sigue el modelo historico de Ruiz-Berrio descrito anteriormente, pero
combinandolo con el esquema propuesto por Fox, que nos ayuda a concretar las
acciones realizadas en cada fase. De hecho, es facil combinar ambas
metodologia, ya que las 17 etapas de Fox encajan perfectamente en las fases de
Ruiz-Berrio. En la Tabla 111.2.1 se muestra el esquema de la metodologia
disefiada en la que se combinan las etapas y fases de ambas metodologias. En el
siguiente apartado, teniendo presente este esquema, se describiran las acciones
propias de cada fase.

111.2.1. Planteamiento de la investigacién

Esta primera fase comprende todas las acciones relacionadas con el
planteamiento, delimitacion y planificacion de la investigacion. En primer lugar,
en relacion a la primera etapa de Fox, se considera la idea o necesidad impulsora
que da lugar al planteamiento de la investigacion. Esta idea surge de la
experiencia del director de la tesis en la Ensefianza Secundaria, y la contrastacion
con otros profesores de dicho nivel, que han notado una reduccién en el
formalismo y en la utilizacion de la demostracién en la clase de matematicas.
Ademas, se observa una tendencia generalizada en el profesorado a considerar un
declive en la formacion matematica de cada generacion de estudiantes, muchas
veces achacado a la pérdida de formalismo y rigor en esta ciencia. Este suceso
también ha sido observado por Dos Santos (2010) y Dos Santos y Ortega (2013),
en los que se apunta el problema de la paulatina desaparicion del tratamiento de
la demostracién y de las dificultades del profesorado para justificar enunciados
matematicos.

Teniendo en cuenta esta idea impulsora que motiva este estudio, se ha realizado
una primera revision bibliografica (segunda etapa de Fox), que permitié ver la
importancia de la demostracion matematica en la ensefianza de las matematicas y
la especial atencion que ha recibido desde la Didactica de la Matematica. Esta
revision, realizada desde diversas perspectivas (Ibafies y Ortega, 2005), junto con
la idea impulsora, reafirmé en la idea sobre la necesidad de la demostracion
matematica en la educacion escolar y permitié formular una primera hipotesis de
partida, que la demostracion matematica estd desapareciendo en la educacion
escolar, lo que llevo a la definicion del problema concreto de investigacion
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(tercera etapa): la disminucion de la presencia o desaparicion de la demostracion
matematica en los libros de texto de los ultimos cursos de educacién
preuniversitaria y sus consecuencias en la ensefianza y el aprendizaje (ya se ha
hecho una descripcion més detallada de esta situacion en el apartado 2 del
capitulo 11, sobre la que hay que seguir indagando en mayor profundidad).

Para comprobar tal hipétesis, es necesario delimitar el periodo cronolégico al que
corresponden los textos analizados. En este caso concreto, dicho periodo
comienza con la promulgacion de la primera ley educativa que estructuré todo el
sistema educativo espafol y finaliza en la actualidad, es decir, los curriculos
correspondientes a la Ley 14/1970, de 4 de agosto, General de Educacion y
Financiamiento de la Reforma Educativa (LGE, Jefatura de Estado, 1970) de
1970, a la Ley Organica 1/1990, de 3 de octubre de 1990, de Ordenacion
General del Sistema Educativo (LOGSE, Jefatura de Estado, 1990) y a la Ley
Organica 2/2006, de 3 de mayo, de Educacion (LOE, Jefatura de estado, 2006).
No consideramos la Gltima legislacion educativa, la Ley Organica 8/2013, de 9
de diciembre, para la mejora de la calidad educativa (LOMCE, Jefatura de
Estado, 2013), debido a que esta ley no ha sido implantada en los niveles
educativos que se consideran en este trabajo en el momento de elaboracion de la
memoria.

Pero carece de sentido realizar una investigacion sin considerar antes cuél sera el
objetivo final que se pretende alcanzar, y en el ambito de la Educacion
Matematica, este objetivo es proporcionar una mejora en la ensefianza y el
aprendizaje de la matematica. En este caso, dicha mejora estd orientada a la
Educacion Secundaria. Las matematicas constituyen una ciencia constructiva, en
la que partiendo de unas premisas basicas y unas definiciones, el razonamiento
permite construir el enunciado de teoremas y propiedades, que mas adelante,
daran lugar a nuevos resultados. Pero esta construccion sélo se lleva a cabo si
cada paso que se da (cada resultado que se enuncia) es comprobado, verificado,
demostrado mediante la légica y el razonamiento. De dicha construccion surge
también la pasion por esta ciencia, por su exactitud y rigor, lo que ademas facilita
la comprension de los conceptos, ya que se incorporan a la estructura mental del
alumnado que los comprende. Por esta razon, la demostracion matematica, como
explicacion y justificacion de los teoremas, favorece la comprension y, sobre
todo, la aceptacion de éstos, lo que influye positivamente en el aprendizaje de las
matematicas y en el aspecto emocional que estas representan para los alumnos.
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Por tanto, no seria admisible que este proceso desapareciera de la Educacién
Secundaria.

Por otro lado, cabe destacar que el declive en la formacion matematica basica en
Espafa es evidente a la vista de los Gltimos resultados de las evaluaciones de
PISA (Instituto Nacional de Evaluacion Educativa, 2014) y PIAAC (Instituto
Nacional de Evaluacién Educativa, 2013), lo que nos lleva a preguntarnos por los
motivos de éste suceso. El analisis del tratamiento de la demostracion en el
pasado nos permitird establecer ciertas conclusiones sobre su relacién con los
pésimos resultados en matematicas y realizar propuestas para el futuro de
secuencias didacticas que favorezcan el aprendizaje y consideren la demostracion
matematica.

La realizacion de esta investigacion permitira detectar posibles errores relativos a
la presentacion de los enunciados y de las justificaciones de los teoremas. Como
consecuencia, se podran elaborar propuestas didacticas orientadas a subsanar
dichos errores. Estas propuestas seran difundidas a la comunidad de profesores
de matematicas (cuarta etapa), especialmente de Educacion Secundaria, que son,
en Ultima instancia, los responsables de la ensefianza en cada aula de esta etapa
educativa.

En altimo lugar, dentro de esta fase del trabajo, debemos seleccionar la muestra
que utilizaremos en nuestro analisis (etapa 12). Esta muestra se ha extraido de la
poblacion objeto de nuestro estudio, poblacion formada por los libros de texto de
educacidn preuniversitaria desde la Ley General de Educacion. La muestra se ha
delimitado con los siguientes criterios:

v Nivel educativo: dada el nivel de complejidad de razonamiento matematico
de nuestro objeto de estudio, carece de sentido realizar su estudio en niveles
en los que su consideracion fuera inviable, por lo que se establecié que los
libros de texto analizados cursos de los dos ultimos cursos antes del acceso a
la universidad, es decir, 3° de BUP y COU para la LGE, y 1° y 2° de
Bachillerato para LOGSE.

v' Editoriales: Con el objetivo de generalizar al maximo las conclusiones de
nuestro estudio, y dada la inviabilidad de analizar todos los libros de texto
escritos para los cursos seleccionados, se han seleccionado cuatro editoriales
atendiendo a dos criterios: que fueran editoriales conocidas y muy utilizadas,
y que hubieran tenido continuidad en el tiempo. EI primer criterio nos parecid
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importante por dos razones: porque la muestra fuera lo mas representativa
posible y porque los libros fueran mas accesibles, sobre todo los
correspondientes a las legislaciones que ya no estan en vigor. Por otro lado, es
importante que las editoriales tengan continuidad en el tiempo para que las
conclusiones extraidas tras el analisis de los diferentes libros de texto no sean
dependientes de la editorial en si, sino de la legislacion a la que corresponden.
Las editoriales finalmente seleccionadas han sido Anaya, Santillana, SM vy
Vicens Vives. A pesar de ser editoriales conocidas y de amplia difusion, se
han encontrado serias dificultades para localizar ejemplares correspondientes
a las cuatro editoriales y a las tres leyes, dado el caracter efimero de este tipo
de libros.

Concepto: por ultimo, se ha limitado el estudio al analisis de la demostracion
de algunos de los conceptos del Analisis Matematico, en concreto, limites y
continuidad. Se han seleccionados estos conceptos por varios motivos: en
primer lugar, por afinidad de la autora y del director de tesis, como
matematicos, con estos conceptos; en segundo lugar, por la susceptibilidad de
los resultados (algunos al menos) relacionados con estos conceptos a ser
demostrados en los cursos elegidos; en tercer, y ultimo lugar, por ser
concepto relacionados con el pensamiento matematico avanzado, al igual que
lo esta el proceso de nuestro estudio (Azcarate y Camacho, 2003).

LGE

2° BUP Anaya (1977) | Santillana (1976) SM (1977) | Vicens-Vives (1980)

Anaya (1987) | Santillana (1991)

3°BUP Anaya (1977) | Santillana (1977) SM (1981) | Vicens-Vives (1977)

Anaya (1988)

cou Anaya (1989) | Santillana (1988) SM (1980) | Vicens-Vives (1979)

LOGSE

1° Bachillerato | Anaya (2002) | Santillana (1996) SM (1996) | Vicens-Vives (1998)

Vicens-Vives (2003)

2° Bachillerato | Anaya (2003) | Santillana (1997) SM (2001) | Vicens-Vives (2004)

Vicens-Vives (1999)

LOE

1° Bachillerato | Anaya (2008) | Santillana (2008) SM (2008) | Vicens-Vives (2008)

2° Bachillerato | Anaya (2009) | Santillana (2009) SM (2010) | Vicens-Vives (2009)

Tabla 111.2.1.1. Muestra de libros de texto localizados y analizados.

Una vez definidos estos criterios, se realizé la busqueda de ejemplares de libros

de texto que atendieran a dichas caracteristicas. No obstante, los conceptos de
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limites y continuidad no siempre se consideran en 3° de BUP, lo que obligd a
incorporar a la muestra, para el periodo LGE, libros de texto de 2° de BUP.
Finalmente se localizaron 33 libros de texto para realizar el analisis. Se presentan
en la Tabla 111.2.1.1 (se completa la informacidn de la muestra en el anexo Al).
Para facilitar la identificacion de cada libro en el texto, se han denotado con el
cddigo editorial (afio de edicion), que resulta mas comodo para la realizacion del
analisis que el uso de citas de la normativa APA.

No obstante, en algunas ocasiones, y para facilitar la lectura e identificacién de
los textos, se afiadird al codigo utilizado en cada texto el curso al que
corresponde dicho libro de texto.

111.2.2. Fase heuristica

En esta fase, que se compone de la busqueda, seleccion y clasificacion de las
fuentes documentales (Ruiz-Berrio, 1976) se desarrollan las etapas 5, 6, 7, 8y 9
de la metodologia de Fox (1981). Una vez determinada la muestra y definido el
problema concreto de investigacion, se procedié a un segundo examen mas
minucioso de la bibliografia (etapa 5) relacionada con nuestro trabajo,
clasificando la documentacion en tres grandes grupos: investigaciones en torno a
la demostraciébn matemaética, investigaciones en torno a los libros de texto e
investigaciones en torno a los elementos del Analisis Matematico que se han
utilizado para estudiar la demostracion. A pesar de estas agrupaciones, se ha
segregado un cuarto grupo que resulta de la interseccion de los dos primeros, es
decir, las investigaciones de la demostracién matematica en los libros de texto,
ya que son los antecedentes méas proximos a este trabajo. Dicha revision ya ha
sido descrita en el capitulo | de esta memoria. Esta segunda revision de la
bibliografia nos permitié seleccionar las investigaciones en las que nos
apoyariamos para desarrollar el marco tedrico considerado (etapa 6). Dicho
marco tedrico esta descrito de forma minuciosa en el capitulo anterior (Capitulo
I, apartado 11.4). Esta descripcion estd precedida de las hipotesis de
investigacion de las que partimos en nuestro trabajo y que se derivan de los
objetivos considerados (etapa 7). En relacidn con las etapas 8 y 9 (seleccién de
métodos y técnicas de recogidas de datos y seleccion y elaboracion de los
instrumentos de recogida de datos) se han realizado las siguientes acciones: en
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primer lugar, hay que sefialar que, en nuestra investigacion, ambas etapas se
combinan en una sola. En segundo lugar, por el tipo de trabajo que se esta
desarrollando, los métodos, técnicas e instrumentos de recogida de datos se
derivan del marco tedrico utilizado. Es decir, el método de recogida de datos
utilizado ha consistido en la revision de cada libro de texto tomando nota de la
informacion necesaria relacionada con cada uno de los aspectos del marco
teodrico. Por esto, el instrumento que conduce la recogida de datos es una tabla
que condensa las categorias del marco teérico (una tabla que retna a las tablas
del apartado 11.4.7). Para cada libro de texto, y cada resultado enunciado, se
puede completar una tabla recogiendo todos esos aspectos del marco teorico.
Esas tablas nos permiten organizar la informacién para su posterior analisis e
interpretacion.

111.2.3. Fase critica

En esta fase, segin Ruiz-Berrio (1976), se realiza la critica historico-pedagogica,
que se divide en dos tipos. En primer lugar, hay que determinar la autenticidad de
las fuentes documentales (critica externa), pero en nuestro caso esta autenticidad
esta garantizada por la naturaleza de las fuentes: los propios libros de texto. En
segundo lugar, hay que ocuparse de la comprensién e interpretacion de los textos
(critica interna). Para ello, y siguiendo las etapas 10 y 11 de Fox, se disefia el
plan de andlisis y recogida de datos. En este trabajo, al igual que ocurria con las
etapas 8 y 9 descritas en el apartado anterior, las etapas 10 y 11 van juntas. El
plan que se seguira consiste en utilizar la tabla de analisis que se desprende del
marco tedrico, y que se ha mencionado en el apartado anterior, para registrar las
observaciones de cada libro de forma minuciosa, sistematica y ordenada.
Ademas, dentro de la planificacion del analisis, se crearan unidades de analisis
dentro de los libros de texto, organizados en niveles. El primer nivel consta de
dos unidades de analisis, asociados a los conceptos a analizar: limites y
continuidad. Dentro de cada una de estas unidades, consideramos un segundo
nivel, con las mismas subunidades para los dos casos: definiciones, enunciados
de teoremas y justificaciones de teoremas. Principalmente, estas unidades se
localizan en los apartados dedicados a los contenidos de los libros de texto, pero
en algunas ocasiones, el propio libro nos remitird a algin apartado posterior
(como por ejemplo, un apartado de ejercicios y problemas resueltos). Sélo en
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es0s casos, que se indicaran en el andlisis, se consideraran otros apartados que no
sean los propios de contenidos del texto. Se podrian tener en cuenta las
relaciones entre los andlisis de las diferentes subunidades de andlisis, pero los
analisis de dichas relaciones superarian en exceso los limites de este trabajo, por
lo que se deja dicho estudio para el futuro.

Ademas, en la redaccion de la presente memoria se han elaborado otras tablas en
las que se presentaba de forma resumida algunos de los aspectos que se han
considerado destacables en cada caso. Estas tablas de recogida y organizacion
sistematica de los datos han sufrido modificaciones a lo largo del trabajo para
adaptarse a las necesidades surgidas en el transcurso del analisis: incorporacion
de observaciones, creacion de tablas complementarias,... Esta evolucion se ha
visto condicionada por los trabajos parciales desarrollados en el contexto de la
elaboracion de esta tesis doctoral (etapa 13) en los que se han utilizado las
distintas versiones de la tabla de forma provisional. Por ejemplo, en Conejo y
Ortega (2013) se puede ver una primera descripcion del marco tedrico y un
primer analisis de libros de texto para el caso de limites. Este analisis, por una
parte, sirvio para comprobar si el trabajo se enfocaba en la direccion correcta vy,
por otra, para testar la primera tabla de analisis. Esta primera comprobacion
permitié profundizar en el marco tedrico, originandose una nueva tabla de
analisis que se ha utilizado para la organizacion de un taller en un seminario del
Grupo de Investigacion de Didéactica del Analisis Matematico (GIDAM), de la
Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacion Matematica (SEIEM),
realizado en marzo del afio 2013, en el que recabamos opiniones de otros
expertos en el tema que permitieron refinar la tabla y subsanar errores. En dicho
taller, se presentd una seleccion de la muestra (dos teoremas, Bolzano y
Weierstrass de tres libros de texto diferentes) junto con la tabla resumen del
marco tedrico y varias tablas de analisis. Los expertos realizaron un anélisis de
las demostraciones presentadas con el fin de que aportaran elementos
(indicadores) de andlisis. En este seminario-taller surgieron algunas
observaciones que nos permitieron refinar la tabla de analisis (por ejemplo, se
realizd una concrecion de la categoria de estilos, y se matizo la diferencia entre
las consecuencias de la demostracion y el significado del teorema, que parecian
solaparse en un principio). Posteriormente se realizaron otros trabajos en los que
ya se recogieron dichos cambios (Conejo y Ortega, 2014; Conejo, Arce y Ortega,
2014, 2015). En el ultimo (Conejo, Arce y Ortega, 2015), el marco teorico y un
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ejemplo de su aplicacion fue presentado, como comunicacién oral, en el 9™
Congress of European Research in Mathematics Education (CERME 9), durante
el cual también fue sometido a la valoracion de los expertos en el campo de la
argumentacion y la demostracion matematica. El trabajo en este congreso sirvié
para reflexionar sobre la definicion de “esquema de prueba de un libro de texto”
ya que, tal y como estaba definido no quedaba suficientemente claro el objetivo
del trabajo. Sin embargo, el trabajo de clasificacién de justificaciones y el
consiguiente analisis fue valorado positivamente por los expertos. Tras las
diferentes modificaciones de la tabla de analisis, se ha procedido a la recogida
completa de los datos, partiendo de los que ya se tenian y considerando los
aspectos incorporados hasta la ultima version (etapa 14).

111.2.4. Fase hermenéutica

En esta fase el objetivo es explicar de forma historico-pedagogica el analisis
realizado; es decir, interpretar los datos extraidos del analisis. Esta explicacién se
ha realizado al mismo tiempo que la extraccién de datos, dado que el volumen de
éstos Ultimos exigia hacer pequefias revisiones para cada concepto analizado
(limites y continuidad). Tras la realizacion del analisis correspondiente a los
resultados de cada concepto, se ha llevado a cabo un tercer andlisis del trabajo,
mas completo (etapa 15), que nos ha permitido extraer conclusiones sobre la
evolucién de la demostracion. Ademas, se ha acompafiado cada recogida de datos
y el subsiguiente analisis de informes de investigacion que facilitaran la posterior
elaboracién de la memoria de tesis y la consiguiente difusién de resultados. Para
ambos conceptos, el andlisis se ha organizado de la siguiente manera: una
primera descripcion de cémo se organiza el concepto en el libro de texto:
resultados considerados, orden de presentacion de dichos resultados, definiciones
consideradas... y otros aspectos relevantes para la organizacion del andlisis de
las justificaciones. Este primer estudio ha permitido organizar los resultados en
grupos que faciliten la comparacion entre los libros de texto, ya que la extension
de la muestra y la enorme cantidad de resultados y justificaciones encontrados
dificultan la extraccién de resultados globales que permitan comprobar o refutar
las hipdtesis establecidas y, por ende, conseguir los objetivos propuestos.
Ademas, antes de acometer el analisis detallado, se ha mostrado un breve
resumen cuantitativo, por editoriales, de los esquemas de prueba encontrados en
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los libros de texto, por tratarse del aspecto mas importante que estudiamos en el
presente trabajo. No obstante, la organizacion de la informacion en la presente
memoria se encuentra descrita en el siguiente apartado, en el que se recoge cOmo
se ha elaborado la memoria de investigacién para su posterior difusién.

111.2.5. Exposicion de la investigacion

En esta Gltima fase (etapas 16, de elaboracion de informes, y 17, de difusion de
resultados) se recoge el proceso de elaboracion de la presente memoria.
Conviene sefialar que, tal y como se ha mencionado en el apartado 111.2.3,
algunos resultados parciales del presente trabajo ya se han difundido a la
comunidad investigadora. Los debates que se han producido en la difusion han
permitido mejorar el presente trabajo y facilitar la elaboracion de este
documento.

Aungue se ha presentado la estructura general de éste trabajo en la introduccion,
la consideracion de los marcos permite dotar de significado a la estructura
general por esta razon a continuacion se presentara con algun detalle técnico cada
capitulo de la memoria: el orden de presentacion de los resultados, la
codificacion de colores utilizada... Los aspectos tedricos (antecedentes, objetivos
e hipédtesis y marco tedrico) y los aspectos metodoldgicos (marco metodoldgico)
se han considerado en primer lugar, en sus capitulos correspondientes (capitulos
I, I1'y Il de la memoria), aunque cronolégicamente su elaboracion y desarrollo se
haya solapado con los andlisis recogidos en los capitulos siguientes. Se ha
organizado la informacion siguiendo una estructura clasica en este tipo de
trabajos, que permita a futuros investigaciones conocer el proceso de elaboracion
esta tesis doctoral y utilizar aquellos aspectos que puedan serle de su interés.

Por su parte, la elaboracién de los capitulos IV y V, en los que se recogen los
analisis de las justificaciones de los resultados de limites y continuidad
respectivamente, ha sido mas dificil y ha supuesto un reto en algunos casos. La
extension de la muestra, la diversidad de resultados a analizar y la diversidad de
comportamientos observados en los libros de texto, no permitian una féacil
comparacion entre ellos, y lo que es mas, no facilitaban la extraccion de
conclusiones generales en torno a la evolucién de la demostracion. Para ello, se
ha recurrido a la descripcion de varios analisis, cada uno de ellos mas profundo
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que el anterior, lo que permite adquirir una vision de conjunto de la evolucion y
el tratamiento de la demostracion. En la introduccion de cada capitulo se describe
el contenido de éste y se realiza una referencia a las directrices curriculares en
relaciéon con el concepto analizado. A continuacién, se describe brevemente el
tratamiento del concepto analizado en los libros de texto: en qué cursos aparece,
que resultados se enuncian, en qué orden... Una vez realizada dicha descripcion,
se muestra una primera clasificacion de los esquemas de prueba encontrados en
los libros de texto de cada editorial, tras las cuales, se muestran graficos que
resumen dicha informacion y permiten comparar los diferentes libros de texto,
tanto por editoriales, como por periodos legislativos, por esquemas de prueba, o
por combinaciones de las anteriores categorias. Tras este pequefio analisis de
caracter mas cuantitativo, se realiza el analisis completo (considerando todos los
aspectos del marco teorico) de los teoremas o resultados, distinguiendo dos
casos: los enunciados que, de forma general, se enuncian y demuestran en todos
los periodos legislativos, y aquellos que aparece Unicamente en algunos
ejemplares de la muestra. A su vez, este analisis se ha organizado en grupos
asociados a los tipos de resultados (resultados asociados al concepto, operaciones
0 propiedades del concepto, y aplicaciones del concepto). Para los enunciados
recurrentes, se han construido tablas de datos en las que se muestran todas las
categorias descritas en el marco tedrico, una para cada periodo legislativo.
Ademas, para facilitar la lectura e identificar en cada caso a qué periodo se
corresponden los libros de texto de los que se hace mencion, se han utilizado
colores diferentes en funcion del periodo legislativo considerado: rosa para la
LGE, azul para LOGSE vy verde para LOE. Esta codificacion en colores se ha
utilizado a lo largo de todo el trabajo. Las tablas en las que se recogen los datos
comprenden todos los LT de ese mismo periodo que justifican el teorema
considerado. De esta manera, se facilita la comparacion en el tratamiento de la
demostracion en los LT de un mismo periodo y curso. Para los enunciados que
aparecen de forma puntual en algunos LT, se realiza una descripcion del analisis
de la demostracion sin utilizar las tablas, ya que la inclusion de éstas aumentaria
en bastantes paginas la amplitud de la memoria de forma innecesaria. Por ultimo,
se presenta en cada capitulo la interpretacion del analisis realizado y algunas
reflexiones sobre las observaciones realizadas.

En el ultimo capitulo se recogen las conclusiones finales del estudio, extraidas
tras la realizacion de los anélisis de los dos conceptos considerados, asi como las
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implicaciones y perspectivas del trabajo para el futuro, y las propuestas
didacticas que han sido disefiadas a partir del estudio realizado con el objetivo de
mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje tanto de la demostracién como
de los conceptos considerados (limites y continuidad). Si bien esta memoria
pueda pretender por si sola ser un medio de difusion de los resultados obtenidos,
la intencion de la autora es realizar otras publicaciones que faciliten dicha
difusion, aparte de las que ya se han realizado en el transcurso de esta
investigacion y que la avalan.
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CAPITULO IV

SOBRE LOS TEOREMAS DE LIMITES

IV.1.INTRODUCCION

El concepto de limite, posiblemente, es uno de los conceptos mas dificiles que se
introducen en la Educacion Secundaria. No obstante, su definicion e inclusion en
las teorias matematicas supuso una revolucién y fue el culmen de un largo
trabajo por parte de los matematicos de la época (Bolzano, Cauchy,
Weierstrass...) En este concepto aparece la idea del infinito potencial y actual,
cuya comprension no es sencilla ni inmediata, hecho que apunta Spivak (1981).
Sin embargo, aunque es un concepto especialmente dificil, es de vital
importancia para el Analisis Matematico, ya que lo fundamenta. De él dependen
otros conceptos posteriores como la continuidad o la derivabilidad de funciones.
Dada su importancia para el desarrollo del pensamiento matematico avanzado, y
las dificultades que se han detectado en la comprensién de este concepto por
parte de los alumnos (Cornu, 1983; Blazquez y Ortega 1999, 2001b, entre otros),
el limite ha sido ampliamente estudiado en el campo de la Educacion
Matematica, tal y codmo se deduce de los numerosos estudios que se describen en
el capitulo I1.

En los textos avanzados sobre calculo infinitesimal, el limite se considera de
forma diferente segun el autor: segun Spivak (1981) se trata del concepto mas
importante del calculo infinitesimal y, quiza, también el mas dificil. También
sefiala que los demas conceptos del Analisis Matematico se definen a partir de él
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y, por tanto, es el elemento sobre el que se construye esta rama de las
Matematicas. Este autor no comienza definiendo el limite propiamente dicho sino
explicando la nocién de funcion que tiende hacia un limite, nocion que dota de
sentido a este concepto. En cuanto a los resultados sobre limites, Spivak se limita
a enunciar y demostrar la unicidad del limite, el limite de la suma, del producto y
de la funcidn inversa (1/g) y todo ello, considerando limites en un punto.
Menciona brevemente, y deja como ejercicio para su profundizacion, la
consideracion de limites laterales, o de limites infinitos, ya que, como el mismo
autor indica, “la idea general que se oculta tras las definiciones debe quedar clara una
vez que se ha comprendido la definicion de limites ordinarios” (Spivak, 1981, pp.
131).

Por su parte, Salas Hille (1994) comienza con la idea intuitiva (utilizando
términos de proximidad y tendencia, indistintamente) acompafiada de maltiples
ejemplos para, a continuacién, presentar el concepto con la definicion métrica.
Enuncia un resultado de equivalencia de definiciones, aunque deja la
demostracion como ejercicio. Tras definir los limites laterales, relaciona la
existencia y coincidencia de estos ultimos con la existencia de limite (siempre
considerando el limite en un punto, aunque también deja como ejercicio esta
demostracion). El siguiente epigrafe reline algunos teoremas sobre limites:
unicidad, operaciones (suma, producto por constante y producto), limites de
polinomios, reciprocos (1/g) y cocientes, cociente de polinomios, no existencia
del limite del cociente cuando el denominador tiende a cero; este autor justifica
todos los teoremas propuestos, bien sea en el capitulo, 0 en una seccion
complementaria inmediatamente a continuacion. Sigue con la idea de
continuidad vy, tras tratarla, considera los limites de funciones trigonométricas.

Estos dos autores de textos universitarios sobre el limite funcional muestran
algunas diferencias en su tratamiento. En este sentido, Blazquez, Gatica y Ortega
(2009) realizaron un estudio sobre la conceptualizacion del limite funcional en
manuales universitarios de Analisis Matematico que corrobora esta idea de la
diversificacion en la manera de presentar y tratar este concepto. Tal y como
indican los autores, la definicion de limite no es Unica e inmutable, y se observa
la existencia de numerosas diferencias en la conceptualizacion, la subjetividad, la
accion, el orden, el simbolismo, las representaciones graficas, etc.
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Ciertamente, los textos citados no son de los niveles educativos que estamos
analizando aqui, y tan solo se trata de unos apuntes para destacar la importancia
del concepto y la diferencia del tratamiento entre textos universitarios, que
pueden ser guias superiores (mas amplias y profundas) para el profesorado que
los propios libros de texto de Bachillerato. Ademas, esta diversidad tambien se
encuentra en los libros de texto de los cursos pre-universitarios, y dificulta el
analisis y la comparacién entre ellos.

En el presente capitulo, tras hacer un apunte sobre las disposiciones de las cuatro
leyes organicas de educacion acerca del concepto de limite, se muestra el analisis
de las justificaciones relativas a los resultados de limites que se encuentran en los
libros de texto. En primer lugar se realiza una descripcion de lo que los libros de
texto presentan en relacién con el limite funcional, lo que nos permite tener una
idea de los diferentes tratamientos que recibe el concepto en funcion del libro de
texto considerado y de en qué cursos se considera cada resultado. Eso ha
permitido agrupar los resultados en tres categorias para facilitar el andlisis
posterior: resultados asociados al concepto de limite, operaciones con limites y
resultados asociados a indeterminaciones. Previo a dicho analisis se presenta un
resumen de los esquemas de prueba que utilizan los libros de texto, y los
resultados asociados a dicho analisis. Tras ello, en epigrafes diferentes, se
muestra un analisis mas fino de los esquemas de prueba asociados a cada
categoria de resultados, ademas de los otros aspectos descritos en el marco
tedrico, junto con un breve andlisis de las definiciones de limite utilizadas en los
LT. Se acaba el capitulo con algunas reflexiones sobre el analisis realizado y su
relacion con los objetivos del estudio.

1V.2. ANALISIS DE LOS CURRICULOS

En el curriculo de Matematicas correspondiente a las legislaciones que se
estudian, el limite funcional ha estado siempre presente. Respecto a la LGE, se
observa que unicamente aparecen referencias a limites en los contenidos relativos
a 2° de BUP (Ministerio de Educacion y Ciencia, 1975a) ya que en 3° de BUP y
en COU, se estudia la derivabilidad. Por esta razén, consideramos hacer un
estudio de los esquemas de prueba de los resultados relativos a limites en los
libros de texto de 2° de BUP, aunque éstos no formaban parte de la muestra
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inicial. No obstante, algunas editoriales, a modo de recordatorio, incluyen
nociones sobre limites en sus textos de COU antes de abordar la derivabilidad,
por lo que se incluiran en el andlisis aunque los documentos curriculares no
hagan referencia a ellos. Para el periodo LOGSE, las referencias a los limites en
este curriculo no son explicitas en el primer curso. En él sélo mencionan la
tendencia de evolucion de funciones en los criterios de evaluacion de
Matematicas I. Sin embargo, si que son explicitas en el segundo curso: en los
contenidos de Matematicas Il encontramos “introduccion al concepto de limite”
(Ministerio de Educacion y Ciencia, 1992a y 1992b), que incluye el calculo de
limites y su aplicacion al estudio y representacion de funciones; también se hacen
referencias a este concepto en los criterios de evaluacion de la misma asignatura.
En la modificacion realizada en 2001 se observa que los curriculos desarrollados
tanto a nivel estatal como en Castilla y Le6n son mas completos y descriptivos
que sus predecesores: en el primer curso se estudia el concepto intuitivo de
limites, su calculo y su aplicacion al estudio de funciones; en segundo curso el
tratamiento del concepto de limite se amplia, se hace mas completo, mas tedrico,
mas riguroso y mas profundo. Asi, por ejemplo en los contenidos del primer
curso se lee:

Concepto intuitivo de limite de una funcion en un punto. Limites laterales. Limites en el

infinito. Calculo de limites. Asintotas verticales y horizontales de una funcién

(Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, 2001, pp. 33840)
Sin embargo, no se menciona el limite en los criterios de evaluacion del citado
documento. En cambio, en los contenidos del segundo curso aparece de forma
explicita el concepto:

Limite de una sucesion. Limite de una funcidon. Calculo de limites (Ministerio de
Educacién, Cultura y Deporte, 2001, pp. 33841)

Y en los criterios de evaluacion:

Desarrollar las destrezas méas usuales para el célculo de limites [...]. (Ministerio de
Educacién, Cultura y Deporte, 2001, pp. 33841)
En el periodo LOE se encuentran referencias a los limites también en los dos
cursos, aungue en este caso de forma explicita en ambos. Segun el curriculo
estatal (Ministerio de Educacion, Politica Social y Deporte, 2008), en los
contenidos de Matematicas I se menciona lo siguiente: “aproximacion al concepto
de limite de una funcién en un punto”, y en Matematicas Il se estudia el concepto, el
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calculo de limites, los limites infinitos y en el infinito, y las asintotas. En ambos
cursos, segun los criterios de evaluacion, se aplican al estudio de funciones,
interpretacion de fendmenos naturales o tecnoldgicos... Por su parte, en Castilla
y Ledn se describen los contenidos de forma mas extensa aunque en la misma
linea que marcan las directrices estatales:
Aproximacién al concepto de limite de una funcion, tendencia y continuidad. Técnicas
elementales del céalculo de limites. Limites y comportamiento asintético de una funcion.

(Contenidos Matematicas |, Consejeria de Educacion de Castilla y Ledn, 2008, pp.
11358)

Concepto de limite de una funcion. Calculo de limites. Limites en el infinito.
Comportamiento asintético de una funcién. (Contenidos Matematicas Il, Consejeria de
Educacion de Castilla'y Ledn, 2008, pp. 11358)

Por ultimo, se observa que en la nueva legislacion, LOMCE, tambien se
considera el limite funcional, tanto en el primer curso como en el segundo.
Algunas de las referencias que se pueden encontrar en el Real Decreto
1105/2014, que establece el curriculo de Educacion Primaria, Secundaria y
Bachillerato (2015), entre otras, son las siguientes:

Concepto de limite de una funcion en un punto y en el infinito. Célculo de limites.

Limites laterales. Indeterminaciones. (Contenidos de Matematicas 1)

2.1 Comprende el concepto de limite, realiza las operaciones elementales de calculo de

los mismos, y aplica los procesos para resolver indeterminaciones.

2.2 Determina la continuidad de la funcion en un punto a partir del estudio de su limite

y del valor de la funcién. (Estandares de aprendizaje de Matematicas I)

Limite de una funcidn en un punto y en el infinito. (Contenidos de Matematicas Il).

1.2 Aplica los conceptos de limite y de derivada, asi como los teoremas relacionados, a

la resolucion de problemas.

2.1 Aplica la regla de L’Hopital para resolver indeterminaciones en el calculo de

limites. (Estandares de aprendizaje de Matematicas 1)

(Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, 2015, pp. 36-47)

En resumidas cuentas, su tratamiento en los cursos considerados en nuestro
estudio es ineludible, debe hacerse de forma obligada y, por tanto, se deberia
encontrar este concepto y los resultados asociados a él en todos los LT. Sin
embargo, no se explicitan qué resultados deben aparecer, lo que implica que la
organizacién del concepto de limite, qué teoremas y propiedades se enuncien y
en qué orden, puede variar de unos libros a otros a criterio de los autores, lo que
se comprobara en el analisis de los LT de nuestra muestra.
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IV.3.LOS LIMITES EN LOS LIBROS DE TEXTO

En el presente epigrafe presentamos un breve resumen de como se presentan los
limites en los libros de texto. Dicho resumen estd ordenado, en primer lugar, la
antigliedad de la legislacion a la que corresponde, del curso mas bajo al mas alto,
y por editoriales, ordenadas por orden alfabético. Este resumen muestra una
primera idea de los resultados que analizaremos bajo la perspectiva de nuestro
marco teorico.

IV.3.1. Ley General de Educacion

Como ya hemos indicado anteriormente, los limites no se estudian en 3° de BUP,
ya que la organizacion curricular del periodo legislativo de la LGE considera que
su tratamiento debe realizarse en el curso anterior. Por esta razon se ha ampliado
la muestra para este concepto a los libros de texto de 2° de BUP. También
incluimos las referencias que se encuentran en algunos de los textos de COU, ya
que, de manera general, los limites se suponen estudiados en este nivel, pero
algunas editoriales los incluyen a modo de recuerdo. Veamos las lineas generales
del tratamiento que hacen los LT de éste periodo para los limites.

1VV.3.1.1. Libros de 2° BUP

Anaya: en la muestra se consideran con dos ejemplares de este curso para esta
editorial, uno de 1976 y el otro de 1987. Es conveniente el analisis de ambos
ejemplares, aungque correspondan al mismo curso, misma editorial y mismo
periodo, debido a que al estar tan espaciados en el tiempo (uno esta editado al
comienzo de la ley y el otro al final). Asi, se podra observar si esta editorial
experimenta alguna evolucién a lo largo de este periodo.

El ejemplar mas antiguo (Anaya, 1976) considera en un primer tema la definicién
del concepto de limite en un punto, de limites infinitos y de limites en el infinito,
introduciendo el tema con una explicacion intuitiva del concepto (ademas, en
temas anteriores considerd las sucesiones y, por tanto, el limite de sucesiones). A
continuacién se presenta un tema en el que se considera el calculo de limites de
funciones (tema 6). En este tema se refieren Unicamente a limites finitos de
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funciones en un punto, y en él, en primer lugar, se presentan los infinitésimos,
junto con sus propiedades (que se usaran mas adelante para justificar las de
limites) y las propiedades de los limite y aplicaciones al calculo. En el siguiente
tema se considera el calculo de limites en el infinito, y en él se hacen referencias
a los resultados sobre sucesiones, lo que se puede considerar una generalizacion
(o esquema de prueba inductivo) si se consideran a las sucesiones como un caso
particular de funciones. De esta manera, se limitan a enunciar los resultados sin
justificarlos.

En el ejemplar méas reciente (Anaya, 1987), en primer lugar, se introducen
también las sucesiones y el limite de sucesiones. Mas adelante, una vez
consideradas las funciones, se acomete el estudio del limite de funciones. Tras
introducir una idea intuitiva de limite, el libro considera los limites en el infinito
y a continuacion, el limite de una funcion en un punto. En el siguiente tema se
presenta el calculo de limites, siguiendo el mismo orden que en el anterior: en
primer lugar el calculo de limites en el infinito (e indeterminaciones) y, en
segundo, el calculo de limites en un punto. Este libro no enuncia reglas, ya que
considera que se pueden calcular aplicando propiedades de los numeros, y
unicamente muestra ejemplos, a excepcion del limite de una funcién potencial-
exponencial, cuya base tiende a 1 y cuyo exponente a infinito. Sin embargo, si
incluye el tratamiento de algunas indeterminaciones o familias concretas de
funciones como, por ejemplo, el limite de un polinomio, de la funcién raiz
cuadrada y de las funciones racionales.

Santillana: al igual que en el caso de Anaya, tenemos dos ejemplares de esta
editorial correspondientes a este curso en nuestra muestra, Santillana (1976) y
Santillana (1991). Si bien este Gltimo texto esta editado tras la promulgacion de
la siguiente ley orgénica, la LOGSE, es habitual que exista un periodo de
convivencia entre las dos legislaciones hasta que la segunda es completamente
implantada, y dado que los cursos analizados son de los de mayor nivel, estos no
entraron en vigor hasta los afios 1997 y 1998.

En el primer ejemplar, Santillana (1976), el texto considera en una unidad el
tratamiento de las funciones reales, de los limites y de la continuidad, separado
en temas diferentes. Esta unidad esté precedida por la de sucesiones, en el que ya
se han estudiado los limites de sucesiones y propiedades sobre ellos. En el tema
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de limite de funciones, el libro de texto, en primer lugar, presenta una
introduccion a la idea intuitiva del limite de una funcién en un punto para
definirlo formalmente a continuacion. Seguidamente considera algunas
propiedades de los limites o reglas de calculo (aplicacion de la regla de Ruffini a
funciones racionales, el limite de la diferencia de una funcion y su limite en un
punto es cero, funcion constante, unicidad, acotacion, conservacion del signo),
seguidas de las operaciones. En los siguientes apartados presenta los limites
infinitos, los limites en el infinito, asintotas y limites laterales. Finalmente,
enuncia algunas propiedades como teoremas. Este LT presenta numerosas
justificaciones de los resultados que enuncia.

En el ejemplar mas reciente, Santillana (1991), los limites y la continuidad de
funciones se presentan en el mismo tema, debido a que define la continuidad a
partir de los limites. Para presentar el tema del limite, muestra primero un
ejemplo concreto en el que una funcion se aproxima a un valor en las
inmediaciones de un punto. Luego da una primera nocion, utilizando sucesiones
y las imagenes de sucesiones, para acabar enunciando la definicién épsilon-delta.
En la parte de propiedades muestra las operaciones (hasta ahora sdlo ha
considerado los limites en un punto), y demuestra el caso de la suma por
considerarlo sencillo. El resto (producto por contante, producto de funciones,
cociente de funciones, potencia por constante y potencia de funciones), aunque
indica que las podria demostrar, considera que llevaria demasiado tiempo, que la
dificultad es excesiva, que no ayuda a la comprension del concepto, y no las
justifica. Menciona las indeterminaciones, como casos en los que aplicando las
propiedades se llega a una expresion sin sentido, y que en esos casos hay que
estudiar cada caso particular.

A continuacion define los limites laterales, y enuncia la unicidad del limite. Para
justificar dicha unicidad se remite a las sucesiones. También indica los pasos
para una posible demostracion utilizando la definicion épsilon-delta. A
continuacion define los infinitesimos, considera dos propiedades importantes (la
suma de infinitésimos es un infinitésimo, y la posibilidad de sustitucion de
infinitésimos cuando intervienen en factores). Luego trata los limites infinitos y
en el infinito y menciona que las operaciones descritas anteriormente se pueden
generalizar teniendo en cuenta que pueden aparecer indeterminaciones. En el
tema siguiente se presenta el céalculo de limites de funciones, que se reduce a
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resolver indeterminaciones que aparecen tras la aplicacion de las propiedades
descritas anteriormente y como trabajar los cocientes de funciones.

SM: disponemos de un Unico ejemplar de esta editorial correspondiente a 2° de
BUP, del afio 1977. Este texto comienza por el tema de sucesiones de nimeros
reales y limites de sucesiones. Se aborda también el nimero e y el célculo de
limites de sucesiones. A continuacion presenta un tratamiento defunciones de
variable real, limites de funciones y continuidad de las funciones. En cuanto al
limite de funciones, la definicion de limite de una funcion en un punto se enuncia
en los términos &-6 y diferencia de valores absolutos. Se enuncia de manera
verbal y se presenta la simbologia. Se matiza la no importancia de lo que sucede
en el punto. A continuacién se define el limite finito en el infinito, y el limite
infinito. Sigue con las propiedades de los limites de las funciones (unicidad,
coincidencia del limite de dos funciones cuyas imagenes en un entorno reducido
coinciden y criterio del sdndwich (encaje) aunque no lo nombra asi). Continta
con las propiedades asociadas al célculo de limites (suma, diferencia, producto,
cociente, potencias, raices, funciones exponenciales, logaritmicas y
trigonométricas). Indica que la primera regla de calculo de limites es sustituir la
variable independiente de la funcién por el valor al que tiende, pero esto puede
dar lugar a casos extremos, a indeterminaciones. Se estudian las
indeterminaciones y se introducen los infinitésimos y su uso para resolver
indeterminaciones. Por ultimo, se estudian los limites indeterminados de la forma

0

-1-".

Vicens-Vives: este texto, aunque data de 1980, es la cuarta edicion del libro de
texto aprobado en 1976. En este texto el orden que se presenta es diferente de
otros textos de la época ya que se trabajan antes los limites de funciones que los
de sucesiones: define el limite a partir de los conceptos de continuidad y
discontinuidad, luego considera los limites, seguidos de la derivabilidad, y en
ultima instancia, las sucesiones y el limite de sucesiones.

En el apartado de limite de una funcion aborda las discontinuidades evitables, y
como evitarlas. Luego trata el limite de una funcién en un punto de
discontinuidad evitable. Una vez estudiado el limite en un punto con
discontinuidad evitable, indica que si la funcién es continua, el limite coincide
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con el valor de la funcién en el punto (la continuidad ha sido definida con
anterioridad, en el capitulo dedicado al estudio de funciones). A partir de aqui
hace un estudio de limite de una funcién en un punto, considerando la unicidad,
las operaciones con limites, el limite de la funcion compuesta, los limites
laterales y, por altimo, con analogia a los limites, define la continuidad por la
derecha y por la izquierda. A continuacién considera los limites infinitos y en el
infinito.

1VV.3.1.2. Libros de COU

En este curso se considera que los limites de funciones ya han sido estudiados
con anterioridad (2° de BUP) vy, por tanto, los libros de texto los consideran de
forma somera o superficial o ni siquiera los consideran.

Anaya: el ejemplar de este curso corresponde al afio 1989, y en él se presentan
los limites de sucesiones en un tema, y los limites de funciones ligados al tema
de continuidad. Respecto a los limites de funciones, el libro se limita a enunciar
las definiciones, empezando por los limites en el infinito e infinitos, y dejando
para el final la definicion de limite finito en un punto. Todas las definiciones son
métricas, salvo en este Gltimo caso, que realiza una caracterizacién a partir de los
limites laterales aunque indica que es equivalente a la definicion métrica, tanto
expresada en términos de valor absoluto como de entornos. Por Gltimo, menciona
algunas técnicas para el calculo, como sustituir por el valor al que tiende x en los
puntos de continuidad y también da algunas pautas para la resolucion de
indeterminaciones. Menciona que la regla de L Hopital, que se enuncia mas
adelante (junto a derivabilidad) enriquecera el calculo de limites. A partir de aqui
sigue con continuidad.

Santillana: en este texto (Santillana, 1981) no se presentan los limites de
funciones.

SM: en este LT, de 1980, el concepto de limite se presenta en el tema de
continuidad de una funcién, suponemos que se presenta como necesidad para
estudiar la continuidad. En primer lugar se considera la definicion formal, junto a
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otras definiciones alternativas, considerando los casos infinitos ademas del limite
de una funcién en un punto. Define los limites laterales y enuncia el primer
resultado: condicidn necesaria y suficiente para que una funcion tenga limite en
un punto. A partir de ahi se estudia la continuidad.

Vicens-Vives: en este texto, de 1979, no se describen los limites. Aparecen
referencias a ellos en el apartado de continuidad, pero se considera que se han
estudiado previamente y son sobradamente conocidos.

IV.3.2. Ley Organica de Ordenacion General del Sistema
Educativo

Para este periodo legislativo, todos los libros de texto presentan los limites y
algunos resultados sobre ellos en ambos cursos. No obstante, dependiendo de la
editorial e, incluso dentro de la misma, de la coleccion, el tratamiento que se
realiza en cada uno de ellos es diferente. A continuacion se presenta el resumen
correspondiente a los textos de este periodo.

1VV.3.2.1. Libros de 1° de Bachillerato

Anaya: este texto data de 2002, cerca del final de este periodo legislativo y es
posterior a la modificacién de 2001. En la introduccion del tema relaciona el
concepto de limite de funciones con los procesos de cambios. Para introducir el
concepto habla de la imposibilidad, en ocasiones, de obtener el valor exacto
directamente, por lo que es necesario buscar sucesivas aproximaciones. Este
texto introduce primero el concepto de continuidad y luego los limites, ya que
usa el limite para estudiar la continuidad en un punto y las asintotas verticales.
Relaciona el concepto de tender con aproximarse' a un determinado valor. Una
vez que ha descrito que significa que “X se acerque a ¢, explica el significado de
limite de f(x) cuando x tiende a c por la derecha o por la izquierda, para que, en el
caso de que coincidan, la funcion f tenga limite en c. En primer lugar estudia el
limite por la izquierda®, luego por la derecha, y por Gltimo relaciona la existencia

! Mas adelante encontraremos ademas asociado al verbo aproximar, la expresion “tanto como queramos”.
? Los autores del texto hablan de valores cada vez “mas negativos” para explicar el limite a —oo.
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de ambos y la continuidad. En el apartado siguiente se centra en el calculo del
limite de una funcién en un punto analizando los casos, en su mayoria triviales,
en lo que parece un intento de sistematizar el estudio de estos y dar al alumno
una “receta” para calcular limites. Los casos que, por este orden, describen son:
limite en un punto en el que la funcion es continua; limite cuando la funcion esta
definida a trozos y, ambos “trozos” son continuos en el punto donde se “cambia”
de “trozo”; el cociente de dos polinomios y, dentro de este caso, si el
denominador se anula, si lo hace el numerador o si lo hacen ambos. Sigue con el
estudio de los limites en el infinito, realizando un planteamiento similar a los
limites en un punto (explicacion, calculo del limite de algunos tipos de funcién
como las polindmicas o racionales). ContinGa con las asintotas, sigue una breve
explicacion del comportamiento al tender a —oo y acaba el tema con el
comportamiento de funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas. En
ningin momento habla de propiedades de los limites ni de la aritmética.

Santillana: LT de 1996. Expone el concepto intuitivo de limite de una funcion en
un punto como tendencia de las variables dependiente e independiente y destaca
la notacion simbdlica. Utiliza ejemplos para ilustrar el concepto, sin dar una
definicidn en concreto. A continuacion considera los limites laterales, de los que
muestra una definicion mas detallada aunque sin ser demasiado formal y
rigurosa, y caracteriza la existencia del limite de una funcién en un punto como
la existencia y coincidencia de limites laterales. Considera los limites infinitos,
que asocia a las asintotas verticales, y los limites en el infinito, que relaciona con
tendencias y asintotas horizontales, aunque en ningln caso los definen, sino que
ilustra la idea con ejemplos. Al igual que hacia el texto de Anaya, compara el
limite con tendencia hacia menos infinito con hacerse cada vez “mas negativos”.
En los temas siguientes, relativos al estudio de funciones exponenciales,
logaritmicas y trigonométricas, al hablar de las propiedades menciona las
tendencias de dichas funciones en el infinito. En este texto el limite funcional se
considera principalmente para definir la continuidad y la derivabilidad.

SM: el ejemplar de esta editorial data de 1996, y es de los primeros cursos en los
que se encuentran LT relativos a esta ley. En el caso de los limites, primero
estudia los limites de sucesiones, aunque solo examina casos concretos y limite
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infinito y menos infinito, pero no trabajan propiedades, operaciones... En el caso
de limite de funciones, comienza con la idea intuitiva, en la que estudia varios
ejemplos diferentes avanzando los conceptos de limites laterales, limites finitos,
limites infinitos y limites en el infinito. En el epigrafe siguiente enuncia una
definicion mas formal, a partir de sucesiones. Esta definicion es general para
limites en un punto, en el infinito, por la derecha, por la izquierda, y limites
finitos e infinitos. Considera unas pautas para el calculo de limites, estableciendo
en primer lugar una distincion entre casos determinados e indeterminados (en el
margen apunta los tipos de indeterminaciones) y continua con indicaciones para
la resolucion de algunas indeterminaciones: limite de funciones racionales y de
funciones irracionales (en lugar de establecer teoremas, se puede considerar que
utiliza técnicas de como transformarlos en un caso determinado). Por ultimo,
estudia algunos limites relacionados con funciones trigonométricas: sen(x)/x
cuando x tiende a cero, idem para tg(x)/x y finalmente, tras presentar las
funciones equivalentes y el teorema que permite sustituir funciones equivalentes
cuando acttan como factor o cociente en una expresion, el limite en cero de (1-
cos(x))/x.

Vicens-Vives: para esta editorial se consideran dos libros de texto, uno de 1998 y
otro de 2003. El primer ejemplar, Vicens-Vives (1998), realiza una presentacion
un poco diferente a lo que suelen hacer los otros LT, y que mantiene en el LT de
2° de Bachillerato de la misma coleccion: realiza la presentacion previa, de forma
inductiva y considerando casos particulares, para formalizar el concepto al final.
En este texto se trabajan al mismo tiempo las funciones y los limites, y éstos
ultimos se presentan dentro del estudio de funciones. Define el limite como
necesidad para estudiar las funciones en los extremos de los intervalos de
dominio, dando definiciones ingenuas (no formales). Empieza con los limites en
el infinito ligados a asintotas horizontales (limites finitos), seguidos de los limites
en un punto ligados a asintotas verticales (y por tanto infinitos). Las definiciones
las hace atendiendo a ejemplos. Continua con la idea de continuidad, y a
continuacién los casos —k/—oo y —k/—0° (no indican que son limites, los trata
como a numeros). Tras varios ejemplos induce cudl es el limite de un cociente en

% La notacién que utiliza es k/oo y k/0, al igual que hacen la mayoria de LT. No debe utilizarse esta
notacion ya que los “cocientes” considerados no son niimeros, sino que expresan tendencias de funciones,
lo que desaparece con esta notacion.
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los casos anteriores. Indica, como observacion, que una funcion no cambia de
signo entre puntos de corte con el eje OX y los extremos de los intervalos de
definicion, pero no lo justifica. Continda con el estudio de funciones y graficas
de funciones, que suponen el eje principal de estas unidades tematicas, y
establece el comportamiento en el infinito de funciones polindmicas y funciones
racionales, justificando los resultados en ambos casos. Enuncia la aritmética de
limites finitos sin justificar y lo extiende a la aritmética de limites infinitos,
también sin justificar. Por ualtimo, menciona los limites en los puntos de
continuidad (no los considera interesantes al coincidir con la funcion en ese
punto) y dedica una ampliacion al tratamiento de indeterminaciones.

En el segundo ejemplar, Vicens-Vives (2003), que es de una coleccion diferente,
el concepto de limite se ha visto anteriormente, en el tema de sucesiones
numéricas, en el que también aparece el nimero e como limite de una sucesion.
La continuidad y los limites se tratan en el mismo tema, ya que se utiliza el
concepto de limite para introducir la idea de continuidad. Antes de empezar con
los epigrafes del tema, se introducen dos ideas a través de historias: Aquiles y la
tortuga, y el concepto de limite. Relacionan el concepto con aproximarse tanto
como queramos (idea ligada a la subjetividad), y plantea la posibilidad de que el
limite no pueda alcanzarse, indicando que el limite es que sucede en las
proximidades de un punto, y no en el punto. Una vez introducida la idea de
limite, de aproximarse con la precision deseada (aunque no lo expresa asi),
define los limites laterales. Acto seguido define el limite de una funcién en un
punto utilizando sucesiones (para sucesiones ha utilizado la definicién con
épsilon-ng) y luego lo relaciona con la existencia de limites laterales. No verifica
que ambas definiciones son equivalentes. Por altimo, lo vincula con la definicion
de épsilon-n,. A continuacién presenta los limites infinitos en un punto. Para ello,
pone dos ejemplos de funciones. Luego recurre a la definiciébn métrica. Matiza
que indicar infinito muestra una tendencia, ya que infinito no es un namero, e
indica que, entonces, en el punto hay una asintota vertical. Por ultimo, considera
los limites en el infinito y habla de las asintotas horizontales. Para ilustrar las
diferentes posibilidades de limites en el infinito, muestra ejemplos de funciones.
Una vez vistos los diferentes tipos de limites, presenta la aritmética de limites, si
bien, no prueba ninguno de los resultados de las operaciones, limitandose a
mostrar ejemplos de aplicacion. A continuacion se dan indicaciones para el
calculo de limites (evaluar la funcién en el punto, estudiar los casos particulares,
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las indeterminaciones...) Se escriben cocientes indebidos (0/0,..., en lugar de
—0/-0) en las indeterminaciones, y se dan indicaciones de como resolverlas,
siempre mediante ejemplos. También presenta las funciones definidas a trozos.
Por altimo, en cuanto a los limites, considera el calculo de limites en el infinito,
considerando diferentes tipos de funciones e indeterminaciones. Aplica el limite
de la sucesion que se aproxima a e, aunque solo lo vincula como un “recuerda”
(en el capitulo correspondiente no lo demuestra, aunque indica que se podria
hacer y recurre a la intuicion, induciendo el resultado a través de un ejemplo
tabular). El ultimo epigrafe considera la continuidad de una funcién en un punto.

1VV.3.2.2. Libros de 2° de Bachillerato

Anaya: ejemplar de 2003. En la introduccion del tema habla de la importancia
del limite como herramienta basica del analisis. También menciona que el
estudio de los limites se realizard de dos formas, en la primera de forma intuitiva,
y, en la segunda, formal y rigurosa. Comienza el tema con el concepto de limite
de una sucesion, concepto que ya ha sido presentado el curso anterior. En primer
lugar, muestra ejemplos utilizando términos de sucesiones y, a continuacion,
representaciones gréficas, tanto para ilustrar los limites finitos como infinitos.
Continla con una exposicion mas formal aunque utiliza expresiones como, “tanto
como queramos” o “por pequefio que sea”. Para operaciones, propiedades y
calculo, se refiere a los de limites de funciones, y acaba exponiendo la tipica
sucesion, cuyo limite es el nimero e. Una vez estudiados los limites de
sucesiones, presenta el estudio de limite de funciones: comienza estudiando
comportamiento de funciones cuando x tiende a infinito (positivo), y sefiala los
posibles casos (que la funcion tienda a un nimero real, crezca indefinidamente o
decrezca indefinidamente, o no exista el limite). Esto lo muestra con ejemplos
graficos y luego pasa a un estudio detenido de cada caso. Utiliza expresiones del
tipo “tanto como queramos”, ‘“suficientemente grandes”, “arbitrariamente
pequetio”, “tan grande como sea necesario”, que implican subjetividad. A
continuacién describe las operaciones con limites finitos (en el infinito) aunque
no las demuestra, pero si que presenta ejemplos de aplicacion Asimismo,
describe los limites infinitos (definiciones y algunos calculos de limites infinitos,
con ejemplos de aplicacion). Muestra la comparacion de infinitos, es decir,
presenta los 6rdenes de infinitos. Define qué se entiende por un infinito de orden
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superior, o del mismo orden. También muestra algunos ejemplos, operaciones
con infinitos, y por ultimo, indeterminaciones, como casos en los que no
podemos operar simplemente con el valor de los limites, por lo que hay que
tratarlos con mayor profundidad. En la siguiente unidad se muestra como
calcular limites de tipos de funciones concretas: cociente de polinomios,
cocientes de otras expresiones infinitas, diferencias, potencias, el numero e, y a
continuacion, las expresiones del tipo —1~". Ninguno de los ejemplos mostrados
del caso e se demuestra o justifica, pero si se demuestra la regla practica para las
expresiones de tipo —»1~%. Luego aborda el caso de los limites en el infinito
(negativo), definicion y célculo, remitiendo a los casos de infinito positivo. Por
ultimo, aborda el limite de una funcién en un punto, considerando los limites
laterales infinitos, los finitos, y define el limite finito en un punto, relacionando
con el resultado de existencia de laterales y su coincidencia. Por Gltimo, presenta
el calculo de limites en un punto y las indeterminaciones.

Santillana: este ejemplar, del afio 1997, es de la misma coleccion que el de 1°
Bachillerato. Empieza explicando el limite de sucesiones como paso previo para
el limite funcional. En el limite funcional, comienza con la idea intuitiva, y habla
de tendencia tanto para la variable independiente como la dependiente, para, a
continuacién, definir el limite de una funcion en un punto mediante sucesiones
que tienden a dicho punto. Justifica que los términos de la sucesion elegida deben
ser distintos de a. Muestra dos ejemplos, uno en el que existe la imagen en el
punto y otro que no, utilizando tres sistemas de representacion grafico, tabla y
algebraico. Introduce una definicion mediante entornos, andloga a la que hizo
para limite de una sucesion, hablando por primera vez de la unicidad del limite:
“El procedimiento seguido en los ejemplos anteriores/ ...]nos selecciona el Unico
valor de y que es candidato a ser limite” (Santillana, 1997, pp. 220). En primer
lugar expone la definicion de forma verbal y a continuacion la expone utilizando
el leguaje simbolico junto con un grafico ilustrando la situacién. Por ultimo,
traduce la definicion anterior a términos de distancias, utilizando la definicion
tradicional € — §. Define los limites laterales como concepto “debilitado” de
limite, utilizando la definicién mediante tendencia, entornos y € — §. Se enuncia
el teorema de caracterizacion del limite (existencia y coincidencia de los limites
laterales), pero no lo justifica. De hecho, el Unico ejemplo que expone es en el
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caso de no coincidencia de los limites laterales. Para el caso de los limites
infinitos, los autores hacen referencia a las nociones que han dado sobre la
topologia de la recta real. Definen los entornos de nimeros reales, puesto que lo
utilizaran en las definiciones de limite, continuidad... y, para abarcar el caso de
los limites infinitos, hace una extension de la definicion de entorno de un punto
a, y radio r, a “entornos del infinito”. Para ello, introduce el concepto de
compactacion de la recta real, sin explicarlo y de forma poco rigurosa, y esta
manera le permite hablar de entornos de o de frontera a. Esto lo utiliza en el
texto para definir el limite infinito en un punto, Unicamente sustituyendo en la
definicion anterior los entornos de puntos por entornos de co. Al igual que en los
casos anteriores, los autores presentan tres definiciones: utilizando tendencias®,
entornos, y la notacion habitual ¢ — 0. Este LT considera ejemplos en los que se
pide “demostrar’:

Dada la funcién f (x) = 1/x:

Demuestra que para cualquier entorno de o existe un entorno de 0 cuyos puntos tienen

imdgenes en el entorno de . (Santillana 2°, 1997, pp. 222)
De la misma manera que se definen los limites infinitos, los autores presentan la
definicion de limites en el infinito sustituyendo de forma adecuada en las
definiciones anteriores y considerando varias formulaciones (entornos,
distancias). Enuncia las propiedades de los limites y sus operaciones e indica que
las mas sencillas se encuentran detalladas en el apartado Ejercicios y problemas
resueltos, en el que encontramos las justificaciones de la unicidad del limite,
limy oK =Klimgox=a y lime_,(f(x)+ gx)) = limyq f(x) +
lim,_, g(x). A diferencia del curso anterior, los autores en este texto advierten
de los abusos de notacidn realizados en los ejemplos: 2/0, co+1,... Se incluyen

tres “Recuerdas” en los que aparecen algunos razonamientos. En uno de ellos

justifica limx—’ose:;ﬁ: 1, utilizando el criterio del sandwich, aunque no

menciona dicha técnica.

SM: este ejemplar es del aflo 2001. Aunque introduce el tema con propiedades de
los numeros reales, una vez tratados los conceptos de dominio y recorrido,
expone el limite finito de una funcién en el infinito. La definicion esta expresada

* Cuando introduce la definicién para limites infinitos, habla directamente de tender a o sin explicar su
significado.
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en términos de €, y de forma verbal. Previamente muestra un ejemplo, y define
separadamente el caso positivo y negativo. A continuacion trata otros casos de
comportamiento en el infinito (que tienda a mas o a menos infinito, o la no
existencia). Seguidamente, introduce los limites laterales, habiendo presentado
anteriormente un ejemplo con representacion tabular y gréfica, también en
términos de €-9, para, a continuacion, definir el limite de una funcion en un
punto. Dice que este existe si existen los laterales y coinciden, y deduce la
expresion de la definicién en términos €-6. No lo enuncia como resultado la
equivalencia con la existencia de limites laterales y coincidencia. Luego muestra
dos casos sencillos, el de la funcion constante, y el de la funcién identidad, pero
no los demuestra, simplemente justifica verbalmente sin hacer un uso riguroso de
la definicion. A continuacion trata el limite infinito en un punto. Se muestran
ejemplos, y se enuncia la definicion. Una vez establecidas las definiciones, pasa a
enunciar las propiedades (suma, diferencia, producto, constante por funcion,
cociente, valor absoluto, potencia, composicién) de limites finitos, todas sin
justificar. Luego muestra técnicas de célculo de limites, y el caso de las
indeterminaciones. No se demuestra nada, se presentan ejemplos para mostrar
coémo se aplica la regla descrita, no para justificar. Por ultimo, se muestran los
limites de dos funciones trigonométricas: sen(x)/x y (cos(x)-1)/x. Apenas se
enuncian resultados, y los pocos que se enuncian no se demuestran.

Vicens-Vives: contamos con dos ejemplares de 2° de Bachillerato, ambos de las
mismas colecciones que sus correspondientes predecesores de 1° de Bachillerato.

En el primer texto, Vicens-Vives (1999), el tratamiento que se realiza de limites
es mas extenso que en el correspondiente de 1° de Bachillerato. Se aprecia una
diferenciacién de dos partes: en la primera se realiza un tratamiento mas ingenuo
y en la segunda mas formal. Sin definir el limite, presenta el limite de algunas
funciones sencillas a partir de las gréaficas de algunos ejemplos (x", 1/x, 1/x, x**¥,
\x). A continuacién se enuncia la aritmética extendida para limites infinitos (en
un punto o en el infinito), acompafados de ejemplos. Sigue con el limite de un
polinomio en el infinito y el limite del cociente de polinomios en el infinito (no
menciona ni a las funciones polinomicas ni a las racionales). Contintia con los
infinitos, y enuncia dos teoremas (que demuestra): suma de infinitos equivalente
al sumando de mayor orden, sustitucion de un infinito por otro equivalente en
productos o cocientes. Sigue con el estudio de las funciones exponenciales y
logaritmicas y, por tanto, sus limites (enuncia algunos resultados: infinito de
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orden superior en exponenciales, una funcion exponencial de base>1 es un
infinito superior a una funcién potencial, comparacién de logaritmos vy
potenciales). Se presenta el algebra de limites, primeramente finitos (limites en
un punto, en el infinito, sin justificar, y se mencionan las indeterminaciones) y
luego los limites infinitos, también con indeterminaciones y sin justificar.
Considera el cociente de polinomios con alguna raiz en comin (=0/-0)°y
deduce de la equivalencia a haber factorizado ambos polinomios. Sigue con
varias indeterminaciones y calcula el limite sen(x)/x cuando x tiende a 0, y acaba
con los infinitésimos, enunciando y demostrando la sustitucion por equivalentes.

El otro ejemplar, Vicens-Vives (2004), presenta en el mismo tema los limites de
sucesiones y de funciones, por lo que algunos de los resultados de limites de
funciones similares a los de sucesiones han sido enunciados previamente para
éstas. En el caso de limites de funciones, comienza estableciendo una definicion
para el limite en un punto que depende de sucesiones (la misma que en primero)
aunque la sustituye a continuacién por la definicion métrica (sin justificar la
equivalencia). Continda con los limites laterales, y establece que la condicion
necesaria y suficiente para la existencia de limites es que existan los limites
laterales y que coincidan, pero no justifica que sea equivalente a las definiciones
anteriores. Considera algunas pautas para el calculo de limites, y pasa a limites
infinitos y limites en el infinito, de los que enuncia sus definiciones. Considera
unas pautas para el célculo de limites en el infinito, y establece el limite de las
funciones polindmicas, racionales y exponenciales. A continuacién considera la
aritmética de limites (suma, diferencia, cociente, f(x)®®) sin justificar, la
aritmética extendida (también sin justificar) y algunas indeterminaciones. Este
texto repite muchas de las cosas que se hacen en primero y Unicamente afiade las
definiciones mas formales (aunque no se utilizan).

IVV.3.3. Ley Organica de Educacion

Veamos cual es el tratamiento que reciben los limites en los libros de texto
relativos a la Ley Organica de Educacion. Todos los ejemplares de 1° de
Bachillerato es editaron el mismo afio, 2008. Los correspondientes a 2° de

® La notacion que utiliza es 0/0.
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Bachillerato son de 2009, a excepcién de SM, que es de 2010, aunque pertenece
a la misma coleccién que su correspondiente de 1°.

1VV.3.3.1. Libros de 1° de Bachillerato

Anaya: el texto, editado en el afio 2008, es practicamente igual (cambian algunos
aspectos de maquetacion y parte de los ejercicios propuestos) que en el periodo
legislativo anterior, asi que, al igual que en el caso anterior, no hay resultados,
todo esta basado en el calculo de limites, no se dan las propiedades de los limites
ni su aritmética y por tanto, apenas aparecen justificaciones.

Santillana: este texto presenta los limites de funciones tras el estudio del
concepto de funcion y una revision sobre sucesiones y el limite de sucesiones. En
sucesiones, enuncia la definicion de limite, y la unicidad, aunque sin justificar.
Sigue con el calculo de limites de sucesiones, considerando casos concretos:
limite de potencias, de polinomios, de cociente de polinomios. Seguidamente se
describe la aritmética de limites de sucesiones, pero no demuestra ninguna de las
operaciones descritas. Se abordan también las indeterminaciones que se pueden
encontrar, presentando ejemplos de cada caso y como se pueden resolver dichas
indeterminaciones. Sin embargo, no se enuncian como resultados y no se
justifican. A continuacién presenta el limite de funciones, siguiendo un esquema
similar: definicion de limite (aunque afiaden la definicion el limite en un punto
que no se consideraba en sucesiones), indeterminaciones, ramas infinitas... y por
ultimo continuidad de una funcién. No se presentan como resultados ni se
justifican. En la definicion, “el limite de una funcién f(x) cuando x tiende a +oo, es
un numero real L, cuando para valores muy grandes de X, los valores de la funcion se
aproximan al ndmero L”, no hace distincion entre que L sea un ndmero, 0 L

“pueda ser” oo.

SM: Dentro del mismo tema, encontramos los conceptos de: funcion, limite de
funciones, continuidad, y sucesiones y sus limites. Estudia el limite como el
comportamiento de una funcién en un punto. La definicion es explicativa, pero
no rigurosa, habla de tomar valores proximos pero no menciona gque siempre se
pueden mejorar las aproximaciones. No obstante, se trata de una definicion
intuitiva. En ningun caso la vincula a la definicion métrica o topologica. Utiliza
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este tipo de definicion también para los limites laterales, los limites finitos en el
infinito y los limites infinitos. En el enunciado de limites laterales caracteriza la
existencia del limite mediante la existencia y coincidencia de los limites laterales.
A continuacion procede a tratar el calculo de limites. En primer lugar expone los
casos en los que la funcidn esta definida en el punto donde se quiere calcular el
limite y aclara que basta con sustituir la variable por el valor al que tiende. Luego
expone las indeterminaciones como “lugares” donde al sustituir el valor en la
funcion, lo que obtenemos no tiene sentido en R. Describe las indeterminaciones
que se pueden obtener, asi como las operaciones con limites®. Por Gltimo, aborda
las asintotas, tanto verticales, como horizontales y oblicuas, y el procedimiento
de célculo. A continuacidn, tras abordar la continuidad, explica las sucesiones de
nameros reales y, dentro de éstas, el calculo de limites de sucesiones. Para ello,
aplica todo lo explicado en los limites de funciones, y en este epigrafe como
resolver algunas de las indeterminaciones que habian salido anteriormente,
aunque soélo para el caso de sucesiones. En este texto no hace un tratamiento muy
profundo de los limites, menciona las cuestiones basicas para poder calcularlos y
no trata el concepto con rigor y formalismo.

Vicens-Vives: este texto, del afio 2008, empieza el tema por los limites de
funciones, una vez que se han visto éstas en el tema anterior, y con una
definicion de limite ingenua (utiliza la expresion “tanto como queramos™), Sin
introducir el concepto. A continuacién considera un ejemplo concreto, la funcién
f(x) = x*+1 cuando x tiende a 1, para la que muestra una tabla con valores
menores que 1 pero cada vez mas préximos a 1, y el valor de la funcion para
dichos valores, con la que establece el limite lateral por la izquierda. Repite el
proceso con valores superiores a 1, pero cada vez mas préximos, estableciendo el
limite lateral por la derecha. Como los limites laterales coinciden, indica que,
entonces, el limite existe y concluye que, en general, para que exista el limite de
una funcion en un punto tienen que existir los dos limites laterales y ser iguales.
A continuacion procede a analizar diversos ejemplos en los que se muestran
varias posibilidades en cuanto a la existencia del limite y el valor de la funcion en
dicho punto: que exista el limite pero no coincida con el valor de la funcién, o

6 Si dos funciones f y g cumplen que en un punto x=a, lim,_,, f(x) = by lim,_, g(x) = ¢, donde a, by
¢ pueden ser infinito,... En estos casos estarian incluidas las indeterminaciones. Presenta las operaciones
para cualquier tipo de limite, y menciona “siempre que tengan sentido los resultados obtenidos”.
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que la funcidon no esté definida, que no coincidan los limites laterales... El
estudio de los limites lo hace siempre utilizando tablas de doble entrada en la que
se recogen, por un lado, valores que se acercan cada vez mas al punto en el que
se estudia el limite y, por otro, las imagenes de dichos valores. A continuacion se
estudia el concepto de limite infinito y sigue con el célculo de limites. Para
estudiar el calculo de limites, primero expone los limites de las operaciones con
funciones y, a continuacion, las indeterminaciones. Ninguna de las operaciones
se prueba, ni se presentan ejemplos, aunque si que se presentan para las
indeterminaciones.

1VV.3.3.2. Libros de 2° de Bachillerato

Anaya: al igual que ocurria con el LT de 1° de Bachillerato, esta editorial no ha
realizado apenas cambios del libro de 2003 de LOGSE al libro de 2009 de LOE.
Unicamente cambian algin ejemplo o grafico, algunos ejercicios resueltos o
propuestos, pero se mantienen los mismo resultados.

Santillana: en el mismo tema considera los limites y la continuidad. Empieza
con el limite de una sucesion, tanto finito como infinito, sigue con limite de una
funcion en el infinito, tanto finito como infinito, las operaciones con limites, que
muestra sin justificar, y de forma resumida y el calculo de limites de funciones
elementales bésicas. Indica la aritmética extendida para los casos infinitos (es
decir, las operaciones que estan definidas con funciones que tienden a infinito), y
una vez consideradas, muestra como resolver algunas indeterminaciones.
Continda con el concepto de limite en un punto, empezando con los limites
laterales, y definiendo el limite en un punto como la igualdad de los limites
laterales. Concluye con un ejemplo de la indeterminacion —0/—0, aunque no
enuncia un resultado generalizable a cualquier funcion de ese tipo.

SM: en el mismo tema, en primer lugar, se presentan los limites de sucesiones y,
en segundo, los limites de funciones. Para el limite funcional, la definicién inicial
que utiliza en el tema es ingenua, utilizando el término aproximacion, al igual
que hacia en el primer curso, sin hacer referencia a ninguna definicion formal
(métrica, ya sea expresada en términos de valor absoluto o de entornos). Define
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los limites laterales, e indica que para que una funcién tenga limite es necesario y
suficiente que posea dos limites laterales y que estos coincidan. A continuacion
se muestran los limites infinitos y en el infinito. En propiedades de los limites se
enuncian la unicidad del limite, las operaciones con limites finitos en un punto,
de familias de funciones y la no existencia de los limites en el infinito de
funciones trigonométricas. En el margen, enuncia las propiedades
(concretamente las operaciones) de limites infinitos y en el infinito, y a
continuacién se presentan las indeterminaciones y algunas pautas para el calculo
de limites. También se enuncian el limite de polinomios en el infinito, del
cociente de polinomios en el infinito y de las funciones tipo (1+1/f(x))™, cuando
f(x) tiende hacia infinito. En una nota al margen se menciona que se utilizara la
regla de L’Hopital para resolver indeterminaciones, pero se estudiara mads
adelante (junto a las derivadas). Se presentan los infinitésimos y se enuncia la
conservacion del limite cuando se sustituyen infinitésimos equivalentes que
acttan como factores en una expresion. Por Gltimos se enuncian las definiciones
métricas de todos los tipos de limites estudiados y que se etiquetan como
formales.

Vicens-Vives: el LT comienza con una idea intuitiva de lo que es el limite finito
de una funcion en un punto, describe los limites laterales, establece la
equivalencia (existencia e igualdad) y menciona que no afecta el valor en el
punto, ni si existe, acabando con que si no existen los laterales o son distintos, el
limite no existe. Sigue con la definicidbn métrica de limite infinito en un punto
(aunque primero establece casos para explicar lo que es, ejemplos). Por altimo,
realiza un tratamiento similar con el limite de una funcion en el infinito. Una vez
establecidas las definiciones, enuncia (sin justificar) los limites de operaciones
con funciones (de forma general para limites en un punto y en el infinito). A
continuacion considera las indeterminaciones y qué técnicas adoptar para
resolverlas: funciones racionales en el infinito, -»1-", y finalmente, limites de
funciones trigonométricas (sen(x)/x, tg(x)/x, que ya fueron estudiados el curso
anterior).
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IV.4. RESULTADOS Y JUSTIFICACIONES ASOCIADOS
AL CONCEPTO DE LIMITE

Se ha visto que el tratamiento de los limites y sus propiedades es muy diverso en
funcion del libro de texto considerado, tanto en orden de presentacién, en la
forma de considerar los resultados que se presentan, y en las justificaciones que
se utilizan. Por tanto, su andlisis desde el punto de vista de los esquemas de
prueba o las pruebas preformales es complicado, dado que no resulta posible una
comparacion directa entre resultados al no enunciarse los mismos en todos los
libros, pero también es necesario para establecer con rigor las diferencias de
tratamiento y su evolucién en los libros de texto que corresponde a las tres leyes
consideradas. Para organizar este analisis se han seguido varios pasos: en primer
lugar, hemos realizado un recuento de los resultados que se enuncian en cada
texto, considerando como resultado cualquier enunciado que el libro presente
como algo que se cumple en determinadas condiciones (en ocasiones, las mismas
propiedades se encuentran muy atomizadas en unos textos y resumidas en un
enunciado mas general en otros). Junto al nimero de resultados que se enuncian,
se ha considerado el recuento de los tipos de esquemas de prueba o pruebas
preformales que se utilizan, lo que ofrece una primera idea del tratamiento
justificativo que realiza el libro y que se muestra por editoriales.

En los siguientes apartados (IV.4.1, IV.4.2, IV.43 y IV.4.4) se presenta el
recuento descrito anteriormente para cada texto, organizado por editoriales y
presentado en dos tablas para cada editorial: la primera muestra el nimero de
resultados que se enuncian en cada texto de dicha editorial y de las
justificaciones utilizadas. Como ya hemos mencionado anteriormente, debido a la
diversidad existente en el tratamiento de este tema, se han computado todos los
enunciados que los libros enuncian de forma separada y dandoles un aura de
“teorema”: por ejemplo, en algunos casos, las operaciones con limites se
enuncian varias veces en funcion del tipo de limite (finito, infinito, en un punto,
en el infinito) o se desglosa una misma propiedad en varios casos (limite de
funciones exponenciales cuando la base es mayor que 1 o esta entre 0 y 1). Esto
hace que el recuento sea muy variado en nimero, ya que una mayor atomizacién
de las propiedades da lugar a un namero alto de resultados, aunque no significa
que hagan un tratamiento del limite mas extenso, sino solamente mas detallado.
Cada resultado lo hemos clasificado en una Unica columna correspondiente a un
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tipo de EP o PP. Hay algunas pruebas que son susceptibles de ser clasificadas en
mas de un apartado, por ejemplo, algunas tienen caracter transformacional y
axiomatico al mismo tiempo (casi todos los axiomaticos tienen algln tipo de
transformacion algebraica), pero con el fin de no duplicar el recuento de algunos
resultados, se ha clasificado en el tipo de justificacion predominante, y se ha
detallado en el analisis posterior si se observa algun tipo de EP o PP adicional.

La segunda tabla complementa la informacion de la primera: resume los
resultados que se justifican en cada libro de texto con cada tipo de justificacion.
Esto nos aporta mas informacion sobre el interés en justificar que tienen los
libros de nuestra muestra, si justifican los teoremas propiamente dichos (es decir,
aquellos que son aceptados como teoremas por la comunidad matematica) o
justifican algunos tipos de indeterminacién. Ambas tablas siguen la codificacion
en colores mencionada anteriormente en funcion del periodo al que pertenece el
LT: rojo claro para LGE, turquesa claro para LOGSE y verde claro para LOE.

Estos primeros andlisis de los esquemas de prueba presentes en los libros, que
[lamaremos analisis previos, nos permiten organizar los resultados y las
justificaciones utilizadas, asi como comparar entre LT Yy editoriales. A
continuacién se describe el andlisis previo de cada editorial.

IV.4.1. Resultados y justificaciones en la editorial Anaya

Esta editorial presenta un comportamiento particular que no hemos observado en
otras editoriales: los libros de texto del periodo LOE coinciden practicamente en
su totalidad con los libros del periodo de LOGSE, diferencidndose en algunos
detalles a los que haremos referencia a lo largo del andlisis. Ademas, es una de
las dos editoriales que incluye referencias a los limites en COU, aunque el
tratamiento que reciben los limites de funciones en este texto es muy conciso,
limitdndose a recordar las definiciones y algunas técnicas de célculo, lo que se
aprecia en el namero de resultados que se enuncian, que son sélo 2. En relacion a
los libros de 2° de BUP, se aprecia un gran cambio desde el texto de 1976 al de
1987: la formalidad con que se trata este elemento es mucho menor en el ultimo,
y los resultados que se enuncian se reducen, asi como el numero de los que se
justifican.
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En los libros de LOGSE (y LOE) vemos que el numero de resultados que se
enuncia en 1° aumenta considerablemente en 2°, aunque no las justificaciones. Es
decir, se consideran con mayor detalle algunas propiedades sobre las operaciones
con limites o técnicas asociadas al calculo, pero no se profundiza en el concepto.
Se trata de una mayor mecanizacion del calculo del concepto.

Libros de texto de Esquemas de prueba Resultados
Anaya EP0O EPil EPiV EPIS EPt EPa Pp  totales
Anaya 2° (1977) 28 1 0 0 2 6 0 37

Anaya 2° (1987) 3 1 0 2 0 0 0

Anaya COU (1989) 1 0 0 0 1 0 0

Anaya 1° (2002) 5 4 1 0 1 0 0 11

Anaya 2° (2003) 42 1 0 0 3 0 0 46

Anaya 1° (2008)’ 5 4 1 0 1 0 0 11

Anaya 2° (2009) 42 1 0 0 3 0 0 46
TOTALES 126 12 2 2 11 6 0 159

Tabla 1V.4.1.1. Resultados y justificaciones asociados al limite en los libros de texto de la
editorial Anaya.

Una primera lectura sobre el total de resultados que se enuncian y las
justificaciones que se utilizan manifiesta que la mayor parte de los resultados, un
79,2%, no se justifican. Estos se han denotado como EPO. Este dato por si solo
indica que las justificaciones son muy escasas Yy de, ellas, las mas abundantes son
las inductivas de un caso, 7,5%, las transformacionales alcanzan un porcentaje
similar y las axiomaticas se reducen a la mitad.

En una segunda lectura, examinando cada libro de texto, se observa que en los
libros de LGE, la mayoria de los resultados (75,7% en el Anaya de 1977, y 50%
en los Anaya de 1987 y 1989) no justifican los resultados. En el Anaya de 2° de
BUP de 1977, el EP mas utilizado es el EP axiomatico, con un 16,2% de los
resultados justificados con este EP, seguido de los transformacionales y los EP
inductivos de un caso (5,4% y 2,7% respectivamente), aunque son bastante
escasos. En el LT de 2° de BUP de Anaya (1987), en el que se ha producido un
descenso notable de los resultados enunciados, el EP mas utilizado es el EP
transformacional (33,3%) aunque también se utiliza un EP inductivo de un caso
(16,7%). EI LT de COU solo utiliza un EP transformacional, que supone un 50%
de los resultados enunciado. En cuanto a los periodos de LOGSE y LOE (en esta

" Los libros de texto de Anaya del periodo LOE son practicamente idénticos a sus correspondientes de
LOGSE, por tanto, los datos relativos al analisis son los mismos.
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editorial los LT son iguales en ambos periodos), observamos una gran diferencia
entre el primer curso y el segundo. Si bien en 1° de Bachillerato la diferencia
entre los porcentajes de resultados sin justificar y de EP inductivos de un caso no
es préximo muy grande (45,5% y 36,4% respectivamente), en 2° de Bachillerato
el porcentaje notablemente mas alto es el de resultados sin justificar (91,3%).
Ademas, dentro de los resultados que se justifican, el EP mas utilizado en 1° es el
EP inductivo de un caso, y en 2°, el EP transformacional (6,5%).

Libros de texto Esquemas de prueba

Anaya 2° (1977) EPil: limite de funciones compuestas.
EPt: limite en un punto de funciones tipo x" y k-f(x), donde k es una constante.
EPa: deduccién de la definicion métrica de limite de una funcién en punto a
partir de la definicién mediante limites laterales, suma de infinitésimos, limite
en un punto de la suma, del producto de funciones, de funciones contantes y
del cociente de polinomios.

Anaya 2° (1987) EPil: limite en un punto del cociente de dos polinomios que se anulan en dicho
punto.
EPiS: limite en el infinito de polinomios y raices cuadradas de polinomios.
Anaya COU EPt: limite de las sucesiones tipo a>®, con a, que tiende a 1 y b, que tiende a
(1989) infinito.
Anaya 1° (2002) EPil: limites de las funciones exponenciales y logaritmicas, distinguiendo

entre base entre 0 y 1 0 mayor que 1.
EPiV: limite de funciones polinémicas en el infinito.
EPt: limite en un punto del cociente de funciones polinémicas las cuales se
anulan en ese punto.

Anaya 2° (2003) EPi1: limite del cociente de polinomios en el infinito.
EPt: limites en el infinito de las familias de funciones (1+1/x)**®, (1+k/x)*y
f(x)°® donde f(x)—1 y g(x)—>oo.

Anaya 1° (2008) EPil: limites de las funciones exponenciales y logaritmicas, distinguiendo
entre base entre 0 y 1 0 mayor que 1.
EPiV: limite de funciones polindmicas en el infinito.
EPt: limite en un punto del cociente de funciones polindmicas las cuales se
anulan en ese punto.

Anaya 2° (2009) EPi1: limite del cociente de polinomios en el infinito.
EPt: limites en el infinito de las familias de funciones (1+1/x)™*°, (1+k/x)* y
f(x)°® donde f(x)—1 y g(x)—>oo.

Tabla 1V.4.1.2. Resultados y justificaciones asociados al limite en los libros de texto de la
editorial Anaya.

Por altimo, si observamos la evolucion de los EP que aparecen en los LT de esta
editorial, vemos que el nimero de resultados que no se justifican ha aumentado
en las ultimas legislaciones (si atendemos al periodo entero y no curso por
curso). Los EP inductivos de un caso son utilizados en todas las legislaciones,
aunque los porcentajes mas altos se encuentran en los LT de 2° de Bachillerato de
LOGSE y LOE. Los EP axiomaticos desaparecen completamente con el tiempo

y, de hecho, sélo se encuentran en el LT mas antiguo de LGE. Sin embargo, si se
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aprecia un aumento en los LT transformacionales, aunque su utilizacion no es
muy extensa. Por Gltimo, en ningun LT se utilizan las PP.

En cuanto a los resultados que se justifican, no se observa una continuidad a lo
largo del tiempo en esta editorial. Unicamente los resultados relacionados con el
cociente de polinomios (sea en un punto o en el infinito) se justifican en textos
diferentes y, ademas, se hacen con EP diferentes en funcion del libro. Por
ejemplo, el cociente de polinomios en el infinito se justifica con un EP
axiomatico en Anaya (1976), con EP inductivo sistematico en Anaya (1987) y
con EP inductivo de un caso en Anaya (2003) y en Anaya (2009). Solo se
justifican algunas operaciones con limites, o algunas propiedades relacionadas
con el concepto, en el LT de 1976; en el resto, las justificaciones que se realizan,
de tipo inductivo o axiomatico, se refieren a resultados asociados con la
resolucion de indeterminaciones, es decir, con el calculo de limites: limite del
cociente de polinomios en el infinito, en un punto en el que se anulan, de
funciones exponenciales y logaritmicas. ..

Tal y como se aprecia en los datos de las tablas, la presencia de la demostracion
matematica ha disminuido a los largo de los afios en la editorial Anaya,
promoviéndose una mayor mecanizacion del calculo. En general, los EP
axiomaticos desaparecen, en ningun caso se consideran pruebas preformales,
aunque la utilizacién de los EP transformaciones que se incluyen esta ligada en
todos los casos a resultados asociados a familias de funciones o resolucion de
indeterminaciones. Sin embargo, se observa un aumento de EP inductivos, y de
una mayor atomizacién de los resultados, lo que nos hace suponer que se esta
editorial ha tendido mas hacia la mecanizacion del calculo y ha prescindido de la
formalizacion del concepto.

IV.4.2. Resultados y justificaciones en la editorial Santillana

El planteamiento desde el punto de vista de las justificaciones en esta editorial es
ligeramente diferente al de Anaya. Como se puede apreciar en la Tabla 1V.4.2.1,
apenas se utilizan EP de tipo inductivos, y se pueden encontrar EP axiomaticos
en libros de los tres periodos legislativos considerados, aunque el mayor namero
de ellos se encuentra en el texto de 2° de BUP mas antiguo, el Santillana (1976);
incluso dentro del mismo periodo, el texto de 1991, que corresponde con el final
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de la LGE (en ese momento conviven dos legislaciones), se aprecia un descenso
tanto en las justificaciones como en el numero de resultados. En los periodos de
LOGSE y LOE se observa que esta editorial considera que los enunciados y
propiedades sobre limites deben considerarse en el curso superior (2° de
Bachillerato) y en el 1° se limitan a enunciar el limite: por esta razon no se
encuentran justificaciones en los textos de 1° de Bachillerato.

Libros de texto de Esquemas de prueba Resultados
Santillana EPO EPil EPiV EPIS EPt EPa Pp  totales
Santillana 2° (1976) 13 0 0 0 1 9 2 25
Santillana 2° (1991) 14 0 0 0 1 3 0 18
Santillana 1° (1996) 1 0 0 0 0 0 0 1
Santillana 2° (1997) 34 0 0 0 2 5 0 41
Santillana 1° (2008) 0 0 0 0 0 0 0 0
Santillana 2° (2009) 36 0 0 2 1 0 0 39
TOTALES 99 0 0 2 5 16 2 124

Tabla 1V.4.2.1. Resultados y justificaciones asociados al limite en los libros de texto de la
editorial Santillana.
En una primera lectura sobre el total de resultados que se enuncia, vemos que el
79% de los resultados que se enuncian en los LT no se justifican (clasificados
como EPO). Dentro de los EP que se utilizan, el mas comun es el EP axiomatico,
que alcanza un 13,7% de los resultados, seguido por los EP transformacionales
(4%). En esta editorial no se utilizan EP inductivos de un caso ni de varios casos
y muy pocos de sistematicos (1,6%), al igual que las pruebas preformales (1,6%).

Si observamos el comportamiento en cada LT, vemos que hay dos libros de texto
en los que no se utiliza ningun esquema de prueba: el LT de 1° de Bachillerato de
LOGSE (Santillana 1°, 1996) que no justifica el Unico resultado que enuncia y el
LT de 1° de Bachillerato de LOE (Santillana 1°, 2008) que no enuncia ningdn
resultado y, por lo tanto, no realiza ninguna justificacion. Los LT de la LGE son
los que maés justificaciones incluyen (justifican el 48% y el 22,2% de los
resultados que enuncian) aunque observamos que hay un descenso tanto en los
resultados enunciados como en las justificaciones que se presentan desde el libro
mas antiguo (Santillana 2°, 1976) al libro mas moderno (Santillana 2°, 1991).
Ademas, el tipo de justificacion mas utilizado en ambos LT es el EP axiomatico
(36% vy 16,7% respectivamente), seqguido en el LT de 1976 por las pruebas
preformales (8%) y en el LT de 1991, por los EP transformacionales (5,6%). En
el LT de LOGSE que se incluyen justificaciones (Santillana 2°, 1999) no se

109



Laura Conejo Garrote

utilizan EP inductivos de ningln tipo, y la justificacion mas utilizada es el EP
axiomatico. En el LT de LOE (Santillana 2°, 2009) no hay EP axiomaticos, y se
justifican solo tres resultados con dos EP inductivo sistematicos y un EP
transformacional.

Libros de texto  Esquemas de prueba

Santillana 2° EPt: limite de funciones racionales en un punto cuando se anula denominador y

(1976) numerador
EPa: equivalencia de lim,_, f(x) =L y lim,_, f(x) —L =0, limite de la
funcién constante y la identidad, unicidad del limite, acotacién en un entorno si
existe el limite, suma (de limites en un punto), limite de funciones tipo c¢-x" (con
¢ una constante y n natural), suma (de limites en el infinito), limite de funciones
racionales en el infinito.
PP: limite en un punto de funciones tipo x" y limite en el infinito de funciones

tipo 1/x".
Santillana 2° EPt: limite en un punto del cociente de funciones que se anulan
(1991) EPa: limite de la suma en un punto, unicidad del limite, conservacion del signo
en un entorno si existe el limite.
Santillana 2° EPt: limite en cero de f(x)=x/sen(x), limite en el infinito de g(x)=sen(x)/x.
(1997) EPa: deduccion de la definicion métrica de limite a partir de la definicion

mediante entornos, unicidad del limite, limite de la funcion identidad, limite de
la funcion constante, limite de la suma.
Santillana 2° EPiS: limite en el infinito de funciones tipo x", limite en el infinito de funciones

(2009) exponenciales.
EPt: limite en el infinito de funciones racionales.

Tabla 1V.4.2.2. Resultados y justificaciones asociados al limite en los libros de texto de la
editorial Santillana.

Por ultimo, en cuanto a la evolucién de los EP a lo largo de los afios, ya hemos
indicado anteriormente que se aprecia un descenso de los EP axiomaticos en los
libros de la LGE, pero ese descenso continda en el resto de legislaciones hasta
desaparecer en LOE. No obstante, este descenso se debe mas bien a un descenso
global de las justificaciones utilizadas, ya que tampoco se observa un aumento
notable de otras justificaciones, por lo que podriamos suponer que esta editorial
se ha decantado por eliminar la demostracion matematica y por no sustituirla por
otros tipos de justificacion.

Tal y como se observa en la Tabla 1V.4.2.2, la naturaleza de los resultados que se
justifican en cada LT varia a lo largo del tiempo. En el LT de 2° de BUP de 1976
se justifican numerosos resultados asociados a las propiedades de los limites, lo
que tiende a desaparecer en los LT siguientes, en los que aumentan las
justificaciones asociadas a resultados relacionados con indeterminaciones. Sélo
el LT de 1976 utiliza alguna PP, y aunque disminuyen los EP axiomaticos
utilizados, se siguen utilizando minimamente los EP transformacionales, en el
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mismo tipo de resultados en todos los LT, y no se aprecia un aumento
significativo de EP inductivos (sélo se utilizan 2 en el LT de LOE), lo que parece
indicar que el libro prescinde la justificacion en general, y no sustituye
demostraciones formales por otras formas de razonamiento.

IV.4.3. Resultados y justificaciones en la editorial SM

El tratamiento de los limites y de sus justificaciones que se realiza en los textos
de SM es dispar. Cabe destacar que es una de las dos editoriales que presentan
los limites en COU, aunque se limita a las definiciones. No obstante, presenta
varias definiciones métricas (con entornos y utilizando la terminologia e-o),
estableciendo como resultado la equivalencia entre ellas, tanto para limites en un
punto, como en el infinito. El resultado que justifica es la caracterizacion del
limite de una funcion mediante la existencia y coincidencia de limites laterales,
resultado que apenas se justifica en los libros de texto.

Libros de texto de Esquemas de prueba Resultados
SM EP0O EPil EPiV EPIS EPt EPa Pp  totales

SM 2° (1977) 5 0 0 0 5 5 0 15

SM COU (1980) 4 0 0 0 0 1 0 5

SM 1° (1996) 1 0 0 0 3 0 0

SM 2° (2001) 22 0 0 0 2 0 0 24

SM 1° (2008) 6 1 0 0 0 0 0 7

SM 2° (2010) 47 0 0 0 1 0 1 49
TOTALES 85 1 0 0 11 6 1 104

Tabla 1V.4.3.1. Resultados y justificaciones asociados al limite en los libros de texto de la
editorial SM.

Por otro lado, los LT de LOGSE pertenecen a colecciones diferentes, como ya

hemos mencionado anteriormente, asi que no podemos establecer si el

comportamiento en cada texto es propio de la editorial en ese periodo o si en

cada coleccion han tomado politicas diferentes.

En una primera lectura de la Tabla 1V.4.3.1 observamos que el 81,7% de los
resultados enunciados en los LT de la editorial SM no se justifican. EL EP mas
utilizado es el EP transformacional (10,6%) seguido por el EP axiomatico
(5,8%). Se incluye Gnicamente un EP inductivo de un caso y una prueba
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preformal. No obstante, hay que desatacar que se trata de la editorial que menos
resultados enuncia de las cuatro editoriales consideradas.

Realizando una lectura por LT, vemos comportamientos dispares en los LT de la
misma legislacion. En el periodo LGE, no se enuncia un gran namero de
resultados en ninguno de los LT, aunque este hecho era esperable en el LT de
COU (no se suelen considerar los limites ya que se supone que han sido tratados
en cursos anteriores y, por tanto, se incluyen a modo de recordatorio). Sin
embargo, hay que destacar que el LT de 2° de BUP (SM 2° 1977) tiene el
porcentaje mas bajo de resultados sin justificar en comparacion con otros LT de
la época (33,3%). Sin embargo, los Unicos EP utilizados, EP axiomaético y EP
transformacional, se utilizan por igual (un 33,3% respectivamente, que es mas
alto que en los textos de las editoriales consideradas antes). En los LT de LOGSE
(SM 1° 1996 y SM 2° 2001) vemos un comportamiento dispar entre ambos
cursos (recordemos que se trata de LT de distintas colecciones y muy separados
en el tiempo), ya que en LT de 1° apenas se enuncian resultados (4) pero se
justifica el 75% de ellos con EP transformacionales y, sin embargo, en el LT de
2° de Bachillerato, se enuncian bastantes resultados (24) pero sélo se justifican el
8,3% de ellos (también con EP transformacionales). Los LT de LOE (SM 1°,
2008 y SM 2° 2010) también tienen una gran diferencia en el ndmero de
resultados enunciados en 1° y en 2° (7 y 49 respectivamente) pero ambos dejan
sin justificar la mayoria de los resultados (85,7% y 95,9% respectivamente). En
estos LT cambian los EP que se utilizan: en el LT de 1° se utiliza un EP inductivo
de un caso y en el LT de 2° un EP transformacional y una prueba preformal.

Por dltimo, si observamos la evolucién de los EP a lo largo de los afios,
observamos que se produce un descenso notable tanto en el namero de
justificaciones que se presentan, como en el numero de EP axiomaticos que se
utilizan. Los EP transformacionales se mantienen en LOGSE, aunque también
descienden en LOE. No se produce un aumento de los EP inductivos, de ningln
tipo, y tampoco es significativo el aumento de pruebas preformales.

En relacion a los EP utilizados, observamos que practicamente todos los EP
axiomaticos se encuentra en el LT de 2° de BUP, a excepcion de uno que se
encuentra en el LT de COU (SM, 1980). Por el contrario, se utilizan EP
transformacionales en todos los LT (a excepcion del LT de COU), y el LT de 2°
de Bachillerato de LOE utiliza una prueba preformal (algo inusual en los LT de
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este periodo). Al contrario que en otras editoriales, no se aprecia un aumento de
los EP inductivos, que casi no son utilizados por esta editorial. También se
observa que, al igual que otras editoriales, en los cursos de 1° de Bachillerato de
LOGSE y LOE apenas se enuncian resultados asociados al limite, y estos
aumentan de forma significativa en los LT del 2° curso.

Libros de texto Esquemas de prueba

SM 2° (1977) EPt: coincidencia del limite de una funcion comprendida entre otras dos,
diferencia de limites, cociente de limites, limite de funciones racionales en el
infinito, limite de la funcién f(x)=(1+1/x)* en el infinito.

EPa: unicidad, coincidencia del limite si dos funciones coinciden en un entorno,
suma de un namero finito de limites, producto de limites, funciones tipo k-f(x).

SM COU (1980)  EPa: caracterizacion del limite en punto mediante los limites laterales.

SM 1° (1996) EPt: Limite en cero de las funciones f(x) = sen(x)/x, g(x) = tg(x)/x y h(x) =
(cos(x)-1)/x.

SM 2° (2001) EPt: Limite en cero de las funciones f(x) = sen(x)/x, g(x) = (cos(x)-1)/x.

SM 1° (2008) EPil: caracterizacion del limite en un punto mediante los limites laterales.

SM 2° (2010) EPt: sustitucion de infinitésimos equivalentes.

PP: Cociente de polinomios en el infinito.

Tabla 1V.4.3.2. Resultados y justificaciones asociados al limite en los libros de texto de la
editorial SM.

En cuanto a los resultados que se justifican (Tabla 1V.4.3.2), observamos que en
el periodo LGE se justifican principalmente resultados asociados al concepto de
limite y operaciones, en el periodo de LOGSE, se justifican Unicamente los
limites de unas funciones (f(x) = sen(x)/x, g(x) = (cos(x)—21)/x, ...) y en el
periodo LOE se justifican tanto un resultado relacionado con el concepto
(caracterizacion del limite en un punto a partir de la existencia y coincidencia de
los limites laterales) como otros asociados a indeterminaciones (sustitucion de
infinitésimos equivalentes y cociente de polinomios en el infinito).

Se trata de la editorial que menos justificaciones incluye en sus LT, al menos en
lo referente al concepto de limite. Llegados a este punto, pensamos que seria
interesante comparar con el analisis de las justificaciones relacionadas con la
continuidad (capitulo V del presente trabajo).
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IV.4.4. Resultados y justificaciones en la editorial Vicens-
Vives.

En la tabla apreciamos sensibles diferencias entre el nimero de resultados que se
muestran en cada texto de la editorial Vicens-Vives, pero esto se debe
principalmente a la atomizacion de las propiedades que hacen los libros: por
ejemplo, el Vicens-Vives 2° (1999) enuncia las operaciones con limites finitos
separadas de los limites infinitos, y considerando todas las casuisticas posibles en
cada operacion: exponenciales de base mayor que 1 o comprendida entre 0 y 1;
lo mismo para logaritmicas, algunas familias de funciones... En otros textos
Unicamente se presentan las operaciones basicas (suma, diferencia, producto y
cociente) por lo que el recuento es inferior.

Libros de texto de Esquemas de prueba Resultados
Vicens-Vives EPO EPil EPiV EPIS EPt EPa Pp  totales

VV 2°(1980) 21 0 0 0 2 3 0 26

VV 1° (1998) 16 2 5 0 1 0 1 25

VV 2°(1999) 35 3 0 2 7 1 1 49

VV 1° (2003) 9 0 0 2 0 0 0 11

VV 2° (2004) 23 0 0 0 0 0 0 23

VV 1° (2008) 9 2 0 0 0 0 0 11

VV 2°(2009) 9 2 0 0 1 0 0 12
TOTALES 122 9 5 4 11 4 2 157

Tabla 1V.4.4.1. Resultados y justificaciones asociados al limite en los libros de texto de la

editorial Vicens-Vives.
En una primera lectura sobre las justificaciones utilizadas en esta editorial,
vemos que un 77% de los resultados no se justifica, y que se utilizan todos los
tipos de justificacion en algin LT. Los tipos de EP mas utilizados en esta
editorial son los EP inductivos de un caso (5,7%) y los EP transformacionales
(7%). El siguiente tipo mas utilizado es el EP inductivo de varios casos (3,2%) y
los EP axiomaticos se reducen a un 2,5% del total. Apenas se incluyen pruebas
preformales.

Si observamos cada LT por separado, vemos que en el LT de LGE (Vicens-Vives
2°, 1980) deja sin justificar la mayoria de los resultados (80,8%), pero dentro de
las justificaciones que muestra, el 11,5% son EP axiomaticos y el resto, EP
transformacionales. Por su parte, en los LT de LOGSE se observan
comportamientos dispares en funcion de la coleccion: las mas antiguas (Vicens-
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Vives 1° 1998 y Vicens-Vives 2° 1999) justifican un mayor porcentaje de
resultados en ambos cursos (36% Yy 28,6% de resultados respectivamente) que las
mas modernas (Vicens-Vives 1°, 2003 y Vicens-Vives 2°, 2004), que justifican
un 18,2% de los resultados en 1° y un 0% en segundo. Este hecho, unido al
descenso de resultados que se enuncian en la segunda editorial, indica un
descenso notable de la demostracion en este periodo educativo en esta editorial.
En el LT de 1° de la colecciébn mas antigua, el EP mas utilizado es el EP
inductivo de un caso, seguido del EP inductivo de varios casos. Ademas no se
incluyen EP axiomaticos y se consideran muy pocos transformacionales o
pruebas preformales (4% cada uno). Sin embargo, en el LT de 2° de esta misma
coleccion, se presentan justificaciones de todos los tipos, siendo la mas
abundante el EP transformacional (14,3%) seguido por el EP inductivo de un
caso (6,1%). Por su parte, el LT de 1° de la coleccion mas moderna Unicamente
utiliza EP inductivos de varios casos mientras que el LT de 2° no realiza ninguna
justificacion. En cuanto a los LT del periodo LOE (Vicens-Vives 1° 2008 y
Vicens-Vives 2°, 2009), ambos dejan sin justificar un alto porcentaje de
resultados, aunque en este caso, el mayor numero de justificaciones se
encuentran en 2°, y los EP mas utilizados son el EP inductivo de un caso tanto en
1° como en 2° (18,2% y 16,7% respectivamente) y el LT de 2° ademas utiliza EP
transformacionales.

En cuanto a la evolucion de los EP utilizados a lo largo del tiempo, observamos
un notable descenso en los EP axiomaticos, ya que Unicamente aparecenenel LT
de LGE vy en el de 2° de Bachillerato de la coleccion mas antigua de LGE. El
comportamiento del resto de tipos de justificacion es irregular, produciéndose
repuntes en las categorias EP inductivos de un caso y en los EP
transformacionales en la coleccion mas antigua de LOGSE, descienden en la
coleccion més moderna, y vuelven a ascender en LOE. Los EP inductivos de
varios casos y las pruebas preformales aparecen Unicamente en los LT de
LOGSE.

Si bien el recuento que se presenta en la Tabla 1V.3.4 no es muestra del rigor y
formalismo con el que se acomete el tratamiento de limites, se pueden apreciar
sensibles diferencias entre los textos a lo largo del tiempo. Vemos que el mayor
namero de EP axiomaticos se encuentra en el texto de 2° de BUP y que a partir
de 1999, los textos de la muestra tienden a una reduccion en el nimero de

resultados que justifican. Este suceso avala nuestra hipdtesis de que la
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demostracion matematica en particular, y las justificaciones en general, han ido
desapareciendo de los libros de texto a lo largo de los afios y, por tanto, de la
ensefianza secundaria.

Libros de texto Esquemas de prueba

VV 2°(1980) EPt: infinitos equivalentes, limite en cero de f(x) = x/sen(x)
EPa: unicidad del limite, suma de limites finitos en un punto, limite en el
infinito de funciones logaritmicas

VV 1°(1998) EPil: limites de los tipos —k/—o0 y —k/—0.
EPiV: limites en el infinito de funciones polindmicas, limites en el infinito de
f(x)=x", g(x)=x", h(x)=x"" y limites de funciones exponenciales.
EPt: limite en cero de f(x)= x/sen(x).
PP: limite en el infinito de funciones racionales.

VV 2°(1999) EPi1: limite en el infinito de f(x)=x’+k, limites de funciones exponenciales y
logaritmicas.
EPiS: limite en el infinito de f(x)=1/x", limite en el infinito de f(x)=x"
EPt: limites en un punto de funciones racionales (—0/—0), limite en cero de
f(x)=sen(x)/x, suma de infinitos, infinitos equivalentes, infinitésimos
equivalentes, limites de  (1+f(x))Y™ y fx) (cuando  son formas
indeterminadas, —17%)
EPa: limites en el infinito de funciones racionales.
PP: limites en el infinito de funciones polindmicas.

VV 1°(2003) EPiS: limites en el infinito de funciones polindmicas y funciones
exponenciales.

VV 1° (2008) EPil: equivalencia de la existencia e igualdad de los limites laterales a la
definicion de limite, limites en el infinito de funciones racionales.

VV 2°(2009) EPil: equivalencia de la existencia e igualdad de los limites laterales a la

definicion de limite, limites en el infinito de funciones racionales.
EPt: limite en cero de f(x) = sen(x)/x

Tabla 1V.4.4.2. Resultados asociados a cada esquema de prueba o prueba preformal en los
libros de texto de la editorial Vicens-Vives.
En cuanto a los resultados que se enuncia, como vemos en la Tabla 1V.4.4.2, en
los libros de LOGSE se justifican resultados asociados a indeterminaciones y no
se realiza ninguna justificacién de propiedades u operaciones de los limites. La
unicidad y la suma se justifican en el LT de la LGE, y en LOE se justifica el
teorema de caracterizacion, aunque con un EP inductivo. A diferencia de otras
editoriales, en el ejemplar de 2° de BUP de esta editorial no abundan las
justificaciones, y unicamente aparecen tres EP axiomaticos. En los LT de
LOGSE se encuentran las unicas PP de toda la editorial (una en 1° de 1998 y otra
en 2° de 1999), y es en el LT de 1999 donde se justifican un mayor numero de
resultados (la mayoria con EP transformacionales). Cabe destacar la diferencia en
el tratamiento del limite y de las justificaciones que hay entre las dos colecciones
de LOGSE, aunque podrian estar relacionadas con un cambio de politica en la
editorial debido a la modificacion del curriculo de 2001. Al igual que ocurria en
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las editoriales de Santillana y SM, en los periodos LOGSE y LOE se realiza un
tratamiento méas superficial del limite en los LT, abundando en este concepto en
el segundo curso.

IV.4.5. Comentarios a los analisis previos

Tal y como hemos visto anteriormente, el comportamiento de cada editorial es
diferente en cuanto al concepto de limite funcional y las justificaciones
relacionadas, aungue se pueden observar algunas similitudes.
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W Vicens-Vives
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Grafico IV.4.5.1. Porcentaje de EP utilizados en cada editorial.

En el Gréaficos 1V.4.5.1 se muestra el porcentaje total de cada tipo de
justificacion por editoriales. En el eje horizontal se representa cada tipo de
justificacion de justificacion de nuestra clasificacion (EP inductivos de un caso,
de varios casos, sistematicos, transformacionales, axiomaticos y pruebas
preformales) a excepcion de la categoria EPO (no se justifica), debido a que el
alto porcentaje de resultados sin justificar conllevaria una mayor altura del eje
vertical, y su lectura seria mas incomoda. En el eje vertical se representa el
porcentaje de justificaciones de cada tipo que se encuentran en cada editorial.
Por altimo, cada editorial tiene asignado un color, que se utiliza en las barras de
cada tipo de justificacion para representar el porcentaje en dicha editorial.
Observamos que los comportamientos entre editoriales son diferentes, ya que el
EP mas utilizado en Anaya Yy Vicens-Vives es el EP inductivo de un caso, en

Santillana, el EP axiomético y en SM, el EP transformacional.
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Gréfico 1V.4.5.2. Evolucion de cada tipo de justificacion por periodos educativos,
mostrada en nimeros absolutos (abajo) y en porcentajes (arriba).
En el Gréafico 1V.4.5.2 se muestran, con nameros absolutos y porcentajes, la
evolucion de cada tipo de justificacion a lo largo de las legislaciones. Al igual
que en el grafico anterior, en el eje horizontal se presentan cada uno de los tipos
de justificacion considerada, a excepcion de los EPO, y en el eje vertical se
representa el ndmero total de justificaciones de ese tipo en cada periodo
legislativo en el grafico superior, y el porcentaje de justificaciones de ese tipo en
cada periodo legislativo en el grafico inferior. Cada periodo lleva asignado un
color (segun indica la leyenda) que permite observar la evolucion seguida a lo
largo del tiempo para cada tipo de justificacion. Se observa el notable descenso
de EP axiomaticos que hay de LGE a LOGSE, desapareciendo totalmente en
todas las editoriales en LOE. Aunqgue sea de forma poco significativa, también
descienden los EP inductivos sistematicos y las pruebas preformales, ya que se
encuentran pocos ejemplos en todos los LT. Sin embargo, otros tipos de
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justificacion (EP inductivos de 1 caso, de varios casos y los transformacionales)
aumentan en LOGSE para descender de nuevo en LOE.
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Gréfico 1V.4.5.3. Porcentaje (arriba) y numero (abajo) de resultados justificados en cada
editorial, por legislaciones.

En el Grafico 1V.4.5.3 se muestra el porcentaje de resultados que se justifican en
cada editorial, en cada periodo legislativo. En el eje horizontal se representan
cada una de las editoriales, asi como el recuento total para las cuatro editoriales
(en la leyenda, Total). En el eje vertical se representa el porcentaje de resultados
justificados. Cada periodo legislativo tiene asignado su color correspondiente,
que permite comparar la evolucién para cada editorial y la evolucion total del
porcentaje de resultados que se justifican. Comparando el porcentaje de
resultados que se justifican en cada periodo educativo observamos que tres de las
editoriales (Anaya, Santillana y SM) muestran un descenso notable del periodo
LGE a LOGSE, mientras que Vicens-Vives experimenta un ligero aumento.
Anaya se mantiene igual en LOE que en LOGSE (ya hemos comentado que los
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libros de esta editorial de LOGSE y LOE coinciden casi completamente),
Santillana y SM experimentan un descenso menos acusado que el de la LGE, y
en Vicens-Vives dicho descenso es mas suave. En el computo total, teniendo en
cuenta los datos de las cuatro editoriales, se observa un descenso paulatino del
porcentaje de resultados que se justifican en los LT.

Si observamos la evolucion de los porcentajes en cada editorial por separado,
mostrando dichos porcentajes para cada LT de la muestra, vemos
comportamientos diversos en funcion también de los niveles educativos de los
LT y no solo de las editoriales o los periodos legislativos. También hay que
destacar que los LT de COU de la muestra (Anaya, 1989 y SM, 1980) no son
muy representativos debido a que, en general, en este nivel educativo no se
consideran los limites, ya que se suponen Vvistos en cursos anteriores, y los que
los incluyen, lo hacen de forma breve a modo de repaso.
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Gréfico 1V.4.5.4. Porcentaje de resultados justificados en cada uno de los LT de cada
editorial. Se observa la evolucion temporal.
Por editoriales, en el Graficos 1V.4.5.4 se observan diferencias importantes en el
porcentaje de resultados justificados: la editorial que justifica un porcentaje mas
alto de resultados en alguno de sus LT es SM (llegando casi al 70% y al 80% en
dos de sus LT), y la que menos, Vicens-Vives, que el LT que justifica un
porcentaje mas alto de resultados Unicamente llega al 35%. Llama la atencion las
diferentes formas que tienen estas graficas por leyes organicas, es decir, que no
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se observa un comportamiento similar en los LT en funcion de las legislaciones,
sino que son las editoriales las que deciden si justifican en un curso mas alto o
mas bajo, o si presentan mas o menos justificaciones independientemente de los
curriculos legales. Este suceso también se observa en el Graficos 1V.4.5.3, en el
que ademas se observan diferencias entre el nimero y el porcentaje de resultados
justificados (SM es la editorial que menos resultados justifica, pero porque es la
que menos resultados enuncia, ya que, por otro lado, es la que mas resultados
justifica proporcionalmente).

Resumiendo, se observa en las cuatro editoriales que, dependiendo del periodo y
de los libros de texto, en algunos se observa un mayor numero de resultados,
aunque cuando esto se produce en los textos de LOGSE o LOE se debe
principalmente a una mayor atomizacion de los mismos resultados que se
presentaban en sus predecesores.

Una vez realizados estos analisis previos, que nos permiten tener una idea de la
evolucion de las justificaciones por editoriales, se presenta el analisis mas
detallado en funcién de nuestro marco tedrico de los resultados enunciados
relacionados con el limite funcional. Para ello, hemos clasificado los resultados
en tres grupos en funcion del tipo de resultado:

1. Teoremas o propiedades asociados al concepto de limite: unicidad,
equivalencias entre definiciones, caracterizacion mediante los limites
laterales, conservacion del signo en el entorno del limite...

2. Operaciones con limites: aritmética sobre limites finitos y su extension a
los limites infinitos.

3. Resultados asociados a indeterminaciones o familias de funciones: en este
caso se consideran los limites de algunas familias de funciones o casos
concretos de indeterminaciones que se enuncian (y a veces se justifican)
como si de teoremas se trataran, por ejemplo, limite en el infinito de

funciones polindmicas, racionales, exponenciales, logaritmicas...

Este anélisis se presenta en los apartados IV.5, IV.6 e IV.7, y en ellos se recogen
todos los datos del andlisis realizado atendiendo a las categorias descritas en
nuestro marco teorico.
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IV.5.RESULTADOS ASOCIADOS AL CONCEPTO DE
LIMITE

Una vez que se han visto los resultados que se enuncian sobre limites, se va a
proceder a su analisis. En este epigrafe se muestra el analisis de los resultados
asociados al concepto de limite, como por ejemplo, la unidad, la conservacién de
signo en un entorno del limite, la equivalencia entre definiciones, los limites
laterales, signo...

En primer lugar se va a considerar las diferentes formas en que los libros definen
el limite de una funcioén, ya que de ello dependen las definiciones que enuncian y
si establecen la equivalencia entre ellas. Se han detectado los siguientes
planteamientos:

> En algunos de los textos que consideran las sucesiones y los limites de
sucesiones en temas anteriores al de limite funcional, definen éste Gltimo
mediante sucesiones (el limite de una funcion en un punto p es L si para
cualquier sucesion que tiende a p, la sucesion definida por las imagenes de
los elementos de la sucesion por la funcion tiende a L). Estos LT son:
Santillana (1991 y 1997), SM (1996) y Vicens-Vives (2003 y 2004). No
obstante, al no ser operativo, suelen definirlo de nuevo utilizando otros
tipos de definicidn, aunque no establecen la equivalencia, ni la justifican.

> En algunos textos (Anaya, 2002 y 2008; Santillana, 2008 y 2009)
comienzan con los limites laterales, y definen el limite de una funcién en
un punto a partir de éstos.

> En el resto de textos definen el limite directamente utilizando la definicion
métrica, aunque suelen haber considerado una nocién ingenua (intuitiva)
de éste a modo de introduccion.

A pesar de las diferentes presentaciones del limite, todas las editoriales presentan
méas de una definicién, al menos en alguno de los cursos, aungque no suelen
justificar la equivalencia entre dichas definiciones. En algunos casos, la
definicion métrica se presenta en varias versiones (utilizando entornos, valor
absoluto, distancias...) y se realizan las transformaciones de una a otra de forma
discursiva, pero no las consideramos demostraciones ya que se trata Unicamente
de una transformacion en la expresién por equivalencia entre expresiones.
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Las definiciones utilizadas para el concepto de limite influyen en las pruebas que
se pueden realizar en los resultados sucesivos, por lo que nos interesa hacer una
breve comparacién de las definiciones que utilizan los libros de texto. Algunos
presentan mas de una definicién, por lo que hemos considerado la que presentan
en primer lugar, si bien estos libros las “hacen evolucionar” hasta obtener otras
diferentes. Ademas, existen diferencias en qué tipos de limites abordan en primer
lugar, limites infinitos o infinitos, en un punto o en el infinito. En funcion de los
libros podemos encontrar diversos comportamientos asociados a la definicion del
limite, para cualquiera de las definiciones. A continuacion mostramos los tipos
de definiciones de limite finito de una funcién en un punto en los LT de la
muestra, tomando en cada caso la primera que se enuncia si en los LT se enuncia
mas de una:

= Definicién métrica, en un punto, utilizando valores absolutos.

lim,_, f(x) =l& dado >0 existe un & tal que si 0 < |x — a| < & entonces |f(x) —
I] < e. (Anaya 2° BUP, 1976, pp. 76)°

Decimos® que la funcion f(x) tiene por limite L cuando x tiende a |, si fijado un'® ndmero
real positivo £ se puede determinar un nimero real positivo & dependiente de &, tal que,
para todos los valores de x que verifican la condiciéon 0 < |x —I| < &, también se
verifica que |f(x) — L| < e. (SM 2° BUP, 1977, pp. 61)

Una funcion f(x) tiene limite L en un punto p si para cada nimero real £0 existe otro
namero real &>0 tal que |f(x) — L] < e si|x —p| <&y x#p, donde & se elige en
funcion de & Se escribe lim,_,;, f(x) = L. (SM 2° Bachillerato, 2001, pp. 234)

La expresion lim,._,, f(x) =b, que se lee el limite de f(x) cuando x tiende a a es b,
quiere decir que si x toma valores préximos al nimero a, los correspondientes valores
de f(x) se aproximan al numero b. Al final: lim,_, f(x) =b & Ve > 0 se puede
encontrar un 6 >0 |si 0< |x —a| < 6 = |f(x) — b| < &. (SM 2° Bachillerato, 2010,
pp. 209)

El nimero real L es el limite de la funcion f(x) cuando x tiende a un valor a finito si y
s6lo si para todo £0, tan pequefio como queramos, existe >0, tal que si a—d<x<a+ Jy
x#a, entonces se cumple que L—e& <f(x)< L+e& Escribiremos, simbdlicamente,
lim,._, f(x) = L. (Vicens-Vives 2° Bachillerato, 2009, pp. 166)

= Definicién métrica, en un punto, utilizando entornos.

® Deberia enunciar “para todo £” o “’para cualquier £”. De esta forma parece que basta que se cumpla para
un solo e.

? Subjetivismo

19 E| mismo problema sefialado en la nota anterior.
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Se dice™ que la funcion f tiene por limite el nmero real L cuando x tiende a a si para
todo entorno E(L, ¢) de L de radio ¢ se puede encontrar un entorno Ey(a, ¢) de a de radio
o tal que si xe Ey(a, J), x#a, se verifica: f(x)e E(L, ¢), y se escribe lim,._,, f(x) =L.
(Santillana 2° BUP, 1976, pp. 210)

Sea y=f(x) una funcion real definida en un subconjunto D de R y sea X, un punto de
acumulacion de D. Se dice que el limite de la funcidn f(x) es | cuando x tiende hacia X, y
se escribe lim,_,, f(x) = I cuando fijado un** entorno arbitrario de I, E(l, ), existe un
entorno reducido del punto X, E*(Xo, 0), tal que cualquiera que sea XEE*(X,, 5)ND se
verifica que f(x)€E(L, ¢). (SM COU, 1980, pp. 217)

Diremos que m es el limite de F en a, si para todo entorno B de m se puede encontrar un
“entorno reducido” de a: A,=A\{a} de modo que: F(Aq)cB. (Vicens-Vives 2° BUP,
1980, pp. 235)

= Definicidn a partir de los limites laterales.

Si limy.- f(x) =lim,_ .+ f(x) =1, decimos que lim,,.f(x)=[0. (Anaya, 1°
Bachillerato, 2002, pp. 277 y Anaya, 1° Bachillerato, 2008, pp. 277)

El limite de una funcién f(x), cuando x tiende a un punto c, es un namero real L cuando
lim,_.- f(x) =lim,_,.+ f(x) = L. (Santillana, 1° Bachillerato, 2008, pp. 228)

El limite de una funcién f(x) cuando x tiende a un punto ¢ es un nimero real L, lo
escribimos como lim,._,. f(x) = L, silim,_.- f(x) =lim,_, .+ f(x) = L. (Santillana 2°
Bachillerato, 2009, pp. 206)

= Definiciones a partir de sucesiones. Suelen complementarlas con otras
métricas ya que es una definicion poco operativa.

lim,_, f(x) =1l <Siempre que lim,..,x, =a (con x,#a), se verifica que
lim,_,, f(x,) =L (Santillana, 2° BUP, 1991, pp. 126)

L es el limite de la funcidn f(x) en el punto x=a, si y s6lo si tomando cualquier sucesion
de originales distintos de a (X3, Xa,...Xn...) que tiende hacia a, la sucesion de sus
imagenes (f(xy), f(x2),...f(xn)...) tiende hacia L. (Santillana 2° Bachillerato, 1997, pp.
219)

Una funcion f(x) tiene por limite el nimero real L en el punto x=u, si para toda sucesion
de valores x,#u del dominio que tenga por limite u, al sucesion de los valores
correspondientes, f(x,), tiene por limite L. u puede ser a, a*, @', +o, -co. L puede ser un
namero real, +oo, -co. (SM 1° Bachillerato, 1996, pp. 166)

1 podrfa parecer como un rumor

12 5e comete el mismo error que hemos comentado en la nota 8. No se hace referencia explicita a que
puede ser cualquier entorno y no basta con que lo cumpla solo uno. Esto puede conducir a errores de
comprension de demostraciones en las que se requiere de dicha universalidad.
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Diremos que el valor | es el limite de la funcion f(x) cuando x—Xxo, si para cualquier
sucesién de valores {x,} que tienda a xo, la sucesion correspondiente de las imagenes
{f(x»)} converge hacia el valor |. Escribiremos lim,_, f(x) =1. (Vicens-Vives 1°
Bachillerato, 2003, pp. 212 y Vicens-Vives 2° Bachillerato, 2004, pp. 9)

Definiciones a partir de una descripcion ingenua. A veces la
complementan con una definicion formal, generalmente métrica, en
cualquiera de sus formatos.

lim,_. f(x) =l<Si queremos que f(x) sea muy proximo a I, podremos conseguirlo sin
més que darle a x valores tan proximos a ¢ como sea necesario. < Dado™ ¢> 0,
podemos encontrar 0> 0 tal que Si X£C y c—d<x<c+d, entonces |f(x) —I| < &. (Anaya
2° Bachillerato, 2003, pp. 220 y Anaya 2° Bachillerato, 2009, pp. 224)

lim,_,,, f(x) =1 f(x)-I| cuando x—>p & |f(x) — | es mas pequefio que un** nimero
prefijado ¢, para todos los valores de x suficientemente proximos a p. (Anaya 2 BUP,
1987, pp. 143)

Intuitivamente se puede pensar en el limite de una funcién y=f(x) en el punto x=a como
el valor al que tienden sus imagenes, y, cuando los originales, x, tienden hacia a.
(Santillana 1° Bachillerato, 1996, pp. 216)

Si a 'y b son dos nimeros reales, la expresion lim,._,, f(x) = b quiere decir que si X
toma valores proximos, tanto mayores como menores, al nimero a, los correspondientes
valores de f se aproximan al nimero b. (SM 1° Bachillerato, 2008, pp. 190)

Decimos que el limite de la funcion f(x) cuando x a es L, y escribimos lim,._,, f(x) = L,
si el valor de f(x) se acerca a L tanto como queramos, siempre que tomemos para x un
valor suficientemente proximo al valor a. (Vicens-Vives 1° Bachillerato, 2008, pp. 239)

Varias definiciones que combinan algunos de los casos anteriores, es
decir, relacionan varias definiciones en el mismo texto o varias formas de
escribir la misma definicion.

limy,p f(x) =1 & lim,,,- f(x) =1y lim,_,+ f(x) =1 < dado'® £>0 existe un § tal
quesi 0 < |p — x| < & entonces |f(x) — I| < € & dado un entorno de [, E(l, ¢), existe

un entorno de p, E(p, 9), tal que si x € E*(p, §) entonces f(x) € E(l, ). (Anaya COU,
1989, pp. 227)

Vicens-Vives (1998) de 1° de Bachillerato no tiene una definicion de limite, ni
siquiera intuitiva, ya que ilustra la idea a partir de un texto explicativo grafico-
verbal e indica lo que seria el limite y asintota (Figura 1V.5.1).

3 El comentario de la nota 8 es valido aqui.
Y E| comentario de la nota 8 es valido aqui.
15 El comentario de la nota 8 es valido aqui.
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Su continuacién en 2° de Bachillerato ni siquiera ilustra lo que es el limite, sino
que se reduce al célculo de limites de funciones elementales para continuar con
operaciones y otras técnicas de calculo de limites (representado mediante un
asterisco en la Tabla IV.5.1).

lim Hx)= ¢+ o0
e

lim !(I,I 4+

T lim fix) =1

= i

; ik .
__ k]

Falta describir cémo se comporta la grafica en los extremos de los interva-
los del dominio. Para ello necesitamos definir un nuevo concepto: "limite".

2.1 Limites en el infinito. Asintotas horizontales
Seguimos con la gréfica anterior.

* Six aumenta y tiende a infinito (escribimos: x — + =), los valores de f(x)
tienden a confundirse con 1, aunque no lo alcancen.
Decimos que:
"el limite de f cuando x tiende a + =, es 1"
lim fix)= 1

En simbolos: lim f(x)=1 y=1

La gréfica parece querer pegarse a la recta y = 1. Llamamos a esta rect:
asintota horizontal.

* Si x, negativo, aumenta en valor absoluto y tiende a - = (x — - =), los va:
lores de f(x) decrecen mas alld de cualquier valor imaginable.

Se dice que: :
"el limite de f, cuando x tiende a - «, es - " ; I
En simbolos: lim flx) = - = /‘L“.'.‘."" B 1

Figura IV.5.1. Concepto de limite en Vicens-Vives (1998), de 1° de Bachillerato de
LOGSE.

Si bien se observa que la primera definicién que presenta cada libro puede ser
diferente, la mayoria de LT no presenta una sola definicion, y complementa la
idea inicial con otras formulaciones y tipos de definicion. En la Tabla 1V.5.1 se
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muestran las definiciones de limite finito de una funcién en un punto que se
encuentran en cada LT. Se podria realizar un estudio similar con las definiciones
de limite en el infinito, o limite finito, pero alargaria innecesariamente este
estudio sin aportar nueva informacién ya que los LT, o bien consideran una
Unica definicion (e indican que el limite o el punto pueden ser infinito) o bien
consideran una definicion adaptada al infinito pero del mismo estilo que la
definicion de limite finito de una funcién en un punto.

. Meétrica
Ingenua . Limites
g Sucesiones Valor

Periodo LT (intuitiva) laterales  Entornos
absoluto

LGE 2° Anaya(1977)

BUP Anaya (1987)

AN

Sant. (1976)

Sant. (1991)

SM (1977)

SASENANANAN

VV (1980)

COU Anaya (1989)

ANRANANANANRNEN

AR

SM (1980)

LOGSE 1°  Anaya (2002) v

Sant. (1996)

SM (1996)

NASEN
\

V'V (1998)

V'V (2003) v

2°  Anaya (2003) v

AR

Sant. (1997) v v

SM (2001)

VV (1999) *

AN

VV (2004) v

LOE 1° Anaya (2008) v

Sant. (2008) v

SM (2008)

V'V (2008)

2°  Anaya (2009) v

Sant. (2009) \4

ANANENANAN

SM (2010)

VV (2009) v

Tabla I1V.5.1. Tipos de definiciones de limites funcionales que se encuentran en los libros
de texto analizados.
Tal y como se aprecia, las definiciones mas utilizadas son la definicion ingenua y
la definicion métrica a partir de la funcion valor absoluto (con la notacion e-9).
Esta ultima definicion es la més utilizada tradicionalmente en las matematicas de
los primeros cursos de universidad, pero no la mas sencilla de comprender, sobre
todo en estos niveles en los que los alumnos aun no estan familiarizados con el
lenguaje matematico formal. En nuestra opinion, seria interesante utilizar otra
definicion que, sin pérdida de rigor, fuera menos formal: la definicion de limite
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como aproximacion oOptima propuesta por Blazquez y Ortega (2002) (y que
analizan Blazquez, Gatica y Ortega, 2009) debido a que, tal y como apuntan
Blazquez, Gatica, Ortega y Benegas (2008), los alumnos recuerdan Ilas
definiciones ingenuas y la definicion por aproximacion déptima mejor que la
definicion métrica ¢-0. Al utilizar estas dos ultimas cometen menos errores con la

primera que con la segunda.

Definicion de limite secuencial: L es el limite de una sucesién a, si para cualquier
aproximacion K de L, K #L, existe un término de la sucesion tal que todos los que
siguen a éste estdn mas proximos a L que K (a, tiende a L cuando n tiende a infinito).

Definicion de limite funcional 1: El limite de la funcion f en x = a es L si para
cualquier aproximacion K de L, K #L, existe una aproximacién H de a, H+a, tal que las
imagenes de todos los puntos que estan mas cerca de a que H estdn mas préximas a L
que K. Se escribelim,._,, f(x) = Ly se lee limite de f(x) cuando x tiende aa es L.

Definicion de limite funcional 2: EIl limite de la funcion f en x = a es L si para
cualquier aproximacion K de L, K # L, existe un entorno reducido de a tal que las
imagenes de todos sus puntos estan mas préximas a L que K.

Definicién de limite funcional 3: El limite de la funcién f en x = a es L si cuando x
tiende a a, sus imagenes f(x) tienden a L. (Previamente se ha establecido el concepto de
tendencia, aproximacion éptima, que es distinto del concepto de aproximacion)

(Blazquez, Gatica y Ortega, 2009, pp. 160-161)

Por otro lado, no todos los LT acompafian la definicién de limite de otros
sistemas de representacion que no sea el verbal, aunque algunos si incluyen

gréficas. Estas graficas no siempre representan el concepto de limite, sino que, en

ocasiones, se limitan a mostrar una funcién continua (y por tanto, que tiene limite
en cualquier punto).

lim f(x)

X-a
lim f(x) lim f(x) lim (x) lim ()
X——00 X-+-a~ X—=at X— 400

Figura IV.5.2. Representacion del limite (1° de Bachillerato de LOGSE de SM, 1996).

En la Figura 1VV.5.2 no se representa el limite de una funcion propiamente dicho
(no hay funcidn) pero se muestra un diagrama cuya intencion es representar la
idea intuitiva de limite, la tendencia.
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El grafico de la Figura 1V.5.3 no representa la definicion de limite, ya que es un
ejemplo en el que se limitan a mostrar una funcién (que parece ser discontinua,
de discontinuidad evitable), y relacionan el valor al que tiende la variable
independiente con el valor que deberia tomar la variable dependiente para que la
funcidn sea continua, que es precisamente una de las formas de enunciarlo de
este LT, pero que no refleja lo que ocurre en las inmediaciones del punto.

"

l
l

Figura 1V.5.3. Representacion del limite (2° de BUP de Vicens-Vives, 1980).

En las Figuras 1V.5.4, IV.5.5 y IV.5.6 se representa el concepto de limite
utilizando entornos alrededor del valor al que tiende la funcion y de su posible
imagen. Al tratarse del limite finito de una funcién en un punto, los LT han
considerado funciones continuas (en el caso de la Figura IV.5.5 se trata de una
funcion en concreto, f(x) = x?), por lo que se puede identificar el limite con el
valor de la funcion en el punto. No obstante, para evitar dicha identificacién, el
LT presenta la Figura IV.5.6 en la que ha eliminado el punto correspondiente al
limite, y dibujando la grafica para el resto de puntos.

Figura IV.5.4. Representacion del limite (2° de BUP de SM, 1977).

] I T[]
/f

[T |

~

VY NN
AN
0

12 1 X

Figura IV.5.5. Representacion del limite (2° de Bachillerato de LOE de SM, 2010).
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Figura 1V.5.6. Representacion del limite (2° de Bachillerato de LOE de SM, 2001).

Por otro lado, algunos textos no muestran un grafico para el limite finito de una
funcion en un punto, sino para los limites laterales, sobre todo aquellos que lo
definen como la existencia y coincidencia de los limites laterales en dicho punto.
Un ejemplo de grafico del limite lateral en el que se muestra el intervalo en el
que se cumple la definicion (se ha considerado para un caso concreto) es el de la
Figura IV.5.7.

{. si 2 — x <o, entonces | fix)—1|<¢
(solo se ha representado la parte de grafica
que esta a la izquierda del punto 2, porque
es la que se necesita para el limite por la
izquierda).

()} R T S Tt SRS P PL

Figura IV.5.7. Representacion del limite (2° de BUP de Anaya, 1976).

En el caso de la Figura I1VV.5.8 vemos que, en primer lugar, se considera el limite
lateral, representando la definicion -9, pero, en segundo, para el limite finito de
una funcion en un punto, al establecer la igualdad entre los limites laterales, ya
no se representan los intervalos asociados a ¢ y a o.

Ademas, en las representaciones de los limites se pueden observar también
pequerias diferencias entre el 1° y 2° curso de una editorial para un mismo
periodo: en la Figura 1VV.5.9 se muestra la representaciones utilizadas por los LT
de LOE de Santillana (de 1° y 2° de Bachillerato, respectivamente), que son LT
que han definido el limite en un punto a partir de los limites laterales pero que en
1° definen estos ultimos de forma ingenua y en 2° de forma métrica. Las
representaciones son muy similares, pero en 1° utiliza fragmentos de funciones
lineales para sefialar la aproximacion y en 2° utiliza fragmentos de funciones mas
generales, aunque en ambos casos, de funciones crecientes.
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8! T
L Jim [ = lim [0 =1

lim f(x) =1
X=c

Figura 1V.5.8. Representaciones del limite lateral y en un punto (2° de Bachillerato de
LOGSE de Anaya, 2003).

YA ! YA :
- Y ot Yy o Yy
| : E L
L : > Ll __--: -------- : E -
e P L e Li
| > T > /'E st )
C X K X ; > 5 >
| :C X :C X
lim f(x) = L lim f(x) = L, : :
S sl E‘_’[‘( fG=L No existe lim f(x).
lim f(x) = L im f(x) = L, ==

X =

Figura IV.5.9. Representacion del limite finito en un punto: Santillana, 2008 (izquierda) y
2009 (derecha), correspondientes a 1° y 2° de Bachillerato respectivamente.
Por su parte, en la Figura 1V.5.10 se muestra un ejemplo de representacion de
limite (Santillana, 1991) en el que sea intentado recoger todos los elementos que
conforman el concepto de limite: la funcién no adopta ninguna forma de funcion
conocida, en el punto no tiene por qué estar definida, se muestran ambos
intervalos, tanto en el eje OX como en el eje OY, se indica la dependencia de ¢
en funcion de &, se muestran a x y f(x) dentro de sus correspondientes

intervalos...

Otra diferencia que hemos detectado asociada a la definicién del limite son los
distintos tratamientos que hacen los LT de los limites laterales. Se presentan en
casi todos los libros, pero solo en algunos se establece como propiedad que la
existencia del limite de una funcion en un punto equivale a la existencia y
coincidencia de los limites laterales en dicho punto. Algunos textos lo presentan
como definicion, como es el caso de Anaya (2002 y 2008) y Santillana (2008 y
2009) vy, por tanto, carece de sentido considerar cualquier justificacion en estos
textos.
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4 v=J(x)
Y ot DL
& tomz{ré /(\) ——————————— +€
cualquier 1l R—————— i) oo e
valor (> 0) : . e
|
I B
|
| |
Lo ! X
0 X a -

El valor que tome & sera
® | consecuencia del de &

Figura 1V.5.10. Representacion del limite finito en un punto (2° de BUP de Santillana,
1991).

No obstante, hay que remarcar que esta definicién les permite obviar la
definicion de limite en un punto de una funcion y evitar el conflicto del valor
absoluto, es decir, estos libros de texto evitan la escritura 0 < |x — a| < §. No
obstante, también puede haber diferencias en el enunciado de la definicion de
limite lateral, ya que puede hacerse de forma ingenua (Santillana, 2008) o de
forma métrica (Santillana, 2009), aungue la definicion de limite en un punto que
utilizan sea la misma. Si se pretendiera completar la definicion usual (el limite de
una funcion en un punto ¢ es un numero real L si para todo ¢>0 existe un >0 tal
que se verifique que Vxe (c—d, c+d), se cumple que |f(x) — L| < &) habria que
establecer la equivalencia entre esta definicion y la de los limites laterales
mediante un teorema. Esto estaria obligado si se quiere aplicar la definicion
general para deducir algunas propiedades del limite sin recurrir a la lateralidad.
No obstante, cualquiera que sea la definicion que se establezca como tal de las
dos consideradas permite la justificacion de resultados posteriores (aunque con
algunas diferencias asociadas a la definicion utilizada). Este hecho suscita
algunas preguntas: ¢alguna de las dos sistematizaciones es mejor desde el punto
de vista didactico? Y de ser asi, ¢cuél es la mas apropiada?

Unicamente se enuncia como un resultado y se justifica en dos de los libros de
texto de 2° de BUP, el de Anaya (1977) y en el de SM (1980), en dos libros de 1°
de Bachillerato de LOE, SM (2008) y Vicens-Vives (2008) y en uno de 2° de
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Bachillerato de LOE, Vicens-Vives (2009). En las Tablas IV.5.2 y 1V.5.3 se
muestran los analisis correspondientes.

Caracterizacion del limite mediante los limites laterales
Textos Anaya 2° (1977) SM COU (1980)
Esquema de prueba |EP axiomatico, con caracter|[EP axiomético (demostracion de la
transformacional  (deduccion de la|CNyde laCS)
nueva definicion a partir de las de
limites laterales)
Técnicas Tipo |CN CNyCS
Método |Silogismo Silogismo
Estilo |AM local AM local
Modo |[Directo Directo
Funciones de la|Explicacion, comunicacion, |[Explicacion, comunicacion,
demostracion verificacion. verificacion.
Reconocimie|RP*  |No Lo etiqueta como teorema.
nto de—=;
Procesos RC No No.
Expresiones |[Exp*® |SR™: verbal, férmula. SR: verbal, formula.
que utiliza | — - : - -
Sig No, simbolos habituales en el tema. No, simbolos habituales en el tema.
Consideracio|GP*®  |No. No.
nes globales [cgit6  [No. NoO.
DEJ™® |No, dentro del texto. Enunciado en cursiva y etiqueta de
teorema. No indica la demostracion.
oVv* INo No.

Tabla IV.5.2. Analisis de las justificaciones asociadas al teorema de caracterizacion en los
LT de la LGE.

Tal y como se ve en la Tabla 1V.5.2, el analisis para ambos LT es muy similar: la

justificacion y la consideracién del resultado es diferente, ya que en el LT de

Anaya no se enuncia como tal, sino que aparece dentro del texto, como una

explicacion mas y junto a la justificacion, y en el LT de SM lo enuncia como

teorema y justifica las dos implicaciones.

Por otra parte, en los LT de LOE unicamente se utilizan EP inductivos de 1 caso,
es decir, que consideran un ejemplo de funcién en el que estudian los limites
laterales y al coincidir estos, establecen que ese debe ser el valor del limite.
Sobre otros aspectos que caracterizan a la justificacion se aprecia que son
similares en los tres textos (en los dos textos de Vicens-Vives, a pesar de ser de
cursos diferentes, realizan la misma justificacion y, por tanto, el analisis es el

% En todas las tablas: Reflexiona sobre el procedimiento (RP); se refiere a sus consecuencias (RC);
expresiones (Exp); explica su significado (Sig); explica globalmente el proceso (GP); se refiere a sus
consecuencias (CSi); distingue entre el enunciado y la justificacion (DEJ) y sefiala otras posibles vias de
justificacion (OV); sistemas de representacion (SR).
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mismo para ambos) excepto en el método, que generalmente no se considera para
EP inductivos por la naturaleza del EP, pero que en este caso hemos querido
sefialar como contraejemplo debido a que el LT, para establecer el resultado,
considera un ejemplo donde los limites laterales no coinciden.

Caracterizacion del limite mediante los limites laterales
Textos SM 1° (2008) VV 1° (2008) VV 2°(2009)
Esquema de prueba EP inductivo de 1 caso  |EP inductivo de 1 caso EP inductivo de 1 caso
Técnicas | Tipo CSyCN CN “para que |CN “para que
exista...tiene que existir” |exista...tiene que
existir”
Método Contraejemplo. - -
Estilo Algebraico y gréafico Algebraico y grafico Algebraico y grafico
Modo - - -
Funciones  de la | Comunicacion Comunicacion, Comunicacién,
demostracion explicacion explicacion
Reconoci |RP No No No
miento de
procesos RC No No No
Expresio |Exp SR: wverbal, gréfico, |SR: verbal, tabla, férmula, | SR: verbal, férmula,
nes que féormula. grafico (funcion) grafico (funcion)
utiliza Sig No, habituales en el|No, habituales en el tema |No, habituales en el
tema tema
Consider |GP - - -
aciones  [cg; _ i _
lobales - - - - - P
g DEJ Tipogréaficamente Tipograficamente Tipogréaficamente
ov No No No

Tabla 1VV.5.3. Andlisis de las justificaciones asociadas al teorema de caracterizacion en los

LT de la LOE.
Una vez definido el limite funcional, deberian enunciarse sus propiedades. Una
de las mas importantes, desde el punto de vista conceptual, es la unicidad, ya que
dota al concepto de una caracteristica que permite mecanizar su célculo aunque
no se utilice directamente para ello (es decir, este resultado no es necesario para
calcular limites). Sin embargo, esta propiedad no se enuncia en todos los libros
de texto y, por tanto, no se demuestra. Si que lo encontramos en algunos de los
libros de texto de la LGE, aunque a medida que avanzan las legislaciones, se deja
de tener en cuenta. Esto nos indica que existe una tendencia a mayor hacia la
profundizacion en el calculo de limites, y su mecanizacion, que hacia la
comprension del concepto. Ademas, ninguno de los libros de texto lo titulan
como teorema de unicidad y, de hecho, muchos ni siquiera lo titulan como
teorema.
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Si existe el limite de una funcion en un punto, éste es Unico.

Textos (2° BUP) | Santillana (1976) |Santillana (1991) |SM (1977) |Vicens-Vives (1982)
Esquema EP axiomatico. EP axiomatico, | EP EP axiomatico.
prueba incompleto. Se basa|axiomatico. |Demuestra el teorema
en los resultados para antes de enunciarlo.
limites de sucesiones,
aunque s6lo indica
los pasos basicos del
razonamiento.
Técnicas |Tipo |CN CN CN. CN.
Métod | Reduccion al | Reduccién al absurdo | Reduccién al | Reduccion al absurdo,
0 absurdo, absurdo. constructivo.
constructivo.
Estilo | AM local. AM global. AM local. AM local.
Modo | Directo. Analitico Directo. Directo.
Funciones de Comunicacion, Comunicacion, Comunicaci6 | Comunicacion,
demostracion verificacion. verificacion. n, verificacion.
verificacion.
Reconoci |RP No. Si, indica que se|No. No.
miento de comprueba.
Procesos IRc | No. No. No. No.
Expresio |Exp Usuales. SR: verbal |Usuales. SR: verbal. | Usuales. SR:|Usuales. SR: verbal y
nes que y férmula. férmula. férmula.
utiliza  [gjgq No, son expresiones [No, son expresiones | No, son|No, son expresiones
habituales. habituales. expresiones | habituales.
habituales.
Consider |[GP No. Si, es lo dnico que |No. No.
aciones hace.
globales [csi | No. No. Si, Si, brevemente.
brevemente.
DEJ S6lo  de  forma|Sélo de forma | Sélo de | Soélo de forma
tipogréfica. tipogréfica. forma tipogréfica.
tipografica.
ov No. Si, aunque lo indica|No. No.
como ejercicio.

Tabla IV.5.4. Analisis de las justificaciones asociadas a la unicidad del limite en los LT de

la LGE.

Como vemos en la Tabla IV.5.4, la unicidad del limite se justifica en todos los
LT en los que se enuncia (los LT de Anaya no enuncian la propiedad) y, ademas,
lo hacen de forma axiomatica. Esto puede deberse a que es una demostracion
sencilla, de pocos pasos, en la que Unicamente se utiliza la definicion para
verificar el resultado y, por tanto, no se requieren razonamientos complicados.
Exceptuando el LT de Santillana (1981), que no llega a desarrollar la prueba, ya
que solo indica los pasos en el razonamiento, y utiliza la unicidad demostrada en
los limites de sucesiones, el resto de LT utiliza el mismo razonamiento: parte de

la definicién vy, utilizando la reduccion al absurdo, llegan a la contradiccion que
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justifica el resultado. No obstante, el LT de Santillana (1991) propone esta
justificacion como ejercicio para el alumno. Cabe destacar la presentacion del
texto de Vicens-Vives (1982), que justifica el resultado antes de enunciarlo, y
presenta el enunciado como la sintesis del razonamiento realizado.

En el periodo de LOGSE, esta propiedad del limite practicamente desaparece de
los libros de texto (Tabla 1V.5.5). Se enuncia Unicamente en el LT de Santillana
(1997), de 2° de Bachillerato. En el desarrollo del tema, el LT no presenta la
demostracion del resultado, pero indica que se desarrolla en el apartado de
Ejercicios y problemas resueltos.

Si existe el limite de una funcién en un punto, éste es unico.
Texto (2° Bach.) |Santillana (1997)
Esquema de prueba |EPO en el texto, EP axiomético en el apartado Ejercicios y problemas resueltos.

Técnicas | Tipo Unicidad y CS, aungque no estd enunciado en los términos habituales
(Si...entonces).

Meétodo |Reduccion al absurdo
Estilo Analisis Matematico local
Modo Analitico

Funciones de la|Verificacion, comunicacién, ¢explicacion?
demostracion

Reconoci |RP Si, indica que se demuestra en el apartado Ejercicios y problemas resueltos.
miento de
procesos | RC No
Expresio |Exp SR: verbal. Simbolos propios de las matematicas (conectores,...), habituales
nes que durante el tema, en la demostracion; en el enunciado, lenguaje coloquial
utiliza Slg No
Consider |GP No
aciones  [cg;j No
lobales - - p -
g DE Tipogréaficamente, esta en un apartado diferente.
oV No

Tabla I1V.5.5. Andlisis de las justificaciones asociadas a la unicidad del limite en los LT de
la LOGSE.

Algo similar ocurre en el caso de los LT de LOE: la unicidad Unicamente se
enuncia en el texto de SM (2010), de 2° de Bachillerato. En los textos de Anaya y
Vicens-Vives no aparece en ninguno de los dos cursos y en uno de los textos de
Santillana (2008, de 1° de Bachillerato) aparece en una nota en el margen para
limites de sucesiones. Dado que SM (2010) no justifica dicha unicidad, es decir,
que se trata de un EPO, en la Tabla IV.5.6 Gnicamente se presentan las categorias
que se pueden analizar cuando no hay una demostracion, y se omiten el resto.
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Si existe el limite de una funcién en un punto, éste es Unico.

Textos SM (2010) 2° curso

Esquema de prueba EPO

Técnicas Tipo CS. Sin mencionar “entonces”

Funciones de la demostracion No hay

Expresiones que utiliza Exp Sistema de representacion verbal.
Sig No.

Consideraciones globales | CSi No.
ov No.

Tabla IV.5.6. Analisis de las justificaciones asociadas a la unicidad del limite en los LT de
la LOE.

Algunos libros complementan el estudio del concepto de limite con otros

resultados generales sobre limite, pero son una minoria. De hecho, sélo hemos

encontrado alguno de ellos justificado en tres libros de 2° de BUP de LGE, en

Santillana (1976), Santillana (1991) y SM (1977), ya que en otros libros, si se

enuncia, no se justifica. Los resultados a los que nos referimos son los siguientes:

» lim,,, f(x) = Lequivale alim,_, f(x) — L = 0.

Se enuncia en uno de los libros de 2° de BUP de Santillana (1976) con EP
axiomatico, aunque se puede observar un paso transformacional. El tipo de
enunciado es de condicion suficiente, ya que s6lo se enuncia una implicacion,
aunque podrian enunciarse en ambos sentidos (y justificarse). EI método
utilizado es el silogismo, con un estilo del Analisis Matematico local, y en modo
directo. Las funciones que apreciamos son las de comunicacion y verificacion.
En el LT no se aprecia ningun reconocimiento al proceso, aunque la justificacion
comienza por “en efecto”, lo que parece indicar el comienzo de un razonamiento.
Utiliza los sistemas de representacion verbal y formula, de los que no explica su
significado, porque son habituales en el texto. Sin embargo, en la demostracion
indica “fijado un €”, lo que parece contradecir el hecho de que el limite se define
para todo e: deberian precisarse estas notaciones. Por ultimo, no se explica
globalmente el proceso, ni el significado del teorema, ni se sefialan otras vias de
justificacion. No existe una separacion clara entre el enunciado y la justificacion,
ni siquiera tipografica. Unicamente cambian de parrafo, pero no es suficiente
para sefialar dicha diferencia.

También se enuncia en el texto de Santillana (1991) y en el de Anaya (1977),
aunque lo relacionan con los infinitésimos. En ninguno de los dos LT lo
justifican.
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= Si una funcidn tiene limite en un punto c, dicha funcién estd acotada en un
entorno de c.

Este resultado se enuncia en el LT de 2° de BUP de Santillana (1976). Lo
justifica mediante un EP axiomético. El enunciado es de tipo de condicidn
suficiente, aunque falta el “entonces”. El método es el silogismo, con un estilo
del Analisis Matematico local, y en modo directo. Las funciones que se aprecian
son comunicacion y verificacion. No reconoce el proceso como tal, ni explica las
consecuencias de haberlo justificado. Los sistemas de representacién son el
verbal y la formula, y no explica ninguna de las expresiones que utiliza ya que
son habituales en el tema. No realiza una descripcion global del proceso, y en
cuanto a consecuencias, podriamos considerar la indicacion de quienes serian los
candidatos a cotas superior e inferior, aunque no justifica por qué. La distincion
es tipogréfica, ya que escribe el enunciado en cursiva, y no sefiala otras vias de
justificacion.
= Sj una funcién tiene limite positivo en un punto, existe un entorno del limite*’
en la que la funcion conserva el signo positivo (respectivamente si el signo es
negativo).

Este resultado se enuncia en el Santillana (1976) y en el Santillana (1991), ambos
de 2° de BUP. En el LT maés antiguo (Santillana, 1976) este resultado se enuncia
complementando los resultados antes descritos, aungque en este caso no se
justifica (el propio texto indica que no van a realizar la demostracion). En el LT
mas moderno (Santillana, 1991) se indica que “en los siguientes ejemplos se
comprueban dos propiedades importantes de los limites” (pp. 131), y ésta es una
de ellas. Realiza un razonamiento axiomatico, aungque no transcribe todos los
pasos del razonamiento. El enunciado contiene el verbo “probar”, como si de un
gjercicio se tratase, y es de tipo de condicién suficiente. Tal y como esta
presentado, Unicamente se puede apreciar las funciones de comunicacion y
verificacion, pero no la de explicacion. Aunque no hace ninguna reflexion sobre
el procedimiento, se aprecian algunas indicaciones sobre la intencion de
“demostrar”. El enunciado empieza con el verbo “probar” y se concluye el
razonamiento con la expresion “que es lo que habia que comprobar”, expresion
que refleja la funcidn de verificacion antes mencionada. En cuanto a los sistemas
de representacion utilizados, se limita al lenguaje verbal y al simbdlico, y los

7 Est4 mal enunciado. El entorno debe ser del punto (del limite es una obviedad)
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simbolos utilizados no se explican, ya que son utilizados habitualmente en el LT.
No se revelan las lineas generales de la demostracion, ni se establecen relaciones
del teorema con otros resultados, ni aplicaciones. El enunciado y la justificacion
no se distinguen salvo por estar en parrafos diferentes, y no se indican otras
formas de justificacion.

= Si dos funciones f y g toman los mismos valores en todos los puntos de un
entorno reducido de un punto, entonces ambas funciones tienen el mismo
limite en dicho punto.

Este resultado lo enuncia y justifica el LT de 2° de BUP de SM (1977), que
presenta varios resultados asociados al concepto de limite, quiza los autores estén
pensando en discontinuidades evitable. Lo justifica mediante un EP axiomatico,
mediante silogismo, con un estilo del Analisis Matematico local, y en modo
directo. El enunciado es poco claro y presenta algin error: en primer lugar, es de
tipo de condicion suficiente, pero no escribe el “entonces’; por otro lado, indica
que se debe cumplir en un entorno reducido de la forma (l+4, /+J), donde el
primer mas + deberia ser — (se trata de una errata del LT), y no indica que | es el
punto donde el limite coincide, lo que se deduce del razonamiento que lo
justifica. No se aprecian otras funciones que la de comunicacién y verificacion.
Tampoco explica el significado del resultado, ni las consecuencias de haberlo
demostrado, ni presenta globalmente el proceso que presenta para justificarlo, ni
siquiera reconoce que lo esta justificando. Hay un cambio tipografico, pero no se
indica qué es el enunciado ni qué es la justificacion, y no sefialan otras vias
probatorias. Ademas, se limita a utilizar sistemas de representacion verbal y
formula, pero no grafico ni tabular.

= Si una funcion h(x) esta comprendida entre otras dos, f(x) y g(x), para todos
los puntos de un entorno de un punto |, y fy g tienen el mimo limite en x=I,
entonces h también tiene el mismo limite en x=I. (ComUnmente conocido

como el “criterio del sandwich” aunque este libro no lo denote asi).

Como en el caso anterior, este resultado se enuncia en el SM (1977) y se justifica
mediante un EP transformacional, que es incompleto ya que algunos pasos en el
razonamiento los da por supuestos. Como en el caso anterior, no hay referencias
a otras formas de justificacion, la distincion entre enunciado y justificacion es
tipografica, no existen referencias ni al proceso ni a sus consecuencias, ni a las
consecuencias del resultado, asi como tampoco se explica globalmente el proceso
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de justificacion llevado a cabo. Los sistemas de representacion utilizados son el
verbal y el simbdlico, y no se aclaran las expresiones porque son frecuentemente
utilizadas.
3. Siuna funcion h(x) estd comprendida entre otras dos f(x) y g(x) para
todos los puntos de un entorno del punto | y f(x) y g(x) tienen el mismo

limite en x = [, h(x) tiene también el mismo limite.
En efecto, si Vxe(l — d, 1 + 0) se verifica que:

f(x) < h(x) < g(x)

También

fix) - L <h(x) -L<gx)-L

Por consiguiente:
lim h(x) = L

x =l

Figura 1V.5.11. Justificacion (2° de BUP de SM, 1977).

IV.6.OPERACIONES CON LIMITES

El siguiente conjunto importante involucrado en el concepto de limite son las
propiedades aritméticas de los limites, que tienen una orientacién calculista. Se
enuncian en casi todos los LT (excepto en los de COU), y se utilizan en todos
ellos. Su importancia reside en que permiten la realizacion de calculos de limites
prescindiendo de la definicion, lo que agiliza su mecanizacion y simplifica el
proceso. No obstante, si bien son propiedades muy utilizadas (suponen la base
del célculo de limites de funciones), la mayoria de los LT no las justifican.
Nuestra posicion no es la de demostrar todas estas propiedades, pero si justificar
al menos la suma, cuya justificacion no es muy compleja, al menos como pueden
ser la del cociente o el producto, y consideramos que es asequible en estos
niveles. Realizar esta justificacion tiene varias ventajas, ya que requiere de la
aplicacion de la definicion de limite, lo que contribuye a relacionar el concepto
con la propiedad y, ademas, se muestra la veracidad de un resultado de forma
explicativa, y asi este proceso matematico, que es muy importante, no queda
vacio. No presentar ninguna justificacion conllevaria una excesiva mecanizacion
del concepto y podria llevar a la asociacion de propiedades que el limite no tiene
(por ejemplo, que en el limite de una funcién no afecta el valor de la funcion en
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dicho punto, sino lo que ocurre en los entornos del punto, que limite de una
funcion suma de dos es el limite de los limites de las funciones sumando,...).

En este caso, la presentacion de los resultados relacionados con las operaciones
también es muy diversa. Por un lado, hay que tener en cuenta que se pueden
definir varios tipos de limites si los separamos en los casos en los que interviene
el concepto de infinito o no: en primer lugar, en funcion de la tendencia de la
variable pueden ser limites en un punto o limites en el infinito; en segundo lugar,
en funcion de la tendencia de la funcion, pueden ser limites finitos o infinitos.
Esta diversidad hace que los libros de texto tengan que posicionarse frente a
cémo definir los limites: una definicion que englobe a todos (sin distinguir entre
finitos e infinitos), distincion sélo en funcion del resultado (si el limite es finito o
infinito), en funcién de la variable (si se calcula en un punto o en el infinito), las
cuatro distinciones (considerando los dos tipos anteriores). Esta posicion influye
en la presentacion de las operaciones, dado que pueden enunciarse en general
para cualquier tipo de limite (con algunas excepciones o puntualizaciones) o
realizando divisiones en funcion del tipo de limite. En principio, las operaciones
mas sencillas de justificar son las que se definen sobre limites finitos en un
punto, dado que algebraicamente se prescinde del infinito, un elemento que, por
su naturaleza, puede dificultar la comprension. No obstante, siempre se pueden
tratar al mismo tiempo, lo que hacen algunos de los textos.

Esta diversidad ya se reflejo en las tablas de enunciados presentados en los libros
del epigrafe 1\V.5 de este capitulo, en el que se observaban grandes diferencias
entre el nimero de resultados que aparecian en cada LT: estas diferencias se
deben principalmente a como enuncian las operaciones, ya que algunos engloban
varios casos en un mismo enunciado, y otros los desglosan, o bien hacen
diferenciaciones en funcion del tipo de limite. En todo caso, si se observa un
aspecto comudn a la mayoria de los LT: no se suelen justificar los resultados
relacionados con las operaciones con limites, sobre todo en los LT mas recientes.

Las operaciones que suelen enunciarse en practicamente todos los LT,
exceptuando los dos de COU, que no enuncian ningln tipo de operacion, son las
operaciones basicas aritméticas: suma, diferencia, producto y cociente. En
algunos textos incluyen otras operaciones: producto por constante, composicion
de funciones, o funciones elevadas a otras funciones. De estés, la que hemos
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encontrado mas frecuentemente justificada es la suma, aunque como ya hemos
mencionado en varias ocasiones, no en todos los LT:

= En los siguientes textos ni siquiera las presentan: de la LGE, en el LT de
2° de BUP de Anaya (1987) y en los LT de COU de Anaya (1989) y de
Santillana (1981); en la LOGSE, en el LT de 1° de Bachillerato de Anaya
(2002), de Santillana (1996) y SM (1996); y en LOE, en los LT de 1° de
Bachillerato de Anaya (2008) y Santillana (2008).

= En los siguientes LT justifican la suma (en algunos fundamentan algunas
operaciones mas, pero lo veremos mas adelante): en los LT de 2° de BUP
de Anaya (1976), de Santillana (1976 y 1991), de SM (1977) y Vicens-
Vives (1980) y en el LT de 2° de bachillerato de LOGSE de Santillana
(1997).

= Enelrestode LT se enuncia pero no se justifica.

En resumidas cuentas, los LT se comportan de la siguiente forma con respecto a
la funcion suma de dos funciones:

Periodo LT Presentan la suma Justificacion
LGE 2°BUP Anaya (1976) v EPa
Anaya (1987)
Sant. (1976) v EPa
Sant. (1991) v EPa
SM (1977) v EPa
VV (1980) v EPa
Ccou Anaya (1989)
SM (1980)
LOGSE 1° Anaya (2002)
Sant. (1996)
SM (1996)
VV (1998) v EPO
VV (2003) v EPO
20 Anaya (2003) v EPO
Sant. (1997) v EPa
SM (2001) v EPO
VV (1999) v EPO
VV (2004) v EPO
LOE 1° Anaya (2008)
Sant. (2008)
SM (2008) v EPO
VV (2008) v EPO
2° Anaya (2009) v EPO
Sant. (2009) v EPO
SM (2010) v EPO
V'V (2009) v EPO

Tabla 1V.6.1. Presentacion (o no) de la suma y justificaciones utilizadas en los LT.
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En las Tablas 1V.6.2 y 1V.6.3 se muestra el analisis realizado para los LT que
justifican la propiedad de la suma de limites de funciones, que como vemos
Unicamente se justifica de forma axiomatica o no se justifica.

El limite de la suma de funciones es igual a la suma de los limites de dichas funciones.
Textos (2° BUP) |Anaya (1976) |Sant. (1976) |Sant. (1991) |SM (1977) |VV (1980)
Esquema de prueba | EP axiomatico |EP EP axiomatico |EP (Enel caso de
(se basa en axiomatico axiomética. |infinitos) EP
infinitésimos) Inducciéna |axiomatico
sumandos
finitos
Técnicas | Tipo CS CS CS CScon CS
hip6tesis y
tesis ocultas
Método | Silogismo Silogismo Silogismo Silogismo Silogismo
Estilo |AM global AM local AM local AM local AM local
Modo | Analitico Directo Directo Directo Directo
Funciones de Comunicacion, |Comunicacié |Comunicacién, |Comunicacié | Comunicacion,
demostracion verificacion n, verificacion | verificacion, n, verificacion
parcialmente verificacion.
explicativa.
Reconoci | RP Si, etiqueta Indica que lo | Si, etiqueta Menciona “lo | No
miento de demuestra demostrarem
procesos 0s”
RC No No No No No
Expresio |Exp SR: verbal y SR: verbal, SR: verbal, SR: verbal y |SR: verbal y
nes que férmula férmula férmula férmula férmula
utiliza  [gjg No, habituales | No, habituales | No, habituales |No, No, habituales
en el tema en el tema en el tema habituales en |en el tema
el tema
Consider |GP No No Si, indica “hay” | No No
aciones que probar.
globales [cg;j No en el No en el No No Caso suma -o;
resultado, luego | resultado, lo indeterminacio
se aplica al aplica en n +00-00
célculo de otros
limites posteriorment
e
DEJ Si, etiqueta. No, salvo Si Tipograficam | No
indicacion de ente
demostrar
(0)V] No. No No No No

Tabla 1V.6.2. Andlisis de la justificacién asociada al limite de la suma de funciones en los
LT de 2° de BUP de todas las editoriales.
Tal y como se muestra en la Tabla IV.6.2, hay aspectos del andlisis que coinciden
en todos los LT (que no se proponen otras vias de justificacion, los sistemas de
representacion utilizados, que no se refiere a las consecuencias de realizar la
demostracion, el EP utilizado), pero en otros aspectos se muestran pequefias
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diferencias: la forma de diferenciar entre el enunciado y la justificacién, la
justificacion utilizada, aunque todas sean de tipo axiomatico, algunas funciones
de la demostracion observadas... Esta diversidad nos muestra que, aunque la
teoria matematica sea la misma, las diferentes posturas que toman los autores al
disefiar LT influyen en la sistematizacion mostrada en los LT y conviene tener en
cuenta el aspecto didactico de forma que la sistematizacion utilizada sea la mas
beneficiosa para los aprendizajes de los alumnos.

En Santillana (1976), la demostracion presenta un salto que no estéa justificado y
que podria inducir a error a los alumnos. En el texto, el valor &; se determina en
funcion de & y no de 2. Este error se resolveria considerando &=¢&/2 en lugar de
g, lo cual permitiria aplicar la definicidn correctamente.

Como lim,,_,, f(x) = L, dado >0, existe §;>0 tal que 0 < |x —a| < §; = |f(x) —
L1] < Z(Santillana, 2° BUP, 1976, pp. 214).

El limite de la suma de funciones es igual a la suma de los limites de dichas funciones.
Texto (2° Bach.) Santillana (1997)
Esquema de prueba EP axiomético.
Técnicas Tipo Esté expresado en forma de igualdad. No se enuncian hipoétesis sobre
las funciones.
Método Silogismo.
Estilo Anélisis Matemético local
Modo Directo
Funciones de la demostracion | Verificacién, comunicacion.
Reconocimiento | RP Si, indica que se demuestra en el apartado Ejercicios y problemas
de procesos resueltos.
RC No.
Expresiones que | Exp Representacion simbdlica en el enunciado, verbal y simbdlica en la
utiliza demostracion.
Sig No, habitual del tema.
Consideraciones | GP Brevemente. Mé&s que el proceso, explica el enunciado.
globales CSi No.
DEJ Tipograficamente, esta en otro apartado.
ov No.

Tabla 1V.6.3. Andlisis de la justificacion asociada al limite de la suma de funciones (2° de
Bachillerato de Santillana, 1997).

El LT de Santillana (1991) realiza Unicamente la demostracion de la suma, pero
indica el porqué de no realizar las demas:

Aungue con nuestros actuales conocimientos podriamos demostrar todas o casi todas,
las anteriores propiedades, no es oportuno hacerlo, ya que, ademas de ocuparnos un
tiempo del que no disponemaos, ello encierra una dificultad excesiva y, por otra parte, no
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vendria a ayudarnos, ahora, a la comprension de estas cuestiones. Ha parecido, pues,
gue lo aconsejable es pospones estas demostraciones para cuando se disponga de mayor
familiaridad experiencia con los limites.
No obstante, la demostracion de la primera de las propiedades es notablemente
mas asequible que las demas y, por ello, la consideramos aqui.

(Santillana, 2° BUP, 1991, pp. 129)

En nuestra opinion, podria complementar los otros resultados con otro tipo de
justificaciones no axiomaticas como pueden ser pruebas preformales o EP
inductivos.

Por otra parte, en el periodo de LOGSE, Unicamente justifica este resultado el
libro de texto de Santillana (1997), como se refleja en la Tabla IV.6.3.

Finalmente, en el caso de la LOE, ninguno de los textos que presentan el
resultado lo justifican, sino que se limitan a enunciar las operaciones para
aplicarlas al calculo de limites.
I[I. Silim f{x) =/ylim g(x) = p, entonces lim (/- p) (x) = - p.
Demostracion :

fix) =1 < f(x) =1 es infinitésimo en a.
2(x) — p = g(x) — p es infinitésimo en a.

[f(x)—1] [g(x)—p] (producto de infinitésimos
También seran infinitésimos { [f(x) — /] - p [ producto de un nimero
[g(x) = p] - I | por un infinitésimo.

La diferencia f(x) - g(x) — /- p la vamos a descomponer asi:

Sx) - g(x) = Ip= f(x)-g(x) f(x) p—gx) I+ Ip+ fix) p+g(x)-1—Ip—Ip
= f(x) [g(x) = p] = 1[g(x) — p] + p[f(x) — I} + [g(x) — p] =
= [/x) =] - [gx) —p] + p [fIX) = ] + 1 [g(x) — p].
infinitésimo infinitésimo
f(x) - g(x) — Ip, suma de tres infinitésimos, es un infinitésimo.
Por tanto, lim (f+ g) (x) =1 p.

X=a

Figura 1V.6.1. Justificacion del producto de limites (2° de BUP de Anaya, 1976).

Ademas, algunos de los textos ni siquiera presentan las operaciones con limites:
Anaya (1987), de 2° de BUP, los dos textos de COU, Anaya (1989) y SM (1980),
tres textos de 1° de Bachillerato de LOGSE, Anaya (2002), Santillana (1996),
SM (1996), y dos libros de 1° de Bachillerato de LOE, Anaya (2008), Santillana
(2008).

En algunos textos se justifican también otras operaciones, sobre todo de los mas
antiguos, aunque son una minoria. Por ejemplo, en el LT de 2° de BUP de Anaya
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(1976) se justifica también el limite del producto de funciones, con un EP
axiomatico, al igual que la suma, y cuya justificacion tiene las mismas
caracteristicas que la de ésta ultima.

(11, El limite del producto de dos funciones ¢s igual al producto de los
limites de dichas funciones.,

lim [fx) - g(x)] = fim fix) - lim gix)
Nl

vl =l

Sean las funciones fx) y g(x) que ticnen limites respectivos L y L' en
¢l punto x = | Es dexir, que:

limfix) = L

=l
lim g(x) = L'
v o=l
Scan My M’ dos numeros tales que:
M=>|L y M =>|L]
Por delinicion de limite, pari todos los valores de x dec un certo
entorno de 1 de radio 4, se verifica:
[ix) = L| <517
Uxell =&, 1 4+4) =

letx) = L| < M

Con estas prcmisu,\ vamos a probdr quc:

lim [fix)-g(x)] =L L’

En electo, se tiene que:
xe(l —8. 1 +8) = [Ax)-gix)— L L=
= |fix) - g{x) = L - gix) + L- gix) = LL| =
- Je(x) - [f(x) — L] + L+ [gx) = LY < M" 55 4 M-jl%i =

Luego:

lim [fix) gix)] =L- L = lim f{x) - im g(x) i
L b -l -l

.S |

Figura 1V.6.2. Justificacion del producto de limites (2° de BUP, SM, 1977).

Otro caso es el LT de 2° de BUP de SM (1977), ademas de la suma, justifica
mediante un EP transformacional los limites de la diferencia y el cociente de
funciones, y mediante EP axiomatico, el limite del producto de funciones y de
una funcién por una constante (aunque este Ultimo caso podria considerarse
como un caso particular de producto, tomando la constante como una funcion
constante). En las Figuras 1V.6.1 y 1V.6.2 se muestran, a modo de ejemplo, las
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justificaciones del producto de limites en los LT de Anaya (1976) y SM (1977),
ambos de 2° de BUP.

IV.7.RESULTADOS ASOCIADOS A FAMILIAS DE
FUNCIONES E INDETERMINACIONES

En este ultimo epigrafe consideramos el andlisis de aquellos resultados que no
son necesariamente teoremas, pero que, dependiendo del libro, son tratados como
tal y que se han derivado del estudio del céalculo de limites: son los resultados
asociados a la resolucion de indeterminaciones, como por ejemplo, el limite de
las funciones racionales en el infinito, el Iimite de las funciones del tipo f(x)?®
cuando f(x)—o y g(x)—1, el limite de funciones racionales en un punto cuando
de anulan el numerador y el denominador, las equivalencias de infinitos e

infinitésimos...

Este tipo de resultados no son generales en todos los libros, ya que una misma
situacion puede ser considerada a modo de técnica en un libro o bien como un
teorema que requiere de una justificacion. Por esta razon, Unicamente mostramos
el analisis de los resultados que son considerados como teoremas en algunos de
los textos.

Es necesario sefialar que, en realidad, no son propiamente teoremas y que su
justificacion se derivaria de la aplicacion de las propiedades y las operaciones de
los limites, y que cualquier consideracién de un tipo de indeterminacion deberia
considerarse como una técnica de calculo de limites, entendiendo como técnica la
aplicacion compuesta de las propiedades y operaciones de limites a una funcion.
No obstante, dado que algunos textos le dan el caracter de teorema antes
mencionado, creemos que es necesario el analisis de estos procesos.

A continuacion se describe el anélisis realizado para los resultados de este tipo en
los libros de texto analizados, organizado por resultados. De cada uno se indica
que libros lo consideran como un resultado y lo justifican, y el anélisis de dicha
justificacion.
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IV.7.1. Limite del cociente de polinomios en un punto

Un resultado bastante comun es el limite del cociente de polinomios en un punto
cuando se anulan numerador y denominador en dicho punto. Tiene mas caracter
de técnica que de resultado, pero algunos textos lo enuncian como teorema y lo
justifican de forma general.

Por ejemplo, Anaya (1976), de 2° de BUP, que lo justifica mediante EP inductivo
de 1 caso, acaba estableciendo que la simplificacion del polinomio se puede
realizar siempre y que tras la Ultima simplificacion en la que el denominador no
se anule en el punto a (valor al que tiende la variable independiente, que llama
punto en este LT), se podra calcular el limite. Este resultado aparece ligado al
cociente de funciones polindmicas, en el que la funcion del denominador no se
anula. Por su parte, Anaya (1987), indica la utilidad de dividir “numerador y
denominador” por Ruffini, pero no escribe la igualdad para el limite. No
obstante, remarca el enunciado en negrita, tras haber mostrado el funcionamiento
de la regla con un ejemplo, lo que puede inducir a pensar que se trata de un
teorema. Ademas, como hemos mencionado, se precede de un ejemplo en el que
se ilustra la regla, y a partir del cual se extiende para cualquier funcion de este
tipo. En la Figura 1VV.7.1.1 se muestra el enunciado de esta regla.

Anota la siguiente regla, que es importantisima:
Si el limite cuando x — p del cociente de dos polinomios es

del tipo simplificaremos dividiendo numerador y de-

nominador por x — p. Para ello es muy util la regla de Ruffini.

Figura 1V.7.1.1. Enunciado de la regla para el calculo de limites de cocientes de funciones
polindmicas en valores en los que se anula el denominador (2° de BUP de Anaya, 1987).

m Si tanto el numerador como el denominador se anulan, entonces
la expresion puede simplificarse.

Si P(c) =0, Q(c) =0, entonces el cociente puede simplificarse
dividiendo numerador y denominador por (x - ¢):

Px)=(x-¢)- P Q) =(kx-0" 9

. P(x) " (x-c¢)- P] (x) ) Pl (x)
— - —_——— = [im

il 6= Yt e T o ) (s T 8

Para hallar este nuevo limite, analizaremos en cuil de los tres ca-

S0S s¢ encuentra.

Figura IV.7.1.2. Limite del cociente de polinomios en un punto en el que se anulan ambos
polinomios (1° de Bachillerato de Anaya, 2002).
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En el texto de 1° de Bachillerato de Anaya (2002) encontramos el resultado que
forma parte del estudio del limite de funciones racionales, y en el que se discuten
los tres casos posibles. La igualdad no se establece en el enunciado verbal, sino
en el simbdlico, y ademas, dentro de la justificacion, tal y como se aprecia en la
Figura IV.7.1.2.

En el LT de Vicens-Vives (1999), de 2° de Bachillerato, el enunciado y la
justificacion tambien aparecen mezclados, como se aprecia en la Figura 1V.7.1.2.
Da la impresion de que el LT pretende realizar una construccién del enunciado a
medida que lo justifica, pero esta forma de exposicion puede confundir a aquellos
alumnos que tengan dificultades para distinguir entre enunciado y justificacion.

7.1. Cociente de polinomios

Veamos el caso en que tanto el numerador como el denominador de un
cociente de polinomios se anulan para x = a.

f(x) = P(x)/Q(x) y Pla)=Qla)=0
Es claro que a no pertenece a Dom f ;lim f(x)?

En este caso P(x) y Q(x) son divisibles por (x - a), lo cual permite su factori-
zacion mediante la division por (x - a).

Px) _ (x-aP(x) _P,x)
Qx)  (-a)Qx) ~ Qx)

Se tiene f(x) = P,(x)/Q,(x), salvo quiz4 para x = a, pues f(a) no existe. Pero
como sdélo interesa el valor de f(x) en las proximidades de a:

P(x) = (x - a)P,(x) Qlx) = (x - a)Q,(x)

lim f(x) = lim P

K—a =g QL[X}

Si de nuevo se tiene P,(a) = Q,(a) = 0, se simplifica otra vez. Pronto llegare-
mos a una situacién que sabemos resolver:

- ano es raiz del denominador. Basta sustituir x por a y calcular.

- 2 es raiz del denominador pero no del numerador. El limte es infinito
con un signo que se debe determinar.

Cuando numerador y denominador se anulan para x = 0, la factorizacion
se consigue sacando factor comun.

Figura IV.7.1.3. Limite del cociente de polinomios en un punto en el que se anulan ambos
polinomios (2° de Bachillerato de Vicens-Vives, 1999).

A continuacién, en las Tablas IV.7.1.1 y 1V.7.1.2 se muestra el analisis de este
resultado de los LT que lo justifican, que pertenecen todos a la LGE y a la
LOGSE, y los comentarios relacionados con dichas tablas.

Los EP utilizados en los LT que justifican de LGE son EP inductivos de 1 caso
(Anaya, 1976 y 1987) o EP transformacionales (Santillana, 1976 y 1991). En el
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caso de los EP inductivos la mayoria de las caracteristicas coinciden para ambos:

son de estilo algebraico, se refleja inicamente la funcion de comunicacion,... En
el caso de los dos EP transformacionales se observan algunas diferencias: en el
enunciado, en el estilo (AM local frente a algebraico), en la referencia a las
consecuencias del resultado, pero coinciden en otros aspectos, como las
funciones de la demostracion (comunicacion y verificacion), en no mostrar

globalmente el proceso, los sistemas de representacion...

Limite del cociente de polinomios en un punto en el que se anulan ambos polinomios

Textos (2° BUP)

Anaya (1976)

Anaya (1987)

Sant. (1976)

Sant. (1991)

Esquema de prueba

EP inductivo de 1
caso

EP inductivo 1
caso

EP transformacional

EP transformacional

Técnicas | Tipo No corresponde. |Enuncia al final |CS. CS. Justificacion
Se trata como como regla. implicita en el
técnica enunciado
Método |- Silogismo Silogismo
Estilo | Algebraico Algebraico AM local Algebraico
Modo |- - Analitico Analitico
Funciones de la|Comunicacion Comunicacion Comunicacion, Comunicacion,
demostracion explicacion explicacion
Reconoc |RP - - Parcialmente. No
imiento Justificacion previa
de mediante un caso
procesos concreto.
RC - El propio No No
resultado
Expresio | Exp SR: verbal y SR: verbal y SR: verbal y formula | SR: verbal y formula
nes que férmula formula
utiliza | gjgq No, habitual en el | No, habituales en | No, habituales en el |No, habituales en el
tema el tema tema tema
Consider | GP No No No No
aclones | cg; No No No Aplicacion al calculo
globales (ejemplos en los que
repite la
justificacién)
DEJ - Tipograficamente | Tipograficamente No
oV No No Si, indicaque loha |No
justificado
previamente.

Tabla I1V.7.1.1. Andlisis de la justificacion asociada al limite del cociente de polinomios en
un punto en el que ambos se anulan en los LT de 2° de BUP de las editoriales Anaya y

Santillana.

En el periodo de LOGSE s6lo encontramos dos LT que justifiquen este resultado,
Anaya (2002) y Vicens-Vives (1999), de 1° y 2° de Bachillerato respectivamente,
y en ambos casos se utiliza un EP transformacional. En general, todos los
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aspectos del analisis coinciden excepto los relativos a las técnicas utilizadas: el
tipo de enunciado es diferente; en cuanto al estilo, Anaya sélo utiliza el
algebraico y Vicens-Vives también utiliza el estilo del Analisis Matematico local.
El método es directo en Anaya y analitico en Vicens-Vives.

Limite del cociente de polinomios en un punto en el que se anulan ambos polinomios

Texto Anaya 1° (2002) Vicens-Vives 2° (1999)
Esquema de prueba EP transformacional EP transformacional
Técnicas Tipo CS (justificacion en el propio|No hay enunciado claro, se concluye la
enunciado) expresién simbdlica al final
Método |Silogismo Silogismo
Estilo Algebraico Algebraico, AM local
Modo Directo Analitico
Funciones de la| Comunicacion, verificacion, | Comunicacion, explicacion,
demostracion explicacion verificacion
Reconocimiento |RP No No
de procesos
RC No No
Expresiones que | Exp SR: verbal y formula SR: verbal y formula
utiliza Sig No, habituales en el tema No, habituales en el tema.
Consideraciones |GP No No
globales CSi No No
DEJ No No
ov No No

Tabla 1V.7.1.2. Andlisis de la justificacion asociada al limite del cociente de polinomios en
un punto en el que ambos se anulan en dos LT de LOGSE de las editoriales Anaya y
Vicens-Vives.

En el periodo de LOE unicamente se justifica en el LT de Anaya (2008) de 1° de
Bachillerato, ya que al ser igual que su homdlogo de la legislacion anterior, se
mantienen resultados y justificaciones y, por tanto, el anélisis es el descrito para

el Anaya (2002).

IV.7.2. Limite del cociente de polinomios en el infinito

El tratamiento en este apartado es similar al del anterior, pero en el infinito se
pueden considerar mas casos Y, por lo tanto, se presta mas a la justificacion. Si
bien puede deducirse de la aplicacion de las operaciones de limites, muchos
libros lo presentan como si de un teorema se tratara. Este tratamiento se observa
sobre todo en las legislaciones mas modernas, que, junto con el hecho de que se
justifica en mayor medida, apunta a que la tendencia de los LT ha sido no sélo
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reducir las demostraciones formales que se presentan, sino disminuir el nimero
de teoremas que se enuncian y tratar a las técnicas de calculo de limites como
teoremas. Este hecho contribuye a afianzar nuestra idea de la progresiva
tendencia a la mecanizacion del céalculo de limites.

Por ejemplo, el LT de 2° de Bachillerato de SM (2010) lo enuncia y justifica de
la siguiente manera:

20

o0

% ¢e puede dividit numerador y denominador por la

(o]

Cocientes y raices de polinomios en el infinito. Indeterminacion

Para deshacer la indeterminacion

polencia maxima de x que aparece en la fraccion. El célculo del limite puede realizarse
més rapidamente considerando solo los téminos de mayor grado del numerador y del de-
nominador

Ejemplo. Calcula los siguientes limites:

3 2 3 3
a) I AE SO O] s K
x—o+e\7_2x3 .—X+5 —00 Y=+ t00 X X 5
A
3
= Im 4_; = ) = -
_:—mz 1 5 -2-0+0
e
—x3 — s —yd
b)l = lim—xL= e = im (=x) = Im x = 400

2 A== A=+ 400

x=-0e X2 — 4X + 1 K——e X

Dados los polinomios P(x) = 8,X” + 8,1~ + ... + 8, ¥ Q(x) = bx® + b, X9~ +
+ ... + b, se puede demostrar que

eSip<qg= Im E(X_)=O

x=vieo Q%)

: . P(x) a
Sip=@g= lm — =-2
VA q ‘—I'+°° Q(x) ba
i . P(x) . .
eSip>qg= Im m = oo, Segun los signos de a, y b,

Figura 1V.7.2.1. Justificacion (prueba preformal) y enunciado del limite de funciones
racionales (2° de Bachillerato de SM, 2010).
El enunciado se presenta después de la justificacion (prueba preformal en este
caso) en la cual se reflejan las lineas generales de la justificacion para el caso
general. Esta justificacion, expresada en un sistema de representacion algebraico,
contribuye a la tendencia calculista de los libros méas modernos, frente a la
comprension del concepto. A continuacion se muestran las tablas en las que se
recoge el analisis de este resultado en los diversos libros de la muestra. Llama la
atencion, frente a otros teoremas, que el mayor nimero de justificaciones en este
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caso se encuentra en el periodo LOE, aunque estas sean EP inductivos de un caso
en su mayoria.

Limite del cociente de polinomios en el infinito

Textos (2° BUP) Santillana (1976)

Esquema de prueba EP axiomatico en grados iguales. EPO en los otros. Tiene también una
componente transformacional.

Técnicas Tipo (Tres enunciados, en funcion de los grados) No siguen ninguna estructura

establecida: el limite [...] es
Método | Silogismo

Estilo Algebraico, AM global
Modo Analitico

Funciones de la| Comunicacion, verificacion
demostracion
Reconocimiento | RP Si, lo etiqueta como teorema.
de procesos
RC No
Expresiones que | Exp SR: verbal, formula
utiliza - -
Sig No, habituales en el tema
Consideraciones | GP No
globales CSi No
DEJ Si, etiqueta el enunciado y la justificacion
oV No

Tabla 1V.7.2.1. Andlisis de la justificacion asociada al limite del cociente de polinomios en
el infinito en el periodo de la LGE (2° de BUP de Santillana, 1976).
Como se muestra en la Tabla 1V.7.2.1, s6lo uno de los LT de la LGE justifica
este enunciado. En general, los LT de esta época no suelen considerar las
técnicas de calculo de limites y de resolucion de indeterminaciones como
resultados en si y, por tanto, no los justifican, sino que muestran como se aplican.
Como ya hemos mencionado, el hecho de considerarlos como teoremas aumenta
con el paso del tiempo, y vemos que, a diferencia de otros resultados, las
justificaciones en este caso aumentan con el tiempo (Tablas IV.7.2.2 y IV.7.2.3).

En el periodo LOGSE hemos encontrado justificaciones diferentes en el texto de
Anaya y en los dos de Vicens-Vives. En cada libro que se consideran esquemas
de prueba diferentes: un EP inductivo (Anaya), una prueba preformal (Vicens-
Vives, 1998) y un EP axiomatico-transformacional (Vicens-Vives, 1999). En
general, los tres libros coinciden en casi todos los aspectos que analizamos,
mostrando algunas diferencias por el tipo de justificacion (método, estilo y
modo), en las funciones de la demostracion (aparte de las funciones de
comunicacion y verificacion en los tres textos, se observa la funciéon de

153



Laura Conejo Garrote

explicacién en el LT de Vicens-Vives, 1998) y este LT es el Unico que realiza
algun apunte sobre el proceso global de la justificacion.

Limite del cociente de polinomios en el infinito
Texto Anaya 2° (2003) Vicens-Vives 1° (1998) |Vicens-Vives 2°(1999)
Esquema de prueba |EP inductivo de 1 caso|Prueba preformal EP axioméatico (También
(s6lo de un caso) caracter transformacional)
Técnicas | Tipo CS incompleta CS incompleta (“si” al|CS incompleta (“si” al final)
final)
Método |- Silogismo Silogismo
Estilo Algebraico Algebraico, AM local Algebraico, AM global
Modo - Analitico Analitico
Funciones de la|Comunicacion, Comunicacion, Comunicacion, verificacion
demostracion verificacion verificacion, explicacién
Reconoci | RP No Si, lo indica Si, indica que hace una
miento demostracién formal
de RC No No No
procesos
Expresio |Exp SR: verbal y formula SR: verbal y formula SR: verbal y formula
nes que
utilizaq Sig No, habituales en el|No, habituales en el tema |No, habituales en el tema
tema
Consider |GP - Explica el primer paso,|No
aciones pero no todo el proceso
globales [cg; B No No
DEJ No No, salvo indicarlo en otro | No, justificacién inmersa en
parrafo el resultado
ov No No No

Tabla 1V.7.2.2. Analisis de la justificacion asociada al limite del cociente de polinomios en
el infinito en LT del periodo LOGSE de las editoriales Anaya y Vicens-Vives.
Vemos que las justificaciones utilizadas en este resultado son variadas, y
encontramos diversos tipos de ellas: EP inductivos, transformacionales y pruebas
preformales. También se aprecian diferencias tanto en el tipo de enunciados
como en las funciones que se reflejan en la demostracién, aunque la que mas
predomina es la de comunicacion. No obstante, otros aspectos como el
reconocimiento de procesos, los sistemas de representacion y las consideraciones

generales son comunes en todos los LT.

En las justificaciones de este resultado observamos un comportamiento diferente
a la evolucion observada en la presencia de justificaciones en los LT, dado que,
en este caso, el nimero de justificaciones aumenta en el periodo LOE. Esto
refuerza nuestra hipétesis de que los LT tienden a perder el interés en la
profundizacion del concepto de limite, aumentando en las técnicas de célculo.
Este resultado se trata de un resultado asociado a la resolucion de
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indeterminaciones, y su resolucion se basa en un estudio cuidadoso del
comportamiento de las funciones y de la aplicacion de las propiedades de los
limites, mas que de una propiedad absoluta.

Limite del cociente de polinomios en el infinito

Textos Ana. 2°|Sant. 2°|SM 2° (2010) [VV 1°(2008)|VV 2° (2009)
(2009) (2009)

Esquema de prueba |EP inductivo|EP Prueba EP inductivo|EP inductivo de
de 1 caso (solo|transformacional|preformal de 1 caso 1 caso (igual que
de un caso) (con caracter en el curso

axiomatico) anterior)

Técnicas |Tipo CS incompleta |CS incompleta|CS Enuncia como|Enuncia como

(“si” al final) regla regla
Método |- Silogismo Silogismo - -
Estilo  |Algebraico Algebraico, AM|Algebraico Algebraico Algebraico
local
Modo |- Analitico Directo - -

Funciones de la|Comunicacion |Comunicacion, |[Comunicacién, |Comunicacion |{Comunicacion

demostracion verificacion verificacion,

explicacion

Reconoci |RP No No, lo IlamaNo. “Se puede|No No

miento de “calcular” demostrar”

AT e No No No No No

Expresion |[Exp SR: verbal y|SR: wverbal y|SR: wverbal y|SR: verbal y|SR: verbal vy

es que férmula férmula férmula férmula férmula

utiliza  [gjg No, habituales|No, habituales|No, habituales|No, habituales|No, habituales
en el tema en el tema en el tema en el tema en el tema

Considera |GP - Indica el inicio,|No No No

ciones pero no el final

globales Icsj |- No No - -

DEJ No Inmerso en el|Tipograficament |[No No
enunciado e
ov No No No No No

Tabla 1V.7.2.3. Analisis de la justificacion asociada al limite del cociente de polinomios en
el infinito (2° de BUP de Santillana, 1976).

IV.7.3. Limite de las funciones de tipo potencial-exponencial
gue conducen a la indeterminacion —1~~

Los resultados que englobamos en este apartado, si estan asociados a
indeterminaciones, estan todos ligados a un resultado que, generalmente, los LT
ya han presentado en el capitulo de sucesiones. Se trata del limite de la sucesion

(142
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cuando n tiende a infinito y cuyo valor es el nimero e. El limite de esta sucesion
se extiende a funciones, considerando en primer lugar la funcién

fo=(1+1)"

cuyo limite cuando x tiende a infinito es el niUmero e, pero puede ampliarse a
funciones del tipo

e
(1+$) x,

donde el limite de dicha funcion también es e, si f(x) tiende a infinito, o bien,

(1+ £ () /1,

si f(x) tiende a cero. En ultima instancia queda considerar el caso mas general,
que permite resolver cualquier indeterminacion del tipo —1-*, que son las
funciones del tipo f(x)°® cuando f(x)=1 y g(x)—c, y que se resuelve
sustituyendo en una formula que se obtiene tras la transformacion de la funcion
en una de las anteriores.

No todos los LT presentan estos resultados, y mucho menos los justifican.
Algunos se limitan a incluirlo como nota al margen, dado que si la Unica
intencion del LT es mecanizar el calculo de limites, basta con dar la formula y las
instrucciones para aplicarla, sin necesidad de la justificacion. En la Tabla
IV.7.3.1 se recogen los LT que presentan este tipo de reglas, y cuéles de ellas
consideran.

A continuacién describimos el comportamiento de los LT que justifican alguno
de estos limites. Anaya (1989), de COU, considera el caso mas general (f(x)°®
cuando f(x)—1 y g(x)—o0), para sucesiones, en lugar de funciones, y lo justifica
mediante un EP transformacional, aunque también se enuncia para funciones y
remite a la demostracion del caso de sucesiones. Parte de un recordatorio del
limite de la sucesion (1+1/n)", cuando n—oo, y, a partir de éste, mediante
transformaciones algebraicas, obtiene otros resultados sencillos: los limites,
cuando n—oo, de (1+k/n)", donde k es un nimero real, y de (1—1/n)". Acaba
estableciendo el resultado general, que justifica en el margen con un EP
transformacional, como ya hemos mencionado. Se realiza una induccion del caso
de sucesiones al de funciones.
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1 1 VO Yo F()%, con f(x) Otras: (1+1/x)**,
(1 + _) <1 + m) SRRACY —1ygx)—o (1+k/X)*

Anaya 2° (1977) v
Anaya 2° (1981)

Anaya COU (1989)
Santillana 2° (1981)

SM 2° (1977) v
Anaya 2° (2003)
Santillana 2° (1997) v v

VV 2°(1999) v
VV 1° (2003)

VV 2° (2004)

Anaya 2° (2009) v

Santillana 2° (2009)

SM 2°(2010) v

VV 1° (2008) v
VV 2°(2009) v v

ANENENENEN

\

B <R

Tabla 1V.7.3.1. Presencia de las funciones potenciales-exponenciales en los libros de texto.

Los LT de 2° de Bachillerato de Anaya (2003 y 2009, recordemos que son muy
similares) enuncian una serie de casos particulares ((1+1/x)*, (1—1/x)",
(1+1/2%)%, (1+1%)%, (1-1/X)*, (1+15)*™ y (1+k/x)¥, utilizando pequefios EP
transformacionales en algunos casos, de forma simbdlica) para finalizar
estableciendo el resultado mas general (f(x)°® cuando f(x)—>1 y g(x)—wx), que
justifica mediante un EP transformacional, y al que llama “regla practica”. Esta
discusion la realiza para limites en el infinito, aunque vuelve a enunciar esta
regla general para limites en un punto, aunque en este caso ya no realiza ninguna
justificacion. Sin embargo, en el ejemplo de aplicacion de este Gltimo caso
compara entre aplicar directamente la regla para calcular el limite, o hacerlo
“razonadamente”, en el que se realizan los pasos de la justificacion con el caso
concreto propuesto. No obstante, no menciona que se trate de una justificacion,
ni que su fin sea establecer el enunciado general, sino que se limita a comparar
los dos métodos para calcular este tipo de limites. La justificacion del limite en el
infinito la etiqueta como demostracion vy, si bien la hemos clasificado como
transformacional, estos LT justifican cada una de las transformaciones realizadas,
por lo que también tiene un cierto caracter axiomatico. Ademas, algunos de estos
pasos explican el proceso que se sigue para realizar la justificacion. Hay que
sefialar una diferencia entre ambos textos y es la importancia que parece dar a la
demostracion el texto de LOE (Anaya 2009), ya que aparece en un recuadro de

otro color, con el titulo general de “estilo matematico” y como subtitulo,
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“demostracion”. Parece ser una forma de incidir en el proceso matematico de la

demostracion. Mostramos el proceso en la Figura I1V.7.3.1.

7 ESTILO MATEMATICO. semmeunocisn T

Demostracion de la regla prictica anterior ‘

glo U @ 2 =3 [P or la base de la f L
f(x) {1 + l/'(x) = ”}‘Q x) 2 (] " 1'_)2 X |‘ ara poner la base de la forma | + Ye)
. 1
S =1 @) -1= —
-1
1 - A
-1+ : R;)—_—l-'U(J.,-II-N(.\)\:. o l :
f(r) 1 Si flx) < 1, entonces —j[.\')—l - 0o, ‘

(3 Multiplicamos y dividimas el exponente por f{x) -1 para

1 1 V-1 g0 que la expresion adopee la forma [1 P I ru) '
= (1 + )j(,\-) -1 e
1

S@-1

$(x)

(DSi 0(x) = +eo, entonces [) + 1 ]om e

Resolvemos, de nuevo, el ejercicio resuclto de arriba, pero ahora damos todos los pasos:

(x3+x-1)3x-1 ( X =3 |3x-1 ] -1
—_— = + = _— =
x2 42 x2+2 ( e 2)/(x ~ 3)] -

x:+2 3

X
ez Gx-D i

(1 & D 3))

X

-3
"“z]Tz (-1

x
x-3

— es
X = too

( 1

=1+ s
(x* + 2)/(x - 3)|

¥ Resuelve uno de los ejercicios propuestos arriba, dando ahora todos los Pasos.

Figura 1V.7.3.1. Justificacion de la regla para el célculo de limites de la forma f(x)*®
cuando f(X)=1y g(X)—w (2° de Bachillerato de Anaya, 2009).

EI LT de SM (1977), de 2° de BUP, justifica el limite de la funcion (1+1/x), pero
no el de la funcién general f(x)®® cuando f(x) tiende a 1 y g(x) tiende a infinito.
De hecho, en este altimo caso, el LT se limita a indicar que la expresion se
reduce a calcular limites que dependen del nimero e y muestra un ejemplo. En el
caso de la funcion (1+1/x)*, considera su limite en el infinito como una
generalizacion del numero e, que se ha establecido como el limite de la sucesion
(1+1/n)", y al que se le ha dedicado un tema completo de estudio. Para justificar
el paso a la funcion, considera dos sucesiones, una menor y otra mayor que la
funcion, suponiendo que x>0 y que n es la parte entera de Xx.

1 1 1
1+<—><1+—<1+—
n+1 X n
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Al elevar a los correspondientes exponentes, como ambas sucesiones tienden al
namero e y la funcién esta entre ellas, deduce que la funcion tiene el mismo
limite (utiliza el criterio del sandwich vy, aunque no la ha establecido
previamente, lo considera como evidente. También considera que R es
arquimediano). Consideramos que se trata de un EP transformacional, aunque
tiene algun paso axiomatico al aplicar la definicion de e, establecida previamente.
Al no justificar el caso general, establecer este resultado permite calcular ese tipo
de limites ya que se trata de realizar un cambio de variable (es lo que hace en el
ejemplo considerado).

Demostracion

[t (x)]gm es del tipo 1]

[f(x)]gw =(1+fX)-10"=(1+fx) - 1)W1_,-tr(x)-ng(x1 - [(1 + £ - 1) ﬂx)‘-l}mx;-wv

Si ponemos f(x) - 1 =h(x), resulta que im h(x) = im (f(x)- 1) = 0 y ademas:

X= A X=4
hogg) X A lim h(x) g(x)
—_— e A-_

f(x)gm _ [(,1 " h(x))w’o]

Puesto que h(x) = f(x) - 1, queda probado.

Figura 1V.7.3.2. Justificacion del teorema que permite resolver de forma general la
indeterminacion —17” (2° de Bachillerato de Vicens-Vives, 1999).

El LT de Vicens-Vives (1999), de 2° de Bachillerato, realiza un estudio bastante
detallado de la indeterminacion —1~<«. En primer lugar introduce, como ejemplo
de funcion que tiende a dicha indeterminacion la funcion f(x) = (1+1/x)* cuando
Xx—oo e indica que, para valores grandes de x, al calcular el valor de la funcion
con la calculadora, esta ofrece como resultado valores que se aproximan al que
ofrece la calculadora para el numero e. A continuacion se establece que el
namero e se define como el limite de la funcion f(x) definida anteriormente
cuando x tiende a infinito. Muestra otros ejemplos de funciones que también
tienden a e, sin justificar, y que se parecen a f(x): (1+1/2x)%, (1+1/(2+x))**....
Tras mostrar varios ejemplos, establece el siguiente resultado:

silim,, f(x) = 0, entonces lim,_, (1 + f(x))//® = e
(Vicens-Vives, 2° de Bachillerato, 2009, pp. 198).
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Lo justifica mediante un EP transformacional, utilizando un cambio de variable
que ha establecido previamente. Por Gltimo, enuncia el resultado general (f(x)*®
cuando f(x)—1 y g(x)—x), que justifica mediante EP transformacional utilizando
los resultados anteriores, tal y como se ve en la Figura 1V.7.3.2.

Como se puede observar, el LT etiqueta la justificacion como demostracion,
reconociendo como tal el proceso, de forma que los alumnos identifiquen dichas
transformaciones como la demostracion de la regla enunciada.

IV.7.4. Limite de funciones exponenciales y logaritmicas

Algunos LT hacen un tratamiento particular del comportamiento de las funciones
exponenciales y logaritmicas dentro del estudio de limites mientras que otros lo
consideran en capitulos aparte, que estan dedicados especificamente al estudio de
dichas familias de funciones. En este epigrafe hemos considerado aquellos que
los incorporan como parte del estudio del limite.

No todos los LT realizan el estudio de las dos familias de funciones. Ademas, al
tratarse de dos funciones bésicas, generalmente se estudian en apartados
separados en los que se indica cual es el comportamiento de dichas funciones en
la recta real. Los LT que las consideran dentro del estudio de limites son los
siguientes:

= LT de 1° de Bachillerato de Anaya (2002 y 2008): en este LT considera
tanto las funciones exponenciales como las logaritmicas, y realiza un
tratamiento similar en ambas: enuncia de forma diferenciada el resultado
para bases menores que 1 y mayores que 1. Cada caso lo justifica con EP
inductivos de 1 caso, de tipo grafico, en el que muestra las gréaficas de las
funciones exponenciales y logaritmicas para bases genéricas a (separando
en los dos casos mencionados). Acompafian a cada grafica de ciertas
caracteristicas de estas dos familias de funciones: asintotas, ramas
parabolicas, limites (aunque solo los especifica en el caso de las funciones
logaritmicas).

= LT de 2° de Bachillerato de Santillana (2009): Gnicamente considera las
funciones exponenciales. Lo enuncia tanto para el limite en +00 como en
limite en -co. En cada enunciado engloba los tres posibles casos de bases:
base mayor que 1, base menor entre 0 y 1. Lo justifica mediante dos
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graficos de la funcion, uno para base mayor que 1y otro para base entre 0
y 1, razon por la cual lo hemos clasificado como EP inductivo sistematico.
Hay que destacar que unicamente se muestran las funciones, pero no se
refleja la nocion de limite en dichos gréficos.

4.2. Limite de funciones exponenciales

+00 sia>l 0 sia>|
im a* =10 si0<a<l lim a* = {4 g 0<g<l]
\ -3 a0 . . Ko =i
No existe sl a < 0 No existe st a <0
) )
o | ()< |
! X ] ~

Figura IV.7.4.1. Justificacion mediante ejemplos gréaficos del limite de las

funciones exponenciales (2° de Bachillerato de Santillana, 2009).
El LT de 2° de BUP de Vicens-Vives (1980) unicamente considera el
limite de la funcion logaritmica de base 2 en el infinito, mediante un EP
axiomatico. Para establecer el limite de esta funcion (en el infinito),
justifica que la funcion no esta acotada superiormente y, por tanto, dicho
limite en el infinito es infinito. Indica que de forma parecida se comprueba
que el limite de dicha funcion en cero es menos infinito. Ademas, precede
la justificacion de la grafica de la funcion, lo que vincula la forma que
tiene con los limites en los casos calculados.

El LT de 1° de Bachillerato LOGSE de Vicens-Vives (1998) considera
tanto las funciones exponenciales como las funciones logaritmicas. Se
encuentran en un tema aparte del estudio de limites, junto con las
funciones trigonométricas, asi que el estudio del limite se realiza dentro
del estudio de la funcion. Justifica los limites en =+ infinito de las
funciones exponenciales, mediante un EP inductivo de varios casos, que
expresa tanto de forma grafica como tabular, y mostrando los casos en que
la base es mayor y menor que 1. En el caso de las funciones logaritmicas
muestra una grafica que ejemplifica este tipo de funciones, y enuncia los
limites en cero y en +infinito aunque sin vincularlos a la grafica, razon por

la que no la hemos considerado como EP.
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Sélo trataremos logaritmos en base mayor que 1. Las graficas, para cual-
quier base mayor que 1, son muy parecidas y se comportan de igual modo
en el infinito y cuando x — 0"

e T T 3

lim e*=+o lim e =0 }im INnX=+w liminx=-«

K—=4m A=m-w TRt '\—o‘
Podemos poner:

[es] =+ [e=]1=0 [}n (+oo)]:+oc [N0]=-w

La funcidn e* crece muy rapidamente; por ejemplo, e =~ 2 88 . 10° Sin
embargo el In x crece muy lentamente.

Para que sea In x = 100, el valor de x debe ser x = e™ No obstante In x
puede llegar a ser tan grande como se quiera. Por ejemplo In x puede to-
mar el valor 1.000.000; basta que sea x = e'®0m

Figura IV.7.4.2. EP inductivo de un caso para el limite de las funciones exponenciales y
logaritmicas (2° de Bachillerato de Vicens-Vives, 1999). La induccidn se aprecia en el
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primer parrafo.

El LT de 2° de Bachillerato LOGSE de Vicens-Vives (1999), al igual que
en el LT anterior, de la misma coleccion que éste pero del curso anterior,
considera tanto las funciones exponenciales como las logaritmicas y
justifica el limite en el infinito de ambas con sendos EP inductivos de 1
caso. Hay que recordar que este LT no considera ninguna definicion de
limite, sino que parte de la idea del concepto, y establece propiedades y
reglas a partir de dicha idea. Dentro del tratamiento del tema considera las
funciones exponenciales y logaritmicas e indica los limites de estas
familias de funciones. Para ello, induce a partir de las funciones €* y In(x)
los limites de las funciones con otras bases, como se ve en la Figura
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IV.7.4.2, tras la cual se enuncian varios ejemplos de funciones
exponenciales y logaritmicas, y sus respectivos limites.

= Enel LT de 1° de Bachillerato LOGSE de Vicens-Vives (2003) solo se
justifica el limite de las funciones exponenciales, utilizando un EP
inductivo sistematico. En este LT se plantea una discusion sobre el limite
de las funciones potenciales-exponenciales (f(x)=a*) indicando que
depende del valor de la base y de la tendencia del exponente. Se considera
dos ejemplos, con bases menor y mayor que 1 respectivamente, y se
estudian ambos limites, cuando x tiende a +co y cuando x tiende a —co. No
se enuncia el resultado general, sino que es el alumno el que tiene que
deducir de la sentencia inicial (el limite en el infinito de una funcion
exponencial depende del valor de la base a y de la tendencia del
exponente, Vicens-Vives, 2003, pp. 221) y de ambos ejemplos, cual es el
limite en cada caso. Los sistemas de representacion utilizados son el
verbal, principalmente, y el simbolico. Al contrario que en otros textos, no
se ilustran los ejemplos mediante gréaficas.

Tal y como hemos visto, Unicamente en el LT de LGE (Vicens-Vives de 2° de
BUP, 1980) se utiliza un EP axiomatico, el resto de justificaciones encontradas
(todas en LT de LOGSE y LOE) son del tipo EP inductivo (ya sean de 1 caso, de
varios o sistematico). Creemos que se debe al hecho de que el rigor matematico
que caracteriza a los LT de la LGE no requiere de la justificacion de los limites
de familias de funciones en concreto, ya que basta con la definicion de limite, sus
propiedades y el conocimiento de las funciones para establecer su limite. Sin
embargo, se ha evidenciado esa tendencia a la mecanizacion del célculo que
hemos mencionado en otras ocasiones provoca que los LT traten de mostrar, e
incluso justificar, cualquier limite que pueda ser util para el calculo de limites.

1VV.7.5. Limite de familias de funciones elementales

En este apartado reunimos los resultados que se refieren al estudio de limites de
familias de funciones basicas elementales identidad, constante, potencial,
potencial inversa,....

La consideracion de estos resultados en cada LT es diferente, ya que algunos lo
incluyen dentro del apartado de limites, sobre todo en aquellos orientados a la
mecanizacion del calculo, pero otros consideran aparte el estudio de cada familia
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de funciones, y es en el apartado correspondiente en el que se considera el
comportamiento de estas funciones y por tanto, los limites.

No obstante, en este trabajo se presenta el analisis realizado para aquellos textos
que presentan este tipo de resultados como propiedades dentro del tema relativo a
limites. No presentamos el anélisis a modo de tablas debido a que no se estudian
siempre las mismas familias y por tanto resultaria poco econémico utilizar tablas
para todos los resultados.

» Funcién identidad: el limite de la funcion identidad en un punto es el
valor de la abscisa de dicho punto.

Este resultado es un tanto peculiar, ya que no admite todos los tipos de esquema
de prueba, ya que se tratar de una funcion concreta. De hecho, Unicamente
consideramos que se justifica con EP axiomatico en el caso de que se utilice la
definicion para razonar que el limite coincide con el valor de la abscisa del punto,
0 que no se justifica, bien sea porque no se realiza ningln razonamiento bien
porque se muestra la grafica asociada a la funcion como una ilustracion grafica
funcional, pero no como limite, ya que no utiliza entornos. Sélo un texto,
Santillana 2° BUP (1976), muestra una justificacion axiomatica, es decir,
utilizando la definicion. En nuestra opinion, este resultado es uno de los mas
importantes para el calculo de limites, ya que permite sustitucion final de valor
de tendencia en la variable independiente una vez que se hayan evitado las
indeterminaciones en el entorno del punto considerado. A pesar de esta
importancia y de ser un resultado que se utiliza en el célculo de limites, no son
muchos los LT que al menos lo enuncian, suponemos que por tratarse de una
funcion en concreto y parecer un resultado evidente. Consideramos que seria un
buen ejemplo en el que utilizar un EP axiomatico porque permite vincular el
calculo de limites a la definicion. Aunque este resultado se enuncia en otros LT,
no lo justifican por considerarlo evidente, como Anaya (1976), que dice:

Expresion que es una redundancia. No hace falta acudir a la definicion de limite para

aceptarla como cierta.
Anaya, 2° de BUP (1976, pp. 87)

=  Funcion constante

Un caso similar ocurre con la funcion constante, pero esta familia de funciones
admite mas tipos de justificaciones ya que no se trata de una funcion en concreto.
No obstante, Unicamente hemos encontrado tres textos que justifican este
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resultado con un EP axiomatico, y el resto, o bien se limitan a enunciarlo, o bien
ni siquiera lo consideran. Lo textos que los justifican son dos de 2° de BUP, el de
Anaya (1976) y el de Santillana (1976), y uno de 2° de Bachillerato de LOGSE,
el de Santillana (1997).

Enel LT de Anaya (1976), de 2° de BUP, lo justifica mediante un EP axiomatico,
y ademas, en modo directo, ya que utiliza la definicion.

limk =k (k € R)

;u:s si f(x) = k,|f(x) — k| = |k — k| = 0 < &, para cualquier «.
Anaya, 2° de BUP (1976, pp. 87)
En este caso el LT ha aprovechado una resultado muy sencillo para justificarlo
utilizando la definicién de limite, algo que podria ser muy complicado en otros
resultados, pero conviene llamar la atencién que no ha mencionado la validez
para cualquier 6.

En el LT de Santillana (1976), de 2° de BUP, este resultado se justifica como
ejemplo de aplicacion de la definicién de limite (expresada en términos del valor
absoluto) para establecer el limite de dos funciones sencillas (la funcion
constante y la identidad). Como en el caso de Anaya (1976), se trata de un EP
axiomatico, en el que combina el lenguaje verbal y el simbélico, lo que resulta en
un razonamiento muy ilustrativo de como utilizar la definicién de limite para
calcularlo. Aunque se justifica en un ejemplo de aplicacion de la definicién de
limite para el calculo de éste en este caso sencillo, se enuncia también como
propiedad, recurriendo al ejemplo para indicar que ya se ha justificado.

En el LT de Santillana (1997), de 2° de Bachillerato, la justificacion de este
resultado aparece en el apartado Ejercicios y problemas resueltos (pp. 227), junto
con la justificacion del limite de la funcion identidad. EI EP utilizado es
axiomatico, utilizando la definicion de limite expresada en términos del valor
absoluto. Utiliza, principalmente, el sistema de representacion simbolico, y en
algun paso afiade un comentario verbal. Indica que se demuestra, tanto en el texto
del libro donde enuncia el resultado, como en el ejercicio en el que lo demuestra.
El enunciado estd expresado de forma simbdlica y verbal. Las funciones que se
consideran son las de comunicacién y verificacién. No se sefialan otras vias de
justificacion, pero el hecho de indicar que se demuestra refleja que el libro
reconoce el proceso como tal. Tampoco se indican las lineas generales de la
demostracion.
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En ninguno de los LT mencionados se han considerado otras vias de
justificacion, ni reflexiones sobre el proceso o sus consecuencias, o las lineas
generales de la demostracion.

= Funciones tipo x", 1/x", x*/"

Varios LT consideran este tipo de funciones como un resultado a justificar y por
ello hemos encontrado diferentes esquemas de prueba en los diferentes LT: EP
transformacional, prueba preformal, EP inductivo de varios casos o sistematico.

EL LT de Anaya (1976), de 2° de BUP, enuncia este resultado en un apartado
titulado Aplicaciones al calculo de limites (pp. 87) tras haber enunciado (y
justificado) propiedades de los limites. Al igual que se aprecia en otros LT, la
intencion es proveer al alumno, a través de las operaciones y propiedades de los
limites y los limites de algunas funciones sencillas, de las herramientas
suficientes para calcular limites de otras funciones. Este limite lo justifica
mediante un EP transformacional, y aplica la propiedad del producto
considerando que x" es un producto de n factores donde cada factor es la funcion
identidad, cuyo limite se ha establecido previamente. No lo hemos clasificado
como EP axiomatico, aunque se aplican axiomas, porque no se indica en el texto
los axiomas que se aplican, sino que se da mas importancia a la transformacion
del producto.

El LT de Santillana (1976), de 2° de BUP, considera las funciones de tipo x"
dentro del apartado Limites y operaciones con funciones (pp. 215), asociadas a
limites en un punto, y las funciones del tipo 1/x" en el apartado Limites en el
infinito. Ramas parabdlicas (pp. 220). En ambos casos realiza el mismo tipo de
justificacion: una prueba preformal basada en el método de induccion (de hecho,
solo quedaria el paso en el que suponiendo que es cierto para n—1, se deduce que
es cierto para n). Como se ve en la Figura IV.7.5.1, primero considera los
razonamientos sobre casos concretos y luego indica que se tiene el resultado de
forma general.

El LT de Santillana (2009), de 2° de Bachillerato, considera un apartado de
calculo de limites, en el que considera varias familias de funciones bésicas, tras
haber expuesto las operaciones con funciones. Suponemos que el objetivo de los
autores del LT es, a partir de las operaciones y de los limites de algunas familias
de funciones elementales, permitir el célculo de cualquier funcién. Han
considerado un EP inductivo sistematico (exponente par e impar, y n mayor o
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menor que cero), de tipo grafico, es decir, que muestra una grafica de cada caso
de la cual se deduce el limite. No obstante, hay que sefialar que no se ilustra el
concepto de limite en las gréficas, tal y como se ve en la Figura IV.7.5.2.

4.3. Sea la funcién f(x) = x*; f = 1, - 1, ya que
1e(®) * la(x) =x"x=x*= f(x)
Aplicando la propiedad d) de 4.1., se tiene:

lim f(x) = lim x? = lim l(x) - lim I (x) = a - a = a*
x—a X-*a xX-*a x-ta
Analogamente:
lim x* = lim(x? - x) = limx? - limx = a* - a = a&°

x—a X=a X=a X=a

En general: lim x" = a".

X=~a

Agalogamente, se tienen las mismas propiédades para los li-
mites cuando x tiende a menos infinito.

: |
Se ha visto que lim = = 0; también se verifica que lim . 0.

X o0 bl
=5 X

entonces:

. 11 1
lim —=1lim (= =)= tm 2\.[ 1 1
e i (x x) (111130 x) (:I_fn ;) 20:0=0;

analogamente, lim i" =0 y lim L.

X=* a0 X X = o0 X"

Figura 1V.7.5.1. PP para los limites de funciones de los tipos x" (arriba) y 1/x" (abajo) (2°
BUP de Santillana, 1976).

4.1. Limite de funciones con potencias

: 5 +o0 sin>0yn par
00 . ¥
; ¥ Sl n > , . —o0  si n > 0yn impar
im x" =11 sic i =0 lim x" = _
X =) 400 0 . 0 X =3 =00 1 S1n= O
si n .
= 0 sin<O
Y n>0 b ¢ n>0 YA n<O Y n<O
Par Impar Par [mpar
X X X X

Figura IV.7.5.2. EP inductivo sistematico en el LT de Santillana (2009), de 2° de
Bachillerato para las funciones con potencias.
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El LT de Vicens-Vives (1998), de 1° de Bachillerato, considera, de forma
general, las funciones definidas por potencias (y = x¥) y separa en los casos en
que el exponente es natural (Figura 1V.7.5.3), entero negativo, o 1/n (raices). En
todos los casos se ilustra la diferencia entre el caso par e impar, y se consideran
las gréficas de varias funciones de ese tipo, tras las cuales se enuncian los limites
(en el caso de exponente natural y de raices, en el caso de exponente entero
negativo ni siquiera se enuncian los limites). No se acompafian las expresiones
simbdlicas y graficas de descripciones verbales, lo que nos lleva a pensar que los
autores del libro de texto consideran suficiente las graficas para deducir los
limites y poder aplicarlos a otras funciones que dependan de éstas.

Funciones definidas por potencias: y = x*

a) Exponente natural

Exponente par: Exponente impar:

'
|
|
1+
|
I

lim f(x) = lim f(x) = + Iimf(x)=+ limf(x)=-

A= m Ko X X -

Simétricas respecto de OY Simétricas respecto del origen

Figura 1V.7.5.3. EP inductivo sistematico en el LT de Vicens-Vives (1998) de 1° de
Bachillerato.
El LT de Vicens-Vives (1999), de 2° de Bachillerato, tras introducir brevemente
la idea de limite (recordemos que este LT no da una definicién de limite),
considera los limites de familias de funciones elementales (en el LT, el apartado
se denomina Limites con funciones elementales, pp. 180). Dentro de este
apartado, el primer subapartado se titula Limites basicos (pp. 180), y en él
considera los limites de los siguientes tipos de funciones: x" (tanto para n par
como impar), 1/x" (a partir de 1/x y 1/x%), x*+k yv/x. En todos los casos considera
EP inductivos, siendo sistematicos para X" y 1/x", y de un caso para x’+k (se
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ilustra mas adelante). En el caso de /x, al tratarse de una funcion en concreto, no
se considera como EP, sino como calculo. Ademas, todos ellos son de tipo
grafico, y se limitan a mostrar una grafica de los casos considerados,
estableciendo el limite a partir de ellas.

= Funciones tipo k-f(x), con k un nimero real

Unicamente tres LT justifican el producto de una funcién por un nimero (en
muchos se enuncia como otra propiedad aritmética, pero no se justifica). Estos
LT son el Anaya (1976), el Santillana (1976) y el SM (1977), todos de 2° de
BUP, aungue en el caso de Santillana, lo que se enuncia y justifica es una version
particular de este resultado

En Anaya (1976), de 2° de BUP, se justifica mediante un EP transformacional, en
el que se aplica el producto, por lo que tiene una parte axiomatica, pero no lo
hemos considerado como EP axiomatico porque el LT no indica que aplica ese
axioma.

Como ya hemos dicho, en Santillana (1976) se justifica un caso particular de este
resultado en el que la funcion f(x) es de la forma x", con n un nimero natural. Lo
hemos clasificado como EP axiomatico debido a que hace referencia al resultado
que utiliza para justificarlo (lim,_,(c - f(x)) = c - lim,_,, f(x), aunque realice
transformaciones simbolicas de la expresion del limite.

En el caso de SM (1977), realiza una justificacion similar a la de Anaya (1976),
es decir, aplica el producto de funciones. En este caso si que indica que es una
consecuencia directa de dicho resultado y luego realiza las transformaciones,
razon por la cual lo hemos considerado como EP axiomatico. Ademas, de esta
forma la justificacion es mas explicativa que si sOlo se realizan las
transformaciones.

= Diferentes casos de funciones polindmicas

S6lo un LT enuncia un resultado relativo a un caso especial de funcion
polindbmica, Vicens-Vives (1999), de 2° de Bachillerato. Este LT considera de
manera particular los limites de las funciones de la forma f(x) = x* + k (no se
especifica que es k, aunque es evidente que se trata de un nimero real), aunque
los alumnos podrian calcular este limite utilizando los resultados enunciados
posteriormente. Utiliza un EP inductivo de un caso de estilo grafico en el que se
muestra la forma de una funcion arbitraria de ese tipo, con un k positivo. No se
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refleja la definicion de limite pero el LT no ha dado una definicion en ese
momento, sino que pretende ilustrar la idea de limite mediante ejemplos.

\ /

Iim x4k =+ fx)=x*+k

X=—zom

Figura 1V.7.5.4. Justificacion del limite de una funcién del tipo f(x) = x* + k (2° de
Bachillerato de Vicens-Vives, 1999).
En este LT, las propiedades de los limites se enuncian tras mostrar varias
familias basicas de funciones, por lo que se podria considerar como un EP
inductivo mas general, en el que se muestran varios ejemplos de los limites de
funciones basicas, que luego se operan y se establecen los limites de las
funciones que resultan de operar dichas funciones.

1VV.7.6. Resultados asociados a los infinitésimos o infinitos
equivalentes

En este apartado se recogen los resultados destinados a facilitar el calculo de
limites en caso de indeterminacion, pero que no hacen referencia a funciones en
concreto: los infinitos (que son funciones cuyo limite, en un punto o en el
infinito, es infinito) y los infinitésimos (que son funciones cuyo limite, en un
punto o en el infinito, es cero). Si bien se estudian muchas funciones cuyos
limites son cero o infinito, s6lo hemos tenido en cuenta aquellos LT que
establecen estas definiciones y enuncian propiedades asociadas a ellas que
permiten resolver indeterminaciones de forma general (mediante la sustitucion
por infinitos o infinitésimos equivalentes).

Unicamente se enuncian en algunos LT, ya que la mayoria resuelven las
indeterminaciones considerando ejemplos concretos de tipos de funciones y
explicando las técnicas que hay que utilizar en dichos casos para eliminar la
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indeterminacion y poder aplicar las propiedades y operaciones de los limites. En
concreto, los libros de texto que consideran estos resultados son los siguientes:

LT Infinitos equivalentes Infinitésimos equivalentes
Definicion Suma Sustitucion Definicion Sustitucion

Anaya 2° (1976) v

Santillana 2° (1981) v

VV 2°(1980) v v

Anaya 2° (2003) v

VV 2°(1999) v v 4 4 v

Anaya 2° (2009) v

SM 2° (2010) 4 v

Tabla IV.7.6.1. LT que consideran los infinitos o los infinitésimos equivalentes.

Los LT que enuncian los resultados asociados a los infinitos o infinitésimos
equivalentes los justifican (Anaya, 2003 y 2009, y Santillana, 1981, se limitan a
enunciar los infinitos del mismo orden, pero no los utilizan para la resolucion de
indeterminaciones). El resto de LT, que si justifican los resultados que enuncian,
utilizan EP transformacionales. En cuanto al resto de aspectos que consideramos
en nuestro analisis, realizamos las siguientes observaciones. En el LT de Vicens-
Vives (1980), de 2° de BUP, el enunciado que utiliza estd expresado en un
lenguaje coloquial:
Si F y G son dos infinitésimos equivalentes para x=a, y se desea calcular el limite para
x=a de una expresion en la que interviene F(x) como factor o divisor, se puede cambiar
F(x) por G(x) sin que varie el limite buscado.
Vicens-Vives, 2° de BUP (1980, pp. 259)
El tipo de enunciado al que mas se ajusta es el de condicidén necesaria, aunque
estd expresado de forma que no parece una verdad general, ya que se utilizan
formas verbales del tipo “se desea” o “se puede”. La justificacion es una serie de
transformaciones simbdlicas, que podria considerarse silogismo, el estilo es
algebraico, y el método, es analitico. Las funciones de la demostracion que se
observan son las de comunicacion y verificacion. En este LT se reconoce el
proceso, ya que se indica que “se justifica” dicha sustitucion, aunque no hay
diferencia entre el enunciado y la justificacion (ambos forman parte del mismo
texto). No se refiere a las consecuencias de haber justificado el resultado, aunque
si indica en qué casos puede ser mas util utilizar este resultado (sustitucion de
funciones circulares). Utiliza el sistema de representacion verbal (coloquial) y
simbdlico, y no se indica el significado de ninguna expresion, aunque las pocas
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que aparecen son habituales en el tema. Por Gltimo, no explica globalmente el
proceso, ni sefiala otras vias de justificacion.

Por su parte, en el LT de Vicens-Vives (1999), de 2° de Bachillerato, es el LT
que hace un tratamiento mas extenso de infinitos e infinitésimos, siendo el Unico
que los considera a ambos y que enuncia tres resultados relacionados con estos
dos elementos: la suma de infinitos es equivalente al sumando de mayor orden, la
posibilidad de sustituir infinitos en el calculo de limites y la posibilidad de
sustituir infinitésimos en el célculo de limites. En los tres casos el LT etiqueta los
resultados como teoremas y las justificaciones como demostraciones, con lo que
queda claro que reconoce el proceso como una justificacion y que distingue sin
lugar a error entre el enunciado y la justificacion. Ya hemos indicado que las tres
justificaciones son EP transformacionales, en las que utiliza un silogismo, con
estilo algebraico, y de modo indirecto.

El tipo de enunciado no se ajusta a ninguno de los descritos, Sino que son mas
bien de tipo coloquial, con formas verbales ligadas a una posibilidad (“se
puede™):

Una suma de infinitos es equivalente al sumando de mayor orden. (pp. 186)

Un infinito se puede sustituir por otro equivalente cuando actta como factor o divisor

en una expresion (pp. 186)

Un infinito se puede sustituir por otro equivalente, cuando acta como factor o divisor

en una expresion (pp. 201)

Vicens-Vives, 2° de Bachillerato (1999)

Las funciones de la demostracion observadas son las de comunicacion y
verificacion, ya que las justificaciones son simples y no abundan en las
explicaciones. Los tres resultados siguen un esquema similar (enunciado,
justificacion, ejemplos), asi que consideramos que, aunque el texto no se refiera a
las consecuencias de haber justificado los tres teoremas, si que indica cuales son
las aplicaciones de ellos en el calculo de limites. En ningln caso se describen las
lineas generales de la demostracion ni se sefialan otras vias de justificacion.

En el LT de SM (2010), de 2° de Bachillerato, la justificacion aparece junto con
el enunciado, en un mismo recuadro amarillo, que resalta la importancia del
resultado (permite resolver muchas indeterminaciones), tal y como se muestra a
continuacion:

Cuando dos infinitésimos f(x) y g(x) son equivalentes, y uno de ellos aparece como
factor en un limite, se puede sustituir por otro, ya que:

172



Sobre los teoremas de limites

96 <p(X)> ~ (1m (2)) - 1o 00 - o

. ()
)lclj)lcll(f(x) “p(x)) = chl_rfcll (ﬁ
= lim(g(x) - 9(x))

SM, 2° de Bachillerato (2010, pp. 216)

Como se puede observar, el EP utilizado es transformacional, de estilo
algebraico, y el tipo de enunciado es de condicion suficiente, pero sin utilizar los
conectores habituales (si...entones). En este caso, las funciones que se reflejan
son las de comunicacion y verificacion. No se hacen referencias al
procedimiento, ni a sus consecuencias, ni a las lineas generales del proceso, ni se
sefialan otras vias de justificacion, ni existe una distincion clara entre enunciado
y justificacion (se encuentran ambos dentro del mismo cuadro de color), ni se
explica el lenguaje utilizado (aunque las expresiones son las utilizadas
habitualmente).

IV.7.7. Limite en cero de x/sen(x), en tg(x)/x o en (cos(x)-1)/x y
limite en infinito de sen(x)/x

Este tipo de resultados aparecen en numerosos textos, bien en una sola version
(la mas comdn es el cociente de sen(x)/x) bien mostrando otros resultados
equivalentes a éste ultimo (tan(x)/x, (cos(x)—1)/x,...). La mayoria de los textos
realizan una prueba similar: se basa en un EP_transformacional, en el que se
razona a partir de una representacion grafica que permite asegurar un resultado
que en ningun texto se enuncia, el criterio del Sandwich. Si bien, estos resultados
no se enuncian propiamente como teoremas, ya que se trata del calculo de un
limite de una funcion en concreto, la mayoria de los textos que los consideran,

los tratan como tales, afiadiendo a la justificacion la etiqueta de “demostracion”.
Ademas, en el caso de la funcion de partida, sen(x)/x, el calculo no es sencillo,
sino que necesita de otros teoremas para obtener este limite. Los LT deducen el
resto de limites aplicando este resultado. Los libros de texto en los que hemos
encontrado este tipo de enunciados como teoremas son los que aparecen en la
Tabla IV.7.7.1.

Tal y como se muestra en la tabla, el resultado que mas aparece justificado es el
limite del cociente de sen(x)/x en x=0. En muchos de los libros se presenta como
un resultado de ampliacion, como una nota en el margen 0 como un ejercicio
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resuelto, en lugar de un resultado mas del tema. A continuacion se muestran
algunos ejemplos de las justificaciones encontradas para estos resultados.

limsenx=1 lim ad =1 limtanx=1 imcosx_1=0 lim *
x>0 X x—0 Sen x x>0 X x-0 x x—00 Sen X
VV 2°1980 v
Sant. 2° 1997 v v
SM 1° 1996 v v v
SM 2 2001 v 4
VV 1° 1998 v
VV 2°1999 v
VV 2° 2009 v

Tabla IVV.7.7.1. Resultados relacionados con funciones trigonométricas y libros en los que
se aparecen y se justifican.

El libro de 2° de BUP de Vicens-Vives (1980) realiza un razonamiento
geométrico, basado en areas de figuras sencillas a partir de la representacién de
de un angulo y del valor del seno correspondiente. De hecho, en primer lugar
parte de una exploracion experimental numérica, mostrando en una tabla
distintos valores del angulo y su correspondientes valores del seno, a
continuacién escribe el valor del limite y, finalmente construye una grafica,
Figura IV.7.7.1, para probar el caso general a partir de una visualizacion de las
longitudes y de las &reas de las figuras representadas. Se trata de un EP
transformacional y axiomatico.

[...] La propiedad que queremos demostrar es:

Para ello, expresamos que el area del triangulo rayado es menor que
la del correspondiente sector circular, ésta, menor que la del
trapecio, cuyas bases paralelas miden, respectivamente, 1y b.

Si la circunferencia es de radio 1,
la medida a del angulo, en
radianes, coincide con la longitud
del arco; ademas, sen(a), es la
longitud del segmento s.

Y completa la justificacion calculando las areas antes descritas y comparando.

Figura IV.7.7.1. Justificacion (2° de BUP de Vicens-Vives, 1980).

Es el unico LT que en la justificacion sustituye las funciones trigonométricas por
longitudes y &reas de elementos geomeétricos, y razona sobre las figuras

174



Sobre los teoremas de limites

geométricas para justificar el resultado. EIl resto de justificaciones que hemos
encontrado utilizan las funciones trigonométricas.

En el LT de Santillana (1997) vemos que se limita a realizar algunas
transformaciones sobre los limites aplicando las desigualdades, y dando por
cierto que dichas desigualdades se extienden a los limites aunque nunca lo hayan
justificado (Figura IV.7.7.2).

Recuerda
lim =1 - .
=0 sen x lim sen x no existe, pero
X—roo
<x=< ., senx
yaque sen x =x =tgx = lim —~ =0, yaque
x tg A‘ X=—o0
=51 = = = i
sen x sen x e e g
. fo'e) X—r00 X
=secx=1=Ilim =
x>0 sen x 1 0
e e gl )
< i — =
< 11_1})1 secx =1 &a J
Figura IV.7.7.2. Justificacion (2° de Bachillerato de LOGSE Santillana, 1997).
Y - : e
_senx | Los resultados de la tabla sugieren que el limite es 1. Esto implica
Y= - 0 : P
|| L] l que x y sen x toman valores practicamente iguales en el entorno de
i e 0, ya que su cociente se aproxima a 1.
ol 11 1% En la figura se ve que el seno, el arco y la tangente verifican la

relacion
sen x < x < tg x

Dividiendo sen x y tg x por cada término de esta desiqualdad, se

arco x tiene'

X I\ tox sen x

> 1>T>cosx y ;>tg_x\‘
y cosx” x °
sen x y tomando limites, resulta:

1
Myl | | . en t
‘ im =2 X
_tgx 1 —"m —_— =
Kl) Bkl |m e X s !
| De aqui se de
Q

X! )
W‘ ! \ | f" , r la tangente son aproximadamentegilg;ltj)asleiequenos o sang, o drea’

Figura IV.7.7.3. Justificacion (1° de Bachillerato LOGSE de SM, 1996).

En los libros de SM de 1° y 2° de Bachillerato de LOGSE (SM, 1997 y 2001,
Figuras IV.7.7.3 y IV.7.7.4) también se justifica este resultado. EI LT de 1°
realiza una discusion del limite considerando varios aspectos: que la funcion no
estd definida pero tiene limite, también muestra una gréfica de la funcion, una
tabla con valores que se aproximan a cero y sus correspondientes imagenes, y
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acaba realizando el razonamiento transformacional mediante desigualdades que
observamos en otros LT, y justificando al mismo tiempo el limite de la funcion
tg(x)/x.

[T —

L -0,4

=03 =02 -0l —> 0 <« 01 02 03 04

0993 0,998 — (7 <« 0,998 0,993 0,985 0,974 {. -

— {7 <« =-0,050 —0,100 —0,149 —0,197 -—X-—

0 B =

. senx
I Para demostrar que lim —— = 1 hay que hacer un ra-
X

x—0
zonamiento especial. En el dibujo de la derecha se aprecian
las desigualdades: sen x < x < tan x.

| 1 cuando x es un angulo positivo medido en radianes y x < >

Dividiendo entre sen x, que es positivo cuando x es positivo y cercano a 0,

’ X Al sen x
se obtiene 1 < —— < ——, De aqui se deduce: cos x < —= < 1.
S oae q % 1. Tomando

limites cuando x tiende a 0 por la derecha:

. . senx . . senx sen
limcosx<Ilm—=<Ilml2>1<|m—<1> Iim—x=1
x=—0* x=0t . X x—.O’ . X=0* X Xx=0* X
Para calcular el limite por la izquierda, basta hacer el cambio de variable x = —y-
. senx . sen(=y) . seny
lim — = lim = |lim—=1
¥=0" X y—0* ~ y—=0*

i ¥
Esto pruebha el resultado ya que los limites laterales valen 1.

Figura IV.7.7.4. Justificacion del limite de limite de sen(x)/x y (cos(x)-1)/x en x=0 (2° de
Bachillerato LOGSE de SM, 2001).
En el LT de 2° (Figura IV.7.7.4) también se introduce una tabla para “predecir”
cuél sera el limite y luego se procede con el razonamiento que encontramos en
otros libros de texto, al que llama “razonamiento especial”. Este libro de texto
justifica al mismo tiempo el limite de sen(x)/x y (cos(x)—1)/x.

Este limite también se considera en varios LT de Vicens-Vives, tanto de LOGSE
como de LOE (Figuras IV.7.7.5 y IV.7.7.6). En todos ellos se presenta una
justificacion similar a la que hemos visto anteriormente: se propone una
desigualdad basada en la representacion geomeétrica de sen(x), x, etc.... y se
realizan transformaciones hasta llegar al limite considerado. Acomparian este
resultado con algunos de los que aparecen en la tabla, pero no realiza mas
justificaciones; tan solo transforma la funcion mediante las propiedades de las
funciones trigonométricas
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Demostracion:

A medida que disminuye el arco, arco y seno
tienden a cero, de modo que:

. X _(l
o senx-[o]

Veamos c6mo resolver la indeterminacién. Supongamos, de momento, que x > 0.
Es geométricamente claro que senx =X =1gX

‘/— arcox

\

Dividimos entre sen X - positivo, por serlo x — y el sentido de la desigualdad no

cambia:
senx . _x < _1
sen x sen x Ccos X
x—0 | l !
1 =slim—2—=< 1 @
x=0 S€en X

Tomando limites en la desigualdad (1) se obtiene (2), luego h’{x: se7r(1 e A

Nota: si x <0, sirve el mismo razonamiento, salvo que la desigualdad de partida es
senxX=X=tgx.

Figura I1V.7.7.5. Justificacion en el LT del limite en cero de x/sen(x) (1° de Bachillerato
LOGSE de Vicens-Vives, 1998).

Demostracién

La figura muestra un angulo de x radianes y su arco, trazado con radio 1. El arco
tiene una longitud igual a x veces el radio. Como el radio mide 1, la longitud del ar-

CO es X. B
; i sen x A
Consideramos x positivo. De la figura se deduce senx <x<tgx= =
*x x
- " =\ [®
Dividimos por sen x que es positivo: X &
X
X
X 1 senx g

o €os X c'p

<
senx  COSX rad

De la figura se deduce que

Cuando x — 0, 1/cos x — 1. Asi que 1/cos x empuja a x/sen x hacia 1. Por tanto senx = x < tgx, luego:

senx)senxasenx

lim. __x_=‘1' luego h'm' ieﬂﬁ=1 senx . x o
x—~0" senx x=0" X
= 1= 320X, cosx
Teniendo en cuenta que S€NX os una funci6n par, el limite por la izquier-
X Cuando x — 0 se verificg que:
da (cuando x es negativo), es igual que por la derecha: 1= lim Senx _ 1
x—0 X
lim SeNX _|jm SenEX) _jim SENX_, .
=0 X =0 =X x=0" X de donde se obtiene:
m 20X,
Como consecuencia x=0 X
lim S€nX _4
x=0 X

Figura IV.7.7.6. Justificaciones del limite en cero de sen(x)/x en cero en los LT de 2° de
Bachillerato LOGSE de Vicens-Vives (1999) a la izquierda y de 2° de Bachillerato LOE de
Vicens-Vives (2009) a la derecha.

Hay aspectos de las justificaciones que son comunes a todos los LT: por ejemplo,
el enunciado considerado es la presentacion algebraica del limite de sen(x)/x,
cuando x tiende a cero; ninguno de los LT considerados utiliza los conectores
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considerados en el marco tedrico ni enunciados verbales. EI método utilizado es
el silogismo; en cuanto al estilo, se trata del analisis matematico global y local,
dependiendo de la parte de la justificacion que consideran, y gréafico, ya que se
apoyan en gréficas para realizar la justificacion; el modo es directo en todos los
LT menos en el de Vicens-Vives (1980) de 2° de BUP, que es indirecto.

En cuanto a las funciones de la demostracion consideradas, en todos los LT se
aprecian las funciones de verificacion y comunicacion, pero en los casos en los
que ademas complementan con tablas o con las gréaficas de las funciones,
también tiene funcion de explicacion.

En los casos en que se utilizan etiquetas podemos asegurar que el LT reconoce el
proceso como demostracion, aunque no se refieren nunca a sus consecuencias,
asi como tampoco se explica globalmente el proceso, ni se comenta el significado
del teorema, que no es un mero calculo de este limite. La distincion entre
justificacion y enunciado a veces es tipografica, otras veces se sefiala con
etiquetas y, en otras ocasiones, no se sefiala. Vemos que los sistemas de
representacion son: verbal, grafico en todos los casos, acompafiados de tabular en
algunos, y algebraico (férmula). En ningun caso se explica el significado de las
expresiones utilizadas, éstas forman parte del lenguaje habitual del texto y los
autores no realizan explicacion alguna sobre el significado de las mismas. No se
suelen sefalar otras vias de justificacion, aunque, como hemos visto, algunos LT
complementan la justificacion con una tabla en la que se muestra coOmo
evolucionan los valores de la funcion asociados a los valores de la variable, lo
que se puede considerar como otro tipo de justificacion, en este caso de tipo
inductivo, ya que se utiliza una forma concreta de tendencia de la variable
independiente a 0.

1\VV.7.8. Otros resultados

Ademas de los resultados considerados anteriormente, hemos encontrado otros
que aparecen s6lo en algunos libros. El tratamiento de todos estos casos
constituye este apartado. Son resultados que a veces se encuentra a continuacion
de otros mas comunes, como si de corolarios o casos particulares se tratara, pero
que no se consideran en todos los LT dado que se pueden deducir facilmente del
resto de resultados. Estos resultados son los siguientes:
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= Limite de las funciones polindmicas en el infinito

Se trata de un caso simple de limites, dado que se deduce basicamente de la
aplicacion de las operaciones de los limites a algunas funciones elementales
(funcion potencia, funcion constante, funcion identidad). Algunos libros
presentan este resultado y lo justifican ya que lo utilizan posteriormente para
justificar el comportamiento de las funciones racionales (cociente de funciones
polinémicas). Ademas, hemos encontrado diferentes esquemas de prueba en
funcion de los LT (Tabla IV.7.8.1):

Limite de las funciones polinémicas en el infinito

LT EP utilizado

Anaya 2° BUP (1987) EP inductivo sistematico
Anaya 1° Bachillerato (2002) EP inductivo de varios casos
Vicens-Vives 1° Bachillerato (1998) EP inductivo de varios casos
Vicens-Vives 2° Bachillerato (1999) Prueba Preformal
Vicens-Vives 1° Bachillerato (2003) EP inductivo de varios casos
Anaya 1° Bachillerato (2008) EP inductivo de varios casos

Tabla 1V.7.8.1. EP utilizados en los LT para justificar el limite de las funciones
polindmicas en el infinito.
Se observa que, salvo el LT de 2° de Bachillerato de LOGSE de Vicens-Vives
(1999), que utiliza una prueba preformal, el resto de LT que lo justifican lo hacen
mediante EP inductivos, bien de 1 caso, de varios o sistematico.

El LT de Anaya (1987), de 2° de BUP, muestra dos ejemplos de limites, uno que
tiende a infinito y otro a menos infinito, y tras formular los ejemplos, enuncia el
resultado:

El limite de un polinomio en x cuando x—o es co 0 —oo segun el signo del coeficiente

del término de mayor grado.

(Anaya, 2° de BUP, 1987, pp. 151).

Indica que se trata de un recordatorio de una regla que ya se conocia para los
limites de sucesiones. El enunciado no sigue una estructura légica determinada.
La funcion que se aprecia es la de comunicacion, porque antes de enunciar el
resultado muestra varios ejemplos ilustrativos. Los sistemas de representacion
utilizados son el simbdlico en los ejemplos y el verbal en el enunciado. No se
hacen referencias al proceso (aunque al ser tan exiguo, es esperable que no los
haga) y tampoco se sefialan otras vias de justificacion.
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Los LT de Anaya (2002 y 2008, recordemos que son iguales), de 1° de
Bachillerato, hacen un planteamiento similar al LT de Anaya (1987), ya que
muestran varios ejemplos que ilustran el resultado antes de enunciarlo.

El limite cuando Xx—+o0 de una funcion polindomica es +o 0 -0 segun el coeficiente del

término de mayor grado sea positivo 0 negativo.

(Anaya, 1° de Bachillerato, 2003, pp. 283 y 2008, pp. 283)

En ambos casos hablamos Unicamente de la funcién de comunicacion porgque no
explica por qué es el término dominante el que decide cuél es el limite (al crecer
mas deprisa que los otros términos) sino que los ejemplos muestran un
comportamiento similar y de ahi se deduce el resultado.

; f crece en el infinito como 2¢ ﬂ
o 2X=Bx 44’ 2% T.6x" i,
2x° T S Ko h B "

o
XIN
l
-

.....

SiX—m+® 0 X — —

o 22x"+ 1000 _4 500 _, 4 R I
=2X il s

X 5.8 X .
1 SRR EREREEE
O it e e

‘-_"—J Y 2 | | SR TN S ) "
Six = +© 6 X = - ,I VRS g\

Figura 1V.7.8.1. Ejemplos utilizados para justificar que el limite en el infinito de las
funciones polindmicas coinciden con los limites de sus términos dominantes en el LT de
Vicens-Vives (1998) de 1° de Bachillerato. Las graficas no se corresponden con las
funciones.

El LT de Vicens-Vives (1998), de 1° de Bachillerato, que como ya hemos
mencionado incorpora los limites en el estudio de funciones, es decir, se centra
en estudiar los tipos de funciones y dentro de este estudio, comenta los limites
interesantes en cada caso, incorpora este resultado dentro del estudio de los
polinomios (aunque deberia denotarlo como funciones polindmicas). Indica que,
debido a que los polinomios no tienen discontinuidades, solo tienen interés los
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limites en el infinito. Empieza con la definicién de término dominante de un
polinomio, e indica que el limite de los polinomios depende del limite del
término dominante, y lo ilustra con dos ejemplos, tras los cuales, establece el
enunciado general. En ambos ejemplos realiza transformaciones sobre la
expresion algebraica del cociente de cada polinomio entre su término dominante
para ver que este limite es 1, pero no indica que el hecho de que el limite de
dicho cociente sea 1 implica que tanto el polinomio como el término dominante
tengan el mismo limite. Ademas, ilustra cada ejemplo con dos graficos que
pretenden mostrar el crecimiento similar de ambos polinomios y sus términos
dominantes, pero que no se corresponden con los ejemplos seleccionados (Figura
IV.7.8.1).

Se trata de un error de sistematizacion, ya que las graficas no se corresponden ni
con los polinomios considerados (2x°—6x?+4 y —2x*+100x°) ni con los
cocientes. De hecho, los graficos recuerdan a funciones circulares y no a
polindbmicas, si tenemos en cuenta que las funciones polindmicas tienen, como
maximo, tantas raices como el grado del polinomio que las define. Estos graficos,
ademas de ser confusos (desconocemos qué intenciones tenian los autores al
utilizarlos) son erréneos, y provocaran errores a los alumnos que deberian ser
evitados.

El LT de Vicens-Vives (1999), de 2° de Bachillerato, justifica este resultado con
una prueba preformal, siendo el Unico LT que lo hace. En primer lugar justifica
que el limite del cociente de un polinomio entre su término dominante es 1, y que
eso implica que son infinitos equivalentes para, a continuacion, justificar que dos
infinitos equivalentes tienen el mismo limite (mas adelante establece este
resultado para infinitos en general, y no s6lo en el caso de polinomios). Por
ultimo establece el resultado general, enunciado de forma verbal y simbdlica, y
lo ilustra con dos ejemplos. El caracter de esta prueba preformal es
transformacional, de estilo algebraico, y modo analitico. Las funciones que se
identifican son las de comunicacion y verificacion. No se hace mencion al
proceso, ni a las consecuencias de haberlo justificado, ni se explican las pautas
generales de la justificacion, si que se indican ejemplos de aplicacion, y el caso
general de equivalencia de infinitos equivalentes se establece y se justifica mas
adelante en el LT, aungque en este momento no se sefialen otras vias de
justificacion. La distincion entre enunciado y justificacion es Unicamente

tipografica y no se identifica ninguno de ellos.
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El LT de Vicens-Vives (2003), de 1° de Bachillerato, realiza una discusion previa
al enunciado del resultado. Lo considera dentro del apartado de calculo de limites
en el infinito y, en este caso, empieza mostrando dos ejemplos e indicando que es
suficiente con observar su comportamiento en los extremos de la funcién (quiere
decir, cuando x tiene a +o0). Establece cuatro formas diferentes en funcion de las
tendencias de la funcién en +oo, y las ilustra con gréficas de funciones de cada
uno de esos tipos (Figura 1V.7.8.2). Luego examina un caso concreto, es decir,
una funcion polindbmica en concreto, mostrando una tabla de valores y
comparando entre el valor que toma la funcion para ciertos valores de x, los
respectivos valores que toma el término dominante y los que toma el resto de la
funcion. De este ejemplo deduce que las funciones polindmicas tienen el mismo
limite en el infinito que su término de mayor grado. Tal y como esta tratado,
podria considerarse que el EP utilizado, en parte, es inductivo sistematico al
establecer las formas de las funciones y elegir una de cada tipo, en parte,
inductivo de un caso, porque la coincidencia del limite de la funcién polindmica
con el limite de su término dominante se establece Unicamente a partir de un
ejemplo.

Tipo(\../) Tipo(\.\) Tipo(/.\) Tipo(/,/)

+00 +xc -0 -0

lim f(x)

lim f(x)

~

(@

Figura 1V.7.8.2. EP inductivo sistematico (1° de Bachillerato de Vicens-Vives, 2003).

= Limite en el infinito de raices cuadradas de polinomios

Si bien en todos los LT se explica como calcular limites de raices cuadradas de
funciones polindmicas, sélo en uno, el LT de Anaya (1987) de 2° de BUP se
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presenta con una formulacion de resultado, incorporandolo al sistema de
resultados sobre limites, y lo justifica mediante un EP inductivo sistematico. De
hecho, indica que se trata de una regla ya conocida para el calculo del limite de
sucesiones, y que procede a recordarla (junto con la del limite de un polinomio
cuando x tiende a infinito). Los ejemplos que muestra son uno en que el
polinomio tiende a mas infinito y otro que tiende a menos infinito (cuando x
tiende a infinito), y una vez indicados ambos ejemplos (sélo muestra el resultado,
no realiza una explicacion detallada de como llega al limite) enuncia el resultado:
El limite cuando x—oco de la raiz cuadrada de un polinomio es infinito si el polinomio
tiende a oo. Si no, no existe.
(Anaya, 2° BUP, 1987, pp. 151).
La estructura logica del enunciado se aproxima a condicién necesaria aungue no
esta escrita exactamente en esos términos. La Unica funcion que podemos atribuir
es la de comunicacion, ya que ni si quiera explican los ejemplos que muestran, ni
se trata de una verificacién, ni se conduce al descubrimiento. El sistema de
representacion utilizado es el simbélico en los ejemplos considerados y el verbal
en el enunciado. En cuanto al proceso, el LT no hace ningln reconocimiento
especial, aunque al no tratarse de una demostracién es normal, ni sefiala otras
vias de justificacion.

En el resto de LT no se establece como resultado, sino que se muestran ejemplos
de como resolver dicha indeterminacion.

= Limite de los tipos —k/—0 y —k/—0

Los limites de los tipos —k/—ow y —k/—0 suelen presentarse en casi todos los
LT, pero al tratarse la aritmética extendida de los limites y no presentarse una
indeterminacion, no suele justificarse. Unicamente lo hace el LT de Vicens-
Vives (1998) de 1° de bachillerato de LOGSE, que lo justifica mediante un EP
inductivo de un caso: en primer lugar presenta el estudio de los limites en +coo,
—oo, 0" y 0- de la funcion y=1/x, dibujando la grafica correspondiente y
mostrando una tabla numérica para cada caso, para establecer finalmente ambas
reglas, ambas enunciadas en lenguaje verbal y simbdlico. Aunque no utiliza la
formulacion “si...entonces”, podriamos considerar que se trata de enunciados de
condicion necesaria. Los sistemas de representacién utilizados son el grafico y el
tabular en la justificacion, y verbal y simbdlico en el enunciado. Se podria hablar
de la funcion de descubrimiento, al enunciarse la regla tras observas un ejemplo.
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No se sefialan otras posibles vias de justificacion, aunque no es de extrafiar
teniendo en cuenta que este LT ni siquiera enuncia el concepto de limite, sino
que lo establece a partir de un ejemplo.

IV.8.INTERPRETACION DE LOS DATOS

Una vez realizado el andlisis de los resultados presentados en cada LT,
procedemos a la interpretacion de los datos obtenidos en dicho anélisis. En cada
apartado de este epigrafe hemos considerado uno de los grupos de categorias de
nuestro marco tedrico de forma separada, para facilitar la comparacion entre
libros y entre legislaciones. En este apartado se presentan las reflexiones que se
derivan de los analisis mostrados.

Da las interpretaciones que se realizan de los datos obtendremos las pautas para
la realizacion de la propuesta metodologica, enfocada desde la justificacion
matematica, que realizaremos posteriormente.

IV.8.1. Esquemas de prueba

En la Tabla IVV.8.1.1 se muestra un recuento de los EP que se han encontrado en
los LT por cursos y tipos de EP, con la suma total de resultados justificados por
curso. En la ultima columna se ha afiadido el nimero de LT que se ha analizado
de cada curso, que permite ver si un aumento o disminucion del nimero de
resultados enunciados en un determinado curso o periodo coincide con una
muestra mas grande o mas pequefia.

Ademas, en la columna Total EP o PP, que representa el nimero total de EP de
cualquier tipo o PP encontrados en los libros de ese curso y periodo legislativo se
ha afiadido, entre paréntesis, el porcentaje de EP o PP sobre el nimero total de
resultados enunciados para ese curso y periodo legislativo. Hay que sefialar que,
aunque se ha incluido el recuento de los libros de COU debido a que en algunos
aparece algun resultado sobre limites, la presencia de dicho concepto en ese nivel
educativo es meramente anecdotica, y en muchos textos ni siquiera se recuerda,
por lo que el bajo nimero de EP en dicho curso no es significativo.
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Legislaciones Esquemas de prueba Total LT
EPO EPil EPiV EPIS EPt EPa PP Total EP o PP resultados muestra

LGE 2°BUP 84 2 0 2 11 26 2 43 (33.9%) 127 6
cou 5 0 0 0 1 1 0 2 (29.6%) 7 2

LOGSE 1°Bach. 32 6 6 2 5 0 1 20 (38.5%) 52 5
2°Bach. 156 4 0 2 14 6 1 27 (14.8%) 183 5

LOE 1°Bach. 20 7 1 0 1 0 0 9 (31%) 29 4
2°Bach. 134 3 0 2 6 0 1 12 (8.2%) 146 4

Total 431 22 7 8 38 33 5 113 544 26

Tabla I1VV.8.1.1. Resumen del nimero de EP encontrados en los LT por legislaciones y
CUrSOS.

En primer lugar, vemos que el porcentaje mas alto de resultados justificados con
respecto al total de resultados corresponde con 1° de Bachillerato de LOGSE,
aunque esto se debe, en gran parte, a que el nimero de resultados enunciados es
menor que en otros cursos. Algo similar ocurre con 1° de Bachillerato LOE, cuyo
porcentaje de resultados justificados es superior al 30% Yy sin embargo, es el
curso con menor nimero de justificaciones (exceptuando a COU). En nimeros
absolutos, el mayor nimero de justificaciones se encuentra en 2° de BUP de la
LGE, aunque también se trata del curso con mayor LT analizados. Sin embargo,
si comparamos la media de resultados justificados por LT en cada curso y
periodo legislativo (Total EP o PP/LT muestra), que se muestran en la Tabla
IV.8.1.2 observamos que el mayor cociente también corresponde a ese curso, lo
que nos permite asegurar que el periodo con una mayor tendencia de justificacion
es la LGE, seguido por la LOGSE (medias de 4 y 5.4 respectivamente en cada
curso) y en altimo lugar se encuentra al LOE (con medias de 2.25 y 3 en cada
Curso).

LGE LOGSE LOE
Total EP o PP | 22BUP COou 1° Bach. 2° Bach. 1° Bach. 2°. Bach.
LT muestra .16 1 4 5.4 2.25 3
Tabla IVV.8.1.2. Media de resultados justificados por libro en cada curso y periodo
legislativo.

Por otro lado, los cursos en los que la media de resultados que se enuncian por
libro de texto es mas alta son 2° de Bachillerato de LOGSE y LOE (Tabla
IVV.8.1.3), y sin embargo, los porcentajes de resultados justificados de los
enunciados son los mas bajos, lo que contribuye a afirmar que ha habido un
descenso de justificaciones a lo largo de las leyes.
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LGE LOGSE LOE
Total resultados | 22 BUP Cou 1° Bach. 2° Bach. 1° Bach. 2°. Bach.
LT muestra 21.16 35 10.4 36.6 7.25 36.5
Tabla 1V.8.1.3. Media de resultados enunciados por libro en cada curso y periodo
legislativo.

Teoremas o Operaciones con Resultados asociados a

propiedades asociadas  limites indeterminaciones o familias de

al concepto funciones
LGE 12 (26.7%) 11 (24.4%) 22 (48.9%)
LOGSE 4 (8.5%) 2 (4.3%) 41 (87.2%)
LOE 4 (19%) 0 17 (81%)

Tabla 1V.8.1.4. Numero (y porcentaje) de resultados de cada tipo que son justificados.

Ya comentamos la evolucion de cada tipo de justificacion en el apartado 1V.4.5,
y se apreciaba en el grafico 1V.4.5.2 que las justificaciones méas cercanas a la
demostracion formal, los EP transformacionales, axiomaticos, e incluso las
pruebas preformales, experimentan un descenso notable desde la LGE, siendo en
aquel periodo en el que mas abundan, en detrimento de los otros tipos de EP,
para ser progresivamente sustituidas por EP inductivos de uno o varios casos 0
sistematicos. No obstante, hay que sefialar que los tipos de resultados que se
justifican también cambian a lo largo de las legislaciones (Tabla 1V.8.1.4). Los
resultados que mas se justifican en general en todos los periodos son aquellos
asociados con indeterminaciones o familias de funciones, se aprecia un notable
descenso de en el numero de justificaciones asociadas tanto a teoremas o
propiedades asociadas al concepto de limite y a las operaciones con limites. Este
hecho es algo que hemos ido apuntando a lo largo del trabajo, es decir,
consideramos que los LT conceden mas importancia al calculo de limites que a la
profundizacion en la comprensidn del concepto.

Aunque, como hemos dicho, el nimero de justificaciones ha descendido, no lo ha
hecho el nimero de resultados enunciados, por el contrario, en los cursos de 2° de
bachillerato tanto de LOGSE como LOE el recuento de resultados enunciados
mostrado en la Tabla 1V.8.1.1 ha aumentado. Este aumento en el nimero de
resultados se debe principalmente a que los LT enuncian las propiedades de los
limites de forma maés exhaustiva (diferentes enunciados para diferentes casos de
una misma propiedad, como por ejemplo, un enunciado para cada caso de la
aritmética extendida sobre limites) y por un aumento de técnicas que son
formuladas como si de teoremas se tratara. Este hecho apunta a la misma idea
que ya hemos comentado: que existe una tendencia mayor a favorecer el célculo
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de limites que a trabajar con la comprension del concepto en las legislaciones
mas recientes.

1VV.8.2. Técnicas usadas en la demostracion

En relacion a las técnicas empleadas, conviene recordar que existen varias
distinciones en funcion del EP considerado: en el caso de que no se justifique el
teorema, estas categorias no admiten ninguna clasificacion; si se trata de EP
inductivos (de cualquier tipo) las categorias de método y modo tampoco admiten
ninguna clasificacion, y en el estilo, se clasifica segun el ejemplo considerado
(algebraico, grafico, numérico...); por ultimo, sélo tiene sentido considerar todas
las categorias si se trata de EP axiomaticos, transformacionales, o pruebas
preformales.

En los tipos de enunciados, en general se utiliza el de condicion suficiente, con la
férmula “si...entonces...”. No obstante, algunas veces se omiten el “entonces” o
el “si”. Este tipo de enunciados son mas propios de los teoremas asociados al
concepto de limite, y en algunos casos, en las operaciones o en los resultados
asociados a indeterminaciones, se pierde esta estructura puesto que los LT
presentan igualdades algebraicas.

En los resultados asociados al concepto de limite, en general, se utilizan
silogismos, se utiliza un estilo directo (se parte de la definicién) y el estilo es del
Anaélisis Matematico local. También la suma se ajusta a dichas clasificaciones.
Esto se debe a que en este tipo de resultados, la mayoria de los LT utilizan un EP
de tipo axiomatico transformacional. Por otro lado, conviene recordar que la
mayoria de estos resultados se enuncian y justifican en los LT de la LGE, que
tiene mayor tendencia al formalismo.

En cuanto a los resultados asociados a las indeterminaciones, se utilizan en
mayor medida los EP inductivos, de estilo algebraico y grafico. Parece que los
LT consideran suficiente los ejemplos graficos y algebraicos para la justificacion
de este tipo de resultados. Esto se une al hecho de tratar los limites de ciertas
funciones elementales como teoremas, que refuerza la idea de la importancia que
los LT dotan al célculo de limites, aunque sea de forma mecanica. De este tipo de
resultados, el Gnico que llama la atencion por recibir una atencion diferente es el
del limite del cociente sen(x)/x, cuando x tiende a 0, dado que suelen emplearse
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EP transformacionales: el mas abundante es de estilo gréafico, pero también se
utilizan de estilo numérico, y alguno algebraico. Todos ellos son de modo
analitico y el método suele ser el silogismo (se aplica el criterio del sandwich).

1VV.8.3. Funciones de la demostracion

Todas las justificaciones que se presentan atienden a la finalidad de comunicar y
verificar. Estas funciones son las mas comunes, en parte por la naturaleza
implicita del medio en el caso de la comunicacién (los LT se disefian para
recoger los contenidos que se quieren comunicar a los alumnos y, por tanto, las
justificaciones mostradas cumplen esa funcion) y por la de las propias
justificaciones, cuya funcion principal en el ambito de las matematicas es el de
verificar los teoremas que justifican. Esta ultima funcion, la de verificacion, es
mas evidente en el caso de EP transformacionales y axiomaticos, por su
proximidad a la demostracién matematica formal, que en el resto de categorias.
En el caso de las PP seria conveniente incidir en su aspecto de verificacion.

En algunos casos se ha considerado que la justificacion utilizada atiende a la
explicacion, pero son muy pocos casos, Yy en algunos de ellos sélo lo hacen de
forma parcial. Observamos que las justificaciones mas formales (EP axiomaticos
o transformacionales) se preocupan mas de la cadena de argumentos légicos que
de explicar en cada caso que motiva dicha cadena. Para los aprendices, estas
deducciones no tienen por qué ser evidentes y dichas justificaciones serian mas
explicativas si se explicaran los pasos utilizados. Las pocas PP que hemos
encontrado pueden ser méas asequibles para los alumnos de estos niveles, pero
creemos que tampoco llegan a cumplir la funcién de explicacion, y que seria
necesario que indicaran que ese razonamiento se puede generalizar, asi como
justificar los pasos del razonamiento como en el caso de EP transformacionales y
axiomaticos.

En los resultados asociados a este concepto, el limite funcional, no se ha
apreciado la funcion de descubrimiento, pero consideramos que esto se debe al
concepto en si, y no a la intencionalidad de los autores. No todas las
justificaciones conducen al descubrimiento de nuevos resultados.

No hemos mencionado la funcidén de sistematizacion en el analisis de cada
justificacion, pero como indicamos en la descripcion del marco teorico, los LT
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muestran, por su propia naturaleza, una sistematizacion de los resultados
matematicos. Cabe destacar, que los LT muestran diferentes sistematizaciones
para el concepto de limite, y que existen numerosas diferencias en la
presentacion del concepto: orden, relacién con continuidad, resultados que se
enuncian, resultados que se justifican...En este sentido, al final del presente
trabajo, mostraremos una propuesta didactica en la que se refleje una
sistematizacion que, teniendo en cuenta los andlisis realizados y las reflexiones
de dichos analisis, sea mas conveniente para favorecer la comprension del
concepto de limite por parte de los alumnos.

Como tarea para el futuro, queda pendiente refinar la relacion entre las funciones
de la demostracion que se han mostrado en los LT analizados y los tipos de EP o
PP utilizados.

IV.8.4. Reconocimiento de procesos

El comportamiento en este aspecto en los LT analizados es muy variado: hay LT
que identifican el proceso como una demostracion porgue ponen una etiqueta (en
el caso de que se trate de EP transformacionales o axiomaticas), otros LT, aunque
no utilizan una etiqueta, hacen alguna referencia a los verbos “demostrar” o
“probar”, u otros sinénimos, o incluso mencionan que no se demuestra y el
porqué, pero otros LT no realizan ninguna mencion de si el razonamiento que
presentan justifica el resultado que han enunciado o no.

Sin embargo, ninguno de los LT hace referencias a las consecuencias de justificar
un resultado. Este comportamiento es normal en los LT que no justifican, pero
tampoco se observan en aquellos que justifican de algin modo. Desde el punto
de vista de la ensefianza de la demostracion seria interesante resaltar este aspecto
en los LT, es decir, indicar explicitamente que una vez que un resultado se ha
justificado, no es necesario realizar ninguna comprobacidn posterior, ni se
pueden encontrar contraejemplos,..., ya que resaltaria la funcion de explicacion
de la demostracion ademas de trasmitir el valor que estas tienen en el campo de
las matematicas.

Los libros, en general, siguen orientaciones desde la perspectiva de la
construccion matematica, no desde la perspectiva didactica. Por esta razén, no
aparecen referencias sobre el alcance de las demostraciones matematicas. Asi, no
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se indica que los resultados demostrados (los teoremas) se pueden aplicar
directamente, sin necesidad de repetir los pasos con los datos del problema o
gjercicios de aplicacion y tampoco se informa sobre la imposibilidad de encontrar
contraejemplos. Ademas, no se observa una intencion por parte de la mayoria de
LT de enseflar a demostrar, es decir, las justificaciones acompafian a los
resultados que justifican pero, salvo en algunas excepciones, el objeto de
ensefianza no es la demostracién matematica.

IVV.8.5. Expresiones que utiliza

Las expresiones utilizadas en los LT suelen diferir en funcion de los autores pero,
en general, todos usan las mismas. Sin embargo, hemos encontrado algunos
abusos de notacidon que se repiten en todos los LT, asociados al concepto de
limite, y que deberian evitarse. Por ejemplo, en el caso de las indeterminaciones,
todos los LT consideran el infinito como un namero, o se permiten expresiones
en forma fraccionaria con denominador cero. Esto conlleva dos errores: el
primero, que asocia propiedades a elementos que no las tienen, como por
ejemplo, considerar el infinito como un ndmero o que la division entre cero esta
permitida; el segundo, que mantiene subyacente la idea de que para el concepto
de limite de una funcion en un punto importa lo que ocurre en un punto cuando
se trata de todo lo contrario. Consideramos que deberian usarse expresiones que
eviten estos deslices, como por ejemplo, deberia sustituirse expresiones del tipo
-k por —owo-—k, 0 bien, sustituir k/O por —k/—0. En general, siempre que se
consideren propiedades u operaciones en las que los objetos son limites, deberian
representarse estos Ultimos con una notacion especifica como la que acabamos de
utilizar.

Por otro lado, si consideramos los sistemas de representacion utilizados vemos
que en su mayoria se utilizan el verbal y las formulas (o simbolico). Se
consideran representaciones graficas acompafiando a las definiciones, en la
caracterizacion del limite mediante los limites laterales en los textos que lo
justifican de LOE o en los resultados asociados a familias de funciones, en los
que la justificacion muchas veces se basa en mostrar la grafica de la funcion, y de
ella inducir el limite en un punto o en el infinito por la forma de la gréfica.

190



Sobre los teoremas de limites

Debemos destacar que ninguno de los LT explica el significado de las
expresiones que utilizan, principalmente porque son habituales en el LT, y bien
suponen que los alumnos las conocen o bien se han explicado al principio del LT.

IV.8.6. Consideraciones globales

En general, los LT no explican el proceso de la justificacion de forma que se
aclaren cuales son las lineas generales de la justificacion. Los LT que justifican
se limitan a mostrar la justificacion, cuando, en nuestra opinion, ésta seria mas
clara y explicativa del resultado que justifica, si previamente el LT indicara
cuales son los pasos que se van a llevar a cabo y por qué se sigue ese camino.
Esta explicacién contribuiria ademas a favorecer la adquisicion de las
competencias asociadas a la demostracion, es decir, a la ensefianza de la
demostracion como proceso en si.

No se suelen explicar las consecuencias de los resultados enunciados, excepto en
los casos de reglas de célculo, en los que se acompafian de ejemplos en los que se
aplica el resultado (por otro lado, esa es la funcion de enunciar y (o justificar una
regla de célculo de limites, realizar dicho célculo). En algunos casos, cuando se
utilizan resultados anteriores en la justificacién de un enunciado, si que se hacen
referencias a dichos resultados, pero son los Unicos puntos en los que
encontramos alguna indicacion de relaciones o utilidad del resultado. Por
ejemplo, ningln LT establece que el limite lim,_,x = a es el resultado mas
importante relacionado con el calculo de limites, ya que provee de la primera
técnica de calculo de limites mediante la sustitucion de la variable independiente
de la funcién por el valor al que tiende dicha variable y que facilita dicho calculo
enormemente (sin este resultado, habria que aplicar la definicion a cualquier
funcion en cualquier punto, lo que no siempre es ni facil ni breve).

La distincion entre enunciado y justificacion es diversa en los diferentes LT
aunque se mantiene en todos los resultados en un mismo LT. Esta categoria esta
relacionada con la categoria sobre el reconocimiento de procesos, ya que los LT
que etiquetan sus resultados como “teoremas” o “propiedad” y las justificaciones
como “demostracion” o “justificacion”, estan reconociendo el proceso como una
justificacion. No obstante, muchos LT no realizan esta distincion de forma tan
clara. Algunos se limitan a realizar una distincién tipogréafica, que puede basarse
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en resaltar el enunciado mediante otro tipo de letra (enfatizacidn), un cuadro de
color, o algo similar.

Ningun LT indica que existan otras vias para justificar los enunciados que
establecen ni siquiera cuando utilizan EP inductivos y podrian indicar que se
pueden justificar mediante procedimientos mas formales y rigurosos.

IV.9.REFLEXIONES

En este Gltimo apartado recogemos una serie de reflexiones obtenidas a partir del
trabajo realizado y que se ha expuesto en el capitulo. El objetivo general de
nuestro trabajo, consistente en el estudio de la evolucion de la demostracion
matematica en libros de texto preuniversitarios y clasificar los procesos de
justificacion atendiendo al marco tedrico establecido, ha sido el motor que ha
impulsado nuestro trabajo y nos ha aportado un mayor conocimiento del
tratamiento de los conceptos involucrados en el estudio y no s6lo de la
demostracion.

Han surgido algunas dificultades en el proceso de anélisis, y estas dificultades
nos han llevado a tener en cuenta otros aspectos al margen de los considerados
inicialmente. Una de las primeras dificultades a la que nos hemos enfrentado ha
sido la diversidad de sistematizaciones encontradas en los libros de texto. Esta
diversidad la hemos encontrado tanto en qué resultados se enuncian (no son los
mismo en todos los LT), la definicion de los conceptos (no todos parten de la
misma idea o definen el limite funcional de la misma manera) y al orden de
presentacion de los resultados (incluso cuando se consideran los mismos
resultados, estos no se ordenan en todos los LT de la misma forma). Esta
diversidad ha ocasionado que, en muchos casos, no haya sido posible comparar
las justificaciones entre LT debido a que un mismo resultado se enuncia de
formas diferentes o bien no se encontraba en todos los LT. También se ha
dificultado el analisis cuantitativo, debido a que el ndmero de resultados
enunciados influye en el nimero de resultados justificados, asi como la forma de
considerar dichos resultados (englobar varios casos en un mismo teorema,
enunciarlos como teoremas diferentes...). Para hacer frente a esta dificultad
hemos desglosado el anélisis en varias etapas: la primera parte hace referencia
Unicamente al contenido matematico presentado (y su organizacion), en la
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segunda parte se clasifican los resultados en funcion del esquema de prueba
utilizado en cada caso. Esto nos permite obtener una primera vision de la
evolucion de los esquemas de prueba y nos posibilita agrupar los resultados en
blogues dentro de los cuales sea méas facil la comparaciéon. En ultimo lugar,
hemos realizado el analisis més fino, atendiendo a todos los aspectos de nuestro
marco tedrico y estableciendo comparaciones entre los diversos libros.

En relacion a la diversidad en la sistematizacion de las matematicas ofrecida en
los diversos LT que hemos comentado anteriormente, no se observa ninguna
regularidad, ni siquiera dentro de la misma editorial, a excepcion de los LT de
distinto curso que son de una misma coleccion, ya que se supone que uno es
continuacién de otros. Esto nos lleva a pensar que esta diversidad, y por tanto
algunas consideraciones en relacion a la demostracion, dependen mas del equipo
de autores en concreto que de una politica editorial constante en el tiempo.

Sin embargo, si que se observa una clara diferencia entre los LT del primer
periodo (LGE) y los de los otros dos (LOGSE y LOE). Los dos ultimos periodos,
en general, hacen propuestas mas o menos similares, tanto en los resultados que
se enuncian, en los que se justifican y en el tipo de justificacion utilizada. No asi
el primer periodo, mucho mas formal y riguroso que los dos siguientes, con un
mayor numero de resultados enunciados y con justificaciones mas rigurosas.
Creemos que este hecho tuvo una influencia en la localizacion de la muestra, ya
que fue mas facil conseguir los ejemplares de LGE que los de LOGSE a pesar de
ser mas antiguos, quizas por el valor matematico que se les atribuye en oposicion
a los libros de LOGSE.

En cuanto a la evolucién de la demostracion, se ha observado que, en resumidas
cuentas, en relacion al concepto de limite y los teoremas y propiedades asociados
a éste, se produce un descenso notable de las justificaciones, principalmente en el
cambio de la LGE a la LOGSE, manteniéndose un nivel similar en la LOE.
Ademas, el tipo de EP que mas ha descendido ha sido el EP axiomatico (mas
cercano a las demostraciones formales). Sin embargo, se produce un aumento de
EP inductivos en la LOGSE, aunque no siguen aumentando en la LOE, pero en
ambas legislaciones la utilizacion de estos tipos de EP es mayor que en la LGE.

Conviene sefialar tambiéen que el nivel educativo en el que se consideran estos
conceptos es mas precoz en la LGE, que se establecen en 2° de BUP (15 afios), y
sin embargo, en LOGSE y LOE el limite no se introducen hasta 1° de
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Bachillerato (16 afios), al menos de forma formal e indicando que se trata del
limite funcional.

En relacion a los objetivos e hipétesis de nuestro trabajo, hemos encontrado
nameros indicios que nos llevan a afirmarnos en nuestra idea sobre que se
pretende convencer a los alumnos desde la intuicion antes que desde el
razonamiento matematico. No obstante, es conveniente puntualizar que estamos
considerando Unicamente los teoremas relacionados con el concepto de limite, es
decir, que puede que esta inclinacion hacia la intuicion se deba a las dificultades
que conlleva este concepto, uno de los mas dificiles del Analisis Matematico,
pero no en otros conceptos. No obstante, el trabajo del proximo capitulo en el
que se analizan las justificaciones realizadas para los teoremas de continuidad
nos indicara si esta tendencia se debe a los cambios educativos o solo al concepto
de limite.

También se han encontrado algunos aspectos que, en nuestra opinion, deberian
tratarse de otra manera pues pueden conducir a errores de comprension por parte
de los alumnos. Por ejemplo, aunque muchos LT acomparian las definiciones de
limite funcional con graficas, algunos no reflejan el concepto, sino que se limitan
a mostrar una funcién y vinculan un valor de x con un valor de y, que incluso se
trata, en ocasiones de una funcion continua (Figura 1V.5.3). Sin embargo, para
reflejar el concepto de limite se deben evitar tanto las funciones continuas en el
punto en el que se estudia el limite (y no inducir la idea de que el limite se
alcanza siempre) y mostrar los entornos de los valores de la variable
independiente y dependiente, como en la grafica I1V.5.10. También consideramos
que deberian evitarse presentar el limite Gnicamente mediante definiciones
ingenuas, pues éstas no permiten profundizar en otras propiedades y tampoco
permiten las justificaciones. Otro aspecto a cambiar son las notaciones utilizadas
para designar las indeterminaciones: se transcriben cocientes del tipo 0/0, /0...
que no estan definidos como tal, y que pueden llevar a la idea de que si lo estan y
son cocientes validos. Proponemos que se sustituyan por expresiones que reflejen
esa idea de limite: =0/-0, —»oo/-=0...

En cuanto al marco teorico utilizado, algunas de las categorias que hemos
utilizado, si bien complementan la informacion sobre cada proceso analizado, en
general, no aportan mucha informacion ya que practicamente todos los LT se
comportan de la misma manera: por ejemplo, no se suelen explicar las
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expresiones que se utilizan en los enunciados o justificaciones porque son
habituales en los LT y si se han explicado, puede que se haya hecho en otro
capitulo, pero queda fuera de nuestro analisis. También hay que recordar que en
nuestro trabajo hemos focalizado nuestra atencion, principalmente, en los
esquemas de prueba utilizados y en las funciones de la demostracion,
considerando los otros aspectos como complementarios del andlisis. Una tarea
que queda pendiente para futuras investigaciones es refinar el analisis en los
otros aspectos, asi como buscar posibles relaciones entre los EP o PP utilizados y
las funciones y los otros aspectos de analisis mostrados en los LT.

Por ultimo, seria interesante ampliar la muestra con textos de estas editoriales
pero que se correspondan con diferentes momentos del mismo periodo
legislativo, ya que como hemos visto con Vicens-Vives, que no tiene por qué
existir uniformidad en un mismo periodo legislativo. Este proyecto de futuro
pasa por conseguir localizar los ejemplares pertinentes, pero dadas las
dificultades que tuvimos para localizar la muestra actual, puede que ni siquiera
sea posible localizar dichos ejemplares.
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CAPITULO V

SOBRE LOS TEOREMAS DE CONTINUIDAD

V.1. INTRODUCCION

La continuidad de funciones es un concepto muy importante dentro del Analisis
Matematico. Su introduccién como idea intuitiva es rapida y sencilla v,
generalmente, no ofrece problemas para su comprension. Sin embargo, su
definicion formal requiere de la definicion de limite funcional, lo que puede
dificultar su aprendizaje. Como concepto es mas sencillo que en el que se apoya,
el limite funcional y, por eso, en muchas ocasiones, se trata antes que el limite.
Su importancia radica fundamentalmente en que es una caracteristica que tienen
que cumplir las funciones para verificar importantes teoremas: Bolzano, de
Weierstrass, del valor medio, de derivabilidad,... Se trata, por tanto, de un
concepto necesario en la formacion matematica preuniversitaria, pues forma
parte de los fundamentos de las matematicas superiores.

En los textos avanzados de Calculo Infinitesimal, la continuidad de funciones se
presenta generalmente a continuacion del limite funcional. Por ejemplo, Spivak
(1981) introduce la continuidad inmediatamente después del limite funcional y
dentro del mismo capitulo, ya que, como hemos indicado, es el orden mas
razonable desde el punto de vista matematico porque la definicion de limite es el
soporte de la definicién de continuidad. Este autor considera dos capitulos
relacionados con la continuidad: en el primero se presenta la definicién de
continuidad de una funcion en un punto, las propiedades basicas (continuidad de
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la suma de funciones continuas, del producto, de la funcion inversa y de la
composicion) y la extension de la definicion a un intervalo, junto con el teorema
de conservacion de signo en un entorno de un punto en el que la funcién no se
anula; en el segundo, titulado Tres teorema fuertes, se orienta hacia el estudio de
los teorema de Bolzano, Darboux y Weierstrass, junto con otro resultados
relacionados. Este orden revela la importancia que se le concede a los teoremas
que se apoyan en el concepto de continuidad, mas que el propio concepto.

Por su parte, Salas Hille (1994) también considera la continuidad a continuacién
de los limites, dentro del mismo capitulo. Trata el concepto en tres apartados: el
primero contiene las definiciones de continuidad (a partir del limite funcional y
en términos de €-8), continuidad lateral, continuidad en un intervalo, y las
propiedades (suma, producto, cociente, producto por un namero, composicion);
en el segundo se introduce el teorema de la funcion intermedia (mas conocido
como criterio del sandwich), que se utiliza para calcular los limites en cero de las
funciones sen(x) y cos(x), éstos limites se utilizan en el estudio de la continuidad
de las funciones trigonométricas; por ultimo, en el tercer apartado, titulado Dos
teoremas basicos, se consideran el Teorema del valor intermedio (Darboux) y el
Teorema del maximo-minimo (Weierstrass). No considera de forma individual el
Teorema de Bolzano, aunque tras el enunciado del Teorema de valor intermedio
lo expone como caso particular de dicho teorema, y lo utiliza para deducir el
método de biseccion. Aunque este tratamiento supone una diferencia con el que
hace Spivak (1981), en ambos textos se subraya la importancia de estos teoremas
de continuidad.

Se observa que, aunque ambos textos hacen un planteamiento similar, no denotan
con los mismos nombres a los teoremas de continuidad. Este fendmeno ya se
detectd en los libros de texto de la muestra en el estudio de limites, y en Conejo y
Ortega (2014), en el que se realiza un estudio sobre los esquemas de prueba de
los teoremas de continuidad (en el caso concreto de los que Spivak Illama tres
teoremas fuertes, nomenclatura que también se utilizara en la presente memoria).
Por tanto, las discrepancias entre notaciones, tratamiento, orden o demostracion
de los teoremas no se producen Unicamente en los libros de texto, sino también
entre manuales mas especializados. Al igual que se hizo con el estudio de limites,
se han incorporado estas referencias a manuales avanzados de céalculo
infinitesimal por tratarse de referentes especializados para los propios profesores
de Matemaéticas de Secundaria.
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En cuanto al contenido de este capitulo, se encuentra organizado de forma similar
al capitulo correspondiente a limites. En primer lugar se recoge el apunte
curricular sobre las disposiciones de las tres leyes organicas de educacion de los
libros de nuestra muestra acerca del concepto de continuidad, junto con las
referencias encontradas en la ultima legislacion promulgada (LOMCE). A
continuacién procedemos con el andlisis de los libros de texto: en primer lugar,
un breve apunte sobre la organizacién de los contenidos relacionados con la
continuidad en los libros de texto, ordenados por legislaciones, cursos y
editoriales; en segundo lugar, un primer analisis de los esquemas de prueba
localizados en los libros, en el que se resume la informacion de forma
cuantitativa. Este analisis, previo al analisis completo que se realiza
posteriormente atendiendo a todas las caracteristicas del marco tedrico, junto con
la experiencia obtenida en el apartado anterior, ha permitido dividir los
resultados en dos grupos: operaciones y propiedades de la continuidad, y
teoremas de continuidad. Finalmente, se acaba el capitulo con las reflexiones
realizadas a partir del andlisis realizado.

V.2. ANALISIS DE LOS CURRICULOS

Al igual que sucedia con el limite funcional, la continuidad de funciones también
aparece en todos los curriculos de este estudio. En lo relativo a la LGE, en el
primer documento en el que se describen los contenidos de BUP (Ministerio de
Educacion y Ciencia, 1975) se observa que se deben introducir los conceptos
béasicos de continuidad de funciones reales de variable real en 2° de BUP, ya que
se trata de una iniciacion al Analisis Matematico, pero no se especifica que
contenidos deben estudiarse. Por su parte, en 3° de BUP se desarrolla el célculo
diferencial y no aparecen contenidos especificos relacionados con funciones
continuas, aunque se indica que:
“Como aplicacion de célculo diferencial se hard el estudio local de las funciones.
Podria completarse este estudio con algunos teoremas relativos a las funciones
continuas y derivables”
(Ministerio de Educacidn y Ciencia, 1975, pp. 8065)
En cuanto a COU (Ministerio de Educacion y Ciencia, 1978), no aparecen
referencias especificas a la continuidad, aunque se menciona la busqueda de
raices de funciones, lo que estaria relacionado con el teorema de Bolzano. Sin
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embargo, en la modificacion de COU que se hace posteriormente (Ministerio de
Educacién y Ciencia, 1987), en las Matematicas de las opciones de ciencias, si se
hace una referencia explicita a la continuidad, aunque indica que se debe estudiar
la idea intuitiva, y dota de mayor importancia a la derivabilidad. Conviene tener
presente que COU era un curso de la Universidad que se impartia en los Centros
de Secundaria, pero los contenidos del mismo los regulaba la propia Universidad.

En cuanto al periodo LOGSE, en la primera concrecion curricular (Ministerio de
Educacién y Ciencia, 1992a y 1992b), la continuidad se encuentran tanto en el
primer curso de Bachillerato como en el segundo. Por ejemplo, en los contenidos
del primer curso de Matematicas | se refiere al tratamiento intuitivo de algunos
conceptos relacionados con funciones, entre ellos la continuidad, y su aplicacion
para la comprension de todo tipo de fendmenos. También aparecen en los
criterios de evaluacion. Sin embargo, en Matematicas Il (2° de Bachillerato) no
se hacen referencias explicitas a la continuidad, y se abunda en los contenidos
relacionados con el limite y la derivabilidad, aunque se especifica que deben
aplicarse éstos al estudio de las propiedades locales de funciones (lo que daria
cabida a algunos de los teoremas de continuidad, aunque tal y como se presenta
es algo interpretable).

En la modificacion de 2001 (Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, 2001a
y 2001b) también se encuentran referencias a la continuidad: aparece en los
contenidos y en los criterios de evaluacion, tanto de Matematicas | como de
Matematicas Il, como concepto y como estudio de las propiedades locales y
globales de las funciones. En la concrecion curricular de la Comunidad de
Castilla y Ledn (recordemos que en este momento, las competencias educativas
ya se han derivado a las Comunidades Autdnomas) encontramos la continuidad
tanto en el primer curso como en el segundo, pero ademas, en Matematicas Il se
leen los siguientes contenidos relacionados con la continuidad:

Funciones continuas. Propiedades. Continuidad y funcion compuesta. Determinacion de

discontinuidades. Continuidad en intervalos cerrados.
(Consejeria de Educacion y Cultura de Castilla'y Leon, 2002, pp. 7083)

Aparte de que se consideran las propiedades de las funciones continuas, la
mencion a la continuidad en intervalos cerrados esta relacionada con los
teoremas de continuidad.
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En LOE (Ministerio de Educacion y Ciencia, 2007; Ministerio de Educacion,
Politica Social y Deporte, 2008), las referencias a la continuidad se encuentran
también tanto en el primer curso como en el segundo, en ambos documentos
estatales (el de ensefianzas minimas y el que establece el curriculo para los
centros que dependen de la gestion directa del Ministerio). Ademas, en ambos
aparecen de forma explicita, aunque en el primer curso se considera de forma
mas superficial y en el segundo se le dota de mas importancia, considerando la
continuidad tanto en un punto como en un intervalo. El curriculo publicado por la
Comunidad de Castilla y Ledn (Conserjeria de Educacion de Castilla y Leon,
2008) desarrolla los conceptos de forma muy similar, tanto por los contenidos de
continuidad que se describen como por la organizacion en cursos.

El Real Decreto en el que se establece el curriculo basico de las ensefianzas de
LOMCE (Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, 2015) sigue las mismas
directrices que las legislaciones anteriores, y la continuidad aparece en ambos
cursos, tanto en los contenidos como en los criterios de evaluacion y en los
estandares de aprendizaje evaluables, aunque se introduce una novedad en la
descripcion de estos contenidos, ya que se menciona explicitamente el teorema
de Bolzano en los contenidos de Matematicas Il (Ministerio Educacion, Cultura 'y
Deporte, 2015). En el desarrollo curricular de Castilla y Leon también aparece
una referencia especifica al teorema de Weierstrass (Consejeria de Educacion de
Castilla 'y Leon, 2015).

V.3. LA CONTINUIDAD EN LOS LIBROS DE TEXTO

Antes de acometer el analisis de los esquemas de prueba, presentamos un
resumen del tratamiento de la continuidad en los libros de texto analizados. En él
se muestra la distribucion de los resultados de continuidad en los diferentes
cursos, lo que permite conocer en qué textos se podrian encontrar justificaciones
de dichos resultados. Se observa que existen tratamientos parecidos entre las
editoriales para cada periodo legislativo, y también una relacion entre los
resultados que se presentan en los cursos mas bajos de cada ley, o los superiores.

En todos los casos, cuando se describe los contenidos de continuidad que aparece
en los libros de texto, se utilizaran los nombres que les da el libro de texto,
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aunque pueda suceder que un mismo resultado reciba diferentes nombres en
funcion del LT.

V.3.1. Ley general de educacion

En los textos de 3° de BUP, independientemente de la editorial y del afio de
edicion, no se estudia la continuidad, ya que se supone que se ha estudiado en
cursos anteriores. Por esta razén, al igual que con el limite funcional, se ha
estudiado la continuidad en los LT de 2° de BUP, junto con los LT de COU.

V.3.1.1. Libros de 2° de BUP

Anaya: se consideran dos ejemplares diferentes de libros de texto de este curso
en esta editorial, uno de 1976 y el otro de 1987.

El LT de 2° de BUP de Anaya de 1976 comienza con varios ejemplos de
funciones no continuas, a partir de los cuales propone una definicion de
continuidad (como lo contrario de discontinuidad) y que primero describe como
el cumplimiento de tres condiciones, para condensarlas en una sola (la existencia
del limite en el punto cuyo valor es la imagen del punto), y luego enuncia la
definicion en términos del valor absoluto (teniendo en cuenta la definicion de
limite). Sigue con las propiedades de funciones continuas: suma, producto,
cociente, f(x)*™, y composicién. Define la continuidad en un intervalo, que
acomparfia con un ejemplo real de lo que implica la continuidad (contexto de
temperaturas), y luego considera la continuidad de algunas funciones:
polinémicas, racionales, y las funciones de la forma f(x)®® donde f y g son
funciones polindmicas, que sera continua siempre que f(x)=0 .

El otro LT de Anaya de 2° de BUP, el de 1987, no dedica ningin tema o capitulo
especifico a la continuidad, sino que aparece mencionada dentro del capitulo de
limites, en el que se indica que “las funciones continuas tienen limite en todos
sus puntos y ese limite coincide con el valor de la funcidn en ese punto” (Anaya,
2° BUP, 1987, pp. 143). Este LT indica que las funciones expresadas mediante
polinomios, fracciones algebraicas, potencias, raices, razones trigonomeétricas,
etc. (suponemos que se refiere a las otras funciones que han estudiado
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anteriormente) son continuas excepto en los puntos en los que no estén definidas.
No se da una definicion de continuidad propiamente dicha.

Santillana: en esta editorial también se analizan dos ejemplares diferentes de
libros de texto, uno de 1976 y el otro de 1991.

El libro de texto de 2° de BUP de Santillana de 1976 dedica un capitulo a la
continuidad, justo a continuacion del capitulo dedicado al limite funcional. Tal y
como indica en la introduccion del capitulo, en la que describe la idea de
continuidad, durante el tema se tratara de formalizar la idea intuitiva de
continuidad, se estudiara el comportamiento, respecto a la continuidad, de la
suma, producto, cociente, composicion y otras propiedades y, finalmente, se
establecerda una descripcion de los tipos de discontinuidad de una funcion. La
definicion formal de continuidad (expresada como tres condiciones, existencia de
f(a), existencia del limite de f en a y coincidencia de los dos anteriores), se
establece a partir de una discusion de casos en los que no se cumple alguna de
ellas y que no responden a la idea intuitiva de trazado sin levantar el lapiz del
papel. Posteriormente, se enuncian criterios de continuidad, formulados como
teoremas, en los que se sustituyen las condiciones anteriores por la definicion de
limite, dando lugar a definiciones expresadas en términos de valor absoluto y de
entornos. A continuacién presenta las operaciones con funciones continuas:
suma, continuidad de -f, diferencia, producto por una constante, producto de
funciones, inversa (para la multiplicacién), cociente, composicion y reciproca
(inversa para la composicion). El siguiente epigrafe del tema considera el espacio
vectorial de las funciones continuas en Ja, b[, y posteriormente se presentan
algunos ejemplos de funciones continuas que el libro considera como
importantes: la funcidén constante, la funcion identidad, la funcion afin, las
funciones potenciales y las funciones polinomicas. Sigue con la algebrizacion del
anillo de las funciones continuas Yy, finalmente, considera los tipos de
discontinuidad.

El libro de texto de 2° de BUP de Santillana de 1991 presenta la continuidad en el
mismo capitulo de limites. Empieza con la definiciébn de continuidad, que
enuncia en términos del limite (tres condiciones) pero a continuacion la traduce,
utilizando la definicién del limite, a una definiciébn en términos del valor
absoluto. A continuacion considera las operaciones con funciones continuas:
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suma, diferencia, producto, cociente y composicion, e indica algunas familias de
funciones continuas: potenciales, polindmicas, racionales y la raiz cuadrada de x.
Por ultimo, presenta los tipos de discontinuidad.

SM: el LT de SM de 2° de BUP, de 1977, dedica un capitulo a la continuidad.
Comienza con la definicion de continuidad en un punto y considera tres
definiciones: la primera, enunciada en términos del limite, primero con tres
condiciones y luego condensando las tres condiciones en una (lim,_,; f(x) =
f(D); la segunda en términos del valor absoluto, a partir de la definicion de
limite vista en el capitulo anterior; la tercera, en términos del incremento de la
funcion y de la variable. ContinGa con las discontinuidades y los tipos de
discontinuidad, y sigue con la definicion de continuidad en un intervalo. Enuncia
una regla para determinar la continuidad que consiste en calcular el limite del
incremento de la funcidn cuando el incremento de la variable tiende a cero vy si se
anula en todos los puntos de un intervalo, entonces es continua en dicho
intervalo. A continuacion se muestran las propiedades de las funciones continuas
empezando con el que llama “teorema de las operaciones” (pp. 85) y que
considera a la suma, la resta, el producto y el cociente de funciones continuas, y
sigue con algunas consecuencias: continuidad de la funcion potencial, de las
funciones de tipo a-x", donde a es una constante y n un nimero natural, de las
funciones polindémicas, y racionales. Por ultimo enuncia la continuidad de la
funcion de funcion, es decir, de la funcién compuesta.

Vicens-Vives: el LT de 2° de BUP de Vicens-Vives, de 1980, presenta la
continuidad en dos temas diferentes: en el de funciones reales, junto con la
monotonia de funciones, y en el de limites y derivadas, en el que relaciona la
continuidad con el limite. En la primera referencia a la continuidad, se establece
ésta a partir de ejemplos de continuidad y discontinuidad, y se da una definicion
expresada como valores cercanos en primer lugar, y que se precisa con entornos
en segundo lugar. A continuacion se presentan las condiciones para que una
funcién tenga una discontinuidad en un punto. Después de algunos ejemplos y
gjercicios, se presenta una nueva definicién de continuidad, expresada en
términos del valor absoluto, tras lo cual se establecen algunas propiedades:
composicion de funciones, adicion, multiplicacion de una funcién por un nimero
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(de lo que se deduce que las funciones continuas en un intervalo forman un
espacio vectorial) producto, inversa de una funcién (para el producto) y cociente.
En la segunda referencia a la continuidad, el LT presenta un estudio de los
limites a partir de funciones que tienen discontinuidades evitables, la
identificacion del limite de una funcion en un punto en el que es continua como
la imagen del punto por la funcién, y utiliza las definiciones de continuidad que
ha presentado anteriormente para establecer definiciones del limite (en términos
de entornos y del valor absoluto).

V.3.1.2. Libros de COU

Anaya: el LT de COU de Anaya, de 1989, presenta la continuidad en el mismo
tema que los limites. En primer lugar define la continuidad en un punto,
utilizando una condicion e indicando que dicha condicién lleva implicitas tres
(generalmente los LT lo hacen al revés, primero lo enuncian con las tres
condiciones y luego las condensan en una). A continuacion muestra otras formas
de enunciar la continuidad, utilizando el valor absoluto o en términos de
entornos. Continda con algunas consecuencias de la continuidad de funciones en
un punto que llama teoremas: el teorema de conservacion de signo y el de
acotacion en un entorno del punto en el que es continua. A continuacion define la
continuidad en un intervalo (aunque lo hace en una nota al margen), y enuncia el
teorema de Bolzano y el teorema de los valores intermedios. Por ultimo, presenta
el teorema de acotacion en un intervalo cerrado y el teorema de Weierstrass.

Santillana: el LT de COU de Santillana, de 1981, presenta el capitulo de limites
tras el capitulo en el que se exponen algunos fundamentos de los numeros reales.
En la introduccion se describe la idea intuitiva de continuidad, y a continuacién
se presenta una definicion formal (expresada en términos del valor absoluto)
nada mas empezar el tema, que se acompafia de una grafica. A continuacion
muestra algunos ejemplos y, ademaés de indicar que en los puntos en que no es
continua se dice que la funcion es discontinua, transcribe una definicion, tambien
en términos de valor absoluto para la discontinuidad. Sigue con la definicion de
continuidad en un intervalo, y enuncia el primer teorema: si una funcion es
continua en un intervalo y existe una sucesion de elementos del intervalo que
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tiene limite a cuando n tiende a infinito, el limite de la sucesion las imagenes de
los términos de la sucesion es la imagen del limite de la sucesion por la funcion,
es decir, f(a). A partir de ese teorema, enuncia un criterio de discontinuidad. A
continuacién enuncia el teorema de Bolzano, precedido del teorema de
conservacion de signo, y luego enuncia el teorema de los valores intermedios.
ContinGa con la relacién entre continuidad y acotacion, enunciando las
definiciones de funcion acotada superiormente, inferiormente y acotada, que
utiliza para establecer los siguientes resultados: Si una funcién es continua en un
punto, existe un entorno en el que esta acotada, y si la funcion es continua en un
intervalo [a, b], entonces esta acotada en dicho intervalo; continta con el teorema
de Bolzano-Weierstrass, enunciado en dos proposiciones, una para la existencia
de méaximo absoluto y otra para el minimo absoluto, y que acompafia de una
consecuencia: que si una funcién es continua en un intervalo cerrado, su imagen
es un punto o un intervalo cerrado. El siguiente epigrafe se dedica a la
continuidad uniforme, una propiedad mas fuerte que la de continuidad. Se define
la continuidad uniforme, y enuncia que la continuidad uniforme implica
continuidad, seguido de un lema previo al teorema de Heine (teorema que se
proponen como objetivo del epigrafe) que dice: si [a, b] es un intervalo cerrado
contenido en la unién de una familia de intervalos abiertos (a;, £), entonces
existe un conjunto finito de dichos intervalos tales que [a, b] esta contenido en su
union. Finalmente, se enuncia el teorema de Heine: toda funcion continua en un
intervalo cerrado es uniformemente continua en dicho intervalo.

SM: en este LT de COU, de SM de 1980, la continuidad se presenta en el tema
en el que se tratan también los limites funcionales. Tras establecer las
definiciones de limite de una funcion y limites laterales, se define la continuidad
en un punto, utilizando una unica condicién enunciada en términos del limite. No
obstante, se indican otras definiciones equivalentes (en términos de entornos y de
incrementos). A continuacion se define la continuidad en un intervalo,
diferenciando entre intervalos abiertos y cerrados. Tras las definiciones se
presentan los tipos de discontinuidad con algunos ejemplos. A continuacion se
enuncian una serie de propiedades de funciones continuas: las operaciones (suma
diferencia, producto, cociente), continuidad de las funciones polindmicas,
racionales y composicién. Continla con tres apartados en los que enuncia una

serie de teoremas sobre funciones continuas. El primero, que llama “propiedades

206



Sobre los teoremas de continuidad

generales de las funciones continuas” (pp. 226) contiene los siguientes teoremas:
conservacion de signo en un entorno de un punto, anulacién en un punto si en
cualquier entorno abierto la funcion toma valores positivos y negativos, si en un
punto la funcion es mayor que un valor real k, existe un entorno del punto tal que
f(x)>k y, por ultimo, acotacion en un entorno de un punto. En el segundo, que
estd dedicado a la continuidad uniforme, enuncia que la continuidad uniforme
implica continuidad y el teorema de Heine. En el tercero y ultimo apartado
dedicado a la continuidad se presentan propiedades sobre funciones continuas en
un intervalo cerrado: teorema de acotacion, teorema de Weierstrass, teorema de
Bolzano, propiedad de Darboux (expresada entre las imagenes de los extremos
del intervalo) y un analogo a la propiedad de Darboux pero entre el maximo y el
minimo.

Vicens-Vives: el LT de Vicens-Vives de COU, de 1979, presenta la continuidad a
continuacién de los capitulos dedicados a las funciones y sus propiedades, y sin
haber presentado el limite funcional. No obstante, lo utilizan en la definicién de
continuidad, por lo que es de suponer que se considera un concepto conocido de
cursos anteriores. Establece la definicion de continuidad en un punto mediante
dos condiciones (existencia del limite en el punto y coincidencia con el valor de
la funcion en dicho punto), y deduce una definicién de discontinuidad (sélo
considera continuidad o discontinuidad en puntos donde la funcion esté definida).
Sigue con la definicion de continuidad en un intervalo, junto con otras
definiciones equivalentes de continuidad en un punto (en términos del valor
absoluto y en términos de sucesiones), que indica que seran Utiles en algunas
cuestiones. Segun indica el LT, la definicion en términos de sucesiones de la
continuidad permite aplicar las propiedades de sucesiones a la continuidad y
establece la continuidad de f+Ag, donde f y g son funciones y A es un numero
real, y con ello, enuncia que las funciones polindmicas forman un anillo.
Continda con la continuidad del producto de funciones, de la funcién inversa
(para el producto) y de la composicion de funciones. Seguidamente, presenta
diferentes tipos de interpolacion, tras los cuales retoma algunas propiedades de
las funciones continuas: teorema de conservacién de signo en un entorno de un
punto, anulacion de la funcidon en un punto si en todo entorno abierto de dicho
punto la funcidon toma valores positivos y negativos, teorema del cambio de signo

(el que conocemos por teorema de Bolzano), teorema del valor intermedio,
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acotacion de una funcién continua en un intervalo cerrado, teorema de maximo y
minimo absolutos y un teorema sin hombre en el que afirma que la imagen por
una funcion continua de un intervalo cerrado es un intervalo cerrado (teniendo en
cuenta que en la justificacién, si una funcién es constante, la imagen es un punto
C y considera como intervalo cerrado a [C, C]).

V.3.2. Ley Organica de Ordenacion General del Sistema
Educativo

V.3.2.1. Libros de 1° de Bachillerato

Anaya: el LT de Anaya de 1° de Bachillerato de LOGSE, de 2002, presenta la
continuidad en el mismo tema que los limites, pero al contrario de lo que suele
ser habitual, considera la idea de continuidad antes que la de limite. Empieza con
los tipos de discontinuidad y define la continuidad en un punto como ‘“no
presentar discontinuidad de ningtn tipo en €1” (pp. 275). También indica que las
funciones definidas por expresiones analiticas elementales (segun los editores,
las que conocen hasta ahora) son continuas en todos los puntos en los que estan
definidas. A continuacion define el limite funcional en punto y relaciona el limite
en un punto con la continuidad en un punto, presentando las tres condiciones
necesarias (en términos del limite) para que una funcidén sea continua en un
punto, indicando que se pueden condensar en una sola. Por altimo, indica que si
la funcion es continua en un punto, calcular el limite en dicho punto se reduce a
calcular el valor de la funcion en dicho punto (aplicacion de la continuidad). No
enuncia ni propiedades ni teoremas relacionados con la continuidad a excepcion
de la indicacién sobre las funciones definidas con expresiones analiticas
elementales.

Santillana: el LT de Santillana de 1° de bachillerato, de 1996, presenta en el
mismo tema las nociones de limites, continuidad y derivabilidad. EI primer
epigrafe dentro del tema se titula “Continuidad”, y muestra la diferencia entre
una funcion continua y otra con una discontinuidad a partir de dos ejemplos
graficos, tras lo cual presenta los limites. Una vez definidos los limites
funcionales en un punto, define la continuidad en un punto (primero enunciando
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tres condiciones que condensa en una seguidamente) y la continuidad en un
intervalo. Contintia con los tipos de discontinuidad, y luego considera los limites
no finitos. En el resto del tema considera la funcion derivada y la funcién area.
No se enuncia ninguna propiedad ni operacion con las funciones continuas.

SM: el LT de SM, de 1° de Bachillerato (1996), presenta los limites y la
continuidad en el mismo tema. Tras tratar el concepto de limite funcional,
introduce la continuidad, empezando por la definicion del concepto. Para ello,
introduce una primera aproximacion a la definicion de continuidad, expresada de
forma verbal, en la que se prescinden de simbolismos: una funcién es continua
cuando a variaciones pequefias de la variable independiente le corresponden
pequerias variaciones de la variable dependiente (pp. 172). Tras la exploracion de
dos ejemplos, traduce la primera definiciébn en una en la que las pequefias
variaciones las expresa con simbolos matematicos: f(a+h)—f(a) se aproxima 0
cuando h se aproxima a 0. Ambas definiciones son poco rigurosas, pues el verbo
aproximar no es suficiente para reflejar la tendencia, ya que si consideramos h de
la forma 1+1/n, con n que tiende a infinito, dichos h se aproximan a cero (sus
términos cada vez estdn mas cerca de 0), pero no tienden a cero (hemos visto
ejemplos en este sentido en el capitulo de limites). Finalmente, enuncia una
definicion en términos del limite, a la que se ha llegado razonando sobre las
anteriores, primero utilizando una Unica condicion que se desglosa seguidamente
en las tres condiciones que implican.

Vicens-Vives: tenemos dos libros de texto de esta editorial correspondientes a 1°
de Bachillerato de LOGSE: uno de 1998 y otro de 2003. EI LT de Vicens-Vives
(1998) presenta la continuidad en el mismo capitulo que los limites. En este LT
no se da una definicion formal de continuidad, sino que se limita a la idea
intuitiva de continuidad en un intervalo: la grafica puede trazarse sin levantar el
lapiz del papel. Tras algunas consideraciones sobre la continuidad y el dominio
de la funcion (segun se expone en el libro, en los puntos en los que no esta
definida no se puede hablar ni de continuidad ni de discontinuidad), establece
que todas las funciones definidas por una expresion algebraica elemental son
continuas en su dominio, denotandolo por “principio general de continuidad”
(pp. 103). Por ultimo, indica a qué se refiere por expresiones elementales:
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potencias, raices, funciones trigonométricas, exponenciales, logaritmicas y
cualquier combinacion algebraica entre ellas.

Por su parte, el LT de Vicens-Vives (2003) realiza una presentacion mas formal
del concepto: define la continuidad en términos de aproximaciones del
incremento, junto con la definicion de continuidad en un intervalo, y tras una
discusion de la primera definicién, se establece otra en términos del limite, con
una sola condicion, que se desglosa en las tres condiciones que implica. A
continuacién presenta los tipos de discontinuidad con los que finaliza el
tratamiento de la continuidad.

V.3.2.2. Libros de 2° de Bachillerato

Anaya: a diferencia que su correspondiente de 1° de Bachillerato, el LT de Anaya
de 2° de Bachillerato de 2003 presenta la continuidad tras haber considerado el
limite funcional, aunque trata ambos conceptos en el mismo tema. Al igual que
en 1° el tratamiento que se hace de la continuidad en este LT es muy escueto,
limitdndose a enunciar la definicion de continuidad en un punto (con una
condicion en términos del limite, aunque indica que implica tres condiciones), los
tipos de discontinuidades, la continuidad en un intervalo, la continuidad de las
funciones elementales que utilizan habitualmente y los teoremas de Bolzano,
Darboux, Weierstrass, y la aplicacion del teorema de Bolzano para dos funciones
que se cortan.

Santillana: el LT de 2° de Bachillerato de Santillana, de 1997, presenta la
continuidad en un tema dedicado exclusivamente a este concepto. En primer
lugar, define la continuidad en un punto (primero con tres condiciones y, luego,
condensandolas en una formulacién que subraya en negrita para darle mas
importancia). Seguidamente, expresa la continuidad en funcion de las otras
definiciones de limite que presento en el tema anterior en términos de entornos y
del valor absoluto. Continta con la definicion de continuidad lateral, seguido de
la continuidad en un intervalo, diferenciando entre intervalo abierto y cerrado.
Tras las definiciones, presenta los tipos de discontinuidad y a continuacion sigue
con las propiedades de las funciones continuas: continuidad de las operaciones
con funciones (suma y diferencia, producto, producto por constante, f(x)®%,

210



Sobre los teoremas de continuidad

cociente y composicion), teorema del signo (conservacion en un entorno de un
punto), teorema de acotacion (acotacion en un entorno de un punto), teorema de
los ceros de Bolzano, teorema de los valores intermedios, teorema de los
extremos absolutos de Weierstrass e imagen de un intervalo cerrado. El teorema
del signo, el de acotacidon, el de Bolzano, el de los valores intermedios y el de
Weierstrass presentan un apartado denominado interpretacion, que precede a la
demostracion, y que explica, de forma verbal, lo que significa el teorema.

SM: el LT de SM de 2° de Bachillerato, de 2001, no es de la misma coleccion
que el ejemplar de 1° de Bachillerato de este mismo periodo, a diferencia de los
LT de otras editoriales o periodos. Ya hemos sefialado este hecho anteriormente,
pero conviene recordarlo ya que al no pertenecer a la misma coleccidn, se podria
pensar que no existe continuidad en los planteamientos de ambos. En cuanto al
tratamiento del concepto de continuidad, en este LT aparece en un tema dedicado
exclusivamente al concepto. En primer lugar se presenta el concepto y la
definicion, tanto en un punto globalmente, como lateral, y se sigue con la
definicion de continuidad en un intervalo, diferenciando entre el intervalo abierto
y el cerrado. A continuacion, se presentan las propiedades de las funciones
continuas: continuidad de las funciones constante e identidad, suma, diferencia,
producto, producto de una funcidn por una constante, cociente y las funciones de
la forma f(x)™", donde b y n son enteros y n>0. Se indica que estas propiedades
permiten deducir la continuidad de algunas familias de funciones: polindmicas,
racionales, y las expresadas como raices de monomios, pero sin justificar
ninguna, y complementa esta casuistica con una tabla de funciones elementales
en las que se indica el dominio de continuidad: funciones potenciales de
exponente positivo 0 negativo, exponenciales, logaritmicas, trigonometricas y las
inversas de las trigonométricas. Tras la tabla, considera la continuidad de las
funciones definidas a trozos, y a continuacion la de la funcion compuesta, a partir
de la cuél amplia los tipos de funciones continuas ya que considera la
composicion de las funciones elementales anteriores con una funcion continua.
También enuncia la continuidad de la funcion valor absoluto. Tras el tratamiento
de las propiedades de las funciones continuas, presenta los tipos de
discontinuidad. Seguidamente, se considera un epigrafe que Ilama
“Consecuencias de la continuidad. Teorema de Bolzano” (pp. 254) y en el que

presenta varios resultados necesarios para la posterior demostracion del teorema
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de Bolzano. También enuncia una definicion alternativa de continuidad
expresada en términos del valor absoluto, y una serie de consecuencias de dicha
definicion (que ha llamado criterio alternativo de continuidad), como son la
conservacion de signo en un entorno a un punto, y la existencia de un entorno de
un punto p en el que, si la funcién en p es mayor que un namero real M, también
la funcién en dicho entorno es mayor que M (respectivamente para menor).
Continda con el teorema de los valores intermedios, los maximos y minimos de
funciones, junto con el teorema de Weierstrass, al que se le concede poca
importancia ya que sélo se menciona en un parrafo final y, por dltimo, en un
epigrafe final titulado “Procesos y técnicas: demostracion por reduccion al
absurdo”, de forma pautada, enuncia y justifica que toda funcion continua en un
intervalo cerrado es acotada en dicho intervalo.

Vicens-Vives: al igual que en 1° de Bachillerato, tenemos dos LT de este curso,
Vicens-Vives (1999) y Vicens-Vives (2004), de las mismas colecciones que sus
correspondientes de primero. En el LT de 1999, la continuidad se presenta en el
siguiente tema al de los limites funcionales. En primer lugar, define la
continuidad en un punto, utilizando una condicion, a la que llega tras la discusion
de las condiciones que implican dicha condicién (en términos del limite).
Presenta el algebra de las funciones continuas (suma, diferencia, producto y
cociente en lo que llama “teorema 1 y la composicion en el “teorema 2”). Estos
teoremas permiten establecer la continuidad de funciones elementales, lo que
indica a continuacion. ElI LT hace una distincién entre funciones basicas (X, X2,
x%,..., X", VX,..., sen(x), cos(X),...etc.) y las funciones elementales, que son
aquellas que se obtienen a partir de las basicas mediante las operaciones de
composicion, suma, diferencia, producto y cociente. ContinGa con los tipos de
discontinuidad, con algunos ejemplos de funciones discontinuas y con la
continuidad del valor absoluto de una funcion. Finalmente, establece los
teoremas sobre funciones continuas, tras haber definido la continuidad en un
intervalo: teorema de Bolzano, teorema de los valores extremos y teorema de los
valores intermedios.

Por su parte, el LT de Vicens-Vives (2004) presenta la continuidad de funciones
junto con la derivabilidad. Introduce el tema con la idea intuitiva de continuidad,
para presentar a continuacion la definicion de continuidad en un punto (en
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términos de distancias y del valor absoluto). Realiza una discusion de la
definicion para llegar a otras definiciones en términos del limite, estableciendo
también la continuidad lateral, y la continuidad en un intervalo abierto y en un
intervalo cerrado. También enuncia la continuidad en términos de incrementos. A
continuacién, establece la continuidad de las funciones elementales principales
(potenciales, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas y trigonométricas
inversas). Sigue con las operaciones de funciones continuas: suma, diferencia,
producto de una funcion por una constante, producto de funciones, cociente y
composicion. Llama funciones elementales a las que se obtienen mediante
operaciones de lo que denomina funciones elementales principales, y que se
justifican con las operaciones anteriores. Como consecuencia, establece la
continuidad de las siguientes funciones elementales: mondmicas, polinomicas y
racionales. Continta con los tipos de discontinuidad, y finaliza con los teoremas
sobre funciones continuas: teorema de acotacion en un intervalo cerrado, primer
teorema de Weierstrass (teorema del valor méaximo), segundo teorema de
Weierstrass (tomar todos los valores entre el maximo y el minimo) y teorema de
Bolzano.

V.3.3. Ley Organica de Educacion

V/.3.3.1. Libros de 1° de Bachillerato

Anaya: al igual que ocurria con los limites funcionales, el ejemplar de Anaya de
LOE (Anaya de 1° de Bachillerato de 2008) coincide con su predecesor de
LOGSE (Anaya de 1° de Bachillerato de 2002), por lo que los comentarios
realizados en para el texto de LOGSE son los mismos que corresponden a este
ejemplar.

Santillana: en este LT, de 2008, el tratamiento de la continuidad se realiza en el
mismo capitulo de limites. La presentacion que se hace es muy reducida, en
apenas dos paginas, limitandose a enunciar la definicion de continuidad en un
punto (a partir de tres condiciones), indicando en el margen la continuidad en un
intervalo, y estableciendo, sin ninguna justificacion, los dominios de continuidad
de las familias de funciones polindmicas, racionales, con radicales,
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exponenciales, logaritmicas y trigonométricas. Por Gltimo, define y describe los
tipos de discontinuidad.

SM: el LT de 1° de Bachillerato de LOE de SM, editado en 2008, considera la
continuidad en el mismo capitulo que limites, y también hace una presentacion
bastante reducida. Introduce la idea intuitiva de continuidad, y tras mostrar un
ejemplo en el que hay una discontinuidad de salto finito, define la continuidad en
un punto (utilizando las tres condiciones), la discontinuidad y la continuidad en
un intervalo. Tras eso, presenta las discontinuidades y luego indica que las
funciones obtenidas a partir de funciones continuas mediante las operaciones
usuales son continuas, relacionandolo con limites, aunque no indica a qué
operaciones se refiere, ni presenta ninguna justificacion. Muestra un ejemplo y
establece los dominios de continuidad de las familias de funciones polindmicas,
racionales, y radicales de indice par.

Vicens-Vives: en el LT de Vicens-Vives de 1° de Bachillerato, de 2008, se
presenta la continuidad en el mismo capitulo de limites, a continuacion de éstos.
En primer lugar, y tras indicar la idea intuitiva de continuidad, se presenta la
definicion de continuidad en un punto (enunciada mediante las tres condiciones
expresadas en funcion del limite), junto con la discontinuidad en un punto y la
continuidad en un intervalo. Se enuncian las propiedades de las operaciones con
funciones continuas (suma, diferencia, producto, cociente y composicion),
indicando que se demuestran aplicando las propiedades de los limites aunque no
lo hacen. Presentan la continuidad de algunas funciones: identidad, constante,
polinbmicas, racionales, exponenciales, logaritmicas y trigonométricas. A
continuacién muestra la clasificacion de discontinuidades y con esto terminan el
apartado de continuidad.

V.3.3.2. Libros de 2° de Bachillerato

Anaya: al igual que ocurria con los limites funcionales y con los LT de 1° de
Bachillerato, el ejemplar de Anaya de LOE (Anaya de 2° de Bachillerato de
2009) coincide con su predecesor de LOGSE (Anaya de 2° de Bachillerato de
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2003), por lo que los comentarios realizados en para el texto de LOGSE son los
mismos que corresponden a este ejemplar.

Santillana: este LT, de 2009, sigue en la misma linea que su correspondiente de
1° de Bachillerato aunque es un poco mas abundante ya que considera los
teoremas de continuidad. El tratamiento de la continuidad se hace en el mismo
capitulo que los limites, y cambia ligeramente el orden frente al LT de 1°.
Presenta la misma definicién, seguida de los tipos de discontinuidad, aunque en
esta ocasion, se describen de forma méas breve. Define la continuidad en un
intervalo y establece los dominios de continuidad de las familias de funciones
polinGmicas, racionales, con radicales, exponenciales, logaritmicas vy
trigonométricas. En el margen recuerda que la funcidén resultante de las
operaciones (suma, diferencia, producto y composicion de funciones continuas)
también es continua. Por Gltimo, presenta los tres teoremas de continuidad: el
teorema de Bolzano, el teorema de Darboux y el teorema de Weierstrass. En el
apartado de ejercicios resueltos se muestra como se determina si dos curvas se
cortan en un intervalo, utilizando un ejemplo concreto, lo que podria servir de
prueba preformal para la consecuencia del teorema de Darboux que indica que si
dos funciones continuas en [a, b] cumplen que f(a)<g(a) y f(b)>g(b) (o
viceversa), entonces se cortan en un punto del intervalo [a, b]. Sin embargo, el
LT se limita a mostrar un ejemplo y ni siquiera se indica que existe un punto en
el que coinciden, sino que como pasan por todos los puntos intermedios, en
alguno se cortaran. Tal y como se presenta, ni siquiera induce a la enunciacién de
un teorema, por lo que no lo hemos contabilizado como resultado en este LT.

SM: en el LT de 2° de Bachillerato de SM, de 2010, la continuidad se presenta en
un capitulo independiente, al contrario de lo que ocurria en el LT de 1° de
Bachillerato. Esto ya denota que los editores dan mas importancia a la
continuidad en este nivel educativo. Tras indicar la idea intuitiva de continuidad
de una funcion, establece las definiciones de continuidad en un punto, utilizando
las tres condiciones (existencia del limite en el punto, existencia de la imagen de
la funcion en el punto y coincidencia de ambos) y en términos del valor absoluto
(a la que Illama definicion formal de continuidad; la definicion de continuidad
lateral y la definicion de continuidad en un intervalo, tanto abierto como cerrado.
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Continda con los tipos de discontinuidades, y sigue con las propiedades: en
primer lugar establece la continuidad de las operaciones suma, diferencia,
producto y cociente, y aunque no las justifica, indica que son consecuencia
directa de las propiedades de los limites. Sigue con la continuidad de las familias
de funciones polindmicas, racionales, irracionales, exponenciales, logaritmicas y
trigonomeétricas, y por Gltimo, establece la continuidad de la funcion compuesta.
A continuacion presenta los teoremas de continuidad: el teorema de Bolzano, que
acompafia del método de biseccion, el teorema de los valores intermedios,
enunciado en dos partes, para f(a)<f(b) y para f(a)>f(b), y el teorema de
Weierstrass, que viene precedido de las definiciones de funciones acotadas
superiormente, inferiormente, acotadas, supremos, maximo absoluto, infimo y
minimo absoluto. En la parte de ejercicios resueltos se justifican algunas
consecuencias del teorema de Bolzano (que sen(x) y x se cortan en algin punto, y
que los polinomios de tercer grado tiene al menos una raiz real) y el teorema de
punto fijo.

Vicens-Vives: el LT de Vicens-Vives de 2° de Bachillerato, de 2009, presenta la
continuidad en un tema especifico para este concepto, después del tema de limite
de funciones. En primer lugar, se presentan las definiciones: la de continuidad en
un punto, enunciada primero como una sola condicion, que luego se desglosa en
tres (en términos del limite), siguen la definicion de continuidad lateral y las
definiciones de continuidad en un intervalo abierto y en un intervalo cerrado. A
continuacién enuncia las operaciones con funciones continuas (suma, diferencia,
producto, cociente y composicion) indicando que se demostrarian aplicando las
propiedades de los limites, seguido de la continuidad de algunas funciones:
constante, identidad, polinémicas, racionales, exponenciales, logaritmicas y
trigonomeétricas. A continuacion, presenta la clasificacion de discontinuidades vy,
por ultimo, se enuncian los teoremas de continuidad: teorema de Bolzano,
teorema de Darboux, teorema de Weierstrass y la consecuencia del teorema de
Bolzano sobre dos funciones que se cortan.
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V.4, RESULTADOS Y JUSTIFICACIONES ASOCIADOS
AL CONCEPTO DE CONTINUIDAD

A diferencia de lo que sucedia con los limites, la continuidad recibe una menor
atencion en los LT en cualquiera de los periodos y editoriales considerados. Se
trata de un concepto cuya definicion se basa en el limite y, por tanto, gran parte
de las propiedades que se le asocian a la continuidad las heredan del limite
funcional. Por otro lado, al igual que sucedia con el concepto de limite, el
tratamiento de la continuidad de funciones en los libros de texto varia de unas
editoriales a otras e incluso de unos libros a otros. Sin embargo, se observa una
mayor homogeneidad que la observada en limites, quizas por las caracteristicas
propias del concepto. Ademas, de forma generalizada se ha observado que existe
un comportamiento comun en los libros de texto en funcion del curso al que
pertenecen: los teoremas asociados a la continuidad en intervalos (ya sean
abiertos, cerrados, 0 en entornos de puntos en los que la funcién es continua) se
enuncian Unicamente en el curso mas alto (COU en la LGE y 2° de Bachillerato
en la LOGSE y la LOE). Por su parte, en los cursos inferiores (2° de BUP de la
LGE o 1° de Bachillerato de la LOGSE y la LOE) se limitan a enunciar
propiedades y operaciones de funciones continuas en un punto, en los casos en
los que enuncien teoremas.

Al igual que con el concepto de limite, se ha organizado el analisis en varios
pasos: en primer lugar, se ha realizado un recuento de los resultados que se
enuncian en cada texto, considerando como resultados cualquier enunciado que
el libro presente como algo que se cumple en determinadas condiciones. A
diferencia de los limites, aqui no se produce tanta atomizacion de los resultados y
se vera que el recuento es mas homogeéneo, salvo algunas excepciones puntuales.
Junto al nimero de resultados que se enuncian, se muestra el recuento de los
tipos de esquemas de prueba o pruebas preformales que se utilizan, lo que ofrece
una primera idea del tratamiento justificativo que realiza el libro y que se expone
por editoriales.

En los siguientes apartados (V.4.1, V.4.2, V.43 y V.4.4) se presenta el recuento
descrito anteriormente para cada texto, organizado por editoriales y presentado
en dos tablas para cada editorial, analogas a las presentadas en el caso de limite
funcional. La primera muestra el nimero de resultados que se enuncian en cada
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texto de dicha editorial y de las justificaciones utilizadas. Cada resultado lo
hemos clasificado en una unica columna correspondiente a un tipo de EP o PP.
Hay algunas pruebas que son susceptibles de ser clasificadas en mas de un
apartado, por ejemplo, algunas tienen caracter transformacional y axiomatico al
mismo tiempo (casi todos los axiomaticos tienen algun tipo de transformacion
algebraica), pero con el fin de no duplicar el recuento de algunos resultados, se
ha clasificado en el tipo de justificacion predominante, y se ha detallado en el
analisis posterior si se observa algun tipo de EP o PP adicional.

La segunda tabla complementa la informacion de la primera: resume los
resultados que se justifican en cada libro de texto, organizados por el tipo de
justificacion utilizada. Esto aporta mas informacion sobre el interés en justificar
que tienen los libros de la muestra, si se limitan a justificar propiedades sencillas
0 presentan demostraciones de teoremas que requieren de mas aparataje
matematico. Ambas tablas siguen la codificacion en colores utilizada
anteriormente en funcion del periodo al que pertenece el LT: rojo claro para
LGE, turquesa claro para LOGSE y verde claro para LOE.

Estos primeros andlisis de los esquemas de prueba presentes en los libros, que
[lamaremos analisis previos, nos permiten organizar los resultados y las
justificaciones utilizadas, asi como comparar entre LT Yy editoriales. A
continuacién se describe dicho analisis previo de cada editorial.

V.4.1. Resultadosy justificaciones en la editorial Anaya

Como ya hemos mencionado anteriormente, los LT de LOGSE y LOE de esta
editorial coinciden practicamente en su totalidad, por lo que el andlisis de
resultados enunciados Y justificados es el mismo para cada par de libros iguales
(los dos de 1° de Bachillerato y los dos de 2° de Bachillerato). Al igual que
sucedia con el limite funcional, se observa un cambio en el niUmero de resultados,
en el rigor y en profundidad con se aborda la continuidad del LT de 2° de BUP de
1977 al de 1987, en el que desaparecen los teoremas asociados a la continuidad
en intervalos. De hecho, en este dltimo LT los resultados que hemos
contabilizado se corresponden con la continuidad de la funciones polinémicas,
racionales, expresadas mediante potencias, raices y razones trigopnométricas. Esta
misma linea siguen los textos de 1° de Bachillerato de LOGSE y LOE, en los que
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ni siquiera se presentan las operaciones con funciones continuas. También se
observa una disminucion en los resultados que se presentan en COU frente a los
presentados en 2° de Bachillerato (LOGSE y LOE), aunque en este nivel si se
incluyen resultados relativos a entornos o intervalos en los que la funcién es
continua.

En primer lugar, vemos que esta editorial no presenta un gran nimero de
resultados en sus LT, con un recuento total de 32 resultados (Tabla V.4.1.1). Esto
se debe principalmente a que en esta editorial no se presentan las propiedades y
operaciones con funciones continuas, sobre todo en los periodos de LOGSE y
LOE, por lo que los resultados que se enuncian se limitan a los teoremas de
continuidad y, por tanto, en los cursos en los que no aparecen dichos teoremas
(por no corresponder con dicho nivel educativo), no aparecen apenas resultados.

Libros de textode  N° de Esquemas de prueba Resultados
Anaya EPO EPil EPiV EPIS EPt EPa Pp  totales
Anaya 2° (1977) 6 0 0 0 0 2 0 8

Anaya 2° (1987) 5 0 0 0 0 0 0 5

Anaya COU (1989) 1 0 0 0 1 5 0 7

Anaya 1° (2002) 1 0 0 0 0 0 0 1

Anaya 2° (2003) 1 4 0 0 0 0 0 5

Anaya 1° (2008)" 1 0 0 0 0 0 0 1

Anaya 2° (2009) 1 4 0 0 0 0 0 5
TOTALES 16 8 0 0 1 7 0 32

Tabla V.4.1.1. Resultados y justificaciones asociados a la continuidad en los libros de texto

de la editorial Anaya.
El 50% de ellos no se justifican, y de los que si se justifican, o bien se utiliza un
EP inductivo de 1 caso (25%), o bien un EP axiomatico (2,9%). Unicamente
hemos encontrado un EP transformacional, en el LT de COU. Por su parte, el LT
que mas resultados presenta es el ejemplar méas antiguo de 2° de BUP de la LGE,
el Anaya de 1977, en el que si se presentan las propiedades de las funciones
continuas.

En cuanto a los EP predominantes en cada LT, todos los EP axiomaticos y el EP
transformacional se presentan en los LT del periodo de la LGE. En concreto, la
mayoria de ellos se presentan en el LT de COU, y solo dos EP axiomaticos en el
de 2° de BUP, que corresponden a las operaciones de suma y composicion en

'8 os libros de texto de Anaya del periodo LOE son practicamente idénticos a sus correspondientes de
LOGSE, por tanto, los datos relativos al analisis son los mismos.
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Anaya (1977). En cuanto a los libros de la LOGSE y la LOE (que son iguales
excepto en algunas cuestiones de formato), los teoremas que justifican lo hacen
utilizando EP inductivos de 1 caso.

Si observamos la evolucién de los EP utilizados, es claro que los EP inductivos
han sustituido a los EP axiomaticos o transformacionales, utilizandose ejemplos
graficos para convencer de la veracidad de los teoremas de continuidad en lugar
de razonamientos deductivos (s6lo se presentan 4 EP inductivos de 1 caso como
justificaciones en 2° de Bachillerato de LOGSE y LOE frente a los 5 EP
axiomaticos y el EP transformacional de COU).

Libros de texto Esquemas de prueba
Anaya 2° (1977) EPa: suma de funciones continuas y composicion de funciones continuas.

Anaya 2° (1987) Nada

Anaya COU (1989) EPt: Teorema de los valores intermedios.
EPa: teorema de conservacion de signo y teorema de acotacion en un entorno
de un punto, teorema de Bolzano, teorema de acotacion en un intervalo
cerrado y teorema de Weierstrass.

Anaya 1° (2002) Nada

Anaya 2° (2003) EPil: teorema de Bolzano, teorema de los valores intermedios, consecuencia
de Bolzano para dos funciones que se cortan y teorema de Weierstrass.

Anaya 1° (2008) Nada

Anaya 2° (2009) EPil: teorema de Bolzano, teorema de los valores intermedios, consecuencia
de Bolzano para dos funciones que se cortan y teorema de Weierstrass.

Tabla V.4.1.2. Resultados y justificaciones asociados a la continuidad en los libros de texto
de la editorial Anaya.

En cuanto a los resultados que se justifican (Tabla V.4.1.2), en el LT de 2° de
BUP de 1977 se verifican dos operaciones con funciones continuas (suma y
composicion), pero en los LT de COU o de 2° de Bachillerato los resultados que
se justifican son los teoremas asociados a la continuidad en un intervalo o
entorno, y no las propiedades y operaciones con funciones continuas. Esto
también supone una diferencia entre el planteamiento de los cursos inferiores con
respecto a los superiores.

De forma similar a lo observado en el caso de limites, se aprecia un descenso
significativo de la demostracion como justificacion, desapareciendo totalmente
en esta editorial con el transcurso de las legislaciones. Ademas, los EP utilizados
son poco variados, ya que no aparecen, por ejemplo, las pruebas preformales, los
EP transformacionales apenas se utilizan y en el caso de EP inductivos, se
limitan a los de un caso.
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V.4.2. Resultados y justificaciones en la editorial Santillana

El nimero de resultados presentados en esta editorial varia a lo largo del tiempo,
alcanzando el nimero mas alto en 2° de BUP de 1976, desapareciendo en 1° de
Bachillerato de LOGSE, aunque en 2° de Bachillerato se presenta un numero
similar al de 2° de BUP de 1991 o0 a COU, y presentando resultados de nuevo en
el nivel inferior en LOE aungue mantiene el mismo nimero en el nivel superior.

En la editorial de Santillana el nimero de resultados presentados (71) es mas alto
que en la de Anaya, ya que en esta editorial si que se incluyen las propiedades y
operaciones de funciones continuas en LT que no son de 2° de BUP de la LGE.
La mayoria de resultados se presentan en los LT del periodo LGE,
principalmente en el LT de 2° de BUP de 1976. De los resultados presentados
totales, casi el 55% de ellos no se justifican. De los que se justifican, el EP mas
utilizado es el EP axiomatico (32,4% del total), aunque también se utilizan EP
transformacionales (5,6%), inductivos de varios casos (4,2%) e inductivos de 1
caso (2,8%).

Libros de texto de N° de Esquemas de prueba Resultados
Santillana EP0O EPil EPiV EPIS EPt EPa Pp  totales
Santillana 2° (1976) 6 1 1 0 0 10 0 18
Santillana 2° (1991) 9 0 0 0 0 0 0 9
Santillana COU (1981) 1 0 0 0 2 9 0 12
Santillana 1° (1996) 0 0 0 0 0 0 0 0
Santillana 2° (1997) 7 0 0 0 2 4 0 13
Santillana 1° (2008) 6 0 0 0 0 0 0 6
Santillana 2° (2009) 10 1 2 0 0 0 0 13
TOTALES 39 2 3 0 4 23 0 71

Tabla V.4.2.1. Resultados y justificaciones asociados a la continuidad en los libros de texto
de la editorial Santillana.
Por libros de texto, vemos que el LT que mas resultados presenta es el de 2° de
BUP de 1976 (18) y, ademaés, también es el que mas justificaciones presenta, casi
todas (10) del tipo de EP axiomatico. Al igual que se observd en Anaya, se
observa un descenso en el nimero de resultados en el LT de 2° de BUP de 1991
(s6lo se presentan 9 y se refieren a las operaciones y tipos de funciones
continuas). Proporcionalmente, el LT que mas resultados justifica, y ademas con
EP axiomaticos en su mayoria, es el LT de COU, que presenta 9 EP axiomaticos
y 2 EP transformacionales para justificar 12 resultados. Si bien en el LT de 1° de
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Bachillerato de LOGSE no se presenta ningun resultado, en 2° de Bachillerato si
se presentan y se justifican casi la mitad de ellos, mediante EP axiomaticos
(30,8%) y transformacionales (15,4%). En cuanto a los LT de LOE, aunque se
presentan resultados en los dos cursos, en 1° no se justifica ninguno y en 2°
Unicamente se justifican tres, mediante EP inductivos (de uno y de varios casos).

En esta editorial también se observa un descenso en el nimero de justificaciones
presentadas en general, asi como una progresiva disminucién de los EP
axiomaticos o transformacionales utilizados. Sin embargo, dicho descenso se
aprecia mas tarde, en los LT de LOE, aunque esto puede deberse a que los LT de
Anaya de LOGSE eran de 2002 y 2003 (posteriores a la modificacion de 2001) y
los de Santillana son del principio de la LOGSE (1996 y 1997).

Libros de texto Esquemas de prueba

Santillana 2° (1976) EPil: Continuidad de las funciones potenciales
EPiV: Continuidad de la funcién reciproca (inversa para la composicién)
EPa: continuidad de la suma, la diferencia, el producto y la composicién de
funciones, continuidad de la funcion constante, identidad, afin y polinémica, y
espacio vectorial de las funciones continuas en (a, b) y anillo de las funciones
continuas en (a, b).

Santillana 2° (1991) Nada.

Santillana COU | EPt: teorema de los valores intermedios y teorema de Weierstrass (para el

(1988) maximo absoluto).
EPa: las imagenes de una sucesion que tienen limite tienden a la imagen del
limite de la sucesion, teorema de conservacion de signo, teorema de Bolzano,
continuidad en un punto implica acotacion en un entorno del punto,
continuidad en un intervalo cerrado implica acotacion en dicho intervalo
cerrado, la imagen de un intervalo cerrado es un intervalo cerrado o un punto,
la continuidad uniforme implica continuidad, la inclusién de un intervalo
cerrado en una familia finita de intervalos abiertos y el teorema de Heine.

Santillana 1° (1996) Nada.

Santillana 2° (1997) EPt: teorema de los valores intermedios y teorema de los extremos absolutos
de Weierstrass.
EPa: teorema del signo, teorema de acotacién (ambos en un entorno de un
punto), teorema de los ceros de Bolzano e imagen de un intervalo cerrado.

Santillana 1° (2008) Nada

Santillana 2° (2009) EPi1l: teorema de Darboux.
EPiV: teorema de Bolzano y teorema de Weierstrass.

Tabla V.4.2.2. Resultados y justificaciones asociados a la continuidad en los libros de texto
de la editorial Santillana.

En cuanto a los resultados justificados, se observa el mismo comportamiento

sefialado anteriormente. En los cursos inferiores, los resultados que se justifican

son los ligados a operaciones con funciones continuas o la continuidad de

familias de funciones, o bien, no se justifica. En los cursos superiores, los
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resultados que se justifican son los asociados a la continuidad en un intervalo o
un entorno, y no se justifican en ningin caso los resultados asociados a las
operaciones de funciones continuas.

Como se ha visto, el descenso de los EP mas cercanos a la demostracion
matematica también es evidente en esta editorial, lo que contribuye a afirmar
nuestra hipatesis sobre un descenso en la presentacion y en el rigor con el que se
tratan los conceptos matematicos a lo largo del tiempo.

V.4.3. Resultados y justificaciones en la editorial SM

Esta editorial presenta un mayor nimero de resultados que las anteriores a pesar
de que el nimero de libros sea uno menos que en los dos casos anteriores (es
decir, la media de resultados enunciados por libro de texto es superior en los LT
de esta editorial). Ya se ha comentado previamente, pero se vuelve a observar en
esta editorial: en los periodos de LOGSE y LOE, los LT de 1° de Bachillerato no
presentan apenas resultados, y los que presentan no los justifican.

Libros de texto de  N° de Esquemas de prueba Resultados
SM EP0O EPil EPiV EPIS EPt EPa Pp  fotales

SM 2°(1977) 5 0 0 0 0 4 0 9

SM COU (1980) 7 0 0 0 4 7 0 18

SM 1° (1996) 0 0 0 0 0 0 0 0

SM 2°(2001) 30 0 0 0 2 3 0 35

SM 1° (2008) 1 0 0 0 0 0 0 1

SM 2°(2010) 11 0 0 0 2 4 0 17
TOTALES 54 0 0 0 8 18 0 80

Tabla V.4.3.1. Resultados y justificaciones asociados a la continuidad en los libros de texto
de la editorial SM.

En primer lugar, atendiendo a los resultados justificados, se observa que un
67,5% de los resultados no se justifica. Si bien esta editorial es la que mas
resultados presenta, en proporcién no es la que mas justifica (en comparacion con
los porcentajes de las dos anteriores). En cuanto las justificaciones utilizadas,
esta editorial se limita al uso de EP axiomaticos (22,5%) y EP transformacionales
(10%), siendo los primeros los que mas se utilizan.

Observando los EP utilizados en cada LT, se aprecia que el LT que mas
resultados justifica, tanto en cantidad como en proporcion es el LT de COU
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(1980), de la LGE, que justifica un 38,9% de los resultados con EP axiomaticos y
un 22,2% con EP transformacionales. El siguiente LT que mas resultados
justifica es el de 2° de BUP, también del periodo LGE, utilizando Gnicamente EP
axiomaticos (44,4% del total). EI LT de 2° de Bachillerato de la LOGSE es el
texto que mas resultados contiene, aunque esto se debe a que enuncia todas las
operaciones con funciones continuas y la continuidad de varias funciones
elementales y de combinaciones de dichas familias de funciones elementales, lo
que aumenta el recuento de resultados. Sin embargo, solo justifica un 14,3% de
los resultados que enuncia, el 8,6% con EP axiomaticos y el 5,7% con EP
transformacional. Por su parte, en el LT de 2° de Bachillerato de la LOE, el
nimero de resultados enunciados vuelve a ser menor (similar al namero de
resultados enunciados en COU), y se justifica un 35,3% de los resultados
enunciados, la mitad de ellos con EP axiomatico y la otra mitad con EP
transformacional.

En cuanto a la evolucion de los EP utilizados en los LT, no se ha producido
ninguna sustitucion por otro tipo de EP, sino que en todos los periodos se utilizan
los EP axiomaticos y los transformacionales. Sin embargo, si se observa una
disminucion en el numero de justificaciones presentadas en los LT.

Libros de texto Esquemas de prueba

SM 2° (1977) EPa: suma de funciones continuas, continuidad de la funcién potencia,
polindmica y de la composicion de funciones.

SM COU (1980) EPt: si f(p)> k, donde k es un nimero real, existe un entorno de p en el que

f(x)>k, teorema de Weierstrass, propiedad de Darboux y una version analoga
de la propiedad de Darboux entre el minimo y el maximo.
EPa: composicion de funciones, conservacion de signo en un entorno,
anulacién de la funcidn si en los entornos de un punto toma valores positivos y
negativos, acotacion en un entorno, continuidad uniforme implica continuidad,
acotacion en un intervalo cerrado y teorema de Bolzano.

SM 1° (1996) Nada.

SM 2° (2001) EPt: si f(p) es mayor que un namero real M, entonces existe un entorno de p tal
que f(x)>M, teorema de los valores intermedios.

EPa: conservacion de signo en un entorno de un punto, teorema de Bolzano y
teorema de acotacion en un intervalo cerrado.

SM 1° (2008) Nada.

SM 2° (2010) EPt: teorema de los valores intermedios y el teorema del punto fijo.
EPa: suma de funciones continuas, teorema de Bolzano, existencia de al menos
una raiz real para un polinomio de grado 3, caso particular del teorema del
valor intermedio.

Tabla V.4.3.2. Resultados y justificaciones asociados a la continuidad en los libros de texto
de la editorial SM.
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En cuanto a los resultados que se justifican, ya se ha indicado anteriormente la
separacion por cursos de los tipos de resultados enunciados: en general, los
resultados asociados a la continuidad en un intervalo (teorema de Bolzano,
teorema de Darboux...) se presentan en el curso mas alto (COU o segundo de
Bachillerato) y en el primer curso, en los casos en que se muestran resultados, se
limitan a las propiedades de funciones continuas en un punto (operaciones y
continuidad de familias de funciones elementales). En este LT también se realiza
esta distincion aunque, como ya hemos mencionado, en los ejemplares de 1° de
Bachillerato de LOGSE y LOE no se enuncia ningun resultado. En el LT de 2° de
BUP se justifican la suma de funciones continuas, la continuidad de la funcién
potencia, de la funcion polinémica y de la composicion de funciones. En todos
los LT del curso més alto (COU y 2° de Bachillerato) se justifica el teorema de
Bolzano y el teorema de Darboux, y otros resultados y teoremas que cambian en
cada LT. No obstante, la mayoria de resultados estan relacionados con la
continuidad en un intervalo y no con las operaciones (salvo algunas
excepciones).

V.4.4. Resultados y justificaciones en la editorial Vicens-Vives

Pese a ser la editorial con mas libros en nuestra muestra, el numero de resultados
enunciados es similar al de la editorial Santillana. Tal y cdémo se indicé
anteriormente, en el periodo LOGSE tenemos dos colecciones completas (dos
libros cada una, uno de cada curso) correspondientes a esa ley, y que hemos
mantenido ambas por presentar numerosas diferencias en el planteamiento de los
contenidos a pesar de pertenecer a la misma editorial. En este caso también se
observa que una de ellas presenta mas resultados que la otra, aunque Unicamente
en 2° de Bachillerato, mientras que la primera presenta un resultado en 1° frente a
la otra editorial, que no presenta ninguno.

Atendiendo los EP utilizados en los LT de esta editorial, se observa que un
63,2% de los resultados enunciados no se justifican. De los que se justifican, en
la mayoria (20,6%) se utiliza EP axiomaticos, seguidos por los EP inductivos de
1 caso y de varios casos (5,9% y 4,4% respectivamente), de los EP sistematicos
(4,4%) y una unica prueba preformal (1,5%). Es la Unica editorial que utiliza una
prueba preformal en los resultados asociados a la continuidad.
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Libros de textode  N° de Esquemas de prueba Resultados
Vicens-Vives EPO EPil EPiV EPIS EPt EPa Pp  totales
VV 2°(1980) 4 0 0 0 0 2 1 7

VV COU (1979) 6 0 0 0 2 4 0 12

VV 1°(1998) 1 0 0 0 0 0 0 1

VV 2°(1999) 5 0 2 0 1 1 0 9

VV 1° (2003) 0 0 0 0 0 0 0 0

VV 2°(2004) 7 2 1 0 0 4 0 14

VV 1° (2008) 12 0 0 0 0 0 0 12

VV 2° (2009) 8 2 0 0 0 3 0 13
TOTALES 43 4 3 0 3 14 1 68

Tabla V.4.4.1. Resultados y justificaciones asociados a la continuidad en los libros de texto
de la editorial Vicens-Vives.

En cuanto a las justificaciones presentadas en cada LT, los ejemplares de COU y
de 2° de Bachillerato de LOGSE (2004) son los que mas resultados justifican (un
50% en cada LT), aunque el LT de COU utiliza Unicamente EP axiomaticos
(33,3%) y transformacionales (16,7%) vy, sin embargo, aunque en el LT de 2° de
Bachillerato el tipo de justificacion mas utilizada es el EP axiomatico (28,6%),
también utiliza EP inductivos de 1 caso (14,3%) y de varios casos (7,1%). EI LT
de 2° de BUP también utiliza EP axiomaticos (28,6%) y una prueba preformal (la
Unica encontrada en toda la muestra). Los libros de 1° de Bachillerato, tanto de la
LOGSE como de la LOE, no justifican ningun resultado. Por su parte, el libro de
2° de Bachillerato (1999) utiliza EP inductivos de varios casos (22,2%) y sendos
EP axiomatico y transformacional (11,1% cada esquema). En el LT de 2° de
Bachillerato de LOE se observa una reduccion en la proporcion de resultados
justificados, aunque el mas utilizado sigue siendo el EP axiomatico (23,1%),
seguido del otro EP utilizado, el inductivo de 1 caso (15,4%).

Por altimo, atendiendo a la evolucion de los EP utilizados, esta editorial es
bastante uniforme en cuanto a la utilizacion de EP axiomaticos, que se utilizan en
todos los periodos, aunque desparecen los EP transformacionales y se empiezan a
utilizar los EP inductivos (de un caso y de varios casos) a partir de LOGSE.

En cuanto a los resultados justificados, siguiendo la misma dinamica que en otras
editoriales, en el LT de 2° de BUP Unicamente se justifican operaciones con las
funciones continuas. Por el contrario, en el LT de COU se justifican resultados
asociados a la continuidad en intervalos y entornos de un punto. En los LT de 2°
de Bachillerato de LOGSE, los EP axiomaticos se utilizan con operaciones de
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funciones o funciones elementales, y los teoremas de continuidad se justifican
con EP inductivos. Este comportamiento es diferente al presentado en otras
editoriales, que justifican algunos teoremas de continuidad, como el teorema de
Bolzano, con EP axiomaticos, y que coincide con el comportamiento de el LT de
2° de Bachillerato de LOE (Vicens-Vives, 2009)

Libros de texto Esquemas de prueba

VV 2°(1980) EPa: continuidad de la composicion y suma de funciones continuas.
PP: continuidad del producto de una funcién por una constante.

VV COU (1979) EPt: teorema del valor intermedio y teorema del maximo y el minimo
absolutos.

EPa: conservacion de signo en un entorno del punto, teorema de cambio de
signo (Bolzano), acotacion en un intervalo cerrado e imagen de un intervalo
cerrado es un intervalo cerrado.

VV 1°(1998) Nada.

VV 2°(1999) EPiV: teorema de Bolzano y teorema de Weierstrass.
EPt: teorema de los valores intermedios.
EPa: continuidad del valor absoluto de una funcion.

VV 1° (2003) Nada.

VV 2°(2004) EPil: teorema de acotacion en un intervalo cerrado y primer teorema de
Weierstrass.
EPiV: segundo teorema de Weierstrass.
EPa: continuidad del cociente de funciones, de las funciones mondmicas,
polinémicas y racionales.

VV 1° (2008) Nada.

VV 2°(2009) EPil: teorema de Darboux y consecuencia del teorema de Bolzano sobre
funciones que se cortan.
EPa: continuidad de la funcién constante, identidad y teorema de Bolzano.

Tabla V.4.4.2. Resultados y justificaciones asociados a la continuidad en los libros de texto
de la editorial Vicens-Vives.

V.4.5. Comentarios a los analisis previos

Segun se ha mostrado en los apartados anteriores, cada editorial tiene un
comportamiento diferente en relacion a la continuidad de funciones, aunque se
han observado méas similitudes y patrones iguales que en el caso del limite
funcional.

En el Gréaficos V.4.5.1 se muestra el porcentaje del total de justificaciones de
cada tipo que hay en cada editorial (en todos los LT). En el eje horizontal se
representa cada tipo de justificacion de justificacion de nuestra clasificacion (EP
inductivos de un caso, de varios casos, sistematicos, transformacionales,
axiomaticos y pruebas preformales) a excepcion de la categoria EPO (no se
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justifica), debido a que el alto porcentaje de resultados sin justificar conllevaria
una mayor altura del eje vertical, y su lectura seria mas incomoda. En el eje
vertical se representa el porcentaje de justificaciones de cada tipo que se
encuentran en cada editorial. Por ultimo, cada editorial tiene asignado un color,
que se utiliza en las barras de cada tipo de justificacion para representar el
porcentaje en dicha editorial. Al igual que sucedia con los limites, los
comportamientos son diferentes en las editoriales: Anaya utiliza en la misma
proporcion los EP axiomaticos que los inductivos de un caso, Santillana se
decanta principalmente por los axiomaticos, SM no utiliza EP inductivos, y
Vicens-Vives utiliza casi todos los tipo de EP (exceptuando el EP inductivo
sistematico) aunque los mas abundantes son los EP axiomaticos. No obstante,
todas las editoriales (excepto Anaya, aunque por poco) coinciden en que el EP
mas utilizado es el EP axiomatico. Ademas, también se observa que, en general,
los porcentajes son mas altos que en el caso de limites.

35%

30%

25% —

M Anaya
20%

m Santillana
15% ESM
10% - W \Vicens-Vives

5% -

0%_ IIJI T

EPil EPiIV EPIS EPt EPa PP

Gréfico V.4.5.1. Porcentaje de EP utilizados en cada editorial.

En el Gréaficos V.4.5.2 se muestran, con numeros absolutos y porcentajes, la
evolucion de cada tipo de justificacion a lo largo de las legislaciones. En el eje
horizontal se presentan cada uno de los tipos de justificacion considerada (EP y
PP), a excepcion de los EPO, y en el eje vertical se representa el nimero total de
justificaciones de este tipo en todos los LT de cada periodo legislativo en el
gréafico superior, y el porcentaje de justificaciones de ese tipo en todos los LT de
cada periodo legislativo en el gréfico inferior. Cada periodo lleva asignado el
color que se indica en la leyenda, que coincide con el mismo codigo de colores
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que se ha usado en el presente trabajo para identificar cada periodo legislativo:
rosa para la LGE, azul para la LOGSE y verde para la LOE. Tal y como se puede
observar, el niUmero de EP axiomaticos ha disminuido enormemente de la LGE a
la LOGSE, y luego a la LOE, que vuelve a disminuir. EI nimero de EP
transformacionales se mantiene practicamente de LGE a LOGSE, pero
disminuye en LOE. Sin embargo, se aprecia un aumento sucesivo de los EP
inductivos de un caso a lo largo de las legislaciones, y los EP inductivos de
varios casos, aunque aumentan en la LOGSE, en la LOE disminuyen con
respecto a dicha ley, pero siguen siendo mas abundantes que en la LGE. Sélo
hemos encontrado una PP, e un LT de la LGE, por lo que dicho EP desaparece en
las otras legislaciones (aunque esta evolucion no es muy relevante, ya que en si,
este EP es muy poco frecuente).
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Gréfico V.4.5.2. Evolucion de cada tipo de justificacion por periodos educativos, mostrada
en nimeros absolutos (arriba) y en porcentajes (abajo).
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En cuanto al Graficos V.4.5.3, se muestra el nimero absoluto y el porcentaje de
resultados que se justifican en cada editorial, en cada periodo legislativo. En el
eje horizontal se representan cada una de las editoriales, asi como el recuento
total para las cuatro editoriales (en la leyenda, Total; sélo en la grafica de
porcentajes, porque en la de nimeros absolutos, las barras de totales serian tan
altas que cambiarian la escala de los ejes). En el eje vertical se representa el
porcentaje de resultados justificados. Como en la tabla anterior, cada periodo
legislativo tiene asignado su color correspondiente, que permite comparar la
evolucion para cada editorial y la evolucion total del porcentaje de resultados que
se justifican.

En estas graficas se observa que la comparacion entre alturas de las columnas en
el recuento de resultados que se justifican y el porcentaje que representan no se
corresponden, es decir, que en algunas editoriales, a pesar de presentar un
namero mayor de justificaciones en algin periodo que en otros (o incluso que
otras editoriales), dicho namero representa un porcentaje menor en el total de
resultados de dicho periodo, por lo que en este caso resulta de gran utilidad
comparar ambas tablas. Por ejemplo, las justificaciones que se presentan en
Anaya en la LGE son casi el doble que las que se presentan en la LOGSE, o en
LOE, y sin embargo, en LOGSE y LOE los resultados justificados representan
mas de un 65% de los resultados enunciados, frente a un 40% que representan los
de la LGE. Eso significa que en las legislaciones mas modernas, los LT de Anaya
presentan un numero de resultados sensiblemente inferior a los presentados en la
LGE (20 resultados enunciados en la LGE y 6 en la LOGSE y en la LOE, como
se puede comprobar en la Tabla V.4.1.1). No todas las editoriales se comportan
de esta manera, y conviene tener en cuenta que el numero de LT analizados en
cada periodo vy editorial varia, pero de forma general, se observa que el nimero
de resultados justificados disminuye en todas las editoriales (excepto en Vicens-
Vives) y que en el recuento general, el porcentaje de resultados justificados
también desciende a lo largo del tiempo. Este hecho avala nuestra hipotesis de
que la demostracion matematica ha ido despareciendo de los LT con los
sucesivos cambios de legislaciones.
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Gréfico V.4.5.3. Porcentaje (abajo) y nimero (arriba) de resultados justificados en cada
editorial, por legislaciones.

En el Graficos V.4.5.4 se observa la evolucion del nimero de resultados
justificados respecto del total de resultados enunciados para cada editorial por
separado, y para cada LT de la muestra. Se puede ver un patron similar en todas
las editoriales: en el periodo de la LGE, no se encuentran justificaciones en 2° de
BUP si los LT son del final del periodo (Anaya, 1987 y Santillana, 1991), y se
justifica en el curso superior, COU; en la LOGSE vy la LOE, las justificaciones
asociadas a teoremas y resultados de continuidad sélo se encuentran en el curso
superior, 2° de Bachillerato. No obstante, excepto en Santillana, el nimero de
resultados enunciados en COU es siempre superior a 2° de Bachillerato.
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Gréfico V.4.5.4. Namero de resultados justificados en cada uno de los LT de cada

editorial. Se observa la evolucion temporal.
Al igual que en el caso de limites, este primer analisis nos ha permitido observar
algunos patrones comunes a todas las editoriales en el tratamiento de la
demostracion matematica en funcion del periodo legislativo, aunque cada una
tiene sus propias particularidades, que dependeran de los editores que hayan
confeccionado cada LT. No obstante, este analisis s6lo nos aporta cierta
informacion cuantitativa con respecto al tratamiento de la demostracion, y
requiere ser completado con los datos que extraidos al aplicar el marco teorico
completo, lo que se recoge en los apartados siguientes. Al igual que hicimos en el
capitulo de limites, para facilitar la comparacion entre textos, hemos agrupado
los teoremas en funcién del tipo de resultado. En este caso, hemos hecho dos
grupos:

1. Aritmética y propiedades de funciones continuas.
2. Teoremas de continuidad en entornos e intervalos.

Este andlisis se presenta en los apartados V.5 y V.6, y en ellos se recogen todos
los datos del analisis realizado atendiendo a las categorias descritas en nuestro
marco tedrico.
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V.5. ARITMETICA Y PROPIEDADES DE FUNCIONES
CONTINUAS

La definicion de continuidad, tal y como se presenta en los libros de texto
analizados, depende de la funcién de limite, y por tanto hereda las propiedades
que tienen estos ultimos. Es por esta razon que los LT parecen conceder menos
importancia a las propiedades y operaciones con funciones continuas que la que
le concedieron a las propiedades y operaciones con limites. Las encontramos
enunciadas en los LT de 2° de BUP para la LGE, en todos los de 2° de
Bachillerato de LOGSE y LOE (salvo para la editorial Anaya, 2003 y 2009) y en
uno de los de 1° de Bachillerato de LOE, el LT de SM (2008), aunque de forma
muy escueta. En cuanto a las justificaciones que se presentan también son mas
escasas que las presentadas en el caso de limites.

Al igual que sucedia con la definicion de limites, no todos los LT definen la
continuidad en los mismos términos, aunque las definiciones sean equivalentes.
A continuacion se clasifican las definiciones que presentan los LT de la muestra
para la continuidad en un punto (que utilizan para la definicion de la continuidad
en un intervalo). Para ello, se ha registrado la definicién que el LT considera
como principal, es decir, que el LT enuncia en primer lugar o que etiqueta como
definicion frente a otras, pero los LT suelen reescribir dichas definiciones en
otros términos (de 3 condiciones pasan a 1 o viceversa) o enuncian un teorema de
caracterizacion de la continuidad, expresando dichas definiciones en términos de
entornos o del valor absoluto.

= Definiciébn de continuidad en términos del limite expresado en 1
condicion.
f es continua en a si lim,._,, f(x) = f(a) (Anaya, 2° BUP, 1976, pp. 104).

Se dice que una funcion f es continua en un punto de abscisa X,, cuando se cumple que
lim,_, f(x) = f(xo) (Anaya, COU, 1989, pp. 235).

Se dice que una funcion f es continua en un punto de abscisa ¢ cuando se cumple que
lim,_. f(x) = f(c) (Anaya, 2° Bachillerato, 2003, pp. 237 y Anaya, 2° Bachillerato,
2009, pp. 241).

f(x) es continua en x=a < 1° existe f(a); 2° existe lim,,_,, f(x); 3°lim,_,, f(x) = f(a)
(Santillana, 1° Bachillerato, 1996).
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Una funcion es continua en un punto cuando el valor que toma la funcion en el punto
coincide con el limite de la funcion en él: lim,_,; f(x) = (1) (SM, 2° BUP, 1977, pp.
80).

Una funcion f(x) es continua en un punto de abscisa p de su dominio si se cumple que
lim,_,,, f(x) = f(p) (SM, 2° Bachillerato, 2001, pp. 249).

Una funcion f es continua en el punto x=a si lim,_,, f(x) = f(a) (SM, 1° Bachillerato,
2008, pp. 198).

Una funcion f es continua en el punto x=a si lim,_,, f(x) = f(a) (SM, 2° Bachillerato,
2010, pp. 230).

Se dice que f es continua en a cuando lim,_, f(x) = f(a) (Vicens-Vives, 2°
Bachillerato, 1999, pp. 210)

Sea f una funcion f real de variable real definida en un entorno de x=a. Se dice que la
funcién f es continua en x=a si se cumple: lim,_, f(x) = f(a) (Vicens-Vives, 2°
Bachillerato, 2009, pp. 183).

Definicion de continuidad en términos del limite expresado en 2
condiciones.

Sea y =f(x) una funcién real definida en un subconjunto D de R. Se dice que la funcién
f(x) es continua en un punto X, interior a D cuando existe el limite de la funcién cuando
X tiende a Xo y, ademas, dicho limite coincide con el valor que toma la funcion en ese
punto, es decir, si se verifica lim,_,,, f(x) = f(xo) (SM, COU, 1980, pp. 221).

Sea | unintervalo de R, y £I—=R una funcion definida en él. Diremos que la funcion f es
continua en un punto a€l, si se cumplen las dos condiciones siguientes: 1. Existe el
lim,_, f(x) = A. 2. A="(a) (Vicens-Vives, COU, 1979, pp. 233).

Definicion de continuidad en términos del limite expresado en 3
condiciones.

Una funcidn real f se dice continua en x=a si se verifican las tres condiciones: a) Existe
f(a), es decir, aeDom(f). b) Existe lim,._,, f(x). ) lim,_, f(x) = f(a) (Santillana, 2°
BUP, 1976, pp. 229).

Se dice que f(x) es continua para x=a (0 en el punto a) si se verifica que: 1) Existe el
limite (no finito) de f(x) para x—a; 2) existe el valor f(a); y 3) los dos numeros
anteriores son iguales lim,._,, f(x) = f(a) (Santillana, 2° BUP, 1991, pp. 135).

Una funcidn f(x) es continua en un punto x=a si se cumple que: 1°. Existe f(a). 2°. Existe
lim,_, f(x). 3°f(a) = lim,_, f(x). (Santillana, 1° Bachillerato, 2008, pp. 232)

Una funcion f(x) es continua en un punto X=X, si se cumple que: 1°. Existe f(xo). 2°.
Existe lim,_,,  f(x). 3° f(xo) = lim,_, f(x). (Santillana, 2° Bachillerato, 2009, pp.
208)
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Sea f una funcion f real de variable real definida en un entorno de x=a. Para que la
funcion f sea continua en el punto a se deben verificar las condiciones siguientes: a)
debe existir lim,_, f(x) . Por tanto, deben existir los dos limites laterales,
limy_q- f(x) ylim,_,+ f(x), y ser iguales. b) Debe existir la imagen f(a). c) El limite
y la imagen deben coincidir: lim,_,, f(x) = f(a) (Vicens-Vives, 1° Bachillerato, 2008,
pp. 248).

= Definiciones ingenuas o poco formales.

Una funcién es continua en un punto si no se presenta ningun tipo de discontinuidad
(Anaya, 1° Bachillerato, 2002, pp. 275y Anaya, 1° Bachillerato, 2008, pp. 275).

Funcidén continua en un intervalo: la grafica puede trazarse sin levantar el 1apiz del
papel (Vicens-Vives, 1° Bachillerato, 1998, pp. 102).

= Definiciones en términos de aproximacién o acercamiento.

Una funcion f(x), definida en x=a, es continua en dicho punto cuando la tasa de
variacién se aproxima a 0 a medida que el incremento de la variable se hace muy
pequefio, es decir, f(a+h)-f(a) se aproxima a 0 cuando h se aproxima a 0. (SM, 1°
Bachillerato, 1996, pp. 173).

Una funcién F es continua en x=a si verifica las siguientes condiciones: 1. F esta
definida en a, es decir, a pertenece a su dominio. 2. Cuando x toma valores muy
cercanos a a, también las imagenes F(x) toman valores muy cercanos a F(a) (Vicens-
Vives, 2° BUP, 1980, pp. 144).

Una funcion f(x), definida en x=a y en un entorno de a, es continua en x=a cuando el
incremento f(a+h)—f(a) se aproxima a cero a medida que la cantidad h se aproxima a
cero. (Vicens-Vives, 1° Bachillerato, 2003, pp. 224)

= Definiciones en términos de ¢-8.

Sea f:D—R una funcidén definida sobre un subconjunto D de R y x,€D. La funcién f se
dice continua en Xo si para todo numero real >0 se puede encontrar un niimero real 6>0
(que, en general, depende de &) tal que |[x —x,| < § y X€ED implica que |f(x) —
f(x0)| < €. (Santillana, COU, 1981, pp. 243).

Sea la funcion f(x) definida en X,. Se dice que f(x) es continua en X, si, para cualquier
valor >0, existe un valor 6>0 tal que para todo x que diste de X, menos que &, su
imagen dista de f(xo) menos que &. (Vicens-Vives, 2° Bachillerato, 2004, pp. 27)

Por ultimo, no se ha considerado la definicion de continuidad en el LT de Anaya
(1987) porque la unica referencia que se ha encontrado es la siguiente:

Limite y continuidad. Las funciones continuas tienen limite en todos sus puntos y ese
limite coincide con el valor de la funcidn en ese punto.
(Anaya, 2° BUP, 1987, pp. 143)
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Figura V.5.1. llustracién de la continuidad utilizando entornos o valor absoluto (SM, 2° de
Bachillerato, 2010).

X—+=d=+—X

Figura V.5.2. llustracion de la continuidad utilizando el limite (Vicens-Vives, 2° de
Bachillerato, 1999).

e
Funcién continua en un intervalo

La gréfica puede trazarse sin levantar el lapiz del papel.

Funcién discontinuaen x = a

1
.

A

f esta definida en a, pero la grafica presenta una fracturaen x =a

Figura V.5.3. Definicion ingenua de continuidad (Vicens-Vives, 1° de Bachillerato, 1998).
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No obstante, ya hemos mencionado que la mayoria de los LT presentan mas de
una caracterizacion de la continuidad, aunque en la mayoria de los casos no
justifican que las distintas definiciones dadas son equivalentes, si bien en muchos
casos parten de la definicion de limite, por lo que no seria necesario al haberlo
establecido previamente. En la Tabla V.5.1 se muestran las distintas definiciones
que muestran los LT para caracterizar la continuidad y si consideran graficas que
ilustren la idea de continuidad. En general se pueden encontrar tres tipos de
graficas en funcion de la caracterizacion principal asignada por el libro de texto:
los LT cuya definicion principal esta enunciada en términos de valor absoluto o
de entornos muestran una grafica que ilustra dichos entornos (Figura V.5.1); los
que parten de las definiciones en términos del limite, muestran una grafica en la
que no aparecen dichos entornos, solo la funcion, como por ejemplo en la Figura
V.5.2; por ultimo, algunos LT lo que hacen es ilustrar las discontinuidades, o la
continuidad frente a la discontinuidad (Figura V.5.3).

Tal y como se observa en la Tabla V.5.1, la caracterizacién que mas aparece es la
que enunciada en términos de existencia del limite y coincidencia con el valor de
la funcidon en el punto, expresada en tres condiciones (21 de los 28 LT la
muestran). No siempre se considera la definicién principal, pues en ocasiones es
una aclaracion de la definicion expresada en los mismos términos pero enunciada
en una sola condicion. No obstante, alguno de los LT que no utilizan estas dos
definiciones, consideran una reformulacion de la misma en dos condiciones, por
lo que podemos considerar que son 25 LT de los 28 los que utilizan alguna
formulacion en términos del limite. Sin embargo, hay tres LT que no la expresan
en términos del limite: el LT de 2° de BUP de Vicens-Vives (1980), el LT de
COU de Santillana (1981) y uno de los LT de 1° de Bachillerato de Vicens-Vives
(1998). Los LT de la LGE (Vicens-Vives, 1980 y Santillana, 1981) utilizan una
definicion mas formal, en términos del valor absoluto o de entornos. Sin
embargo, en el caso del LT de la LOGSE (Vicens-Vives, 1998) no muestra una
definicion formal de continuidad, sino que se limita a considerar e ilustrar la idea
intuitiva (no levantar la el lapiz del papel al dibujar la grafica, Figura VV.5.3). Por
otro lado, solo 11 LT consideran alguna definicion en términos del valor absoluto
0 de entornos, 7 de los cuales son de la LGE, lo que apunta a la idea de una
pérdida de formalidad matematica a lo largo de las legislaciones.
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Periodo LT 1 cond. ;‘égyé% cond. \;?)Igr Entornos Ingenuas Aprox. Gréfica

LGE 2°  Anaya(1977) Vv v v No
BUP Anaya (1987) Parcial No

Sant. (1976) v v No

Sant. (1991) v v No

SM (1977) v v v v No

VV (1980) v v Si

COU Anaya (1989) Vv v v v No

Sant. (1981) v Si

SM (1980) v v Si

VV (1980) v v No

LOGSE 1°  Anaya (2002) v v Si
Bach. Sant. (1996) v v v No

SM (1996) v v v Si

VV (1998) v Si

VV (2003) v v v v Si

2°  Anaya(2003) v v Si

Bach. Sant. (1997) v v v v v Si

SM (2001) v v v v Si

VV (1999) v v v Si

VV (2004) v v v v Si

LOE 1°  Anaya (2008) v v Si
Bach. Sant. (2008) v No

SM (2008) v v Si

VV (2008) v v No

2°  Anaya(2009) Vv v Si

Bach. Sant. (2009) v No

SM (2010) v v v Si

VV (2009) v v No

Tabla V.5.1. Caracterizaciones de la continuidad en los LT. Utilizacion de gréficas.

Por otro lado, existen algunas particularidades en los LT. EI LT de Vicens-Vives
(1980) de COU también la escribe en términos de sucesiones, pero es el Unico
que hemos encontrado que lo hace asi, y no lo hemos recogido en la tabla. En
cuanto al LT de Anaya (1987), hemos registrado que enuncia la definicion en
términos del limite, 1 condicion, pero de forma parcial, ya que la forma de
expresarlo no se ajusta al enunciado usual, tal y como se expuso anteriormente:

Limite y continuidad. Las funciones continuas tienen limite en todos sus puntos y ese
limite coincide con el valor de la funcidn en ese punto. (Anaya, 2° BUP, 1987, pp. 143)

Esta diversidad de notaciones influye en las justificaciones que se pueden
considerar para resultados posteriores. Por ejemplo, si no se consideran las
definiciones en términos de entornos o valor absoluto, dificilmente se podran
considerar justificaciones que utilicen dichos recurso, como se puede ver mas
adelante en la justificacion de la continuidad de las funciones identidad y
constante en libros que han utilizado definiciones diferentes.
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En la Tabla V.5.2 se observa que los resultados asociados a las operaciones con
funciones continuas se demuestran en mayor numero en el periodo de la LGE,
desapareciendo practicamente, excepto algunos ejemplos puntuales, en la
LOGSE y en la LOE. Ademas, apenas se pueden comparar justificaciones entre
legislaciones, dado que, a excepcién de la suma de funciones continuas y la
continuidad de las funciones constante e identidad, que se justifican en un LT de
LGE y uno LOE, y la de la funcién polindmica, que se justifica en un LT de LGE
y otro de LOGSE, el resto de resultados se justifican en LT de un periodo
unicamente. Hay que sefialar que en los unicos LT de la LGE que no se justifica
es en los LT de 2° de BUP de finales del periodo, es decir, en al Anaya (1987) y
en el Santillana (1991).

LGE LOGSE LOE

Suma Anaya 2° (1977) SM 2° (2010)
Santillana 2° (1976)
SM 2° (1977)

VV 2°(1980)
Composicion Anaya 2° (1977)
Santillana 2° (1976)
SM 2° (1977)
SM COU (1980)
VV 2°(1980)
Diferencia Santillana 2° (1976)
Producto Santillana 2° (1976)
Funcidn constante Santillana 2° (1976) VV 2°(2009)
Funcién identidad Santillana 2° (1976) VV 2°(2009)

Funcién afin Santillana 2° (1976)

Funcién polindmica Santillana 2° (1976) VV 2° (2004)
Funcién reciproca Santillana 2° (1976)

Funcioén potencial Santillana 2° (1976)

Producto por constante VV 2°(1980)

Funcién monomica VV 2° (2004)
Valor absoluto VV 2° (1999)

Cociente VV 2° (2004)
Funcion racional VV 2° (2004)

Tabla V.5.2. LT que justifican resultados asociados a las operaciones con limites y a la
continuidad de funciones elementales.

Hay que sefialar también que las propiedades de las funciones continuas son
facilmente justificables una vez establecida la teoria de limites, dado que son
similares a las propiedades sobre limites de funciones. Ademas, en el caso de la
continuidad, lo Unico que se afiade a la definicion de limite es que la funcion esta
definida en el punto considerado y que coincide con el valor del limite. Asi pues,
las propiedades de la continuidad se deducen facilmente de las de limites, pues
Unicamente se afiade el valor de la funcion en el punto, ya que con las
propiedades de los limites ya se ha justificado la parte relativa al limite.Esto
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significa que, por un lado, se puede considerar que las propiedades de las
funciones continuas en un punto son demasiado evidentes y no es necesario
justificarlas. Por otro, desde el punto de vista de la demostracion, estas
propiedades ofrecen una buena oportunidad de mostrar un razonamiento
matematico formal, adecuado al nivel educativo en el que nos encontramos y que
ofrece una mayor vinculacion de la definicion de limite funcional y de
continuidad de una funcion en un punto.

El hecho de ser propiedades facilmente justificables a partir de las propiedades
del limite provoca dos sucesos: en primer lugar, todos los LT de 2° de BUP que
justifican estas operaciones, justifican la suma y la composicion, dado que la
suma es un representante de las operaciones aritméticas, y la composicion
complementa dichas operaciones, y juntas permiten obtener cualquier funcion a
partir de las funciones bésicas elementales. En segundo lugar, casi todas las
justificaciones ofrecidas para este tipo de resultados son EP axiomaticos.

Ejemplo. Si f y g son continuas en a = ifr_?gf{'xj = f(a), v J'fglg{x,l = gfa), y. por tanto:

lim(f + g)(x)= lim{f(x) + glx)) = f(a) + 9a) = (/ + gXa), Io cual indica que f + g es

continua en x = a.

Figura V.5.4. Justificacion de la continuidad de la suma (SM, 2010, pp. 232).

En el caso de la continuidad de la suma de funciones continuas, ésta se justifica
en cuatro libros de la LGE de 2° de BUP (Anaya, 1977; Santillana, 1976; SM,
1977 y Vicens-Vives, 1980) y en un LT de 2° de Bachillerato de la LOE (SM,
2010). En general, en los LT se enuncian todas las operaciones juntas y, en
algunos, se justifica una a modo de ejemplo, que suele ser la suma. En todos
ellos, la justificacion utilizada es un EP axiomatico. En general, la justificacion
utilizada en la mayoria de los textos se basa en aplicar la suma de limites para
establecer la suma de funciones continuas, tal y como se observa en la Figura
V.5.4, que es la justificacion que presenta el LT de 2° de Bachillerato de 2° de
SM (2010). En este caso, la etiqueta de ejemplo se utiliza porque en el LT se
indica que las operaciones con funciones continuas se justifican utilizando las
operaciones con limites y que sélo se muestra una a modo de ejemplo, en este
caso, la suma.

Los LT de Anaya (1977) y SM (1977) presentan una justificacion similar, basada
en la aplicacion de la suma de limites. Se trata de justificaciones cuyas funciones
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principales son la de verificacion y comunicacion, ya que se ofrecen a modo de
ejemplo de demostracién de una operacién con funciones continuas, y que con un
proceso analogo, se podran justificar también las otras operaciones. En los LT de
SM (2010) y Anaya (1977) se reconoce el proceso como justificacién, ya que se
indica que se justifica o se etiqueta como demostracion. En SM (1977) cambia la
tipografia pero no se hacen alusiones a la demostracion. El sistema de
representacion utilizado es principalmente el simbdélico (o formula), aunque se
utilizan conectores verbales que facilitan seguir el razonamiento. No se presentan
graficas. En todos se indica que se deducen de las propiedades de los limites,
pero no se explica globalmente el proceso en ningun LT. En cuanto al significado
de la propiedad, ésta se utiliza para establecer la continuidad de funciones
obtenidas a partir de combinacién de funciones elementales bésicas cuya
continuidad se conoce o establece posteriormente. La distincidn entre enunciado
y justificacion es principalmente tipografica y no se indican otras vias de
justificacion.

No obstante, dos de los LT de 2° de BUP, Santillana (1979) y Vicens-Vives
(1980), presentan algunas variaciones frente a los comentarios expuestos
anteriormente. En primer lugar, el LT de Santillana (1976) justifica que la
funcion esta definida en el punto considerado, aspecto que no es justificado en el
resto de LT (Figura V.5.5). Esto puede deberse a que en el tratamiento de
funciones ya se haya justificado que la suma de dos funciones definidas en un
punto esta definida en dicho punto, o porque los editores de los LT consideren
que es algo evidente. Una vez establecido esto, aplica la suma de limites, como
en los otros LT.

Si f es continua en x = a, entonces a € Dom (f); analogamen-
te ae Dom (g), luego

ae Dom (f)N Dom (g) = Dom (f +'g)

Por tanto f + g esta definida en x = a.

Figura V.5.5. Justificacion de la definicién de f+g en a (Santillana, 1976, pp. 231).

En el caso del LT de Vicens-Vives (1980), se indica que lo que se presenta no es
una demostracion, sino unas indicaciones (Figura V.5.6). No obstante, estas
indicaciones orientan hacia una demostracion matematica por lo que hemos
clasificado el razonamiento como EP axiomatico. En relacién a las funciones de
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la demostracion, considerariamos la comunicacién y la verificacion: la primera,
puesto que existe dicha intencion al dar ciertas pautas para establecer dicha
demostracion (en caso contrario no se indicaria nada); por otro lado,
consideramos la verificacion, puesto que las indicaciones van en la linea de
comprobar, demostrar. Sin embargo, en este caso no podemos considerar la
funcion de explicacidn puesto que las indicaciones dadas no son nada intuitivas a
la hora de percibir que el resultado es cierto, y la tarea que queda para el lector
no es nada trivial.

Sin pretender hacer la demostracién, hagamos algunas indicaciones:

Dado un entorno de radio ¢ del punto (F + G)(a), podremos determinar dos

de a, de modo que: entornos A, y A,

"

F(A,) esté incluido en un entorno de F(a) de radio

G(A;) esté incluido en un entorno de G(a) de radio

Nos N

Se comprobaria, finalmente, que en ¢l menor de los dos entornos Ay A, las imdgenes mediante
F + G pertenccerian necesariamente al entorno de radio ¢ de (F - G)(a).

Figura V.5.6. Suma en Vicens-Vives (1980, pp. 150).

La otra propiedad que mas se justifica en los LT, y que suele acompariar a la
suma, es la continuidad de la composicion de funciones continuas. Sin embargo,
esta propiedad sélo se justifica en los LT de la LGE; en concreto, en los mismos
LT de 2° de BUP en los que se justificaba la suma (Anaya, 1977, Santillana 1976,
SM, 1977 y Vicens-Vives, 1980) y uno de los LT de COU (SM, 1980). En todos
ellos se justifica mediante un EP axiomatico.

En efecto: sea E un entorno de (g < f)(a) = g(f(a)); como g es
continua en f(a), g~ *(E) = E, es un entorno de f(a), y como
f es continua en a, f ~'(E,) = E; ¢es un entorno de a (Fig. 5);
entonces por la propiedad estudiada en el apartado 12.6.

del tema 1 se tiene: (g o f) " X(E) = f "' (g" '(B)) = f"'(E) = E,.

Hemos visto, pues, que la imagen reciproca de todo entorno
de g(f(a)) es un entorno de a; luego aplicando el teorema 2.2.,
gof es continua en x = a.

Figura V.5.7. Justificacion de la composicion de la continuidad de funciones (Santillana,
1976, pp. 232y 233).

Se observan dos demostraciones diferentes por el modo utilizado. La de modo
analitico, que utiliza que la propiedad de la composicion en limites y se lo aplica
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al caso de las funciones continuas (Anaya, 1977 y SM, 1977) y la de modo
directo, que utiliza la definicién de continuidad expresada en términos de
entornos, como en el ejemplo de la Figura V.5.7 (el resto de LT).

Por lo demaés, son justificaciones que presentan caracteristicas similares a las
justificaciones de la suma de funciones continuas.

Aunque no vamos a dar la demostracion del teorema, sin embargo, intuitivamente, la
justificacion es muy elemental, puesto que, al ser f continua, su grafica se puede trazar sin
levantar el lapiz del papel, pero como la grafica de f* es la simétrica de la de f respecto de la
bisectriz del primer y tercer cuadrante, resulta que la grafica de f* a efectos de continuidad
tendréa el mismo caracter que la de f; luego si f es continua, también lo sera f* (Figs.6 y 7)

f es continua en x = a

S~ es también continua en x = f(a)

A P
far-A s -
[ 57 )5 ;4
[
- /T/_——} > //,~«=- 9
> ey d
v, f(a) g -
7 f; / / L
/ | S /
/7 | // "/
(Fig. 6) // -

(Fig. 7)

Figura V.5.8. Justificacion de la continuidad de la funcién reciproca (Santillana, 1976, pp.
233).

El resto de propiedades se justifican a lo sumo en dos LT de la muestra, por lo
que no se pueden establecer comparaciones de forma general entre editoriales o
periodos legislativos, ya que son casos puntuales. Por ejemplo, la mayoria de las
otras propiedades que se justifican aparecen en el LT de 2° de BUP de Santillana
(1976), que justifica la diferencia, el producto, la continuidad de las funciones
constante, identidad, afin, polinémica, reciproca y potencial. Todas estas
justificaciones son EP axiomaticos con caracteristicas similares a las de la suma
o0 la composicion, excepto la justificacion de la funcién reciproca, en la que se
utiliza un EP inductivo de varios casos (Figura V.5.8), o la de la funcion
potencial, que se justifica con un EP inductivo de 1 caso. En este caso, se ha
clasificado como EP inductivo de un caso porque justifica la continuidad del caso
general x" mostrando un ejemplo, x°. Sin embargo, la continuidad de x* se
justifica mediante un EP axiomatico (aplicando al producto de dos funciones
identidad la propiedad del producto de funciones continuas).

243



Laura Conejo Garrote

Otro caso especial es el de la justificacidon de la continuidad del producto de una
funcidn continua por una constante del LT de 2° de BUP de Vicens-Vives (1980),
en el que se utiliza la dnica prueba preformal que hemos encontrado en los
teoremas de continuidad en toda la muestra. Aunque la hemos clasificado como
prueba preformal, sélo se reduce la abstraccion en parte: es decir, en el LT se
establece, al final de la justificacion, que cualquier funcién de la forma r-F,
donde F es una funcién continua en un punto y r un nimero real, sera continua
en dicho punto. Sin embargo, lo ha probado para el caso concreto en que r=3, de
forma que asi puede representar graficamente una funcidén cualquiera y la
obtenida al multiplicar por 3 (Figura V.5.9). No obstante, en el grafico solo se
presentan las dos graficas, el resto de la demostracion (que es analitica, pues
aplica la definicion de continuidad en términos de entornos) se hace de forma
verbal.

aF[a]

Fla][

Figura V.5.9. Imagen para ilustra la continuidad del producto de una funcién por una
constante (Vicens-Vives, 2° BUP, 1980, 151).
También otros resultados se justifican en un solo texto de toda la muestra: la
continuidad de la funcién mondmica, del cociente de funciones continuas y de las
funciones racionales en Vicens-Vives (2004) y la continuidad de la funcion valor
absoluto en Vicens-Vives (1999).

Por otro lado, se pueden comparar justificaciones de distintos periodos para el
caso de la funcion polindmica, que se justifica en Santillana (1976) y en Vicens-
Vives (2004) y para la continuidad de las funciones constante e identidad, que se
justifican en Santillana (1976) y en Vicens-Vives (2009). En los casos de las
funciones constante e identidad se observan dos justificaciones diferentes, que
dependen de la caracterizacion de la continuidad. En Santillana (1976) utilizan la
caracterizacion de la continuidad expresada en términos del valor absoluto
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(Figura V.5.10) y en el LT de Vicens-Vives (2009), la definicion expresada en
tres condiciones (existencia del limite, definicion en el punto, y coincidencia del
limite y el valor de la funcién en el punto) como se ve en la Figura V.5.11. Es
claro que el LT de la LGE trata el concepto de continuidad con mayor nivel de
rigor matematico y, sin embargo, el LT de la LOE no enuncia siquiera el limite
en términos de &-8, por lo que una justificacion como la del Santillana (1976)
seria imposible. Desde el punto de vista del alumno, es méas sencilla, pues
requiere menos abstraccion, la justificacion del LT de Vicens-Vives (2009).

5.1. Toda funcién constante es continua en cualquier punto. ‘ ‘r
Sea f:R—— R la funcién constante de valor ¢, es decir, TE,
Vae R f(x) = ¢, y sea a un punto arbitrario. Si tomamos & > 0, - T
eligiendo & = & > 0, entonces si |x — a| < § se tiene que N [ ]!
|
x)=fla)=lc=¢c=0<c¢ L L Y
£ = f@| = e = e
La grafica de la funcion constante de valor ¢ (Fig. 8) muestra
que efectivamente f es continua en cualquier punto. (Fig. 8)
Funcion constante de valor ¢
5.2. La funcion identidad 1, es continua en todo punto. ”
4
E, 3
En efecto: sea el punto x = a.Dados > 0,ytomandod = ¢ > 0 i sl l
se tiene que si |x — a| < & entonces by : l
[1ax) — 1p(@)| = |x —a| <d=¢ Lo 5
5 ! ! ! E, = ELL
luego 1, es continua en x = a. ey P
La grafica de la funcién lg, dada por Ig(x) =x o y =x, de
la figura 9 muestra la continuidad de dicha funcion. (Fig. 9)

Figura V.5.10. Justificacién de la continuidad de las funciones contante e identidad
(Santillana, 1976, pp. 234).

1. Una funciéon constante f(x) = k, & € IR, es continua en un punto a cual-
quiera de su dominio, IR, ya que se verifica:

a) lim f(x)= lim k =k b) fla)=k ¢) lim filx) = fla) =k

X—a L= x—=a

2. La funcién identidad f(x) = x es continua en un punto e cualquiera de
su dominio, IR, pues se cumple:

a) lim fix)= lim x=a b) fla)=a ¢) limflx)=fla)=a
I=a r—a x—da
Figura V.5.11. Justificacion de la continuidad de las funciones contante e identidad
(Vicens-Vives, 2009, pp. 185).
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En el caso de la continuidad de la funcion polindmica, ambos LT, Santillana
(1976) y Vicens-Vives (2004), presentan el mismo razonamiento: las funciones
polinbmicas son continuas por ser suma de funciones continuas, tras haber
establecido la continuidad de las funciones mondmicas en un caso (Vicens-
Vives, 2004) y de las funciones potenciales y del producto de funcion por
constante en el otro (Santillana, 1976). La diferencia es que en el texto de
Vicens-Vives, el razonamiento se expresa en una linea contenida en el
enunciado, y el caso de Santillana, se razona cada paso.

No abundamos en las justificaciones relacionadas con estas propiedades, dado
que al tratarse de pocos libros los que las presentan, no se pueden establecer
patrones de comportamiento relacionados con las editoriales o los periodos
legislativos. Sin embargo, es cierto que la mayoria de las justificaciones se
encuentran en los LT de la LGE, y entre ellos, en los méas antiguos,
desapareciendo un tanto de los LT de LOGSE y LOE. Ademas, las que aparecen
en estos dos periodos, son generalmente mas sencillas y menos rigurosas que las
de sus predecesores. Por otro lado, se observa un cambio en el nivel educativo en
el que aparecen estas justificaciones: en la LGE, estas propiedades se
demostraban en 2° de BUP (el equivalente a 4° de la ESO actualmente) y en la
LOGSE vy la LOE, en 2° de Bachillerato, el ultimo nivel educativo antes de la
universidad.

V.6. TEOREMAS DE CONTINUIDAD EN ENTORNOS E
INTERVALOS

Los teoremas de continuidad Unicamente se encuentran y, por tanto, son
susceptibles de ser demostrados, en el Ultimo curso preuniversitario, es decir, en
COU para la LGE y en 2° de Bachillerato para la LOGSE y la LOE. Los
teoremas mas importantes relacionados con la continuidad son el teorema de
Bolzano, el teorema de Weierstrass y el teorema de los valores intermedios, o de
Darboux, algo que ya consideraba Spivak (1981) al denominarlos los Tres
teoremas fuertes de continuidad. No obstante, algunos libros de texto enuncian
también otros resultados relacionados con la continuidad, aparte de los tres
indicados anteriormente. Algunos de ellos son teoremas previos, necesarios para
la demostracion de los tres teoremas fuertes, y otros, corolarios de éstos Gltimos.
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En este apartado se recoge el andlisis de todos estos teoremas, organizados en
dos subapartados: en el primero, se muestra el anélisis de los tres teoremas de
continuidad, que se describe con mayor detalle por aparecer estos teoremas en
todos los libros de la muestra; en el segundo, el analisis de aquellos otros
resultados que complementan a los tres teoremas fuertes de continuidad.

V.6.1. Los tres teoremas fuertes de continuidad

Antes de acometer el andlisis detallado para cada teorema de los descritos, se
describen algunas observaciones generales sobre el tratamiento de estos teoremas
en los LT. En primer lugar, es llamativo el hecho de que no todos los LT
expongan los teoremas en el mismo orden. Ademas, la nomenclatura para
referirse a los teoremas y los enunciados utilizados tampoco son iguales en todos
los libros. En la mayoria de los libros de texto se considera el orden Bolzano-
Darboux-Weierstrass, exceptuando en los siguientes LT:

e En el LT de la LGE de SM (1980), en el que considera el orden
Weierstrass, Bolzano y Darboux.

e Enel LT de la LOGSE de Vicens-Vives (2004), en el que considera el
orden Weierstrass, Darboux y Bolzano. Ademas, este LT titula primer
teorema de Weierstrass al propio teorema de Weierstrass y segundo
teorema de Weierstrass a una variacion del teorema de Darboux, ya que
considera los valores intermedios entre el minimo y el maximo. Después
presenta Bolzano como consecuencia de su segundo teorema de
Weierstrass.

En ambos casos, la sistematizacion no es correcta. Desde el punto de vista
matematico, una correcta sistematizacion exige que el teorema de Darboux se
enuncie después de Bolzano, ya que su demostracion se apoya (se fundamenta)
en este Ultimo, y si se enuncia en los términos de maximo y minimo, después de
Weierstrass. El orden de Bolzano y Weierstrass es irrelevante, aunque
cronoldgicamente es anterior el primero. En este estudio se presenta el anélisis en
el orden que mas adelante se propone como el mas idoneo tanto desde el punto
de vista matematico como del didactico.
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En cuanto a los titulos utilizados y los enunciados mostrados en los libros de
texto, se observa cierta diversidad, sobre todo para el teorema de Darboux. Este
hecho tiene importancia para el estudio de la demostracion, pues como indican
Ibafies y Ortega (2001a), los esquemas de prueba dependen en parte de los
enunciados utilizados para formular el teorema. Para facilitar la comparacion, se
recogen en tablas los enunciados y nomenclaturas utilizados. Cada tabla consta
de cuatro columnas: en la primera columna aparece el LT al que hacemos
referencia; en la segunda, el titulo que el LT asigna al teorema (cuando le asigna
un titulo) y que acomparia al enunciado; en la tercera, el titulo del epigrafe en el
que se encuentra (que cobra gran importancia en los textos en los que no se
asigna un titulo al teorema); y por altimo, en la cuarta columna se transcribe el
enunciado que propone el libro de texto en cuestion. Como es habitual en la
presente memoria, cada tabla esta codificada en los colores correspondientes al
periodo legislativo al que corresponden.

Teorema de Bolzano
COU (LGE)
LT Titulo Epigrafe Enunciado
Anaya 1989 | Teorema de | Continuidad en | Si f es continua en [a, b]JcR y signo de f (a) #
Bolzano un intervalo signo de f (b), entonces existe un nimero se(a, b)
tal que f (s)=0.
Santillana Teorema de | Teorema de | Sea f una funcion continua en el intervalo [a, b] tal
1981 Bolzano Bolzano que f toma valores de signos distintos en los
extremos a y b del intervalo. Entonces existe & tal
quea<g<byf () =0.
SM 1980 Teorema de | Propiedades de | Si la funcion f (x) es continua en el intervalo
Bolzano las  funciones | cerrado [a, b] y ademas signo f (a) # signo f (b),
continuas en un | entonces la funcién se anula, por lo menos, en un
intervalo punto interior al intervalo [a, b].
cerrado
Vicens- Teorema Signo de wuna | Sif: [a, b] >R es continuaen [a, b] y sg f(a) # sg
Vives 1979 (del cambio | funcidén f(b), existe por lo menos un punto c€]a, b[ para el
de signo) continua que f (c)=0.

Tabla V.6.1.1. Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de Bolzano en
los LT de COU de la LGE.
Enlos LT de la LGE (Tabla V.6.1.1), todos los LT, excepto Vicens-Vives (1979)
llaman a este teorema como “teorema de Bolzano”. En el caso de Vicens-Vives
(1979) lo llama teorema del cambio de signo, titulo que da una idea del contenido
del teorema. Se observa que las identificaciones de los apartados de los libros de
texto en los que se enuncian son diferentes, pero esto depende de las
agrupaciones de contenidos que hayan realizado los editores de los libros, aunque
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no tiene especial relevancia (al estar en todos los casos el teorema identificado
por su nombre).

En cuanto a los enunciados, las diferencias que se observan son:

La forma de escribir la hipotesis en la que se indica que f(a) y f(b) tiene
signo distinto: se utiliza la abreviatura de signo, sg, o se describe de forma
verbal. Esta notacion permite considerar ambos casos (f(a)<0 y f(b)>0 o
viceversa) de forma compacta, en una sola expresion.

En dos de los LT se especifica que pueden existir mas de un punto en el
que se anule la funcion (SM, 1980 y Vicens-Vives, 1979), pero no en los
otros dos LT. Deberian realizar esa especificacion, pues en caso contrario,
un alumno que esté aprendiendo puede deducir que el punto que cumple
dicha condicidn es unico y solo puede existir uno.

Todos los LT enuncian el resultado en la forma “si...entonces...” excepto
en Santillana (1981), que utiliza la forma “sea” para describir las
hipbtesis. La diferenciacion entre hipotesis y tesis es mas clara con la

forma “si...entonces...” y es la que deberia usarse en los enunciados
(Ibafies y Ortega, 2001a).

Cada LT se refiere a los intervalos con diferentes matices: para indicar el
intervalo cerrado, algunos LT utilizan Unicamente la notacion simbdlica
“[a, b]” (Anaya, 1989 y Vicens-Vives, 1979), otro especifica que es un
intervalo (Santillana, 1981), y otro, indica también que es cerrado incluso
(SM, 1980). En general, para los intervalos abiertos usan la notacion “(a,
b)”, pero Vicens-Vives (1979) utiliza “Ja, b[*.

En cuanto a los LT de LOGSE (Tabla V.6.1.2), todos llaman a este teorema
“Teorema de Bolzano”, bien sea en el titulo propio del teorema (aunque Anaya,
2003 y Santillana, 1997, no lo etiquetan como tal) o en el titulo del epigrafe, a

excepcion del LT de Santillana (1997) que lo titula “teorema de los ceros de
Bolzano”, que aunque no es el enunciado mé&s habitual, aporta algo de
informacion sobre el contenido del teorema.

Se observan algunos comportamientos similares a los vistos en los LT de LGE.

En relacion a la forma de expresar la hipotesis sobre el signo de f(a) y f(b),
la mayoria de los LT escriben formulas similares a las de sus
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predecesores, indicando que el signo es diferente, pero el LT de SM
(2001) lo indica mediante un producto, f(ag)-f(by)<0. El LT de Vicens-
Vives (2004) también utiliza esa expresion, pero como aclaracion de tener
signos distintos en los extremos. Es una forma mas abreviada de escribir
la condicion del signo, pero requiere que los alumnos interpreten que
dicho producto negativo equivale a que se toman signos distintos en
ambos extremos.

Los LT de Santillana (1997), SM (2001) y Vicens-Vives (2004) indican
que existe al menos un punto, lo que abre la posibilidad de que sean
varios. Por el contrario, Anaya (2003) lo expresa diciendo “existe c€...” y
Vicens-Vives (1999) utiliza el articulo “un”, que podria inducir a pensar
que el valor que cumple el teorema ha de ser necesariamente Gnico.

En este caso, todos los LT enuncian el resultado en la forma

29

“si...entonces...
coma. Como deciamos anteriormente, utilizar la formula completa

, aunque SM (2001) suprime ‘“entonces” y utiliza una

“si...entonces” ayuda a distinguir entre las hipotesis y las tesis.

También la notacién utilizada para los intervalos es uniforme en todos los
LT.

Teorema de Bolzano

2° de Bachillerato (LOGSE)

LT Titulo Epigrafe Enunciado
Anaya 2003 | Sin titulo Teorema de | Si f(x) es continua en [a, b] y “signo de f(a)#signo
Bolzano de f(b)”, entonces existe CE(a, b) tal que f(c)=0.
Santillana Enunciado Teorema de los | Si y=f(x) es continua en [a, b] y f(a) tiene distinto
1997 ceros de | signo que f(b), entonces existe al menos un punto
Bolzano c€(a, b) tal que f(c)=0.
SM 2001 Teorema de | Teorema de | Si f(x) es una funcién continua en el intervalo
Bolzano Bolzano cerrado [ag, bo]cR Yy f(ag)-f(be)<0, existe al menos
un numero s€(ay, bo) tal que f(s)=0.
Vicens- Teorema de | Teorema de | Si f es continua en un intervalo cerrado y acotado
Vives 1999 Bolzano Bolzano y sus | I=[a, b] y el signo de f(a) es distinto del signo de
consecuencias f(b) entonces existe un nimero a en el interior de I,
a<a<b, tal que f(a)=0.
Vicens- Teorema de | Teorema de | Si la funcion f(x) es continua en [a, b] y es positiva
Vives 2004 | Bolzano Bolzano en un extremo del intervalo y negativa en el otro (lo
que equivale a f(a)-f(b)<0), entonces existe al
menos un punto del intervalo (a, b) donde la
funcion se anula, es decir, 3c€(a, b) tal que f(c)=0.

Tabla V.6.1.2. Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de Bolzano en
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En cuanto a los LT de la LOE (Tabla V.6.1.3), los titulos de teorema (los que los
etiquetan) vy los titulos de los epigrafes son iguales en todos los LT: teorema de
Bolzano, con lo cual no existen diferenciaciones que puedan inducir a error entre
los distintos LT.

Teorema de Bolzano

2° de Bachillerato (LOE)

LT Titulo Epigrafe Enunciado

Anaya 2009 | Sin titulo Teorema de | Si f(x) es continua en [a, b] y signo de f(a)#signo

Bolzano de f(b), entonces existe c€(a, b) tal que f(c)=0.

Santillana Sin titulo Teorema de | Si una funcion f(x) es continua en un intervalo [a,

2009 Bolzano b] y el signo de f(a) es distinto del signo de f(b),
entonces existe al menos un nimero c€(a, b) tal
que f(c)=0.

SM 2010 Teorema de | Teorema de | Si f es una funcidn real y continua en un intervalo

Bolzano Bolzano cerrado [a, b] y, ademads, signo f(a) #signo f(b),

entonces existe al menos un c€(a, b) tal que f(c)=0.

Vicens- Teorema de | Teorema de | Sea f una funcion continua en un intervalo cerrado

Vives 2009 Bolzano Bolzano [a, b] y que toma valores de signo contrario en los
extremos a y b del intervalo. Entonces existe al
menos un punto c&(a, b) tal que f(c)=0.

Tabla V.6.1.3. Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de Bolzano en

los LT de 2° de Bachillerato de la LOE.

En cuanto a las observaciones para este periodo:

También se observan diferentes grados de verbalizacion de los objetos
matematicos: la funcion se puede expresar s6lo con funcion simbdlica o
indicandolo también verbalmente; lo mismo para el intervalo cerrado y
acotado [a, b]...

La hipotesis del signo se expresa de forma verbal, indicando
explicitamente que los signos son distintos en todos los LT.

Todos los LT indican que existe “al menos un...”, lo que abre la
posibilidad de méas de un punto, a excepcion de Anaya (2009), que al
coincidir con Anaya (2003), utiliza la misma notacion que su predecesor.

Todos los LT utilizan la formula “si...entonces...”, excepto Vicens-Vives

(2009), que sustituye “si” por “sea”, aunque mantiene el “entonces”.

Aunque existen algunas diferencias entre los enunciados e identificaciones del
teorema de Bolzano en los distintos LT de la muestra, en general, se observan
patrones diferentes, y permite a los alumnos identificar el resultado en cualquiera
delos LT.
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En cuando al teorema de Weierstrass, se observan mas diferencias en algunos
periodos. Por ejemplo, en los LT de la LGE (Tabla V.6.1.4), los titulos que se
asignan al teorema son “teorema de Weierstrass” en Anaya (1989) y SM (1979),
“teorema (del maximo Yy minimo absoluto)” en Vicens-Vives (1979), y no se
asigna titulo al teorema, pero el epigrafe se llama teorema de Bolzano-
Weierstrass en Santillana (1981).

Teorema de los extremos de Weierstrass
COU (LGE)
LT Titulo Epigrafe Enunciado
Anaya 1989 Teorema de | Continuidad y | Una funcién f, continua en [a, b] alcanza su
Weierstrass | acotacion maximo y su minimo en dicho intervalo. Es
decir, existen sendos nimeros ¢ y d del
intervalo para los cuales se cumple que
f(d)<f(x)<f(c), para todo x€[a, b]
Santillana Sin titulo Teorema de | Si una funcion f es continua en [a, b], entonces
1981 Bolzano- existe un punto éJa, b] tal que para todo x€[a,
Weierstrass b], f(x)<f(§).
Sea f una funcién continua en [a, b]; entonces,
existe un punto éJa, b] tal que para todo x€[a,
b], f()<f(x). Es decir, si f es continua en un
intervalo cerrado [a, b], entonces f alcanza un
minimo absoluto en [a, b].
SM 1980 Teorema de | Propiedades de las | Si una funcion f(x) es continua en un intervalo
Weierstrass | funciones cerrado [a, b] entonces la funcién admite un
continuas en un | Maximo y un minimo.
intervalo cerrado
Vicens-Vives | Teorema Acotacion de una | Sif: [a, b] =R es continua en [a, b], alcanza en
1979 (del maximo | funcién continua | [a, b] un maximo y un minimo absolutos.
y  minimo | en un intervalo
absolutos) cerrado

Tabla V.6.1.4. Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de
Weierstrass en los LT de 2° de Bachillerato de la LGE.

En cuanto a los enunciados:

e El enunciado utilizado en Anaya (1989) es de hipotesis y tesis mezcladas,
lo cual dificulta ain maés la distincion entre las hipdtesis y la tesis del
teorema. Ademas, se expresa de dos formas, primero indicado que se
alcanzan el méximo y el minimo, y luego reformulando dicha tesis para
expresarlo con lenguaje mas simbolico. El resto de LT enuncia el teorema
utilizando la forma “si...entonces...”. Sin embargo, Santillana (1981) lo
enuncia en dos partes, como si fueran dos teoremas, uno para el maximo y
el otro para el minimo. Ademas, para el minimo hace una reformulacion
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del primer enunciado, de forma que se emplea un lenguaje mas verbal que
en el primero (al contrario de lo que hacia Anaya).

e Al igual que en el teorema de Bolzano, algunos libros precisan méas los
simbolos matematicos, como la funciéon (usan sélo “f(X)” o indican “la

funcion ), o los intervalos ([a, b] frente a “el intervalo cerrado [a, b]”).

e En ningun caso se indica que el minimo o el maximo absoluto se puedan
alcanzar en mas de un punto del intervalo, y algunos LT (Anaya, 1989 y
Vicens-Vives, 1979) no precisan que el maximo y el minimo al que se
refieren son absolutos.

Teorema de los extremos de Weierstrass

2° de Bachillerato (LOGSE)

LT Titulo Epigrafe Enunciado
Anaya 2003 | Sin titulo Teorema de | Sifes continuaen [a, b], entonces tiene un maximo
Weierstrass y un minimo absolutos en ese intervalo. Es decir,

existen sendos nimeros, ¢ y d, del intervalo [a, b]
para los cuales se cumple que: cualquiera que sea
x€[a, b] es f(d)<f(x)<f(c).

Santillana Enunciado Teorema de | Si y=f(x) es continua en [a, b], alcanza un maximo
1997 los extremos | y un minimo absolutos en [a, b].

absolutos  de
Weierstrass

SM 2001 Sin titulo. En | Ma&ximo y | Un resultado importante sobre funciones continuas
el texto, | minimodeuna | es el teorema de Weierstrass. Este teorema
teorema de | funcion establece que toda funcién continua en un intervalo
Weierstrass cerrado [a, b] alcanza su maximo y su minimo

dentro de este intervalo.

Vicens- Teorema de | Teorema de | Si f es continGan en I=[a, b], cerrado y acotado,

Vives 1999 | Weierstrass Weierstrass entonces f alcanza un maximo y un minimo

absolutos sobre 1.

Vicens- Primer Primer Si la funcién f(x) es continua en un intervalo

Vives 2004 | teorema de | teorema de | cerrado [a, b], entonces en este intervalo existe al
Weierstrass Weierstrass menos un punto en el que la funcién alcanza un

(teorema del | (teorema del | valor maximo, y al menos otro punto en el que la
valor méaximo) | valor maximo) | funcién tiene un valor minimo, es decir: 3x,, X,€][a,
b] tales que f(x;) <f(x)<f(x,) ¥x€[a, b]

Tabla V.6.1.5. Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de
Weierstrass en los LT de 2° de Bachillerato de la LOGSE.
En cuanto a los LT de la LOGSE (Tabla V.6.1.5), se observa que los titulos
de los epigrafes son diferentes en casi todos los LT (Anaya, 2003 y Vicens-
Vives, 1999, lo titulan teorema de Weierstrass). También los titulos de los
teoremas son diferentes: en algunos no incluyen el titulo (Anaya, 2003 y
Santillana, 1997), SM (2001), otros insertan el titulo en el texto, y Vicens-
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Vives (2004) lo llama primer teorema de Weierstrass y matiza con “teorema

del valor maximo”.

En relacién a los enunciados:

Todos los LT menos SM (2001) utilizan la férmula “si...entonces”,
aunque en Santillana (1997) el “entonces” ha sido sustituido por una
coma. Por su parte, SM (2001) formula un enunciado con tesis e
hipdtesis mezcladas.

Todos los LT indican que la funcién “tiene” o “alcanza” un maximo o
un minimo absolutos en el intervalo, pero ademas, Anaya (2003) y
Vicens-Vives (2004) lo traducen a lenguaje simbolico (3xy, X,€[a, b]
tales que f(x;)<f(x)<f(x,) Vx€[a, b], Vicens-Vives, 2004).

Al igual que en otros textos y otros resultados, existen diferencias en
las aclaraciones verbales que se dan de algunos elementos matematicos

expresados de forma simbolica (las funciones, los intervalos,...).

SM (2001) y Vicens-Vives (2004) no indican que el maximo y el
minimo a los que se refiere el teorema sean absolutos, hecho que
deberia precisar para no ser confundidos con maximos y minimos
relativos.

Unicamente el LT de Vicens-Vives (2004) indica que se alcanza “al
menos” un maximo y un minimo absolutos (Aunque asi dicho parce
que tuviera varios en lugar de poder alcanzarlos en distintos puntos),
permitiendo deducir que puede existir mas de un punto donde se
cumpla dicha propiedad.

En los LT de la LOE (Tabla V.6.1.6), se observan algunos patrones similares a
los que comentamos para el teorema de Bolzano. Por ejemplo, los titulos, bien
sean del teorema, o bien del epigrafe, son el mismo en todos los LT, teorema de
Weierstrass.

e Todos los LT utilizan la formulacidon “si...entonces...”.

e Excepto Vicens-Vives (2009), que escribe la tesis del teorema como la
existencia de dos puntos del intervalo ¢ y d para los que se cumple la
desigualdad f(c)<f(x)<f(d), todos los demas LT lo escriben en términos de
existencia del maximo y el minimo absoluto.
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e También, a excepcién del LT de Vicens-Vives (2009), ninguno de los LT
menciona la posibilidad de existencia de mas de un punto en el que se
verifique la tesis del teorema.

e Al igual que en otros textos y otros resultados, existen diferencias en las
aclaraciones verbales que se dan de algunos elementos matematicos

expresados de forma simbolica (las funciones, los intervalos,...).

Teorema de extremos de Weierstrass
2° de Bachillerato (LOE)

LT Titulo Epigrafe Enunciado
Anaya 2009 Sin titulo Teorema de | Sifes continua en [a, b], entonces tiene un maximo y
Weierstrass | un minimo absolutos en ese intervalo. Es decir,
existen sendos numeros, ¢ y d, del intervalo [a, b]
para los cuales se cumple que: cualquiera que sea
X€[a, b] es f(d)<f(x)<f(c).
Santillana Teorema de | Teorema de | Si una funcion f(x) es continua en un intervalo [a, b],
2009 Weierstrass | Weierstrass | entonces f(x) alcanza en este intervalo su maximo y
su minimo absolutos.
SM 2010 Sin titulo Teorema de | Si una funcion es continua en el intervalo cerrado [a,
Weierstrass | b], entonces esta acotada en [a, b]. Como
consecuencia de este resultado, si una funcién es
continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces tiene
un maximo y un minimo absolutos en ese conjunto.
Vicens-Vives | Teorema de | Teorema de | Si f es una funcidn continua en un intervalo [a, b],
2009 Weierstrass | Weierstrass | entonces al menos existen dos puntos ¢ y d del
intervalo [a, b] para los que se cumple que
f(c)<f(x)<f(d) para todo x€[a, b].

Tabla V.6.1.6. Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de Weierstrass

en los LT de 2° de Bachillerato de la LOE.
Por su parte, el teorema de Darboux es el que menos regularidad presenta a lo
largo de las legislaciones y entre los diferentes LT. Ademas de las observaciones
que hemos hecho para los teoremas anteriores, se aprecian algunas diferencias
que provocan un cambio en el teorema: la primera de ellas es si la tesis se
establece entre el maximo y el minimo absoluto de la funcién, o entre f(a) y f(b),
siendo [a, b] el intervalo considerado en las hipotesis. La segunda diferencia es
relativa a si el teorema indica que la funcion toma todos los valores entre dos
puntos (sean f(a) y f(b) o el maximo y el minimo absolutos) o si, dado un valor a
la imagen en concreto, existe un valor del intervalo para el cual su imagen
coincida con el valor dado.

En los LT de la LGE (Tabla V.6.1.7), se observa que los titulos de los epigrafes
son diferentes en todos los LT. Ademas, los titulos del teorema tampoco son

iguales, coincidiendo Unicamente en Anaya (1989) y Santillana (1981), que lo
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Ilaman teorema del valor intermedio, y siendo nombrado en SM (1980) como
propiedad de Darboux y en Vicens-Vives (1979) como teorema del valor
intermedio. En cuanto a los enunciados:

e Anaya (1989) y Vicens-Vives (1979) formulan el enunciado con
“si...entonces...”, Santillana (1981) también utiliza dicha formulacion,

pero en lugar de “si” utiliza “sea”. SM (1980) empieza con ‘“‘si” pero no

utiliza “entonces” para diferenciar entre hipotesis y tesis.

e Se pueden repetir los mismos comentarios que hemos realizado
anteriormente en relacion a las expresiones utilizadas para referirnos a los
intervalos, o las funciones, y, sobre la posibilidad de existencia de méas de

un punto que cumpla la tesis del teorema, cada LT utiliza un nivel de

precision diferente en el enunciado.

e Tres de los LT enuncian el resultado entre f(a) y f(b) (siendo [a, b] el

intervalo considerado en las hipotesis del enunciado). El otro LT (Vicens-
Vives, 1979) lo enuncia considerando dos puntos x; y X, de [a, b] tales que

f(xy)#f(xp), condicion que no exigen los otros LT y puede llevar a un
resultado muy simple.

e Tres de los LT enuncian el teorema indicando que se alcanzan todos los
valores, excepto Anaya (1989) que establece un valor entre f(a) y f(b) y
asegura que existe un valor de [a, b] del que es su imagen.

Teorema del valor intermedio de Darboux

COU (LGE)
LT Titulo Epigrafe Enunciado
Anaya 1989 | Teorema de | Continuidad en un | Si f es continua en [a, b]JER y K es un nimero
los valores | intervalo comprendido entre f(a) y f(b), entonces existe
intermedios un numero se(a, b) tal que f(s)=K.
Santillana Teorema de | Teorema de | Sea f una funcion continua en el intervalo
1981 los valores | Bolzano cerrado [a, b]; entonces f toma todos valor
intermedios comprendido entre f(a) y f(b).
SM 1980 Propiedad de | Propiedades de | Si la funcién f(x) es continua en el intervalo
Darboux las funciones | cerrado [a, b] la funcién alcanza en este
continuas en un | intervalo todos los valores comprendidos entre
intervalo cerrado | f(a) y f(b).
Vicens- Teorema (del | Signo de una | Si f: [a, b] >R es continua, y si X;<X; son
Vives 1979 | valor funcion puntos de [a, b] tales que f(x;) # f(x,), entonces f
intermedio) alcanza todos los valores comprendidos entre
f(x1) y f(x2) una vez por lo menos.
Tabla V.6.1.7. Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de Darboux en
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Teorema del valor intermedio de Darboux

2° de Bachillerato (LOGSE)

LT Titulo Epigrafe Enunciado
Anaya 2003 | Teorema de | Consecuencias | Si f es continua en [a, b], entonces toma todos los
los valores | del teorema de | valores intermedios entre f(a) y f(b). Es decir,
intermedios | Bolzano cualquiera que sea el nimero k comprendido entre
(Darboux) f(a) y f(b), existe un nimero s, a<s<b, tal que f(s)=k.
Santillana Enunciado Teorema de | Si y=f(x) es continua en [a, b] y n es cualquier
1997 los valores | nimero comprendido entre f(a) y f(b), entonces existe
intermedios al menos un nimero ce(a, b) tal que f(c)=n.
SM 2001 Sin titulo El teorema de | Si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado
los valores | [a, b]JcR y c es un nimero cualquiera comprendido
intermedios entre f(a) y f(b), existe al menos un nimero se(a, b)
tal que f(s)=c.
Vicens- Teorema de | Teorema de | Si f es continua en [a, b], entonces f toma todos los
Vives 1999 | los valores | Bolzano y sus | valores intermedios entre f(a) y f(b).
intermedios | consecuencias
Vicens- Segundo Segundo Una funcidn f(x) continua en un intervalo cerrado [a,
Vives 2004 teorema de | teorema de | b], toma en este intervalo todos los valores
Weierstrass | Weierstrass comprendidos entre el maximo y el minimo.
Tabla V.6.1.8. Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de Darboux en

los LT de 2° de Bachillerato de la LOGSE.

En cuanto a los LT de LOGSE (Tabla V.6.1.8), también se observan diferentes
titulos para los epigrafes y para el teorema. Dos de los LT (Santillana, 1997, y
SM, 2001) no lo etiquetan junto al enunciado, sino que el nombre del teorema
aparece Unicamente en el titulo del epigrafe (en ambos se titula teorema de los
valores intermedios). Tanto Anaya (2003) como Vicens-Vives (1999) lo
consideran una consecuencia del teorema de Bolzano, y ambos lo llaman teorema
de los valores intermedios, aunque en Anaya se afiade entre paréntesis
“Darboux”. Por su parte, Vicens-Vives (2004), que establece un orden diferente

para estos teoremas, lo llama “segundo teorema de Weierstrass”.
En cuanto a los enunciados:

e Todos los LT enuncian el resultado con la formula “si...entonces...”,
excepto Vicens-Vives (2004), cuya formulacion es de hipotesis y tesis
mezcladas. Ademads, en el caso de SM (2001), el “entonces” se ha
sustituido por una coma.

e Todos los LT enuncian el resultado entre f(a) y f(b), excepto Vicens-Vives
(2004), que lo enuncia entre el minimo y el maximo (aunque no matiza
que son absolutos). Esto se debe a que en este LT el teorema de Darboux
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se presenta después del de Weierstrass, lo que permite enunciar un
resultado mas fuerte.

Dos de los LT, Santillana (1997) y SM (2001), enuncian el teorema
fijando un namero entre f(a) y f(b), y estableciendo que existe otro entre a
y b cuya imagen es el primero; otros dos LT, Vicens-Vives (1999 y 2004),
lo enuncian indicando que se toman todos los valores entre las imagenes
de los extremos o entre el maximo y el minimo. Por su parte, Anaya
(2003) utiliza ambas formas de enunciarlo, lo que implica una mayor
claridad de la situacion que representa el teorema.

Solo dos LT, Santillana (1997) y SM (2001), consideran en el enunciado
la posibilidad de que exista mas de un punto que cumpla la tesis del
teorema.

En cuanto a los LT de la LOE (Tabla V.6.1.9), también existe diversidad en los
titulos de los teoremas y de los epigrafes que los contienen. Unicamente el LT de

SM (2010) titula el epigrafe como “teorema de los valores intermedios”, aunque
es de suponer que por eso no etiqueta el teorema. El resto de LT denomina al
teorema como teorema de los valores intermedios y afaden la etiqueta de
Darboux. Anaya (2009) y Vicens-Vives (2009) incluyen este resultado en las
consecuencias del teorema de Bolzano. Sin embargo, Santillana (2009) lo incluye
en el epigrafe del teorema de Weierstrass. En cuanto a los enunciados:
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Todos los LT utilizan la féormula “si...entonces...”. En el caso de SM
(2010), que enuncia el teorema en dos enunciados (considerando dos
casos, f(a)<f(b) y f(a)=f(b)) la hipotesis sobre la continuidad de la funcion
la establece antes del “si”. Ademas, existe una incongruencia en los
enunciados de este libro ya que no tiene sentido considerar una
desigualdad no estricta entre f(a) y f(b) y sin embargo, considera que my
M sean estrictamente menor y mayor que f(a) y f(b), dado que en caso de
igualdad, no tendria sentido el enunciado.

Todos los LT establecen el resultado entre f(a) y f(b).

Todos los LT enuncian el teorema fijando un valor entre f(a) y f(b) y
asegurando que existe una contra imagen entre a y b para dicho valor. Sin
embargo, Anaya (2009) lo complementa con el enunciado en el que se
indica que la funcion toma todos los valores entre f(a) y f(b).
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Dos de los LT (SM, 2010 y Vicens-Vives, 2009) consideran en el

enunciado la posibilidad de que exista mas de un punto que cumpla la
tesis del teorema, los otros dos, no.

Teorema del valor intermedio de Darboux
2° de Bachillerato (LOE)
LT Titulo Epigrafe Enunciado
Anaya Teorema de los|Consecuencias |Si f es continua en [a, b], entonces toma todos los
2009 valores intermedios|del teorema de|valores intermedios entre f(a) y f(b). Es decir,
(Darboux) Bolzano cualquiera que sea el nimero k comprendido entre f(a)
y f(b), existe un nimero s, a<s<b, tal que f(s)=k.
Santillana |Teorema de los|Teorema  de|Si una funcion f(x) es continua en un intervalo [a, b],
2009 valores intermedios|Weierstrass  |entonces f(x) toma en el intervalo (a, b) todos los
(Darboux) valores m comprendidos entre f(a) y f(b). Es decir: si
f(a)<m<f(b), existe un nimero c€(a, b) tal que f(c)=m.
SM 2010 |Sin titulo Teorema  de|Sea f una funcién real y continua en [a, b]:
los  valores|sj f(a)<f(b) y M es tal que f(a)<M<f(b), entonces
intermedios  |existe al menos un c&(a, b) tal que f(c)=M.
Si f(a)=f(b) y M es tal que f(b)<M<f(a), entonces
existe al menos un ce(a, b) tal que f(c)=M.
Vicens- Teorema de los|Consecuencias |Si f es una funcion continua en el intervalo [a, b] y h
Vives 2009 (valores intermedios|del teorema deles un ndmero real tal que f(a)<h<f(b), entonces existe
0 teorema  de|Bolzano al menos un nimero c€e(a, b) tal que f(c)=h.
Darboux

Tabla V.6.1.9. Titulo del teorema, del epigrafe y enunciado para el teorema de Darboux en
los LT de 2° de Bachillerato de la LOE.
A partir de las observaciones anteriores se concluye que no existen patrones
comunes en los LT en relacion a la forma de presentar y enunciar los teoremas,
ni en cuanto a editoriales, ni en cuanto a periodos legislativos. Estas
observaciones se complementan con el analisis de las justificaciones, que
reafirman esta idea. Dada esa diversidad de nombres, se propondra la utilizacion
de nombre en los teoremas que den la maxima informacion posible, es decir, que
contenga informacion sobre el matematico al que se le atribuye y sobre el
contenido del teorema. Por tanto, el teorema de Bolzano se llamara “teorema de
los ceros de Bolzano”, el tecorema de Weierstrass, “teorema de los valores
extremos de Weierstrass” y el teorema de Darboux, “teorema de los valores

intermedios de Darboux™.

A continuacion se presenta el analisis de las justificaciones atendiendo al resto de
elementos del marco tedrico de cada uno de los tres teoremas fuertes de
continuidad, en el mismo orden en el que hemos discutido los enunciados, es
decir, en primer lugar, el teorema de los ceros de Bolzano, en segundo lugar, el
teorema de los valores extremos de Weierstrass, y en tercer lugar, el teorema de

259



Laura Conejo Garrote

los valores intermedios de Darboux. En estos apartados Unicamente se comentan
los aspectos que llaman la atencion de los datos registrados. Los comentarios
generales a las categorias mas homogéneas se realizan al final, tras la exposicién
de las tablas de anélisis de todos los teoremas y periodos legislativos (apartado
V.6.1.4).

V.6.1.1. Teorema de los ceros de Bolzano

Teorema de los ceros de Bolzano.
Textos (COU) |Anaya (1989) |Santillana (1981)  [SM (1980) Vicens-Vives (1979)
E. de prueba EP axiomético EP axiomético EP axiomético EP axiomético
Técnicas [Tipo |CS, existencia CS, existencia simple |CS, se anula en un [Existencia simple
simple punto
Méto |RA, silogismo RA, silogismo, casos  [RA, silogismo, RA, casos
do casos
Estilo |AM local AM local AM local AM local
Modo |Analitico Analitico Analitico Analitico
Funciones de la|Comunicacion,  |Comunicacion, Comunicacion,  [Comunicacidn,
demostracion  |verificacion verificacion verificacion. verificacion.
Parcialmente
explicacion
Reconoci |RP |Si. No No No
miento de
procesos RC |No No No No
Expresione |Exp |SI: verbal, grafico [SI: verbal, formula, Sl: verbal, grafico, |SI: verbal, formula,
S que y férmula gréafica (consecuencias) |formula grafico
utiliza Sig |No No No No
Considerac|GP |Si, algunas No, alguna en el No No
iones indicaciones proceso
globales  [cs; |interpretacion Lema anterior Interpretacion Aproximacion de
geomeétrica previa |(c.signo), interpretacion |grafica raices, intervalos
gréfica, fallo en las encajados, ejemplos de
hip6tesis, no unicidad aplicacion
DEJ |Si, etiqueta Tipogréaficamente Tipograficamente, | Tipograficamente
“en efecto”
OV |No No No No

Tabla V.6.1.1.1. Andlisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LGE para el teorema
de los ceros de Bolzano.

El teorema de Bolzano es uno de los primeros teoremas con nombre del Analisis

Matematico que se enuncia y se demuestra en los libros de Bachillerato. Ademas

su justificacion axiomatica es asequible en este nivel educativo, pues el

razonamiento matematico no es demasiado complejo, y no requiere de muchos

resultados previos. Por otro lado, la situacion que describe es tan evidente desde
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un punto de vista grafico, que facilita la tarea de convencer a un lector de la
veracidad de este teorema. A continuacion se muestran las tablas con el andlisis
correspondiente a éste teorema, organizada por periodos legislativos (Tablas
V.6.1.1.1,V.6.1.1.2y V.6.1.1.3).

Teorema de los ceros de Bolzano.

Textos (2°|Anaya (2003) |Santillana SM (2001) Vicens-Vives |Vicens- Vives
Bach.) (1997) (1999) (2004)
Esquema de|EP inductivo de |EP axiomatico |EP axiomatico |EP inductivo de |EP inductivo de
prueba 1 caso varios casos 1 caso
Técnicas |Tipo |CS. Existe c tal |CS. Existe un  |Existencia CS. Existencia |CS. Existencia
que... punto simple simple
Método |- RA. Silogismo, [RA, silogismo, |- -
casos casos
Estilo |Grafico AM local AM local Gréfico Algebraico
Modo |- Analistico Analitico - -
Funciones de la|Ninguna Verificaciény |Verificacion,  |Verificacion, Ninguna
demostracion comunicacién  [comunicacion, |explicacién
descubrimiento
(biseccién)
Reconocimie |RP |- No Menciona No No
nto de demostrar al
procesos final
RC |- No Relacion con la |No No
basqueda de
raices
Expresiones |Exp |SR: gréafico SR: verbal, SR: gréfica, SR: verbal, SR: verbal,
que utiliza (varios ceros)  |férmulay verbal, férmula [férmula'y férmulay
grafico gréafica (un cero |gréfica (1 caso
y varios ceros) |concreto)
Sig [No No No No No
Consideracio |GP |- No Si, de forma No No
nes globales breve
CSi |Si, antes del Interpretacion  |Busqueda de Resolucion de  |Aproximacion,
enunciado. No [del resultado raices, ecuacion, fallo |acotacién de
hace relaciones. biseccion, fallo |de las hipbtesis |raices
Ejemplo de las hipdtesis
DEJ[No Si, etiqueta Tipograficament|No No
e
OV |No No No No No

Tabla V.6.1.1.2. Andlisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LOGSE para el

teorema de los ceros de Bolzano.

Alguna de las funciones de la demostracion se ha descrito como “parcial”, en

concreto, en el LT de SM (1980). En el primer caso, se indica que la justificacion

cumple parcialmente la funcion de explicacion porgue su justificacion es la mas

detallada de las que se han encontrado, explicitando en cada paso los resultados o

teoremas necesarios para verificarlos. Aunque todos los LT acompafan las
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justificaciones de gréaficas, que son muy explicativas, estas no forman parte de la
justificacion, por lo que no se ha sefialado dicha funcién en el analisis. Por otro
lado, en el caso de Vicens-Vives (1979), aunque se expone el método de
biseccién como consecuencia del teorema de Bolzano, no se cumple la funcion
de descubrimiento ya que el razonamiento utilizado no contiene el método de
encaje de intervalos que llevaria a dicho descubrimiento. En dos LT se indica que
la justificacion no tiene ninguna funcion, ni siquiera la de justificacion. Se ha
considerado asi porque, si bien la grafica o el ejemplo mostrado permiten
convencer de la veracidad del teorema, en el LT no se realiza ninguna indicacion
que induzca a pensar que dichos elementos se utilizan con dicho fin.

Teorema de los ceros de Bolzano.

Textos (2°|Anaya (2009) |Santillana (2009) [SM (2010) Vicens-Vives
Bach.) (2009)
Esquema de|EP inductivo de 1 |EP inductivo de EP axiomatico EP axiomatico
prueba caso varios casos
Técnicas |Tipo |CS. Existectal |CS. Existencia simple |CS. Existencia CS. Existencia simple.
que... simple.
Método |- - RA, silogismo, RA, silogismo y
casos (oculto) €asos.
Estilo |Gréfico Gréfico y de las AM local AM local
coordenadas
Modo |- - Analitico Analitico
Funciones de la|Ninguna Verificacion, Verificacion, Verificacion,
demostracion comunicacion, comunicacion, comunicacion
explicacion descubrimiento
Reconocimi |RP |- Si, indica que Si, hace referencias |No
ento de demuestra a la demostracion
procesos  [pc |- Indica como aplicar  |Menciona el método|No
de la biseccidn.
Expresiones [Exp |SR: gréafico SR: verbal, formula y [SR: verbal, formula, |SR: verbal, férmula 'y
que utiliza (varios ceros) gréfica (2 monétonas |gréafica (método de |grafica (varios puntos)
de 2 casos (f(a)sf(b)) |biseccion)
Sig [No No No No
Consideraci [GP |- No No No
ol CSi |Si, antes del Indica qué ocurre si  |Método de la Ejemplo de
globales enunciado. No  |fallan las hipotesis, y |biseccion aplicacion. Indica la
hace relaciones. |la aplicacion. utilidad para resolver
Ejemplo f(x)=0, pero no como
DEJ [No Tipograficamente. Tipograficamente, |Si, etiqueta
Menciona la pero no de forma
demostracion clara
OV [No No No No

Tabla V.6.1.1.3. Analisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LOE para el teorema
los ceros de Bolzano.
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Como se ha mencionado repetidas veces, el LT de Anaya de 2009 coincide
practicamente con el de Anaya de 2003, por lo que los comentarios realizados
para el ejemplar de 2003 son los mismos que para el ejemplar de 2009. No se
aprecia ninguna observacion que llame la atencién en esta tabla, aparte de los
comentarios que se realizan al final, en el apartado correspondiente.

En la Tabla V.6.1.3.4 se observa que la prueba mas abundante para el teorema de
Bolzano es el EP axiomatico, aunque en los ejemplares mas recientes hay pasos
de la justificacién que estarian incompletos. Por editoriales, Anaya sustituye el
EP axiomatico por una EP inductivo de 1 caso, tanto en LOGSE como en LOE;
Santillana utiliza EP axiomatico en los LT de los dos primeros periodos y luego
lo sustituye por un EP inductivo de varios casos; finalmente, Vicens-Vives,
aunque en los LT de LOGSE utiliza EP inductivos, recupera el EP axiomatico en
el ultimo periodo. La Unica editorial que mantiene EP axiomaticos en los tres
periodos es SM.

Anaya Santillana SM Vicens-Vives
LGE EP axiomatico EP axiomatico EP axiomatico EP axiomatico
. . L. . EP inductivo de varios casos
LOGSE EP inductivode 1 caso EP axiomatico EP axiomatico

EP inductivo de 1 caso

LOE EP inductivo de 1 caso o> Ll e

. EP axiomatico EP axiomatico
varios casos

Tabla V.6.1.1.4. EP reflejados en los LT de la muestra para el teorema de los ceros de
Bolzano.

V.6.1.2. Teorema de los valores extremos de Weierstrass

En cuanto al teorema de Weierstrass, es el teorema que menos se justifica de los
tres teoremas fuertes de continuidad. Esto puede deberse al hecho de que su
justificacion es sensiblemente mas compleja (en cuanto a razonamiento
matematico y en cuento a los teoremas previos que se requieren para realizarla)
que las demostraciones de los otros dos teoremas. Sin embargo, al igual que los
otros dos teoremas, la situacion que describe en este teorema es sencilla de
representar graficamente, y permite a los alumnos convencerse de la veracidad
del teorema sin mas que razonar de forma intuitiva sobre representaciones
graficas. Por tanto, aunque su demostracion formal sea compleja, no hay razon
para descartar otro tipo de razonamientos.
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Teorema de los valores extremos de Weierstrass.

Textos (COU) |Anaya (1989) Santillana (1981) |SM (1980) Vicens-Vives
(1979)
Esquema de|EP axiomatico EP axiomatico y EP axiomatico y EP axiomatico y
prueba (erréneo) transformacional transformacional transformacional
Técnicas [Tipo [Hipdtesis y tesis CS, existencia CS, fadmite un CS (sin entonces),
mezcladas simple (no indica al |maximoy un alcanza
menos) minimo
Método [RA RA RA RA, andlogamente
minimo
Estilo |AM global y local |AM global y local |AM global y AM global y local
¢algebraico?
Modo |Analitico Analitico Analitico Analitico
Funciones de la|Supuestamente Comunicacion, Comunicacion, Comunicacion,
demostracion verificacion verificacion verificacion verificacion
Reconocim |[RP  |No No No No
iento de
procesos RC |No No No No
Expresione |[Exp |[Sl: verbal, férmula |SI: gréfico, verbal, |Sl: verbal, graficay |Sl: verbal, formula'y
S que férmula férmula grafico
utiliza Sig  |No No No No
Consideraci|GP  |No No No No
ones CSi |No Interpretacion Interpretacion No, aunque enuncia
globales gréfica, necesidad de|geométrica, utiliza el|corolarios, no indica
las hipdtesis teorema anterior que son
consecuencias
DEJ |Etiqueta Tipograficamente  |Tipograficamente  |Tipograficamente
OV |No No No No

Tabla V.6.1.2.1. Analisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LGE para el teorema
de los valores extremos de Weierstrass.

En el caso de Anaya (1989), en las funciones de la demostracién se ha incluido la
verificacion (supuestamente) ya que el LT pretende ofrecer un razonamiento que
verifique el teorema. Ademas, se podria considerar también la explicacion,
porque la forma de exposicién en el texto pretende ser muy explicativa, pero se

ha utilizado la expresion “supuestamente” y no se ha incluido la funcion de
explicacion debido a que el razonamiento que se propone es erroneo. En el resto
de LT, las justificaciones que se muestran, que son las tradicionales para este
teorema, cumplen las funciones de verificacion y comunicacién, pero no la de
explicacion, pues al no mostrar una explicacion global del proceso, la
construccion de la funcion auxiliar no es nada intuitiva y no permite intuir cual es
la motivacién para construirla ni el porqué de su consideracion (Tabla V.6.1.2.1).
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Teorema de los valores extremos de Weierstrass.

Textos (2°|Anaya (2003) |Santillana SM (2001) |Vicens-Vives |Vicens- Vives
Bach.) (1997) (1999) (2004)
Esquema de|EP inductivo de|EP axiomatico y|EPO EP inductivo de|EP inductivo de
prueba 1 caso transformacional 1 caso 1 caso
Técnicas [Tipo |CS, existen y|CS (parcial, no|Hip6tesis y|CS, alcanza, un|CS, alcanza,
tiene,  sendos|usa entonces) tesis maximo y un|existe, al menos
ndimeros, un|Alcanza un|/mezcladas. minimo
maximo y un|maximo... Existencia
minimo simple.
Alcanza
minimo y
maximo
Meétodo |- RA, casos - - -
Estilo |Gréfico AM global y|- Grafico, de las|Algebraico vy
local coordenadas grafico
Modo |- Analitico - - -
Funciones de la|Ninguna Verificacion, - Verificacion Ninguna
demostracion comunicacion
Reconocim [RP  |No Lo denota|Sistema de|Si, indica que|No
iento de demostracion representacion |no la muestra
procesos verbal
RC [No No No No No
Expresione |[Exp |[SR: grafico|SR:  verbal y|- SR: verbal,|SR: verbal,
S que (monotona) férmula gréafica (no(férmula, grafico
utiliza monotona) (ejemplo, fallo
hip6tesis)
Sig  |No No - No No
Consideraci|GP  |[No No - No No
Ones CSi  [No Si. Fallo de las|- Explica lo que[Fallo en las
globales hip6tesis, significa, hip6tesis
imagen de un relaciona  con
cerrado Bolzano
DEJ |Tipograficament|Si, etiqueta - No No
e
OV |No No No No No

Tabla V.6.1.2.2. Andlisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LOGSE para el
teorema de los valores absolutos de Weierstrass.

Cuando se clasifican las funciones de la demostracion de los EP inductivos (sean
de un caso, de varios o sistematicos) se puede considerar que cumple la funcion
de verificacion o no, no es algo que depende directamente del tipo de EP. Si el
LT que estd utilizando un EP inductivo refleja la intencién de justificar que el
resultado es cierto, se puede hablar de la funcién e verificacion, pero si no lo
hace, dicha funcion dependera del lector, y en ese caso, se clasifica el EP como
que no cumple dicha funcion de la demostracion. Algo similar ocurre con la
funcion de explicacion. Es necesario que los LT muestren indicios de
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explicacion, y no s6lo que se muestre una gréafica en la que el resultado parezca

evidente.

Teorema de los valores extremos de Weierstrass.

Textos (2° Bach.)|Anaya (2009) Santillana (2009) |SM (2010) Vicens-Vives
(2009)
Esquema de|EP inductivo de 1|EP inductivo de|lEPO EPO
prueba caso varios casos
Técnicas |Tipo |CS, existen y tiene,|CS, existencia,|CS, existencia CS, existencia
sendos numeros, unfutilizaciéon articulo simple
maximo y  un|definido *
minimo
Método |- - - -
Estilo |Gréfico Grafico y de las|- -
coordenadas
Modo |- - - -
Funciones de la|Ninguna Comunicacion, - -
demostracion explicacion
Reconocim (RP No No No Si, indica que no se
iento de hace.
procesos rc  [No No No No
Expresione |[Exp [SR: grafico|SR: verbal, formula|SR: verbal. SR: verbal.
s que (monotona) y grafico (2,
utiliza monotona y no)
Sig  [No
Consideraci|GP No No - -
ones CSi  [No No No. Si, indican que c y d
globales del enunciado son
max. y min.
DEJ |Tipogréficamente |Tipograficamente |- -
OV [No No No No

Tabla V.6.1.2.3. Analisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LOE para el teorema

de los valores absolutos de Weierstrass.

En el periodo de la LOE (V.6.1.2.3), este teorema ha perdido muchisima
importancia en los LT con respecto a periodos anteriores. Se observa que algunos
LT lo enuncian al final y que no lo justifican (SM, 2010 y Vicens-Vives, 2009),
ni siquiera con una gréafica que ilustre la situacion, como en el caso de Anaya
(2009), que podria considerarse una prueba visual (tampoco se acompafa de
texto alguno). EI LT que més profundiza en el LT de Santillana (2009), como se
indica mas adelante.

En el caso del teorema de Weierstrass (Tabla V.6.1.4.4), los textos de LOGSE y
LOE de las editoriales SM y Vicens-Vives no justifican el teorema, se limitan a
enunciarlo, quizd porque consideran que el nivel de dificultad de esta
demostracion es mayor. En estas editoriales, este teorema se enuncia con la Unica
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finalidad de ser aplicado y no parece buscarse comprensién por parte del alumno.
Anaya continua con la tendencia de justificar mediante un EP inductivo de un
caso en LOGSE y LOE, y Santillana vuelve a utilizar un EP inductivo de varios
casos en LOE. En este texto se presentan dos representaciones graficas de sendas
funciones que cumplen las hipotesis del teorema, en ellas se sefialan su maximo y
su minimo (Figura V.6.1.2.1). Es destacable el hecho de que uno de los LT
(Anaya, 1989) realiza una demostracion errénea del teorema de Weierstrass. Esta
editorial trata de hacer una demostracion parecida a la del teorema de Bolzano
construyendo la sucesion de intervalos encajados y omite la posible
argumentacion que estableceria el teorema, hecho que se describe
posteriormente.

Anaya Santillana SM Vicens-Vives
LGE EP axiomatico y EP axiomdtico y EP axiomatico y EP axiomatico y
transformacional transformacional transformacional transformacional
EP inductivo de 1
EP inductivo de 1 EP axiomatico y caso
LOGSE caso transformacional == EP inductivo de 1
caso
LOE EP inductivo de 1 EP inductivo de EPO EPO

caso varios casos

Tabla V.6.1.2.4. EP reflejados en los LT de la muestra para el teorema de los valores
absolutos de Weierstrass.

YA Y

— Méximo Por ser f(x) continua
1 en el intervalo descri-
\

bird una curva que uni-

b
g U X rilos puntos (a, f(a)) y
Minimo (b,ﬂb)).

Minimo
Entonces existe al menos un punto donde la funcién alcanza su valor maxi-
mo absoluto v otro punto donde toma su valor minimo absoluto.

Figura V.6.1.2.1. EP inductivo de varios casos para el teorema de los valores absolutos de
Weierstrass (Santillana, 2009).

V.6.1.3. Teorema de los valores intermedios de Darboux

El teorema de los valores intermedios de Darboux es un resultado cuya
representacion grafica es muy sencilla, y permite convencerse de la veracidad del
resultado, al igual que los otros dos teoremas fuertes de continuidad. Su
demostracion mas usual consiste en la utilizacion de una funcion auxiliar, que
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depende de la funcién sobre la que se quiere probar el teorema, y que cumple las
hipbtesis del teorema de Bolzano, con lo que basta aplicar este Ultimo para
demostrar las hipotesis. Desde el punto de vista matematico, esta demostracion es
sencilla, pues los pasos necesarios que hay que dar en el razonamiento no
requieren de aparataje matematico muy avanzado. Por esta razon, es una
demostracion asequible en el nivel educativo considerado.

Teorema de los valores intermedios de Darboux.

Textos (COU) |Anaya (1989) Santillana (1981) [SM (1980) Vicens-Vives
(1979)
Esquema de|EP axiomatico y EP axiomatico y EP axiomatico y EP axiomatico y
prueba transformacional transformacional transformacional transformacional
(incompleta)
Técnicas [Tipo |CS, existencia CS CS (sin entonces), |CS, alcanza
simple alcanza los
valores...
Método [Silogismo Silogismo, s6lo un  [Silogismo, sélo un |Silogismo
caso caso
Estilo |AM global AM global AM global AM global
Modo |Analitico Analitico Analitico Analitico
Funciones de la|Verificacion, Verificacion, Verificacion, Comunicacion y
demostracion comunicacién. comunicacion comunicacion verificacion
Reconocim [RP  |Menciona “se No Algunas No
iento de prueba” indicaciones de que
procesos demuestra
RC |No No No No
Expresione |[Exp |SI: verbal, grafico y [SI: verbal, férmula |SI: verbal, formula |SI: verbal, férmula,
S que férmula grafico
utiliza Sig  [No No No No
Consideraci|GP  |Brevemente No Parcialmente No
ol CSi  |Consecuencia Ejemplos de No No
globales inmediata de aplicacion,
Bolzano, utilizacion de
interpretacién Bolzano
geomeétrica previa
DEJ |No, se encuentra Tipograficamente  |Tipograficamente, |Tipogréaficamente
dentro de la “en efecto”
demostracion de
Bolzano
OV [No No No No

Tabla V.6.1.3.1. Andlisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LGE para el teorema
de los valores intermedios de Darboux.

En la justificacion de Anaya (1989) se indica que es incompleta porque no se

comprueba que cumple las hipétesis del teorema de Bolzano, aunque si se indica

que se cumple. Se considera que estas justificaciones no cumplen la funcion se

explicacién debido a que se centran mas en la cadena de razonamientos validos
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para llegar a establecer el resultado que en la explicacién que da lugar a cada uno
de esos pasos. Ademas, dos de los LT (Santillana, 1981 y SM, 1980) no utilizan
graficas para ilustrar el teorema (Tabla V.6.1.3.1).

Teorema de los valores intermedios de Darboux.

Textos (2°|Anaya Santillana SM (2001) Vicens-Vives |Vicens- Vives
Bach.) (2003) (1997) (1999) (2004)
Esquema de|EP inductivo |EP axiomatica |EP axiomatico |EP axiomatico |EP inductivo de
prueba de 1 caso (incompleta) y y varios casos
transformacional|transformacional
Técnicas |Tipo |[CSy CS. Existe un  |Existencia CS y existencia [Hipo6tesis y tesis
Existencia numero. .. simple. Existe... mezcladas,
existencia
Méto |- Silogismo Silogismo Silogismo -
do
Estilo |Gréfico AM global y AM global AM global y Gréfico
algebraico algebraico
Modo |- Analitico Analitico Analitico -
Funciones de la|Ninguna Comunicacién, |[Comunicacién, [Verificacion, Verificacion,
demostracion verificacion verificacion comunicacién  |comunicacion,
explicacion
Reconocim |[RP  [No No Menciona la No No
iento de demostracién
procesos — \rc  |No No No No No
Expresione |[Exp |SR: gréfico SR: verbal y SR: verbal y SR: verbal, SR: verbal,
S que grafico gréfico formula'y férmula y gréfico
utiliza gréfico
Sig  |No No No No No
Consideraci|[GP  |No No Brevemente. Se |Superficialment [No
ones apoya en e
globales Bolzano
CSi  |Consecuencia |Si, apartado de |Consecuencia de|Muestra dos Muestra dos
de Bolzano. |interpretacién  |Bolzano, fallos |ejemplos ejemplos, la
en las hipotesis, necesidad de las
recorrido de hipétesis, la
funciones posibilidad de
continuas existencia de mas
(aplicacién) de un punto
DEJ |No Si, etiquetas Tipograficament |Si, etiqueta No
e
OV |No No No No No

Tabla V.6.1.3.2. Andlisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LOGSE para el
teorema de los valores intermedios de Darboux.
En el periodo de LOGSE (Tabla V.6.1.3.2), todos los LT ofrecen una
justificacion del teorema, bien sea de tipo inductivo, o de tipo axiomatico y
transformacional. Se observa una disminucién en el formalismo, como ocurre

con otros teoremas,

pero

los LT que utilizan un EP axiomético y

transformacional recogen los pasos esenciales de la demostracién matematica de
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este teorema. En Anaya (2003) se vuelve a indicar que no existen funciones de la
demostracion, pues el EP inductivo se limita a una grafica (como si de una
prueba visual se tratara). Por su parte, en el LT de Vicens-Vives (2004) que
utiliza un EP inductivo de varios casos, es el unico que refleja la funcién de
explicacién, ya que explica los que aparece en las graficas y ademas lo hace de
forma que pretende convencer de que la situacion expuesta en el teorema debe
ser asi y no de otra manera. En el resto de LT, s6lo hemos considerado las
funciones de verificacion y comunicacion propias de los tipos de EP utilizados.

Teorema de los valores intermedios de Darboux.

Textos (2° Bach.)|Anaya (2009) Santillana (2009) [SM (2010) Vicens-Vives
(2009)
Esquema de(EP inductivo de 1|EP inductivo de 1|EP axiomatico Yy|EP inductivo de 1
prueba caso caso transformacional caso
Técnicas |Tipo |CSy Existencia CS y Existencia CSy Ex. Simple Existencia Simple
Método |- - Silogismo -
Estilo |Grafico Grafico y de las|AM global Gréfico
coordenadas
Modo |- - Analitico -
Funciones de la|Ninguna Explicacion, Verificacion, Ninguna
demostracion comunicacion comunicacion
Reconocim |RP No No Hace una referencia|No
iento de a la demostracion
Pprocesos  |Rc  [No Indica como aplicar |No No
Expresione |[Exp |SR: verbal y grafico |SR: verbal, férmula|SR: verbal, formula|SR: verbal y gréfico
S que y grafico (1]y grafico.
utiliza monotona)
Sig  |No No
Consideraci|GP No No Parcialmente. No
ones Aplicacion de T.
globales Bolzano
CSi  |Consecuencia de No. Muestra alguna|Explica la gréfica|Vincula a Bolzano.
Bolzano. aplicacion antes del enunciado.
Indica que es una
generalizacion de
Bolzano
DEJ |No Tipograficamente  |Tipograficamente  |No
OV [No No No No

Tabla V.6.1.3.3. Analisis de las justificaciones utilizadas en los LT de LGE para el teorema
de los valores intermedios de Darboux.

Al igual que en el periodo anterior, en la LOE (Tabla V.6.1.3.3), todos los LT
justifican este teorema, pero solo uno, SM (2010), utiliza un EP axiomatico y
transformacional, mientras que el resto de LT muestran EP inductivos. No
obstante, resulta mas explicativo el EP inductivo de Santillana (2009) pues lo
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describe de forma que pretende convencer que la situacion descrita ha de ser asi
y no de otra manera, como hacia Vicens-Vives (2004).

Anaya Santillana SM Vicens-Vives
LGE EP axiomatico y EP axiomatico y EP axiomatico y EP axiomatico vy
transformacional transformacional transformacional transformacional
EP axiomatico y
LOGSe EP inductivo de 1 EP axiomatico y EP axiomatico 'y transformacional
caso transformacional transformacional EP inductivo de
varios casos
LOE EP inductivo de 1 EP inductivo de 1 EP axiomatico y EP inductivo de 1

caso caso transformacional caso

Tabla V.6.1.3.4. EP reflejados en los LT de la muestra para el teorema de los valores
intermedios de Darboux.

En las justificaciones del teorema de Darboux (Tabla V.6.1.3.4) se observa una
utilizacion  generalizada de EP axiomaticos combinados con EP
transformacionales, aunque casi todos los LT que usaban un EP inductivo de 1 o
varios casos para el teorema de Bolzano contindan usando ese mismo tipo de
esquemas para este teorema. Unicamente dos de los textos de Vicens-Vives
cambian de tipo de EP con respeto al resultado anterior. Es destacable el hecho
de que la demostracion axiomatica de este teorema se puede considerar de menor
dificultad que las otras dos, ya que ésta es consecuencia directa del teorema de
Bolzano. Todos los LT que utilizan EP axiomaticos y transformacionales han
enunciado el teorema entre f(a) y f(b), por lo que la justificacion utilizada es la
usual: consideran una funcién auxiliar, como diferencia de la funcion de las
hipotesis y el valor, y,, dado entre f(a) y f(b), y luego aplican el teorema de
Bolzano a esta funcion, f(x)—y,. Unicamente un LT ha enunciado el teorema
entre el minimo y el maximo (Vicens-Vives, 2004) pero este LT altera el orden
de los teoremas, enunciando el teorema de Darboux después de Weierstrass.
Logicamente, en los textos que presentan el teorema de Darboux entre el minimo
y el maximo, que es mas general que entre f(a) y f(b), previamente tienen que
haber establecido el teorema de Weierstrass. En caso contrario no habrian tenido
en cuenta la funcion de sistematizacion.
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V.6.1.4. Comentarios generales a los tres teoremas fuertes de
continuidad

Atendiendo a la evolucién en el tiempo, se observa que la tendencia es sustituir
los EP axiomaéticos y EP transformacionales por EP inductivos de uno o varios
casos, al menos en los teoremas mas complicados de demostrar, 0 que requieren
mas resultados previos. Este hecho es méas claro en el teorema de Weierstrass que
s6lo se enuncia 0, como mucho, se complementa con EP inductivo de uno o de
varios casos, bien con graficos o bien con ejemplos algebraicos, a excepcion de
los textos de LGE y Santillana de LOGSE.

En cuanto a las técnicas empleadas (tipo de enunciado, método, estilo y modo),
no se observa gran variacion. En el enunciado, aparte de las diferentes formas
verbales utilizadas para la misma accion, la estructura Iégica utilizada es, sobre
todo, de condicion suficiente y existencia simple, aunque dicha simplicidad no se
expresa siempre de manera especifica (no se indica que existe al menos uno).
También existen varios enunciados en los que las hipotesis y tesis estan
mezcladas y no se distinguen unicamente por forma del enunciado. Para el
analisis del método, estilo y modo utilizados, se puede establecer una division: en
primer lugar, las justificaciones tipo EP axiomatico o transformacional y, en
segundo, las que consideran EP inductivos de uno o varios casos (no se
consideran los EPO porque en las ausencias de justificacion no se puede
encontrar ni método, ni estilo, ni modo). En general, todos los LT que utilizan EP
axiomaticos o transformacionales, con mayor o menor completitud, realizan
pruebas similares: en el caso de Bolzano, consideran un razonamiento local
utilizando el teorema de conservacion de signo en un entorno; en el caso de
Darboux, consideran la funcion auxiliar descrita anteriormente; finalmente, en el
caso de Weierstrass, construyen una funcion que contradice las hipotesis. Por
tanto, la clasificacion de método, estilo y modo en estos casos es similar: el
método utilizado en Bolzano y Weierstrass es la reduccion al absurdo
(combinado con casos y silogismo) y en el teorema de Darboux el silogismo.

En cuanto al estilo, se utiliza fundamentalmente el del Analisis Matematico
(global en el caso de Darboux, local en Bolzano, y global y local en Weierstrass),
pero también aparece el algebraico en Darboux y Weierstrass; en cuanto al modo,
quizd por la naturaleza de los teoremas, es analitico en todos los casos. La
demostracion del teorema de Weierstrass, utilizada por Anaya (1989), aunque se
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ha clasificado como EP axiomatica y transformacional por el caréacter de la
misma, como ya se ha indicado, es erronea; su intencidn es repetir un proceso de
razonamiento local similar al efectuado para el teorema de Bolzano, pero la
conclusién a la que conduce es una nueva situacion con las mismas hipotesis del
enunciado unicamente resoluble realizando el razonamiento usual llevado a cabo
en la demostracion de dicho teorema. Ademas, considera inmediato para el lector
el punto en el que esta justificacién falla, por lo que la demostracion no sélo no
es més clara, como indica el LT, sino que es erronea.

Demostracion:

También aqui vamos a utilizar el método de los intervalos encajados.

Como la funcién f es continua en [a, b] sus valores forman un conjunto acotado de R. El extremo
superior de estos valores f([a, b]) sera un nimero M. Vamos a tratar de cazar un punto ¢
de [a, b] tal que f(c) = M. Tomamos m, punto medio de [a, b] y consideramos el extremo superior
de los valores de f en [a, m,) y en [m,, b]. En uno al menos de los dos intervalos este extremo
superior es también M. A aquel intervalo de los dos en que esto ocurre lo llamamos [a,, b,]. Tomamos
m,, punto medio de [a,, b,] y consideramos [a, m,)y [m,, b,] y procedemos igual. Obtenemos una
sucesion de intervalos cerrados encajados cuyas longitudes tienden a 0. El extremo superior de los
valores de f en cada uno de ellos es M.

La interseccién de estos intervalos encajados es un punto c. Elvalorde f en ¢ es f(c) = M. Pues
si fuera f(c) < M entonces seria f(x) <M en todo un entorno de ¢ y esto esta en contradiccion con
nuestra eleccion de los intervalos [a,, b,], ya que dentro de ese entorno de ¢ donde f(x) < M acaban

por estar los intervalos [a,, b,].

Figura V.6.1.4.1. Justificacion errénea para el teorema de Weierstrass (Anaya, 1989).

La demostracion de forma grafica de este teorema es la siguiente:

Si f(a) y f(b) tienen distinto signo, los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) estaran situa-
dos uno por debajo y otro por encima del eje X. Como la funcion es continua
en todo el intervalo, f(x) describira una curva que unira los dos puntos.

Por tanto, dicha curva debe cortar, al menos una vez, al eje X, es decir, la fun-
cion se anula en un punto del intervalo.

YW ¥

f(@) “\ JB)f--------- 7':

; a

é (Kh)\ JL -
()] TR, : f@|--

Figura V.6.1.4.2. Utilizacién de coordenadas en la justificacion del teorema de Bolzano en
Santillana (2009).

En general, los LT que utilizan EP inductivos de uno o varios casos recurren al
estilo grafico, aunque en ocasiones lo complementan con el algebraico, y en el
caso de Santillana (2009) utiliza coordenadas para justificar los teoremas (Figura
V.6.1.4.2). Aunque no se trate de demostraciones propiamente dichas, los EP
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inductivos en los que se utilizan gréaficas cumplen mejor su funcion de convencer
al lector que aquellos que muestran un EP axiomaticos de manera incompleta.
Desde la perspectiva de Balacheff (1987) se trataria de un ejemplo genérico. Sin
embargo, en este trabajo no se considera esta clasificacién porque se entiende
que los Esquemas de Prueba se adaptan mejor al analisis que se esta realizando.

En cuanto a las funciones de la demostracion, ya se ha indicado que existe un
error de sistematizacion en los textos que alteran el orden usual de estos tres
resultados: SM (2010), que considera que Darboux es una generalizacion de
Bolzano y Vicens Vives (2004), que considera que Bolzano es una consecuencia
del 2° teorema de Weierstrass (teorema de los valores intermedios entre el
minimo y el maximo). El resto de los LT consideran que el teorema de Darboux
es consecuencia de Bolzano, aunque algunos (Vicens-Vives, 1979; SM, 1980;
Santillana, 1981; Santillana, 1997; Vicens Vives, 1999: Vicens Vives, 2004;
Santillana, 2009) no lo indican. Por lo demas, las Unicas funciones de la
demostracion que se aprecian en todos los LT son las de comunicacion y
verificacion. Aunque los textos no lo indican, algunos de ellos cumplen también
la funcion de descubrimiento, mas concretamente, en dos casos (SM, 2001 y SM,
2010), ya que la sucesion de intervalos encajados que se construye en la
demostracion del teorema de Bolzano constituye la regla de biseccion para
calcular los ceros de una funcién de forma aproximada. En la Figura V.6.1.4.3
vemos un ejemplo de dicha funcion de descubrimiento.

METODO DE LA BISECCION

El procedimiento de la demostra

cion sirve para encontrar solucio-

nes aproximaaas de la ecuaclon
f(x) =0

donde f es una funcion continua

Ste proceaimiento se conoce

como metodo de la biseccion

Figura V.6.1.4.3. Funcion de descubrimiento en el LT de SM (2010).

Como ya se indico al principio del epigrafe, en la discusion sobre los enunciados
y nombres propuestos, en los LT, Ibafies y Ortega (2001a) establecen que los
esquemas de prueba dependen de los enunciados y, por esta razon se hace un
breve analisis de las acciones verbales de los mismos y del simbolismo presente.
El sistema de representacion mas habitual es el verbal, combinado con algunos
simbolos basicos matematicos, que no se explican, sino que se utilizan de forma
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rutinaria. No se utilizan ni signos de implicaciones, ni de cuantificadores
universales, ni existenciales. Por otra parte, se encuentran numerosas acciones
verbales diferentes para el mismo teorema: “existe” y “se anula” en el caso de
Bolzano, “alcanza”, “existe” y “toma” para Darboux y “alcanza”, “admite”,
“existen”, “tiene” y “se cumple que” para Weierstrass. La significacion de las
acciones verbales es muy diferente y, nuevamente, esto contribuye a confusion
para los alumnos en sus estudios posteriores. Por ejemplo, existir significa ser
real y verdadero, alcanzar tiene muchas acepciones y la mas repetida es llegar a
tocar o juntarse con algo, tomar tiene muchas méas y la que mejor se ajusta es
adquirir, admitir significa tener cierta cabida... Esta diversidad de acciones

verbales conlleva a errores por la confusion semantica asociada (Socas, 2007).

Todos los LT utilizan graficas funcionales de forma recurrente en todos los
teoremas, a excepcion del teorema de Weierstrass en aquellos textos que se
limitan a enunciarlo (EPO). La utilizacion de estas gréaficas ilustra o clarifica la
situacion descrita en el teorema, pero es conveniente ser cuidadoso en la eleccion
que se realiza de éstas. Aungque Socas (2007) relaciona algunos errores con la
presencia de esquemas cognitivos inadecuados, Arce y Ortega (2013) detectan
que la imprecision en los trazados de graficas por parte de los alumnos no
representan correctamente las propiedades de las funciones representadas y, por
tanto, son fuente de dificultades para el aprendizaje. Aunque en este caso las
gréficas estudiadas no corresponden a las realizadas por los estudiantes, dado que
se encuentran en una de sus herramientas de estudio, el LT, pueden originar
dichas dificultades asociadas a la percepcion de estas graficas, por lo que dichas
representaciones deben ser elegidas de forma cuidadosa. En los textos analizados
encontramos algunos ejemplos destacables de mala construccion en las
representaciones graficas que ilustran los teoremas. Por ejemplo, en las Figuras
V.6.1.2.1 y V.6.1.4.2 observamos que las funciones representadas inducen a
pensar que, por facilidad de su trazado, estdn formadas por cuartos de
circunferencia y semielipses. Tales graficas son poco representativas de
funciones generales y pueden confundir a los alumnos, atribuyendo a las
funciones caracteristicas propias de estos ejemplos.

Otro ejemplo de mala eleccion de una grafica de una funcion es la que
encontramos en la Figura V.6.1.4.4 (Vicens-Vives, 1979), en la que se muestran
varios errores: los puntos que en el enunciado se consideran dentro del intervalo,

en la gréfica se representan fuera del mismo; una de las desigualdades estd mal
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escrita, f(x;) <n < f(x;), aunque creemos que puede ser un error tipogréfico,
pero, en general, la grafica reproduce una situacion diferente a la del enunciado
del teorema.

TeoREMA (del valor intermedio): Si f: [a, b]—> R es continua, y si
x, < x, son puntos de [a, b] tales que f(x,) = f(x;), entonces f alcanza
todos los valores comprendidos entre f(x,) y f(x;) una vez por lo menos.

f(!zl ______________________

L Iy S fla) = f(b) = f(c) =
flx) |- flx;) <m < flx)

P R
e d P
P

M pm———

| x2

Figura V.6.1.4.4. Errores en la representacion grafica del teorema de Darboux en Vicens-

Vives (1979).

En el caso de Bolzano se observa que todos los LT complementan sus
justificaciones con graficas en las que se refleja la situacion basica descrita en el
enunciado, aunque en muchos casos dichas graficas se restringen a funciones
mondtonas con un Unico punto de corte, como se muestra en la Figura V.6.1.4.5.
No obstante, tres de los trece LT analizados si que utilizan graficas (Figura 6)
para mostrar tanto la necesidad de las hip6tesis como la posibilidad de existencia
de més de un punto en el que la funcion se anula, lo que refuerza la interpretacion
mas general del teorema y el caracter justificativo del EP utilizado (Santillana,

1981), cuyo esquema de prueba es axiomatico (Tabla V.6.1.1.4), es decir, se trata
de una demostracion.

(a.f(a))

b
]
!

(b.f(b))

Figura V.6.1.4.5. llustracion del teorema de Bolzano en el LT de SM (1980).
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Destaca el caso de Darboux donde, en siete de los trece LT analizados, las
funciones representadas son o bien mondtonas, o bien las imagenes de los
extremos del intervalo coinciden con el minimo y el méximo de la funcion
(Figuras V.6.1.4.7 y V.6.1.4.8). Este hecho explica el que se considere el
enunciado de Darboux entre f(a) y f(b) en lugar de entre el minimo y el maximo
de la funcién (mas fuerte), y permite que se enuncie Weierstrass después de
Darboux, pero el enunciado puede dar lugar a interpretaciones erréneas. Ademas,
de estas graficas los alumnos pueden inferir que f(a) es diferente de f(b),
situacién que no tiene por qué ser asi. Por tanto, seria mas adecuado enunciar
Darboux después de establecer Weierstrass y considerar cualquier valor entre el
minimo y el maximo.
) El teorema de Bolzano asegura la existencia de tal ¢, pero no implica que ¢ sea tnico,

como se puede observar en la figura 6.

ﬁ Y Y
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(Fig. 6) (Fig. 7)

iii) Sin la hipotesis de la continuidad de f; el teorema de Bolzano puede ser falso, como
indica la figura 7.

flay>0

fib) <0 (f no es continua en x,)
fix) # 0 para todo x€[a, b]

Figura V.6.1.4.6. Santillana (1981) representa graficamente tanto la posibilidad de que
exista mas de un punto, como la necesidad de las hipétesis para el teorema de Bolzano.

gla)=flal-3 <0
glbl=f(b)-B>0

Figura V.6.1.4.7. Grafica para el Teorema de Darboux en Vicens Vives (1999).
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0] & [¢] [b [X 0 ac b X

Figura V.6.1.4.8. Graficas para el Teorema de Darboux en SM (2010).

En aquellos textos que contienen algun tipo de justificacion de los teoremas, no
se reflexiona sobre el procedimiento que realizan, aunque, cuando se trata de una
demostracion, en algunos casos si que la distinguen del enunciado porque la
etiquetan o utilizan tipografias diferentes; tampoco se explica globalmente el
proceso utilizado, ni se sefialan otras vias de justificacion. En ocasiones, la
prueba se inicia enunciando el resultado que se va a aplicar, pero sin indicar tal
comienzo.

V.6.2. Otros teoremas sobre la continuidad en entornos e
intervalos

Ya se ha indicado anteriormente que en los LT se presentan otros teoremas que
complementan a los tres teoremas fuertes de continuidad. Estos resultados
pueden ser teoremas que se establecen previamente para utilizarlos en las
demostraciones de los tres teoremas fuertes de continuidad y facilitar por tanto
dicha justificacidn, consecuencias posteriores que se deducen de alguno los tres
teoremas fuertes de continuidad, aplicaciones a casos concretos en los que se
busca proponer al alumno otras situaciones en las que aplicar dichos teoremas o
resultados que amplian la teoria aunque no estén directamente relacionados con
los teoremas de Bolzano, Darboux y Weierstrass. En este trabajo no hemos
considerado los enunciados de ejercicios de demostrar resultados sobre funciones
concretas o aplicar los teoremas descritos, que generalmente aparecen en los
apartados de ejercicios resueltos, dado que este estudio se centra sobre todo en la
parte de contenidos de los LT. Si se consideran aquellas demostraciones o
resultados que, aunque aparezcan en la parte de ejercicios resueltos, son
resultados generales, y no ejemplos sobre funciones concretas. No obstante, se
deja como problema abierto para el futuro, dado que se pueden considerar
oportunidades de demostrar para el alumno.
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Teoremas

Enunciado

T1

T2

T3

T4
T5

T6

T7

T8

T9

T10

T11

T12

T13

Si f(x) es una funcién continua en p y cumple que f(p)>k para un nimero real k, entonces
existe un entorno de p tal que f(x)>k para todo x perteneciente a dicho entorno.

Teorema de conservacién de signo en un entorno: si f(x) es una funcién continua en p,
entonces existe un entorno de p tal que f(x) tiene el mismo signo que f(p) para todo x de
dicho entorno.

Si una funcién toma valores positivos y negativos en cualquier entorno de un unto Xo Y,
ademas, es continua en él, la funcion se anula en xq.

Si f(x) es una funcion continua en p entonces esta acotada en un entorno de p.

Si una funcién f es continua uniforme en un intervalo [a, b], entonces f es continua en [a,
b].

Teorema: si una funcién es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces esta acotada
en [a, b].

Teorema del punto fijo: sea f una funcion en [a, b] que verifica que para cualquier punto x
del intervalo [a, b] su imagen pertenece también al intervalo [a, b]. Demuestra que existe
un punto ¢ de dicho intervalo donde f(c)=c.

La imagen de un intervalo cerrado por una funcion continua es un intervalo cerrado o un
punto.

Si f(x) y g(x) son dos funciones continuas en [a, b] y cumplen que f(a)>g(a) y f(b)<g(b),
entonces existe un punto ¢ perteneciente a (a, b) tal que f(c)=g(c).

((a, b]),+,-R) es un espacio vectorial real que se llama el espacio vectorial real de las
funciones continuas en ]a, b.

((Ja, b]),+,-) es un anillo con unidad que se llama el anillo de las funciones continuas en el
intervalo ]a, bl.

Lema: sea [a, b] un intervalo cerrado que esta contenido en la unién de una familia de
intervalos abiertos ]a;, £[; entonces existe un conjunto finito de dichos intervalos tales que
[a, b] esta contenido en su union.

Teorema de Heine: si f(x) es una funcién continua en [a, b], entonces f(x) es
uniformemente continua en [a, b].

Tabla V.6.2.1. Otros teoremas relacionados con la continuidad que se justifican en los LT.

Atendiendo a los enunciados de la Tabla V.6.2.1, éstos se pueden agrupar en
funcion del tipo de informacién que dan. Por ejemplo, hay dos teoremas que
determinan una estructura del conjunto de funciones continuas con algunas

operaciones, otros relacionados con la continuidad uniforme... Los grupos que se
han establecido son los siguientes:

» Enunciados que, a partir de la continuidad en un punto, establecen
conclusiones en entornos de dicho punto: T1, T2, T3y T4.

= Enunciados que, a partir de la informacion en un intervalo, establecen
conclusiones sobre dicho intervalo: T6, T7, T8 y T9.

= Resultados que establecen una estructura con el conjunto de funciones
continuas en un intervalo: T10y T11.

= Resultados relacionados con la continuidad uniforme: T5, T13 y T12. En
realidad, el T12 no esta intimamente relacionado con la continuidad
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uniforme, pero el LT que lo establece lo hace antes del teorema de Heine,
pues lo necesita para establecer este ultimo.

Periodo LT T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9 T10 T11 T12 T13

LGE 2°BUP Sant. (1976) v v
COU  Anaya (1989)
Sant. (1981)
SM (1980) v
VV (1979)
LOGSE 2° Anaya (2003) v
Sant. (1997) v
SM (2001) VR
VV (1999)
VV (2004) v
LOE 2° Anaya (2009) v
Sant. (2009)
SM (2010) v
VV (2009) v

v
v v
v

NNANENAN

v
v
v
v

Tabla V.6.2.2. LT que justifican los resultados enunciados en la Tabla V.6.2.1.

Estos resultados, al considerarse complementarios a los tres teoremas fuertes, no
se enuncian y justifican en todos los LT, depende de la profundidad con la que
los autores hayan decidido tratar la continuidad. También puede ocurrir que
alguno de esos resultados se justifique en las propias demostraciones de los
teoremas que los necesitan. En concreto, los LT que los enuncian y justifican
como resultados independientes son los que aparecen en la Tabla V.6.2.2. Se
observa que la mayoria de justificaciones se sitian en los LT de la LGE (21
justificaciones), descendiendo drasticamente en la LOGSE (8 justificaciones) y
en la LOE (3 justificaciones). Este dato apunta en la misma linea que el descenso
de justificaciones en las propiedades y operaciones con funciones continuas, y es
que existe un descenso en el nimero de teoremas que se enuncian y justifican, es
decir, en la profundidad con que se trabaja la continuidad de funciones. Se
observa un cambio con respecto a las propiedades y operaciones de funciones
continuas, y es que éstas Ultimas se justificaban principalmente en 2° de BUP de
la LGE, y, sin embargo, estos teoremas se justifican en COU. Hay que sefialar
que algunos de los resultados aparecen sélo en un LT, es decir, que un equipo de
editores ha decidido incorporarlo a la teoria de su LT, pero que no es un
contenido que se trabaje de forma general en estos niveles educativos. En
concreto, se trata de los resultados que establecen estructuras de anillo y espacio
vectorial sobre el conjunto de funciones continuas en un intervalo (T10 y T11),
que solo aparecen en el LT de Santillana (1976) de 2° de BUP, y la continuidad
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uniforme (T5, T13 y T12), que sélo aparece en dos LT de COU, Santillana
(1988) y SM (1980).

A continuacion se muestra el analisis de los enunciados que se han justificado en
los LT que no son los tres teoremas fuertes de continuidad.

= T1: Si f(X) es una funcion continua en p y cumple que f(p)>k para un
namero real k, entonces existe un entorno de p tal que f(x)>k para todo x
perteneciente a dicho entorno.

Este teorema se justifica en los LT de SM (1980), de COU, y de SM (2001), de
2° de Bachillerato. EI hecho de que ambos textos sean de la misma editorial
muestra cierta continuidad en la politica adoptada por ésta, ya que no se
encuentra en otros LT. En ambos casos, la justificacion utilizada se basa en la
aplicacion del teorema de conservacion de signo (T2) a la funcion auxiliar
g(x)=f(x)—k. Lo hemos clasificado como EP transformacional por la construccién
de esta funcion auxiliar, si bien tiene una parte axiomatica, que es la aplicacion
del teorema de conservacion de signo. En ambos textos se enuncia en forma de
condicidon suficiente, aunque se omite el “entonces”, pero en SM (1980) se
establece como un Unico resultado (para el caso f(x)>k y f(x)<k) y en el SM
(2001) se enuncia como dos resultados aunque ambos en el mismo pérrafo
compartiendo algunas hipétesis comunes (f continua en p, k un niamero real). En
ambos casos de justifica solo la primera desigualdad, indicando que la otra se
haria de forma anéloga. EI método utilizado es el silogismo, el estilo, del anlisis
matematico global, y el modo, analitico.

En relacién a las funciones de la demostracion, se reflejan tanto la funcién de
verificacion como la de comunicacion, pero la de explicacion sélo se atisba en el
LT de SM (2001), ya que ilustra la situacion del teorema y justifica la eleccion de
la funcidn auxiliar (trasladar la original para que se adapte a las hipotesis del
teorema de conservacion de signo).

En cuanto al reconocimiento de procesos, el LT de SM (1980) no identifica la
justificacion como tal, y sélo existe una diferencia tipogréafica entre enunciado y
justificacion. Sin embargo, aungque tampoco se etiqueta el proceso en SM (2001),
si se hace alguna referencia a “demostrar” en el texto. No se indican
consecuencias, ni de haber justificado el teorema ni de los resultados, aunque en
el SM (2001) se presenta un ejemplo para justificar la necesidad de la hipotesis

281



Laura Conejo Garrote

de continuidad en el teorema. No se explica globalmente el proceso, ni se sefialan
otras vias de justificacion.

En ambos textos se utilizan los sistemas de representacion verbal y simbdlico,
aunque en el SM (2001) también se utiliza el grafico. No se explican las
expresiones utilizadas, por ser utilizadas constantemente en los textos.

= T2: Teorema de conservacion de signo en un entorno: si f(x) es una
funcion continua en p, entonces existe un entorno de p tal que f(x) tiene el
mismo signo que f(p) para todo x de dicho entorno.

Este teorema es uno de los méas enunciados Yy justificados de los que acompafian a
los tres teoremas fuertes de continuidad, pues es necesario en la discusién de la
reduccion al absurdo de la demostracion del teorema de Bolzano. Se encuentra en
todos los LT de COU y en dos LT de 2° de Bachillerato de la LOGSE, Santillana
(1997) y SM (2001). Este teorema aparece en tantos LT debido a que es un
teorema necesario en la prueba del teorema de Bolzano y, de hecho, los LT que
lo justifican son precisamente aquellos que usan un EP axiomatico para el
teorema de Bolzano. Unicamente dos LT que presentan EP axiomatico para
establecer este teorema no justifican el teorema de conservacion de signo: SM
(2010), que se limita a enunciarlo sin justificarlo, pero lo utiliza en el teorema de
Bolzano, y Vicens-Vives (2009), aunque no lo haya utilizado, lo aplica en la
demostracion del mencionado teorema, quizas porque lo consideren un resultado
evidente desde un punto de vista intuitivo.

En todos los LT se presenta un EP axiomatico, en el que se selecciona € para que
en el entorno se conserve el signo (se han encontrado dos selecciones diferentes
en los libros: € tal que O<e<f(p) o e=f(p)/2). Los enunciados son similares en
todos los LT, aunque algunos hablan de entornos y otros de intervalos abiertos
(notaciones equivalentes), y todos ellos enunciados de condicion suficiente. La
justificacion se hace mediante la construccion del intervalo en el que se verifica e
teorema (seleccion del € adecuado), con un estilo del analisis matematico local y
en modo analitico.

En relacion a las funciones de la demostracion, todos los LT consideran las
funciones de verificacion y de comunicacion. Las mas explicativas son las de
Anaya 81987) y Santillana (1997), pues acompafian la justificacion de graficas
que ilustran la situacion descrita en el teorema lo que contribuye a convencerse
de su veracidad.
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En cuanto al resto de caracteristicas, son las mismas que las que presentan otras
justificaciones (como la del teorema de Bolzano) en estos mismos LT por lo que
no abundamos en ellas.

= T3: Si una funcion toma valores positivos y negativos en cualquier
entorno de un punto X, Y, ademas, es continua en él, la funcion se anula
en Xg.

Este resultado se encuentra justificado unicamente en el LT de SM (1980) de
COU. Aparece junto con los teoremas T1, T2 y T4, en el apartado de propiedades
generales de las funciones continuas. En este resultado se ha utilizado un EP
axiomatico que consiste en la aplicacion directa del teorema T2. El tipo de
enunciado es de condicion suficiente, aunque se ha omitido el “entonces”. El
método utilizado es el silogismo, el estilo, del analisis matematico global, y el
modo, analitico.

Las funciones son las de verificacion y comunicacion. No se aprecia la funcién
de explicacion, pues la prueba es muy escueta (se limita a decir que si no se
cumpliera la tesis, por el teorema anterior se contradice la hipotesis). No se
utilizan etiquetas para denotar la demostracion, y la distincién con el enunciado
es Unicamente tipografica. No se explica globalmente el proceso, ni se sefialan
otras vias de justificacion, ni se indican consecuencias (salvo la aplicacion del
teorema anterior). El sistema de representacidn utilizado es verbal.

= T4: Si f(x) es una funcion continua en p entonces esta acotada en un
entorno de p.

Este resultado es muy similar al que se enuncia en T6, pero un poco mas debil ya
que se enuncia en un entorno de un punto, y s6lo se requiere de la continuidad de
la funcidon en dicho punto. Se utiliza para justificar T6 y, por tanto, es necesario
para la justificacion del teorema de Weierstrass, pero al ser mas débil que T6, no
aparece justificado en tantos LT (solo en 4). Se justifica en tres de los LT de
COU, Anaya (1989), Santillana (1981) y SM (1980) y en el LT de 2° de
Bachillerato de la LOGSE, Santillana (1997).

Todos los LT utilizan un EP axiomatico, con un metodo constructivo (crean un
intervalo en el que esta acotada la funciéon fijando €=1), con un estilo del analisis
matematico local y en modo directo, pues aplican directamente la definicién de
continuidad en un punto. No obstante, aunque la prueba utilizada sea
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esencialmente la misma, no todos los LT son igual de explicitos: Santillana
(1997) reescribe la definicion en términos de limites y la traduce a entornos para
construir el intervalo, Santillana (1981) la expresa en términos del valor absoluto
y la reescribe como una desigualdad, de donde se establecen las cotas, SM (1980)
primero reescribe las definiciones de forma general y luego fija e=1 y Anaya
(1989) presenta dos lineas en las que establece la desigualdad (pero no explicita
que lo deduce de la definicion).

Estas distintas presentaciones influyen en la funcion de explicacion. Un aspecto a
mejorar para contribuir con dicha explicacion es que los LT deberian presentar
las justificaciones que contienen tantos simbolos matematicos de forma mas
espaciada, y no “a texto corrido”. La abundancia de simbolos dificulta seguir la
linea argumental. En todos los casos se verifica la funcion de justificacion y
comunicacion.

En relacién al reconocimiento de procesos, dos de los LT (Santillana, 1981 y
1997) etiquetan la justificacion como “demostracion” y los otros dos se limitan a
un cambio en la tipografia. No se hace alusion a consecuencias de haber
demostrado las justificaciones, ni tampoco del propio resultado, aunque se utiliza
mas adelante en el teorema de Bolzano. Tampoco se describe el procedimiento
globalmente, ni se sefialan otras vias de justificacion.

En cuanto a los sistemas de representacion, ya se ha mencionado que abunda el
lenguaje verbal y el simbdlico, pero uno de los LT también utilizan el gréfico, y
muestran graficas de funciones continuas y la banda en la que estan acotadas
(Anaya, 1987).

= T5: Si una funcion f es continua uniforme en un intervalo [a, b], entonces
f es continua en [a, b].

Este resultado solo se justifica en los LT en los que se considera la continuidad
uniforme, es decir, en los LT de Santillana (1981) y SM (1980), ambos de COU.
Aunque ambos enuncian también el teorema de Heine, solo el ejemplar de
Santillana (1981) lo justifica, como veremos mas adelante.

En ambos casos la justificacion se basa en aplicar la definicion de continuidad
uniforme a cualquier punto del intervalo, dejando fijo Gnicamente uno, y sale la
definicion de continuidad. En ambos casos el enunciado es de condicion
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suficiente, el método es el silogismo, el estilo, del analisis matematico global y el
modo, analitico.

Debido a la notacion no son justificaciones muy explicativas, ya que aparecen
varios puntos del intervalo, unos fijos y otros no. Si que se aprecian las funciones
de verificacion y comunicacion.

En uno de los LT, SM (1980), si que se reconoce el proceso (se indica “para
demostrar”) pero en ninguno se etiqueta la demostracion como tal, y solo se
distingue del enunciado por un cambio tipografico. En cuanto a las
consecuencias, en ambos LT se indica que el reciproco no es cierto en general,
aunque si bajo ciertas condiciones, lo que les lleva al teorema de Heine. Los
sistemas de representacion utilizados son el verbal y el simbolico, y no se
explican las expresiones pues son utilizadas usualmente en los LT. No se
describe el proceso de forma general, ni se sefialan otras vias de justificacion.

= T6: Teorema: si una funcién es continua en un intervalo cerrado [a, b],
entonces esta acotada en [a, b].

Este teorema aparece justificado en mas libros que los otros teoremas expuestos
en esta seccion, al igual que el teorema de conservacion de signo, dado que es
necesario para la justificacion del teorema de Weierstrass. Los libros en los que
se muestra su justificacion son todos los de COU, y dos de 2° de Bachillerato de
la LOGSE, el de SM (2001) y el de Vicens-Vives (2004).

Todos los LT, excepto el de Vicens-Vives (2004), utilizan un EP axiomatico,
pero no utilizan el mismo. Los LT de Santillana (1981) y Vicens-Vives (1979)
presentan una demostracion con el método de reduccion al absurdo y
construyendo una sucesion de intervalos encajados hasta llegar a una
contradiccién. Por su parte, el resto de LT construye el conjunto de intervalos de
la forma [a, x] tales que en ellos f esta acotada y demuestra que es no vacio y que
estd acotado superiormente, llegando a que f estd acotada en [a, b]. Aunque
ambos EP son axiomaticos, cambian las técnicas empleadas en su justificacion.
En ambos, el estilo es del analisis matematico local y el modo, analitico. Por su
parte, el LT de Vicens-Vives (2004) utiliza un EP inductivo de 1 caso, de estilo
grafico, aunque la acompaiia de una interpretacion de su significado de forma
verbal.
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Otro LT de la muestra, Santillana (1997), aunque no enuncia el teorema como
tal, lo demuestra en la parte de Ejercicios y problemas resueltos como parte de la
demostracion del teorema de Weierstrass, utilizando también la prueba de los
intervalos encajados.

En cuanto a las funciones de la demostracién, ambos tipos de EP axiomaticos
cumplen las funciones de verificacion y comunicacion. De las pruebas de
intervalos encajados, la de SM (2001), que se presenta en un apartado de
Procesos y técnicas (pp. 258) destinado a mostrar el método de reduccién al
absurdo, es la mas explicativa, dado que no sélo explica la demostracion sino el
porqué de los pasos que da, y la acompafia de una ilustracion en la que se
muestra el encaje de intervalos. Sin embargo, el resto de justificaciones se
expresan sélo en los sistemas de representacion verbal y simbolico, y resultan
mas arduas de comprender. Por su parte, de las pruebas en las que se utiliza el
conjunto de los puntos x tales que f esta acotada en [a, x], la mas explicativa es la
de Santillana (1981) ya que primero indica que es lo que va a hacer en la
demostracion (probar que el conjunto es no vacio y que esta acotado) y luego
separa cada proceso. No obstante, no es una justificacion muy explicativa pues
requiere de un manejo de las técnicas matematicas que no son triviales.

En cuanto al LT de Vicens-Vives (2004), no se aprecia una intencién de
justificar, sino que las explicaciones versan sobre la interpretacion del teorema y
las condiciones que se necesitan para que se verifique.

El resto de aspectos se asemejan a los que presentan estos textos en otros
teoremas justificados en ellos, por lo que no abundamos en esta seccion.

= T7: Teorema del punto fijo: sea f una funcion en [a, b] que verifica que
para cualquier punto x del intervalo [a, b] su imagen pertenece también
al intervalo [a, b]. Demuestra que existe un punto c¢ de dicho intervalo
donde f(c)=c.

Este resultado aparece en el apartado de Ejercicios resueltos (pp. 237) del LT de
SM (2010). En el enunciado se le pide explicitamente al alumno que demuestre,
y el enunciado se titula teorema del punto fijo, razones por las cuales lo hemos
considerado dentro de los enunciados a analizar. El EP utilizado es
transformacional y axiomatico: la parte transformacional viene de la funcion
auxiliar considerada (g(x)=f(x)—x) y la parte axiomatica, de la aplicacién del
teorema de Bolzano. Es una justificacion que redne las mismas caracteristicas
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que la presentada para el teorema de los valores intermedios en este LT, excepto
que en este caso no se muestra una grafica que ilustre el teorema. Aunque es un
teorema sencillo, sobre todo, después de haber trabajado el teorema de Bolzano y
el teorema de los valores intermedios, consideramos que seria util mostrar una
representacion grafica acompafiando el resultado.

= T8: La imagen de un intervalo cerrado por una funcién continua es un
intervalo cerrado o un punto.

Este teorema se enuncia en varios LT, como consecuencia del teorema de
Weierstrass, pero unicamente se justifica en tres LT: en Santillana (1981) y
Vicens-Vives (1979), de COU, y en Santillana (1997), de 2° de Bachillerato de la
LOGSE. En los tres se utiliza un EP axiomatico, basado en la aplicacion del
teorema de Weierstrass. No obstante, no todos los LT son igual de explicitos en
la demostracion: por ejemplo, los dos LT de COU indican que aplican tanto el
teorema de Weierstrass como el del valor medio, pero el LT de la LOGSE so6lo
menciona que aplica el teorema de Weierstrass. En todos los casos, son
justificaciones demasiado escuetas y menos evidentes de lo que parecen mostrar
los LT (aunque la situacion descrita en el teorema sea evidente) pero deberian ser
mas explicitos en la justificacion y acompafiarla de alguna gréafica.

En este resultado hay diferencia en los enunciados mostrados por los tres LT: por
ejemplo, el Santillana (1981) lo enuncia como condicién suficiente, el LT de
Vicens-Vives (1979) también, pero so6lo menciona el intervalo cerrado y en la
justificacion considera que un punto {C}=[C, C] es un intervalo cerrado (para la
imagen de una funcion constante), y el Santillana (1997) lo enuncia con hipotesis
y tesis mezcladas. En cuanto al método utilizado, en todos los LT se distingue un
estudio por casos Yy silogismo, el estilo es del analisis matematico global y el
modo, analitico.

Ya hemos mencionado que en ningin caso se trata de justificaciones
explicativas, pero si cumplen la funcion de verificacion y comunicacion. En
cuanto al resto de caracteristicas, como hemos mencionado en otros casos,
retnen las mismas caracteristicas que las que los mismos LT exhiben para otros
teoremas que demuestran, por lo que no abundamos en este aspecto.

= T9: Si f(X) y g(x) son dos funciones continuas en [a, b] y cumplen que
f(a)>g(a) y f(b)<g(b), entonces existe un punto c perteneciente a (a, b) tal

que f(c)=g(c).
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Este resultado es una consecuencia directa del teorema de los valores intermedios
de Darboux. La mayoria de los LT ni siquiera lo enuncian, y sélo lo hemos
encontrado justificado en los LT de Anaya (2003 y 2009, se recuerda que son
casi idénticos) y en el LT de Vicens-Vives (2009).

En cuanto a los EP utilizados, tanto los LT de Anaya (2003) y (2009) como el LT
de Vicens-Vives (2009) presentan un EP inductivo de 1 caso, de estilo gréfico,
dado que se trata de una prueba sin palabras, en la que Unicamente se utiliza el
sistema de representacion grafico. Este tipo de prueba habia sido utilizada en
ambos LT en el teorema de Darboux, que en ambos casos precede a éste. Por
tanto, las caracteristicas de la justificacion son las mismas que las del teorema de
Darboux en ambos LT.

= T10: (C(]a, b]),+,*R) es un espacio vectorial real que se llama el espacio
vectorial real de las funciones continuas en ]a, b[. y T11: (C(]a, b[),*,*) s
un anillo con unidad que se llama el anillo de las funciones continuas en
el intervalo ]a, bl.

Se han agrupado estos dos teoremas porque ambos resultados se relacionan con
el mismo tema, la estructura que tiene el conjunto de funciones continuas en un
intervalo abierto junto con las operaciones correspondientes. Ademas, ambos se
enuncian y justifican en el mismo LT, el LT de 2° de BUP de Santillana (1976).
En ambos casos el tratamiento es similar: para establecer la estructura de espacio
vectorial, en primer lugar se recuerda que previamente se ha establecido que las
operaciones de suma de funciones continuas en un punto x de ]a, b[ y que el
producto de una funcion continua en un punto x de ]a, b[ por una constante da
lugar a funciones continuas en dicho punto x de ]a, b[. También recuerda las
propiedades de la suma de funciones (asociatividad, conmutatividad, existencia
de elemento neutro y de opuesto) que se han visto previamente y de ahi deduce
que ((Ja, b[),+) es un grupo abeliano. De lo anterior con las propiedades del
producto de una funcién por un numero establece la estructura de espacio
vectorial sobre R. En el caso de la estructura de anillo se parte de la estructura
previa de grupo abeliano, y se sigue con el producto de funciones continuas y la
existencia del elemento unidad para el producto lo que lleva a la estructura de
anillo.

En ambos casos, el resultado se establece tras el razonamiento indicado y no
existen indicios del resultado que se va a establecer antes de la justificacion a
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excepcidn del titulo. Aunque ninguna de las dos justificaciones tiene aspecto de
demostracion (al menos el libro no lo presenta asi), se han clasificado como EP
axiomaticos puesto que si que se presenta una cadena de razonamientos en la que
se aplican axiomas anteriores (las propiedades estudiadas) para establecer el
resultado.

En relacién a las técnicas empleadas, los enunciados son de hipdtesis implicitas
y, ademas, de hipotesis y tesis mezcladas. Esta forma de enunciado, el orden de
los teoremas y su justificacion, y el hecho de no utilizar etiquetas como
“demostracion” dificulta el reconocimiento de este proceso en estos resultados.
El método utilizado es el silogismo, el estilo, del analisis matematico global vy el
modo, analitico.

En el caso de las funciones, se puede considerar la comunicacion y la
sistematizacion, entendiendo esta Ultima como la inclusion de un nuevo resultado
a la teoria, por la forma en la que se exponen tanto enunciado como justificacion
(se establece el resultado tras el razonamiento que lo prueba). La funcion de
verificacion, aunque esta siempre que se considera una justificacion, no es
evidente en esta forma de exposicion, asi como tampoco la funcion de
explicacion.

El LT no reconoce el proceso de justificacidn, ni alude a sus consecuencias. En
cuanto a su significado, no se hace ninguna alusion, y las Unicas relaciones que
hay son con las propiedades que se utilizan para establecer ambos resultados. El
sistema de representacion predominante es el verbal, aunque se utiliza la formula
(o sistema de representacion simbolico) para algunos elementos matematicos

((da, bD,*.*R), f, g, Ja, b[...).

» T12: Lema: sea [a, b] un intervalo cerrado que esta contenido en la union
de una familia de intervalos abiertos Jai, Bi[; entonces existe un conjunto
finito de dichos intervalos tales que [a, b] esta contenido en su union.

Este teorema sélo se encuentra en enunciado Y justificado en el LT de COU de
Santillana (1988). Ademas, se justifica porque el resultado es necesario para la
justificacion del teorema de Heine. En realidad no se trata de un teorema propio
de continuidad, sino que se refiere a propiedades de los intervalos de la recta real,
por lo que en realidad es un resultado auxiliar cuya inclusion esta justificada
(aunque el LT no lo hace) porque se necesita para demostrar el teorema de Heine,
aunque pertenezca a la rama de la topologia.
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El EP utilizado es un EP axiomatico, y en relacion a las técnicas empleadas, el
enunciado es de condicion suficiente, la demostracion se realiza por reduccion al
absurdo (utilizando una sucesion de intervalos encajados), el estilo es del analisis
matematico global, y el modo es analitico.

Las funciones son las de verificacion y comunicacion principalmente, aunque
también se puede considerar la funcion de sistematizacion entendiéndola como
una intencién del texto de proveer las herramientas necesarias para establecer un
teorema mas fuerte. No es una prueba muy explicativa dado que aparece mucho
simbolismo matematico, muchos elementos, un proceso infinito, es
completamente verbal y no se explica el porqué de cada paso.

No se reconoce el proceso utilizado como una justificacion ni se alude a sus
consecuencias. La Unica relacion que se muestra del resultado es la utilidad para
justificar el teorema de Heine. El teorema vy la justificacion so6lo se distinguen
tipograficamente, no se explica globalmente el proceso al empezar el teorema, ni
se sefialan otras vias de justificacion. En cuanto a los sistemas de representacion
utilizados, el sistema de representacion verbal es el predominante aunque
también se utiliza el simbolico para denotar algunos elementos como los
intervalos, etc.

= T13: Teorema de Heine: si f(x) es una funcion continua en [a, b], entonces
f(x) es uniformemente continua en [a, b].

Aunque este teorema aparece en dos textos de COU, el LT de (Santillana, 1981 y
SM, 1980), solo se justifica en el LT de Santillana (1981). Se justifica mediante
un EP axiomatico. El enunciado es de condicidon suficiente, el método es el
silogismo combinado con un proceso constructivo (los intervalos), el estilo es del
analisis matematico local y el modo es analitico.

Al igual que en el teorema anterior, la justificacion cumple las funciones de
verificacion y comunicacion, pero no es muy explicativa. Vuelve a ser una linea
de razonamiento densa, con muchos simbolos matematicos, procesos infinitos y
no se explica cada paso que se da. Seria util mostrar una grafica que ilustre el
proceso, pues es una justificacion que requiere de una gran capacidad de
razonamiento abstracto para ser entendida.
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No se reconoce el proceso de demostracion como tal, la distincién entre
enunciado y justificacion es tipografica, no se indican consecuencias, ni se
explica globalmente el proceso, no se sefialan otras vias de justificacion.

En cuanto los sistemas de representacion, si bien los conectores se expresan de
forma verbal, todos los objetos matematicos se expresan mediante notacion
simbolica, lo que también dificulta su comprension.

V.7. INTERPRETACION DE LOS DATOS

Una vez realizado el andlisis de los resultados presentados en cada LT,
procedemos a la interpretacion de los datos obtenidos en dicho anélisis. En cada
apartado de este epigrafe hemos considerado uno de los grupos de categorias de
nuestro marco tedrico de forma separada, para facilitar la comparacion entre
libros y entre legislaciones. En este apartado se muestran los comentarios a los
andlisis mostrados.

Da las interpretaciones que se realizan de los datos obtendremos las pautas para
la realizacion de la propuesta metodoldgica, enfocada desde la justificacion
matematica, que se presentara posteriormente.

V.7.1. Esquemas de prueba

En la Tabla V.7.1.1 se muestra un recuento de los EP que hemos encontrado en
los LT por cursos y tipos de EP, con la suma total de resultados justificados por
curso. En la ultima columna se ha afiadido el nimero de LT que se ha analizado
de cada curso, que permite ver si un aumento o disminucion del numero de
resultados enunciados en un determinado curso o periodo coincide con una
muestra mas grande o mas pequefia. Ademas, en la columna Total EP, que
representa el numero total de EP de cualquier tipo o PP encontrados en los libros
de ese curso y periodo legislativo se ha afiadido, entre paréntesis, el porcentaje de
EP o PP sobre el nimero total de resultados enunciados para ese curso y periodo
legislativo. Se observa que en todos los periodos legislativos, el porcentaje mas
alto de resultados demostrados de los resultados enunciados corresponde al curso
de mayor nivel (COU vy 2° de Bachillerato), y entre ellos, el porcentaje mas alto
es COU. Ademas, aunque el porcentaje fuera mayor en COU que en 2° de BUP,
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en este ultimo curso también se encuentran muchas demostraciones, no asi en los
cursos de 1° de Bachillerato de la LOGSE vy de la LOE, en los que no se justifica
ningun resultado y se enunciaban muy pocos.

Legislaciones Esquemas de prueba Total LT
EPO EPi1 EPiV EPIS EPt EPa PP Total EP o PP resultados muestra
LGE 2°BUP 35 1 1 0 0 18 1 21 (37,5%) 56 6
Ccou 15 0 0 0 9 25 0 34 (69,4%) 49 4
LOGSE 1°Bach. 2 0 0 0 0 0 0 0 2 5
2° Bach. 50 6 3 0 5 12 0 26 (34,2%) 76 5
LOE 1° Bach. 20 0 0 0 0 0 0 0 20 4
2° Bach. 30 7 2 0 2 7 0 18 (37,5%) 48 4
Total 152 14 6 0 16 62 1 99 251 26
Tabla V.7.1.1. Resumen del nimero de EP encontrados en los LT por legislaciones y
Cursos.

Este tratamiento de la continuidad es diferente del que se hacia en los teoremas
de limites, de los que se realizaban justificaciones en todos los cursos. También
se observa que el nimero de resultados de continuidad es sensiblemente inferior
al de limites.

Si comparamos la media de resultados justificados por LT en cada curso y
periodo legislativo (Total EP o PP/LT muestra), que se muestran en la Tabla
V.7.1.2 observamos que el mayor cociente corresponde también a COU (8,5),
seguido de 2° de Bachillerato de LOGSE (5,2) y 2° de Bachillerato de la LOE
(4,5). Esto reafirma la idea de que el tratamiento de la continuidad de forma mas
profunda se hace en el ultimo curso de la educacion preuniversitaria. Por otro
lado, observando el cOmputo global por periodos, se encuentran mas
justificaciones en la LGE, dado que aparecen justificaciones tanto en 2° de BUP
como en COU, y sin embargo en LOGSE y LOE no se justifica nada en 1° de
Bachillerato, hecho que reafirma la hipotesis de la disminucién de las
demostraciones en los Gltimos periodos legislativos.

LGE LOGSE LOE
Total EP o PP | 22BUP cou 1° Bach. 2° Bach. 1° Bach. 2°. Bach.
LT muestra 3. 8,5 0 5,2 0 4,5

Tabla V.7.1.2. Media de resultados justificados por libro en cada curso y periodo
legislativo.

Por otro lado, si observamos la media de resultados enunciados por curso, el
mayor nimero se encuentra en 2° de Bachillerato de LOGSE (15,2), seguido de
cerca por COU (12,55) y 2° de Bachillerato de LOE (12), aunque considerando el
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periodo de forma global, es en la LGE donde mas resultados enunciados se
encuentran.

LGE LOGSE LOE
Total resultados | 2°BUP COou 1° Bach. 2° Bach. 1° Bach. 2°. Bach.
LT muestra 9,33 12,25 0,4 15,2 5 12
Tabla V.7.1.3. Media de resultados enunciados por libro en cada curso y periodo
legislativo.

No obstante, nos interesa conocer si los resultados que se justifican son los
relacionados con propiedades (que engloban resultados sobre funciones concretas
como la continuidad de la funcién identidad) o sobre teoremas de continuidad en
entornos e intervalos, ya que estos ultimos son de nivel mas avanzado y
requieren de un mayor aparataje matematico para llevar a cabo con éxito
procesos demostrativos, lo cual significa que el nivel de exigencia matematico
seria mayor. En la Tabla V.7.1.4 se recogen el numero de resultados de cada tipo
que se presenta en cada periodo legislativo y el porcentaje sobre el nUmero de
justificaciones del periodo que representan en cada caso. Se observa que de todos
los resultados justificados en los LT de la LGE, 35 (63,6%) corresponden a los
teoremas de continuidad en entornos e intervalos, y que dicho porcentaje va
subiendo con las legislaciones, es decir, que las demostraciones que van
desapareciendo son aquellas relacionadas con la aritmética y las propiedades de
las funciones continuas. Ademas, como se ha apuntado en varias ocasiones,
existe un descenso generalizado del nimero de demostraciones presentadas en
los LT, aunque también se observa un descenso en el nimero de resultados que
se presentan en torno a la continuidad.

LGE LOGSE LOE
Aritmética y propiedades de funciones continuas 20 (36,4%) 5 (19,2%) 3 (16,7%)
Teoremas de continuidad en entornos e intervalos 35 (63,6%) 21 (80,8%) 15 (83,3%)
Total 55 26 18

Tabla V.7.1.4. Namero (y porcentaje) de resultados de cada tipo que son justificados.

V.7.2. Técnicas wusadas en las demostraciones sobre
continuidad

Al igual que se indico en el capitulo de limites, las técnicas empleadas admiten
distintas clasificaciones en funcion del EP utilizado: no hay clasificacion si se
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trata de EPO, s6lo se identifican el tipo y el estilo si son EP inductivos, y se
clasifican todas las categorias si se trata de EP axiomaticos o transformacionales.

En el caso del enunciado, al igual que sucedia con limites, la formulacién
mayoritaria es de condicion suficiente, aunque a veces las hipétesis y tesis estan
mezcladas o no se explicitan.

Atendiendo a los resultados sobre aritmética y propiedades de funciones
continuas, pocos de ellos se justifican, destacando las pruebas relativas a la suma.
Suelen aplicarse las propiedades de limites, por lo que la justificacion es con un
método constructivo, de estilo del analisis matematico global y en modo
analitico. En la composicion, se encuentran dos justificaciones atendiendo al
modo, una directa (se aplica la definicidbn métrica en términos de ¢-0) y una
analitica (se aplican las propiedades de limites).

En el caso de los tres teoremas fuertes de continuidad, en general, ya se ha
indicado que se aprecia homogeneidad dentro de los mismos EP: en el tipo de
enunciado, se encuentra sobre todo condicion suficiente y existencia simple,
aunque dicha simplicidad no se expresa siempre de manera especifica (no se
indica que existe al menos uno). Para el andlisis del método, estilo y modo
utilizados, se establece una division: en primer lugar, las justificaciones tipo EP
axiomatico o transformacional y, en segundo, las que consideran EP inductivos
de uno o varios casos. En general, todos los LT que utilizan EP axiomaticos o
transformacionales, con mayor o menor completitud, realizan pruebas similares y
la clasificacion de método, estilo y modo en estos casos es similar: el método
utilizado en Bolzano y Weierstrass es la reduccién al absurdo (combinado con
casos o silogismo) y en el teorema de Darboux el silogismo. En cuanto al estilo,
se utiliza fundamentalmente el del Analisis Matematico (global en el caso de
Darboux, local en Bolzano, y global y local en Weierstrass), pero también
aparece el algebraico en Darboux y Weierstrass; en cuanto al modo, quiza por la
naturaleza de los teoremas, es analitico en todos los casos. Los LT que utilizan
EP inductivos de uno o varios casos, en general, utilizan el estilo grafico, aunque
en ocasiones lo complementan con el algebraico, y en el caso de Santillana
(2009) utiliza coordenadas para justificar los teoremas.

Para el resto de teoremas, se observa que la clasificacion de técnicas suele ser
similar a la que se ha hecho en cada LT para los tres teoremas fuertes (si
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justifican estos otros). Es decir, se observa que cada LT sigue una misma
tendencia de justificacion en todos los LT que presenta).

V.7.3. Funciones de la demostracion

Las funciones de la demostracion que hemos apreciado son la de comunicacion y
la de verificacion, que son las mas comunes debido a la naturaleza del material
estudiado y del objeto analizado (la demostracion matematica). No obstante,
también seria interesante que apareciera con mas frecuencia las funcion de
descubrimiento (que se ha encontrado en alguno de los LT, en el teorema de
Bolzano) y la de explicacion que, segin Hanna (1995), en el campo de la
educacién matematica seria la funcién principal de la demostracion, razén por la
cual ensalza las demostraciones que explican frente a las que solo prueban.
Ademas, Ibafies y Ortega (2005) ya constataron que los alumnos valoran mas las
demostraciones explicativas ya que, en ocasiones, les ayudan a identificarlas y a
distinguirlas de otros procesos.

Dicha funcién de descubrimiento depende de los resultados, pues no todas las
demostraciones conducen al descubrimiento de nuevos teoremas. No obstante,
aun a pesar de haber encontrado dicha funcion en algunos LT de la muestra, éstos
no la reconocen como tal, sino que el resultado descubierto se considera una
consecuencia del teorema en si, y no se relaciona con la demostracion.

En algunos casos, los que los LT han utilizado un EP inductivo de un caso
grafico, que no estaba acompafiado de descripciones verbales. Aqui se ha
indicado que la justificacion presentada no atendia a ninguna funcion, dado que
ni existia reconocimiento por parte del LT de proceso, ni de que sirviera como
justificacion, ni de que fuera atil para los alumnos. Si bien las pruebas visuales
son muy potentes, creemos que en estos niveles no debe dejarse al alumno la
labor de interpretar dichas pruebas.

No hemos mencionado la funcion de sistematizacion en el analisis de cada
justificacion, pero como indicamos en la descripcion del marco teorico, los LT
muestran, por su propia naturaleza, una sistematizacion de los resultados
matematicos. Cabe destacar, que los LT muestran diferentes sistematizaciones
para los teoremas de continuidad, y que existen numerosas diferencias en la
presentacion del concepto: orden, resultados que se enuncian, resultados que se
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justifican...En este sentido, al final de este trabajo, se presentara una propuesta
didactica en la que se reflejara una sistematizacion que, teniendo en cuenta los
andlisis realizados y las reflexiones de dichos analisis, sea mas conveniente para
favorecer la comprension de los conceptos tratados por parte de los alumnos.

Como tarea para el futuro, al igual que se indicé en el estudio de limites, queda
pendiente refinar la relacion entre las funciones de la demostracion que se han
mostrado en los LT analizados vy los tipos de EP o PP utilizados.

V.7.4. Reconocimiento de procesos

Al igual que sucedia en limites, el comportamiento en este aspecto en los LT
analizados es muy variado: hay LT que identifican el proceso como una
demostracion porgque ponen una etiqueta (en el caso de que se trate de EP
transformacionales o axiomaticas), otros LT, aunque no utilizan una etiqueta,
hacen alguna referencia a los verbos “demostrar” o “probar”, u otros sindnimos,
0 incluso mencionan que no se demuestra y el porqué, pero otros LT no realizan
ninguna mencion de si el razonamiento que presentan justifica el resultado que
han enunciado o no. De hecho, los LT suelen ser homogéneos en este aspecto:
los LT que etiquetan las demostraciones, unos las etiquetan siempre; otros, no,
nunca o casi nunca. Los que hacen pequefias referencias en el texto, a veces son
explicitos y otras no, pero subrayan la demostracion. Si que se ha observado que,
en general, hay ciertos resultados que tienden mas a acompafarse de etiquetas
(tanto enunciado como demostracion) como son los teoremas de continuidad
(Bolzano, Darboux, Weierstrass...), y en los que, al menos, hay un cambio
tipografico en todos los LT. En cambio, en otros resultados, como las
operaciones con funciones continuas, se tiende méas a escribir dentro del mismo
texto tanto el enunciado como las explicaciones o algunos indicios de
justificacion si las hubiera.

Al igual gue en limites, ninguno de los LT hace referencias a las consecuencias
de justificar un resultado. Como se indic6 entonces, desde el punto de vista de la
ensefianza de la demostracion seria interesante resaltar este aspecto en los LT, es
decir, indicar explicitamente que una vez que un resultado se ha justificado, no es
necesario realizar ninguna comprobacion posterior, ni se pueden encontrar

contragjemplos,..., ya que resaltaria la funcion de explicacion y la de verificacion
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de la demostracion ademas de trasmitir el valor que estas tienen en el campo de
las matematicas.

No obstante, cabe destacar que alguno de los LT ha usado los teoremas de
continuidad para dar pautas sobre la demostracion, como por ejemplo, el LT de
SM (2001), que presenta la demostracion del teorema de acotacién en un
intervalo cerrado en un apartado destinado a la ensefianza del método de
reduccion al absurdo. Ya indicamos que quizas no es la demostracién en la que
mejor se perciba dicho proceso, pero desde el punto de vista de la ensefianza de
la demostracion supone un avance y ademas es un reconocimiento por parte del
LT del proceso de demostrar.

V.7.5. Expresiones que utiliza

En general, las expresiones utilizadas en los LT difieren en funciéon de los
autores, pero los cambios no son muy significativos. Las diferencias mas
relevantes se encuentran en el analisis de los tres teoremas fuertes de continuidad
(Bolzano, Darboux y Weierstrass), en el que se muestra un estudio
pormenorizado de los enunciados y se observa que se utilizan distintas formas
verbales para decir lo mismo, lo que puede asociar diferentes comportamientos
de la funcion (por ejemplo, un alumno podria no entender lo mismo por “tener un
maximo” que por “alcanzar un maximo). Por lo demas, los simbolos matematicos
utilizados son los universales aunque a veces se utilizan algunos diferentes (el
intervalo abierto suele representarse como ]a, b[ en la LGE y como (a, b) en la
LOE).

En relacion a los sistemas de representacion, los mas utilizados son el verbal y el
simbolico (o formula) aunque el simbolismo matematico va disminuyendo con
las nuevas legislaciones, asi como el lenguaje verbal se vuelve méas coloquial.
Por otro lado, también aparece con gran frecuencia el sistema de representacion
grafico, que en ocasiones, es el principal sistema utilizado en las justificaciones
de algunos teoremas (EP inductivos graficos en los teoremas fuertes de
continuidad de algunos LT). Esto puede deberse a la representacion gréafica tan
facil que tienen estos teoremas, aparte de su potencia como método para
convencer a un lector de la veracidad del teorema.
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Tendencia a utilizar un lenguaje mas verbal, menos simbolico y méas coloquial.
(Ejemplo en enunciados).

Debemos destacar que ninguno de los LT explica el significado de las
expresiones que utilizan, principalmente porque son habituales en el LT, y bien
suponen que los alumnos las conocen o bien se han explicado al principio del LT.

V.7.6. Consideraciones globales

En general, las observaciones realizadas para los teoremas de limites se repiten
en los teoremas de continuidad: los LT no suelen explicar el proceso de la
justificacion de forma que se aclaren cuales son las lineas generales de la
justificacion. Algunos dan aluna indicacion breve (como sefialar el resultado que
se va a aplicar), pero no es suficiente para dar una idea general del proceso. No
obstante, muchos de los resultados de continuidad presentan justificaciones
sencillas y facilmente representables de forma gréafica, por lo que es posible que
los LT no presten atencion a dichas consideraciones globales porque se
consideren superfluas. Aun asi, seria interesante dar esa explicacion global pues
contribuiria con la funcion de explicacion.

No se suelen explicar las consecuencias de los resultados enunciados, salvo en
algunos casos en los que se indica que se va a aplicar posteriormente, pero son
escasos. En algunos casos, cuando se utilizan resultados anteriores en la
justificacion de un enunciado, si se hacen referencias a dichos resultados, pero
son los Unicos puntos en los que encontramos alguna indicacion de relaciones o
utilidad del resultado.

La distincién entre enunciado y justificacion es diversa en los diferentes LT
aungue se mantiene en todos los resultados en un mismo LT. Esta categoria esta
relacionada con la categoria sobre el reconocimiento de procesos, ya que los LT
que etiquetan sus resultados como “teoremas” o “propiedad” y las justificaciones
como “demostracion” o “justificacion”, estan reconociendo el proceso como una
justificacion. No obstante, muchos LT no realizan esta distincion de forma tan
clara. Algunos se limitan a realizar una distincién tipogréafica, que puede basarse
en resaltar el enunciado mediante otro tipo de letra, un cuadro de color, o algo
similar, aunque la demostracidn no se distingue de otros textos que no pertenecen
a esta Ultima, o realizar también una distincién (por ejemplo, una disminucién en
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el tamafio de la letra) en la demostracion. Ya hemos mencionado anteriormente
que, en el caso de la continuidad, en algunos resultados se hace mas evidente
dicha distincidn que en otros (ver apartado de reconocimiento de procesos).

Ningun LT indica que existan otras vias para justificar los enunciados que
justifica, ni siquiera cuando utilizan EP inductivos y podrian indicar que se
pueden justificar mediante justificaciones mas formales y rigurosas.

V.8. REFLEXIONES

En resumen, hemos visto que, en general, la demostracion matematica rigurosa
de los teoremas de continuidad ha perdido protagonismo en los LT con la puesta
en vigor de las tres ultimas Leyes Organicas de Educacion espafiolas, ya que no
solo se producen cambios de una legislacion a otra, sino que en diversos
momentos de una misma ley, los LT han adoptado posturas diferentes sobre las
justificaciones de los teoremas, tratando de seguir las orientaciones de los
curriculos legales. Se han detectado dos cambios: por un lado, en relacion a los
tres teoremas fuertes de continuidad (Bolzano, Darboux y Weierstrass, que se
enuncian en todos los LT), en las nuevas legislaciones los EP axiomaticos y
transformacionales se sustituyen por EP inductivos, o bien los resultados
Unicamente se enuncian, y en los casos que se mantiene un EP axiomatico, se
hace con menos rigor, no justificando algunos pasos (EP axiomaéticos
incompletos). Ademas, cada LT sigue una linea uniforme en la eleccion del EP,
ya que tienden a justificar todos los resultados con el mismo tipo de EP, salvo en
algunos casos en los que el teorema de Weierstrass es Unicamente enunciado,
independientemente de los resultados anteriores. El segundo cambio es la
cantidad de resultados enunciados en los LT, que disminuye sensiblemente, y se
dejan de presentar algunos resultados sobre la continuidad en un entorno de un
punto o en intervalos, lo que tiene como consecuencia la desaparicion de esas
demostraciones. Ademas, las operaciones con funciones continuas dejan de
justificarse, limitandose en la ultima legislacion a ser enunciadas.

Por otro lado, el uso de las gréficas es cada vez mas significativo, llegando a
sustituir éstas a las demostraciones como forma de convencer al lector (algo que
ya se apuntaba en el estudio de limites), al menos en los tres teoremas fuertes de
continuidad. Desde el punto de vista de la demostracion, la ensefianza de ésta se

299



Laura Conejo Garrote

ha relegado a un segundo plano, procediendo a convencer desde la intuicién
antes que desde el razonamiento matematico. So6lo se ha encontrado una prueba
preformal (y es posible que los autores no la conozcan como tal), aunque
consideramos que seria una justificacion muy interesante en este nivel educativo,
ya que permite reflejar la esencia del razonamiento de una demostracion y, por
tanto, no privar al alumno del contacto con este tipo de procesos, preparandolo
para la etapa universitaria, pero restando la abstraccion que dificulta la
comprensién de las demostraciones a publico no especializado, ya que se realiza
con un caso particular. También se pueden considerar las pruebas preformales
COMO un paso previo a las demostraciones.

En cuanto a la diversidad en el orden de los teoremas, los nombres que reciben,
las acciones verbales que se utilizan, o las variaciones del enunciado que se
consideran, seria aconsejable unificar estos elementos, para resaltar el caracter de
universalidad de la Matematica, ya que, como hemos mencionado,
sistematizaciones diferentes pueden confundir a los alumnos en la
fundamentacion de los teoremas en estudios posteriores y, desde luego, hay que
desterrar las pruebas erroneas. No obstante, la diversidad de los resultados
considerados es menor que la que se presentaba en limites, y en los teoremas de
continuidad ha sido mas sencillo establecer comparaciones entre los diversos LT,
sobre todo en los tres teoremas fuertes de continuidad, ya que éstos se presentan
en todos los LT.

Sobre las técnicas empleadas, en general, se aprecia homogeneidad dentro del
mismo EP, aunque en los EP inductivos de uno o varios casos podemos encontrar
dos estilos: algebraico y grafico. Consideramos que los EP inductivos de tipo
grafico son mas convincentes que los de tipo algebraico, pero recomendariamos
que, en la medida de lo posible, se utilizaran ambos, independientemente de si se
utilizan EP axiomaticos y EP transformacionales y, ademas, seria Util que se
consideraran EP sistematicos, intentando cubrir todas las casuisticas posibles

No se utilizan apenas conectores matematicos, se limitan a un lenguaje verbal
mas coloquial. Seria interesante introducir dichos conectores, para habituar a los
alumnos al lenguaje mas especifico de la matematica. Por otro lado, la utilizacion
de diferentes sistemas de representacion para un mismo concepto (verbal,
tabular, grafico y algebraico) debiera ser obligada, ya que sélo la utilizacion
fluida de los mismos garantiza el aprendizaje de los conceptos (Duval, 1998).
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Al igual que se observo en el capitulo de limites, los mayores cambios en el
tratamiento de la continuidad y de la demostracién matematica se produce en el
cambio de LGE a LOGSE, encontrandose semejanzas entre los planteamientos
hechos en LOGSE y LOE. Ademas, se mantiene la precocidad en LGE, que
aborda resultados y demostraciones de mas alto nivel en edades inferiores (15
afos) de lo que se hace en las legislaciones siguientes (a los 17 afios).

Sin animo de abundar en comentarios que se hicieron en el capitulo de limites y
que serian validos aqui también, se considera que el refinamiento del analisis en
los aspectos en los que menos se ha focalizado (reconocimiento de procesos,
expresiones,...) y una posible ampliacion de la muestra a otras editoriales o a
otros libros de las editoriales estudiadas aportarian valor a este estudio dado que
permitirian ampliar los resultados obtenidos.
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CAPITULO VI

CONCLUSIONES, PROPUESTA DIDACTICA,
APORTACIONES, DIFICULTADES Y
FORTALEZAS, Y PERSPECTIVAS DE

FUTURO

En este capitulo, el ultimo de la presente memoria, se describen las conclusiones
extraidas de los analisis realizados, se presentan las lineas generales de una
propuesta didactica, las implicaciones del estudio realizado y los problemas
abiertos, asi como posibles continuaciones del presente trabajo.

En el primer apartado (Conclusiones) se describe el grado de consecucién de los
objetivos planteados al comienzo de la investigacion, asi como las conclusiones
extraidas en funcion de las hipotesis planteadas a partir de los objetivos.

En el segundo apartado (Propuesta didactica) se presentan las lineas generales de
una propuesta didactica. Esta propuesta se ha realizado teniendo en cuenta los
resultados obtenidos y esta orientada hacia la mejora de la docencia, tanto de la
demostracion matematica como de los conceptos y la sistematizacion de los
teoremas que estan relacionados con el limite funcional y la continuidad de
funciones.

En el tercer apartado (Implicaciones y perspectivas de trabajo futuro) se
describen las implicaciones del presente trabajo y se enumeran una serie de



Laura Conejo Garrote

problemas que quedan abiertos, asi como otras lineas de investigacion que
podrian derivarse de éstas.

VI1.1. CONCLUSIONES

La investigacion realizada tenia como objetivo general estudiar la presencia de
la demostracion matematica en los libros de texto de 3° de BUP, COU de la LGE
y 1°y 2° de Bachillerato de la LOGSE y de la LOE vy, a partir de este estudio,
determinar la evolucion de la demostracion en los libros de texto de los cursos
citados, clasificar los esquemas de prueba utilizados segun el modelo de Ibafies y
Ortega (2001) y determinar los procesos de ensefianza de las matematicas a
través de los LT en relacion con la demostracion o justificaciones alternativas.

Este objetivo general se concretd en otros cinco objetivos mas concretos, que se
presentan de nuevo a continuacion. Ademas, a partir de cada objetivo se
establecid una hipotesis de partida. Considerando dichos objetivos, y la hipotesis
relacionadas, se describen los resultados alcanzados y el grado de consecucion de
los primeros, asi como la comprobacion o refutacion de la hipétesis relacionada.

O1. Analizar la presencia de la demostracion en los libros de texto de
las tres ultimas leyes educativas.

En el presente trabajo se han analizado un total de 33 LT, 15 de la LGE (6 de 2°
de BUP, 5 de 3°de BUP y 4 de COU), 10 de la LOGSE (5 de cada curso) y 8 de
la LOE (4 de cada curso). No obstante, los resultados que se presentan
corresponden a 28 LT de los 33, ya que en 3° de BUP, curso inicialmente
considerado en el estudio, no se presentan los contenidos de limites y
continuidad, razon por la cual se amplio la muestra a 2° de BUP. La localizacion
de esta muestra no ha estado exenta de dificultades, sobre todo para los LT de las
legislaciones que ya no estan vigentes. Ademas, en algunos casos se localizd méas
de un ejemplar de una editorial correspondiente a un mismo curso y un mismo
periodo, que presentaban diferencias notables, razén por la cual se incluyeron
ambos en la muestra (2 LT de 2° de BUP de Anaya, 2 LT de 2° de BUP de
Santillanay 2 LT de 1°y 2° de Bachillerato de Vicens-Vives de la LOGSE).
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Conclusiones, propuesta didactica, aportaciones, dificultades y fortalezas, y perspectivas de
trabajo futuro

H1. La demostracibn mateméatica ha perdido paulatinamente
importancia en la ensefianza preuniversitaria, reflejandose en los libros
de texto con menor presencia de ésta ltima, desde los afios 70.

Conclusion 1. Efectivamente, la demostracion matematica como tal, ha perdido
importancia en la ensefianza preuniversitaria, sobre todo en el cambio legislativo
de 1990, observandose que ha disminuido el nimero de teoremas que se
enuncian, los que se justifican (de los que se presentan), asi como se han
sustituido las demostraciones formales (EP axiomaticos o transformacionales)
por EP inductivos. Ademas, el anélisis realizado sobre los conceptos de limite y
continuidad ha permitido observar que no existen patrones regulares de
comportamiento ni asociados a legislaciones ni a editoriales. Es decir, si bien
todos los LT presentan contenidos relacionados con el limite funcional y la
continuidad, no todos lo hacen con la misma organizacion, el mismo orden, las
mismas definiciones o los mismos resultados y, por tanto, también se observan
cambios en las demostraciones y justificaciones presentadas.

02. Establecer una clasificacion de los tipos de justificacion utilizados
segun los niveles (esquemas de prueba), la tipologia, las funciones de
la demostracion.

En cada LT se han analizado los temas o unidades del libro en las que aparecian
contenidos de limite o continuidad, principalmente en las partes de desarrollo
tedrico de los contenidos. Se han registrado los teoremas expuestos en dichas
unidades, y se han clasificado las justificaciones que los acomparfiaban: en primer
lugar, en funcion del EP utilizado, y después, teniendo en cuenta las técnicas
empleadas, las funciones de la demostracion, el reconocimiento de procesos, las
expresiones y sistemas de representacion utilizados y las consideraciones
generales.

H2. Los esquemas de prueba utilizados por los libros de texto tienden a
una menor formalidad y rigor matematico con el paso de los afios,
procediendo a convencer desde la intuicion antes que desde el
razonamiento.
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Conclusidn 2. Se ha observado que las demostraciones que tienden a desaparecer
son aquellas que requieren mayor aparataje matematico (por ejemplo, la
demostracion del teorema de Weierstrass) y que las que se mantienen en las tres
legislaciones, a pesar de que en muchas ocasiones se utilizan los mismos
razonamientos, son aquellas en las que el lenguaje se vuelve menos formal, se
reduce el simbolismo matematico y, a veces, algunos pasos se dejan como
evidentes y no se explicitan, lo que da lugar a demostraciones mas superficiales y
mas cortas. Por ejemplo, en la justificacién del teorema de Bolzano de Vicens-
Vives (2009), que es un EP axiomatico, aplica el teorema de conservacion de
signo, aunque no lo ha enunciado previamente, pero lo hace como si fuera un
resultado evidente que no requiere de justificacion alguna. Este comportamiento
reafirma la idea de que existe una idea a convencer mediante la intuicion antes
que desde el razonamiento matematico.

Convencer Unicamente desde la intuicion antes que desde el razonamiento
matematico, aunque en un principio pueda ser mas rapido y “eficaz", no aborda
los objetivos que el curriculo actual considera desde el punto de vista de la
demostracion y, con este planteamiento, quiza los alumnos no lleguen a
comprender las significaciones de los teoremas (Hanna, 1995, resalta la
importancia de la demostracion matematica para la comprension de las
matematicas). En Bachillerato, el alumno, entre otras actividades, debe realizar
demostraciones sencillas de propiedades o teoremas, utilizar diferentes métodos
de demostracion en funcion del contexto matematico, reflexionar sobre el
proceso de demostracién (estructura, método, lenguaje y simbolos), y generalizar
y demostrar propiedades de acuerdo con las directrices curriculares de Castilla y
Leon correspondientes a la LOMCE (Conserjeria de Educacion de Castilla y
Leon, 2015, pp. 32768). Si bien es cierto que no se indica qué teoremas deben
demostrarse, consideramos que algunos de los teoremas anteriormente citados
podrian servir para abordar este contenido transversal del curriculo. Ademas,
Hanna & Barbeau (2010) afirman que la demostracion matematica es esencial en
la ensefianza, ya que contiene los metodos, herramientas, estrategias y conceptos
que se necesitan para resolver problemas, y éstos elementos suponen la esencia
principal de las matematicas. Por esta razon, se considera que las demostraciones
matematicas son portadoras del conocimiento matematico y, como tales, deben
utilizarse en la ensefianza preuniversitaria. Sin embargo, también deberian
combinarse la intuicién con el razonamiento riguroso. Ademas, cabe destacar el
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hecho de que, aunque la LGE mostrase indicios de la necesidad de la
demostracion matematica, ésta no aparecia de forma explicita como en LOGSE y
LOE, y es precisamente en esa etapa de la LGE cuando mas formalismo se
aprecia en los LT, lo que no deja de ser contradictorio.

03. Determinar la evolucién de las justificaciones de los teoremas en
los periodos en vigor de estas leyes educativas.

En el analisis realizado se ha buscado comparar la presencia de la demostracion
en los LT entre diversas legislaciones y editoriales. Esto se ha conseguido
mediante la realizacion del andlisis en varios pasos: primero, una descripcion
global de los contenidos trabajados en cada LT; en segundo lugar, un estudio por
editoriales de los EP utilizados en cada LT, lo que nos da una idea de la
evolucion de las justificaciones a lo largo del tiempo en cada editorial; a
continuacién, una comparacion de los cuatro analisis anteriores, observando el
comportamiento general de los LT; en ultimo lugar, se ha analizado cada
resultado o grupo de resultados en todos los LT y se comparan los
comportamientos por legislaciones. Esta estratificacion del analisis ha surgido
como una necesidad al detectarse que la diversidad de tratamientos en los libros
de texto dificultaba la comparacién directa, y que el tamafio de la muestra y el
namero de resultados que habia que analizar era tan grande que no permitian
extraer conclusiones de forma global sobre los comportamientos de los LT.

H3. Cada cambio de legislacion ha rebajado tanto la utilizacion de
demostraciones, como el rigor de las mismas.

Conclusion 3. Tal y como se indico en la conclusién 2, se ha observado una
disminucién de la demostracién matematica en los libros de texto, asi como del
rigor utilizado. Este suceso se ha visto mas claramente en continuidad, ya que en
limites, en el periodo de LOGSE, las operaciones con limites se desglosaron en
varios enunciados en funcion del tipo de limite (infinito, finito, en un punto, en el
infinito) lo que también dio lugar a mas resultados, aunque como teoria global se
tratasen los mismos resultados.

En la Tabla VI.1.1 se recogen el nimero de resultados enunciados en los LT de
cada curso y cada periodo (primera fila de datos), de ellos, los que se justifican
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de algin modo (segunda fila, total EP) y de estos ultimos, los que son EP
axiomaticos o transformacionales (que se corresponden con la demostracion
matematica, tercera fila). En las siguientes tres filas se recogen los mismos datos
pero agrupados por periodos (es decir, contabilizando ambos cursos a la vez). El
cambio mas notable se produce entre la LGE y la LOGSE, donde hay un
descenso mayor tanto en el nimero de teoremas que se enuncian como en el
namero de justificaciones axiomaticas, sobre todo, de las que estan relacionadas
con el concepto de continuidad. Sin embargo, dicho descenso no es tan notable
de la LOGSE a la LOE. En esta transicion hemos encontrado una editorial
(Anaya) que mantiene practicamente los mismos LT en las dos legislaciones.

LGE LOGSE LOE

2° BUP Ccou 1° Bach. 2° BUP Ccou 1° Bach.
T. resultados 183 53 54 259 49 194
Total EP 64 (35%) 36 (67,9%) 20 (37%) 53 (20,5%) 9 (18,4%) 30 (15,4%)
EPaxytrans 55 (30,1%) 36 (67,9%) 5 (9,3%) 37 (14,3%)  1(2%) 15 (7,7%)

Ambos cursos

T. resultados 236 313 243
Total EP 100 (42,4%) 73 (23,3%) 39 (16%)
EPaxytrans 91 (38,6%) 42 (13,4%) 16 (6,7%)

Tabla VI.1.1. Namero de teoremas de limites y continuidad enunciados, de EP presentados
y de ellos, EP axiomaticos y transformacionales, por cursos y el total por legislaciones.
No obstante, no se ha analizado el mismo nimero de LT en cada periodo Yy curso,
pero si comparamos las medias de resultados justificados por LT por curso y por

periodo (Tabla V1.1.2) también se corrobora este hecho.

LGE LOGSE LOE

2° BUP cou 1° Bach. 2° Bach. 1° Bach. 2° Bach.

10,7 9 4 10,6 2,25 7,5
Ambos curso

10 73 4,9

Tabla V1.1.2. Medias de EP de los teoremas de limites y continuidad en los LT por curso 'y
por legislaciones.

AUln asi, no se puede decir que la demostracion matematica haya desaparecido

totalmente de los LT de Educacion Secundaria y, segun las directrices de la

nueva legislacion, LOMCE, debe seguir presente y ademas debe formar parte de

la formacion matematica de los alumnos de los itinerarios de Ciencias.
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O4. Descubrir posibles errores relativos a la presentacion de los
enunciados y de las justificaciones de los teoremas.

El analisis realizado en los LT ha permitido detectar algunos errores presentes en
los LT que deben evitarse. Estos se han descrito en los apartados
correspondientes de los capitulos de limites y continuidad.

H4. La demostracion matematica y la consiguiente fundamentacién de
los teoremas estan desapareciendo y ello puede conducir a errores tanto
en la presentacion como en el significado de los resultados propuestos.

Conclusion 4. Se han observado algunos errores en los LT analizados, que deben
ser subsanados y evitados en el futuro. Algunos de estos errores han sido
puntuales, como la demostracion del teorema de Weierstrass en el LT de Anaya
de COU de 1989, pero otros son generalizados, como la utilizacion de
simbologia imprecisa en el caso de los limites en el infinito y de las
indeterminaciones (1/0 en lugar de —1/-0). Esto sin contar las erratas de
transcripcion que también se han observado (desigualdades que cambian de
sentido o se convierten en igualdades,...) pero que se han considerado como
involuntarias. Por otro lado, el hecho de no demostrar algunos resultados permite
que su presentacion en los libros de texto pueda hacerse en otros Grdenes
diferentes a los que se pudieran considerar “habituales”, y algunos de ellos no
son adecuados. Este aspecto también se ha intentado solventar en la propuesta
didactica.

O5. Proponer una secuencia didactica que integre los resultados
encontrados.

En el apartado V1.2 se presenta una propuesta didactica elaborada a partir de las
conclusiones extraidas en el analisis de los libros de texto. Para realizarla, se han
tenido en cuenta la sistematizacion a seguir, los sistemas de representacion a
utilizar y el lenguaje proveniente de los tipos de EP adecuados en cada caso; en
todo ello se tienen en cuenta los estudios realizados en torno a la demostracion
con alumnos (Ibafies, 2001, Ibafies y Ortega, 2001b, y Gonzélez, 2012).
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H5.  Es necesario hacer una propuesta fundamentada sobre el uso de la
demostracion matematica y de sus posibles alternativas: los Esquemas de
Prueba y las Pruebas Preformales.

Conclusion 5. Se han descubierto varios factores que harian necesario la
elaboracion de una propuesta didactica que solventara las deficiencias
encontradas en el estudio: en primer lugar, seria conveniente unificar la
sistematizacion de las teorias expuestas en estos niveles, con el objetivo de evitar
posibles confusiones a los alumnos en estudios posteriores. Esto no significa que
haya que plantear las matematicas como un sistema rigido, que no admite
reinterpretaciones, sino que la flexibilidad deberia llegar a partir de relaciones
que se establecen entre los teoremas y las aplicaciones de éstos, y deberia ser
algo gradual, que surgiera a medida que el alumno vaya incorporando la teoria a
su sistema de estructuras mentales. Sin embargo, la diversidad de
sistematizaciones parece responder a las ideas que cada equipo de autores tiene
respecto a un topico, y no cuidan el hecho de que los alumnos en proceso de
aprendizaje pueden no comprender la parte flexible de las matematicas. Por
ejemplo, el teorema de los ceros de Bolzano puede considerarse una
consecuencia del teorema de los valores intermedios de Darboux (tomando el
caso particular de c=0), o al revés, el teorema de los valores intermedios de
Darboux como una aplicacion del teorema de los ceros de Bolzano. Desde el
punto de vista matematico, ambas consideraciones son equivalentes, pero en la
sistematizacion de la teoria, estas consideraciones afectan al orden en que se
presentan los teoremas y las demostraciones utilizadas en cada caso. Si
atendemos a las recomendaciones curriculares, esta alternativa queda resuelta, ya
que el curriculo recomienda tratar los contenidos en orden creciente de la
dificultad asociada. En consecuencia, habria que desarrollar en primer lugar el
teorema de los ceros de Bolzano.

Por tanto, seria conveniente adoptar una postura uniforme y, para ello, deberia
estudiarse cual es la mejor sistematizacion. En consecuencia, a la hora de
sistematizar las teorias matematicas se deben considerar tres aspectos:

= Orden cronolodgico (histérico): En los tépicos aqui tratados, el aprendizaje
de las matematicas debe seguir el orden del desarrollo historico éstas, ya
que estos contenidos se han ido construyendo en orden creciente de
dificultad, es decir, los primeros teoremas que se han establecido y
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demostrado han sido aquellos que estan mas cercanos a la intuicion, y que
han sido més faciles de probar. A partir de estos, se han creado otros mas
generales.

= Orden matematico: en muchas ocasiones, la sistematizacion final de la
teoria no se corresponde con el orden histdrico en el que se ha establecido
(algunos resultados se han enunciado y no se han demostrado hasta mucho
después), pero una vez incorporados a la teoria matematica, puede suceder
que el orden mas légico no sea el temporal. Ademas, también puede darse
el caso de que haya sistematizaciones diferentes que desde una perspectiva
meramente matematica sean equivalentes (como en el ejemplo de Bolzano
y Darboux que se han mencionado antes). Esto es particularmente
Importante cuando un concepto ordena otros, como es el caso del concepto
de limite, que ordena al resto de conceptos generales del Analisis
Matematico (continuidad, derivabilidad e integrabilidad)

= Orden didactico: puede suceder que el orden usual matematico o el orden
histérico no sean los mas recomendables desde un punto de vista
didactico, y no favorezcan el aprendizaje de los nuevos conceptos. En este
caso, este aspecto deberia prevalecer sobre los demas, pues el objetivo en
la educacion preuniversitaria no es presentar una teoria matematica
completa y rigurosa sino sentar las bases del conocimiento necesarias para
aprendizajes posteriores, y es éste Ultimo, el aprendizaje de las
matematicas, el objetivo primordial que deberian perseguir los libros de
texto.

En los libros de texto se ha observado que las propuestas no cumplen los
requisitos que aqui se han considerado importantes y, por tanto, estd mas que
justificado que se realice una propuesta didactica utilizando las conclusiones
extraidas del analisis con el objetivo de resolver las deficiencias encontradas,
y que abogue por un mejor aprendizaje de la demostracion matematica.
Ademas, como ya se ha mencionado anteriormente, las experiencias con
alumnos llevadas a cabo por Ibafies (2001), Ibafies y Ortega (2001b) y
Gonzélez (2012) avalan la utilizacion de justificaciones alternativas como los
esquemas de prueba de diferentes tipos y las pruebas preformales.
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VI.2. PROPUESTA DIDACTICA

Como se ha mencionado anteriormente, uno de los objetivos del presente trabajo
es realizar una propuesta didactica en torno a los conceptos estudiados (limites y
continuidad) realizada desde la perspectiva de la demostracion matematica y
orientada a mejorar la ensefianza, tanto de los conceptos matematicos que se han
considerado como del propio proceso de demostrar.

Ya se ha observado en los documentos curriculares (Ministerio de Educacion,
Cultura y Deporte, 2015 y Conserjeria de Educacion de Castilla y Ledn, 2015)
que la demostracion matematica aparece en el Bloque 1 de las asignaturas
Matematicas | y Il de 1° y 2° de Bachillerato, donde se indica que debe haber una
“Iniciacion a la demostracion en matematicas: métodos, razonamientos,
lenguajes, etc.” (Conserjeria de Educacion de Castilla y Ledn, pp. 32769).
Aunque estos documentos son posteriores a los LT aqui analizados, en la
propuesta didactica que sigue conviene tener presente esta orientacion ya que con
ella se pretende que sea tenida en cuenta en el futuro; ademas, entre otros, se
deben conocer los siguientes métodos de demostracion: reduccién al absurdo,
método de induccidn, contragjemplos y razonamientos encadenados.

Por otro lado, tal y como defiende Hanna (1995), la demostracién matematica
contribuye a la comprension de los conceptos matematicos y, en el caso que nos
ocupa, de los enunciados de los teoremas. Ademas, la demostracién matematica
es portadora de los conocimientos matematicos, ya que contiene los métodos,
herramientas, estrategias y conceptos que se necesitan para resolver problemas, y
éstos procesos suponen la esencia principal de las mateméticas (Hanna &
Barbeau, 2010). Por tanto, una propuesta racional basada en la justificacion de
los resultados presentados resulta esencial en estos niveles educativos.

No obstante, la demostracion matematica formal, tal y como se concibe en el
ambito de las matematicas, es un proceso que puede resultar muy complejo para
los alumnos de Bachillerato, pues requiere de competencia en el razonamiento
I6gico, abstracto, y esta relacionado con el pensamiento matematico avanzado.
Por esta razon, la utilizacion de otro tipo de justificaciones menos formales y mas
sencillas puede ser util en el principio del aprendizaje de la demostracion
matematica.
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Ademas, los estudios de Ibafies (2001) y Gonzélez (2012) ya apuntaron en esta
direccion. Por ejemplo: Ibafies observo que los EP de los alumnos de 1° de
Bachillerato podian evolucionar favorablemente (de mas intuitivos, los
inductivos, a los mas formales, transformacionales y axiomaticos) mediante una
secuencia didactica adecuada. Ademas, los alumnos valoraron positivamente las
demostraciones que explicaban frente a las que no, por lo que seria un aspecto a
tener en cuenta a la hora de realizar una propuesta didactica. Por su parte,
Gonzalez detecté que los alumnos aprenden con mas facilidad los conceptos
mediante el uso de las pruebas preformales, que distinguen de las pruebas
formales, y que prefieren antes éstas ultimas, puesto que se requiere menor
abstraccion para ser comprendidas, son mas sencillas, mas convincentes y mas
faciles de aplicar. Ademas, este autor apunta que las pruebas preformales son
complementarias de las formales, y que sirven de explicacion a las segundas.
Esto supone una inclusién de las pruebas formales en las propuestas didacticas.

Teniendo en cuenta estos factores, la intencion es desarrollar una propuesta
didactica que considere todos los aspectos estudiados para los conceptos de
limite y de continuidad. No se trata de una unidad didactica sino de una
propuesta educativa que contenga las lineas generales de la docencia relativa a
estos conceptos y que contemplara las definiciones, los enunciados de los
teoremas y los tipos de justificacion que, tras la elaboracion de esta tesis, se
consideran los mas adecuados desde la perspectiva didactica.

V1.2.1. Contenidos curriculares de la LOMCE

Con el fin de apreciar mejor la propuesta didactica derivada del analisis de los
LT realizada, se reproducen aqui los contenidos del desarrollo curricular de la
LOMCE en Castilla'y Leon.

En la propuesta que se presenta no se indica explicitamente en qué curso debe
tratarse cada contenido, pues es el profesor quién, dependiendo del grupo de
alumnos, tiene la Gltima palabra a la hora de planificar la docencia, teniendo
siempre en cuenta las directrices curriculares. Atendiendo al curriculo de
Bachillerato de la LOMCE de Castilla y Ledn (Conserjeria de Educacion de
Castilla y Leon, 2015), se observa que el concepto de limite tiene mayor
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protagonismo en 1° de Bachillerato que en 2° (Tabla VI1.2.1.1), al contrario de la
continuidad, que tiene mayor presencia en 2° curso (Tabla V1.2.1.2).

Contenidos

Concepto de limite de una funciéon en un
punto y en el infinito. Calculo de limites.
Limites laterales. Indeterminaciones.

Limite de una funcién en un punto y en el
infinito.

Criterios de evaluacion

2. Utilizar los conceptos de limite y
continuidad de una funcién aplicandolos en el
calculo de limites y el estudio de Ia
continuidad de una funcion en un punto o un
intervalo.

No hay.

Estandares de aprendizaje

2.1. Comprende el concepto de limite, realiza
las operaciones elementales de célculo de los
mismos, y aplica los procesos para resolver
indeterminaciones.

No hay.

Tabla V1.2.1.1. Contenidos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje en torno al
limite en el curriculo de Bachillerato de LOMCE.

Contenidos

Continuidad de wuna funcion. Estudio de

discontinuidades.

Continuidad de una funcién en un punto.
Tipos de discontinuidad. Continuidad de una
funcion en un intervalo. Teorema de Bolzano.
Teorema de Weierstrass.

Criterios de evaluacion

2. Utilizar los conceptos de limite y
continuidad de una funcion aplicandolos en el
calculo de limites y el estudio de la
continuidad de una funcion en un punto o un
intervalo.

1. Estudiar la continuidad de una funcion en
un punto o en un intervalo, aplicando los
resultados que se derivan de ello.

Estandares de aprendizaje

2.2. Determina la continuidad de la funcion en
un punto a partir del estudio de su limite y del
valor de la funcion, para extraer conclusiones
en situaciones reales.

2.3. Conoce las propiedades de las funciones
continuas, y representa la funcion en un
entorno de los puntos de discontinuidad.

1.1 Conoce las propiedades de las funciones
continuas, y representa la funcion en un
entorno de los puntos de discontinuidad.

Tabla V1.2.1.2. Contenidos, criterios de evaluacion y estdndares de aprendizaje en torno a
la continuidad en el curriculo de Bachillerato de LOMCE.

De dicho documento se desprende que ambos conceptos aparecen en ambos
cursos, y deberian, por tanto, definirse en los dos, pero el calculo de limites y
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resolucion de indeterminaciones deberia establecerse en 1° asi como las
propiedades de las funciones continuas (extensién de las propiedades de limites),
y en 2° deberia darse mayor importancia a los teoremas de continuidad en
entornos de un punto y en intervalos.

La propuesta educativa de estos contenidos se describe a continuacion, siguiendo
las orientaciones curriculares, que son de obligado cumplimiento, aunque sin
incidir en la organizacion por cursos de los contenidos planteados.

V1.2.2. Propuesta didactica para limite de una funcion

El primer elemento a considerar en relacion al limite funcional es precisamente la
definicion de este concepto. Algunos LT presentan algunos ejemplos previos de
funciones y el limite en algin punto, de forma que al establecer la definicion los
alumnos ya se hayan enfrentado a ejemplos del concepto que se esta definiendo.
En ese caso, se deben presentar ejemplos graficos y verbales de diversas
funciones: continuas, no continuas, con limite finito, con limites infinitos, que no
tienen limite... También seria interesante presentar ejemplos de funciones
concretas que provengan de distintas funciones elementales: polindmicas,

racionales, exponenciales, trigonométricas. ..

Una vez expuesta la idea, se debe definir el limite, y la definicion debe ser lo
suficientemente rigurosa como para que permita la realizacion de algunas
demostraciones, pero, en lo posible, exenta de formalismo. Una de las
definiciones mas extendida es la definicidn métrica expresada en términos de -8,
pero esta definicion suele ser fuente de problemas de comprension para los
alumnos (por ejemplo, Blazquez, Gatica, Ortega, y Benegas, 2006, comprobaron
que la definicion métrica tiene unas dificultades asociadas al simbolismo ¢-5 vy al
valor absoluto dificiles de superar por los alumnos. Por otra parte, segun
Blazquez, Gatica y Ortega, 2009, la definicion métrica es mas dificil de recordar)
que la definicion que aqui se reproduce dada por Blazquez y Ortega (2002). Por
esta razon, y atendiendo a las investigaciones en torno al limite realizadas desde
la perspectiva de los alumnos, se considera que la definicién propuesta por
Blazquez y Ortega es la mas apropiada para este nivel educativo, pues es tan
rigurosa como la métrica, pero menos formal, y es susceptible de aplicarla con
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suma facilidad para demostrar teoremas. Se presentan dos definiciones
equivalentes:
Definicion 1: el limite de la funcién f en x = a es L si para cualquier aproximacién K de

L, K#L, existe una aproximacion H de a, H#a, tal que las imagenes de todos los puntos
que estdn mas cerca de a que H (excluido a) estan méas proximas a L que K. Se escribe

limy,q f(x) =L
O bien, expresandolo en términos de entornos, que puede resultar mas comodo
de trabajar, la definicion 1 se puede traducir a la definicion 2.

Definicién 2: el limite de la funcion f en x = a es L si para cualquier aproximacion K de

L, K#L, existe un entorno reducido de a, tal que las imagenes de todos los puntos de
dicho entorno estan mas proximas a L que K. Se escribe lim,_,, f(x) =L

Analogamente, se definen en estos términos el limite infinito de una funcién en
un punto, el limite finito de una funcién en el infinito y el limite infinito de una
funcion en el infinito. Una vez establecidas las definciones, se estudiaran algunas
propiedades del limite de forma axiomatica. En concreto se deben demostrar los
dos teoremas que siguen. En ambos casos se escriben sus demostraciones
correspondintes porque la definicion precedente no figura en los textos de
Secundaria (ni en otros) y, por tanto, puede resultar un tanto extrafia su
aplicacion. Para ello se considara que cualquier nimero real es una aproximacion
de otro (aunque estén muy alejados uno de otro y la aproximacion sea muy
grosera, viene a ser equivalente a vV &>0):

Teorema 1: Si una funcion tiene limite en x=a, entonces dicho limite es Unico.

Este teorema se puede justificar con un EP axiomatico, de tipo directo (se utiliza
la definicion) dado que es muy sencillo y, ademas, permite utilizar el método de
reduccion al absurdo.

Demostracion: supongamos que la funcion f tiene limite finito en un punto x=a, y que
dicho limite no es Unico, es decir, existen L y M, L<M, tales que

limy o f(x) =Lylimy, f(x) =M
Se considera K = # Como K es una aproximacion de L, existe un entorno reducido
E de a tal que las imagenes de todos sus puntos son menores que K.
Por otro lado, como K es una aproximacion de M, existe un entorno reducido G de a tal
que las imégenes de todos sus puntos son mayores que K.
Pero entonces, E y G son dos entornos reducidos de a tales que las imagenes de su
interseccion son mayores y menores que K, lo cual es imposible.
Hemos llegado a una contradiccion y, por tanto, no puede ser que L<M.
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Analogamente, se justificaria que no puede ser L>M, y por tanto, la Unica opcién

posible es L=M, es decir, que el limite de f en x=a ha de ser Unico.
Ademas, También, como alternativa, se puede presentar una prueba preformal
como utilizada por Gonzalez (2012, pp. 316). Sélo hay que considerar una
funcidn particular y seguir con esa funcién todos los razonamientos descritos; por
ejemplo, considerando la funcién seno y a=n/4, en la prueba anterior s6lo hay
que sustituir f por sen y a por z/4.

Teorema 2: Si el limite, L, de una funcion en un punto x=a, es positivo, existe un

entorno reducido de a en el que la funcidn es positiva (Andlogamente, si L es negativo,

existe un entorno reducido de a en el que la funcién es negativa).

Demostracion: Como 0 es una aproximacion de L, existe un entorno reducido de a en el

gue las imagenes de todos sus puntos mejoran dicha aproximacion y, por tanto, todas

deben ser positivas. Analogamente, se demostraria para el caso en que L sea negativo.
También debe establecerse el siguiente teorema, que serd de utilidad en el
capitulo de continuidad, y que se deduce directamente de la definicion 2 de limite

Teorema 3: Si una funcidn, f, tiene limite, L, en x=a, entonces existe un entorno
reducido de a en el que la funcién esta acotada.

A continuacion, deben definirse los limites laterales, utilizando una definicion
anéloga a la planteada anteriormente para, a continuacion, establecer el siguiente
teorema:
Teorema 4: L es el limite de una funcion f en x=a, si, y solo si, existen los limites
laterales de f en x=a y ambos coinciden (son L).
En este caso se debe justificar este teorema mediante un EP axiomatico,
escribiendo las tres definiciones y explicado verbalmente que la definiciéon de
limite es equivalente a la conjuncion de las definiciones de limites laterales.
También podria utilizarse un EP inductivo de 1 caso con ayuda de un diagrama.

Lo siguiente a considerar es la aplicacion del concepto de limite funcional al
calculo de limites. Si bien existe una serie de teoremas y propiedades que
simplifican el célculo, y que se presentan mas adelante, es mas importante que
los alumnos entiendan el concepto que el calculo mecanico y repetitivo. Por esta
razon, los alumnos debieran comprender que las aproximaciones de x a a (el
entorno reducido de x=a) dependen del propio punto, de la funcion y de la
aproximacion fijada K de L. En el caso de la definicién métrica, esta dependencia
se expresaba en terminos del 6, que debia depender de €, de la funcion, y de a.
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En el caso de las definiciones 1y 2, H (o el entorno reducido de a) depende de la
funcion, de a y de la aproximacion tomada, K. Esto permite el calculo de limites
aplicando directamente el concepto, y utilizando diferentes sistemas de
representacion. Por ejemplo, se pueden utilizar tablas numéricas en las que se
realiza un proceso como el descrito en la definicion, proceso que sin ser un
método riguroso y formal, permite una mejor comprension del significado de
limite funcional. Supongamos que f(x)=x*—1, y que queremos determinar el
limite de f en el punto x=1. Se genera una tabla de aproximaciones a x=1 (x#1) y
de las correspondientes iméagenes.

Tabla de evaluacion de f(x)= x°~1 en puntos proximos a x=1.

X f(x) X f(X)

11 0,21 0,9 -0,19

1,01 0,0201 0,99 -0,0199

1,001 0,002001 0,999 -0,001999

1,0001 0,00020001 0,9999 -0,00019999
1,00001 0,0000200001 0,99999 -0,0000199999
1,000001 0,000002000001 0,999999 -0,000001999999
—1" -0" -1- -0-

Tabla VI1.2.2.1. Ejemplo de tabla para el calculo numérico del limite de una funcién en un
punto, aplicando la definicion.

Atendiendo a la Tabla VI.2.1.1, se puede observar que cuando x tiende a 1, f(x)
tiende a 0. Teniendo en cuenta los valores de la tabla o de otras similares, los
alumnos concluyen sin dificultad que el limite es 0. Si se considera una
aproximacion del limite de f en x=1, por ejemplo, 0’02, se puede buscar en la
tabla un valor de x tal que las imagenes de cualquier aproximacion de 1 que esté
mas cerca de 1 que la encontrada mejoran la aproximacion de 0’21 (En este caso
H=1,001 o bien H=0,999), que es precisamente lo que dice la definicion 1.
Observa que la Tabla VI1.2.1.1 es un pequefio ejemplo, es decir, muestra muy
pocas aproximaciones, pero se podrian considerar otras tablas mas extensas, otras
funciones y otros puntos en los que calcular el limite para comprobar la
dependencia de H. De esta forma, antes de empezar con el célculo algebraico en
el que se aplican una serie de reglas, y que permite la mecanizacion hasta el
punto de no necesitarse la comprension del concepto, un trabajo basado en estos
ejemplos permite “visualizar” la esencia del mismo, y fundamentar el célculo
posterior. Ademas, también pueden utilizarse otros sistemas de representacion
para realizar esta visualizacion, como por ejemplo, el gréafico.

318



Conclusiones, propuesta didactica, aportaciones, dificultades y fortalezas, y perspectivas de
trabajo futuro

Una vez comprendido el concepto, deben presentarse aquellos teoremas que
facilitan el calculo de limites.
Teorema5: lim,_, x = a.

Teorema 6: si fy g son dos funciones tales que L; es el limite de fen x=a y L, es el
limite de g en x=a, entonces se cumple que:

= lime () +g(0) =L + L,

= limy,,(f(x) —g(x) =Ly — L,

= limyL (f(x) - g(x)) =Ly - Ly

= Si existe un entorno de a tal que para todo x de dicho entorno, g(x)#0, y L, #0,

entonces lim,._,,(f(x)/g(x)) = L,/ L,

Ademas, se debe establecer que la primera regla para el célculo de limites es
sustituir la variable dependiente por el valor en el que se quiere calcula el limite.
Es decir, con la aplicacion de los teoremas 5 y 6 anteriores, puede realizarse el
calculo de muchos limites sencillos. Del teorema 6, seria suficiente con
demostrar con un EP axiomatico (en la misma linea que los teoremas anteriores o
una prueba preformal) el limite de la suma y obviar las otras dos, ya que son
pruebas mas complejas y quizd se deba invertir demasiado tiempo en la
presentacion de las mismas.

A continuacion, deberia establecerse el limite de las funciones basicas
elementales (potenciales, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas) que,
junto con la composicion de funciones, permitiria el calculo de la mayoria de
funciones que pueden aparecer en estos niveles.

Esto permite establecer la aritmética del calculo de limites. Dicha aritmética debe
extenderse al calculo de limites en los que interviene el infinito, teniendo en
cuenta la aritmética extendida:

22 =5 oo :—1‘2 = 0: 22 =5 0: g7+* = o0, si a>1; etc.

Soo
Por altimo, quedaria el estudio de las indeterminaciones, que son casos en que la
sustitucién de la variable por el valor al que tiende no es suficiente para

establecer el limite de la funcion considerada, sino que es necesario realizar el
estudio en cada caso.

-0 -—oo
—; —; —0-—>0w; 5 17%; -5 0™
-0 —oo

0. 5 07% s00——>00

En este momento se expondrian una serie de técnicas, ilustradas mediante
ejemplos variados, de calculo de limites para cada tipo de indeterminacion (como

las que se han visto en el apartado correspondiente del capitulo de limites).
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En todos los casos en los que se han presentado limites (aritmética extendida e
indeterminaciones), se ha utilizado el simbolo “—” para denotar que lo que se
expresa es un limite, y no un namero. Téngase en cuenta que cuando se calcula el
limite de una funcion en un punto, se indica el valor al que tiende la funcién, y no
el valor que toma en dicho punto (ya que ni siquiera tiene por qué existir esa

imagen). Por otro lado, algunas de las expresiones que se han escrito (:—8) ni

siquiera existirian, pues, por ejemplo, la division entre cero no esta definida y, sin
embargo, si lo esta el cociente entre nimeros que son aproximaciones a cero.

Por otro lado, obsérvese que todos los teoremas enunciados estan expresados en
términos de condicion suficiente (o condicion necesaria y suficiente) y con las
hipotesis y la tesis bien diferenciadas, para facilitar al estudiante su
diferenciacién y su posterior justificacion.

V1.2.3. Propuesta didactica para continuidad

El concepto de continuidad es mas sencillo que el limite para quien haya
comprendido este Gltimo, al menos su presentacion de forma intuitiva. Muchos
LT lo introducen mediante la idea de que las funciones continuas son aquellas
que pueden dibujarse sin levantar el lapiz del papel. Esta imagen puede ser un
buen punto de partida, asi como una serie de ejemplos de funciones continuas,
presentados de forma grafica y verbal, y elegidos sisteméaticamente, de forma
similar a la propuesta de limites.

En cuanto a la formalizacion del concepto, conviene tener en cuenta que la
continuidad es una “extension” del concepto de limite, en el que se sustituye el
trabajo en entornos reducidos del punto en el que se calcula el limite por entornos
de dicho punto, es decir, que contienen al punto. Por esta razon, la definicion que
debe presentarse de continuidad es la que esta expresada en funcion del limite
mediante tres condiciones:

Definicién 1: Una funcidn f es continua en un punto x=a, si se cumplen las siguientes

condiciones:

1. Lafuncidn estéa definida en a, es decir, existe f(a).

2. La funcion tiene limite en x=a, es decir, existe lim,_,, f(x) = L.
3. f(a)=L.
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No es necesaria la traduccion de esta definicion a enunciados en términos del
valor absoluto, o de &-6, como se ha observado en algunos LT, dado que es
suficientemente formal para ser utilizada en demostraciones o justificaciones, y
porque el trabajo realizado en limites habria sido en vano. Por el contrario, todos
los teoremas establecidos para limites se pueden extender a funciones continuas
sin més que incluir al punto x=a de la definicion y sustituir L por f(a).

Una vez definida la continuidad, deben plantearse ejemplos en los que alguna de
las condiciones falle. Esto da lugar a las discontinuidades (evitables, no evitables
de salto finito, de salto infinito o de no existencia de algun limite lateral)

El siguiente paso, donde la continuidad se vuelve una propiedad interesante, es la
extension del concepto a intervalos cerrados. De hecho, la continuidad en un
punto carece de interés por si sola, salvo en los casos de discontinuidad, por lo
que resulta imprescindible enunciar la continuidad en intervalos. Para ello, de
forma analoga a lo realizado en limites, se presentaria la definicion de
continuidad lateral y, seguidamente, la definicion de continuidad en un intervalo
cerrado.

La continuidad en un intervalo cerrado da lugar a teoremas muy interesantes. Dos
de ellos, deben aparecer obligatoriamente en los LT puesto que las directrices
curriculares los incluyen en los contenidos de 2° de bachillerato (Conserjeria de
Educacion de Castilla y Ledn, 2015): teoremas de Bolzano, Darboux y de
Weierstrass. A continuacion se presentan dichos teoremas, en un orden adecuado
desde el punto de vista didactico y matematico, en cuya redaccion (inspirada en
Spivak, 1981), se evita la utilizacion de palabras excesivamente coloquiales
(toma, alcanza,...) y se presentan expresiones mds propias del lenguaje
matematico, dejando que el profesor utilice vocabulario més general en sus
explicaciones o debates. Ademas, los titulos incluyen referencias al contenido del
teorema y no solo el nombre del matematico que les da nombre (en el caso de
Bolzano, Darboux y Weierstrass), aunque una vez presentados, se puede hacer
referencias a ellos solo por el nombre que contiene al matematico (para abreviar).
Teorema de acotacion: Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado y acotado
[a, b], entonces la funcidn f est4 acotada en dicho intervalo [a, b].
En el caso de este teorema es conveniente utilizar un EP inductivo de varios
casos. Se pueden considerar las funciones x*—2x+3, tan(x), log,(x) en intervalos
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cerrados y acotados apropiados y ver qué ocurre con las dos Ultimas en intervalos
abiertos,
Teorema de los ceros de Bolzano: Si una funcion, f, es continua en un intervalo
cerrado y acotado [a, b] y las iméagenes de los extremos del intervalo tienen (son de)
signos distintos (f(a)<0 y f(b)>0 o f(a)>0 y f(b)<0), entonces, existe al menos un punto
c € (a, b) tal que f(c)=0.
Entre las posibles justificaciones de este teorema se pueden considerar las
siguientes: como una posible alternativa a la demostracion formal, se propone
una prueba preformal con una funcién sencilla y conocida por los alumnos, por
ejemplo, f(x)=x3/2-2x+5/3 en el intervalo [-3, 2]. En esta prueba se reproduciria
el método de biseccion, se construiria la sucesion de intervalos encajados, y
ademas su representacion grafica muestra la posibilidad de mas de un punto en el
que se anula la funcion. Por otra parte, no se trata de una funcién mondtona y es
un representante de las funciones mas usuales en estos niveles, las polindmicas.
Ademas, el ejemplo nos permite el tratamiento algebraico del modelo, aislando
las raices y mostrando cdmo se aplica el método de biseccion (lo que se relaciona
con la funcion de descubrimiento de la demostracidn). También acompafiariamos
la justificacion con algunos ejemplos de funciones que no cumplen las hipétesis,
uno para cada una de estas hipétesis, ademas de representaciones gréaficas tanto
de la funcion considerada, del proceso de encaje de intervalos, y de los ejemplos
en los que fallan las hipotesis.
Teorema de los valores extremos de Weierstrass: Si una funcién es continua en un
intervalo cerrado y acotado [a, b], entonces la funcion tiene un minimo y un maximo en
dicho intervalo, es decir, existen al menos dos valores ¢ y d del intervalo [a, b] tales que

f(c) <f(x) <f(d) para todo x del intervalo (f(c) es el minimo de la funcién en [a, b] y f(d)
es el maximo). .

En este caso, al tratarse de uno de los teoremas de mayor dificultad de
demostracion de los considerados en la propuesta didactica realizada, se dejaria a
juicio del profesor el EP que debe considerar, en funcion del nivel de su grupo de
alumnos. Dado que se ha establecido previamente el teorema de acotacién, se
puede realizar tanto la prueba axiomatico-transformacional del teorema, o bien,
la prueba preformal correspondiente (como la presentada por Gonzalez, 2012, pp.
320). En el caso de que cualquiera de los procesos anteriores sea demasiado
complejo, se puede utilizar un EP inductivo de varios casos, tanto de forma
gréfica como algebraica, considerando representantes de algunas familias de
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funciones elementales: polindmicas, racionales, exponenciales, trigonométricas o
logaritmicas. También seria adecuado mostrar ejemplos en los que no se cumplen
las hipotesis.
Teorema de los valores intermedios de Darboux: Si f es continua en [a, b], entonces
todos los valores entre el minimo, m, y el maximo, M, de la funcion en [a, b] son
imagenes de al menos un valor del intervalo [a, b]. Es decir, para cualquier nimero Yy

del intervalo [m, M], existe al menos un xy€[a, b] tal que f(xo)=Yo, (en realidad, si el
minimo y el méaximo son las imagenes de x; Y Xp, respectivamente, xy€[x;,x,] O

Xo€[x2, x1])-
En este caso se puede optar por un EP axiomatico, ya que la prueba es inmediata
como una aplicacion del teorema de Bolzano. De esta manera, se muestran al
alumno pruebas realizadas sobre objetos generales, y no s6lo sobre ejemplos
concretos (pruebas preformales). Ademas, convendria acompafiar la justificacion
de ejemplos graficos que ilustren la situacion del teorema en funciones no solo
monotonas (que son las que suelen presentar en su mayoria los LT).

Ademas, se deben presentar otros resultados que complementen a estos tres y
tales que sus justificaciones sean faciles de establecer aplicando los teoremas
anteriores, pero como ejercicios de aplicacion para que los puedan realizar
(intentar) los alumnos.

VI1.3. APORTACIONES DE LA TESIS

Fruto de la investigacion aqui desarrollada, se obtienen unos resultados que
realizan una aportacion al campo de conocimiento que nos ocupa, la Didactica de
la Matematica. Estas aportaciones, enriquecen el conocimiento en este campo
sobre uno de los elementos mas importante de las matematicas, la demostracion
matematica, y en torno a uno de los elementos méas usados en las aulas de
Educacidn Secundaria, el libro de texto. Las aportaciones que se han realizado en
este campo son las siguientes:

= Desarrollo de un marco tedrico adecuado para el andlisis de los teoremas
y sus demostraciones en los libros de texto.

Como ya se ha mencionado anteriormente, la demostracién matematica es un
elemento vital de las Matematicas, y ha recibido una atencion especial por parte
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de los investigadores del campo de la Didactica de la Matematica. Esta especial
atencion ha hecho que la investigacion en torno a este elemento haya sido
abundante, estudiandose desde diferentes perspectivas. También el analisis de
libros de texto ha recibido una especial atencién. Sin embargo, la combinacion de
estos dos elementos, hasta no hace muchos afos, no ha sido objeto de muchas
investigaciones.

En este caso, el germen de esta investigacion se encuentra en los trabajos de
Ibafies (2001), Ibafies y Ortega (2001b) y Gonzélez (2012). En estos trabajos,
estos autores observaron que la utilizacion de los esquemas de prueba y las
pruebas preformales es un recurso valioso para favorecer el aprendizaje de los
teoremas matematicos y de la demostracion matematica. Teniendo en cuenta
estos resultados, se hacia imprescindible el estudio del tratamiento de este
elemento en los libros de texto, razon por la cual se plante6 esta investigacion.
Ibafies y Ortega (1997, 2001b) ya hicieron algunos analisis en este sentido y
comenzaron la construccion de un marco tedrico orientado hacia este tipo de
analisis. Tomando como punto de partida dicho marco teorico, se ha desarrollado
el que aqui se presenta, que ha resultado de extrema utilidad para realizar el
analisis previsto.

El desarrollo de este marco no ha sido inmediato ni trivial. Del trabajo de Ibafies
y Ortega se desarrollé una primera version, utilizada en Conejo y Ortega (2013)
y presentada para su discusion en el seno del grupo de investigacion de Didactica
del Anélisis Matematico en la reunion intermedia de Alicante de 2013. Esta
primera presentacion ante un grupo de investigadores expertos provocé una
redefinicion de algunas categorias, que mejord6 el marco y facilitaba su
aplicacion. Un proceso similar se ha llevado a cabo en congresos posteriores
(Conejo, Arce y Ortega, 2014 y 2015), lo que ha llevado al establecimiento de las
categorias de analisis tal y como se presentan en esta memoria, y que han
permitido un andlisis completo del elemento seleccionado, la Demostracion
Matematica, en los libros de texto.

= Revisidn historico-curricular tanto de los documentos curriculares como
de los libros de texto (perspectiva historica del tema).

Previo al analisis de los libros de texto, y dado que los documentos curriculares
son el primer nivel de concrecion curricular en nuestro sistema educativo, se
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realiz6 una revision histérica de los documentos curriculares correspondientes a
los libros analizados en el presente trabajo. Esta revision, que no es la primera
que se hace en este sentido, se efectud desde la perspectiva de la demostracion
matematica en primer lugar, y desde la perspectiva de los conceptos analizados
en segundo lugar.

Ibafies y Ortega (2002a) ya hicieron una revision historica en este sentido, en la
que incluyeron legislaciones anteriores a las consideradas en este trabajo, y que
nos sirvié de punto de partida. No obstante, se han producido dos cambios de
legislacion educativa desde entonces (LOE y LOMCE), por lo que ha sido
necesaria una actualizacion de dicha revision. Esta revision nos ha servido para
comprobar que la demostracion matematica tiene un papel importante en el
curriculo de este nivel educativo, y que su presencia no sélo no ha sido relegada
a un segundo plano, sino que cada vez tiene mayor importancia, apareciendo
como elemento transversal en el Blogue 1 de las Matematicas | y Il de LOMCE
(Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2015 y Conserjeria de Educacion
de Castillay Leon, 2015).

= Andlisis de los enunciados y las justificaciones de los teoremas que
aparecen en los libros de texto de los Gltimos cursos de la Educacion
Secundaria (BUP, COU y Bachillerato).

Si bien los conceptos de limites y continuidad se han estudiado en los libros de
texto en otras investigaciones (consultar el capitulo de Antecedentes), no se han
realizado hasta la fecha analisis historicos de libros de texto desde la perspectiva
de la justificacion de los teoremas relacionados con estos conceptos del Analisis
Matematico. Por ello, el presente trabajo supone una innovacion en este campo y
muestra una perspectiva histérica del tratamiento de la demostracion.

= Realizacion de una propuesta didactica fundamentada en los resultados
extraidos del andlisis realizado.

En el apartado anterior se ha presentado una propuesta didactica fundamentada
en los resultados de esta investigacion. El objetivo de esta propuesta es mejorar
las que aparecen en los libros de texto, subsanando los errores y deficiencias
encontrados e introduciendo elementos innovadores, como la utilizacion de las
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pruebas preformales. Todo ello estd encaminado hacia una mejora de la docencia
de los teoremas del Analisis Matematico relacionados con el limite funcional y la
continuidad, desde la perspectiva de la demostracion. Por esta razon, se ha
buscado un equilibro en el que ambos elementos se combinen para dar lugar a
propuestas que favorezcan ambos aprendizajes.

V1.4. DIFICULTADES Y FORTALEZAS

Como todo trabajo de investigacion, en el desarrollo del que aqui se presenta se
han tenido que superar algunos obstaculos que han dificultado su realizacion,
pero dicha superacion ha conseguido algunas fortalezas, que hacen que el
aprendizaje obtenido en esta investigacion sea mayor y mas valioso. Entre las
dificultades encontradas estan:

= La distancia entre los centros de trabajo de la doctoranda (Facultad de
Educacion de Soria, Universidad de Valladolid) y el director de la tesis
(Facultad de Educacién y Trabajo Social, Universidad de Valladolid). Esta
distancia provoca que las reuniones de trabajo en torno a la tesis no sean
tan frecuentes o extensas como se desearia, 0 que, en ocasiones, no se
puedan resolver directamente las dudas que al investigador se la han
presentado en el desarrollo del trabajo en el momento en que se producen
haya que esperar a la siguiente reunion. No obstante, la atencidn
incondicional del director, y la utilizacion de otros medios de
comunicacién como el correo electronico o el teléefono, ha permitido
salvar dicha distancia, y ha facilitado la consecucion de esta memoria.

» La busqueda y localizacion de los ejemplares de los libros de texto que
componen la muestra de las legislaciones derogadas, sobre todo, del
periodo de la LOGSE. Se ha recurrido a los profesores conocidos por el
director de la tesis o la doctoranda, que han consultado las bibliotecas de
los institutos en los que trabajan, y a la Red de Bibliotecas Universitarias
Espafiolas (REBIUN), a través de la cual hemos localizado varios
ejemplares. No obstante, al tratarse de textos de naturaleza efimera (por
las constantes actualizaciones que realizan las editoriales, el publico
especializado hacia el que se dirigen y los sucesivos cambios de
legislaciones) no es habitual que se conserven muchos ejemplares.
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Ademas, los LT mas dificiles de encontrar han sido los del periodo de la
LOGSE, ya que, al parecer, los LT de la LGE son mejor valorados por los
contenidos matematicos que se encuentran en ellos (mayor nivel, mayor
rigor). Por otro lado, de alguna de las editoriales se han localizado mas de
una coleccién de un mismo periodo, y se han observado notables
diferencias, lo que suscita un interés en la comparacion de LT de la misma
editorial y del mismo periodo, pero cuyo estudio estd sujeto a la
disponibilidad de la muestra.

Por otro lado, entre las fortalezas de este trabajo se encuentran los siguientes
aspectos:

A pesar de las dificultades en la localizacién de LT, se ha reunido una
extensa coleccion de libros de texto. Ademas de los que se han utilizado
en el estudio (28 analizados de los 33 correspondientes a la muestra del
estudio), se han localizado otros que no se han utilizado por pertenecer a
las ramas de Ciencias Sociales: 2 de COU y uno de 2° de Bachillerato de
LOGSE. Dichos ejemplares nos permitieron observar que en dicha rama
se presentaban menos teoremas y menos justificaciones que en las de
Ciencias, y que no resultaban de interés en nuestro estudio. Ademas, la
localizacion de esta muestra nos permite conservar esta coleccion para
estudios futuros.

En el desarrollo de este trabajo se han utilizado la combinacién de dos
metodologias, el método histdrico de investigacion en Educacion de Ruiz-
Berrio (1976) y la metodologia de investigacion en Educacion de Fox
(1981), dando lugar a una nueva metodologia creada propiamente para
este estudio. Se considera que la metodologia creada resulta totalmente
adecuada para este tipo de estudios, en los que se analizan documentos,
algunos con un caracter historico (libros de texto y documentos
curriculares de las legislaciones derogadas), bajo la perspectiva de un
marco tedrico, que se ha adaptado a las caracteristicas del estudio.
Ademés, esta metodologia sirve como guia en el estudio y permite su
elaboracion de forma sistematica y cientificamente adecuada.

El estudio realizado es totalmente reproducible y se puede aplicar a otros
contenidos curriculares de Bachillerato, sean o no de Analisis Matematico
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Yy, por qué no, a contenidos de grados universitarios de cualquier rama de
la matematica En todos los casos se utilizaria el marco tedrico
desarrollado en esta tesis doctoral para analizar los contenidos
correspondientes, aunque quiza en algin caso habria que adaptar alguna
categoria de analisis.

El marco teorico utilizado puede ser util como herramienta profesional
para docentes en ejercicio, tanto a la hora de comparar LT desde el punto
de vista del tratamiento de la demostracién, como a la hora de disefiar
secuencias didacticas relacionadas con la demostracion y el razonamiento.

V1.5. PERSPECTIVAS DE FUTURO

Si bien la presente investigacion ha realizado varias aportaciones al corpus de
conocimiento de la Didactica de la Matematica, no es un trabajo cerrado, Sino
que abren nuevos caminos de estudio para futuras investigaciones. Algunos de
los nuevos caminos son los siguientes:

328

Elaborar un “mapa” de la justificacion en Bachillerato. El objetivo seria
realizar un analisis completo de los libros de texto de los niveles de 1° y 2°
de Bachillerato, de todas las &reas de las matematicas integradas en estos
niveles educativos, y establecer qué teoremas aparecen en cada curso,
cudles de ellos se demuestran, qué caracteristicas diferencian las
demostraciones de distintas ramas... No obstante, entre los criterios de
evaluacion de las asignaturas de Mateméticas | y Il de Bachillerato se
indica que el alumno debe “realizar demostraciones sencillas de
propiedades o teoremas relativos a contenidos algebraicos, geométricos,
funcionales, estadisticos y probabilisticos” (Conserjeria de Educaciéon de
Castilla y Ledn, 2015, pp. 32729). Ademas, este estudio podria suponer el
inicio de una investigacion que analice la presencia y evolucion de la
demostracion matematica en otras etapas educativas: en qué momento
empiezan a aparecer demostraciones Yy justificaciones, de qué tipo, en qué
area. No obstante, en el panorama internacional se han encontrado otros
trabajos en los que se analiza la demostracion matematica, las
justificaciones o el razonamiento en libros de texto, y en los que se han
desarrollado marcos tedricos que parten del concepto de esquema de



Conclusiones, propuesta didactica, aportaciones, dificultades y fortalezas, y perspectivas de
trabajo futuro

prueba (Stacey & Vincet, 2008 y 2009, Dolev, 2011, Dolev & Even, 2015,
y Silverman & Even, 2015), por lo que la presente investigacion
contribuye a ampliar el conocimiento sobre este campo.

= En la misma linea del punto anterior, seria interesante realizar una
comparacion profunda de los marcos tedricos desarrollados a partir del
concepto es esquema de prueba para el analisis de la demostracion en los
libros de texto, en concreto, del marco que se ha presentado en la presente
investigacion y el desarrollado por Stacey & Vincent (2008 y 2009) y
utilizado posteriormente (Dolev, 2011, Dolev & Even, 2015, y Silverman
& Even, 2015).

= Oftro aspecto interesante a estudiar seria explorar las oportunidades de
justificacion ofrecidas en los LT, siguiendo el ejemplo de Hanna & de
Bruyn (1999). En el presente trabajo se ha analizado principalmente la
parte de contenidos de los LT, y sélo se ha incluido algun ejercicio o
problema resuelto cuando el propio LT ha hecho referencia a él en el
desarrollo de la teoria. Por tanto, es una cuestion abierta el analisis de los
ejercicios y problemas propuestos y/o resueltos en el LT desde el punto de
vista de la demostracion: si se piden demostraciones, de qué tipo de

resultados, con qué frecuencia...

» Ya se ha mencionado en el desarrollo del trabajo que las categorias en las
que mas se ha puesto el foco de atencion son las de esquemas de prueba y
funciones de la demostracion, si bien se han considerado otras en el marco
tedrico. Seria conveniente refinar los analisis y estudiar las relaciones
entre las diversas categorias y como unas influyen en otras. Por ejemplo,
Ibafies (2001) observé que la estructura de los enunciados condiciona el
esquema de prueba. Aunque en esta investigacion se han analizado los
enunciados, no se ha profundizado en la relacion existente entre ellos
reflejada en los libros de texto, por lo que queda como una cuestion
abierta. Otros analisis interesantes serian:

» La vinculacion entre el tipo de EP utilizado por los libros de texto
y el grado de funcion explicativa en las justificaciones, y que la
combinacion de ambos aspectos puede categorizar a los libros de
texto en niveles explicativos.
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> La utilizacién de gréaficas y de pruebas visuales y su relacién con la
funcion de explicacion.

> El lenguaje utilizado, la relacion con los esquemas de prueba y las
funciones que se reflejan.

= En Ultima instancia, continuando con el trabajo desarrollado por
Ibafies(2001), Ibafies y Ortega (2001b) y Gonzélez (2012), en los que se
llevaron a cabo experiencias de aula con alumnos utilizando diferentes
esquemas de prueba los primeros, y pruebas preformales el segundo, seria
conveniente investigar si las recomendaciones planteadas en el apartado
de propuesta didactica contribuyen a una mejora de la ensefianza y el
aprendizaje de la demostracion matematica y elaborar unidades didacticas
que puedan sean implementadas en el aula por profesores en ejercicio para
responder a los siguientes interrogantes: ¢Favorece la comprension de los
conceptos? ¢Favorece la comprension de la demostracion? ¢Son viables?

Por tanto, son varias las lineas abiertas para trabajos de investigacion posteriores,
con lo que se concluye que el trabajo aqui presentado no supone mas que otro
paso que ha generado conocimiento sobre la ensefianza y el aprendizaje de la
demostracion matematica, que parte de los muchos trabajos realizados
previamente, pero que de ningin modo supone el final del camino.
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ANEXOS

ANEXO 1: LIBROS DE TEXTO UTILIZADOS EN LA

MUESTRA

En las tablas se muestran las fichas de los libros de texto analizados, con la
siguiente informacién por columnas: titulo, autores, afio de edicién y editorial.
Por filas, estan organizados por cursos, ordenados en primer lugar por la editorial
(Anaya, Santillana, SM y Vicens-Vives) y en segundo lugar, cronolégicamente.

LGE

2° BUP

Matematicas 2° Etayo, J., Colera, J. y Ruiz, A. 1976 Anaya
Matematicas. Bachillerato 2 Guzman, M., Colera, J. y Salvador, A. 1987 Anaya
Matematicas 2 Bachillerato Anzola, M., Coruncho, J., Gutiérrez, M. 1976 Santillana
Matematicas 2° BUP Garzo, F., Burgos, J. y Gil, J. 1991 Santillana
Matematicas 2 Bachillerato Lopez, V.y Sanchez, J.L. 1977 SM
Matematicas Vectores BUP 2° Agusti, J. M.y Vila, A. 1980 Vicens-Vives
Ccurso

3° BUP

Matematicas 3° Etayo, J., Colera, J. y Ruiz, A. 1977 Anaya
Matematicas. Bachillerato 3 Guzman, M., Colera, J. y Salvador, A. 1988 Anaya
Matematica 3 Bachillerato Coruncho, J., Vazquez, C.y Rivera, M. 1977 Santillana
Funciones 3. Matematicas 3° Vizmanos, J. R., Anzola, M. y Primo, 1981 SM

BUP A.

Matemdticas. Integral. BUP Agusti, J. M.y Vila, A. 1977 Vicens-Vives
curso 3

Cou

Matemadticas I. Opciones Ay B de Guzman, M. y Colera, J. 1989 Anaya
Matematica Gil, J., Rivera, M. y Véazquez, C. 1981 Santillana
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Matematicas. Curso de Primo, A. 1980
orientacién universitaria
Matematicas. Espacios. Trillas, E. y Vila, A. 1979

SM

Vicens-Vives

Tabla Al.1. Libros de texto pertenecientes al periodo LGE.

LOGSE
1° Bachillerato
Matematicas | Colera, J., Garcia, R. y Oliveira, M.J. 2002 Anaya
Matematicas 1 Grupo Azul 21 1996 Santillana
Matematicas | Vizmanos, J.R. y Anzola, M. 1996 SM
Limites 1 Matematicas | Ruiz, A.y Alvarez, F. 1998 Vicens-Vives
Omega 1 Matematicas  Corbalan, F., Alvarez, J. L., Gonzalez, A. E. y 2003 Vicens-Vives
Queralt, T.
2° Bachillerato
Matematicas |1 Colera, J., Garcia, R. y Oliveira, M.J. 2003 Anaya
Matematicas 2 Grupo Azul 21: Negro, A., Benedicto, C., 1997 Santillana
Martinez, M. y Nevot, A.
Euler. Matematicas 2 Hernandez, E., Quirds, A. y Tarrés, J. 2001 SM
Limites 2 Matematicas  Ruiz, A. y Alvarez, F. 1999 Vicens-Vives
Omega 2 Matematicas  Corbalan, F., Ferndndez, J., Mufoz, J. y 2004 Vicens-Vives
Queralt. T.
Tabla Al.2. Libros de texto pertenecientes al periodo LOGSE.
LOE
1° Bachillerato
Matematicas | Colera, J., Oliveira, M.J., Garcia, R. y Santaella, E. 2008 Anaya
Matematicas | 1 Antonio, M., Gonzalez, L., Lorenzo, J., Molano, A., 2008 Santillana
Bachillerato del Rio, J., Santos, D. y de Vicente, M.
Matematicas 1 Vizmanos, J.R., Hernandez, J. y Alcaide, F. 2008 SM
Matematicas-1 Pancorbo, L. 2008 Vicens-Vives
2° Bachillerato
Matematicas |1 Colera, J. y Oliveira, M.J. 2009 Anaya
Matematicas Il 2 Escoredo, A., Gdmez, M. D., Lorenzo, J., Machin, 2009 Santillana
Bachillerato P., Pérez, C., del Rio, J. y Sanchez, D.
Matematicas 2 Vizmanos, J.R., Hernandez, J. y Alcaide, F. 2010 SM
Matematicas-2 Pancorbo, L. 2009 Vicens-Vives

Tabla Al1.3. Libros de texto pertenecientes al periodo LOE.
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