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Resumen

En el problema de transmisién de informacion a través de una red, en la
que hay varios receptores, aparece el problema de los “cuellos de botella”,
cuando por un conjunto de aristas se quiere transmitir mas informaciéon de
la que admiten, generando un retraso en el sistema. Esto se puede solucionar
codificando la informacion que pasa por dichas aristas, lo que se llama c6di-
gos de red (network coding). Cuando esta codificacion es lineal en funcién de
los mensajes, hablaremos de cddigos en red lineales. En este trabajo introdu-
ciremos el problema, daremos una solucién a la codificacion y estudiaremos
la probabilidad de éxito cuando los coeficientes de eligen de forma aleatoria.
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Introduccion

Un proceso de comunicacién, en el més puro sentido de la palabra, siempre
se ha compuesto en términos generales de emisor, receptor, un canal, un
alfabeto conocido por ambos, y por supuesto, un mensaje que compartir.

En un proceso de este tipo se plantean distintos tipos de problemas,
como la confidencialidad (criptografia), la fiabilidad (c6digos correctores),
y la eficacia de la comunicacién.

Respecto a la eficacia, un punto de vista es el de los c6digos compresores,
que consiguen reducir la cantidad de informaciéon a transmitir. Pero hay otra
perspectiva muy relacionada con las comunicaciones tal como se realizan en
la actualidad, en la que el canal de comunicacion es una red y hay varios
receptores de la informacion.

La situacion se puede modelar como sigue: se tiene un grafo dirigido (que
supondremos simple y sin ciclos), en el cual parte de las redes son los emisores
de la informacién y parte son los receptores. Se quiere que la informacién se
transmita de la forma més eficiente posible, en términos de tiempo y coste
computacional.

Si hay un tnico receptor, la solucién o6ptima se encuentra si en la red
se pueden encontrar caminos disjuntos desde los emisores hasta el receptor,
pues entonces cada mensaje viaja por el camino correspondiente sin retrasos.
Pero si hay mas de un receptor, ain existiendo tales caminos disjuntos para
cada uno de ellos, se puede producir en algunas aristas un “cuello de botella”
por el que debe pasar la informacién distinta para cada receptor, en cuyo
caso se produce un retraso.

Un ejemplo sobre qué tipo de problemas veremos a lo largo del trabajo
es el que vemos en la figura 1. En él, el emisor s desea enviar el mensaje a y
el mensaje b tanto al receptor r; como al ry.

Por separado, el emisor podra enviar sin problema ambos mensajes a cada
receptor como vemos en la figura 2, a los caminos marcados, los llamamos
flujos.
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Figura 1: ejemplo de un problema de codificacién en red.

No obstante, si queremos enviar esa informaciéon simultaneamente, efecti-
vamente, en la arista central nos encontramos con mensajes distintos inten-
tando pasar a la vez.

Figura 2: caminos para llevar la informacién a cada receptor

De esta forma, a r; llega a y a + b y puede recuperar el mensaje original,
al igual que 79 recibe by a + b.

La idea consiste por tanto en transmitir por cada arista no uno de los
mensajes originales, sino una funcién de los mismos. Este tipo de codifica-
cién se llama codificacién en red (network coding). En el caso en que las
funciones de codificacion son lineales se habla de c6édigos de red lineales
(linear network coding). En los problemas de c6digos de red lineales se plan-
tea el problema de como escoger las funciones de codificacion. Una posibilidad
es escoger los coeficientes de dicha combinacién lineal de forma aleatoria, y
entonces se habla de cédigos en red lineales aleatorios (random linear
network coding). En este caso es preciso estudiar la probabilidad de éxito de
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la transmision.

Este trabajo de fin de grado ha consistido en el estudio del articulo de
Olav Geil y Casper Thomsen Aspects of random network coding, [7], en el
que se hace una presentacién del problema y se estudia cuando y cémo éste
tiene solucion, y la probabilidad de éxito en los procesos aleatorios. Para su
comprension ha sido necesario un estudio preciso de los problemas de flujos
en redes, asi como de la cota de la huella (footprint bound) de un ideal, que
estd relacionado con el uso de bases de Grobner del mismo.

Antes de comenzar, establezcamos de forma esquematica el contenido de
la memoria:

En el capitulo 1 haremos un pequeno repaso sobre los conceptos necesarios
de ideales y 6érdenes monomiales, para poder hacer la demostracion de la cota
de la huella y obtener como conclusion poder estudiar el niimero de ceros en
un polinomio.

A partir de la teoria de grafos, en el capitulo 2 veremos la definicion de
flujo en una red, y como optimizarlo. Veremos también qué es un flujo entero
y qué relacion tiene con los caminos mutuamente disjuntos.

A lo largo del capitulo 3 encontraremos el niicleo central del trabajo, en
el qué definiremos el problema de codificacién en red, particularizando en
la codificacién lineal sobre un cuerpo finito. Finalmente veremos un algorit-
mo por el cual encontrar coeficientes adecuados para que el problema tenga
solucion.

El capitulo 4, que corresponde a la tultima parte del trabajo, se dan cotas
a la probabilidad de tener éxito asignando los coeficientes en la codificacion
lineal de forma aleatoria.
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Capitulo 1

Huella de un ideal

Dado un cuerpo K, consideramos el anillo de polinomios K[Xj, ..., X,,]
en m indeterminadas. Para simplificar la notacién, denotaremos dicho anillo
como K[X].

Dado a = (au, ..., am) € ZZ, denotaremos por X al monomio Xi"... X",
y dado h € K diremos que hX* es un término de K[X].

Dado un orden < en ZZ, podemos asociarle un orden, que denotaremos
igual, en el conjunto de monomios de K[X], por
X< X ea<p.

Definicién 1.1. Un orden monomial sobre K[X] es cualquier relacién
binaria < sobre ZZ , o equivalentemente, cualquier relacion sobre el conjunto
de los monomios de K[X], que cumple:

1. < es un buen orden sobre ZZ,
2. Si a < 3, entonces o+ < 3+, Vy € ZZ,,.

Fijaremos un orden monomial < sobre K[X]| de aqui en adelante.

Definicién 1.2. Si consideramos un polinomio f = > cr a, X € K[X], con
[' C Z%, finito y f # 0, definimos:

= El multigrado de f es
multideg(f) = méx ;{a €T / a, # 0}

» El coeficiente dominante de f es

LC(f) = Qmultideg(f)

11
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= El monomio dominante de f es

LM(f) _ Xmultideg(f)

s El término dominante de f es

LT(f) = LC(f) - LM(f)

Dado un ideal I C K[X| denotamos
LT(I) = ({LT(f) | [ €1 —-{0}}),

ideal generado por los términos dominantes de los elementos del ideal I.

Para cualquier polinomio f € K[X], puesto que un orden monomial es
total, se pueden ordenar los términos de f de acuerdo a sus exponentes; f se
escribe de forma tnica ordenando los monomios de mayor a menor.

Teorema 1.3 (Teorema de divisién). Sea < un orden monomial y sea F =
{f1, .- fs} un conjunto ordenado de polinomios de K[X]. Entonces para cada
f € K[X] existen ay, ...,as,r € K[X] que cumplen:

1. f:alfl—i—...—i—asfs—i—r

2. Sir # 0, entonces ninguno de los términos de r es divisible por ninguno
de los términos LT (f1), ..., LT(fs).

O dicho de otra forma, el polinomio r serd combinacion lineal de mono-
mios que no pueden ser divisibles por ninguno de los LT(f1), ..., LT(f5).

El teorema se demuestra a partir del algoritmo de division, el cual nos
proporciona una forma de escribir f = a1f1 + ... + asfs + . A r, queda
determinado por el algoritmo y el orden finado en F', lo llamamos resto de
la divisién de f por F, y lo denotamos por r = fF.

Tanto el algoritmo, la demostraciéon completa de este teorema, como las
demostraciones correspondientes a los resultados de la siguiente seccién se
encuentran en el libro [3].

1.1. Ideales monomiales

Definicién 1.4. Un ideal I de K[X] es monomial si tiene un conjunto
de generadores formado por monomios, esto es, si existe un subconjunto
A C Z%, tal que

B I=({X"/aeA}
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Definicién 1.5. Un conjunto finito de polinomios de unideal I, G = {g1, .., 9:}
es una base de Grobner de [ si

Proposicién 1.6. Si G es una base de Grébner de un ideal I C K[X],
entonces G es un sistema de generadores de 1.

Teorema 1.7. Dado un ideal I # 0 de K[X], existe una base de Grébner de
I para el orden monomial dado.

Como consecuencia del teorema de divisién tenemos el siguiente resultado:

Proposiciéon 1.8. Sea G = {g1,...,9;} una base de Grébner de un ideal
I C K[X],ysea f un polinomio de K [X]. Entonces existe un tinico r € K[X]|
que cumple las siguientes propiedades:

1. Ningin término de r es divisible por ninguno de los LT (¢1), ..., LT (g),
siempre que 7 # 0.

2. f—rel

En particular, r se puede calcular, haciendo uso del algoritmo de division,
como el r = f¢ independientemente del orden de G.

1.2. Huella de un ideal

Definicién 1.9. Dados un ideal I C K[X] y un orden monomial <, se define
la huella de I respecto del orden < como el conjunto de monomios que no
son términos dominantes de ningtin polinomio en /. Se denota por A~ (7).

Al ={X* [ X" £ LT(f) Vfel}

Proposicién 1.10. Sea I C K[X] un ideal. Entonces K[X]/I es isomorfo
como K-espacio vectorial a

S=L({X"/ X" ¢ LT(I)}) = L({X"/ X* € AL(])})

Demostracion. Se considera ® : S — K|[X]/I, donde ® es la aplicacién del
paso al cociente de K[X] a K[X]/I, que es K-lineal.

Sea G = {g1, ..., g: } una base de Grobner de I, es decir, tenemos LT'() =
(LT(¢1),...,LT(g:)). Hay que tener en cuenta que, por la proposicion 1.8,
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fée A,y f—f¢ €I paratodo f € K[X], donde f& es tinico con estas
propiedades.

Dado f € K[X], se tiene que ®(f%) = f¢+1 = f+ I, por lo tanto ® es
sobre.

Por la unicidad de f¢, se tiene que si f € AL(I) entonces f¢ = f, y que
si f=>Nfi€Scon f; € AL(I), entonces

5 rte.
=N =2 Nfi=f
Ademés, SN I = {0}. Por tanto si f € S'y ®(f) = 0 entonces fG=fely

tendremos que f¢ = f = 0.

De este modo vemos que efectivamente ® es un isomorfismo, y que ten-
dremos entonces
S~ K[X]/I.

En lo que sigue, K sera un cuerpo algebraicamente cerrado.

Definicién 1.11. Se llama variedad afin definida por el ideal I C K[X] al
conjunto

Vi(I)={xe K™/ f(z) =0 Vfel}

Teorema 1.12 (Teorema de los ceros de Hilbert). Sea I un ideal de K[X].
Entonces I(Vi(I)) = {f € K[X]/f(z) =0Vz € Vi(I)} = Rad(I).

Una demostracién detallada del teorema se puede encontrar en [5].

Teorema 1.13. Sea V' = Vg (I) una variedad afin en K™. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) V es un conjunto finito
it) El K-espacio vectorial K[X]/I es de dimension finita.

1) A-(I) es finita.

Demostracion. La equivalencia de i) y 4ii) es consecuencia directa de la
proposiciéon 1.10.

Supongamos que dimy K[X]/I < oo. Probaremos que V es finito pro-
bando que existen conjuntos finitos A; C K, para ¢ = 1,...,m, tales que
VCA x..xA,.
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Si fijamos un 7 € {1,...,m}, entonces al considerar el conjunto de las
clases de X7, A
{X{+1.j >0} C K[X]/I,

tenemos que el primer conjunto tiene infinitos elementos. Como suponemos
que K[X]/I es de dimension finita, los X; deben ser linealmente dependientes
en K[X]/I, esto es, existirdn un r > 0y Ag, ..., A, € K tales que

Fi(X)) =X+ MXi+ X2+ .+ NXT el

con no todos los \; iguales a 0. En particular, el polinomio F;(X;) tiene un
numero finito de raices en K. Denotamos por A; al conjunto de sus raices.
Entonces

(al, ...,am) eV = E(al, ...,(lm) =0= E(az) =0=aq; € Az

y por tanto V' C A; X ... X A,,, como queriamos probar.

Reciprocamente, supongamos que V' es un conjunto finito, V.= {p1, ..., p }.
Fijemos un i € {1, ...,t} y sea a; la i-ésima coordenada del punto p;. Defini-
mos el polinomio

t
fi(Xi) = H(Xz —a;) € K[Xi],
k=1
el cual se anula en cada punto de V', y por lo tanto f; € I(V). Por el Teorema
de los Ceros de Hilbert, existe algun n > 1 tal que f* € I,y por consiguiente,
X" = LT(f;) € LT(I). Este argumento se aplica a cada coordenada y
tendremos que existen 71, ..., 7, tales que X{* € LT(I), ..., X € LT(I).

De esta forma, para a = (ay, ..., ayy ) se tiene que si X* ¢ LT (I), entonces
a; <r; — 1, de donde deducimos queA.(I) es finito.

]

Proposicién 1.14. Sea I C K[X] un ideal tal que Vi (I) es un conjunto
finito. Entonces, el nimero de puntos de Vi (I) es como mucho la dimensién
de K[X]/I como K-espacio vectorial.

Demostracion. Sea Vi (I) = {p1,...,pt} con p; # pj si i # j. Vamos a cons-
truir polinomios fi,..., fi € K[X] tales que f;(p;) = 0;;. Haremos la cons-
truccién de fq, siendo analogo para el resto.

Escribamos p; = (pj1,....pjm). Para cada j > 1 tenemos que p; # pi,
luego, existe t; tal que p;;; # p1y,. Para
Xe — iy,
hy = 2P ¢ g[x,

j pu—
pl,tj - pj,tj
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se tiene que h;j(p;) =0y que h;(p1) = 1.

El polinomio f; = [, h; cumple que fi(p1) =1y que fi(p;) = 0 para
j> 1.

A continuacién probaremos que f; + I,...,f; + I son linealmente indepen-
dientes, con lo que se concluye la prueba.

Sean azy, ...,a; € K tales que

es decir Y a;f; € I. Para cada j € {1, ...,t}, tendremos que (3 a;f;)(p;) = 0.
Por construccién, (3 a; f;)(p;) = a; y por lo tanto cada a; = 0,y fi+1,....fi+1
son linealmente independientes. Luego

Wie(D)] < dim K[X1, ..., X,u] /1.

Los siguientes resultados se conocen como la cota de la huella.

Teorema 1.15. Sea I C KI[X] un ideal tal que K[X]/I es de dimension
finita. Entonces la variedad Vi (I), tiene cardinal como mdzimo |AL(I)].

Demostracion. Es consecuencia inmediata de lo anterior:

V(D] < dim K[X]/T = [A(T)].
O

_ Denotamos por F; un cuerpo finito y F un cuerpo que contiene a F,. Sea
F su clausura algebraica.

Corolario 1.16. Sea F(Xy,...,X,,) € F[X] un polinomio no nulo. Si el
monomio dominante del polinomio F es Xi' - -+ Xim con 0 < iy, ...,y <
q, entonces el numero de elementos de F7' que no anulan F' es al menos

(q—i1) (g —im)

Demostracién. Sea I = (F, X{—X,..., X% — X,,) C F[X]. Como F, = {a €
F / a? = a}, se tiene que

Vi(I) = Vi, (I) = Vi, (F).
Como X! € LT(I) para todo i € {1,....,m} y Xj*--- X'm € LT(I), entonces

ALl Cc{X*/0<a;<q Yjy3j/a;>i},
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lo cual se traduce en que |[AL(1)| < ¢™—(¢—1i1) -+ (¢ —im,). Por lo tanto,
haciendo uso del teorema 1.15 tendremos que

Ve, (D] = Ve(D] < [A(D] < ¢" = (g—12) -+ (g = im).
Aplicando esto a lo que buscamos, tendremos que
F7 — Vo, (F)] = (B = Ve, (D] = 4" — [Ve, (D] = (g~ 1) - (g — i)

como queriamos demostrar.
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Capitulo 2

Flujos en redes

En este capitulo se presupone que el lector tiene nociones bésicas sobre
teoria de grafos. Trabajaremos con grafos dirigidos, simples y sin ciclos.

2.1. Flujos en una red

Sea G = (V, E) un grafo dirigido, simple y sin ciclos, siendo V' el conjunto
de vértices y E el conjunto de aristas. Dada una arista e € E denotaremos
e = (z,y) si x es su extremo inicial e y su final.

Notacién 2.1. Para cada vértice v € V, definimos los siguientes conjuntos
de aristas:

» out(v), formado por las aristas cuyo origen es el vértice v.

» in(v), con las aristas que tienen como final el vértice v.
Para una arista j = (u,v), deifinimos:
» out(j) = out(v)

w in(j) = in(u).

Definicién 2.2. En un grafo dirigido, una fuente es un vértice del que
Unicamente salen aristas y un sumidero es un vértice al que solo llegan
aristas.

Definicién 2.3. Una red es un par (G, ¢), donde G es un grafo dirigido y ¢
es una aplicacion que asocia a cada arista del grafo un niimero real positivo,
c(e), al cual llamamos capacidad de la arista e € FE.

19
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Por lo general, nos referiremos a una red simplemente por G, sobrenten-
diendo que se tiene la funciéon capacidad.

Notacién 2.4. Dado un grafo dirigido G = (V, E) y una funciéon h : £ —
R>( denotaremos para cada vértice v:

hi(v)= >_ h(e).
eck
ecout(v)

h_(v)= Y_ h(e).
eeeient(cv)

Lema 2.5 (Handshaking). Dado un grafo dirigido G, y una funcién h tal
que h(e) € Rsq para e € E, se tiene

ZV hy(v) = ZV h-(v) = ZE h(e)

Demostracion. No hay més que tener en cuenta que
E = Uyevout(v) = Uyeyin(v),

siendo ambas uniones disjuntas.

Por lo tanto tenemos que

eck veV \e€out(v) veV

S he) - 3 ( 5 h<e>) S
y a su vez

S hie) = X ( 5 h<e>) S

eck veV \e€in(v) veV

]

Definicién 2.6. Dada una red un flujo f en ella es una aplicacion que
asigna un valor f(e) € Rs( a cada arista e, tal que satisface las condiciones
siguientes:

= restriccién de capacidad: 0 < f(e) < c(e), para cada arista e € E.

» restriccién de conservacion: fT(v) = f7(v), es decir, flujos salientes y
entrantes en v coinciden para todo nodo v que no sea una fuente o un
sumidero de la red.
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Por definicién de fuente, f~(s) = 0 para todos los s que sean fuentes
en la red, por tener tnicamente aristas que salen de dichos vértices. De la
misma manera, f(t) = 0 para aquellos vértices que sean sumideros, pues
sOlo llegan aristas.

El lema de handshaking puede aplicarse en una red para las capacidades:
dcle)=>c"(v) =D c (v).
eclk veV veV
Asi mismo, podemos usarlo para los flujos sobre una red:
Y fle) =2 ffv)=>f(v).
eck veV veV

Notacion 2.7. Dada una red, denotamos por V, C V' a todas las fuentes, y
por V; C V a los sumideros de la red.

Corolario 2.8. Si f es un flujo de una red G, entonces

D) =2 ().

SEV; teVy

Demostracion. Sabemos por el lema de handshaking que 3 f*(v) =3 f~(v).
Ademas, por ser f un flujo, cumplira la restricciéon de conservacién, esto es,
para todo v que no sea fuente o sumidero, f*(v) = f~(v) y por lo tanto
Sogvouv, [T (V) = Zogv,ov, [~ (v). Separando los sumandos dependiendo del
caracter de v € V' tendremos:

D=2+ X )= O+ > X )

seVs v€VsUVy teVy vg¢ VUV,
luego
Y[ =217
seVs teVs
como queriamos demostrar. O

Definicién 2.9. Se define el valor de un flujo en red, val(f), como el nimero

real
Yo =2 f ).

SEVs teVy
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2.2. Cortes en redes

Definicién 2.10. Dada una red, un corte [S,T] es el conjunto de las aristas
de G que salen de un vértice de S y llegan a uno de 7', donde S y T' forman
una particion de V en la cual todas las fuentes pertenecen a S y todos los
sumideros pertenecen a T

Definicién 2.11. Se define la capacidad de un corte [S, T, cap(S,T), como
la suma de las capacidades de sus aristas.

Notese que las capacidades de las aristas que vayan desde T hasta S no
afectan a la capacidad del corte.

Todos los caminos que van desde una fuente a un sumidero pasaran por
alguna de las aristas del corte [S,T], por lo tanto parece claro que el flujo
no podra tener valor mayor que la capacidad de dicho corte. Veremos mas
adelante que esto es cierto.

Antes de continuar, extenderemos la definicién de flujo saliente y entrante
a los conjuntos de vértices, esto es, para algin U C V, de la siguiente forma

» fT(U) suma de flujos de las aristas que salen de U.

s [~(U) suma de flujos de las aristas que entran en U.

De esta forma, diremos que el flujo saliente del conjunto U es fT(U)— f~(U),
y el flujo entrante es f~(U) — fH(U).

Lema 2.12. Si U es un conjunto de nodos en una red, entonces el flujo de
red saliente de U es la suma de los flujos salientes de los nodos en U.

En particular, si f es un flujo y [S, T es un corte, entonces el flujo saliente
de Sy el entrante de T" son equivalentes a val(f).

Demostracion. La primera parte del lema establece que

Ry =) =21 (v) = f(v)]
vel
Para comprobar que esta igualdad se cumple, vamos a considerar un flujo
f(e), siendo e la arista de vértices z e y, y veamos de qué forma contribuye
esta arista en ambos lados de la igualdad. Distinguimos 4 casos:

» 2,y € U: en el lado izquierdo la arista e no aporta nada, ya que ni sale
de U ni entra en U, mientras que en el lado derecho se suma f(e) en
ft(xz) y se resta en f~(y), por lo que la aportacién también es nula.
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» 2,y ¢ U: f(e) no contribuye en ningtin lado de la igualdad.

» € U,y ¢ U: entonces el lado izquierdo se ve incrementado en f(e) por
ser e una arista que sale de U. Por otra parte, el lado derecho también
se incrementa f(e) en el flujo saliente del nodo z, f*(x). Ambas partes
han aumentado lo mismo.

» © ¢ U,y € U: al contrario que en el caso anterior, esta vez el flujo entra
en el conjunto U, haciendo una contribucién negativa de f(e) en el lado
izquierdo de la igualdad. En el lado derecho f(e) contribuye nuevamente
de forma negativa en f~(y).

Por lo tanto se cumple la igualdad.

Por ultimo, como f es un flujo, cumple la restriccién de conservacion.
Entonces:

FAS) =7 (S) =2(fT ) = f ) =2 (f () = f () = > ()

veES s€Vs seVs

de la misma forma, para el flujo entrante de 1" tenemos:

M=M= @=f)=3 ¢ t-fM)=>f

veT teVy teVy

entonces fT(S) — f7(S) = f(T) — fH(T) por el corolario 2.8, teniendo
ademads que es igual a val(f). O

Teorema 2.13. Si f es un flujo y [S,T] un corte, entonces

val(f) < cap(S,T).

Demostracion. Teniendo en cuenta el lema anterior, el valor de f es igual al

flujo saliente del conjunto de nodos S, val(f) = f(S) — f7(S) < fH(9).

Por otra parte, al tratarse de un flujo, la restriccion de capacidad requiere
que fT(S) <t (S) < cap(S,T) y uniendo ambas obtenemos

val(f) < cap(S,T).
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2.3. Flujo maximo y corte minimo

El problema que ahora nos planteamos es si dada una red podremos
encontrar un flujo con el maximo valor posible y cémo. Teniendo el cuenta
el teorema 2.13, nos interesara encontrar la mejor cota inferior para un corte
en una red dada.

Definicion 2.14. Un flujo maximo es un flujo con val(f) maximo de entre
todos los flujos posibles en una red.

Definicién 2.15. Un corte minimo es un corte [S, T'] con cap(S, T') minima
de entre todos los cortes posibles en una red.

El siguiente teorema responde al problema planteado:

Teorema 2.16 (Flujo maximo-corte minimo). Dada una red, el valor mdzi-
mo de un flujo es igual a la capacidad minima de un corte.

El teorema se puede demostrar con el algoritmo de Ford Fulkerson,
que se puede ver detalladamente en la referencia [11]. En cada etapa de
este algoritmo se aumenta el valor del flujo de la misma, buscando unos
caminos concretos, segiin explicaremos en breve. Pero antes, vamos a reducir
el problema.

Sea G = (V, F) una red con {s1, ..., s,} fuentes y {¢1,...,t,,} sumideros.
Consideramos el conjunto de vértices V', formado por todos los vértices de V'
y dos nuevos vértices s’ y t’. Consideramos a su vez el conjunto de aristas £’
que contiene todas las aristas de E, y m+n aristas nuevas: (s, s1), ..., (8, s,)
y (t',t1), ..., (t',tn). De esta forma, las antiguas fuentes dejan de serlo por
tener aristas entrantes, de la misma forma que los antiguos sumideros dejan
de serlo por tener aristas salientes, quedando en el conjunto V' solamente
una fuente y un sumidero.

A estas nuevas aristas les asignamos capacidades suficientemente altas, por
ejemplo, la suma Y .. c(e). Es claro entonces que un flujo en la red G se
extiende de forma tnica a un flujo en la red extendida, con el mismo valor.
Reciprocamente, un flujo en la red extendida se restringe a un flujo del mismo
valor en G.

Asi, los resultados que veremos a continuacion estan enfocado a redes
con una Unica fuente y un tinico sumidero, ya que el problema con varios se
reduce a éste.

Definiciéon 2.17. Si f es un flujo en una red, llamamos camino aumenta-
dor de f en GG a un camino P, no necesariamente dirigido, desde la fuente
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hasta el sumidero el cual no pasa dos veces por la misma arista o el mismo
vértice, donde para cada arista e € E(P) se tiene que:

= Si una arista e se recorre en el mismo sentido en el camino aumentador
P y en G, entonces f(e) < c(e). En este caso, se define e(e) = c(e) —

f(e).

= Si una arista e se recorre en sentido contrario en P y en el grafo,
entonces f(e) > 0. En este caso, definimos (e) = f(e).

Definicion 2.18. Se define la tolerancia del camino aumentador P como
min.cppy €(e), el cual siempre toma valores estrictamente positivos.

En el siguiente resultado veremos cémo a partir de un flujo dado podemos
encontrar otro flujo cuyo valor sea mayor del que partiamos.

Lema 2.19. Si P es un camino aumentador de f con tolerancia z, se define
la aplicacién f’ en las aristas de la siguiente manera:

= Si la arista tiene el mismo sentido en P y en el grafo dirigido, entonces

f'(e) = fle) +z.

» Si la arista va en sentido contrario en P en el grafo, entonces f'(e) =

fle) — =z
Entonces f’ es un flujo en la red y val(f") = val(f) + z.

Demostracion. Veamos que efectivamente f’ es un flujo cuando aplicamos
esos cambios. Para ello hay que comprobar que cumple las restricciones de
capacidad y de conservacion. Tengamos en cuenta que un camino aumentador
no afecta a las capacidades de la red.

1. Restriccion de capacidad:

En las aristas por las que no haya pasado el camino no se habra pro-
ducido ningtn cambio en su flujo, por lo tanto f'(e) = f(e), y seguird
cumpliendo la restriccion de capacidad.

En el caso de las aristas que tienen el mismo sentido en el camino
aumentador P y en el grafo dirigido, tendremos que el flujo en cada
arista serd f'(e) = f(e) + 2z < f(e) +¢e(e) = f(e) +c(e) — f(e) = c(e)
y por lo tanto:

0< f(e) < cle).
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Por ltimo tendriamos las aristas del camino aumentador que llevan
sentido contrario al grafo. En este caso f'(e) = f(e) —z < f(e) < ¢(e),
y también f'(e) = f(e)—z > f(e)—e(e) = f(e)— f(e) = 0 por lo tanto

tendremos:

0< f'(e) < c(e)

Luego f’ cumple la restriccién de capacidad para todas sus aristas.

. Restriccion de conservacion:

En aquellos vértices v por los que no pasa el camino aumentador no se
produce ningtin cambio en el flujo y se tendrd que f'*(v) = f'~(v) en
estos vértices.

Veamos ahora qué sucede en los vértices por los que pasa P, teniendo
en cuenta que fT(v) = f~(v) para dichos vértices. Consideraremos las
aristas e; = in(v) N Py ex = out(v) N P.

Dependiendo del sentido que lleve cada una respecto de P y del grafo
dirigido, el flujo se modificard de una forma u otra:

» ¢; lleva el mismo sentido: f'(e;) = f(e;) + z para i = 1, 2.

» ¢; lleva sentido opuesto: f'(e;) = f(e;) — z para i = 1, 2.

Diferenciamos 4 situaciones en P. En la figura estd representado el
sentido que llevan en el grafo.

Veamos dos de ellos con mas detalle:

1. e; mismo sentido, es mismo sentido:

= > fle+flea)= > fle)+flea)+z=[f(v)+z
ecin(v) e€in(v)
e#e1 eFel

= Y fle)+fllea)= D fle)+fle)+z=f(v)+2

ecout(v) ecout(v)
eFea eFfea

y por lo tanto f'~(v) = f"*(v).
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2. ey sentido contrario, e; mismo sentido, ambos estan en out(v):

Y. fllo= > fle)=1f()

e€in(v) e€in(v)

= Y fle)+fl(e)= D> fle)+flea)—z42z=[f(v)

ecout(v) ecout(v)
ee1,e2 ee1,e2

y por lo tanto f'~(v) = f'*(v).

El resto de casos se hacen de forma similar, teniendo en cuenta si ey y
ey estan en in(v) 6 out(v).

Por lo tanto, cumple también la restriccion de conservacion.

Luego, hemos demostrado que efectivamente f’ es un flujo.

En particular, puesto que P llega al sumidero, para la ultima arista del
camino P, e;, siempre tendremos el mismo sentido que el grafo dirigido, y
por tanto

fller) = fler) + 2,
luego f=(t) = f~(t) + 2z, y val(f") = val(f) + z, como querfamos ver. ]

El algoritmo de Ford Fulkerson parte de un flujo (por ejemplo, el flujo
0, esto es, f(e) = 0). En cada etapa busca un camino aumentador para asi
poder aumentar el valor del flujo. Asi mismo, en cada paso se encuentra un
corte [S, T de la red. Se prueba que cuando no sea posible encontrar ningtin
camino aumentador, entonces habremos llegado al maximo, quedandonos con
el flujo y el corte obtenidos en la tltima etapa, los cuales son éptimos.

Ejemplo 2.20. Dada la red de la figura 2.1 buscremos posibles caminos
aumentadores para asi ampliar el valor del flujo. En la figura 2.1 el flujo de
cada arista esta entre paréntesis, mientras que la capacidad de cada arista es
el nimero a la derecha del flujo.

u (N1 \

12 0)2

(0)2 (1)2
X (1 y

Figura 2.1: El valor del flujo es val(f) =
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Observamos que el camino P = (s,z,v,t) cumple las condiciones para
que P sea un camino aumentador. Busquemos su tolerancia.

Denotemos a las aristas de P por e; = (s,x), ea = (x,v) v e3 = (v,1).

Entonces
e(er) = cler) — fler) =2
eleg) = flezx) =1
e(es) = clez) — flez) =2—-1=1.

Por lo tanto la tolerancia de P es z = 1. Definimos para estas aristas:
fller) = fler) +z=1

flea) = flez) —2=0
fles) = fles) +z=1

y f'(e) = f(e) para el resto de aristas. Ahora, val(f') = val(f) + 2z = 2, el
cual podemos ver en la figura 2.2.

Figura 2.2: Ahora valor del flujo ha cambiado siendo val(f’) = 2.

Ningiin camino més sobre la red cumple las condiciones para que sea un
camino aumentador, luego habremos llegado al flujo méximo, de valor 2.

2.4. Flujos enteros y caminos mutuamente dis-
juntos

Definicion 2.21. Dada una red, un flujo es entero cuando sus valores f(e)
para todas las aristas de la red son niimeros enteros.

El algoritmo de Ford Fulkerson permite encontrar flujos enteros maximos
si se parte de capacidades enteras.

Esto es debido a que en cada etapa la tolerancia del camino aumentador sera
el minimo £(e), definido como ¢(e) = c¢(e) — f(e) si la arista e lleva el mismo
sentido en el grafo que en P, o €(e) = f(e) si lleva sentido opuesto en P,y
en ambos casos € es un entero positivo.
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Por lo tanto, en cualquier etapa el flujo aumentara su valor en un niimero
entero, dandonos como resultado al finalizar el algoritmo un flujo entero y
maximo. Es decir:

Corolario 2.22 (Teorema integridad). Si todas las capacidades de una red
son enteras, entonces hay un flujo maximo que asigna un flujo entero a cada
arista.

Definicién 2.23. Un conjunto de caminos mutuamente disjuntos es un con-
junto de caminos dirigidos en G, los cuales no tienen aristas comunes.

Proposiciéon 2.24. Dado el grafo G, encontrar un conjunto de ¢ caminos
mutuamente disjuntos equivale a encontrar un flujo entero de valor ¢ en G
con funcién capacidad ¢ = 1.

Demostracion. En primer lugar, dado un flujo entero de valor ¢, vamos a ver
si se pueden construir ¢ caminos mutuamente disjuntos tales que el conjunto
de sus aristas coincide con el conjunto de aristas del flujo 1.

Ordenemos los vértices de G de forma que si en algin camino v esta antes
que v, entonces v < v'. Vamos a definir los caminos inductivamente.

Para cada fuente s se construyen los caminos de longitud 1 correspondientes
a las aristas de flujo 1 que salen de s. En total, tendremos ¢ caminos. Supon-
gamos que v no es un sumidero y que se han recorrido los vértices anteriores a
v, habiendo construido ¢ caminos mutuamente disjuntos tales que sus aristas
son todas las aristas de flujo 1 “anteriores” a v, es decir, tales que su extremo
final w es w < v. Sean Cj,,...,C; caminos que terminan en v. Eso quiere
decir que f~(v) = r, y por ser un flujo, f*(v) = r. Por lo tanto, de v salen
exactamente r aristas de flujos 1, aq, ..., a,. Sustituimos entonces los caminos

Oiu ceey Oir por (C’il,al), ceey (C’ir,ar).

Cuando se alcanzan todos los sumideros, entonces se tienen exactamente
t caminos mutuamente disjuntos.

Reciprocamente, si al conjunto de aristas de ¢ caminos mutuamente dis-
juntos se le asigna flujo 1 y al resto flujo 0, se obtiene un flujo de valor ¢.
Veamos que efectivamente cumple las restricciones:

» Capacidad. Como el flujo en las aristas es 1 6 0, entonces f(e) < c(e) =
1 para todas las aristas.

s Conservacion. En un vértice v entran r aristas de flujo 1, donde cada
una de ellas forma parte de un camino, y por lo tanto, como cada
camino saldra por aristas disjuntas, salen también f(v) =r = f~(v).

]
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Capitulo 3

Cédigos en red

3.1. Problema de los cédigos en red lineales.

Vamos a empezar por explicar qué es un problema de codigos en red.
La idea es que partimos de un grafo dirigido y aciclico G = (V, E), en el
que se distinguen dos conjuntos de nodos S, R C V. Los nodos de S son
los emisores, esto es, los nodos en los que se genera la informacion. Esta
informacion ha de llegar a los nodos R, llamados receptores. En principio,
cada receptor demanda parte de la informacién. Cuando todos los receptores
demandan toda la informacion se trata de multidifusion.

La informacién generada en S es un vector X = (X1, ..., X3), donde cada X;
se genera en unico nodo de S. Dicha informacién se transmite a través de
las aristas de la red, de forma que en cada vértice se codifica la informa-
cion recibida, que se enviara a través de las aristas salientes, con distintas
codificaciones para cada arista.

El propdsito de este capitulo es ver de qué forma la informacién recibida por
los receptores se puede descodificar para recuperar la parte del mensaje
demandada. Veremos de qué forma se pueden definir funciones adecuadas de
codificacion y descodificacion para que la transmisién tenga éxito.

El término “red” se utiliza en el sentido en que entendemos ya dada la funcién
capacidad ¢ = 1, de forma que se puede aplicar la proposicion 2.24.

Consideraremos de ahora en adelante una red, dada por un grafo dirigido
y libre de ciclos, G = (V, E') cuyas capacidades seran 1 para todas las aristas.
En el conjunto de los nodos V' diferenciamos dos subconjuntos:

» S ={s1,..., 55/}, los emisores.

31
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» R={ry,..,npg}, los receptores.

Los caminos que se formaran iran desde los emisores hasta los receptores,
llevando la informacién a través de las aristas, conjunto E. En las aristas se
define un orden ancestral <, esto es, un orden tal que si en algin camino
la arista e; pasa antes que la arista e;, entonces e; < e;.

Definicién 3.1. Un problema de cédigos en red consiste en :

» Una red con emisores y receptores marcados, G = (V, E, S, R).

= Un vector-mensaje X = (X1, ..., X3), que toma valores en A", siendo A
el alfabeto, al cual le impondremos que sea un grupo abeliano finito.

= Una funcién fuente, que es una funcién sobreyectiva
K : {Xi,...Xs} — S (que nos da informacion sobre cudl de los
elementos de S ha generado el mensaje X;).

= Una funcién demanda D, que asigna a cada r € R un subconjunto
ordenado de { X1, ..., X3, },(Xj,, ..., Xi,) (como sunombre indica, nos dice

qué parte del mensaje hay que hacer llegar a cada receptor.)

Cuando D(r) = (X4, ..., X},) para todo r € R, siendo (X1, ..., X;,) el mensaje,
se dice que es un problema de multidifusion.

Dado un problema como el anterior, a cada arista j = (u,v) € E, se le
asigna una variable Y (j) que toma valores en A. Estos valores se asignan
a través de una funcién de recurrencia llamada funcion de codificacién,
siguiendo el orden ancestral dado en el conjunto de las aristas. Es decir, de
la forma:

V()= fi({Y06) Jiein()) {Xs | K(Xi) = u}).

Cuando el argumento de f; es el conjunto vacio, se le asigna el valor 0 a Y (7).

A su cada vez, a cada receptor r se le asignan | D(r)| variables, Z Z|(Z-))(T)|,

que toman valores a través de una funcion de descodificacion, b;r), del ti-
po:

20 = b0 ({Y (i) [ i € in(r)} X | K(Xi) =11).
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Definicién 3.2. Se dice que un problema de codificacién en red tiene so-
lucion si existe un alfabeto no trivial A y un conjunto de funciones de codi-
ficacion f;; y de descodificacion bj; tales que para todo r € R,

(2", ..., Zlpy) = D().

Definicién 3.3. Decimos que el problema es lineal si el alfabeto A es un
cuerpo finito, [y, y si todas las funciones f; y by) son lineales, es decir,

Y(j) = Z fZJY<Z) + Z CLZ‘]‘XZ‘ con f,-j,aij - ]Fq (31)

i€in(j) X;€S

y ademas
ZV = Y by + Y bPX, conb) €F,. (32)
i€in(r) Xi€8
K(XZ):’I‘

De ahora en adelante solo trataremos redes en los que el conjunto de
emisores y de receptores son disjuntos.

Esto no supone una limitacion, ya que si se tiene v € SN R, se transforma
el problema en uno equivalente en el que |SN R| disminuye en 1, como sigue:
Se anade a GG un nuevo vértice v', que se considera emisor y en el que se
generan los mensajes que antes se generaban en v, el cual deja de ser emisor,
junto con una arista que va de v’ a v por cada mensaje que se generaba en
v, y por la cual se transmitirda dicho mensaje. Procediendo de esta forma con
todos los vértices de S N R se consigue un problema equivalente con S N R.

En un problema lineal, utilizando de forma recursiva la expresion 3.1 se
tiene que para toda arista j existen coeficientes ¢;(j),...,cn(j) € F, tales que
Y(j) = c1(4) Xq + . + cnld) X

Definicién 3.4. Para cada arista j de una red, se define el vector de codifi-
cacion global de j como

ce(4) = (c1, ..y cn)
siY(j)=aXi+ ... + Xy

Identificando X; con el vector e; = (0, ..., 1,...,0) de la base canénica de
FZ, es claro que para que D(r) = (X, .., X};) es necesario que los vectores
{cy(4) / j € in(r)} generen FP()I,

Veamos que esta condicién nos proporciona una explicaciéon sobre posibles
“cuellos de botella” en una red.
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3.1.1. Red extendida

Dado un problema de red como en la definiciéon 3.1, vamos a construir
lo que llamaremos red extendida asociada al problema, de la siguiente
forma. Anadimos al grafo

= Los vértices xi, ..., x» tales que en cada vértice x; se genera el mensaje
X;, y h aristas (x;, K(X;)), para 1 <7 < h.

= Para cada receptor 7 € R se aniaden r(, ... rIP0D vértices, y |D(r)|
aristas (r,7%), 1 <i <|D(r)|.

Considerando, como ya hemos dicho, capacidad 1 en todas las aristas,
la red extendida es una red cuyas fuentes son los vértices xi, ..., X» y Cuyos
sumideros son todos los vértices anadidos a cada receptor.

Definicién 3.5. Dado un problema de red y r € R, llamaremos flujo exten-
dido en r a todo conjunto de |D(r)| caminos mutuamente disjuntos desde
{X1, ..., xn} hasta el conjunto {r®) ... r(P@DL

Proposicion 3.6. Si existe una solucion para el problema de codificaciéon en
red, entonces existe un flujo de tamano ¢t = |D(r)| para cada receptor.

Demostracion. Dado un receptor » € R, podemos tomar la red de forma
que eliminemos el resto de receptores y las aristas que van a ellos, quedan-
donos ahora una red con un solo receptor. Vimos por la proposicién 2.24 la
existencia de t caminos mutuamente disjuntos de las fuentes a r equivale a
la existencia de un flujo entero con valor ¢ en la red extendida, y que ello
equivale a que todo corte en G tenga capacidad > ¢, por el teorema 2.13.

Por lo tanto, la no existencia de los caminos implica la existencia de un
corte [S,T] de capacidad estrictamente menor que t, pero eso quiere decir
que el subespacio vectorial de IFZ formado por los vectores de codificacién
globales de las aristas de [S, T tienen dim < t = |D(r)|, asi que no se puede
recuperar todo el mensaje. O]

Ejemplo 3.7. En la figura 3.1 vemos una red con un sélo emisor s y dos
receptores 71 y 3. Dependiendo de la funcién demanda, podra haber solu-
cién al problema. En el caso en que tengamos multidifusion no seré posible
encontrar un flujo para el receptor r, ya que nos encontramos con un cuello
de botella en la arista vertical, esto es, la dimension del mensaje es como
mmucho 1. Por lo tanto el problema de multidifusién no tendré solucién a
pesar de que para el receptor ro si que exista un flujo de tamano 2.
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Figura 3.1: En esta red el receptor r; sélo puede tener |D(r)| = 1.

3.2. (Cdbdigos en red lineales para multidifu-
sion

En esta seccion trataremos problemas de cdédigos de red que sean lineales
y de multidifusién. Esto es, trabajaremos en cuerpos finitos del tipo F,, donde
las variables Y'(j) asociadas a cada arista del conjunto E del grafo son de la
forma

Y(j) = Z fi;Y (3) + Z a;; X,
icin(j) X,€S
K(X;)=u

y cada D(r) = (Xq, ..., Xp).

Vamos a codificar de forma matricial la relacién entre las variables Y (5),

ZJ@ y las X;. Para ello, definimos las siguientes matrices, donde se entiende
que lai-ésima fila o columna con 1 < ¢ < h se corresponde con el mensaje X;,
y que j-ésima fila o columna con 1 < j < |E| se corresponde con la j-ésima

arista, siguiendo el orden ancestral:

= La matriz A € My g (F?), que tiene en cada entrada (i,j) el coefi-
ciente de codificacién a;; en aquellos casos en que j € out(K(X;)) y 0
en caso contrario.

» La matriz de coeficientes de codificacién F' € Mg« g (F 2), con f;; en
la entrada (i,7) si i € in(j) y 0 en el resto. La matriz F' tiene siempre
forma triangular superior, pues al tener fijado un orden ancestral sobre
el conjunto de las aristas, no podremos encontrar ningin elemento f;;
con j < 1.
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» La matriz de coeficientes de descodificaciéon de cada r € R, B ¢
M\E|Xh(FZ), con bgj) en la entrada (i, 7) si ¢ € in(r).

Dado un entero no negativo n, tenemos que la entrada (7, j) de la matriz F™"
guarda relacién con todos los caminos posibles desde la arista ¢ a la arista j
y que ademas son de tamano n + 1. Més precisamente, dicha entrada es

Yo fiifiis o i

i:i01i17---7in:j
camino de G

También, para n = 0, al tener F° = I, podemos entender la matriz identidad
como una matriz en cuyas entradas estan todos los caminos de tamafio 1.
Esto es, cada 1 en (4,4) representa el camino cuya arista unica es 1.

Asi mismo, al ser un grafo simple y libre de ciclos, existirda N € N tal que
FN =0, siendo N el ntimero méximo de aristas que puede tener un camino

en G.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, la matriz
F=(I+F+F+..+F'"

se puede entender como una matriz en la que cada entrada (7, j) nos aporta
informacion sobre todos los caminos posibles cuya primera arista es ¢ y cuya
ultima arista es 7, del tamano que sean.

Ademias (I + F + F? + ...+ FN~1) = (I — F)™", pues

I-FYI+F+F4+. . +F""Y=I-FN=1

Una vez hemos definido estas matrices, podemos escribir la expresién 3.1
de la siguiente manera:

Y (1),...Y(E])) = (XY(Q),...Y(|E|)F + (Xi, ..., Xp)A.
Iterando el procedimiento, obtenemos ahora:
Y(1),..Y(|E]) = (Y(Q),. Y(|E]))F* + (X1, ... Xp)A(I + F)
Aplicando induccién, se prueba entonces que
Y(1),..Y(|E]) = (YQ),. .. Y|EN)FN+(X1, ..., Xp) AT+ F+F? 4. +FN1)

= (X1,..Xp)-A-F
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y por lo tanto, tendremos la siguiente relacion

Y1), ., Y(IE]) = (X1,... Xp) - A F.

De esta forma, la relaciéon 3.2 se escribe como:
(Zz", .2 = (v (1),..,Y(|E|) - B" = (X1, ..., X») AFB®").
Definicion 3.8. Definimos la matriz de transferencia del receptor r como

M(T) =A. F . B(T) S thh(ﬂ?];).

Ya que los problemas que vamos a tratar son de multidifusién, todos nues-

tros vectores demanda son (Z", ..., Z\") = (X1,..., X3), v si conociésemos
M® = . = MUED = J entonces el problema de codificacién lineal estarfa

resuelto, siendo las matrices A, F' y cada una de las B la solucién del
problema.

No obstante, si los coeficientes de la matriz B") se pueden modificar de
forma que M) = I, el problema de recuperar la informacién estarfa también
resuelto. Para esto, es necesario que la matriz M) sea inversible, esto es, que
su determinante sea distinto de cero para todos los receptores. De esta forma,
definirfamos B = B . (M))~!, teniendo ahora con la nueva matriz

(Y(1),..,Y(|E]))B™ = (Xy,...,X,)AFB™ = (X, ... X};,) - I.

Las matrices que ahora serfan la soluciéon del problema de multidifusion
son A, 'y las BW, ..., BUED  Decimos entonces que A, F, B, ..., BUED son
parte de la solucion, pues ésta se obtiene con un simple calculo de algebra
lineal.

A continuacion veremos un ejemplo con el cual ilustrar todo lo que hemos
expuesto en este apartado.

Ejemplo 3.9. En la red de la figura 3.2 diferenciamos por una parte el con-
junto de los emisores, S = {s1, $2}, y por otra el conjunto de los receptores:

R = {ry,m}.

El mensaje que se va a enviar a través de la red va a ser (X1, X3), luego
h = 2. Suponemos que K(X;) =51y K(X3) = so.

Veamos como son las matrices inicamente para el receptor r1, por lo que

aunque el nimero total de aristas de la red sea 11, tomaremos solo las 9
aristas etiquetadas en la figura 3.2, correspondientes al emisor 7.
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Figura 3.2: ejemplo de multidifusion para el receptor r;.

En este caso la matriz A € ngg(lﬁ‘g) sera

o O
o O
o O
o O

0 0 23 Q24

A:<CL11 a12 0 O

o O
N~

y la matriz F € Mgyo(Fh)

00 fis fu 0 0 0 0 0
00 0 0 fis 0 O 0 O
00 O O 0 O 0 0 0
00 0 O 0 fi 0 0 0
F=]100 0 0 0 fs¢s 0 0 O
00 0 0 0 0 for fes O
00 O O 0 O 0 0 0
00 O O 0 O 0 0 fao
00 0O O 0 O 0 0 0

Podemos hacer unos sencillos calculos con dicha matriz, llegando a que
F? = 0, coincidiendo con el ntimero méximo de aristas que podemos encon-
trar en un camino, en este caso los caminos (1,4,6,8,9) 6 (2,5,6,8,9).

Haciendo los cdlculos de las potencias de F tenemos la matriz F = 1 +
F + F? + F3 + F* de la siguiente forma:
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1 0 fis fia O fiafasse fiafasfer fiafacfes  fiafaefesfso
01 0 0 fos fosfse fosfsefer fosfsefes fosfs6fesfso
0o 1 0 0 0 0 0 0

~ o0 0 1 0 Ja6 Ja6 fer Ja6 fes Ja6 fos fso

F=[00 0 0 1 56 J56.f57 J56.fes J56.f68.fs0
o0 0 0 0 1 Jer Jes Josfso
00 0 0 O 0 1 0 0
0o 0 0 O 0 0 1 fg9
00 0o 0 0 0 0 0 1

Por tltimo, definimos la matriz B, a la que nos referiremos simplemente
como B, con los coeficientes de descodificaciéon b;;.

0 0
0 0
b31 b3z
0 0
B = 0 0
0 0
br1 br
0 0
bo1  bg2

Con el propésito de tener una notacion mas cémoda, vamos a definir a
partir de los coeficientes de codificacion unas variables d;, donde cada d; esta
asociada a un camino desde un emisor a un receptor, dependiendo de los
subindices de los coeficientes de descodificacion f;;:

s Desde sq:

dl = f13 d? = f14f46f67 d3 = f25f56f67
d4: f14f46f68f89 d5: f25f56f68f89

Por ejemplo, d; es el camino que recorre las aristas 1 y 3 o dy el que
pasa por las aristas 1, 4, 6 y 7.

s Desde s5:

dﬁ =1 d7 = f46f67 d8 = f46f68f89

Por ejemplo, ds es el camino que recorre la arista 3.
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De esta forma podemos calcular ahora la matriz de transferencia, uti-
lizando la nueva notacién d; para representar los productos de f;;, la cual
queda:

a11d1bsy + ajidabry + aradsbr+ a11d1bsy + aj1dabre + aradsbro+
MO — a11dsbgr + a12dsbgr a11d4bgy + a12d5bgo
a23dgbz1 + a24dTb7y + aadgby; ag3dgbsay + agqd7bro + aszadgbgs

Al igual que los monomio que aparecen en las entradas de la matriz F =
I+ F + ...+ FN! se corresponden con los caminos en el grafo G, es claro
que los monomios que aparecen en las entradas de la matriz de transferencia
M® = A-F-B" se pueden entender como caminos en el grafo extendido.

Por ejemplo, en la matriz M) que hemos calculado en el ejemplo:

El monomio aijas3dadghbsabr; corresponde al flujo

{(1,4,6,7),(3)}.

El monomio ai1as4d;c7b31b79 corresponde al flujo

{(1,3),(4,6,7)}.

Por lo tanto, cada monomio de det M) representa una unién de caminos.
En este sentido se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 3.10. Cada monomio de det M) es, en el sentido anterior, un
flujo.

La demostracién es puramente combinatoria pero elemental, aunque de
notacion muy pesada, por lo que la vamos a omitir. No obstante, intentaremos
entender a través del ejemplo que acabamos de ver por qué esto es verdad.

El determinante de M) de nuestro ejemplo es la siguiente forma:

det M) = a11a23d2dsbr1b32 — a11a23dadgbsibra + ariagadicrbsibra
—ay1a4d1d7b31073 + a12a23d3dgbr1b3y — a12a23d3dsb31b7o
+a1ag3dydebgbsy — ar1a23d4debsibgs + a11a24d1dgbzibys
—an1a3d1dgbg1b3y + a12a23d5dbe1 D32 — a12a23d5dsb31092

Lo sorprendente (y lo que afirma la proposicién) es que cada sumando
del determinante se corresponde justamente con un “producto” de caminos
disjuntos. Esto se debe a que aquellos sumandos correspondientes a caminos
no disjuntos se anulan unos con otros, como veremos en algunos casos a
continuacion:
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1. Caminos que tienen comun una arista final o inicial: estos monomios se
anulan al estar repetidos pero con distinto signo. En el ejemplo estos
caminos son:

» didg, que tienen en comun la arista 3 y aparece una vez con signo
+ y otra con signo —.

» dyd; v dzd; con la arista 7 en comun, los cuales aparecen una vez
con signo + y otra con signo —.

= d,dg v dsdg cuya arista comun es la 9 y nuevamente aparecen una
vez con signo + y otra con signo —.

2. Caminos que tienen aristas intermedias en comin: en este caso lo que
ocurre es que monomios distintos dan lugar al mismo camino, y la com-
binatoria de determinantes hace que también se anulen. En el ejemplo
tenemos:

» dods = f1afuefer - f16fesfse = dady, los cuales tienen en comin las
aristas 4 y 6. Asi, sustituyendo los monomios, éstos se anulan 2 a
2:

a11a24d4d7b91b72 + a11a24d2d8b71592 - a11a24d4d7b71592 - a11a24d2d8b91b72
= a11a24d2d8b91b72 + a11a24d2d8b71b92 - a11a24d2d8b71b92 - a11024d2dsbglb72
=0

n dsds = fasfs6fs7 - fiofesfse = dsdy, con la arista 6 en comun.
Escribiendo aquellos monomios con dsd; con los caminos dsdg,los
monomios se anulan dos a dos, como en el caso anterior.

3.2.1. Matriz de Edmonds

Recordamos que la condicién para que el problema de codificaciéon en red
tenga solucion es que el determinante de cada matriz M) sea distinto de
cero, o, equivalentemente, que [[,crdet M" # 0. No obstante estos calculos
pueden resultar tediosos, empezando por tener que calcular el N tal que
FN = 0, y por tanto todas las potencias de F. A continuacién, vamos a
introducir una matriz cuyo calculo resulta mas sencillo, pues no es necesario
hacer dichas potencias:

Definicién 3.11. Definimos la matriz de Edmonds del problema de red como
la matriz E) € Mh+|E\Xh+\E|(FZ) dada por

A 0
EM = :
I—-F B®
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En el siguiente lema veremos que su determinante tiene el mismo valor
que el de la matriz M), y que por tanto podremos sustituir la condicién de
[T,erdet M) #£ 0 por la de [,cpdet E™ # 0, ahorrandonos asi encontrar
la N.

Lema 3.12.
det M) = (—1)"(FHD et ).

Demostracion. Consideramos la matriz

( é —A(II—F)‘l )

cuyo determinante es 1. Multiplicando por la matriz de Edmonds obtenemos:

I —A(I-F)! A 0\ [ 0 —AUI-F)'B®
0 I I—F B®™ )] \ 1_F B :

Haciendo los determinantes de ambas partes tenemos

A 0 0 —A(I-F)'BW
det E™ = det = det
I—-F B®" I-F B

(1) get ( “A(I - F)'BO )

B I—-F

=(—1)h"E'(—1)hdet(AU—F)13(’“) 0 )

B I -F

= (=1)MUIPHD et (A(J - F)—lBW) det(I — F).

Como la matriz F' es triangular superior con ceros en la diagonal, la matriz
I—F es triangular superior con unos en su diagonal, y por tanto, det(I —F') =
1. Concluyendo asi que

det BT = (—=1)"IFH D det (AT — F)™' BM) = (=1)" 1P det M)

como queriamos demostrar. O
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3.2.2. Polinomio de transferencia

Definicién 3.13. Se define el polinomio de transferencia de una red de
codificacién como el polinomio de coeficientes en I, en las m indeterminadas
4, fij y b§§)

H det M™.

reR

Dado que la condicién para que el problema tenga solucién es que
det M) = 0 para cada uno de los receptores, entonces tendremos que el
polinomio de transferencia ha de ser distinto de cero, y encontrar una solucion
es equivalente a encontrar elementos de F" que sean no ceros del polinomio.

Ademaés, cada monomio del polinomio de transferencia es producto de
monomios de det M), siendo cada uno de estos un flujo de tamano h del
receptor r, y por tanto cada sumando del polinomio de transferencia sera el
producto de |R| flujos de tamafio h, uno por cada receptor. Es decir, los a;;
y fi;j del polinomio de transferencia aparecerdn como mucho con exponente

| R|, mientras que los coeficientes de descodificacion bz(;) aparecen como mucho
con potencia 1.

Definicién 3.14. Llamamos sistema de flujos de tamano h a un conjunto
F = {Fi, ..., Fig}, donde cada F; es un flujo de tamafio h del receptor r, € R.

Podemos entender entonces cada sumando del polinomio de transferencia
como un sistema de flujos de tamano h, por ser el producto de un flujo por
cada receptor.

Proposicién 3.15. El polinomio de transferencia es distinto de cero si y s6lo
si para todo receptor existe un flujo de tamano h.

Demostracion. Es consecuencia de la proposicién 3.10, pues existe un flujo
de tamano h para r si y solo si det MT) £ 0. [

Es decir, dada una red de codificaciéon somos capaces de encontrar un
sistema de flujos de tamafio h empleando el algoritmo de Ford Fulkerson, y
de esta forma poder resolver el problema, pues garantizamos que su polinomio
de transferencia sera distinto de cero.

Teorema 3.16. Un problema de codigos en red de multidifusion tiene solu-
cion si y solo si el polinomio de transferencia correspondiente es distinto de
cero.

Ademds, si el problema tiene solucion, entonces tiene solucion enIFy siem-
pre que ¢ > |R|.
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Demostracion. Si el problema tiene solucién, debe existir por la proposicién
3.6 un flujo de tamano h para cada receptor r, y por la proposicion 3.15 esto
implica que el determinante de la matriz de transferencia serd distinto de
cero.

Reciprocamente, si det M) £ 0, puesto que no aparecen potencias mayo-
res que |R|, haciendo uso del corolario 1.16 hay al menos (¢— |R|)™ elementos
en F" que no anulan al polinomio, siempre que ¢ > [R|. Cada uno de estos
elementos proporcionara una solucion del problema.

]

3.3. Algoritmo

Como ya hemos comentado, para cada receptor r € R de una red, si los
vectores de codificacién global de las aristas j € in(r) generan ]F’;, entonces
el problema tiene solucién.

Dado un problema de codificacion en red de multidifusién, vamos a tratar
de dar una solucién al mismo, a partir de un algoritmo en tiempo polinémico,
que explicamos a continuacion.

Vamos a empezar por explicar esquematicamente en qué consiste.

Consideraremos la red extendida. A las h aristas que se anaden, las de-
notaremos por 01, 02, ..., Oh. La arista 0i conecta el vértice x; con el emisor
K(X;), y de esta forma, para cada arista j € out(K(X;)) se puede entender
aij = foij-

Ademas, si la arista 0i corresponde a (x;, K (X;)), asignamos a 0i el vector de
codificacién global (0, ...,1,...,0) con 1 en el lugar i-ésimo, esto es, Y (0i) =
X;.

Redefinimos nuestro orden ancestral, anteponiendo al que ya teniamos en

las aristas de GG las nuevas aristas, de tal forma que

01 <02 < ... < 0h.

El siguiente paso sera buscar un sistema de flujos de tamano h, el cual
encontraremos por el algoritmo de Ford Fulkerson, en la red aumentada.

Una vez tenemos un sistema de flujos F para nuestra red, falta encontrar
valores para las matrices A, F'y B tales que la matriz M) sea inversible
y asi cada receptor podra recibir correctamente los mensajes.

Para ello, el algoritmo ird definiendo de forma recurrente, siguiendo el
orden ancestral fijado sobre las aristas, los vectores de codificacion global
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¢y(j) de todas las aristas j del flujo.

Ademaés, para cada camino de longitud 2 (7, j) que no forme parte de F,
se define f;; = 0.

En cada paso del algoritmo correspondiente a arista j-ésima, se definiran
conjuntos CY, ..., CIjRP de cardinal h, de forma que C’ij sea un corte del flujo Fj,
y tal que el conjunto B! = {c,(t) / t € C}} genere F". Estos conjuntos se irdn
modificando al paso por cada arista del sistema de flujos, siguiendo el orden
ancestral, definiendo nuevos coeficientes f; ; para que Bf siga generando IFZ en
cada iteracion. Esto se hara de forma aleatoria, comprobando posteriormente
que cada Bf realmente es una base. De no ser asi, se volverian a definir de
forma aleatoria dichos coeficientes, hasta encontrar los adecuados.

Veamos posteriormente que los coeficientes aleatorios proporcionan bases
de IFZ con probabilidad alta, de forma que el algoritmo se realiza en tiempo
polinomial.

Vamos a describir el algoritmo en detalle:
Primero fijamos un sistema de flujos.
Después, procedemos a la inicializacion:

Definimos los conjuntos CY = ... = Cﬁpbl como el conjunto ordenado de las
aristas que hemos anadido a la red,

C? ={01,..,0h} 1<i<|R|

Asi mismo, definimos el conjunto de vectores By = ... = By, donde cada B}
contiene los vectores de codificacién global del conjunto C?, en este caso, :

B ={(1,0,...,0),(0,1,...,0), ..., (0,...,0,1)}, 1<i<|R|.
Notese que:
= (7, ...,C’ﬂ%‘ son cortes en cada flujo F; para 1 <i < |R|.
= B genera F}! para 1 <i < |R|.

Paso recursivo:

Tomamos la arista j € F (arista j-ésima que denotamos por j), y su-
pongamos definidos los conjuntos C{ ', ..., C’ﬁl para la arista anterior. Sean
Fy, ..., Fy, los flujos tales que j € Fj,, ..., Fj,. Del paso anterior tendremos
los conjuntos correspondientes a estos flujos para la arista j; C’ljl_l, ey C’f;l,
los cuales son cortes de los flujos Fy,, ..., Fj_ respectivamente. Sea ; la tnica

. k
arista de C{™! que precede a j en F,.
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Definimos ' '
Cl =07 = {iu{s},
de forma que el nuevo conjunto CY sigue siendo un corte del flujo F.

A su vez, queremos que el conjunto B; definido como:

Bl .= B/ — {c,(i))} U{c,(5)}

h
genere F .

Para ello hay que definir ¢ 4(j), lo cual se hace a partir de la eleccién de
los coeficientes f; ;, ya que

Y(j)= > fyY(l)

lein(j)
Para aquellos indices t tales que F; no contenga a la arista j;

C:=CJ7' yportanto B} := Bl

Una vez hemos pasado por todas las aristas de la red, tendremos para
cada receptor 1, correspondiente al flujo Fj, el corte C7* = {in(r,)} y el
conjunto Bj* que es base de ]FZ, luego el problema estard resuelto.

Ahora bien, si elegimos los coeficientes de codificacion de cada iteracion
de forma aleatoria, ; cudles son nuestras opciones de que finalmente las aristas
que llegan a cada receptor generen F’;? Para verlo, tendremos que entender
en qué situaciones esas elecciones no suponen un éxito a la hora de encontrar
una solucién a nuestro problema.

Volvamos al paso j, donde asignaremos valores de forma aleatoria a los
coeficientes f;;.

Sean i1, ..., 1 las aristas que en los flujos F1, ..., F} preceden a j. Sea k' =
{1, ..., i }|, esto es, el nimero de aristas que preceden a j en F. Supongamos
que {41, .., 7% } son tales aristas sin repetirse.

Para tener una notacién mas sencilla, vamos a referirnos al vector de
codificacion global de la arista j como Y (j), teniendo en cuenta que Xj, ..., Xj,
corresponden a (1,0, ...,0),...,(0,...,0,1) respectivamente, y que Y (j) por
tanto es combinacion lineal de ellos.

Tomemos un i, € {iy, ...,ix} concreto. El conjunto B " = {b"", ..., 0"}
de vectores de codificacién globales genera IFZ, y por lo tanto, como Y (j) €
F”, tenemos que

Y(j) € LU{bL ", b8 ).



3.3. ALGORITMO 47

i1 . . ./
Reordenamos de forma que bj, = ¢,(Y (i;)). Entonces la actualizacién
que hacemos sera

Bl = {b},.....b0}, . Y(j)}
con cada b{l = bgl_l para l € {1,...,h — 1}.
El conjunto B/ serd una base de FZ siy solo si Y(j) ¢ L({bl,, ..., b{hfl})
para todo ¢. Para ver en qué casos B{ lo es 0 no, tenemos el siguiente resul-
tado:

Lema 3.17. Dada una base {by,...,b,} de IF‘Z y dado un ¢ € IFZ, entonces
existe un tnico a € I, tal que

ct+a- bh S L({bh ceey bh—l})-

Demostracion. Si el vector ¢ € IFZ, entonces puede escribirse como combina-
cion lineal de los elementos de su base:

c=ciby + ... + cpbp,
de tal forma que sélo puede ser a = —¢y, tal que
c+aby, = c1by + ... + cp_1bp—1 € L({by, ..., bp—1}).
O

Proposiciéon 3.18. La probabilidad de éxito en cada etapa del algoritmo es

al menos / ,
¢ —kd" 1+ (k-1)

q

Demostracion. Si tenemos

Y(j) = > fi;Y (1) + fi,3Y (ir)

lE{i17...,ik/}—{it}

y tomamos
c= > fY () € FL,
te{in, i }—{ie}
con fi; fijos, entonces por el lema 3.17 existira para cada ¢ tal que 1 < < k,
un tnico f;,; que haga que Y (j) € L({41,,...,b7, ,}), y que por tanto B} no
sea base de FI'.
Por lo tanto, para cada t € {1,...,k}, hay ¢* ! elecciones fallidas (pues el

resto de coeficientes se pueden elegir de cualquier manera), y en total habra
como mucho k¢¥ ! de tales elecciones.
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No obstante, la opciéon de que todos los f;; para ¢ = 41,...,7 “malos”
aparezcan a la vez se ha descontado k veces, por lo que sumamos (k — 1).
Por lo tanto, la probabilidad de escoger los coeficientes de codificacion de la
arista j con éxito sera de al menos

" —kg" '+ (k—1)
q '

Algoritmo 3.1. Algoritmo en tiempo polindémico:

1. Dada una red, tomamos la red extendida, y llamamos a las aristas
nuevas 01, ...,0h, con fo;; = a;; si 0i = (x;, K(X;)). Cada 0i tendrd
vector de codificacion global el vector e; de la base candnica, por lo que

2. Redefinimos el orden ancestral de la red anteponiendo

01 <...<0h=<1.

3. Encontramos un sistema de flujos, usando el algoritmo de Ford Fulker-
son, F = {Fy,..., Fig}.

Asignamos f;; = 0 a aquellas aristas 7, j tales que el camino de tamano
2 1,7 no pertenece a F.

4. Definimos los conjuntos
CY = ... = Cfp = {01,...,0n},
donde C? es un corte de Fj. y los conjuntos
B)=. = B‘OR| = {e1,...,en}
correspondientes a los vectores de codificaciéon global de cada CY.

5. Para cada arista j-ésima del sistema de flujos, realizamos las siguientes
actualizaciones:

a) Localizamos los flujos F,, ..., F, tales que j forma parte de ellos.

b) Para cada Fj,, sea i; la arista de F}, tal que i; € in(j). Entonces:
Cl =07 - {i,}uj
Blt = Cg<Cl]t)

esto es, los vectores de codificacién de sus aristas.
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c) Sea k' = [{i1, ..., 1}, con iy, ..., i distintas.

d) Elegimos los coeficientes f;, j, ..., fi ; para Y (j) tales que B, ge-
nere IFZ.

3.3.1. Ejemplo

Figura 3.3:

A partir del ejemplo 3.9 que ya desarrollamos con anterioridad. El orden
ancestral fijado en el conjunto de las aristas corresponde a las etiquetas en
la figura 3.3.

Para implementar el algoritmo que hemos visto, extendemos la red, ana-
diendo las correspondientes aristas 01 y 02. En la figura 3.3 podemos ver los
flujos Fy y F3 del sistema de flujos.

Asi mismo, damos como valores iniciales igual a 0 a aquellos f;; tales que
(i,7) ¢ F, esto es:
Jor1 = fiz3 = f1a = fo10 = 0.
Tendremos el conjunto C7 = {01, 02}, siendo un corte del flujo Fy, y su

correspondiente conjunto By = {Xj, Xy}, entendiendo X; = (1,0) y Xs =
(0,1). De la misma forma, Cy = {01,02} con By = {X;, Xo}.
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Para este ejemplo hemos escogido ya los coeficientes de codificaciéon, de
forma que funcionen correctamente, con el propésito de continuar con los
valores asignados y ver como poder asignar los coeficientes de descodificacion.
Sigamos no obstante el algoritmo en la siguiente tabla:

jer Y (j) Gy Cy By By

{01,02} | {01, 02} {X1, X2} {X1, Xs}

2 Y(2) =X, {02,2} | {02,2} {X1, X5} {X1, X5}

3 Y(3) =X, {2,3} {02,2} {X1, Xo} {X1, X0}

4 Y(4) =X {23t | {224} {X1, X} {X1, Xo}

5 Y(5) =X, {3,5} {2,4} {X1, X5} {X1, X5}

Y (6) = fasY (4) + f56Y (5)

6 =X +Xo {3,6} {2,6} | {X1+ X5, Xo} | {X1, X1+ X5}

7 Y(7) =X {3,6} {6, 7} | {X1+ X5, Xo} | {X1, X5+ X5}

8 | Y8 =¥ (6) = X1+ Xo | 13.8) | {6,7] | (X1 + X, Xo} | { X0, X1+ Xo)

9 | Y(9) = fe¥(0) =X+ X2 | 13.8) | {7.9) | (X1 + Xo, Xa) | { X0, X1 + Xo}

11 Y(11) = fouY(9) = X1 + Xo | {3,8} {711} | {X0 4+ X0, Xo} | { X1, X1 + Xo}

Como el algoritmo nos devuelve los coeficientes de codificacion, tendremos
las matrices Ay F":

-

b
I
O O 00 o0 o0 o0 o o o o

S O O O O O o o o o o

O O O O O O O O O O O

O O O O O O O O O O O

S O O O O O o o O = O
o O O O O O = = O o O
SO O O O O o o o o = o

O O O O O = O O o o o
O O O O O = O O o o o

SO O O O O O o o o o o

01 00O0O0OO0OO0OOO0O®O
001100O0O0O0O0OO0

S O = O O O O o o o o
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Conociendo las matrices A y F, podemos tras los calculos pertinentes
hallar las matrices de transferencia para asi calcular matrices B(") adecuadas,
y que asi el problema tenga solucion.

Las matrices de descodificacién son

0 0 0 0
0 0 0 0
by o) 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
Br) — 0 0 y B(r2) — 0 0
0 0 by b
LSS 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 by, b,

Y por lo tanto obtenemos las siguientes matrices de transferencia:

Mm:( b bi >y Mm:CQM%b%M%)
’ b

1 1 1 2 2 2
s+ 05 0+ 0 i biYs

Igualando cada una de ellas a la matriz identidad, obtenemos las matrices
de descodificacion :

0 0 0 O
0 0 0 O
-1 1 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
Br1) — 0 0 y B2 =10 0
0 0 1 -1
10 0 0
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 1
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Una solucién al problema de codificacién en red de multidifusién sera por
lo tanto las matrices A, F, BU), B(") que acabamos de dar.



Capitulo 4

Codificacion en red aleatoria

En el capitulo anterior hemos visto que la existencia de una soluciéon a
un problema de codigos en red equivale a que el polinomio de transferencia
sea no nulo. También hemos dado un algoritmo en que los coeficientes de
codificacion global se eligen de forma aleatoria, dando lugar a una solucion.

Una vez elegidos los coeficientes de codificacién de forma aleatoria, los
receptores deben aprender como descodificar. Esto se hace inyectando en el
sistema los vectores-mensaje

— —

X =(1,0,...,0), X =(0,1,0,...,0), ..., X =(0,...,0,1).

El receptor ve qué le llega en cada una de estas transmisiones, en for-
ma de h mensajes ordenados, siguiente el orden ancestral en las aristas que
llegan a él, las cuales generan F’;. De esta forma, puede interpretar, usando
algebra lineal basica, la informacion recibida cuando se le envia un mensaje
cualquiera.

Lo que ahora nos interesa es evaluar la probabilidad de éxito si se eligen de
forma aleatoria los coeficientes de codificacion. Podremos considerar también
el caso en que no solo se escogen todos los coeficientes aleatoriamente, sino
que algunos de ellos se fijan a priori.

4.1. Aproximacion algebraica

A continuacién, daremos una serie de cotas para la probabilidad de éxito
a la hora de encontrar una soluciéon al problema de codificacién en red alea-
toria, donde los coeficientes de codificacion fijados a priori formen parte de
la posible solucion.

23
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Proposiciéon 4.1. 1. Sea n el nimero de coeficientes de codificacion que
elegimos de forma aleatoria. Entonces
—|RI\"
Péz'ito > PHo = <q | |> (41>
q
si ¢ > |R].

2. Fijado un orden monomial, si X' --- X'm es el monomio dominante del
polinomio de transferencia, entonces

m

q—1j
Pém'tozPFP2::H q]-
J=t

(4.2)

3. Dado el polinomio de transferencia F', entonces

m j—

, q
Pezito > Prp1 := min {H .
j=1

%]

/ Xit -+ X! es monomio de F }

(4.3)

Demostracion. Tenemos que el polinomio F = [],cz det M) depende de las

variables a;;, fi;j v bg;) de cada receptor. Sustituimos en ¢l las variables a;;
fi; elegidas a priori y consideramos las b;; como constantes.

Asi, F' es un polinomio en 7 variables Xy, ..., X,, sobre el cuerpo FZ({bg)}),
al cual llamamos “polinomio de transferencia a priori”.

Por la construccion del polinomio de transferencia, el maximo exponente
que puede tener un coeficiente de codificacion es |R|, correspondiendo al caso
en que dicho coeficiente aparezca en todos los flujos de cada receptor. Por el
corolario 1.16 se tiene entonces que sera al menos

(q —|R] ) !
q
Al fijar un orden monomial en el cual se conoce el monomio dominante del

polinomio de transferencia a priori F', y haciendo uso de nuevo del corolario
1.16, obtenemos la cota Prps.

La dltima cota se obtiene de la misma forma, pero sin fijar un orden
monomial. A pesar de ser peor cota que Prpo, es mas sencilla de calcular al
no ser necesario precisar un orden monomial.

]
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Aunque las cotas Prps y Prpi son méas ajustadas que Py, la primera tiene
mas facilidad para ser calculada, pues no es necesario buscar el polinomio de
transferencia. Es por eso que intentaremos mejorar dicha cota, conservando
la sencillez de su obtencion. Para ello, demos unos resultados previos:

Lema 4.2. Sean d,m y N nimeros naturales tales que N < m. Consideramos
todas las m-uplas de ntimero naturales i1, ..., i, tales que

L g,y < d.

2.9+ ...+ iy < dN.

Sea (i1, ...,%ny) tal que (¢ —41) - -+ (¢ — 4y,) es minimo. Entonces necesa-
riamente existe J C {1,....,m} tal que |J| = N, i; =dsije Jei; =0si
Jjé¢J.

Demostracion.  a) Veamos que i; + ... + i, = dN. Supongamos que no
es asi, es decir, iy + ... + 1, < dN < dm, pues N < m. Entonces
11+...+1, < dmy por lo tanto existird un k tal que 7, < d. Redefinamos

o i, =iy +1<d.
e i’ :=1; para todo j # k.
Ahora los nuevos (i}, ...,7,,) siguen cumpliendo las condiciones:
Lody, i, <d

2.4+ 4, =0+ ...Fin+1<dN

Pero por otra parte tenemos que (¢ — i) < (¢ — i) y por tanto
m m
H(q - Z H q —1ij),
j=1 j=1
en contra de la hipotesis de que el producto [J(q — i) era minimo.

Por lo tanto efectivamente i, + ...7,, = dN.

b) Ordenamos los i; de forma decreciente, i1 > ... > iy > ing1 > ..o > i,
Veamos que entonces iyy; = ... = i,, = 0, y por tanto, temendo en
cuenta a),

11 =..=1iy =d.

Supongamos que %,, > 1, con m > N. Entonces si se tuviese

il = ... :Z'm,1 :d
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se tendria dN = d(m—1)+1im, y puesto que 0 < i,, < d, debe ser i,, =
d, y m = N, en contra de que m > N. Luego existe k € {1,....m — 1}

tal que i < d. Redefinimos

o iy =i, para l # k,m

o i =i,—1

Los (i}, ...,1,,) siguen cumpliendo las propiedades (1) y (2) del lema.

Pero
m m

[Ta—i) > Tla~1)

pues

(q=3) (=) = (q=(i+1)) (g (im—1)) = ¢" = (i Fim) q+igim+in—ir—1 =

= (q— i) (g — im) Fim — ik —1 < (¢ — i) (q — im)

por ser i, < ir. Esto contradice que (i, ...,4,) hace minimo dicho

producto, y por lo tanto ,, = 0.

De la misma forma se probaria de forma inductiva que que i, = 0 para

todo h > N.

Como tenemos que i; + ... + iy = dN y que todos los ¢; < d, entonces

s6lo nos queda la opcion de que 11 = ... =1y = d.

Proposicién 4.3. Consideramos un cuerpo F tal que F, C F. Sea F'(X7, ..

]

5 Xm) €

F[X1, ..., X;n], un polinomio distinto de cero tal existen d, N € N tal que d < ¢

rN < m, y que todos los monomios X' - .. X'im de F satisfacen:
1od, ety <d

2.4+ .+ iy < dN.

Si(x1, .., Tm) € [Fy" son elegidos de forma aleatoria, entonces la probabilidad

de que F(zq,...,x,) # 0 es al menos

e
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Demostracién. Vamos a ver que para todos los monomios de F, Xj -+ X'm,
en las condiciones del teorema, se tiene que

.ﬁq;”is@‘d)]v. (4.4

q

Por el corolariol.16 sabemos que si LT(F) = Xi* - - X' entonces habra al
menos (¢ —1iy) - (q—iy) elementos que hagan F' # 0 . Tendremos pues que
(¢ —ir) - (g —im)

Pé:m'to Z qm .

Haciendo uso del lema que acabamos de enunciar sabemos que

e —i)  (g=d)¢mV (q - d>N

qm B qm q

como queriamos demostrar.

O

Haremos uso de esta proposicion para dar dos nuevas cotas mejores, pero
tan faciles de calcular como Pp,.

Proposicién 4.4. Sea ' el maximo ntmero de aristas j tales que los coefi-
cientes f;; son elegidos de forma aleatoria y que forman parte de un mismo
flujo. Entonces:

—|R "
Pém'to > PH02 = <q||> . (45)
q

Demostracion. En el polinomio de transferencia a priori cada monomio Xj* -
7: . 7’
-+ X}m cumplird

" i1, ..., 0, < |R|, pues cada coeficiente puede aparecer como mucho una
vez por cada flujo, esto es, como mucho puede ser |R|.

" i + ... + iy < |R|7, pues el nimero de aristas cuyos coeficientes de

codificacion se eligen de forma aleatorio en cada flujo es como mucho
/

n.

Entonces, aplicando la proposicion anterior para el polinomio de transferencia
tendremos la desigualdad que queriamos probar. O
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Por tltimo, podemos dar una cota que si bien es mas débil que Pp,o, n0
necesita de la busqueda de los flujos para hallar el valor exacto de 7'.

Proposicién 4.5. Definimos 7" como el nimero de aristas j tales que a;; 6
fi; son coeficientes de codificacién aleatorios. Entonces:

. R 77//
Pé:cito > PHol = (q ‘ ’> . (46)
q

Demostracion. Como el nimero de aristas en un flujo es como mucho el
nimero total de las aristas de la red, |E|, en el caso de codificacion en red
aleatoria sera como mucho 7", con n” = |E| en el caso en que no se asignen
coeficientes a priori. Aplicando la proposicion 4.3 tenemos la siguiente cota:

]

Ejemplo 4.6. En la figura 4.1 tenemos todos los coeficientes de codificacion

eligidos a priori con valor 1, salvo f4,97f69;f5,107f7,10,f9,117f9,127f10,117f10,12
que es escogeran aleatoriamente.

Figura 4.1: las aristas tales que f;; se escoge aleatoriamente estdan remarcadas.

Entonces, n = 8, pues hay 8 coeficientes de codificacion para elegir. Por
otra parte, n” = 4, pues tenemos las aristas 9 y 10 con f; ¢ y para i = 4,6,
fino para i = 5,7, y las aristas 11 y 12 con f;11 ¥ fia2 siendo i = 9,10.
Sin embargo, no pueden aparecer todas las aristas en el mismo flujo, luego
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n = 2. Asi, tendremos las cotas:

8 4 2
-2 -2 -2
Pro = <q> Prior = <q> Prioy = (")
q q q

donde Pp,o nos proporciona una mejor aproximacion, siempre que escojamos
un cuerpo con q > 2.

A continuacién, veamos un teorema en el que ordenamos las cotas que
hemos obtenido:

Teorema 4.7.
Pro < Prot < Proa < Prp1 < Prpa < Pigito

Demostracion. Para las cotas Py,, Pyo1 v Pro2 basta ordenar los exponentes:

Por definicién 7 es el nimero de coeficientes de codificaciéon que vamos
a elegir aleatoriamente, mientras que n” corresponde al niimero de aristas j
tales que a;;, f;; se escogen aleatoriamente, luego n” < 7. Por otra parte, n/
se define a partir de las mismas aristas j que configuran n”, salvo que ahora
se exige que sean el maximo de aristas j que pueden estar en el flujo, luego

n' <n”,y por lo tanto, como q%w es menor que 1:

(=0 (5

Para Prp; v Prps es inmediato que Prpy < Prpo.
Veamos por ultimo entonces que Py < Prpi.

Tomando N =17 y d = |R|, los monomios del polinomio de transferencia
cumplen las condiciones de la proposicion 4.3, en el cual habiamos probado

que para todo monomio X7' --- XJm se tiene
m _ .i — IR 7'
=2 > <q|l> Py
=1 4 q

desigualdad que entonces se cumple también para el monomio que hace mi-
nimo [[*, %, correspondiente a Pppi, como queriamos ver.

O

Ejemplo 4.8. Veamos estas cotas para el ejemplo que habiamos desarrollado
en el capitulo 3, en la figura 4.2
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Figura 4.2: las aristas tales que f;; se escoge aleatoriamente estdan remarcadas.

Fijaremos a priori
a1; = A2 = A3 = G4 = 1 Yy fij=1

salvo fi6 y f56. Por lo tanto la primera cota que tendremos sera

Denotaremos a = fi ¥y b = f56. Fijemos el orden monomial que sea,
el monomio dominante contendra o la expresién a? o ab. Supongamos que
ab < a®. Entonces:

—1)?
Pszz(qqg)-

Tanto n’ como 71" es igual a 1, luego
—2
PHOIIPHO2:qq-

Es facil ver que el teorema 4.7 se cumple. Veamos para algunos valor de
q las probabilidades que tenemos de éxito:

4 16 64
PH():@ 0,25 | 0,765625 | 0,9385

q

Pl = =2 0,5 0,875 |0,96875

q
Prpy = =07 105625 | 0,8789 | 0,96899

q2

=
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Observamos que a mayor valor de ¢ la probabilidad de éxito al asignar
aleatoriamente dichos coeficientes de codificacion tiene cotas proximas 1.

4.2. Aproximaciéon combinatoria

Abordaremos esta vez a partir de métodos de combinatoria la biisqueda
de una cota para la probabilidad de éxito del problema de codificaciéon en red
aleatoria, utilizando como apoyo el algoritmo 3.1. Asumamos en esta seccion
que ninguno de los coeficientes de codificacion son conocidos a priori.

4.2.1. Cotas de flujo

Dado un problema de codificaciéon en red, consideramos un sistema de
flujos de tamailo h arbitrario 7 = {F}, ..., Fig/}. Una vez hemos asignado de
forma aleatoria los coeficientes de codificacion, vamos a revisar el algoritmo
3.1 de forma que si en alguna etapa del mismo algin conjunto de vectores
de codificacién global no genera IF’; la eleccién aleatoria de los coeficientes no
serd adecuada, y el algoritmo nos devolvera error. Sélo cuando se hayan com-
pletado todas las etapas con éxito podremos garantizar que las asignaciones
resultan una soluciéon para el problema.

Notacién 4.9. Denotamos para cada arista j € F por Rx(j) al nimero de
receptores cuyo flujo contiene a la arista j. Para todas las aristas del sistema
de flujos se tendrd Rz(j) < |R|.

Modificamos el algoritmo ligeramente de forma que para cada arista j en
el sistema de flujos se eligen de forma aleatoria todos los coeficientes f;;, en
la red extendida.

La inicializacién del algoritmo 3.1, es decir, los valores iniciales de C1, ..., C|g),
By, ..., Bg), no dependian de ninguna eleccion aleatoria, y no se cambia con
la modificacion introducida.

Recordemos que en la etapa del algoritmo correspondiente a la arista j,
distinta de las 01, ...,0h anadidas en la red extendida, se buscan los flujos
que contienen a j, de los cuales hay k = Rz(j) flujos. En esta parte de
la iteracién hay que definir los coeficientes fi; con 4,5 € F e i € in(j) en
la red extendida. S sea k' = |in(j)|. El mismo razonamiento hecho en la
proposicién 3.18 nos lleva a deducir que de los ¢* posibles, hay como mucho
Rr()g" " — (Rr(j) — 1) elecciones fallidas. Esta eleccién nos proporciona
de forma inmediata nuevas cotas:
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Proposicién 4.10. Dado un problema de codificacién en red aleatoria,

1.
q—Rr(j)  Rr(j) -1
Péa:ito > PCF2 = H ( q + q|m(3)| (47)
JEF
2. » ()
Pé:cito Z PCFl = H u (48)

jeF q
Demostracion. Es consecuencia directa de la probabilidad de éxito en cada

etapa en la proposiciéon 3.18. O]

La cota Popp aunque es menos precisa, es mas sencilla de calcular tnica-
mente obteniendo un sistema de flujos arbitrario.

En las cotas Pop1 vy Pops podemos reemplazar R z(j) por :

re(j) =G —{in() N F.}} / j € Fl

correspondiente al nimero de cortes de la etapa j — 1 tales que que al quitar
la arista que precede a j son distintas. Por lo tanto rx(j) < Rx(j) y se
obtienen las cotas:

9—TrG) |, TFH)—1
P = + 4.9
Cr4 j];: ( q q‘m(J)‘ ) ( )
—_— 7’ y
Pers =[] a-r7) (4.10)
jEF q

La particularidad de éstas reside en que no solo importa el sistema de
flujos escogido, sino que el ntimero rx(;) puede variar dependiendo del orden
ancestral fijado en la red.

Ejemplo 4.11. En este ejemplo contemplaremos para la misma red dos érde-
nes ancestrales sobre las aristas diferentes. Siguiendo los pasos del algoritmo
3.1, buscaremos r(j) para cada j y estudiaremos las cotas Pops v Popg para
ambos érdenes.

Empecemos con el orden ancestral fijado en la parte izquierda de la figura
4.3. Tomamos el sistema de flujos F = {F}, [y}, con F} = {(1,4),(2,3,6)}
y Fy = {(1,5),(2,3,7)}. Para la inicializacion tomamos los conjuntos C? =
CY = {01,02}, las aristas anadidas en la red extendida, que unen respectiva-
mente y; con s, ¢ = 1,2. a través de de la siguiente tabla escontraremos los
rz(j) para j € F:
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Figura 4.3: red en la que se han fijado dos ordenes monomiales distintos

jllin(i) | 3 | ()
1] 2 [{02,1}[{02,1}| 1
2 2 {12t [ {1,231 | 1
3 1 [ {13 [{1,3} | 1
A1 [ {34y [{1,3} [ 1
51 1 | {34 | {35} | 1
6] 1 | {46} | {35} | 1
711 {46 | {5,7r | 1

Por lo tanto tendremos para este orden monomial que

g—1\"
PCF3=PCF4=< . )

Por otra parte, sigamos ahora el orden ancestral de la parte derecha de
la figura 4.3. Esta vez tendremos el sistema de flujos F = {F}, F»} con F} =
{(1,3),(2,5,6)} v Iy = {(1,4),(2,5,7)}. Haciendo la misma inicializacién
para los conjuntos C¥ y C9 tendremos esta vez:

jllin(il | ¢4 ¢ |re()
1 2 [{o2,1)[{02, 11| 1
2 2 [ {12t [ {12t | 1
31 1 [ {23y [ {12} [ 1
AT 1 [ {23y [ {24 | 1
5 1 | {3,5} | {45} | 2
6] 1 | {3,6} | {45} | 1
T 1 [ {3,6} | {4,7r | 1

Por lo tanto tendremos:

o= (1) ()




64 CAPITULO 4. CODIFICACION EN RED ALEATORIA

6 7
—1 -2 1 -1
q q q q

Siendo cotas diferentes para los 6rdenes monomiales dados. En particular,
bajo la primera eleccién obtenemos una mejor cota.

A continuacién, compararemos las cotas que acabamos de dar con las que
habiamos dado en la seccién anterior. Consideramos un orden monomial en
el que el polinomio de transferencia tenga monomio dominante, pues de lo
contrario la existencia del monomio dominante no esta garantizada.

Proposicién 4.12.
Per1 < Prps.

Demostracion. Elijamos una arista j € F, y etiquetemos las indeterminadas
del polinomio de transferencia correspondientes a{a;}, {fij} por Wi, ..., Wpy.

Ky,
Denotamos Y VV”Cl - Wy entonces el monomio del polinomio de
transferencia correspondlente al sistema de flujos dado es

H YjR]-‘(j)

JjeF

Por otra parte, la desigualdad 4.4 aplicada con N = 1 a los exponentes
(kp, ooy k) de YRfU) da

q—ki q—Rr(J)‘

q q

Si se tiene un orden monomial tal que [] Yij ) es el monomio dominante,

entonces )
q — Rx(
Pppy = H A(yg H = Pcr
jEF jeF q
como queriamos ver. O
Proposiciéon 4.13.
Proy < Perr-

Demostracion. Antes que nada, recordemos que 7’ es el maximo nimero de
aristas j en un mismo flujo tales que {f;;} y {ai;} se escogen aleatoriamente.
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Conservando la notacion de la demostracion anterior, tendremos que el

monomio [J;er Y™ U) es el monomio del polinomio de transferencia corres-

pondiente al sistema de flujos F. Podemos aplicar el corolario 1.16, por el
cual tendremos una probabilidad de que el polinomio no se anula de al menos

H q_R]-'(j)'

jeF q
Por otra parte, los monomios del polinomio de transferencia cumplen:
= Rr(j) < |R].

" Yjer Rr(j) <RIy

y por la proposicion 4.3 tendremos que

— R —IR|\"
Pors = 1 q—Rx(j) > (q | |> _ P,
jeF q

4.2.2. Cota de Balli, Yan y Zhang

Las ultimas cotas que vamos a estudiar en este trabajo se obtienen a partir
del algoritmo 3.1, pero con una diferencia sustancial: ahora el algoritmo se
basa en los vértices que visita y no en las aristas.

Se supone, como en la secciéon anterior, que asignaremos todos los coefi-
cientes de codificacién de forma aleatoria. Procederemos al igual que con la
cota de flujos, una vez hayamos asignado los valores de forma aleatoria, com-
probaremos a través de una version modificada del algoritmo 3.1 la viabilidad
de dichos coeficientes, siguiéndolo a través de los vértices. La inicializacion
la haremos como estamos acostumbrados, tomando la red extendida, con los
emisores X1, ..., Xn v las aristas 01, ..., Oh. Buscamos un sistema de flujos F
de tamatio h sobre la red extendida, al cual asignaremos f;; = 0 a aquellos
pares de aristas que no formen parte de F. Vamos a detallar el algoritmo:

Notacién 4.14. Dado un sistema de flujos F = {F, ..., Fig}, V(F) serd
el conjunto de todos los vértices por las que pasa el flujo F;. De la misma
forma, V(F) es el conjunto de vértices por los que pasa el sistema de flujos.
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Para poder recorrer la red a través de los redes hemos de fijar previamen-
te un orden ancestral sobre el conjunto de los vértices V(F), de la misma
forma que fijabamos el de las aristas. A partir del orden ancestral dado para
el conjunto de los vértices, escogemos un orden ancestral relativo para las
aristas, anteponiendo aquellas que comienzan en el primer vértice de V' (F),
y asl sucesivamente.

Finalmente, tomamos los conjuntos C; = ... = Cjg = {01,...,0h} con
sus correspondientes conjuntos de vectores de codificacion global: By = ... =
B|R\ = {Xh ey Xh}

Veremos a continuacion en qué consiste cada etapa del algoritmo 3.1
modificado:

Supongamos que hasta el paso v—1 los conjuntos B; generan IFZ. Tomemos
ahora un v € V/(F)—{x1,-.., xn} siguiendo el orden ancestral. Definimos para
cada [ =1, ..., |R| los conjuntos:

u [l = m(v) N E
v Jp = out(v)NF
y aplicamos la siguiente actualizacién al conjunto Cy'~':

Cr =yt —-nnJg

Para que B} = ¢,(C}) genere FZ habra que escoger tantos f;; como pares
(i,7) € I; x J;. En nuestro caso, al haber escogido antes los coeficientes
aleatoriamente, habra que comprobar si con esos f;; los conjuntos B} generan
IFZ. Cuando el vértice de la etapa es un receptor I; = J; = (), finalizando el
algoritmo con éxito si los B, finales, con [ = 1, ..., |R|, generan IFZ‘

Para comprobar el éxito de las asignaciones de los coeficientes de codi-
ficacién en cada etapa veamos antes el siguiente resultado, similar al lema
3.17:

Lema 4.15. Sean k,uy h € Z con 1 < k < h y tales que kK 4+ p < h. Sea
{b1,...,b,} una base de IFZ y sean by, y, ..., by, vectores de IFZ tales que

V = L({b1, cees bis By 1 ooy B })

tiene dimensién k + p.

Dado c € IFZ, el nimero de elecciones de (ag1, ..., ax4,) con a; € F, tales que
C+ Apprbppr + ... Fapby €V

es exactamente g*.
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Demostracion. Escribimos b = ;101 + ... + Bjnbp para j =k +1,....k + p,
con f; € Fy,. Como V es de dimension k + p,la siguiente matriz tiene rango
k + p

I . 0 Bry1 o Brrun

0 ... 1| Brgrk o Brtpk
B— 0 ... 0 5k+1,k+1 6k+u,k+1

0 .. 0 Bk+1,k+u 5k+u,k+u

0 o O Bettptptr - Brtphtps

0 ... 0 5k+1,h ﬁkﬂt,h

donde se supone por comodidad que hemos reordenado {bgy,...,bs} la
matriz A formada por las k + u primeras filas cumple det A # 0.

El vector ¢ € IFZ serd: ¢ = ¢1b; + ... + ¢pby,. Denotemos
¢=cC+ Qps1bpy1 + ... +apby =

Clbl + ...+ (Ck-i-l + ak-{—l)bk—H + ...+ (Ch + ah)bh.

Para que ¢ € V, la matriz (B|¢) ha de seguir teniendo rango k + p. Tomando
la matriz A definimos las matrices

8]

B, = A
Chktp + At-ps
0 ... 0 Bry1j - Brtpy Cj +a;

para j = k+pu+1,..., h. Entonces, cada matriz B; ha de tener determinante
igual a cero, es decir

0 = det B; = (¢; + a;) det A + ( términos que no dependen de a;).

Esto es, para cada eleccién de (aj41, ..., @g+,) Se tiene un tnico valor de a;
tal que ¢ € V. Por lo tanto existirdn exactamente ¢* formas de elegir los
coeficientes a; de forma que ¢ € V. O

Proposicién 4.16. La probabilidad de que en un vértice v ¢ R los conjuntos
BY, ..., Bjp generen IFZ, suponiendo que lo andlogo es cierto para los vértices
anteriores, es

[ 1]

[J| _ 4i—1 | 1] 1 ]
q q B 1 1
g g 1]1 (1 qu—z’+1> 1= (4.11)
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Demostracion. El que la probabilidad es H‘J" q\lel 7 se deduce del lema

anterior de forma andloga a la demostracién de la proposicién 3.18.

Para la desigualdad vamos a probar primero que

n

n
-a)—(1-3 )
i=1 i=1
cuando z € (0,1). Para n = 2 se prueba inmediatamente.

Supongamos que [T, (1 —z") — (1 — 37, 2') = o > 0. Entonces:

n

H(l—l‘i)(l— n+1 1_21, —i—Oé _ n+1):

i=1

1_in+a_xn+l+xn+l<zxi) _:L,n-i-la:

i=1
n+1

=1-> aT+2a""> +(1-2"Na>1-) +1z’

=1 =1 =1

pues 2" € (0,1) .

Ahora basta tomar x = %, y se tiene

i 1 " 1 > 1 1 1 1
10 - -zl = ST =lmo—7
i=1 q =14 = ¢ 1 q 4
como queriamos demostrar. O

Proposiciéon 4.17. Sea Z = {v € V / out(v) N F # 0} el conjunto de
los puntos de V(F) por los cuales hacemos actualizaciones en el algoritmo.
Entonces:

Pe:mto = PBalle - H (1 - p(v) > (412)

veL q_l

1|
R
> Ppani1 = (1 - q|—|1> (4.13)

V]
R
> Ppaiiio = ( - q|—|1> (4.14)
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Demostracion. Por la proposicion 4.16 tendremos que, si en cada etapa v
tenemos p(v) receptores cuyo flujo pasa por el vértice v, la probabilidad de
éxito al final sera

p(v) Il o) i1 p(v) 1
Paaito 213 (1—qu) >1-y -0 o) =1- 2

i—1 i=1 g i=1 q— qg—1

Las otras desigualdades se deducen de p(v) < |R| Vv € V(F) y |I] < |V].
[

Si ¢ = |R| + 1 la cota de Balli carece de sentido para Ppai1 ¥ Ppgaitio,
pues ambas seran iguales a 0, e incluso si algin w € Z tienen p(W) = |R|,
ésta también se anulard. Veamos esto en un ejemplo, y comparemos la cota
de Balli con las que ya hemos estudiado.

Ejemplo 4.18. Dada la red ya extendida de la figura 4.4, buscaremos las
cotas vistas a lo largo de este capitulo, y las compararemos, para distintos
valor de q.

Figura 4.4: red ya extendida

Los coeficientes que se elegiran aleatoriamente son fi3, fi4, fos, fos-

De esta forma, tendremos que n = n” = 4 y ' = 2, pues no habra mas
que 2 aristas de entre las 4 posibles en un mismo flujo. Entonces:

4 2
-2 -2
PHo:PH01:<q ) PH02:<q ) .
q q
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Fijamos un orden monomial tal que fi3f14f25f26 sea el monomio domi-
nante del polinomio de transferencia. Entonces:

4
-1
o= (121"
q

Para las cotas de flujos, tomamos el sistema de flujos F = {Fy, F»} tal que
F={(1,3),(2,5)} y F» = {(1,4),(2,6)}. Entonces tendremos Rz(j) = 1
para j = 3,4,5,6, con |in(j)| = 1, correspondientes a los f;; que se van a
escoger de forma aleatoria. Entonces las cotas de flujo son:

g—1\"
Pepy = Pop1 = (q)

Por tdltimo para las cotas de Balli fijamos un orden ancestral sobre el
conjunto de los vértices, tal que
S<U <V <1 <Tra.

Tomemos el conjunto Z = {vy,v2} segun la definicién, con p(w) = 2 para
cada w € Z. No consideraremos que s esté en Z porque no tenemos que
escoger los coeficientes de codificacién f; s siendo @ € in(s). Entonces:

5 \2
Ppai2 = Ppauin = (1 - )
qg—1

5
2
Prauio = (1 - > :
qg—1

Demos ahora valores a g para las distintas cotas:

q 3 1 16 64

Py 0,0123 | 0,0625 | 0,5862 | 0,8807
Py, 0,1111| 0,25 |0,7656 | 0,9385
Ppps = Popt | 0,1975 | 0,3164 | 0,7725 | 0,8389
Ppauin 0 |0,11110,7511 | 0,9375
Pgauio 0 |0,0041 | 0,4889 | 0,8510

Como ¢ = 3 hace que las cotas de Balli sean cero, podemos mejorarla
tomando la siguiente expresion

p(v) |1 qIJl\ — gt
Ppani = ]___[ 1_2 1—HT

weL i=1 1=1
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que si bien es mas pesada, nos proporcionard algo mayor que cero.

Para w € Z tendremos que |J;| = 2 y que ademés p(w) = 2, siendo w = vy y
V9. Entonces:

2 2 — g 2
Py = (1 —2 <1 -1I )) = 0,0343.

2
i=1 q

La cual nos da una mejor aproximaciéon que Pp,, pero menos fina que
Pro, patron que se repetird con Ppgyyin a medida que ¢ toma valores mas
grandes.

4.3. Nombre de las cotas

En esta tltima seccién explicaremos brevemente el por qué de los nombres
de las cotas que hemos citado.

En primer lugar hemos utilizado Ppg,, la cual fue introducida por Ho en
el articulo [8]. Para las cotas Ppp, simplemente se ha conservado el subindice
proveniente del término en inglés de la huella de un ideal, footprint, pues son
obtenidas a partir del corolario 1.16.

Para las cotas de flujos, Pop, simplemente nos hemos quedado con las
iniciales de la misma. Mas informacion sobre esta cota se encuentra en el
articulo [9].

Y la dltima cota, Pgyy;, fue introducida por Balli, Yan y Zhang, y a ellos
les debe su nombre. Se encuentra con mas detalle en los articulos [2] y [12].
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