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Capitulo 1

Introduccion

Estudiar las propiedades de los anillos de polinomios es una tarea comun
a varias ramas de las matematicas. No solo resulta interesante en si mismo,
en el ambito del adlgebra conmutativa, sino que ademés es una herramienta
imprescindible en el ambito de la geometria algebraica.

A lo largo de este trabajo vamos a intentar conocer un poco mas estos
anillos, en concreto la descomposicion primaria de sus ideales. Cuando que-
remos hallar la descomposicién primaria de un ideal, hay veces que resulta
sencillo; por ejemplo, si consideramos el ideal (z* — 1) € Q|x], su descom-
posiciéon primaria vendra dada por los ideales engendrados por los factores
irreducibles del polinomio (z! —1) = (z2+ 1) N (z — 1) N (z + 1).

Sin embargo, no siempre ocurre asi. Consideremos por ejemplo el ideal
(22 + 232y, 23wy — 22 — 23 + 1, 2523 + w471 + 2325) en Rlxy, ..., z19]; en este
caso, ponernos a calcular una descomposicion primaria parece mas compli-
cado. Pero, ;qué no sea facil significa que no se pueda hacer? Como somos
matematicos sabemos que eso no es cierto, y este trabajo intenta presen-
tar una manera sistematica, determinista, de encontrar la descomposicién
primaria de un ideal cualquiera de un anillo de polinomios.

Hemos decidido seguir los pasos de | | en cuanto al modo de reali-
zar la descomposicién, sin embargo, este método no es tnico, y la puerta
esta abierta para que se descubran métodos mas efectivos para obtener una
descomposicion primaria.

El capitulo fundamental del trabajo es el 4, los anteriores sirven de in-
troduccién y recopilacién de proposiciones necesarias para elaborar nuestro
algoritmo. Los conceptos presentados a lo largo de los dos primeros capitu-
los son muy diversos, asi que hemos intentado mantener el hilo conductor a
través de los ejemplos, que se van repitiendo a lo largo de todo el trabajo.



En el capitulo 5 nos dedicamos a estudiar dos casos particulares de lo
expuesto en el capitulo anterior. Veremos que cuando los ideales son mono-
miales o binomiales, podemos usar otros métodos mucho mas eficientes para
calcular una descomposicién primaria.

Los ejemplos no siempre han sido faciles de elaborar y hemos necesitado
el programa SINGULAR para calcular las bases de Grobner de todos los ideales
presentes en este trabajo. La realizacion del mismo ha supuesto la iniciacion
en este programa por parte de la autora. Asi mismo, los pequenos dibujos que
acompanan a algunos de los ejemplos han sido elaborados con el programa
SURFER.

Al comenzar a realizar este trabajo no tenia mayores conocimientos sobre
la descomposicién primaria que los que aporta el Grado en Matematicas, es
por eso que el trabajo estd planteado de tal forma que cualquier graduado en
matematicas pueda leerlo sin problema. Los conceptos nuevos se introducen
con definiciones y ejemplos detallados y se recuerdan la mayor parte de los
vistos en la asignatura optativa de cuarto de grado A/lgebm Conmutativa y
Computacional.



Capitulo 2

Primeras nociones de Algebra
Conmutativa

Las matemdaticas no solamente poseen la verdad,
sino la suprema belleza, una belleza fria y austera,
como la de la escultura, sin atractivo para la parte

mas débil de nuestra naturaleza ...
Bertrand Russell

En este primer capitulo recordaremos ciertos resultados vistos en la asig-
natura optativa de cuarto de grado Algebm conmutativa y computacional.
Lo mas importante ahora es establecer un fundamento sélido sobre el que
podamos cimentar los siguientes capitulos. Es por esto que nos dedicaremos
principalmente a definir conceptos y a enunciar resultados fundamentales, sin
entrar en detalles de pruebas o demostraciones. Todo el capitulo ira ilustrado
con diferentes ejemplos y contraejemplos. Para el desarrollo de este capitulo
nos basaremos fundamentalmente en los textos | |, [Eis] y [Nun].

A lo largo de todo este capitulo, (R, +, x) serd un anillo conmutativo
unitario al que denotaremos simplemente por R. Que R sea conmutativo
implica que el producto de dos elementos suyos cualesquiera conmuta y que
sea unitario hace referencia a que R estd dotado de un elemento neutro 1
para el producto al que llamaremos elemento unidad.

2.1. Variedades algebraicas

Dado que no existe una materia en el grado en matemaéticas que verse
sobre este tema, vamos a introducir brevemente unos conceptos basicos de
Geometria Algebraica.



La Geometria Algebraica, como su nombre indica, establece una relacién
entre estas dos ramas: el dlgebra y la geometria. En sus origenes, se dedico al
estudio de los conjuntos de soluciones de los sistemas de ecuaciones algebrai-
cas, aunque hoy en dia abarca gran diversidad de temas.

Comenzamos por el aspecto geométrico e introduciremos el concepto de
variedad. Consideramos el espacio vectorial k™ y su espacio afin asociado, al
que denotaremos por Af.

2.1 Definicién. Sea S un conjunto de polinomios en k[z1, ..., z,] entonces
podemos definir una variedad (algebraica) en A} por el conjunto anulador de
S, V(S) = {x € A} tales que Vp € S p(z) = 0}.

Es facil ver que si tenemos dos conjuntos de polinomios S, T € k|xy, ..., ;]
entonces:

» SiSCT=V(T) CV(S).
= SiV(ST) =V (S)UV(T).

Decimos que una variedad V' es reducible si es unién de dos subvariedades
propias, en caso contrario, sera irreducible.

2.2 Ejemplo. Consideremos por ejemplo la variedad de R?:

V = {(z,y,2) € R’ tales que 2° + (y* + 2%)* = 0}

Variedad V'

V es esta formada por la unién de dos variedades propias
Vi=V(a® -y - 2?)

‘/2 — V(—Ig _y2 _Z2)
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Variedad V; Variedad V5

Nota. En muchos libros también podemos encontrarnos con otra termino-
logia: lo que nosotros hemos denominado wvariedad se conoce como conjunto
algebraico afin y la palabra variedad esta reservada para aquellos casos en
los que dicho conjunto es irreducible.

Para estudiar el aspecto algebraico, realizamos la operacién en sentido

inverso. Denotamos por V' a un subconjunto de Ay, y trabajamos en el anillo
klz] = k[z1, ..., z,].

2.3 Definicién. Definimos entonces el ideal I(V') de k[x] asociado a V como
el conjunto de los polinomios que se anula en V/,

J(V) = {p(z) € k[z] tales que V C V(p)}

Resulta sencillo comprobar que el conjunto J(V') es un ideal, puesto que
la suma de dos elementos que se anulan en x también se anulard en = y
el producto de un polinomio que se anula en x por otro arbitrario sigue
anulandose en z.

También es facil ver que si tenemos dos subconjuntos V, W € A}, entonces
VcW=IW)cCIV).

Llegados a este punto, hay dos cuestiones que se plantean automatica-
mente, [V =V(3(V))? (S =3(V(S))?

Zariski di6 respuesta a la primera pregunta al definir una topologia en
A} compatible con la estructura algebraica de las ecuaciones. La respuesta a
esta pregunta entonces, viene dada por esa topologia.

2.4 Definicién. La topologia de Zariski en A} es la topologia que tiene como
conjuntos cerrados a las variedades de Af.

2.5 Proposicién. V = V(3(V)) si y solo si V es una variedad.

Demostracion. Podemos ver directamente de las definiciones que:



1. WV C ALV C VI(V)).

2. VI Ck[zy,...,x,], T C I(V(T)).
Si tomamos V' = V(J), por (1) tenemos que V(J) C V(3(V(T))), vy por (2)
V(3(V(3))) C V(T).

0J

La segunda pregunta encuentra respuesta en una version del Nullstellen-
satz de Hilbert, siempre que k sea un cuerpo algebraicamente cerrado.

2.6 Teorema (Hilbert Nullstellensatz). Supongamos que k es un cuerpo
algebraicamente cerrado y sea J un ideal de klz] = k[xy,...,z,], entonces

J(V(3)) = Rad(3).

Demostracion. Podemos encontrar una prueba de este resultado en [Lis,
Theorem 1.6].

O

El teorema implica entonces que J = J(V(J)) si y solo si 3 =Rad(J),
es decir, si J es un ideal radical. Puesto que todo ideal primo es radical,
deducimos el siguiente corolario.

2.7 Corolario. Todo ideal primo B verifica I(V(P)) = Rad(P) = PB.

Aprovechamos que hemos enunciado este teorema para fijarnos que te-
nemos una biyeccién entre la coleccion de variedades de Aj y los ideales
radicales de k[z1, ..., z,].

A
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Podemos caracterizar entonces una variedad irreducible de la siguiente
manera:

2.8 Proposiciéon. Una variedad V' C A} es irreducible si y solo si los poli-
nomios que la definen generan un ideal primo J(V') del anillo de polinomios
k[z1, ..., z,].

Demostracion. Encontraremos una prueba en | , Proposition 3, p.195].
O

Nota. Solo hemos utilizado la hipétesis de que k sea algebraicamente cerrado
en el Nullstellensatz , el resto de resultados son ciertos en cualquier cuerpo

k.



2.2. Anillos noetherianos

A lo largo de esta seccién, R sera un anillo conmutativo y unitario.
Consideramos el conjunto de ideales de R con el orden parcial de inclusién
de ideales. Dada una sucesién creciente de ideales (J,,),en

J1C€TJ,CT3C ... CT, CTpqr C ...

decimos que (J,)nen satisface la condicién de cadena ascendente si a partir
de un determinado £k € N, J; = J;41 VI > k.
Tenemos, de esta manera, la siguiente cadena:

J1CT2CT3C ... CTp=Tpg1 = Tpy2 = ...

2.9 Definicion. Decimos que un anillo R es noetheriano si el conjunto de
sus ideales con el orden de inclusion satisfacen la condicién de la cadena
ascendente.

También podemos caracterizar a estos anillos por la siguiente propiedad.

2.10 Proposicién. Un anillo R es noetheriano si y sélo si dado un conjunto
cualquiera de ideales de R siempre podemos encontrar un elemento maximal
en dicho conjunto.

Demostracion. Supongamos que R es un anillo noetheriano, tomamos un
conjunto de ideales de R, {J;}ic;. Supongamos que no existe un elemento
maximal en dicho conjunto, entonces Vi € I 45 € I tal que J; C J; y la
contencién es estricta. De esta manera podemos construir una cadena de
ideales de R que no satisfacen la condicién de la cadena ascendente, lo cual
es absurdo, pues R es noetheriano, y por lo tanto, verifica la condicién de la
cadena ascendente. Luego existe un elemento maximal.

Reciprocamente, si J; es un ideal maximal dentro de la sucesién de ideales
(J)nen, formamos una cadena de inclusiones J; C Jy C J3 C ... entonces el
ideal J; ocupara una posicién k-ésima, y por ser maximal, todos los que le
contengan seran necesariamente iguales a él.

J1C3CT3C ... CTUp=Tpy1 = Tpy2 = ..

Luego se verifica la condicién de la cadena ascendente.
O

No resulta sencillo trabajar con esta definicion de anillo noetheriano,
asi que normalmente utilizaremos la siguiente caracterizacion.
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2.11 Proposicién. Un anillo R es noetheriano si y solo si cada uno de sus
ideales estd generado por un sistema finito de generadores.

Demostracion. Consideramos un anillo noetheriano R, J un ideal de R, (f;)ier
un conjunto de generadores de J, tomamos un elemento f; € (f;)ie; y for-
mamos la siguiente cadena:

(f1) C (f1, f2) C (f1, f2, f3) C ...

Por ser R noetheriano, verifica la condicién de la cadena ascendente, y por
lo tanto, 3k € N tal que (fy, ..., fi) = (f1, -, fi, fix1) para todo I > k. Lo cual
equivale a decir que J = ((fn)nen) = (f1, .-, fx) v por lo tanto, J admite un
sistema finito de generadores.

Veremos ahora la inclusién en el otro sentido. Sea (J,),eny una cadena
ascendente de ideales de R, J; C Jo C J3 C ..., podemos considerar cada J,
generado por el sistema finito de generadores del ideal anterior y un conjunto

finito de generadores de él mismo. Es decir, si J, = (fu,,..., fn,) entonces
Tns1 = (Fays ooy frues frttys ooy frr1,)- Sea T = U Jn, como J es un ideal de
neN

R, estard finitamente generado. Pongamos J = (f1,...fn), tiene que existir
un k£ € N tal que 3 = J, = (f1,...fm). Entonces, para todo | > k tenemos
Jp CJ;, C T, luego | > k, 3, = J; y el anillo R es noetheriano.

OJ

Podemos ver que varios anillos “conocidos” son anillos noetherianos; pre-
sentamos algunos en los siguientes ejemplos.

2.12 Ejemplo. Los cuerpos son anillos noetherianos: los tinicos ideales que
contiene un cuerpo son el ideal cero y el total, y ambos dos estan generados
por un unico generador. En el caso del ideal cero, esta generado obviamente
por el cero, y en el caso del cuerpo, estd generado por uno cualquiera de sus
elementos no nulos.

2.13 Ejemplo. Los anillos de polinomios en una variable sobre un cuerpo
son anillos noetherianos.

2.14 Ejemplo. Los anillos de polinomios en varias variables sobre un cuerpo
son anillos noetherianos.

2.15 Ejemplo. Los dominios de ideales principales DIP son anillos noethe-
rianos.



Hemos visto en el ejemplo (2.14) que los anillos de polinomios sobre cuer-
pos son anillos noetherianos. Sin embargo, el anillo de coeficientes no tiene
que ser necesariamente un cuerpo, como veremos en el siguiente teorema.

2.16 Teorema (de la base de Hilbert). Sea SR un anillo noetheriano yn € N,
entonces el anillo de polinomios R[z1, ..., x,| es noetheriano.

Demostracion. Proponemos la prueba dada en [Fis, Theorem 1.2].
O

2.3. Descomposicion primaria

A lo largo de esta seccién, R seguird siendo un anillo conmutativo y
unitario. Comenzamos repasando algunas nociones sobre los ideales radica-
les.

Decimos que un ideal J es radical si coincide con su radical, Rad(J) = 7.
Es facil ver que todo ideal primo es radical: sea z € Rad() C R, con P ideal
primo, entonces 2" € 3, y como B es primo y 2 = zax™! tenemos que o bien
x € B o bien 2" € P. Si se da la primera opcién, hemos terminado, y si se
da la segunda, razonamos por induccién y llegamos también a la conclusion
de que x € *B.

Sin embargo, no todo ideal radical es necesariamente primo, es mas, po-
demos caracterizar al ideal Rad(J) de la siguiente manera.

2.17 Proposicién. Sea J un ideal de R, entonces el radical de T estd de-
terminado por la interseccion de los ideales primos de R que contienen a
J.
Rad(J) = ﬂ B, con P ideal primo de fR.
JCR

Demostracion. Podemos encontrar una demostracion de esta proposiciéon en
[San, Corolario 1.5.7.].

O

Pasamos a dar la definicién de un ideal primario.

2.18 Definicion. Un ideal propio J de un anillo R es primario si todo
elemento x de J verifica que si x = ab entonces, o bien a € J, o bien b €

Rad(J).



Llegados a este punto introduciremos algo de notaciéon. De ahora en ade-
lante, para referirnos a un ideal propio cualquiera de R utilizaremos la letra
J; cuando dicho ideal sea primario nos referiremos a €l por £. En el caso
de un ideal primo, lo denotaremos por ‘B y si ademéas de primo es maximal,
sera m.

2.19 Ejemplo. Consideramos el anillo Z de los nimeros enteros y el ideal
47.. El ideal 47 no es primo, pues

12 € 47, sin embargo 12 =2 x 6y 2 &€ 47,6 ¢ AZ

Sin embargo, 47 es primario: tenemos que Rad(4Z) = 27, sea x© € 47,
entonces x = 4y, con y € Z. Sea x = ab = 4y, entonces:

= Si a es multiplo de 4, a € 47Z.
= Si b es multiplo de 4, b € 47Z.

= Si a no es multiplo de 4 y b no es multiplo de 4, entonces a € 27 =
Rad(4Z).

Luego el ideal 47 es primario.

También podemos caracterizar a un ideal primario £ de R por verificar
que R/ es un anillo cociente no nulo y tal que todo elemento de /9
divisor de cero es nilpotente.

Podemos observar como el ideal del ejemplo (2.19) verifica que é # 0;
pues 1 € %. Vamos a ver cuales son los elementos divisores de cero en dicho
anillo.

= 0 no es divisor de cero por definicién.

= 1 no es divisor de cero, pues 1 x 1 =1,1x2=2y 1x3=3.

2 es divisor de cero, pues 2 x 2 =0 y 2 es también nilpotente.

3 no es divisor de cero, pues 3 x 1 =3,3x2=2y3x3=1.

Luego en é todo divisor de cero es nilpotente.

Nota. Es evidente que todo elemento de R/Q nilpotente es divisor de cero,
si ademads tenemos la otra implicacion, podemos deducir que £ es un ideal
primario.
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Podemos sacar unas cuantas conclusiones inmediatas, como que cualquier
ideal primo es primario, o que los ideales primarios se conservan en el paso
al cociente.

Al principio de la seccion hemos dicho que no todo ideal radical tiene que
ser primo, sin embargo, si el ideal es radical de un ideal primario, entonces
si es primo. Lo vemos en la siguiente proposicion.

2.20 Proposicién. Sea Q un ideal primario de R, entonces el radical de
9Q,Rad(Q), es necesariamente el menor ideal primo que contiene a Q.

Demostracion. En primer lugar, veremos que Rad(Q) es primo. Sea = €
Rad(), = ab. Entonces, por la definicién de Rad(Q), 3n € N tal que
2" € Q. Tenemos entonces ™ = ab", y como L es un ideal primario, o bien
a™ € Q C Rad(f), o bien b" € Rad(9) . En ambos casos, si a” € Rad(Q)
entonces a € Rad(Q), y si b € Rad(Q), entonces b € Rad(Q). Luego Rad(Q)

es un ideal primo.

Entonces, por la caracterizaciéon que nos ofrece la proposiciéon (2.17) po-
demos concluir que Rad(9) es el menor ideal primo que contiene a J.

0

Este hecho nos sirve para introducir la siguiente terminologia; si £ es un
ideal primario y 8 = Rad(9Q), entonces diremos que Q es B-primario.

Podemos percatarnos de la existencia de cierta correspondencia entre los
ideales primos y primarios de un anillo: es frecuente que la potencia de un
ideal primo sea un ideal primario. Sin embargo, no existen implicaciones al
respecto en ningun sentido. Lo ilustraremos con un par de ejemplos o, mas
bien, contraejemplos.

2.21 Ejemplo. Consideremos el anillo de polinomios Rz, y] y el ideal Q =
(z,y%) C Rz, y], veamos que:

» Flideal Q es primario: utilizaremos la siguiente caracterizacién de ideal
. . . . R . .
primario: 9 primario <= % es un anillo cociente no nulo y tal

que todo elemento de R[Z—’m divisor de cero es nilpotente.

Los elementos de I(li[xy%’; son polinomios en la variable y con coeficientes
en R y las potencias de y impares salvo para el término independiente,

pE —](li[a;é’% < p=ag+ay.

11



Es evidente que @ Rle ’y; es no nulo, pues y € @ Rle ’y; Podemos observar que

los elementos divisores de cero en ( [y’y; son precisamente los polinomios

con término independiente nulo: p(y) = a1y, con a; € R, y que si

elevamos p(y) al cuadrado, obtenemos 0; por lo tanto, todo divisor de

cero en ¢~ Rle ’y% es nilpotente y £ es noetheriano.

» Bl ideal Q no es potencia de un ideal primo: tenemos P = Rad(Q) =
(z,y), luego si 9 fuera potencia de un primo, tendria que ser potencia
de B. Sin embargo, PB? = (z,y)* = (2%, y?, vy) C Q. La contencién es
estricta, pues x € Q pero x € B2, y como tenemos P2 O P2 > Pt >
podemos concluir que £ no es potencia de un ideal primo.

Tenemos por tanto un ideal primario que no es potencia de un ideal primo.

2.22 Ejemplo. Consideremos ahora los anillos Q[z,y, z] v k|[t] relacionados
por el homomorfismo f:

f:Qz,y, 2] — Q[f]
[
y =t
z = P

Calculamos el nicleo de f gracias a SINGULAR, usando eliminacion de
variables, un método que explicaremos mas adelante. De esta manera obtene-
mos Ker(f) = {p(x,y,2) € Qlz,y, 2] : f(p) = 0} = (¢8—y2, > — w2, 2 — %)
y lo denotamos por P = (2% — yz,9y* — 22, 2% — 2%y).

» Flideal P es primo: P es el nucleo de un homomorfismo de anillos, por
lo que sera primo si en el anillo de llegada no hay divisores de 0, pues
r €P <= f(x) =0. Sea x = ab, entonces ab € P <= f(ab) =
0 < f(a)f(b) =0y como Q[t] es un dominio de integridad no tiene
divisores de 0 y necesariamente f(a) = 0 o f(b) = 0, luego a € P o

beB.

= P2 no es P-primaria: consideramos el ideal P2 = ((2® — y2)?, (y* —
2

22 (2 = 2%)”, (2 —y2)(y — 22), (2° —y2)(2* —a%y), (¥ —22)(2”
2%y)) v los siguientes elementos: x & B, x° + zy> — 3xyz + 23 & P2
pues el término zy> no puede obtenerse de ninguno de los polinomios
que generan P32 y sin embargo, x(x® + xy3 — 32%yz + 2%) = (23 —y2)? —

(y* — x2)(2* = 2%y) € P*.

Obtenemos de esta manera una potencia de un ideal primo que no es primaria.

12



Sin embargo, si establecemos otra condicién més, si tomamos un ideal
primo maximal m, entonces todas sus potencias son m-primarias.

2.23 Proposicion. Sea m un ideal maximal de un anillo R, entonces, m”"
es un ideal primario ¥n € N.

Demostracion. Sea x € m” con m ideal maximal de R, obviamente, Rad(m”") =
m, asi que solo tenemos que demostrar que m” es primario . Pongamos x = ab
y supongamos que b € m, vamos a demostrar que entonces a € m”.

Consideremos el ideal m + (b), es claro que b € m + (b) y ademds, como
m es un ideal maximal, m + (b) = PR. Entonces, podemos escribir el elemento
unidad de la siguiente forma:

l=c+db, cem, dbe (b

Como ¢ € m, tendremos ¢ € m", asi que, elevando la igualdad a la
n-ésima potencia obtenemos:

1= (c+db)" = Xn: (Z) =k (db)*

k=0

Que podemos reescribir como

" /n
1=c"+bd cond = ( )c"_kdkbk_1 €R

Si multiplicamos a ambos lados de la igualdad por a, obtenemos
a=ac" +abd con " €em”,ab=x €m”

Luego podemos concluir que a € m™ y hemos terminado.
O

Recordamos al lector la nocion de cociente de dos ideales; dado un anillo
R, v dos ideales a,b C R, definimos el cociente del ideal a por b de la
siguiente forma (a : b) = {x € R tales que b C a}. Se puede comprobar
mediante unos sencillos calculos que (a : b) es un ideal.

De igual manera, si tenemos un ideal J y un elemento x € R, podemos
definir el cociente del ideal J por x considerando el cociente de J por el ideal
generado por z, (x); (J:z) = {y € R : xy € J}. Con vistas a preparar la
siguiente seccion, enunciaremos un par de resultados que no probaremos.
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2.24 Lema (| , Lemma 4.3)). La interseccion finita de ideales B-primarios
de R es un ideal P-primario de R.

2.25 Lema (] , Lemma 4.4]). Sea Q un ideal B-primario de R y x un
elemento de R, entonces:

1. Six € Q entonces (Q : x) = R.
2. Six & Q entonces (Q : ) es P-primario.
3. Six &P entonces (Q:x) =Q.

Nota. Podemos afinar més en el apartado (2), si x € P —Q, entonces (Q : x)
es un ideal P-primario que contiene estrictamente a Q.

2.26 Corolario. Sea R un anillo, Q un ideal P-primario, entonces existe
un x € R tal que (Q: x) =P.

Demostracion. Suponemos £ # B, sino nos bastaria con aplicar el punto 3
del lema (2.25). Sea x € P\LQ, vamos a ver que (Q : x) C L.

Sea y € (Q : x), entonces por la definicién zy € Q como = # Q y Q es
primario, entonces necesariamente y € 3.

Veamos ahora que B C (Q : x).

Sea y € P, x € P\Q, entonces zy € Q <= Va,b € R tales que zy = ab
o bien a € Q o bien b € P. Pero xy € P, asi que ab € PR, lo que implica que
o bien a € P o bien b € *B para cualquier a, b € ‘R tales que ab = xy.

O

Una vez visto que es un ideal primario, podemos explicar que es una
descomposicion primaria.

2.27 Definicién. Dado un anillo (R, una descomposicion primaria de un
ideal J C R es una expresion de J como una interseccion finita de ideales

primarios:
N
~
J=()
n=1

donde cada £, es un ideal B,,-primario.

En un anillo arbitrario, no todo ideal admite una tal descomposicion, y
es por eso que si J admite una descomposicion primaria diremos que es un
ideal descomponible. Podemos encontrar varias descomposiciones primarias
distintas de un mismo ideal J C R, como veremos en el ejemplo (2.29).

Antes de ver el ejemplo vamos a enunciar una proposiciéon que nos resul-
tard ttil para construir una descomposicion de un ideal.
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2.28 Proposicién. Sean R un anillo, I un ideal de R, y un elemento de R
tal que (J:y) = (T : y?), entonces,

I=00:y)n 0+ (1)
Demostracion. Es obvio que 7 C (J:y) N (T + (y)), ya que:
» JC(J:y)puesVeeJayeT=ze€ (JT:y).
= JC T+ )

Vamos a demostrar entonces que (J : y) N (J+ (y)) € J. Sea = € (T :
y) N (T + (y)), entonces:

l.se(J:y) < xzy€eT.
2. v€(J+(y) < x=i+yp,conieT, peR.

De (1) y (2) tenemos que (i +yp)y € I =iy +y’p € JI. Como i € J, iy € T,
asi que tenemos que y?p € 7.

v’p € 3 < p e (J:y?), por hipétesis tenemos (J : y) = (T : 3?),
asi que p € (J: y).

En (2) habiamos descrito = por x = i 4+ yp con ¢ € J, como p € (J : y),
yp € J, y podemos concluir que x € 7.

OJ

2.29 Ejemplo (Falta de unicidad en la descomposicion primaria). Conside-
remos el anillo Q[x,y, 2] v el ideal J = (22, zy, zz). Vamos a construir dos
descomposiciones primarias distintas de J. Como todavia no hemos presenta-
do una forma estandar de construirlas, lo haremos de “forma mas artesanal”.

Lo primero es ver que J no es un ideal primario, para ello basta con
considerar el elemento zy € J, x ¢ J e y ¢ Rad(J). Tenemos ademés que
(T :y) = (x) = (T : y?), luego podemos escribir J como

I=T:y) NG +(y) = (2) N (2% y,22)

Sabemos que (x) es un ideal primario, sin embargo, (2%, y,2z2) no lo es,
pues vz € (22,y,7z) con x & (2%,y,xz) vy 2 € Rad((z? y,22)). Ademais,
tenemos ((22,y,22) : 2) = (x,y) = ((2?,y,22) : 2?) luego

(2%, y,22) = (2%, y,22) 1 ) N (27, y, 22) + (2)) = (w,9) N (2%, 9, 2)
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Y podemos concluir que

(2.1) 3= (2)N(z,y) N (2% y, 2) = (¥) N (2%, y, 2)
Es una descomposicion primaria de J.

Por otro lado, también podemos descomponer (z?,y,zz) de la siguiente
manera: ((22,y,2z2) : 22) = (z,y) = ((z%,y,22) : 23) por lo tanto,

(a%,y,22) = (2%, y,22) : 2°) N (2%, 22) + (%)) = (z,9) N (27, y, 22, 27)

Luego también tenemos

(2.2) J= ()N (2,y) N (2% y,22,2%) = (x) N (2%, y, 22, 2°)
Tanto (2.1) como (2.2) son descomposiciones primarias de J.

De entre todas las descomposiciones primarias que admite un ideal, algu-
nas presentan unas caracteristicas especiales, las llamamos descomposiciones
primarias minimales. A continuacion, enunciamos formalmente su definicion.

2.30 Definicién. Decimos que una descomposicién primaria de un ideal J
en un anillo R es minimal si verifica:

1. Los ideales *J3,, son distintos dos a dos.

2. 9, ¢ () Qn paratodon € {1,....N}
m#n
Dada una descomposicién primaria de un ideal J de un anillo R, siempre
podemos obtener a partir de ella otra descomposicién primaria minimal. Para
comprobarlo basta con aplicar el Algoritmo 1 que aparece mas adelante.

Llegados a este punto, una pregunta se plantea de forma inmediata: ;exis-
te algin componente invariante en la descomposicion primaria de un ideal?,
para dar respuesta esta pregunta, presentamos dos teoremas de unicidad de
descomposicién minimal. Las demostraciones de ambos resultados, que no
forman parte de este trabajo, pueden encontrarse en la bibliografia citada.

2.31 Teorema (Primer teorema de unicidad | , Theorem 4.5]). Sea J
N

un ideal descomponible de R e T = () Q, una descomposicion primaria
n=1

minimal de J. Sea B,, = Rad(Q,,) para todon, 1<n<N.

Entonces, dichos B,, son independientes de la descomposicion particular
de J.

16



Algorithm 1 Descomposicion primaria minimal

1: procedure DPM({Qy, ...,Q,} descomposicién primaria de J)

2 salida: P = {9, ...,Q;,} descomposicién primaria minimal de J
3 for i =0 ton do

5: end for

6 for : =0 ton do

7 for j =i ton do

8 if Rad(Q;) = Rad(Q)) then

9

: D; +— ;N Qj
10: Q; +— ;N Dj
11: end if
12: end for
13: end for
14: for i =0 ton do
15: if Q) ¢ () Q; then

J#
16: if Q) ¢ P then
17: P+ PUQ;
18: end if
19: end if
20: end for
21: return: P

22: end procedure

Nota. Podemos observar que los 3, son los ideales primos que aparecen en
el conjunto de los ideales de la forma Rad((J : z)) con = € J, lo que los hace
independientes de dicha descomposicién.

Llamaremos ideales primos asociados a J a los ideales primos B3,, que del
teorema (2.31) y denotaremos por Assx(J) al conjunto de los ideales primos
asociados a J.

Dentro de Assyi(J) podemos encontrar dos tipos de ideales primos, deci-
mos que un ideal primo es aislado cuando es un elemento minimal en Assy(J)
con respecto al orden de la contencién; decimos que un primo es inmerso
cuando no es aislado.

Vemos, por lo tanto, que dada una descomposicion primaria minimal,
podemos encontrar dos tipos de componentes, las componentes aisladas, for-
madas por los ideales primarios £,, cuyo radical 93, sea un primo aislado; y
las componentes inmersas, aquellas cuyo radical es un primo inmerso.

17



Volviendo al enfoque tomado en la introduccién, y desde un punto de
vista geométrico, podemos observar como si el ideal J da origen a una va-
riedad V(J), los primos aislados dan origen a las componentes irreducibles
y los primos inmersos a las subvariedades de estas; es decir, a las variedades
inmersas en las componentes irreducibles.

2.32 Ejemplo. Consideremos ahora el ideal I = (y?2? — 2%y> — 223 +
23yz,y*2—x2?) en el anillo Q[z, y, z]. Como todavia no hemos visto como cal-
cular una descomposiciéon primaria, utilizaremos un comando de SINGULAR
para calcularla. A continuacién reproducimos el codigo que hemos utilizado:

> LIB "primdec.lib";

Iniciamos el programa y descargamos la biblioteca de descomposicion
primaria de SINGULAR. A continuacion, definimos nuestras variables.

> ring R=0,(x,y,2),dp;
> R;

//  characteristic : 0
//  number of vars : 3

// block 1 : ordering dp
// : names Xy z
// block 2 : ordering C

> ideal I=y 2%z72-x"2*y"3-x*z " 3+X"3*y*z,y 2*z-X*z"2;
> I;

I[1]=-x2y3+x3yz+y2z2-x23

I1[2]=y2z-x2z2

Y le pedimos que calcule la descomposicién primaria segin el proceso
“GTZ”. Hemos elegido este proceso ya que sera uno de los que expliquemos
en el capitulo 4 del trabajo. Nosotros le llamaremos DPK.

> primdecGTZ(I);

[1]:
[1]:
_[1]=-y2+xz
[2]:
_[1]=-y2+xz
[2]:
[1]:
_[11==z2
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_[2]=y

[2]:
_[1]=z
_[2]=y

[3]:

[1]:
_[1]=z
_[2]=x2

[2]:
_[1]==z
_[2]=x

>

La salida del comando primdecGTZ es una lista de listas: la lista principal
contiene tres elementos, lo cual nos indica que la descomposicion primaria
tiene tres componentes. Dentro de cada elemento encontramos una lista con
dos elementos, en ella estan en primer lugar los generadores del ideal y en se-
gundo lugar los generadores de su radical. Asi que la descomposicion primaria
buscada es

J=("—22)N(y,2°) N (2% 2)

Tenemos entonces una tnica componente aislada de esta descomposicion:
el ideal (y?> — zz), y dos componentes inmersas, (y,z?) y (22, z). Podemos
observar la variedad que engendra cada uno de los componentes y comprobar
como los ideales aislados dan origen a variedades irreducibles y los inmersos
a variedades inmersas.

Las variedades engendradas por (y,z?) y (2% 2) dan lugar a las rectas
T e y respectivamente, rectas que estdn contenidas en la variedad V(y? —
xz). Podemos observar el significado geométrico de la variedades inmersas:
las rectas x e y estan inmersas o incluidas en la variedad engendrada por

V(y* — xz).

El resultado que nos disponemos a enunciar a continuacién nos simplifi-
card a la hora de calcular los primos aislados asociados a un ideal J C fR.

N

2.33 Proposicién. Sea J un ideal descomponible de R e T = (| Q, una
n=1

descomposicion primaria minimal de J. Sea B, = Rad(Q,,) para todon, 1 <

n < N.

Entonces, los ideales primos aislados asociados a J son exactamente los
ideales minimales entre los ideales primos que contienen a J.
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Variedad V (y* — z2)

Demostracion. Podemos encontrar una demostracién en [At)\lc, Proposition

4.6].
[

2.34 Teorema (Segundo teorema de unicidad [At)Me¢, Theorem 4.10]). Sean
N

J un ideal descomponible de R e T = (| Q, una descomposicion primaria

n=1
minimal de J. Sea B, = Rad(Q,,) para todo 1 <n < N.

Entonces, las componentes aisladas primarias estan univocamente deter-
minadas por J.

N
Demostracion. Tenemos un ideal descomponible 3 C R e J = (] Q, una
n=1

descomposicién primaria minimal. Sean £;,,...,£;  un conjunto de compo-

nentes aisladas primarias.

im

Entonces ;, N ... N Q;, es el ideal contraido de J por la aplicacion de
paso al anillo de fracciones R — S™'R con S = R\ (B, N...NPB;,, ), ya que
B; s6lo depende de 7.

O

Descomposicién primaria en anillos noetherianos

Acotando el conjunto de anillos en los que trabajamos, podemos obtener
mejores resultados; vamos a ver que en un anillo noetheriano, todo ideal pro-
pio es descomponible. Previamente, recordamos la nocién de ideal irreducible.
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2.35 Definicion. Decimos que un ideal J C R es irreducible si no puede
escribirse como interseccién de otros dos ideales de fR.

En un anillo noetheriano, tenemos el siguiente resultado.

2.36 Proposicion. En un anillo noetheriano, todo ideal propio irreducible
€s Primario.

Demostracion. Podemos encontrar una demostracién en | , Lemma 7.12]
O

Y enunciamos el resultado citado.

2.37 Teorema. En un anillo noetheriano, todo ideal propio es descomponi-
ble.

Demostracion. Comenzaremos esta demostracién probando que en un anillo
noetheriano todo ideal propio se puede escribir como interseccién finita de
ideales irreducibles. Para ello, razonaremos por reduccién al absurdo.

Sea A el conjunto de ideales de R que no admiten una descomposicién
como interseccién finita de ideales irreducibles. Como R es un anillo noet-
heriano, todo subconjunto de ideales admite un elemento maximal, asi que
tomamos J elemento maximal de A. Obviamente, J es reducible, pues sino
J podria descomponerse como interseccion finita de ideales irreducibles: el
mismo.

Sea J = aNb con a # b ideales de R, una descomposicién de J. Entonces
tenderemos J C a y como J es maximal en A, entonces necesariamente a ¢ A
luego a se puede escribir como intersecciéon finita de ideales irreducibles.

Nq
a= m a; con a; irreducilble V.

=1
Por el mismo razonamiento, tenemos que

Ny
b:ﬂmammmwmmmw

=1
Podemos concluir que J se puede escribir como interseccién finita de idea-
les irreducibles.
No+Ng

Nq Ny
J=anb=((a|n|(b:])= () T
=1 i=1

=1
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Lo cual es absurdo.

En la proposicién 2.36 vimos que todo ideal irreducible es primario, con
lo que ya tenemos la descomposiciéon primaria buscada.

OJ

2.38 Corolario. Todo ideal J de un anillo noetheriano R admite una des-
composicion primaria minimal.

2.4. Localizacion en un anillo

Un concepto importante en Algebra Conmutativa que guarda una gran
relacién con la Geometria Algebraica es el de localizacion en un anillo con
respecto a un ideal primo.

A lo largo de esta seccion solamente presentaremos definiciones y no-
taciones que seran necesarias en el capitulo cuatro. Para un estudio de la
localizacién més detallado, podemos mirar, por ejemplo, | , Chapter 3].

En la asignatura de Algebra Conmutativa y Computacional dedicamos un
capitulo a hablar de anillos y médulos de fracciones, por lo que supondremos
estos conceptos conocidos por el lector. Nos centraremos aqui en un tnico
tipo de anillos de fracciones, el localizado respecto de un ideal primo.

2.39 Definicién. Sean R un anillo conmutativo y unitario, *J3 un ideal primo
de fR, el sistema multiplicativamente cerrado S = R\P. El anillo de fraccio-
nes dado por S7'R es el localizado de R con respecto a B y lo denotamos
por Ry.

Este proceso nos permite anadir ciertos inversos multiplicativos a ele-
mentos de nuestro anillo creando a su vez, un homomorfismo entre el anillo
original y el nuevo anillo. Al transformar en unidades a los elementos de S,
podemos realizar un estudio mas detallado de estos elementos.

Por ejemplo, consideremos el anillo k[xy,...,x,], V una variedad de A}
y un punto p € V. Si queremos estudiar las propiedades locales de V' en
p podemos considerar el ideal de todas los polinomios que se anulan en p,
llamémosle J. Entonces el localizado de k[x, ..., z,,] con respecto a J contiene
la informacién sobre el comportamiento de V' cerca de p.

Presentamos la notacién que utilizaremos en el trabajo. Sea R un anillo,
J un ideal de R, s un elemento de R y B un ideal primo de R. Entonces
denotaremos por:
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Ry al anillo localizado con respecto al ideal ; Ry = SR con S =
R\P.

Jy serd la imagen de J en el anillo Ry; Ty = TRy,

R, es el anillo localizado con respecto al elemento s; R, = SR con
S — {Sn}neN

J, la imagen de J en el anillo Ry; T, = TR,.
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Capitulo 3

Bases de Grobner

Los simbolos algebraicos se usan cuando
no sabes de qué estas hablando.
Philippe Schnoebelen

Una base de Grobner de un ideal J C R es un sistema de generadores
finito de J con una caracteristica muy importante: nos permite calcular la
dimension algebraica del ideal y, en caso de que esta sea finita, sus ceros de
una manera mucho mas sencilla. Asi mismo, gracias a las bases de Grobner
podemos obtener facilmente la imagen de una variedad bajo una proyeccion
o ciertos tipos de aplicaciones.

Las bases de Grobner vieron la luz simultaneamente en dos puntos muy
alejados del globo: por un lado, Bruno Buchberger las presenté en su tesis,
dirigida por Wolfgang Grobner, que defendié en 1965. Un ano antes, el pro-
fesor Heisuke Hironaka definia lo que el llamo standard basis, un sistema de
generadores que permitia trabajar en anillos locales.

A lo largo de este capitulo k serd un cuerpo, por lo que hemos visto en
el capitulo anterior, sabemos que k es noetheriano. Trabajaremos esta vez
en el anillo de polinomios en varias variables con coeficientes en k, es decir,
k[z1, ..., z,]. Ademds, podremos generalizar varios resultados de este capitulo
a un anillo de polinomios R[z1, ..., z,,| donde los coeficientes estan en PR, un
anillo conmutativo, unitario y noetheriano; resultados que indicaremos
oportunamente. Por el teorema de la base de Hilbert (2.16), tanto k[z1, ..., z,,]
como R[zxy, ..., z,] son anillos noetherianos.

Para redactar este capitulo nos hemos basado principalmente en | 1,

[Swal] y [Gim].
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3.1. Orden monomial

Comenzamos este capitulo introduciendo la nocién de orden monomial,
dicho orden dotard al conjunto de monomios de nuestro anillo k[zy, ..., 2, de
la propiedad de ser un conjunto totalmente ordenado.

3.1 Definicién. Dado un anillo k[zy, ..., z,], un orden monomial < sobre
k[z1, ..., z,] es un orden total en los monomios de k[z1, ..., z,,| que verifica:

1. Es un buen orden: todo subconjunto no vacio de monomios de k[x, ..., ;]
admite un mas pequeno elemento.

2. Es compatible con el producto: si f; < fs entonces gf; < gfs para todo
g monomio de k[z1, ..., z,].

Vamos a presentar algunos de los érdenes monomiales que utilizaremos
posteriormente en el trabajo.

Qn

» El orden lexicogrdfico, que denotaremos por <., establece que z{*...z%
B S .
>1ee T"...2P" si la primera coordenada no nula de (o — B4, ..., &, — 3n)
es positiva.

» El orden lexicogrifico graduado, que denotaremos por <ge,, establece

que .. 20" > e 2 "...xP" si se verifica una de estas dos propiedades:

oty > Bt B bty =B+ By y 220 >

» El orden lexicogrdfico inverso graduado, que denotaremos por <greyies,
establece que x7"..20" > grevicn xfl...xﬁn si la ultima coordenada no

nula de (oy — By, ..., — Bp) €s positiva.

Nota. Llamamos la atencion al lector sobre el hecho de que z7*...x5" >,
xflxﬁn no implica necesariamente que z7"...20" <greples xflxﬁn Los or-
denes monomiales no son inversos.

3.2 Definicién. Dados dos ordenes monomiales < en k[zy,...,z4] vy <’ en
k[zgi1, ..., xn], €l orden producto de <y <’ en Kk[zy, ..., x,] es un orden mo-
nomial <, que establece que z{'...2%" >, o', .28 si 2§'. .25t > xll...xgd 0
a8 xSt = a2l y rgit e > az'gfll...xgn.

Resulta sencillo comprobar que el orden producto es un orden mono-
mial. Adem4s, si tenemos un anillo k[z1, ..., z,] dotado del orden lexicografico
(xy > ... > x,), entonces ese orden es un orden producto de los 6rdenes lexi-
cograficos (xy > ... > xy) en K[zy, ..., x| y (21 > ... > @) en K[xpyq, .., T4,

con t variando entrel y n — 1.
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3.2. Algoritmo de divisién

Consideramos ahora nuestro anillo k[xy, ..., z,] dotado de un orden mo-
nomial <, sea p € k[xy, ..., z,], entonces:

» Llamamos monomio inicial de p al mayor de los monomios de p para
el orden establecido <, lo denotaremos por in.(p).

» El coeficiente dominante de p serd el coeficiente de in(p) en p, y lo
denotaremos por le(p)

» Consiguientemente, el término dominante de p serd el producto del
monomio inicial de p por el coeficiente dominante de p; lo denotaremos

por i (p).

= Definimos el soporte de p como el conjunto de monomios que forman
el polinomio p, lo denotaremos por supp(p).

Podemos definir una operacién de divisidn en nuestro anillo k[xq, ..., ;]
con un orden monomial dado <. Vamos a enunciar el resultado tedrico y a
continuacion haremos una prueba constructiva de como realizar la division.

3.3 Teorema. Sea k|z1, ..., x,] un anillo dotado de un orden monomial <,
sean f, f1, ..., fn € K[z1, ..., x,] elementos no nulos.
Entonces, ezisten polinomios r,qy, ..., qn € K[x1, ..., z,] tales que

L f=ah+ t+a@futr
2. Vit .z € supp(r),z*..af & (inc(f1),....in<(fn))

3. 81 q; # 0 entonces in<(f) > in (g fi)

Demostracion. Como hemos anunciando antes, vamos a dar una demostra-
cién constructiva del teorema. Para ello definimos el Algoritmo 2, que vere-
mos a continuacion.

Como el orden monomial es un bueno orden, el algoritmo termina y tanto
r como los ¢; verifican las condiciones 2 y 3.

O

Gracias al algoritmo de divisién podemos hablar de reduccién de un po-
linomio o de polinomio reducido.

3.4 Definicién. Sea F' = {f1,..., fu} con f, f1,..., fn € K[z, ..., 2,] dotado
de un orden monomial < y sean 7,q,....,q, € k[xy,...,x,] verificando las
condiciones del teorema (3.3). Entonces decimos que r es una reduccion de
f maédulo F'y lo denotamos por f —p r.
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Algorithm 2 Divisiéon de polinomios

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:

13:

14:
15:
16:
17:

18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:

procedure D1v(f, fi,..., fn € (k[z1, ...
salida: 7, q1, ..., qn € K[z1, ..., 2,)
for i =1TO n do

end for

r<0

p f

while p # 0 do

1+ 1

d<+0

while i <m AND d =0 do
if in(f,)|in<(p) then

Qi < qi + lltt:((z))
p — p— 11;55((2)) fz
d<+1
else
14141
end if
end while
if d = 0 then
pp—1lt<(p)
r < r+1t<(p)
end if
end while

return: 7, ¢y, ..., q,

26: end procedure

) n, <))

3.3.

3.5 Definicién. Sean k|xy, ..., z,] un anillo dotado de un orden monomial <
e J C k[xq, ..., x,] un ideal. Definimos entonces el ideal inicial de J respecto de
<, denotado por in- (J) como el ideal monomial engendrado por los monomios

Bases de Grobner

iniciales de todos los elementos de J:

in.(J) = ({in<(f) tales que f € J}).
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Lo que nos lleva a definir una base de Grobner.



3.6 Definicién. Sean J un ideal de k[zy, ..., z,], < un orden monomial en
k[z1,...,z,] y G un subconjunto finito de J. Decimos que G es una base de
Grébner de J si para todo f € J existe un g € G tal que in(f) = « in(g),
con o un monomio de k[z1, ..., z,,|. Es decir,

in< (j) = (in< (91)7 SERS) in< (gn))

con G ={g1,..., gn}

No s6lo podemos afirmar que todo ideal J C k[z1, ..., z,,| admite una base
de Grobner, sino que ademas, vamos a dar un algoritmo para construir dicha
base, el algoritmo de Buchberger. Antes definiremos un elemento necesario
para el algoritmo: el S-polinomio.

3.7 Definicién. Sean f, g € k[zy, ..., x,] entonces definimos el S-polinomio
de f y g por:

S(f.g) = mem(ine (f),in<(g)) mem(ine (f),in<(g))

It (f) lt(g)

Conocer el S- polinomio nos permite enunciar el Criterio de Buchberger.

3.8 Teorema. Sean k[xy, ..., z,] un anillo de polinomios dotado de un orden
monomial < eJ un ideal de k[z1, ..., x,|. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. G={g1, .., gm} es una base de Grébner respecto del orden <.
2. El resto de la division de S(f;, f;) por los elementos de G es 0, Vi, j.
3. S(fz,f]> —a O, VZ,]

A continuacion, vamos a dar una versiéon del algoritmo de Burchberger.
Para ello, supongamos J un ideal de k[z1, ..., z,] dado por un conjunto finito
de generadores F' = (f1,..., fm)-

Nota. Una duda que se nos plantea al aplicar el algoritmo es si verdadera-
mente hay un momento en el que S(f,g) sea igual a 0 para todo f,g € F o
si al ir anadiendo polinomios a F' podemos entrar en un bucle infinito.

La respuesta viene dada por el hecho de que k[zi,...,z,] es noethe-
riano. Supongamos que siempre podemos anadir un f,,; al conjunto F =
(f1, -, fm) de tal manera que el monomio inicial de f,,,1 no sea multiplo de
ninguno de los monomios iniciales de (f1, ..., fm). Entonces, podemos crear
la siguiente cadena ascendente:

in<(f1) C (in<(f1),in<(f2)) C (in<(f1),in<(f2),in<(f3)) C ...
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Algorithm 3 Algoritmo de Buchberger

1: procedure DPO(fi, ..., frn € (K[z1, ..., 24], <))
2 salida: G = g1, ...,

3 G+ fi,. ', fm

4: while G # G’ do

o: G +—G
6
7
8
9

for (p,q) € G do
S «— resto D1v(S(p, q),{g1,---» G1})
if S # 0 then
: G+— GU{S}
10: end if
11: end for
12: end while
13: return: G = g1, ..., g
14: end procedure

En algtin paso del algoritmo, este ideal no podrés crecer més lo que sig-
nifica que el Algoritmo 3 termina en un numero finito de pasos.

3.9 Teorema. Toda base de Grobner de J es un sistema de generadores de
J.

Demostracion. Sea G una base de Grébner de J, entonces (G) C J. Para ver
que J C (G) tomamos un elemento f € J y lo dividimos por los elementos
de G. Obtenemos de esta manera una expresién del tipo

(3.1) f=qag + ...+ @mgm +7

con ¢y, ..., ¢m, r polinomios de k[x1, ..., z,| verificando ademads, por la segunda
tesis del teorema (3.3), que todo monomio z7"...x5™ que pertenezca a supp(r)
no pertenece a (in<(g1), ..., in<(gm)) = in<(J).

Luego si r # 0, entonces in.(r) € in(J); absurdo, pues r = f — (q191 +
it Gmgm) €T. Asiquer =0y f € (G).

OJ

Para que resulte mas sencillo operar con una base de Grobner introduci-
remos la siguiente proposicion.

3.10 Proposicién. Sea G = {gi, ..., gm} una base de Grobner de un ideal
JCklzy,...,xn] y f €K[xq,...,x,]. Entonces,

f €37 < elresto de la division de f por los elementos de G es nulo.
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Demostracion. Si el resto de la division de f por los elementos de GG es nulo,
entonces f = q1g1 + ... + GmJm, y por lo tanto f € (G). Por el teorema (3.9)
(G) =7, asi que f € Jy hemos terminado.

Vamos a ver ahora cual es el resto de la division de f por g1, ..., g si f € J.
Supongamos que f = q1g1+...+¢mgm+7r con Va* .. .xd" € supp(r), z]*..20" &
(in<(g1),..-,in<(g,)). Entonces r € J, pues r = f—q191+...+¢mgm donde cada
uno de los sumandos pertenece a J, pero in.(r) & (inc(g1),...,inc(g,)) =
in(J) por definicién de bases de Grébner. Luego in.(r) € in<(J) peror € 7,
luego necesariamente r = 0.

O

El problema que nos planteamos a continuacién es el siguiente: dada una
base de Grobner G de un ideal J, podemos anadir todos los elementos de
J que queramos a G y seguira siendo una base de Groébner. Por esta razon
introducimos el concepto de base de Grobner minimal.

3.11 Definicién. Decimos que una base de Grébner G = {gy, ..., g;} de un
ideal 7 C k[xy, ..., z—n] es minimal si:

1. Todo polinomio de G tiene por coeficiente dominante el 1.

2. (inc(g1), -y N (gm-1), < (Gmi1)s -y in<(g¢)) # (inc(g1), ..., in(g;))V1 <
m < t.

Con esta definicion resulta evidente que de toda base de Grobner G de un
ideal J podemos extraer una base minimal. El algoritmo para realizar esta
operacion es muy similar al de obtenciéon de una descomposicion primaria
minimal Algoritmo 1.

Sin embargo, la condicion de que una base de Grébner sea minimal no nos
asegura su unicidad, para lo cual definiremos una base de Grobner reducida.

3.12 Definicién. Una base de Grébner G = {g1,...,9;} de un ideal J C
k[z1, ..., z,] es reducida si verifica:

1. G es minimal.

2. Para todo 7 € (1,...,t) se verifica que todo monomio de g; no pertenece
al ideal (in<(g1), ...,in<(gi—1),in<(gi+1), .., in<(gt))

Ahora si, podemos afirmar que:

3.13 Teorema. Todo ideal no nulo de J admite una unica base de Grobner
reducida respecto de un orden monomial dado de K[z, ..., z,).
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Demostracion. Para ver la existencia daremos un algoritmo para obtener
una base de Grobner reducida respecto de una base minimal dada. Sea J C
k[z1, ..., z,], G una base de Grobner reducida de J. Entonces construimos una
base de Grobner reducida de J gracias a las propiedades que tiene el resto de
la divisién de cada uno de los g; entre {g1, ..., §i, ..., g: }. En particular, tenemos
que cada uno de los monomios de r; no pertenece a {g, ..., Gi, ..., g¢ }, luego si
cambiamos cada g; por el r; correspondiente habremos logrado una base de
Grobner reducida para J.
A continuacién presentamos el algoritmo.

Algorithm 4 Base de Grobner reducida

1: procedure BGR(G = {g1, ..., g} base de Grébner minimal de J)
2 salida: G = rq, ..., base de Grobner reducida de J

3 fori=1TO t do

4: r; <— resto D1v(g:, {g1, -, Gis -y Gt })

5 end for

6 return: G = ry, ..., 1,

7: end procedure

Vamos a demostrar ahora la unicidad de la base. Para ello, supongamos
que tenemos dos bases reducidas G, G’ de J respecto del mismo orden mo-
nomial <.

Tanto G como G’ son minimales, por lo que el nimero de elementos
de ambas bases coincide, y sus términos dominantes son iguales dos a dos.
Tenemos entonces G = {g1, ..., 9:}, G' = {491, ...,9;} con lt-(g;) = lt(g}).

Si consideramos el polinomio g; — ¢;, como lt-(g;) = 1t (g;), los términos
dominantes se cancelan y tenemos que todo monomio z® de g; — g} no se
divide por g; ni g/ pero como ambas bases son reducidas tampoco se puede
dividir por los demds generadores del ideal in.(J). Luego z* ¢ in.(J), lo
cual es absurdo, pues g; — g; € J, asi que podemos concluir que g; — g; = 0,
lo que implica que g; = ¢, Vi.

OJ

Nota. La unicidad de la base de Grobner reducida nos permite, entre otras
cosas, determinar cuando dos ideales, J, ® de k|x, ..., z,] son iguales.
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3.4. Operaciones en ideales a través de las
bases de Grobner

A continuacion presentaremos unas operaciones en ideales en las que las
bases de Grobner “se portan bien”. Comenzamos con una proposicién que
nos ayudara a caracterizar las bases de Grobner de distintos ideales.

3.14 Proposicién (| , Proposition 3.1]). Sea el anillo de polinomios
K[Y1, -y Yn, 1, ooy T dotado del orden monomial producto > de >y enklxy, ...
y >o en Ky, ..., yn]. Sea T un ideal de K[yy, ..., Ym, 1, ..., Tn] y G una base de
Grobner de J respecto al orden >. Entonces:

1. G es una base de Grobner de J respecto al orden >1 en el anillo de
polinomios con coeficientes en K[yy, ..., ynl, (Kly1, ..., yn])[T1, -, T

2. GNOKk[y1, ..., yn] es una base de Grébner para el ideal INK[yy, ..., yn| con
respecto al orden >,.

Demostracion. 1. Por la definicién de orden monomial producto tenemos
que
iIl>(in>1 (f)) - 11'l>(f) \V/f € k[yb vy Yny L1y eeey Im]

En particular, se verifica para todo g € G.
in; (in, (G)) = in> (G) = in>(J) = in> (in, (7))

Como ins (ins, (G)) = ins (ins, (J)), entonces in-, (G) = ins, (J). Por la
definicién de base de Grobner, tenemos que GG es una base de Grobner
de T en (kly1, ..., ynl)[x1, oo, T

2. Por la construccion del orden monomial producto, tenemos que ins. (g) €
k[, ..., yn] <= g €Kklyi, ..., yn]. Luego,
in- (G N Kfy1, - ) = 02 (G) N K[y, o]

= 0 () Ok[y1, oo yn] = ins (T N0K[ys, ..., yn))

v GNK[y1, ..., yn] es una base de Grobner de INk[yy, ..., y,| respecto a
>. Como > coincide con >3 en k|yi, ..., y,], hemos terminado.

OJ

En el capitulo 3 vimos que el orden lexicografico era un orden producto en
las condiciones que especifica la proposicién (3.14) para los 6rdenes lex(x; >
. > xy) y lex(xyyy > ... > x,). Si consideramos la segunda parte de la
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proposicién en un anillo k[z1, ..., z,] con el orden lexicografico obtenemos un
resultado que se conoce como el teorema de la eliminacion de variables
o simplemente teorema de la eliminacion.

3.15 Teorema (The Elimination Theorem | , Theorem 2]). Sea J C
klzy,...,x,] un ideal y G una base de Grébner de J respecto al orden lexi-
cografico. Entonces, para todo 0 > j > n el conjunto

Gj =GN k[xj+1, ceey l’n]
es una base de Grobner del ideal de eliminacion INK[zj4q, ..., 2,).

Antes de adentrarnos en las implicaciones que conlleva la proposicion
(3.14), recordamos brevemente la operacién de contraer un ideal.

3.16 Definicion. Dados dos anillos, SR, &, un homomorfismo de anillos
f R —> &, J un ideal de G, entonces el ideal contraido de J respecto de f
es un ideal de R que viene dado por f~1(J) = J°.

La segunda parte de la proposicién (3.14) nos muestra como calcular la
base de Grobner de un ideal contraido por la aplicacién inclusién:

1 k[z1, ..., 4] = klz1, .., Ta, Tat1, -, T
jczjﬂk[:r;l,...,xd] — 7

Este proceso nos permite a su vez realizar unas cuantas operaciones que
podemos expresar en términos de contracciones, veamos las mas relevantes
para el trabajo:

1. La interseccién de dos ideales 3N & de k[z1, ..., z,].

Este resultado viene del hecho de que podemos expresar una intersec-
cion de dos ideales como sigue: sea t una variable adicional a nuestro
anillo k|z1, ..., x,], entonces:

ING = (Jt+&(t—1)) Nklzy, ..., z,]

Aplicando la proposicién (3.14), no tenemos méas que calcular una ba-
se de Grobner del ideal (Jt + &(t — 1)) en el anillo klxy, ...,z ] €
intersecarla con k[z1, ..., z,].

2. El cociente de dos ideales (J: &), con J, & ideales de k[x, ..., z,].
Sea & = (g, ..., gn), entonces ( ﬂ (3:gi).
)

Vamos a demostrar que (J: g)g = (

34



» (J:9)9g CTN(g):seaag € (J: g)g, tenemos a € (J: g) <
ag € J; luego ag € J.
Por otra parte, ag € (g) para todo a € k[xy, ..., z,], en particular,
para a € (J: g), asi que ag € (g).
Concluimos con ag € TN (g).

» (J:9)g 23N (g):seaa € IN(g), como a € (g), podemos escribir
a = bg. Para que se de la inclusion, solo necesitamos comprobar
quebe (J:g),perobe (J:g) < bge€ T, ycomoa=bge7T,
hemos terminado.

Tenemos entonces que (J : ¢g)g = T N (g):, como Kk[zy,...,z,] es un
dominio de integridad, un sistema de generadores de (J : g) vendra dado
al dividir cada generador de J N (g) por g. Podemos calcular cada

sistema de generadores de (J : g) por el apartado anterior. Solo nos
n

queda calcular ﬂ(ﬁ : ¢i), lo cual es posible también por el apartado
i=1
anterior y obtendremos (J: &).

3. Dado un ideal J C k[, ..., x,] y un elemento f € k[zy, ..., x,], podemos
construir la contraccién de la localizacion de klxy, ..., z,] con respecto
a el elemento f. Si llamamos J; = Jky, entonces podemos construir
JrNk.
Podemos expresar J; = (Jtk[zy, ..., zn, ] + (ft — Dk[x1, ..., 2y, t]) como
ya hicimos en el apartado (1). Lo tinico que tenemos que hacer entonces
es (Jtk[zy, ..., xn, t] + (ft — Dk[zq, ..., 2p, t]) N K[zq, ..., 2,], lo cual es
posible.

3.5. Bases de Grobner en ideales 0-dimensionales

En esta seccion queremos presentar la nocién de ideal 0-dimensional.
Nuestro propdsito, por consiguiente, no consiste en profundizar en la no-
cion algebraica de dimension, para lo cual proponemos la siguiente referencia
[Fis, Chapter 8|, sino presentar las primeras definiciones y notaciones rela-
cionadas con los ideales O-dimensionales y sus caracterizacion a través de las
bases de Grébner.

A lo largo de esta seccién k serda un cuerpo. Comenzamos definiendo un
ideal J O-dimensional.

3.17 Definicién. Decimos que un ideal J C k[z1, ..., x,] es 0-dimensional si
V(3J) tiene un numero finito de puntos.
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Podemos caracterizar los ideales 0-dimensionales por la siguiente propo-
sicién.

3.18 Proposicién. SeaJ un ideal de C K[z, ..., x,], entonces T es 0-dimensional

k[z1,...,2n]

sty solo si la dimension de como k-espacio vectorial es finita.

Demostracion. Podemos ver una demostracién en | , Theorem 6].
O

Los ideales 0-dimensionales de k|[x, ..., z,] tienen las siguientes propieda-
des.

3.19 Proposicion. Todos los primos asociados de un ideal 0-dimensional
son mazximales.

Demostracion. Encontramos una demostracion en [Iis, Theorem 2.14.].
UJ

Aprovechamos esta proposicién para dar la definicién de dimension de
Krull.

3.20 Definicion. La dimension de Krull o simplemente dimensién de un
anillo R es la méxima longitud de una cadena de ideales primos en ‘R sin
contar con el ideal (0) ni con el anillo total.

Una vez definida la dimension en un anillo, vamos a definir la dimension
de sus ideales.

3.21 Definicién. Sea R una anillo e J un ideal propio de R, la dimension
de J es la dimension del anillo cociente ?.

dim(J) = dim(

QR

)

Gracias a la proposicién (3.19) podemos ver de donde proviene el nombre
de ideales O-dimensionales, son precisamente aquellos ideales cuya dimension
de Krull es igual a cero. Continuamos con las propiedades de los ideales
0-dimensionales.

3.22 Proposicién. Sea J un ideal 0-dimensional de k[z1, ..., x,|, entonces:

J es primario <= Rad(J) es primo
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Demostracion. Sabemos que si J es primario, entonces Rad(J) es primo;
para ver la otra contencién, consideremos el ideal primo Rad(J), que es un
primo asociado del ideal O-dimensional J. Por la proposicién (3.19), Rad(J)
es maximal, y entonces necesariamente J es primario.

O

3.23 Proposicién. Sean J un ideal de k[z1, ..., x,] dotado del orden mono-
maal lexicogrdfico > y G una base de Grobner J.

Entonces J es 0-dimensional si y solo si para cada 1 < i < n existe un
elemento g de G cuyo término principal es una potencia de x;.

It-(g) = z"

Antes de demostrar la proposicién (3.23) vamos a enunciar un pequeno
lema.

3.24 Lema. Sean J un ideal 0-dimensional de k(z1, ..., z,| dotado del orden
monomial lexicogrdfico >; entonces ¥i € (2,...,n) INK[z;, ..., z,] es un ideal
O-dimensional en K[x;, ..., 2.

Demostracion (de la proposicién (3.23)). Comenzamos suponiendo que J es
0-dimensional y razonaremos por reduccién al absurdo.

Supongamos que no existe ningin g € G tal que lt-(g) = z". Como
estamos considerando el orden lexicogréfico, esto implica que en G' no hay
términos en x4, luego G' C K[zo, ..., x,]. Entonces, nuestro ideal J esta conte-
nido en el ideal primo (zy, ..., x,), que a su vez estd contenido en (z1, ..., T,).
Luego J no puede ser 0-dimensional por la definiciéon de la dimensién de
Krull.

Supongamos entonces que no existe ningtin g € G tal que lt-(g) = 252,
Lo que hacemos en este caso es considerar el ideal J Nk[za, ..., z,]|, que por
la proposicién (3.14) sabemos que viene dado por G Nk[xzs, ..., z,] y razonar
de manera idéntica a como hemos hecho con x;. Utilizando el lema (3.24)
volvemos a llegar a un absurdo.

Podemos iterar este proceso para i € (1,...,n). Cuando llegamos al caso
JNk[x,] = (0) aplicamos directamente el lema (3.24) y llegamos de nuevo a
un absurdo.

Luego si J es un ideal 0-dimensional, entonces para cada 1 < i < s existe
un elemento g de G cuyo término principal es una potencia de z;.

Sea ahora J un ideal de k[z1, ..., z,,] tal que para cada 1 < i < n existe un
elemento g de G cuyo término principal es una potencia de x;. Entonces, como
x;" € inc(J), x; € Rad(J) para cada 1 < i < n, luego (x1,...,x,) C Rad(J)
y por tanto, el ideal es O-dimensional.
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Gracias a esta proposicion podemos caracterizar completamente a los
ideales primos y primarios de k[z1, ..., x,] a través de una de sus bases de
Grobner.

3.25 Proposicién. Sea J C k[xy, ..., z,] un ideal 0-dimensional., sea G una
base de Grdobner reducida para J con respecto al orden lexicogrdfico, y sean
{91, .-, gn} € G verificando la propiedad en (3.23). Entonces,

J es primo <= Vi, g; es irreducible médulo I NK[xiq, ..., T,).

Demostracion. Proponemos la demostracién de | , Proposition 5.9].
O

Esta proposicién nos indica que, dado un ideal primo B con el orden mo-
nomial lex(xz; > ... > z,,), podemos caracterizarlo por una base de Grébner
de la forma :

(32) G ={z1+pi(22, ..., T0n), T2+ p2(T3, ... Tp), oo Tt +Pn1(Tn), Do) }

Mas adelante veremos que si P viene dado de una forma particular que
denotaremos por estar en posicion general, entonces podemos dar una

base de Grobner de B3 de la forma:

(3.3) G = {z1+ pi(xn), 2 + p2(Tn)s ooy Tt + Poo1(x0), pu(xn)}

3.26 Proposicién. Sea J C k[z1, ..., x,] un ideal 0-dimensional. Sea G una
base de Grobner reducida para J con respecto al orden lexicograifico, y sean
{g1, .-, gn} € G verificando la propiedad (3.23). Entonces,

J es primario <= Vi, g; es una potencia de un polinomio irreducible
mddulo Rad(T NK[z;i1, ..., T,]).

Demostracion. Vamos a razonar por induccion en el las variables. Comenza-
mos definiendo R’ = k[za, ..., x,] e I = INk[zy, ..., z,] v planteamos nuestra
hipdtesis de induccion.

Hipdtesis: J es primario <= 7' es primario y ¢g; es potencia de un
polinomio irreducible médulo Rad(J").

Si conseguimos demostrar nuestra hipétesis, tendremos que (3.26) es cier-
ta para i = 1 y ademds, como J’ también es primario, podemos volver a
aplicar la hipétesis para ¢ = 2.
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Como J es primario, entonces J' también es primario. Consideremos en-
tonces una base de Grobner G de 7', por la proposicién (3.26) Jg; € G tal
que lt-(g1) = x7™. Sea h € G, h # g;, entonces h tiene grado menor que m;
en z;. Por un resultado que podemos encontrar en | , Lemma 5.6] pode-
mos afirmar que h = 0 médulo Rad(J’), con lo que g; es irreducible médulo
Rad (7).

Ademés, Rad(J) = Rad(J’,¢1) = Rad(g:,Rad(J’)). Por la proposicién
(3.22), como J es primario, Rad(()J) es primo, luego Rad(g, Rad(J’)) es
primo, lo que implica que (g1, Rad(J’)) es primario, asi que Rad(J’) es primo
y podemos concluir que J’ es primario.

0J

3.27 Corolario. Si estamos en la situacion anterior e J es primo, entonces
todo h € GNklz;, ..., x,] es congruente con 0 médulo Rad(INk[zi41, ..., T4)).

Al igual que sucedia con los ideales primos, también podemos caracterizar
a un ideal primario £ dotado del orden monomial lexicografico por una base
de Grobner de la forma :

(3.4)
G = {le +p1($27 ”.71,”)733.72%2 +p2(x37 "'7:1771)7 ceey x;nfil +pn—1(xn)7pn(xn)}
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Capitulo 4

Construccion de una
descomposicion primaria

La belleza es la primera prueba; no hay lugar permanente

en el mundo para unas matemdticas feas.
G.H.Hardy

El capitulo que comenzamos ahora constituye el nticleo fundamental del
trabajo. Una vez presentados los conceptos de descomposiciéon primaria y
bases de Grobner, nuestra meta es dar un algoritmo que nos permita calcular
una descomposiciéon primaria de un ideal propio J del anillo de polinomios
con coeficientes en un cuerpo kzy, ..., z,].

Como acabamos de comentar, a lo largo de este capitulo trabajaremos
en el anillo k[xy,...,z,], donde k serd un cuerpo cualquiera, y por lo tanto
k[xy, ..., x,] serd un anillo notheriano. Ademds, todo anillo de polinomios
con coeficientes en un cuerpo es un dominio de integridad, lo que quiere
decir que k[x1, ..., x,] no tiene elementos divisores de cero.

En ocasiones, también trabajaremos con los polinomios de Rz, ..., ;]
donde R serd un anillo conmutativo, unitario y noetheriano.

[ | ofrece una solucién a nuestro problema para el caso en el que el
ideal J sea O-dimensional; de hecho, nos propone dos soluciones, una cuando
el anillo de coeficientes es un cuerpo de caracteristica cero y otra cuando el
anillo de coeficientes es un anillo noetheriano. Para el caso no O-dimensional,
nos propone pasar de un ideal no 0-dimensional hasta uno 0-dimensional a
través de una induccion por la localizacién en los primos principales.

Todos los métodos aqui presentados se encuentran recogidos en otros tex-
tos de los que también hemos hecho uso para la elaboracién de este capitulo.
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Cabe destacar el texto [ ], que ofrece una visién esquemética del algo-
ritmo para descomponer un ideal propio cualquiera de k[xy, ..., z,], asi como
[ | que recopila varios algoritmos de descomposicién primaria y ofrece
una versién implementada en el programa SINGULAR.

A lo largo de todo el capitulo, suponemos que podemos descomponer todo
elemento f € k[xy, ..., x,] como producto de factores irreducibles. Asi mismo,
nos limitaremos a un unico orden monomial, el lexicografico.

La estructura del capitulo sera la siguiente: dedicaremos una seccion a
cada uno de los tres métodos principales; en cada una de las secciones desa-
rrollaremos la teoria que fundamenta el método, representaremos de modo
esquematico cada uno de los algoritmos y finalmente daremos un ejemplo de
su implementacién utilizando el programa SINGULAR.

4.1. Descomposicion primaria de ideales O-
dimensionales

En esta seccién presentaremos un método para calcular una descomposi-
cién primaria de un ideal J C k[zy, ..., z,,] O-dimensional.

El método que presentamos no es exclusivo de klzy, ..., z,], sino que en
su version original en | | estd descrito para R[zy, ..., z,], con R un anillo
noetheriano.

Sin embargo, nosotros lo implementaremos sélo para el caso de ideales
en k[z, ..., z,], va que a lo largo de esta seccién haremos uso de muchos de
los resultados vistos en el capitulo tres que tienen sentido solo en el caso del
anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo.

Bien es cierto, que la forma del algoritmo (recursivo en la dimensién) a ve-
ces nos obligara a trabajar en un anillo de polinomios con coeficientes en otro
anillo de polinomios. Cuando llegue el caso, utilizaremos diferentes tacticas
para remediarlo: a veces pasaremos a trabajar en el cuerpo residual del anillo
cuando necesitemos calcular una base de Grébner de un ideal del anillo; otras
veces podremos extender resultados vistos en k[xy, ..., z,] a R[zy, ..., x,], en
el caso en que R sea un dominio de ideales principales, etc.
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Argumentos y modus operandi

Consideramos nuestro cuerpo k; un conjunto de variables = = (x4, ..., ;)
y un ideal J de k[z| 0-dimensional.

A través de este método, podremos calcular una familia de ideales prima-
rios en k[x] cuya interseccién serd J.

Vamos a proceder de forma recursiva, disminuyendo el niimero de varia-
bles hasta llegar al cuerpo k, en ese caso, tendremos o bien J = (0) o bien
J =k, con lo que habremos acabado.

Comenzamos considerando el ideal 3’ = J N k[z,] y calculamos una base
de Grobner minimal de J’ a la que llamaremos GG. Podemos hacerlo en virtud
de la proposicién (3.14). Como k|x,] es un dominio de ideales principales,
entonces tendremos G = {g}.

Descomponemos el elemento g como producto de factores irreducibles,

g=npit..p;n
y para cada ¢ € (1,...,n) consideramos los ideales

Ji= (", 7)

n
Tenemos entonces J = ﬂ J;. Si iteramos este proceso, esta vez con los
i=1
siguientes datos, obtendremos la deseada descomposicién primaria:

» k[z,] como anillo de coeficientes.

» = (1,...,7,_1) son las nuevas variables. Podemos observar claramen-
te como el algoritmo utiliza una induccion en la dimensiéon o niimero
de variables.

» J; ideal O-dimensional de (k[x,])[z1, ..., Tp_1].

Demostracion. J es un ideal 0-dimensional en k[xq, ..., z,], luego J; D J
también es un ideal O-dimensional en k[zy, ..., z,|. En particular, J; es
0-dimensional en (k[x,])[z1, ..., Tp_1].
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Algorithm 5 Descomposicién de un ideal 0-dimensional

1: procedure DPO(k : cuerpo; z = (z1,...,2,) : variables; J : ideal 0
dimensional de k[z])
2: salida: {(9Q, ...,Q,,} ideales de k[z| tales que Vi Q; es m;-primario

y ﬂ Q=7
i=1
3: if n =0 then
4: return {J}
5: end if
6: calcular G: base de Grébner reducida para J N k[z,]
» Calcular base de Grobner de 3. Algoritmo Buchberger (3)
» Por (3.14) podemos calcular J N k[z,]
= G={g}.
7: descomponer: g = pi*...p" en k[z,,)
8:

n

9: return: U DPO(k[x,];x = (21, ..., Tp1); T5)
i=1
10: end procedure

Algoritmo

Nota. Podemos encontrar una versién mejorada de este algoritmo en | ],
que nos ofrece un programa listo para ser ejecutado en SINGULAR. Las mejo-
ras mas notables de este algoritmo consisten en una reduccion del nimero de
operaciones al comprobar la primarialidad de cada J; y en caso afirmativo,
unirlo directamente a la lista de salida.

Nota. Al actuar de forma recusiva, podemos encontrarnos con un problema
al querer descomponer el elemento g como producto de factores irreducibles,
ya que como estamos en un anillo no tenemos asegurada la posibilidad de
descomponer un elemento, asi que llegado el caso, trabajaremos en el cuerpo
de fracciones del anillo.

Nota. También puede suponer un problema el calcular una base de Grobner
de un ideal si el anillo de coeficientes no es un cuerpo, de nuevo solucionamos
dicho problema pasando al cuerpo de fracciones del anillo correspondiente.
Veremos todo esto en la implementacion del algoritmo.

Podemos simplificar este algoritmo si nuestro cuerpo de coeficientes k es
un cuerpo de caracteristica 0. A este caso dedicamos la siguiente seccién.
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Ejemplo

Consideramos el cuerpo de los nimeros racionales Q y el anillo en tres
variables Q[x, v, 2], sea J = (y?22 —2?y® — 223+ 23y 2, y?2— 222 2+y, 2+y°) C
Q[z,y, z]. Vamos a implementar el algoritmo DPO paso a paso en el programa
SINGULAR.

Ante todo, vamos a pedir que la base de Grobner sea reducida, y a cargar
la libreria primdec.1lib.

> option(redSB);
> LIB "primdec.lib";

A continuacién, definimos nuestro anillo Q[z,y, z] y el ideal J.

> ring R=0,(x,y,2z),1lp;
> R;

//  characteristic : O
//  number of vars : 3

// block 1 : ordering lp
// : names Xy z
// block 2 : ordering C

> ideal I = (y2z2-x2y3-xz3+x3yz , y2z-xz2,z+y,x+y3);
> 1;

I[1]1=x3yz-x2y3-xz3+y2z2

I[2]=-xz2+y2z

I[3]=y+z

I[4]=x+y3

Volvemos a definir nuestro ideal esta vez a través de su base de Grobner
reducida.

> I = std(I);
> I;
I[1]=2z5-23
I[2]=y+z
I[3]=x-23

Y comprobamos que J es un ideal 0-dimensional.

> dim(I);
0
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Como n # 0,si seguimos el orden establecido en el algoritmo tenemos
que calcular una base de Grobner para 3N Q[z] = (2° — 2%). A continuacién
descomponemos g = z° — 2% = 2%(2 —1)(2+ 1), y definimos los nuevos ideales

0, =(3,2%),3,=(0,2—1) e T3 = (J,2+ 1).

> ideal I1 = (y2z2-x2y3-xz3+x3yz , y2z-xz2,z+y,x+y3,z"3);
> I1=std(I1);

> I1;

I1[1]=z3

I1[2]=y+z

I1[3]=x

> ideal I2 = (y2z2-x2y3-xz3+x3yz , y2z-xz2,z+y,x+y3,z-1);
> I2=std(I2);

> I2;

I2[1]=2z-1

I12[2]=y+z

I12[3]=x-z

> ideal I3 = (y2z2-x2y3-xz3+x3yz , y2z-xz2,z+y,x+y3,z+1);
> I3=std(I3);

> 13;

I13[1]=z+1

I3[2]=y+z

I3[3]=x-z

Y volvemos a comenzar el procedimiento. Consideraremos esta vez los
ideales J;, J5 e J3 en el anillo Q(z)[z, y]. Comenzamos definiendo el ideal J;.

> ring R=(0,2), (x,y),1p;
> R;

//  characteristic : O

// 1 parameter Dz

//  minpoly : 0

//  number of vars : 2

// block 1 : ordering 1lp
// : names Xy
// block 2 : ordering C

> ideal I1 = (z2%y2-x2y3-x*z"3+x3y*z , y2*z-x*z"2,z+y,x+y3,z"3);
> I1;
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I1[1]=(z) *x3y-x2y3+(-2z3) *x+(22) *y2
I11[2]=(-22) *x+(z) *y2

I1[3]=y+(2)

I1[4]=x+y3

I1[5]=(z3)

> I1= std(I1);

> 11,

I1[1]=1

Tenemos que J; es el ideal total en Q(z)[x,y], asi que no vamos a poder
descomponerlo més y ya tenemos el primer elemento de nuestra descompo-
sicién primaria: J;.

Continuamos trabajando ahora con J,.

> ideal I2 = (z2%y2-x2y3-x*z”3+x3y*z , y2*z-x*z"2,z+y,x+y3,z-1);
> 12;

I12[1]=(2) *x3y-x2y3+(-2z3) *x+(22) *y2

I12[2]=(~22) *x+(z) *y2

I12[3]=y+(z)

I12[4]=x+y3

I12[6]=(z-1)

> I2 = std(I2);

> I2;

I2[1]=1

Vemos que el ideal J3 en Q(z)[x,y] también es el anillo total, asi que
comprobamos lo que sucede con J3.

> ideal I3 = (z2%y2-x2y3-x*z”3+x3y*z , y2*z-x*z"2,z+y,x+y3,z+1);
> I3;

I13[1]=(z) *x3y-x2y3+(-2z3) *x+(22) *y2

I13[2]=(-22) *x+(z) *y2

I13[3]=y+(2)

I13[4]=x+y3

I3[6]=(z+1)

> I3 = std(I3);

> 13;

I3[1]=1

Obtenemos de nuevo el mismo resultado, asi que podemos concluir que
hemos finalizado nuestra descomposicién primaria, que esta formada preci-
samente por los ideales J;, Js e J3.

(4.1) 3=0,N3:NT3 = (2, y+z,2)N(z—1L,y+z,0—2)N(z+1,y+z,2—2)
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Vamos a comprobar que intereseccion de Jq, Jo e Js es el ideal J.

> ideal J = intersect(I1,I2,I3);
> J;

J[1]=y+z
J[2]=x2-xz
J[3]=-x+z3
J[4]=xz2-x

> J = std(J);
> J;
J[1]=2z5-23
J[2]=y+z
J[3]=x-23

Luego efectivamente, J = J y hemos obtenido una descomposicién pri-
maria de J.

Para terminar el ejemplo, podemos ver que si aplicamos directamente el
comando primdecGTZ, obtenemos la misma descomposicién primaria, aunque
los generadores de cada ideal J1, Jo, J3 son distintos a los que hemos obtenido.

> primdecGTZ(I);
[1]:

[1]:

_[1]=2z3
_[2]=y+z
_[3]=x-z3

[2]:

_[1]=z

_[2]=y+z

_[3]=x-z3
[2]:

[1]:
_[1]=z-1
_[2]=y+z
_[3]=x-z3

[2]:
_[1]==z-1
_[2]=y+z
_[3]=x-z3

[3]:

[1]:
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_[1]=z+1
_[2]=y+z
_[3]=x-z3
[2]:
_[1]==z+1
_[2]=y+z
_[3]=x-z3

(42) I=y+z,x—-2)N(z—Ly+z,x—2)N(z+1,y+z0— 2

Para ver que las descomposiciones primarias (4.1) y (4.2) son iguales,
llamemos J;,J2,J3 a los ideales que forman (4.1) e J9,7%, 75 a aquellos de
(4.2). Entonces:

1. 37 =Ty, solo hace falta obtener su base de Grébner reducida.

> ideal I’1 = z3,y+z,x-z3;
> I’1 = std(I’1);

> 11,

I1°1[1]=23

I’1[2]=y+z

I°1[3]=x

2. 7, = T, en este caso nos hara falta calculara las bases reducidas de
ambos ideales.

> ideal I’2 = z-1,y+z,x-23;
> 1’2 = std(I’2);

> 1°2;

1°2[1]==z-1

I’2[2]=y+1

I°2[3]=x-1

> ideal I2 = z-1,y+z,x-z;
> I2 = std(I22);

> 122;

I12[1]==z-1

I12[2]=y+1

I12[3]=x-1
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3. J4 = J3, actuamos de la misma forma que en el caso anterior.

> ideal I’3 = z+1,y+z,x-z3;
> 1’3 = std(I’3);

> 1°3;

I°3[1]=z+1

I1°3[2]=y-1

I’3[3]=x+1

> ideal I3 = z+1,y+z,x-2z;
> I3 = std(I3);

> 13;

I3[1]=z+1

I3[2]=y-1

I3[3]=x+1

Podemos concluir que tenemos la misma descomposicién primaria.

4.2. Descomposicion primaria de ideales O-
dimensionales sobre un cuerpo de carac-
teristica 0

Tenemos un caso particular de descomposicién primaria de un ideal 0-
dimensional cuando el anillo de coeficientes es un cuerpo k de caracteristica
0. En ese caso, el algoritmo anterior se simplifica, tal y como veremos a
continuacion.

Comenzamos la seccion introduciendo una nociéon nueva: estar en posi-
cion general.

Consideremos un ideal J primo, O-dimensional de k[z1, ..., z,]. Entonces,
por la proposicién (3.25), J tiene una base de Grobner minimal de la forma:

G=Ag1, s gn} ={x1+p1(22, ..., ), T2 + Po(T3, ey Tp),y oy T+

+Pn-1(Tn), Pn(T0)}

Un cambio de coordenadas en k[z1, ..., x,,] es un automorfismo lineal y biyecti-
vo. Se verifica que para casi todos los cambios de coordenadas de k[z1, ..., z,],
g; es de la forma:

gi =x; —pi(z,) paral <i<n
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Nota. Esto solo ocurre cuando la caracteristica del cuerpo es 0, sino, el
término cast todo carece de sentido.

4.1 Definicién. Sea J un ideal primo, 0-dimensional de k[z1,...,x,] vy G =
{1 (1, ..y 20), go(2, oy Tp), ooy gn(x,) } una base de Grobner minimal de J
decimos que J estd en posicion general si se verifica

gi=x; —pi(z,) paral <i<n

En el caso de un ideal general (no necesariamente primo) en cambio te-
nemos lo siguiente.

4.2 Definicién. Sea J un ideal propio, O-dimensional de k|z, ..., z,,], decimos
que J estd en posicion general si todos sus primos asociados estan en posicion
general y las contracciones de los primos asociados a k[z,]| son dos a dos
comaximales.

Si tenemos un ideal O-dimensional primario J C k[z1, ..., z,,] que no esté en
posicién general, podemos transformarlo en uno que esté en posicion general
mediante un cambio de coordenadas.

4.3 Proposiciéon ([GP, Proposition 4.2.2.]). Sea k un cuerpo de carac-
teristica o, y sea I C Kk[xy,...,x,] un ideal 0-dimensional. Entonces eziste
un conjunto abierto de Zariski no vacio U C k"1 tal que para todo a =
(a1, ...,an_1) € U el cambio de coordenadas ¢, : k|x1, ..., x| — K[z1, ..., 2]
definido por ¢q(x;) =x; sii <ny

n—1
¢a(xn) =z, + Z a;T;
i=1

tiene la propiedad de que ¢, (J) estd en posicion general con respecto al orden
lexicografico.

Argumentos y modus operandi

Trabajaremos en el anillo k[z1, ..., z,] dotado del orden monomial lexi-
cogréfico y las bases de Grobner de los ideales 7 C k[xy, ..., 2, serdn reduci-
das, salvo que indiquemos lo contrario.

Sea J un ideal no primario, si J estd en posicién general consideramos
JNk[z,) y calculamos una base de Grobner minimal de JNk|[z,], siempre en
virtud de (3.14). La base obtenida sera de la forma G = g(x,), calculamos
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la descomposicion en factores irreducibles de g, g = pi'...p5" y consideramos
los ideales J; = (T, pj").

n n
Entonces {(J;)_;} es una descomposicién de J, pues ﬂ = ﬂ

J. Vamos a ver que ademas que cada J; es un ideal prlmarlo

= J; ideal 0-dimensional, pues J; contiene a J, ideal 0-dimensional.

= J; estd contenido en exactamente un ideal primo, pues si J esta en
posiciéon general entonces J; también esta en posicion general, ya que
el factor p;* solo afecta a los términos en .

Sean Py, ..., P, los primos asociados de T, y sea P; N k[z,] = (g:).
Entonces, los polinomios gy, ..., g, son dos a dos coprimos y tenemos:

n

ﬂ(‘Bi Nklz,]) = ﬂ(gz) = (H 9:)

=1

Por otro lado tenemos:

n n

ﬂ(mz Nklz,]) = ﬂ(mz) Nklz,] = Rad(J) Nk|z,]

=1 i=1

Como tenemos JNk[x,] = (g), entonces [ [, ¢g; divide a g y ¢ divide a
una potencia de [[;_; i, lo que implica que gz p; paratodol >1>n
y que P; es el unico ideal primo asociado a J que contiene a p;* y por

lo tanto, Ass(J;) = B;.

Como Rad(3J;) es la interseccién de todos los ideales primos de k[z1, ..., x,]
que contienen a J; entonces tenemos que Rad(J;) es primo y por la pro-
posicién (3.23) tenemos que J; es primario.

Asi que ﬂ J; = J es la descomposicion primaria que buscabamos.
i=1

En el caso en el que J o alguno de los J; no esté en posicion general, por la

proposicién (4.3) sabemos que mediante un cambio de coordenadas del tipo
n—1

Ty = Ty + g c;x; podemos transformalo en un ideal en posicién general.
i=1

A continuacién mostramos el algoritmo.
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Algorithm 6 Descomposicién de un ideal 0-dimensional con coeficientes en
un cuerpo de caracteristica 0

1: procedure DPOc(k : cuerpo de caracteristica 0; x = (xy, ..., z,) : varia-
bles; J : ideal O-dimensional de k[z])
salida: {1, ...,Q,,} ideales de k[z| tales que Vi: B; # P; si i # j;

Q; es P;-primario; ﬂ 9, =7

=1

2

3: C' serd una coleccién de ideales, con C' = {J}

4: while todo J € C no es un ideal primario en posicién general do

5: seleccionamos aleatoriamente ¢4, ..., ¢, € k.
n—1

6: Ty < Ty + Z Ci;
i=1

calcular: (g) = J Nnk|x,]
: descomponer: g = pi'...p5" en k|z,]

9: jz < (pfi, j)

10: C={7,...,7,}

11: end while

n—1

12: LTy < Ty — Z CiT;
i=1

13: return: {(J;)",}

14: end procedure

Nota. Comprobar que un ideal esta en posicién general tiene un gran coste
operacional, es por eso que en vez de comprobar que J estd en posicion
general tras ese cambio de coordenadas, lo que hacemos es trabajar como si
lo estuviera y a continuacién comprobamos que cada J; es un ideal primario
en posicion general.

En realidad, lo tnico que necesitamos para tener una descomposicién
primaria es que cada J; sea primario. Sin embargo, si J estd en posicion
general, entonces J; = (J,p;") también lo estard y ademds, de esta manera
podemos utilizar un test mas sencillo para ver que J; es primario. El test que
se utiliza en la préctica esta recogido en el siguiente criterio.

4.4 Teorema ([P, Criterion 4.2.4.]). Sea J C k[z1, ..., z,] un ideal propio,
entonces las siquientes condiciones son equivalentes:

15 . . . . .y
. J es 0-dimensional, primario y en posicion general.

2. Ezisten gy, ..., gn € k[z1, ..., x,] y enteros positivos si, ..., s, tales que
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a) INk[x,] = (g;"), g; es irreducible;

b) para cada i < mn, I contiene el elemento (x; + g;)%.

3. Sea S una base de Gréobner reducida de J respecto al orden lexicogrdfico
lex(xy > ... > x,). Entonces existen ¢y, ..., gn € K[z, y enteros positivos
S1, ..., Sy tales que

a) g:' € S yg; es irreducible;

b) (z;+¢:)% es congruente con un elemento de SNK|x;, ..., z,| mddulo
(gn, Tp—1+ Gn-1, .-, Tit1 + gi+1) para 1= 1, ,Z =n—1.

Es relativamente sencillo programar un test de primalidad que comprue-
be las condiciones del apartado 3 y con él, damos por finalizado nuestro
algoritmo.

Ejemplo

Consideraremos el mismo ejemplo que en (4.1) y compararemos la com-
plejidad de cada algoritmo.

Comenzamos definiendo las nuestras variables:

> option(redSB);

> ring R=0,(x,y,2),lp;
> R;

//  characteristic : O
//  number of vars : 3

// block 1 : ordering lp
// : names Xy z
// block 2 : ordering C

El ideal J = (y?2? — 2%y — 223 + 23yz,y*2 — 22°%, 2 + y, v + y*) definido
por una base de Grobner reducida.

> ideal I = (y2z2-x2y3-xz3+x3yz , y2z-xz2,z+y,x+y3);
> TI;

I[1]=x3yz-x2y3-xz3+y2z2

I[2]=-xz2+y2z

I[3]=y+z

I[4]=x+y3

> I = std(I);

> I;
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I[1]=2z5-z3
I[2]=y+z
I[3]=x-23

Vemos que J estd en posicién general, pues G = {x — 23,y + 2, 2% — 23},
vamos a ver si J es primario en posicion general, para ello utilizaremos un test
de primalidad basado en el teorema (4.4), que encontramos implementado
para SINGULAR en [P, Algorithm 4.2.5.].

> LIB "primdec.lib";
> 1
I[1]=2z5-2z3
I[2]=y+z
I[3]=x-23
> factorize(I[1]);
[1]:
_[1]=1
_[2]==z
_[3]=z-1
_[4]=z+1
[2]:
1,3,1,1

Luego J no es primario en posicion general. Vamos a continuar con el
algoritmo, tendriamos que realizar un cambio de coordenadas aleatorio para
conseguir que J esté en posicién general, pero como ya hemos visto que lo
estd, vamos a pasar a la siguiente fase y, tras factorizar el elemento de G
contenido en Q[z], definimos los siguientes ideales.

> ideal I1 = (I,z3);
> I1 = std(I1);

> I1;

I1[1]=23

I1[2]=y+z

I1[3]=x

> ideal I2 = (I,z-1);
> I2 = std(I2);

> I2;

I12[1]=z-1

12[2]=y+1

I2[3]=x-1
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> ideal I3 = (I,z+1);
> I3 = std(I3);

> 13;

I3[1]=z+1

13[2]=y-1

I3[3]=x+1

Volvemos a comprobar que los ideales J;, J e J3 son primarios y estan en
posicién general a través del algoritmo [P, Algorithm 4.2.5.] y hemos ter-
minado. Tenemos una tercera versiéon de la misma descomposiciéon primaria
de nuestro ideal:

(4.3) 3=0.N3:NT3 = (2*, z+y, 2)N(z—1Ly+1,z—1)N(z+1,y—1,2+1)

que se corresponde precisamente con la que obtenfamos en (4.1) al hallar la
base reducida de Grobner de sus ideales primarios.

4.3. Descomposicion primaria de un ideal en
klzy, ..., 2]

La version original de éste algoritmo corresponde a Gianni, Trager y Za-
charias en su famoso articulo | |, sin embargo, como ocurria en la seccién
uno, el algoritmo estd descrito para el caso de que el ideal esté en un anillo
de polinomios con coeficientes en un anillo. Nosotros nos limitaremos al caso
de anillos de polinomios con coeficientes en un cuerpo k, al igual que hace
Irena Swanson en su articulo | ]

Lo primero de todo, vamos a enunciar una propiedad que necesitaremos
para construir el algoritmo.

4.5 Proposicién (| , Proposition|). Sea k[z1, ..., x4] un subanillo propio
de k[x1,...,x,], entonces para todo ideal I C Kk[xy,...,x,] podemos calcular
j]k[xl 77777 zg)\(z1) M k[l’l, e In],

Demostracion. Proponemos la demostracién que aparece en dicho articulo.
O
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Argumentos y modus operandi

Comenzamos trabajando con un ideal propio J C k[zy, ..., x,]. Si J fue-
ra O-dimensional, entonces aplicarfamos directamente DPOC o DPO (depen-
diendo de la caracteristica del cuerpo) y habriamos terminado. Precisamente,
la funcién de nuestro algoritmo consiste en escribir J como un una intersec-
cién finita de ideales que, y esta vez si, sean O-dimensionales. Una vez llegados
a este punto, podremos emplear tanto DP0O comoDPOC para lograr escribir
cada uno de esos ideales como una interseccién finita de ideales primarios. Al
hacer una interseccién finita de intersecciones finitas obtendremos la deseada
descomposicién primaria de J.

Como hemos dicho, obviamos el caso en el que J sea 0-dimensional.

Estamos entonces en el caso J C k|[xy, ..., z,] ideal no 0-dimensional. Po-
demos encontrar un i € (1,...,n) tal que JNk[z;] no sea 0-dimensional.

Demostracion. Lo demostramos aplicando la caracterizacién (3.23): si G es
una base de Grébner de J, entonces tenemos que 3i tal que Vg € G in-,,_(g) #
m;

T;

Tras una reordenacién de variables si fuera necesario, consideramos el
ideal J N klz;]; por la proposicién (3.14), la base de Grobner de J N k[z;]
viene dada por G N k[z;]. Pero si Vg € G in., (g9) # x;", en particular
Vg € GNk[z;] ins, (g) # x;". Luego de nuevo por la caracterizacion (3.23)
J Nklx;] no es un ideal 0-dimensional.

O

Que J Nklz;] no sea 0-dimensional quiere decir (de nuevo por la caracte-
rizacién (3.14)) que I Nk|x;] = (0).

Supongamos J Nk[z1] = (0), entonces es un ideal primo principal, por la
proposicién (4.5) tenemos que existe un b € k[z1] tal que

Jk(z1)[xe, ..., xn) NK[z1, .oy zp] =T 2 0
Sea [ € N tal que (J:0°) = (J:b).
Aplicando la proposicién (2.28) tenemos que J = (7T : b') N (T +b'). Como

k[z1] N (T + (1Y) # 0, nos basta con encontrar una descomposicién primaria
de (7 : b') para calcular una de J.
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(3 :b") = (3 : b>®) y estd contenido en el anillo de polinomios con coeficien-
tes en un cuerpo k(z;)[ws, ..., 7,,], asf que podemos aplicar a (J : b') el mismo
proceso que hemos aplicado a J. Si iteramos este proceso, en un niumero
finito de pasos llegaremos bien al anillo k(xy, 2o, ..., x,) que es cuerpo y por
lo tanto, su descomposicién primaria es tnica; bien a un ideal O-dimensional,
del cual podemos obtener una descomposicion primaria.

Podemos hacer lo mismo con cualquiera de las variables x; que verifiquen
que J Nk|x;]. Como a lo sumo son n — 2 variables, en n — 2 pasos habremos
terminado el algoritmo.

Damos a continuacién el algoritmo.

Algoritmo

Algorithm 7 Descomposicién de un ideal propio de k[xy, ..., ;]

1: procedure DPx(k : cuerpo. ; z = (xy,...,2,) : variables; J : ideal de
kz])

salida: {9, ..., Q,,} ideales de k|[x] tales que 9; es primario; ﬂ ;=

2:
i=1
J
3: if J es O-dimensional then
4: if char(k) = 0 then
5: return DPOc(k, z, J)
6: else
7 return DPO(k, z, J)
8: end if
9: end if
10:  encontrar: i tal que J Nk[z;] no sea 0-dim
11: encontrar: b € k[z;] tal que Jk(z1)[xe, ..., x,]) N K[z1, ...y xp] = T 2 b

12:  encontrar: [ € N tal que (J: ) = (J: b))

13: {94, ...,9m} < DPK(k(21); (X1, ooy Ti1, Tig1y ey ), (T 1 0Y)
14: {Q1,..., 9} + DPk(k; (21,...,1,), (T+ 1))

15 return: {(Q;)", U (Q;)i_,}

16: end procedure
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Ejemplo

Retomamos esta vez el ejemplo (2.32) y vamos a calcular esta vez nosotros
mismos su descomposicién primaria.

Definimos el ideal I = (y*2% — 2%y® — x2® + 23yz,y*2 — 22?) en el anillo
Q[z,y, z]. Vamos a calcular una descomposicién primaria de J, utilizando
SINGULAR y el Algoritmo (7). A continuacién, compararemos nuestra des-
composicién con la obtenida en (2.32).

Comenzamos nuestro programa en SINGULAR.

> LIB "primdec.lib";
> option(redSB);

> ring R=0, (x,y,2),dp;
> R;

//  characteristic : O
//  number of vars : 3

// block 1 : ordering dp
// : names Xy z
// block 2 : ordering C

> ideal I=y 2%z72-x"2*y"3-x*z " 3+X"3*y*z,y 2*%z-X*z"2;
> I = std(I);

> I;

I[1]=y2z-xz2

I[2]=x2y3-x3yz

Comprobamos si J es 0-dimensional.

> dim(I);
2

Como no lo es, buscamos la variable z, y o z tal que INk[z] = 0, INk[y] =
0 o INk[z] = 0. Tomamos la variable z, que verifica INk[z] = 0. Definimos el

anillo Q(z)[x,y], y el ideal I’ = JQ(z)[z, y| vamos a calcular la componente
Y NQle,y,2] = (3 %)

> ring S=(0,z),(x,y),dp;
> setring S;

> ideal I’=y 2%z 2-x"2%y " 3-x*z"3+xX"3*y*z,y 2%z-x*z"2;
> I’ = std(I);
> 1,

I’ [1]=y2+(-z) *x
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Como el ideal (y* — zz) es primo, hemos encontrado entonces la primera
componente de nuestra descomposicién primaria: J = J; = y? — zx, v el
elemento b serd z. Tenemos que calcular ahora la descomposicion de J”7 =

(T+ (2)) en Q[z,y, z].

> setring R;

> ideal I’’ = y 2%z 2-x"2%y"3-x*z"3+x"3*y*z,y 2%xz-x*z"2,Z;
> I’ = std(I’’);

> I));

I’ [1]==z

I’ [2]=x2y3

Comprobamos si es 0-dimensional.

> dim(I’’);
1

Como no lo es, buscamos una variable x,y o z tal que J Nk[z] = 0,
JNkly] =0 o0 INk[z] = 0. Tomamos por ejemplo la variable y, y repetimos
el proceso anterior: definimos el anillo Q(y)[z, 2], y el ideal 3" = 3"Q(2)[z, y]
vamos a calcular la componente 3”7 N Qlx, y, z] = (T : b™).

> ring T = (0,y), (x,2),dp;
> setring T,
> ideal I’’’ = y 2%z 2-x"2xy " 3-x*z"3+X"3*y*z,y " 2%z-x*%z2"2,Z;
> I = std(I2);
> I) ) ;
I’ [1]=z
1’2 [2]=x2
Como (T : ™) = (z,2%) es un ideal primario, asf que ya tenemos la
segunda componente de nuestra descomposicién primaria, Jo = 3" = (z, 2?).
Ademds, resulta facil deducir que b = 3, y lo tinico que nos queda es hallar
una descomposicién primaria de 37 = (3" +y) = (y?2% — 2%y> — 223 +

xgyzvaZ'_ IZszuy) eD_(ng7y,Zy

> setring R;

> ideal I’’’’ = y 2%z 2-x"2%y"3-x*z"3+xX"3*y*z,y 2%xz-x*z2"2,2,y3;
> I = Std(I”’,);

> 10000,

I””[1]=Z

I;;;)[2]=y3
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Obtenemos I = (3" + y) = (z,4?®) ideal primario, asi que J3 = (z,y%)
es nuestro ltimo elemento de la descomposicion primaria.

(44) J= (l’Z - y2> n (va2) N (27 y3)
Mientras que la descomposicién primaria que obteniamos en (2.32) era:
(4.5) I=(y" —z2)N(y,2*) N (27 2)

Podemos observar como la componente aislada (y*>—z2) es igual en ambas
descomposiciones mientras que las componentes inmersas varian.

4.4. Otros algoritmos de descomposicién pri-
maria

El algoritmo aqui presentado no es el tinico que se utiliza para computar
la descomposicién primaria en k[z1, ..., z,]. Podemos encontrar una lista de
algoritmos ya implementados para el programa SINGULAR en | ].

No podemos hacer un trabajo sobre los aspectos computacionales de la
descomposicion primaria sin nombrar a Eisenbud, Huneke y Vasconcelos, que
en su articulo | | presentan un algoritmo que no tiene nada que ver con el
aqui descrito; en particular, no utiliza las bases de Grobner. Es un algoritmo
importante aunque de momento menos efectivo que sus competidores.

Y si hablamos de efectividad, debemos citar el articulo [ | de Shimo-
yama y Yokoyama quienes presentan un método de descomposicién primaria
parecido al de | | pero mejorando notablemente la parte de la localizacién
en ideales primos mediante lo que llaman la localizacion efectiva.
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Capitulo 5

Descomposicion primaria en
ideales particulares

Un matemdtico que no es también algo de poeta
nunca serd un matemdtico completo.
Karl Weierstrass

Vamos a estudiar ahora la descomposiciéon primaria en dos tipos parti-
culares de ideales: los ideales monomiales y los ideales binomiales. Veremos
como en el caso de un ideal monomial no es necesario utilizar los algoritmos
descritos anteriormente ya que podemos conseguir una descomposicion pri-
maria a través de un proceso mucho mas sencillo, utilizando la dualidad de
Alezander. Ademas, demostraremos que toda descomposicién primaria de un
ideal binomial esta formada por ideales binomiales.

A lo largo de todo el capitulo, trabajaremos en el anillo k[z1, ..., ,,], donde
k es un cuerpo algebraicamente cerrado. Para la realizacion de la seccion
de ideales monomiales nos hemos basado fundamentalmente en | ]; mien-
tras que para la realizacién de la seccion de binomiales hemos utilizado las
notas de Irena Swanson | ] en la escuela doctoral EACA del 2013.

5.1. Ideales monomiales

Comenzamos definiendo qué es un ideal monomial.

5.1 Definicién. Sea J un ideal de k[z1, ..., x,], J es monomial si estd gene-
rado por un conjunto finito de monomios.

Veremos también algunas propiedades elementales de los ideales mono-
miales que ya hemos utilizado varias veces en esta memoria.
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5.2 Proposicién. Sea J un ideal monomial de K[y, ..., z,]. Entonces:

./ , Lemma 2] Dado un conjunto M de monomios generadores de J,
un monomio x7'xy*..x0" pertenece a I si y solo si es maultiplo de un
elemento de M.

n / , Exercise 8] 3 admite un unico sistema minimal de generadores
formado por monomios, y éste es finito.

s Lainterseccion de dos ideales monomiales es un ideal monomial. Ademds,
la interseccion de dos ideales monomiales J; e Jo esta engendrada por el
congunto de los minimos comunes multiplos de las parejas de elementos
de jl € 32.

Necesitamos conocer también la nocién de ideal monomial irreducible.

5.3 Definicién. Decimos que un ideal monomial J de k[z, ..., x,] es irredu-
cible si esta generado por potencias puras de algunas variables. Denotaremos
a un ideal irreducible por

Se puede demostrar que un ideal monomial irreducible lo es en el senti-
do usual de que no puede descomponerse como interseccién de dos ideales
distintos de él.

Veremos como dado un ideal monomial J, podemos descomponerlo como
una interseccion finita de ideales irreducibles,

J=mPnmd2n..Nnmb

Si no podemos omitir ninguno de los factores de nuestra descomposicion
irreducible, entonces diremos que la descomposicién es irredundante. En ese

b

caso, llamaremos componentes irreducibles de J a m'lol,m';Q, M

Vamos a poner un ejemplo para familiarizarnos con la nueva terminologia.

5.4 Ejemplo. Consideramos el anillo de polinomios k[z,y, z] y los ideales
J; = (z,2), J2 = (y?, 2). Podemos observar que ambos ideales son irreduci-
bles, pues estan engendrados por potencias puras. Si utilizamos la notacion
de antes entonces tendriamos J; = m[201] y Jo = ml0:2.1],

5.5 Proposicion. Todo ideal monomial admite una descomposicion en idea-
les monomaales irreducibles irredundante y finita.
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Demostracion. La demostraciéon de esta proposicion es constructiva; basta
con considerar un conjunto finito de generadores de J, (my, ..., m,,), si todos
los m; son potencias puras, entonces J es irreducible y hemos terminado.

Supongamos entonces que existe un m; que no es una potencia pura,
entonces podemos descomponerlo como un producto de monomios relativa-
mente primos m; = mim;. En ese caso tenemos J = (J+ (m})) N (T+ (mf)).
Podemos iterar este proceso hasta que tanto m/ como m! sean potencias
puras, a lo cual llegaremos en un proceso con un nimero de pasos finito.

Si seguimos razonando de esta manera con el resto de m; que no sean
potencias puras, llegaremos a la descomposicion irreducible deseada.

O

5.6 Ejemplo. Consideremos por ejemplo el ideal monomial m = (zy?, 2),
m no es un ideal monomial irreducible, pues zy? no es una potencia pura.
Aplicamos el algoritmo utilizado en la demostracion de la proposicién anterior
y tenemos zy? = z X y?, luego m = (m + (z)) N (m + (y?)) = (zy? 2,2) N
(zy?, z,y?). Si eliminamos ahora los monomios redundantes en los sistemas
de generadores obtenemos m = (z, z) N (y2,2) = J; N .

Mas adelante demostraremos como ademas dicha descomposicion irredu-
cible irredundante es tnica.

En la demostracién de la proposicién (5.5) hemos visto un posible algorit-
mo para obtener la descomposicién irreducible de un ideal monomial. Como
vimos en el capitulo 1, proposicién (2.36) , toda descomposicién irreducible
es primaria; asi que dicho algoritmo nos proporciona una forma de obtener
una descomposicién primaria. Sin embargo, el proceso es muy costoso, ya que
obtenemos gran cantidad de componentes redundantes a cada paso.

Existe un método mucho mas sencillo para calcular la descomposicion
primaria de un ideal monomial, que consiste en utilizar la dualidad de
Alexander.

5.7 Definicién. Dados dos vectores a,b € N" con b; < a; para todo
i € (1,...,n), denotamos por a\b al vector de N que tiene por i-ésima
coordenada:

“"\bi{ 0 si by = 0
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Sea J un ideal monomial dado por un conjunto minimal de generadores
(g1, -+, gn) y un monomio x® tal que todos los generadores de J dividen a x?.
Entonces, el dual de Alexander de J respecto de a es el ideal

38 = n{m®\P : x® es un generador de J}.

Como siempre que hablamos de dualidad, se verifica la condicién (J12])al =
J. Podemos encontrar una prueba de esta propiedad en | , Theorem 5.24].
El dual de Alexander nos permite hallar una descomposicion irreducible irre-
dundante de J gracias al siguiente resultado.

5.8 Teorema (] , Theorem 5.27]). Sean J C k|xy, ..., z,,| un ideal mono-
mial y £ un monomio de K[z1, ..., x,] tal que todos los generadores minimales
de J dividen a x°.
Entonces J tiene una descomposicion irreducible irredundante y tunica
dada por
J=n{m%: 2 es un generador de 319},

De forma equivalente, podemos afirmar que el dual de Alexander de J
viene dado por el sistema minimal de generadores

39 = (2% : m® es una componente irreducible de J).

Tenemos asi, una correspondencia biunivoca entre un ideal J y su dual
de Alexander 31 que asocia a cada generador minimal de J las componentes
irreducibles de 31 y viceversa.

J o« Jl
generadores minimales <— componentes irreducibles
componentes irreducibles <+— generadores minimales

A la vista de este resultado, un buen método para obtener una descompo-
sicién primaria de J consistird en tomar los generadores minimales de J, que
se corresponden con las componentes irreducibles de 312 y a partir de ellas
obtener unos generadores minimales de J que a su vez se corresponderan
con las componentes irreducibles de J que queriamos obtener.

Presentamos un ejemplo para entender mejor el resultado.

5.9 Ejemplo. Retomamos el ejemplo (2.29), en él tenemos el ideal monomial
J = (22, 2y,22) C Q[x,y,2] y dos descomposiciones primarias diferentes de

e

1. 3= (z)N (2% y, 2)
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2. 3= (z)N (2% y,x2,2°)

Vamos a ver si alguna de las dos, y en su caso, cual de ellas, se corresponde
con la descomposicion irreducible irredundante de J.

Tenemos J = (2%, xy, xz) y tomamos, por ejemplo, x* = x?yz.
Calculamos los m2\P b

para x° = 22, 2y v 2.

s 22 = m?\P = (2).

= 2y = m*\P = (22 y).

2z = m?\P = (22, 2)

Asi que el dual de Alexander de J respecto de a es el ideal

gl = (z) N (2%, y) N (2%, 2).

Por la proposicién (5.2), podemos calcular facilmente esas intersecciones y
obtenemos:

j[a] _ (:L’Z, xy) N (IQ, Z) — ($2,I227 :L‘2y7 xyz) = (x27 xyz).

Ahora tenemos que calcular los m®\P con x® = 22 y zyz.
22 = m2\P = (7).
 2yz = m2\P = (22 y, 2).

A la vista del teorema (5.8) podemos afirmar que (z) y (22, y, z) son las
componentes irreducibles de J.

J=(2)N(a"y.2)

es la descomposicion irreducible irredundante de J y coincide con la descom-
posicién primaria (2.1).

En general, juntando los ideales monomiales de mismo radical en la des-
composicion irreducible irredundante, obtendremos una descomposicion pri-
maria minimal.

Resulta evidente que este método es mucho mas efectivo para el caso de
ideales monomiales que los descritos en el apartado 4.
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5.2. Ideales binomiales

Desarrollaremos en este tultimo apartado los resultados expuestos por
[ | durante la II escuela doctoral EACA de élgebra computacional en
Valladolid. No vamos a dar un nuevo algoritmo para realizar una descompo-
sicién primaria de un ideal binomial, sino que nos centraremos en demostrar
que todo ideal binomial admite una descomposicién primaria formada por
ideales binomiales.

Definimos por término a un monomio de k[xy, ..., z,| con un coefiente en
k, por ejemplo x?y? es un monomio y un término de C[z,y|, sin embargo,
5x%y* es un término, pero no es un monomio. Un binomio es un elemento del
anillo k[z1, ..., x,] que podemos escribir como la diferencia de dos términos.

5.10 Definicién. Decimos que un ideal J C k[zy,...,z,] es binomial si
esta generado por un conjunto de binomios.

Enunciaremos a continuacién una serie de propiedades de los ideales bi-
nomiales.

5.11 Proposicién. Sean J, & ideales binomiales de K[z, ..., z,], t € K[xq, ..., 2],
entonces:

1. T+ & es un ideal binomial.
(3 :t) es un ideal binomial.

TN & no tiene porqué ser binomial.

La descomposicion primaria de J no tiene porque estar formada por
ideales binomiales.

El radical de J no es necesariamente binomial.

Ra

6. La base de Grobner reducida de un ideal binomial respecto de cualquier
orden monomial estda formada por binomios.

A lo largo de todo este capitulo consideraremos que los ideales monomia-
les son también binomiales, pues basta con que consideremos los binomios
obtenidos a partir de la sustraccion de un monomio y el elemento nulo.

Los resultados mas importantes de esta secciéon nos muestran que si nues-
tro cuerpo de coeficientes k es algebraicamente cerrado (ademés de poseer
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todas las demds propiedades de las que le hemos dotado hasta ahora), enton-
ces los primos asociados, los ideales que forman la descomposiciéon primaria
y el radical de un ideal binomial de k[z1, ..., ,] son también binomiales.

Consideremos el anillo k[z1, ..., 2]z, 2,; que podemos escribir también
como k[zy,...,z,, 27", ...,27'] vy denotémosle de ahora en adelante por S.

Entonces tenemos el siguiente gran resultado.

5.12 Teorema (] , Theorem 2.1.2.]). Un ideal propio binomial J de S
verifica:

1. Todos sus primos asociados son binomiales y minimales.

2. Su descomposicion primaria estd formada por ideales primarios bino-
miales.

3. Si el cuerpo k tiene caracteristica 0, entonces todos los componentes
de su descomposicion primaria son ideales primos.

4. St el cuerpo k tiene caracteristica 0, J es un ideal radical.

No nos interesa estudiar todos los resultados contenidos en el teorema
en este trabajo, asi que nos contentaremos con estudiar lo concerniente a la
descomposicion primaria de un ideal binomial. Para ello, comenzaremos con
una definicién.

5.13 Definicién. Decimos que un ideal J C k[z1, ..., z,] es celular si para
todo 1 >4 > n, tenemos que x,, o bien no es zero divisor o bien es nilpotente
modulo J.

Es facil ver que tanto los ideales monomiales como los binomiales son
celulares.

5.14 Definicién. Sea ¢ = 2% — cz® un binomio y d € N, entonces definimos

el elemento:
g[d] _ pda _ d,dB

Y podemos enunciar la siguiente proposicién, que serd fundamental para
construir la descomposiciéon primaria.

5.15 Proposicién. Sea J un ideal binomioal y g = x* — cx® un binomio
(no monomio) en Kklxy,...,x,] tal que tanto x* como x” no son divisores
de cero modulo J. Entonces, existe un ideal monomial Jy tal que para un d
suficientemente grande,

(J: g[d!]) =(J: (g[d”)Q) =T+ 7

69



Demostracion. Proponemos la demostracion dada en | , Lemma 2.3.3.].
O

Construiremos ahora nuestra descomposicién primaria.

Demostracion (apartado (2) del teorema (5.12)). Sea J un ideal binomial de
k[x1, ..., z,], entonces para cada variable z;, 1 > j > n existe un [ € N tal
que

(5.1) J= (3:x§-)ﬂ(3+x§-)

asi que solo necesitamos encontrar la descomposicion primaria de los ideales
Ji=0:7;) e Ty = (T+15).

Como el ideal J es binomial, por las propiedades de (5.11), tanto J; como
J9 son binomiales.

Si repetimos este proceso, esta vez con otra variable x; y un natural
m € N, 1>k > n, podemos encontrar otros cuatro ideales J; 1,712, J21, J22
tales que 3171 = (jl . Q?Z;n), 3172 = (jl —|—fl?2;n), 3271 = (32 : SCZL), 3272 = (32 —l—JJZL)
con

(5.2) TJ=01:2) N0 +27) N (T 2) N (Tg + 2)

Iterando este proceso un numero finito de veces podemos asumir que lle-
gamos a una descomposicién de J es ideales celulares. Luego lo tinico que
necesitamos es calcular una descomposicion primaria de un ideal bi-
nomial celular de k[z, ..., z,].

Consideramos entonces un ideal binomial celular al que denotaremos de
nuevo J. Y dividiremos las variables en los siguientes conjuntos: xy, ..., x4
son elementos no divisores de cero modulo J y x4.1, ..., , son nilpotentes
moédulo J. Sea P € Assy[y,,. 2,)(J). Un resultado del teorema (5.12) nos dice
que entonces P es un ideal binomial.

Como J esta contenido en 3, entonces B continen a las variables x441, ..., Ty,
y como las otras variables x1, ..., x4 son elementos no divisores de cero modu-
lo J, no pertenecen a B. As{ que podemos escribir de la forma =
)
PBo+ (441, -, n) con Po un ideal binomial primo con generadores binomia-
les en k[z1, ..., x,] v las variables x1, ..., 24 no son divisores de cero médulo J.

Sea g un binomio no nulo de By, por la proposicién (5.15), tenemos que
existe un d € N tal que (J : gl¥) = (3 : (¢)?) = T + Jp, con Ty un ideal
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lo que P € Ass(J + (¢!)), atin més, el componente ‘B—’pfimario de J es el
componente - primario del ideal binomial J + (gl).

Podemos entonces reemplazar J por J+(gl¥) y la descomposicién primaria
se mantendra. Repetimos este proceso con cada binomio g generador de
hasta lograr que B sea minimal sobre J. Las variables (441, ..., ;) siguen
siendo nilpotentes médulo J y el componente ‘P-primario del ideal J es el
mismo que el de (J : (z1,...,24)°); asi que si ahora reemplazamos J por
(T: (21,0, 24)™), €l ideal T seguird siendo celular.

Si tenemos Assi[z, ,..2,)(J) = {B}, entonces J es P-primario y hemos ter-
minado. Si no estamos en este caso, es que existe un ideal Q € Assy, . 2.(J)
distinto de *B. Como P es minimal en Assyj,,, . ,](J) v B # Q, entonces exis-
te un binomio irreducible g = 2® — cz” tal que g € Q\P y evidentemente,

9 (Tagi1, ., Tn).

Volvemos a aplicar la proposicion (5.15) y sabemos que existe un d € N tal
que (3 : gy = (3 : (¢g1)2) = T+ Jp, con Ty un ideal monomial. Nos fijamos
en que Q &€ Assyz,,..2,((J: gi1)), y sin embargo Q € Assy[z, ...z (T), Tuego
(3 : gl es estrictamente mayor que J.

Si gl & 9B, entonces el componente P-primario de J es el componente
P-primario de (J : g[d]),y tenemos que el componente P-primario de J es
binomial. Suponemos entonces que ¢l € . Entonces, ¢g!¥ contiene un
factor de la forma gy = 2 — ¢/2”, con ¢ € k.

Por el automorfismo de Frobenius, tenemos que si la caracteristica de k
es p, entonces gy es binomial Vm € N. Tomamos entonces el mayor m € N
tal que p™ divide a d y definimos los elementos h = L"g[—z] y b= ggm. En
caracteristica 0, definimos h = % y b= go.

En ambos casos, b es un binomio, b € (J : h) y h & P, asi que el
componente P-primario de J es el mismo componente B-primario de (J : h).
Como ademas J C T+ (b) C (J : h) podemos concluir que el componente

PB-primario de J es el mismo componente B-primario de T + (b).

Si b € 9, entonces gy = 2* — 2’ vy g & (w441, ...,7,) pertenecen a Q.
Como ¢ # ¢, 2*,2° € Q, y como g € (x441,...,T,) entonces O contiene
una de las variables (1, ...,x4). Pero esas variables no son divisores de cero
modulo J, asi que Q & Assy[y,,.2,1(J) y por lo tanto b & Q.
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Como T estéd contenido estrictamente en J + (b), entonces el componente
B-primario de J es binomial.

O

Existen algoritmos especificos para la obtenciéon de una descomposicién
primaria de un ideal binomial. Si el lector esté interesado puede consultar
el articulo | | donde encontrard una versiéon mejorada de un algoritmo
propuesto por Eisenbud y Sturmfels en 1996.
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