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V souladu s ust. § 46 odst. 6 tohoto zákona t́ımto uděluji nevýhradńı oprávněńı
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Abstrakt

Tato Bakalářská práce se zabývá problémem batohu 0-1 a př́ıstupy hledaj́ıćımi
jeho optimálńı řešeńı. V práci je implementován v jazyce C++ algoritmus
založený na metodě větv́ı a meźı, dále algoritmus založený na metodě dyna-
mického programováńı a metoda hrubé śıly. Autor se v práci následně zabývá
jejich paralelizaćı a vybrané paralelizace implementuje pomoćı technologie
OpenMP. Na závěr jsou změřeny a porovnány výpočetńı časy těchto imple-
mentaćı a implementaćı konkurenčńıch na vybraných datových sadách.

Kĺıčová slova batoh 0-1, dynamické programováńı, větve a meze, hrubá
śıla, paralelizace, implementace, C++, OpenMP
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Abstract

This thesis focuses on problem Knapsack 0-1 and approaches for searching
exact solution. Choosed algorithms based on method branch and bounds, on
method dynamic programming and brute force method are implemented in
C++ language. After that author focuses on paralelization of that algorithms
and implementation of paralelizations by OpenMP. Finally for authors imple-
mentations and for competitive implementations are measured and compared
computational times on choosed data sets.

Keywords knapsack 0-1, dynamic programming, branch and bounds, brute
force, paralelization, implementation, C++, OpenMP
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1 Algoritmus DPwL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Úvod

Problém batohu 0-1 patř́ı mezi nejznáměǰśı diskrétńı optimalizačńı problémy.
Má mnoho praktických aplikaćı a v současné době rozvoje v́ıce jádrových
systémů má smysl zabývat se paralelizaćı metod řeš́ıćıch tento problém.

V úvodu je definován samotný problém batohu 0-1. Dále text nastiňuje
techniky použ́ıvané k hledáńı exaktńıho řešeńı problému batohu 0-1.

Poté jsou popsány a implementovány dva vybrané sekvenčńı algoritmy,
které jsou součást́ı pokročileǰśıch algoritmů. Jeden stoj́ıćı na metodě větv́ı
a meźı a druhý stoj́ıćı na metodě dynamického programováńı, pro který je
také implementováno rozděleńı instance batohu 0-1 na dvě nezávislé části
s následným nalezeńım optimálńıho řešeńı. Autor se také zabývá možnost́ı
rozděleńı instance batohu 0-1 na v́ıce nezávislých část́ı. Dále je implemen-
tována metoda hrubé śıly. Pro tyto algoritmy je navrhnuta a implementována
paralelizace.

Na závěr jsou změřeny výpočetńı časy implementaćı autora a také imple-
mentaćı konkurenčńıch na vybraných datových sadách. Následně jsou disku-
továny dosažené výsledky.
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Kapitola 1
Ćıl práce

Ćılem teoretické části práce je popis problému batohu 0-1, představuj́ıćı kom-
binatorický optimalizačńı problém. Dále popsáńı př́ıstup̊u použ́ıvaných k na-
lezeńı exaktńıch, respektive optimálńıch řešeńı. Ćılem je také popsat vybrané
algoritmy a př́ıstup metodou hrubé śıly.

Ćılem praktické části práce je tyto vybrané algoritmy implementovat, na-
vrhnout jejich paralelizaci a implementovat paralelńı verze pomoćı technolo-
gie OpenMP. Dále je ćılem praktické části práce porovnańı výpočetńıch čas̊u
těchto implementaćı mezi sebou a s konkurenčńımi implementacemi na vy-
braných datových sadách.
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Kapitola 2
Batoh 0-1

V této kapitole budou nejprve zavedeny obecné pojmy použ́ıvané dále v textu.
Dále popsán problém batohu 0-1 a př́ıstupy k jeho exaktńımu řešeńı.
Instance problému je konkrétńı př́ıpad nějakého problému. Např́ıklad konkrétně
definovaný př́ıpad problému batohu 0-1.
Optimálńı řešeńı / Optimum představuje nejlepš́ı možné řešeńı instance
problému.
Kombinatorická optimalizace se zabývá hledáńım optima v konečné množině
možných řešeńı.
Účelová funkce ohodnocuje řešeńı daného problému podle stanovených kritéríı.
Tedy řešeńı je optimálńı, pokud mu účelová funkce přǐrad́ı ohodnoceńı, které
je maximálńı, pokud je řešen problém maximalizace, respektive minimálńı,
pokud je řešen problém minimalizace.
Omezuj́ıćı podmı́nky jsou omezeńı kladená na výsledná řešeńı. Omezeńı
mohou být na úrovni instance problému nebo na úrovni problému samotného.
Prostor př́ıpustných řešeńı je množina řešeńı splňuj́ıćı omezuj́ıćı podmı́nky.
Taková řešeńı se označuj́ı jako př́ıpustná.
Prostor nepř́ıpustných řešeńı je množina všech řešeńı mimo těch obsažených
v prostoru př́ıpustných řešeńı. Taková řešeńı se označuj́ı jako nepř́ıpustná.
Optimalizace s omezuj́ıćımi podmı́nkami představuje hledáńı optima
účelové funkce v prostoru př́ıpustných řešeńı.
Optimalizačńı model dle [1] definuje hlavńı části optimalizačńıho problému,
které jsou:

1. Optimalizačńı proměnné, u nichž jsou hledány hodnoty, pro které je
účelová funkce optimálńı.

2. Definičńı obor proměnných, který určuje, jakých hodnot proměnné
mohou nabývat.
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2. Batoh 0-1

3. Účelová funkce, která záviśı na proměnných a pro kterou je hledáno
optimálńı řešeńı.

4. Omezeńı, která jsou reprezentovány funkcemi, které záviśı na proměnných,
a konstantami, které vyjadřuj́ı mı́ru daného omezeńı. Dohromady vy-
jadřuj́ı omezuj́ıćı podmı́nky vztahuj́ıćı se na nalezená řešeńı.

Stavový prostor, je množina stav̊u definována vstupńım stavem, koncovými
stavy, mezistavy a přechody mezi nimi. Procházeńı stavového prostoru za
účelem nalezeńı určitého stavu se nazývá prohledáváńı stavového prostoru.

Rozhodovaćı problém je takový problém, jehož řešeńı je bud’ ano nebo ne.

Tř́ıda NP je tř́ıda rozhodovaćıch problémů které je možné vyřešit v na ne-
deterministickém Turingově stroji v polynomiálně omezeném čase.

Pseudo polynomálńı složitost je výpočetńı čas polynomiálńı vzhledem k
č́ıselné velikosti vstupu, ale ne k počtu bit̊u nutných k zakódováńı vstupu.

Mı́ra korelace vyjadřuje lineárńı vztah mezi dvěma veličinami. Mı́ra kore-
lace je vyjádřena korelačńım koeficientem, který nabývá hodnot v intervalu
< 1,−1 >. Hodnoty bĺıže nule znamenaj́ı menš́ı korelaci a naopak.

2.1 Popis problému batohu 0-1

Neformálńı zněńı problému batohu 0-1 lze uvést následovně:

Necht’ máme batoh o kapacitě c a n věćı, každou o určité hodnotě a veli-
kosti. Poté hledáme, které věci do batohu umı́stit tak, aby součet jejich hodnot
byl co nejvěťśı a zároveň součet jejich velikosti nepřesáhl kapacitu batohu.

Z neformálńı definice problému batohu implicitně vyplývá, že hodnoty ve-
likosti a zisku prvk̊u jsou nezáporné, stejně tak kapacita batohu. Problém ba-
tohu explicitně takováto omezeńı nestanovuje a hodnoty mohou být záporné.
Nicméně tradičńı praktické aplikace batohu 0-1 a literatura ohledně batohu
0-1 předpokládaj́ı jen prvky s kladnými hodnotami zisku, váhy a kapacity.

Problém batohu má uplatněńı v mnoha problémech reálného světa zabývaj́ıćıch
se maximalizaćı užitku z omezených zdroj̊u. Např́ıklad:

1. Investice s omezeným kapitálem na burze, kde investice maj́ı cenu a
očekávaný zisk.

2. Vyklizeńı skladu zásob, které maj́ı hodnotu a velikost, před př́ırodńı
katastrofou, pokud máme omezenou kapacitu k přepravě těchto zásob.
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2.1. Popis problému batohu 0-1

2.1.1 Problém batohu 0-1 jako kombinatorický optimalizačńı
problém

V této sekci bude vycházeno z [2].
Problém je možné definovat ve dvou verźıch, a to maximalizačńı a mi-

nimalizačńı, které jsou na sebe vzájemně převeditelné. Problém se skládá z
následuj́ıćıch komponent:

• w = (w1, . . . , wn) - vektor vah,

• p = (p1, . . . , pn) - vektor zisk̊u,

• x = (x1, . . . , xn), x ∈ {0, 1} - vektor př́ıtomnosti,

• f0 - účelová funkce,

• f1 - omezuj́ıćı funkce,

• c - konstanta představuj́ıćı mez omezuj́ıćı funkce f1.

Poté i-tá souřadnice vektoru vah určuje množstv́ı kapacity batohu zabrané i-
tým prvkem, dále i-tá souřadnice vektoru zisk̊u určuje hodnotu i-tého prvku a
i-tá souřadnice vektoru př́ıtomnosti určuje př́ıtomnost i-tého prvku v batohu.
Vektory zisk̊u a vah jsou pevně dané parametry pro danou instanci problému.

Maximalizačńı verze batohu 0-1 je definována následovně:
Hledáme vektory př́ıtomnosti x takové, že

f1(x, w) =
n∑

i=1
xiwi ≤ c

a

f0(x, p) =
n∑

i=1
xipi

je maximálńı.

Minimalizačńı verze batohu 0-1 je definována následovně:
Hledáme vektory př́ıtomnosti x takové, že

f1(x, w) =
n∑

i=1
xiwi ≥ q,

kde q je minimálńı váha prvk̊u umı́stěných do batohu a

f0(x, p) =
n∑

i=1
xipi

je minimálńı.

Převod mezi maximalizačńı a minimalizačńı verźı je dán následovně:
Necht’ jsou dány:
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2. Batoh 0-1

• vektor př́ıtomnosti v maximalizačńım problému

x = (x1, . . . , xn), x ∈ 0, 1,

• vektor př́ıtomnosti v minimalizačńım problému

y = (y1, . . . , yn), y ∈ 0, 1,

• optimálńı řešeńı maximalizačńıho problému zmax,

• optimálńı řešeńı minimalizačńıho problému zmin.

Minimalizačńı na maximalizačńı problém je možné převést pomoćı rovnice
c =

∑n
i=1 wi − q, kdy je následně řešen maximalizačńı problém. Optimálńı

řešeńı je dáno vztahem zmin =
∑n

i=1 pi − zmax a vektor př́ıtomnosti je źıskán
jako yj = 1− xj .

Maximalizačńı na minimalizačńı problém je možné převést pomoćı rovnice
q =

∑n
i=1 wi − c, kdy je následně řešen minimalizačńı problém. Optimálńı

řešeńı je dáno vztahem zmax =
∑n

i=1 pi − zmin a vektor př́ıtomnosti je źıskán
jako xj = 1− yj .

Dle [2] se lze zabývat bez újmy na obecnosti pouze maximalizačńı verźı s
kapacitou a atributy prvk̊u s celoč́ıselnými kladnými hodnotami. Nebot’ maxi-
malizačńı a minimalizačńı forma jsou na sebe převoditelné. Neceloč́ıselné hod-
noty lze ošetřit vynásobeńım vhodným činitelem a při záporných hodnotách
lze prvky rozdělit do následuj́ıćı tř́ıd:

1) wj < 0 a pj < 0, 2) wj > 0 a pj > 0, 3) wj = 0 a pj = 0,
4) wj < 0 a pj > 0, 5) wj < 0 a pj = 0, 6) wj = 0 a pj > 0,
7) wj > 0 a pj = 0, 8) wj = 0 a pj < 0, 9) wj > 0 a pj < 0,

kde č́ısla 1-9 jsou jednotlivé tř́ıdy. Pro prvky z tř́ıdy 1, 2 plat́ı, že zařazeńı
těchto prvk̊u do optimálńıho řešeńı vyplyne z řešeńı instance problému, nebot’
nelze jednoznačně rozhodnout o jejich př́ınosu bez znalosti kontextu v podobě
daľśıch prvk̊u. Pro prvky z tř́ıdy 3 plat́ı, že nemaj́ı vliv na řešeńı instance
problému, a nemuśı tedy být při řešeńı uvažovány. Pro prvky z tř́ıdy 4, 5, 6
plat́ı, že budou do řešeńı zahrnuty vždy, nebot’ jejich př́ınos je čistě kladný.
Bud’ jen přidávaj́ı zisk, nebo jen snižuj́ı zaplněnost batohu nebo oboj́ı. Pro
prvky z tř́ıdy 7, 8, 9 plat́ı, že nebudou do řešeńı nikdy zahrnuty, nebot’ jejich
př́ınos je čistě záporný. Bud’ jen snižuj́ı zisk, nebo jen zab́ıraj́ı kapacitu batohu
nebo oboj́ı.

Složitost: Dle [2] je hledáńı optimálńıho řešeńı pro problém batohu 0-1 NP
těžký problém a existuj́ı algoritmy využ́ıvaj́ıćı dynamického programováńı s
pseudo-polynomiálńı složitost́ı.
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2.2. Př́ıstupy k exaktńımu řešeńı batohu 0-1

2.1.2 Typy instanćı problému

Dle [3] obt́ıžnost řešeńı instance problému batohu 0-1 ovlivňuje mı́ra korelace
mezi atributy prvk̊u, tedy mezi vahou a ziskem a rozsah hodnot kterých mohou
nabývat. Za méně obt́ıžné jsou považovány př́ıpady s menš́ı mı́rou korelace
mezi atributy prvk̊u a s menš́ımi rozsahy hodnot. S vzr̊ustaj́ıćı mı́rou korelace
a rozsahem hodnot vr̊ustá i obt́ıžnost dané instance problému, nebot’ klesá
efektivnost technik redukuj́ıćıch stavový prostor řešeńı.

2.2 Př́ıstupy k exaktńımu řešeńı batohu 0-1

Počet všech možných řešeńı je 2n, kde n je počet prvk̊u, stavový prostor tedy
roste exponenciálně k velikosti vstupu. S rostoućı velikost́ı vstupu je časově
náročné procházet všechna řešeńı. Přistupuje se tedy bud’ k odhad̊um op-
timálńıho řešeńı pomoćı aproximativńıch algoritmů, nebo metodám, které
dokáž́ı naj́ıt optimálńı řešeńı v přijatelném čase. Dále se před nebo při sa-
motném hledáńım optimálńıho řešeńı mohou aplikovat metody, které se o
př́ıtomnosti prvk̊u v optimálńım řešeńı snaž́ı rozhodnout na základě výpočetně
nenáročných postup̊u.

V exaktńım př́ıstupu jsou hledány taková řešeńı, která splňuj́ı omezuj́ıćı
podmı́nky a jsou optimálńı, tedy maj́ı maximálńı účelovou funkci. Dle [4]
jsou k tomuto využ́ıvány převážně následuj́ıćı metody, které budou kromě
následuj́ıćıho výčtu ještě v textu dále přibĺıženy. Použ́ıvané metody jsou:

• redukčńı metody,

• metoda větv́ı a meźı,

• dynamické programováńı a dynamické programováńı s horńı meźı,

• problém jádra.

Dle [4] lze jako úspěšný algoritmus stoj́ıćı na metodě větv́ı a meźı uvést
algoritmus MTHard popsaný v [5] a jako úspěšný algoritmus stoj́ıćı na dy-
namickém programováńı s horńı meźı lze uvést algoritmus minknap popsaný
v [6]. Dále dle [3] je neúspěšněǰśı algoritmus combo uvedený v [7], tento al-
goritmus využ́ıvá také dynamické programováńı s horńı meźı. Všechny tyto
metody využ́ıvaj́ı problém jádra.

Pro porovnáńı výpočetńıch čas̊u výše zmı́něných a daľśıch algoritmů autor
čtenáře v př́ıpadě zájmu odkazuje do [4], [8] a [3].

2.2.1 Redukčńı metody

Autor v této části vycháźı z [2].
Ke zmenšeńı velikosti instance problému se použ́ıvaj́ı redukčńı metody,

které se snaž́ı určit hodnoty optimalizačńıch proměnných v optimálńım řešeńı
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2. Batoh 0-1

před samotným řešeńım instance problému. Prvńı redukčńı algoritmus je popsán
v [9], který pro prvek, jehož př́ıtomnost v optimálńım řešeńı je určována, hledá
horńı mez variant, kdy je nebo neńı obsažen v řešeńı. Pokud je horńı mez jedné
varianty horš́ı než nějaké řešeńı celé instance problému, je hodnota optima-
lizačńı proměnné reprezentuj́ıćı daný prvek nastavena na hodnotu druhé vari-
anty. Stejně je postupováno, pokud jedna z variant vede na nepř́ıpustně řešeńı.
Následně se je třeba zabývat jen prvky, pro které nebyla určena př́ıtomnost v
optimálńım řešeńı redukčńım algoritmem.

2.2.2 Metoda větv́ı a meźı

V popisu metody větv́ı a meźı autor vycházel z [10] a [11], pokud nebude
uvedeno jinak.

Metoda větv́ı a meźı spoč́ıvá v prohledáváńı stavového prostoru, respektive
množiny všech řešeńı pomoćı děleńı (větveńı) této množiny na podmnožiny na
základě přidáváńı omezuj́ıćıch podmı́nek. Tyto nové omezuj́ıćı podmı́nky jsou
většinou reprezentovány stanoveńım hodnot optimalizačńıch proměnných. Al-
goritmus konč́ı po prohledáńı všech řešeńı, což může nastat př́ımo expli-
citńım prohledáńım nebo vyloučeńım z prohledáváńı. Pokud množina všech
př́ıpustných řešeńı neńı nekonečná a generované podmnožiny maj́ı vždy menš́ı
velikost než množina ze které byly vyděleny, poté tato metoda najde optimálńı
řešeńı v konečném čase.

Pomoćı teorie graf̊u se tato metoda reprezentuje jako zakořeněný strom.
Základńı pojmy poj́ıćı se ke grafové reprezentaci dle [1] jsou:

• Vrchol: Reprezentuje nějakou množinu řešeńı. Vrcholy lze rozdělit na 3
druhy:

– Kořen: Reprezentuje množinu všech řešeńı, tedy bez omezuj́ıćıch
podmı́nek.

– List: Reprezentuje jedno konkrétńı řešeńı jednoznačně určeno ome-
zuj́ıćımi podmı́nkami na cestě od tohoto listu ke kořeni. Tato cesta
se nazývá větev stromu.

– Mezilehlý vrchol: Neńı kořenem ani listem. Je to podmnožina
množiny všech řešeńı s velikost́ı větš́ı než jedna, která je určena
omezuj́ıćımi podmı́nkami vztahuj́ıćımi se k tomuto vrcholu.

• Větev: Představuje cestu od kořene k listu a reprezentuje jedno konkrétńı
řešeńı.

• Nerozvětvený vrchol: Jedná se o vrchol, který může být dále rozvětven.
Je to bud’ kořen nebo mezilehlý vrchol.

• Funkce stanovuj́ıćı mez: Pro vrchol stanovuje optimistický odhad
hodnoty účelové funkce, které je možné dosáhnout.
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2.2. Př́ıstupy k exaktńımu řešeńı batohu 0-1

• Větveńı vrcholu: Stanovuje zp̊usob větveńı vrcholu. Má dvě hlavńı
části a to, jak vybrat proměnnou použitou k větveńı a samotný zp̊usob
větveńı.

• Dosud nejlepš́ı nalezené řešeńı: Pokud je nalezeno řešeńı, je po-
rovnáno s dosavadńım nejlepš́ım nalezeným řešeńım, pokud je lepš́ı je
dosavadńı nejlepš́ı řešeńı t́ımto řešeńım nahrazeno. Pokud neńı počátečńı
hodnota explicitně vypoč́ıtána je iniciálńı hodnota +∞ u minimalizace
a −∞ u maximalizace.

Nyńı budou popsány části algoritmu, autor bude vycházet z [10] a [11]:

• Větveńı: Větveńı určuje postup, jak dělit množinu řešeńı na dvě a v́ıce
podmnožin, kdy podmnožina muśı splňovat omezeńı svých předk̊u spolu
s omezuj́ıćı podmı́nkou na základě které byla vydělena z jej́ı nadmnožiny.
S každým daľśım děleńım se d́ıky přibývaj́ıćım omezeńım množiny řešeńı
zmenšuj́ı a stávaj́ı se v́ıce specifickými. Konkrétńı strategie záviśı na
problému, na který je algoritmus uplatněn. Maximálńı počet potomk̊u
vytvořených z jednoho vrcholu se nazývá větv́ıćı faktor.

• Výběr proměnné k větveńı: K rozděleńı množiny řešeńı je třeba
vybrat proměnnou, podle které děleńı množiny na podmnožiny bude
prob́ıhat.

• Prohledáváńı: Pokud existuje v́ıce vygenerovaných podmnožin, ve kterých
se může nacházet optimálńı řešeńı, je třeba rozhodnout, kterou podmnožinu
vybrat k daľśımu prohledáváńı. Základńı techniky použ́ıvané pro pro-
hledáváńı stavového stromu při technice větv́ı a meźı jsou:

– best first search,
– depth firt search,
– breadth first search,
– cyclic best first search.

• Stanovováńı meźı: Pro hledáńı meze slouž́ı funkce stanovuj́ıćı mez,
která odhadne, jaké nejlepš́ı hodnoty účelové funkce daná množina řešeńı
může nabývat. Mez je určována jen u vrchol̊u, které nemaj́ı potomky,
nebot’ slouž́ı k jejich př́ıpadnému vyloučeńı z daľśıho prohledáváńı. Aby
nebyla vyloučena množina řešeńı s optimálńım řešeńım je d̊uležité, aby
funkce stanovuj́ıćı mez byla optimistická, tedy aby množinu řešeńı ohod-
notila vždy lépe než účelová funkce, ale zároveň by měla být co nejpřesněǰśı,
což je často vykoupeno rostoućım výpočetńım časem. Pro listy by se hod-
nota účelové funkce měla rovnat hodnotě funkce určuj́ıćı meze, nebot’ je
dáno právě jedno jednoznačné řešeńı. Pro nadmnožinu by ohodnoceńı
mělo být lepš́ı nebo stejné jako ohodnoceńı jej́ı podmnožiny.

11



2. Batoh 0-1

• Prořezáváńı: Pokud je dán např́ıklad větv́ıćı faktor dva, počet vrchol̊u
prohledávaćıho stromu při n prvćıch bude

∑n
i=1 2i vrchol̊u. Z d̊uvodu

takto velkého počtu vrchol̊u se přistupuje k technice prořezáváńı, která
redukuje velikost stavového prostoru nutného k prohledáńı.
Prořezáváńı může nastat na základě 3 skutečnost́ı:

– Prořezáváńı na základě splnitelnosti množiny řešeńı: Pokud
všechny řešeńı z dané množiny porušuj́ı omezuj́ıćı podmı́nky kla-
dené na řešeńı, potom může být tato množina vyloučena z daľśıho
prohledáváńı.

– Prořezáváńı na základě dosavadńıho nejlepš́ıho nalezeného
řešeńı a meze dané množiny řešeńı: Pokud je stanovené do-
savadńı nejlepš́ı řešeńı je možné vyloučit z daľśıho prohledáváńı
množiny řešeńı jejichž horńı mez je horš́ı než toto řešeńı. Prořezáváńı
je možné, nebot’ horńı mez dané množiny ř́ıká optimistický odhad
nejlepš́ıho možného výsledku účelové funkce dané množiny. Pokud
je tato horńı mez horš́ı než dosavadńı nejlepš́ı nalezené řešeńı, po-
tom je patrné, že v dané množině se nenacháźı lepš́ı řešeńı a neńı
třeba se touto množinou dále zabývat. Často je nalezeno počátečńı
nejlepš́ı řešeńı pomoćı heuristiky, nebot’ umožňuje toto prořezáváńı
již od začátku běhu algoritmu.

– Prořezáváńı na základě dominance jedné množiny řešeńı
nad druhou: Tento typ prořezáváńı nastává, pokud jedna množina
řešeńı dominuje jinou, tedy pokud pro každé řešeńı z jedné množiny
existuje lepš́ı nebo stejné řešeńı z množiny druhé.

Dle [10] je, bez uplatněńı technik prořezáváńı, které značně zlepšuj́ı časovou
náročnost algoritmu, asymptotická složitost O(M · bd), kde b je větv́ıćı fak-
tor, d je maximálńı délka větve a M je maximálńı čas nutný ke zpracováńı
jednoho vrcholu.

2.2.2.1 Metoda větv́ı a meźı v kontextu batohu 0-1

Pro batoh 0-1 optimalizačńı proměnné nabývaj́ı pouze dvou hodnot, a to bud’ 0
nebo 1, větv́ıćı faktor je tedy 2. Bud’ je př́ıtomnost prvku v batohu vyloučena
nebo přikázána. Většina algoritmů tohoto typu pracuje s efektivitou prvk̊u,
respektive poměrem jejich velikosti a zisku. Tento poměr je možné využit při
výběru proměnných k větveńı, stanoveńı meźı apod.

Dle [12] je v každé množině řešeńı možné jednotlivé prvky klasifikovat
podle omezuj́ıćıch podmı́nek jako:

• zahrnuté v řešeńı,

• vyloučené z řešeńı,
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• jako prvky o kterých dosud nebylo nerozhodnuto a nejsou tedy ani za-
hrnuté ani vyloučené.

Dále pokud množina obsahuje jen prvky, které jsou určené omezuj́ıćımi podmı́nkami,
obsahuje tato množina právě jedno řešeńı.

Dle [8] je tradičńı horńı meźı tzv. continous knapsack problem spoč́ıvaj́ıćı v
relaxaci podmı́nky na celoč́ıselnost vektoru př́ıtomnosti. Při seřazeńı prvk̊u se-
stupně dle efektivity je optimálńı řešeńı dané umı́stěńım do batohu co nejdeľśıho
souvislého intervalu prvk̊u od nejefektivněǰśıho, zbývaj́ıćı kapacita je zaplněna
efektivitou prvńıho prvku, který se již celý nevešel do batohu. Tento prvńı pr-
vek, který se již do batohu nevešel, se nazývá kritický prvek.

2.2.3 Dynamické programováńı

Před popsáńım metody dynamického programováńı je třeba popsat metodu
ze které vycháźı, a to metodu rozděl a panuj.

Rozděl a panuj

Základńım stavebńım kamenem metody rozděl a panuj je dle [13] nalezeńı
rekurentńıho vztahu, kdy z řešeńı podproblémů je skládáno řešeńı celého
problému. Metoda se dle [13] skládá z následuj́ıćıch krok̊u:

1. Rozděl: Rozděĺı problém na menš́ı podproblémy. Je výhodné, pokud
podproblémy maj́ı podobnou, nejlépe stejnou velikost.

2. Panuj: Vyřeš́ı vytvořené podproblémy z předchoźıho kroku. Bud’ rekur-
zivně vytvořeńım daľśıch podproblémů, nebo př́ımo pokud algoritmus
došel k triviálńımu podproblému, ke kterému je známé řešeńı bez ohledu
na instanci problému, nebo jiným algoritmem, pokud je vhodněǰśı než
daľśı rekurzivńı děleńı.

3. Slož: Slož́ı řešeńı problému z podproblému vydělených z tohoto problému
a př́ıpadně z části tohoto problému nevyděleného do podproblémů vyřešenou
na úrovni tohoto problému.

Dynamické programováńı

Při popisu dynamického programováńı bude vycházeno z [14].
Pokud se při děleńı problému na podproblémy objevuj́ı ve významném

množstv́ı opakuj́ıćı se podproblémy, pak je metoda rozděl a panuj řeš́ı pokaždé
znovu. Nebot’ toto opakované řešeńı stejných podproblémů může významně
ovlivnit efektivitu algoritmu, přistupuje se v takovém př́ıpadě k modifikaci této
metody o zapamatováńı si již vyřešených podproblémů. Dı́ky tomu je každý
podproblém řešen maximálně jednou a následně je jeho řešeńı uloženo pro daľśı
použit́ı. Tato modifikace se nazývá dynamické programováńı. Cenou za tuto
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vyšš́ı efektivitu je větš́ı pamět’ová náročnost a režie spojená s uchováváńım již
vyřešených podproblémů.

Pro využit́ı metody dynamického programováńı je třeba, aby řešený problém
měl vlastnost optimal substructure, která ř́ıká že optimálńı řešeńı problému je
obsaženo v optimálńıch řešeńıch jeho podproblémů. Tato podmı́nka plat́ı i pro
metodu rozděl a panuj. K vlastnosti optimal substructure je u dynamického
programováńı přidána podmı́nka na opakováńı stejných podproblémů neboli
podmı́nka, že problém obsahuje takzvané překrývaj́ıćı se podproblémy.

Je výhodné, pokud je problém rozložen na menš́ı množstv́ı často se opa-
kuj́ıćıch podproblémů. Poté dynamické programováńı využije svoji hlavńı výhodu
v podobě ukládáńı si již vyřešených podproblémů. Pokud by naopak opa-
kuj́ıćıch se podproblémů bylo zanedbatelné množstv́ı, potom by režie spojená
s dynamickým programováńım mohla převážit přidanou hodnotu oproti me-
todě rozděl a panuj.

Dva základńı př́ıstupy se stejnou asymptotickou složitost́ı jsou:

• Metoda zdola nahoru, kdy se postupuje od nejmenš́ıch podproblémů
k větš́ım, ze kterých se skládá postupně celé řešeńı. Nevýhoda tohoto
př́ıstupu spoč́ıvá v řešeńı všech podproblémů, tedy i těch které nejsou k
nalezeńı řešeńı problému potřeba.

• Metoda shora dol̊u, kdy se zač́ıná od celého problému, který se děĺı na
menš́ı podproblémy, z jejichž řešeńı skládá řešeńı sebe sama. Tedy jsou
řešeny jen podproblémy nutné k nalezeńı řešeńı problému. Nevýhodou
tohoto př́ıstupu je větš́ı režie s uchováváńım hodnot již vyřešených pod-
problémů a větš́ı režie spojená s řešeńım jen určitých podproblémů.

2.2.3.1 Dynamické programováńı v kontextu batohu 0-1

V této sekci bude vycházeno z [15].
Batoh 0-1 má vlastnost optimal substructure, nebot’ odstraněńım libo-

volného prvku z optimálńıho řešeńı zbude optimálńı řešeńı pro zredukova-
nou instanci batohu o kapacitě c - wn a s prvky zvažovanými k umı́stěńı do
řešeńı jako originálńı problém, ale bez prvku xn. Pokud by tomu tak nebylo,
optimálńı řešeńı by nebylo optimálńı, nebot’ zlepšeńım řešeńı redukované in-
stance by bylo zlepšeno i p̊uvodńı optimálńı řešeńı, které ale tedy nemohlo
být optimálńı. Na tomto faktu je založen př́ıstup k řešeńı batohu 0-1 pomoćı
dynamického programováńı, kdy k podmnožině prvk̊u {x1, ..., xj−1}, pro kte-
rou je již známé optimálńı řešeńı, je přidán daľśı prvek xj a pro tuto novou
podmnožinu prvk̊u {x1, ..., xj−1, xj} je nalezeno optimálńı řešeńı. Vztah mezi
optimálńımi řešeńımi těchto dvou podmnožin je možné zapsat pomoćı Bell-
manovy rekurze uvedené v [16] následovně

zj(d) =
{

zj−1(d) pokud d < wj ,

max{zj−1(d), zj−1(d− wj) + pj} pokud d ≥ wj ,
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2.2. Př́ıstupy k exaktńımu řešeńı batohu 0-1

kde zj(d) představuje optimálńı řešeńı pro množinu prvk̊u {x1, ..., xj−1, xj} a
kapacitu batohu d. Pokud d < wj , potom přidávaný prvek má větš́ı velikost
než je zvažovaná kapacita batohu, nemuśıme ho tedy uvažovat. Pokud d ≥ wj ,
potom je třeba rozhodnout jestli prvek do batohu umı́stit nebo ne, aby řešeńı
bylo optimálńı.

Podle výše uvedeného je možné zkonstruovat tradičně uváděný algoritmus
Dynamic programming by weights využ́ıvaj́ıćı metody dynamického progra-
mováńı zdola nahoru. Iniciálně z0(d) = 0 pro d = 0, ..., c, kde c je kapacita
batohu. Dále algoritmus iteruje od j = 1 do j = n, kde n je počet prvk̊u. V
iteraci jsou zvažovány prvky 1...j pro které je hledáno optimálńı řešeńı pro
d = 0, ..., c. Je tedy konstruována pomyslná tabulka s n sloupci a c řádky.

Tento algoritmus má asymptotickou časovou a pamět’ovou složitostO(n·c),
kde n je počet prvk̊u a c je kapacita batohu. Řeš́ı tedy problém batohu 0-1 v
pseudo-polynomiálńım čase. Bez požadavku na konfiguraci výsledného řešeńı
lze algoritmus modifikovat tak, že má pamět’ovou složitost O(c).

Kombinace dynamického programováńı s horńı meźı bude popsána v ka-
pitole 3.2.4.

2.2.4 Problém jádra

Dle [15] tato metoda stoj́ı na myšlence, že prvky s vysokou efektivitou maj́ı
vyšš́ı pravděpodobnost umı́stěńı do batohu než prvky s efektivitou ńızkou,
respektive že pravděpodobnost př́ıtomnosti prvk̊u s vysokou efektivitou v op-
timálńım řešeńı je skoro jistá a prvk̊u s ńızkou efektivitou takřka vyloučena. O
př́ıtomnosti prvku neřad́ıćıch se ani do jedné z kategoríı je třeba rozhodnout.
Výhoda řešeńı problému jádra spoč́ıvá ve skutečnosti, že je většinou nalezeno
dobře využitelného řešeńı k prořezáváńı, a zafixováńı př́ıtomnosti prvk̊u v
řešeńı pomoćı redukčńıch algoritmů.

Autor pro popis jádra a problému jádra vycházel z [17], kde byly dané
pojmy definovány. Necht’ jsou prvky seřazené podle efektivity a je dán vektor
př́ıtomnosti vyjadřuj́ıćı optimálńı řešeńı. Dále necht’

• j0 = prvńı 0 ve vektoru přitomnosti,

• j1 = posledńı 1 ve vektoru přitomnosti.

Potom interval [j0, j1] pokud j0 ≤ j1, nebo [j1, j0] pokud j1 ≤ j0 je jádrem
instance problému batohu 0-1.

Problém jádra je definován jako řešeńı instance problému, kde prvky před
j0 jsou zahrnuty v řešeńı, prvky za j1 nejsou zahrnuty v řešeńı a o umı́stěńı
prvk̊u z intervalu [j0, j1] do řešeńı muśı být rozhodnuto.

Vzhledem k tomu, že optimálńı vektor př́ıtomnosti neńı znám před vyřešeńım
dané instance problému se dle [15] přistupuje se k odhadu jádra v čase O(n).
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2.2.5 Metoda hrubé śıly

Metoda hrubé śıly spoč́ıvá ve prohledáńı všech řešeńı, což zaručuje nale-
zeńı správného výsledku. Časová složitost je vázána na počet všech řešeńı,
který může stoupat velice rychle s rostoućı velikost́ı problému. S prostým pro-
hledáńım všech řešeńı se poj́ı lehká implementace. Tento př́ıstup lze využ́ıt jako
dolńı mez pro hodnoceńı výkonnosti jiných algoritmů pod kterou by neměli
klesnout.

2.2.5.1 Metoda hrubé śıly v kontextu batohu 0-1

Pro implementaci metody hrubé śıly pro problém batohu 0-1 se lze inspirovat
algoritmem generuj́ıćım všechny kombinace z ṕısmem nějakého řetězce. Tedy
převedeno na problém batohu 0-1, všechny kombinace prvk̊u. Dále neńı nutné
přidávat daľśı prvky do řešeńı překračuj́ıćı kapacitu batohu, č́ımž dojde k
určité redukci stavového prostoru.
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Kapitola 3
Popis vybraných algoritmů

Pokročilé algoritmy pro řešeńı problému batohu 0-1 využ́ıvaj́ı kombinaci r̊uzných
metod, nicméně je jejich součást́ı metoda větv́ı a meźı nebo dynamické pro-
gramováńı.

Jako zástupce metody větv́ı a meźı si autor pro implementaci a paralelizaci
vybral algoritmus MT1, který je využit v algoritmu MT2 popsaném v [18],
který je využit algoritmu MTHard zmı́něném v kapitole 2.2.

Dále si autor vybral algoritmus stoj́ıćı na metodě dynamického progra-
mováńı popsaný v [19], na který bude autor v textu odkazovat pod zkratkou
HS1974, který přináš́ı rozděleńı jedné instance batohu na v́ıce nezávislých in-
stanćı, které jsou řešeny odděleně a je proto zaj́ımavý z hlediska paralelizace.
Samotné dynamické programováńı je možné implementovat metodou Dyna-
mic programming with lists popsanou v [15], autor se na tento algoritmus bude
v textu odkazovat zkratkou DPwL. Algoritmus DPwL je využit jako součást
algoritmů minknap a combo zmı́něných v kapitole 2.2.

3.1 Algoritmus MT1
Následuj́ıćı algoritmus je popsán v [20] a autor z tohoto zdroje vycházel. Tento
algoritmus stoj́ı na metodě větv́ı a meźı, využ́ıvá prohledávaćı strategíı depth
first search, dále na ńı bude odkazováno pod zkratkou DFS, a horńı meze
popsané ńıže.

Prvńı krok algoritmu spoč́ıvá v seřazeńı prvk̊u sestupně podle efektivity,
v textu bude toto seřazeńı uvažováno jako sestupné zleva doprava, kdy prvńı
prvek zleva bude uvažován jako prvńı a prvńı prvek zprava jako posledńı.
Tento krok přináš́ı časovou složitost O(n · log(n)), kde n je velikost vstupu.
Poté je pro každý prvek zaznamenána nejmenš́ı hodnota váhy prvk̊u od něj
napravo.

Algoritmus přicháźı s novou horńı meźı, která se od horńı meze źıskané
řešeńım continous knapsack problem lǐśı úvahou, že optimálńıho řešeńı může
být dosaženo umı́stěńım nebo neumı́stěńım kritického prvku do batohu, ne-
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3. Popis vybraných algoritmů

cht’ je kritický prvek označen xl+1. Tedy pokud prvek xl+1 nebude umı́stěn
do řešeńı, je nejlepš́ı potencionálńı řešeńı dáno vyplněńım zbývaj́ıćı kapacity
efektivitou prvku xl+2:

B1 =
l∑

j=1
pj + [(c−

l∑
j=1

wj) · pl+2/wl+2]

Pokud prvek xl+1 bude umı́stěn do řešeńı, je třeba mu uvolnit mı́sto od-
straněńım části předcházej́ıćıho prvku:

B2 =
l∑

j=1
pj + [pl+1 − (wl+1 − (c−

l∑
j=1

wj)) · pl/wl]

Větš́ı z B1 a B2 je horńı mez. Korektnost horńı meze plyne ze skutečnosti,
že do řešeńı byly umist’ovány prvky s největš́ı efektivitou a tedy nemůže být
nalezeno lepš́ı řešeńı. Tato mez je vždy menš́ı nebo rovna mezi źıskané pomoćı
continous knapsack problem, tedy tento př́ıstup určuje horńı mez přesněji. Pro
d̊ukaz autor čtenáře odkazuje do uvedeného zdroje.

V pr̊uběhu algoritmu jsou prováděny následuj́ıćı testy:

• Test na horńı mez celé instance problému / test 1: Pokud účelová funkce
ohodnot́ı řešeńı hodnotou rovné horńı mezi instance problému, bylo na-
lezeno optimum a neńı třeba pokračovat v prohledáváńı.

• Test na horńı mez 1 / test 2: Je dáno budované řešeńı A a prvek x, který
může být umı́stěn do řešeńı A. Je otestováno, jestli řešeńı B vzniklé
z řešeńı A vyplněńım zbývaj́ıćı kapacity efektivitou prvku x zlepš́ı do-
savadńı nejlepš́ı řešeńı. Protože každý prvek za prvkem x má stejnou
nebo horš́ı efektivitu, je řešeńı B nejlepš́ı řešeńı jakého lze potencionálně
dosáhnout s právě budovaným řešeńım. Tato horńı mez je porovnána s
dosavadńım nejlepš́ım řešeńım. Pokud je dosavadńı nejlepš́ı řešeńı lepš́ı,
test neuspěl.

• Test na horńı mez 2 / test 3: Je dáno budované řešeńı A a prvek xj , který
se nevešel do batohu v souvislém intervalu prvk̊u přidávaným do řešeńı.
Je vypoč́ıtána horńı mez řešeńı A stejným zp̊usobem jako horńı mez pro
celou instanci batohu. Tato mez je následně porovnána s dosavadńım
nejlepš́ım řešeńım. Pokud je dosavadńı nejlepš́ı řešeńı lepš́ı, test neuspěl.

• Test na optimalitu / test 4: Řešeńı je porovnáno s dosavadńım nejlepš́ım
řešeńım, pokud je hodnota jeho účelové funkce lepš́ı, je j́ım nahrazeno
dosavadńı nejlepš́ı řešeńı.

Algoritmus je rozdělen na tři části, v textu budou nazývané inicializačńı,
dopředný krok a zpětný krok.
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3.1. Algoritmus MT1

Inicializačńı část nastav́ı proměnné na počátečńı hodnoty, seřad́ı prvky
dle efektivity a nalezne horńı mez celé instance problému. Pokud při výpočtu
horńı meze byla zaplněna celá kapacita batohu, je daná horńı mez i optimálńım
řešeńım a algoritmus konč́ı. Pokud se tak nestalo následuje dopředný krok.

Dopředný krok se skládá ze dvou část́ı, budovatelské a ukládaćı:

• Budovatelská část: Pokud se vpravo od posledńıho prvku přidaného do
řešeńı nacházej́ı prvky s vahou menš́ı než zbývaj́ıćı kapacita batohu jsou
procházeny po jednom prvky napravo od prvku, který se v posledńım
dopředném chodu již nevešel do batohu. Každý tento prvek je podroben
testu 2, pokud neuspěje pokračuje se zpětným krokem, jinak je takto po-
stupováno dokud neńı nalezen prvńı prvek, který lze umı́stit do batohu,
aniž by jeho přidáńı do budovaného řešeńı porušilo omezuj́ıćı podmı́nku
na kapacitu batohu. Následně je ve směru zleva doprava od nalezeného
prvku přidán do batohu největš́ı možný souvislý interval prvk̊u jenž ne-
porušuje omezuj́ıćı podmı́nku na kapacitu. Po tomto je proveden test 1,
poté test 3, pokud neuspěje pokračuje se zpětným chodem, jinak algo-
ritmus pokračuje do ukládaćı části.

• Ukládaćı část: Ulož́ı právě budované řešeńı a pokud je možné přidat do
batohu prvky napravo od naposled přidaného prvku, je zavolána znovu
budovatelská část. Jinak je s právě zbudovaným řešeńım proveden test 4
a následuje zpětný krok.

Při zpětném kroku jsou prvky nahrazovány zprava, respektive od prvńıho
prvku zprava zahrnutého v řešeńı, tedy od prvk̊u s nejmenš́ı efektivitou. Necht’
je nahrazovaný prvek označen x. Tento prvek je odstraněn z řešeńı.

Jestliže před odstraněńım prvku x zbývala kapacita na přidáńı prvk̊u
vpravo od x, potom algoritmus pokračuje dopředným krokem. Pokud před
odstraněńım prvku x nezbývala kapacita na přidáńı prvk̊u vpravo od něj a
zároveň prvek neńı posledńı, stoj́ı následuj́ıćı postup na úvaze, že řešeńı je
možné zlepšit substitućı tohoto prvku za prvky vpravo od něj, tedy prvky s
nižš́ı efektivitou, jen pokud:

1. Je prvek x nahrazen jiným prvkem, který má vyšš́ı hodnotu zisku a je
možné ho umı́stit do řešeńı z hlediska zbývaj́ıćı kapacity. Tento prvek
muśı mı́t také větš́ı váhu, nebot’ má nižš́ı efektivitu než prvek x.

2. Je prvek x nahrazen alespoň dvěma prvky, každý s nižš́ı vahou a s nižš́ı
hodnotou zisku, které ale maj́ı společně vyšš́ı hodnotu zisku než prvek x.
Pokud by měl přidávaný prvek větš́ı váhu a nižš́ı hodnotu zisku, pak by
řešeńı jednoznačně zhoršil, dále nemůže mı́t nižš́ı váhu a vyšš́ı hodnotu
zisku, nebot’ potom by měl vyšš́ı efektivitu a ležel nalevo od prvku x.

Algoritmus po jednom testuje prvky napravo od nahrazovaného prvku na
zmı́něné dva př́ıpady, dokud je test 2 pro tyto prvky úspěšný a zbývaj́ı prvky
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3. Popis vybraných algoritmů

k otestováńı, jinak následuje zpětný krok. Necht’ nalezne prvek y. Pokud na-
stane př́ıpad 1 je proveden test 4 pro řešeńı s prvkem y, poté se testuje daľśı
prvek v pořad́ı na zmı́něné dva př́ıpady. Pokud nastane př́ıpad 2, je pro daný
prvek proveden test 2, tedy je testováno jestli by dosavadńı nejlepš́ı řešeńı
bylo zlepšeno pokud by k prvku y byl nalezen prvek nebo prvky se stejnou
efektivitou a s kterým/i by měli dohromady velikost rovnou zbývaj́ıćı kapacitě
batohu, což je nejlepš́ı možný př́ıpad, který může nastat. Pokud test 2 uspěje,
pokračuje algoritmus dopředným krokem, který bude hledat daľśı prvky k
prvku y. Jinak je testován daľśı prvek v pořad́ı na zmı́něné dva př́ıpady.

T́ımto postupem je dosaženo prohledávaćı strategie DFS, č́ımž je redu-
kována pamět’ová náročnost, nebot’ algoritmus si muśı pamatovat jen aktuálńı
vrchol. Nicméně zanořováńı neńı slepé, ale mı́̌rené na nejnadějněǰśı řešeńı po-
moćı přidáváńı prvk̊u zleva, nebot’ d́ıky řazeńı dle efektivity maj́ı tyto prvky
vyšš́ı efektivitu a zároveň takovéto řešeńı bude dobře využitelné k prováděným
test̊u využ́ıvaj́ıćı dosavadńı nejlepš́ı řešeńı. Zmı́něný dopředný krok a zpětný
krok reprezentuj́ı dopředný krok a zpětný krok algoritmu DFS. Prořezáváńı
na základě meźı realizuj́ı jednotlivé výše zmı́něné testy, dále algoritmus ve
svém pr̊uběhu kontroluje omezuj́ıćı podmı́nku na kapacitu a nedocháźı tedy k
prohledáváńı nesplnitelných řešeńı.

3.2 Algoritmus DPwL

Pro popis tohoto př́ıstupu bude autor vycházet z [15] včetně uvedených pseu-
dokód̊u.

3.2.1 Stavy a dominance stav̊u

Dle [8] stav batohu představuje nějaké řešeńı vyjádřené dvojićı {w,p}, kde
w je součet vah a p součet hodnot zisk̊u prvk̊u umı́stěných v tomto řešeńı do
batohu. Dále lze z daľśıho prohledáváńı vyloučit stav, který má při stejné nebo
vyšš́ı váze menš́ı hodnotu zisku oproti jinému stavu, poté je j́ım dominován.
Nav́ıc pro tento stav plat́ı, že pokud je v nějakém řešeńı nahrazen stavem,
který jej dominuje, vznikne lepš́ı řešeńı a tedy dominovaný stav nikdy nemůže
vyústit v optimum.

3.2.2 Pr̊uběh algoritmu

Tento algoritmus je založen na generováńı a slučováńı podle váhy vzestupně
uspořádaných seznamů nedominuj́ıćıch se stav̊u. Necht’ Lj−1 představuje se-
znam se stavy źıskanými z množiny prvk̊u {x1, ..., xj−1}, potom Lj je źıskán
vygenerováńım nového seznamu L′j−1 přičteńım prvku xj = {wj , pj} ke každému
stavu v seznamu Lj−1 a sloučeńım Lj−1 s L′j−1, kdy toto sloučeńı zachovává
zmı́něné vlastnosti, tedy eliminaćı dominovaných stav̊u a uspořádanost.
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3.2. Algoritmus DPwL

Algoritmus 1 Algoritmus DPwL
Vstup: - (w1, ..., wn), (p1, ..., pn)
Výstup: stav s největš́ım ziskem

1: L0 =
〈
(0, 0)

〉
2: for i = 1 to n do
3: L′j−1 := Lj−1 ⊕ (wj , pj) {přidej (wj , pj) ke každému stavu z L′j−1}
4: vymaž všechny stavy z L′j−1, které překračuj́ı kapacitu batohu
5: Lj := merge(Lj−1, L′j−1)
6: return stav s největš́ım ziskem z Ln

Z uspořádanosti podle váhy a eliminace dominovaných stav̊u plyne také
uspořádanost podle zisku. Nebot’ pokud je vzat stav A a libovolný stav B
nacházej́ıćı se v seznamu před ńım by měl vyšš́ı hodnotu zisku, potom by stav
B, vzhledem ke své nižš́ı váze a vyšš́ımu zisku, dominoval stav A, což by byl
spor s t́ım, že jsou eliminovány dominované stavy.

Při slučováńı dvou seznamů do nového seznamu je postupováno tak, že z
L′j−1 a Lj−1 je vybrán stav s nejmenš́ı vahou, označme (w, p), a odstraněn
z daného seznamu. Dále je tento stav porovnán se stavem s největš́ı vahou
z nového seznamu, označme (w′, p′). Následně mohou nastat z hlediska do-
minance stav̊u tři možnosti, stav (w, p) je dominován stavem (w′, p′), stav
(w′, p′) je dominován stavem (w, p), mezi stavy (w, p) a (w′, p′) neńı z hlediska
dominance žádný vztah.

Algoritmus 2 Sloučeńı dvou seznamů
Vstup: Lj−1, L′j−1
Výstup: Lj

1: Lj =
〈
(∞, 0)

〉
2: přidej na konec (Lj−1 a L′j−1) stav (∞, 0)
3: repeat
4: vezmi stav (w, p) s nejmenš́ı vahou z Lj−1 a L′j−1 a odstraň ho z daného

listu
5: if w 6=∞ then
6: vezmi stav (w′, p′) s největš́ı vahou z Lj

7: if p > p′ then
8: if w ≤ w′ then
9: nahrad’ stav (w′, p′) v Lj stavem (w, p)

10: else
11: přidej stav (w, p) na konec Lj

12: until w =∞
13: return Lj
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Na rozd́ıl od základńıho př́ıstupu k řešeńı batohu 0-1 pomoćı Dynamic
programming by weights, kdy je hledáno optimálńı řešeńı pro každou kapa-
citu, hledá tento př́ıstup optimálńıho řešeńı jen pro kapacity rovné součtu
vah nějaké kombinace prvk̊u. Tento předpoklad neporuš́ı nalezeńı optimálńıho
řešeńı, nebot’ každé řešeńı má přǐrazenou kapacitu, kterou zab́ırá, a jež je kom-
binaćı vah prvk̊u v něm zahrnutých. Kapacitu, ke které nepatř́ı žádné řešeńı
neńı nutné uvažovat, nebot’ se neporuš́ı podmı́nka zvážeńı všech možných
řešeńı jako optimálńıch.

3.2.3 Složitost

Po sloučeńı dvou seznamů má výsledný seznam d́ıky eliminaci dominovaných
stav̊u velikost maximálně c + 1, kde c je kapacita batohu. Algoritmus provede
n iteraćı, kde n je počet prvk̊u, což dává asymptotickou složitostO(c·n). Nebot’
stavy představuj́ı nějaké řešeńı, kterých je maximálně 2n, lze asymptotickou
složitost také vyjádřit jako O(min(c · n, 2n).

3.2.4 Dynamické programováńı s horńı meźı

V [15] je popsán př́ıstup dynamického programováńı kombinovaný s tech-
nikou prořezáváńı jako v metodě větv́ı a meźı. Při použiti výše popsaného
př́ıstupu algoritmu DPwL lze na každý stav nahĺıžet jako na vrchol v me-
todě větv́ı a meźı. Poté je pro tyto stavy nalezena horńı mez a porovnána s
největš́ı dosud nalezenou hodnotou zisku nějakého stavu. Pokud je horńı mez
menš́ı, je možné stav odstranit ze seznamu, nebot’ nevyúst́ı v lepš́ı řešeńı nežli
daný stav s momentálně největš́ı hodnotou zisku.

3.3 Algoritmus HS1974

Algoritmus je popsán v [19] a autor z tohoto zdroje bude v této sekci vycházet,
pokud nebude uvedeno jinak.

Myšlenka, kterou algoritmus přináš́ı je rozděleńı množiny prvk̊u na dvě
stejně velké části, až na př́ıpadný lichý prvek, které jsou brány jako nezávislé
instance problému batohu. Tyto instance jsou vyřešeny ve smyslu, který bude
uveden ńıže. Následně je v těchto dvou řešeńıch daných instanćı nalezeno
řešeńı originálńı instance.

3.3.1 Řešeńı dvou nezávislých instanćı

Algoritmus požaduje pro nezávislé instance problému nalezeńı všech nedomi-
nuj́ıćıch se stav̊u z množin {x1, ..., xj} pro j = 1...n, kde n je počet prvk̊u v
instanci. Tyto stavy muśı být seřazeny dle váhy. Dı́ky seřazenosti dle váhy
a eliminaci dominovaných stav̊u jsou stavy seřazeny i dle zisku. Autor si pro
implementaci vybral algoritmus DPwL zmı́něný v kapitole 3.2.
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3.3.2 Protisměrné prohledáváńı

Protisměrné prohledáváńı dvou podle váhy a zisku uspořádaných seznamů ne-
dominuj́ıćıch se stav̊u spoč́ıvá v současném procházeńı těchto seznamů tak, že
jeden ze seznamů je prohledáván od nejmenš́ıho stavu a druhý od největš́ıho z
hlediska jejich váhy. Algoritmus využ́ıvá faktu, že d́ıky zmı́něným vlastnostem
těchto seznamů plat́ı pro dva takové, označme A a B, že pokud stav y z A je
sloučen se stavem x z B vznikne stav p, potom žádný stav menš́ı než y nebude
po sloučeńı s x lepš́ı než p a žádný stav menš́ı než x nebude po sloučeńı s y
lepš́ı než p. Složitost protisměrného prohledáváńı je O(max(|A|, |B|)).

Algoritmus 3 Protisměrné prohledáváńı dvou seznamů
Vstup: seznam A, seznam B
Výstup: Stav z A a stav z B, které maj́ı dohromady nejvyšš́ı hodnotu zisku

1: {A a B jsou indexovány od nuly}
2: a := |A|, b := |B|
3: indexToListB = b, indexToListA = 1
4: c := kapacita batohu
5: maximum = 0
6: for i = indexToListB − 1 to 0 do
7: while indexToListA < a do
8: if Ai(w) + Bj(w) > c then
9: break

10: else if Ai(p) + Bj(p) > maximum then
11: maximum = Ai(p) + Bj(p)
12: indexToListA = indexToListA + 1;
13: return maximum

3.3.3 Redukce složitosti

Necht’ je dána instance problému batohu 0-1 o kapacitě c a n prvćıch, poté je
počet všech řešeńı 2n. Pokud bude instance problému rozdělena na dvě části
o n/2 prvćıch, potom budou mı́t obě části počet všech řešeńı 2n/2, celkem
tedy 2 · 2n/2 = 2n/2+1. T́ımto tedy dojde ke zmenšeńı počtu všech řešeńı o
zhruba druhou odmocninu. Ze složitosti algoritmu DPwL a části protisměrné
prohledáváńı plyne složitost celého algoritmu O(min(c · n, 2n/2).
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Kapitola 4
Paralelizace

V této kapitole bude podán stručný úvod do paralelizace a následně navrhnuty
paralelńı verze vybraných algoritmů popsaných v předchoźı kapitole.

4.1 Stručný úvod do paralelizace

Autor pro tuto část vycházel z [21] pokud neńı uvedeno jinak.
Paralelizace představuje přizp̊usobeńı algoritmů k zpracováváńı v́ıce výpočetńımi

jednotkami současně. Ideálńım stavem je při použit́ı n výpočetńıch jednotek
n-krát rychleǰśı běh algoritmu, což často neńı možné kv̊uli částem algoritmu
zpracovávaným sekvenčně. Maximálńı možné zrychleni při zvážeńı sekvenčńı
a paralelizovatelné části algoritmu je definované Amhdalovým zákonem.

K ohodnoceńı kvality paralelizace sekvenčńıho algoritmu slouž́ı r̊uzné met-
riky. Mezi hlavńı metriky slouž́ıćı pro ohodnoceńı paralelńıho algoritmu patř́ı:

1. Zrychleńı porovnává čas nutný ke zpracováńı úlohy při jedné výpočetńı
jednotce ku v́ıce výpočetńım jednotkám. Zrychleńı je vyjádřeno vzor-
cem SP = T1/TP , kde TP vyjadřuje čas nutný ke zpracováńı úlohy
při p výpočetńıch jednotkách. Ideálńı zrychleńı je lineárńı, tedy při P
výpočetńıch jednotkách je dosaženo P krát rychleǰśıho výpočtu. Některé
speciálńı př́ıpady mohou dosahovat superlineárńıho zrychleńı, např́ıklad
při paralelizaci algoritmu větv́ı a meźı může doj́ıt k odř́ıznut́ı větve, d́ıky
hodnotě nalezené v jiné souběžně procházené větvi, kterou by jinak sek-
venčńı algoritmus byl nucen proj́ıt.

2. Efektivita udává pr̊uměrný př́ınos jedné výpočetńı jednotky na zrych-
leńı. Je vyjádřena vzorcem Sp/P . Ideálńı hodnota je 1, což představuje
lineárńı zrychleńı.

Paralelizace z hlediska škálovatelnosti při rostoućım počtu dat lze rozdělit
na dva př́ıstupy:

25



4. Paralelizace

• Datový paralelismus je př́ıstup při kterém s rostoućım počtem dat
roste možnost paralelizace, jedná se tedy o přistup s dobrou škálovatelnost́ı
při rostoućım počtu dat.

• Funkčńı paralelismus označuje přistup, kdy jsou souběžně zpracovávány
odlǐsné úlohy na stejných datech tak, že každou z těchto úloh zpracovává
právě jedno výpočetńı jádro. Z toho plyne, že výkonnost se zvedne o ma-
ximálně konstantńı faktor rovný počtu takto zpracovávaných funkćı, po-
kud jsou tyto funkce vzájemně nezávislé a maj́ı stejnou časovou náročnost.
Tento př́ıstup nemá vlastnost škálovatelnosti při rostoućım objemu dat
ke zpracováńı.

Modely pro paralelńı výpočet představuj́ı zp̊usob implementace paraleli-
zace, autor uveden jen ty, které budou vyžity v praktické části této práce:

1. Work pool model: V tomto modelu se dle [22] nacháźı uložǐstě pro
úlohy určené ke zpracováńı ze kterého jsou dynamicky přǐrazovány jed-
notlivým výpočetńım jednotkám. Tyto úlohy mohou být generovány dy-
namicky v pr̊uběhu výpočtu, nebo mohou být vygenerovány staticky na
začátku výpočtu.

2. Iteračńı paralelismus: Je dle [23] speciálńım př́ıpadem datového pa-
ralelismu, při kterém se souběžně vykonávaj́ı iterace cyklu. Paralelně
vykonávané iterace muśı být datově nezávislé.

Paralelizace byla implementována pomoćı paralelńıho zpracováńı vlákny,
v textu proto bude mı́sto pojmu výpočetńı jednotka uváděn pojem vlákno.

4.2 Návrh paralelizace algoritmu MT1
Vzhledem ke grafové interpretaci metody větv́ı a meźı se jako př́ımočarý
zp̊usob paralelizace nab́ıźı přǐrazováńı část́ı stavového prostoru k prohledáńı
jednotlivým vlákn̊um. Při děleńı problémů je třeba vyvážit zátěž co nejrov-
noměrněji mezi výpočetńı jednotky a zároveň udržovat režii spojenou s pa-
ralelńım zpracováńım v rozumných meźıch. Pokud by úlohy byly děleny na
př́ılǐs velké části, roste riziko, že nějaká z úloh bude př́ılǐs časově náročná a
jiná zase př́ılǐs málo. Kdyby naopak úlohy byly děleny na př́ılǐs malé části,
poté by sice bylo eliminováno riziko s nerovnoměrnou zátěž́ı, ale režie spojená
s přidělováńım těchto úloh výpočetńım jednotkám by mohla být př́ılǐs vysoká.
Je tedy třeba vyvážit zmı́něné dvě negativńı skutečnosti.

Prohledávaćı strategie DFS může být implementována pomoćı datové
struktury zásobńık, kdy vrcholy určené k pr̊uchodu zpětným krokem se vkládaj́ı
na vrchol zásobńıku. Poté dle [24] je prohledávaćı strategii DFS možné parale-
lizovat tak, že každé vlákno má sv̊uj zásobńık. Pokud vlákno projde zpětným
krokem všechny vrcholy ve svém zásobńıku, požádá jiné vlákno o přiděleńı
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práce. Dané vlákno poté předá část obsahu svého zásobńıku žádaj́ıćımu vláknu.
Dále je třeba zvolit strategii k rozdělováńı zátěže mezi vlákna. Nejjednodušš́ı
strategíı je náhodný výběr vlákna sd́ılej́ıćı zátěž.

Necht’ je dopředným krokem algoritmu nalezeno prvńı řešeńı, toto řešeńı je
v grafové reprezentaci větv́ı a prvek za posledńım přidaným je kritický prvek.
Toto řešeńı by mělo být dobře využitelné k prořezáváńı, nebot’ prvky byly
přidávány od prvku s největš́ı efektivitou. Autor se rozhodl tuto větev dělit po
malém počtu prvk̊u určených k projit́ı zpětným krokem mezi vlákna, posledńı
dostane zbývaj́ıćı nerozdělenou část. Tedy vlákna se budou snažit nahradit
v tomto prvńım řešeńı do něj zahrnuté prvky s nejmenš́ı efektivitou, t́ım by
mělo doj́ıt k nalezeńı řešeńı dobře využitelného k prořezáváńı. Následně každé
vlákno zpracuje jemu přǐrazené vrcholy odděleně. Po dokončeńı počátečńıch
úloh začne docházet k přerozdělováńı práce meźı vlákny.

Sd́ılenými prostředky mezi vlákny je dosavadńı nejlepš́ı řešeńı a proměnná
signalizuj́ıćı nalezeńı optimálńıho řešeńı. Nesd́ıleńı dosavadńıho nejlepš́ıho řešeńı
mezi vlákny neporuš́ı korektnost algoritmu, nebot’ d̊usledkem je potencionálńı
prohledáńı větš́ı části stavového prostoru, nežli by bylo nutné při jeho znalosti
např́ıč vlákny. Tedy stoj́ı proti sobě zvýšená režie a zbytečné procházeńı části
stavového prostoru, ve kterém nelež́ı optimálńı řešeńı. Autor se klońı sṕı̌se
k co nejrychleǰśımu sd́ıleńı mezi výpočetńımi jednotkami, aby nedocházelo
k zbytečnému procházeńı stavového prostoru a tedy k plýtváńı výpočetńım
výkonem vláken. Dále při úspěchu testu 1 uvedeného v kapitole popisuj́ıćı al-
goritmus MT1, tedy při nalezeńı optimálńıho řešeńı, je třeba signalizovat všem
výpočetńım jednotkám, že neńı třeba dále prohledávat stavový prostor. Tato
signalizace by měla být také sd́ılena co nejrychleji, aby výpočet nepokračoval
po nalezeńı optimálńıho řešeńı.

4.3 Návrh paralelizace algoritmu HS1974
Paralelizace části dynamického programováńı, kterou autor implementoval al-
goritmem DPwL, bude popsána v kapitole 4.4. Algoritmus HS1974 rozděĺı
množinu prvk̊u na dvě disjunktńı části, které jsou až do závěrečného pro-
tisměrného prohledáváńı zpracovávány jako nezávislé instance batohu, tud́ıž
je tyto části možné zpracovat paralelně.

Pro dosažeńı vyšš́ı úrovně paralelizace se nab́ıźı rozdělit množinu prvk̊u
na v́ıce než dvě disjunktńı části, např́ıklad na počet část́ı rovný počtu vláken
pod́ılej́ıćıch se na výpočtu, necht’ je počet vláken n. Každé vlákno následně
vyřeš́ı instanci problému tvořenou ji přidělenými prvky, tedy nalezne všechny
nedominuj́ıćı stavy seřazené dle váhy. Pro nalezeńı optimálńıho řešeńı ori-
ginálńı instance problému je dle [19] možné zvolit ze dvou př́ıstup̊u:

1. Slučovat po dvojićıch seznamy, dokud nezbudou dva, ve kterých je na-
lezeno optimum pomoćı protisměrného prohledáváńı. Při sloučeńı dvou
seznamů je třeba sloučit každý stav s každým, aby byly zváženy všechny
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možné konfigurace řešeńı. Autorovi se nepodařilo navrhnout ani nalézt
efektivńı algoritmus stoj́ıćı na tomto př́ıstupu.

2. Neslučovat jednotlivé seznamy, ale hledat např́ıč jimi optimálńı řešeńı.
Dle [19] je tato možnost při sekvenčńım zpracováńı časově náročněǰśı
než-li děleńı na 2 části. V [25] je uveden paralelńı algoritmus stoj́ıćı na
této myšlence řeš́ıćı problém batohu s asymptotickou časovou složitost́ı
O(log n·log c) při paralelizaci vyžaduj́ıćı O(n·c2/(log n·(log c)2)) vláken,
kde n je počet prvk̊u a c je kapacita batohu, což i při malých instanćıch
batohu vyžaduje deśıtky vláken. Z d̊uvodu takto vysokých počt̊u potřebných
vláken se autor implementaćı této paralelizace nebude zabývat. Sek-
venčńı pr̊uběh je časově náročněǰśı oproti algoritmu HS1974, což je v
souladu s uvedeným tvrzeńım z [19].

Protisměrné prohledáváńı lze paralelizovat rozděleńım seznamu přes který
se iteruje vněǰśım cyklem na n část́ı. Dále pro každou část je určen index, na
kterém zač́ıt iterovat ve vnitřńım cyklu, aby nebyly vykonávány nadbytečné
iterace. Tento index je určen pro každou část, až na posledńı, tak, že pro rozd́ıl
kapacity batohu a váhy nejmenš́ıho stavu v následuj́ıćı části je hledána horńı
mez podle váhy v seznamu přes který se iteruje ve vnitřńım cyklu.

4.4 Návrh paralelizace algoritmu DPwL
Pro tento algoritmus autor navrhl následuj́ıćı paralelizaci:

1. Paralelizovat lze přidáváńı prvku ke každému stavu v seznamu (viz řádky
3 a 4 v pseudokódu) pomoćı rozděleńı seznamu na části. Tyto části jsou
nezávislé a mohou být zpracovávány paralelně.

2. Dva seznamy ve funkci merge by bylo také možné rozdělit na části a ty
slučovat paralelně, bohužel nastává problém s t́ım, že jednotlivé části
nejsou nezávislé. Každá část se skládá z části prvńıho seznamu a části
druhého seznamu, které maj́ı být sloučeny, ale každý stav z prvńıho
seznamu muśı být porovnán s rovným nebo největš́ım menš́ım z hlediska
váhy z druhého seznamu a naopak, kv̊uli eliminaci dominovaných stav̊u.
Autor se rozhodl pro následuj́ıćı zp̊usob děleńı seznamů na nezávislé
části. Necht’ jsou dva slučované seznamy označeny jako L1 a L2. V
seznamu L1 je vybrán stav, označme y, určuj́ıćı začátek jedné části,
označme tuto část A. V L2 je nalezen největš́ı menš́ı stav z hlediska
váhy ke stavu y, označme x, dále prvńı stav po stavu x, označme z, je
začátek části z L2 k části A. Následně mohou nastat 2 možnosti:

a) Stavy y a z jsou si rovny z hlediska váhy.
b) Stav z je větš́ı než stav y z hlediska váhy, respektive je větš́ı než

po sobě jdoućı stavy y1, ..., yj , kde y1 je y.
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Pokud nastane př́ıpad a) jsou tyto části nezávislé na předchoźıch. Pokud
nastane př́ıpad b) je třeba stavem x ověřit dominanci nad stavy y1, ..., yj .
Toto lze implementovat tak, že dominované stavy jsou přesunuty do
předcházej́ıćı části, kde budou odstraněny, nebot’ se v ńı nacháźı stav x,
který je dominuje.

Tedy algoritmus bude dělit seznam L1 na části pro jejichž stav s nejmenš́ı
vahou je hledán největš́ı menš́ı stav v druhém seznamu a ověřována do-
minance. Pokud se počet stav̊u v nějaké části př́ılǐs odchýĺı od ideálńıho
rozděleńı stav̊u na n stejných část́ı, kde n je požadovaný počet část́ı,
algoritmus posune začátek dané části ze seznamu L1. Počet úprav je
omezen parametrem.

Algoritmus 4 Děleńı dvou slučovaných seznamů na n část́ı
Vstup: L1 := p̊uvodńı seznam L2 := p̊uvodńı seznam s přidaným prvkem
Výstup: dělićı body pro seznam L1 a L2

1: p := kolikrát vyrovnávat velikost část́ı
2: x = 0
3: y = 0
4: for i = 1 to n do
5: m := zbývaj́ıćı nerozdělená část

počet zbývaj́ıćıch děleńı
6: z = stav v L1 na pozici x + m
7: for j = 1 to p do
8: s = největš́ı menš́ı stav v seznamu 2 ke stavu z
9: t = z − x + s− y {počet stav̊u mezi x a z a mezi y a s včetně}

10: if t je př́ılǐs malé oproti počet všech stav̊u v listu 1 a 2
n then

11: posuň z doprava
12: else if t je př́ılǐs velké oproti počet všech stav̊u v listu 1 a 2

n then
13: posuň z doleva
14: else
15: break
16: x = z
17: y = s
18: přidej z a s jako děĺıćı body
19: uprav části z hlediska dominance
20: return dělićı body

4.5 Návrh paralelizace metody hrubé śıly

Pro paralelizaci lze vygenerovat n počátečńıch kombinaćı, kde n je počet
vláken. Tyto kombinace budou dále rozv́ıjeny jednotlivými vlákny. Počátečńı
kombinace jsou generovány tak, že se nějaký prvek umı́st́ı nebo neumı́st́ı
do batohu. Při použit́ı jednoho prvku pro vygenerováńı počátečńıch kombi-
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4. Paralelizace

naćı vzniknou 2 kombinace, pokud se použij́ı 2 prvky vzniknou 4 kombinace.
Náročnost jednotlivých počátečńıch kombinaćı se lǐśı podle kapacity zabrané
počátečńı kombinaćı.
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Kapitola 5
Implementace

V této kapitole bude popsán výběr technologíı a implementace jednotlivých
algoritmů.

5.1 Výběr technologíı

Implementace byly realizovány v programovaćım jazyku C++ a k paralelizaci
bylo využita, dle zadáńı, technologie OpenMP. Nejdř́ıve byly implementovány
sekvenčńı verze, následně na nich byly postaveny verze paralelńı vycházej́ıćı z
navržených paralelizaćı uvedených v kapitole 4.
OpenMP
Pro popis technologie OpenMP autor vycházel z [23]. OpenMP je vysoko-
úrovňové API slouž́ıćı k programováńı v́ıcevláknových aplikaćı nad sd́ılenou
pamět́ı. Obsahuje 3 základńı části:

1. direktivy pro kompilátor,

2. proměnné OpenMP prostřed́ı,

3. knihovnu funkćı běhového prostřed́ı OpenMP.

OpenMP pracuje s jedńım hlavńım(master) vláknem. V explicitně určených
regionech(parallel regions) jsou zapojena daľśı vlákna pomoćı fork−join me-
chanismu. Může se využ́ıvat takzvaného thread pool, kdy jsou využ́ıvána již
existuj́ıćı vlákna, d́ıky čemuž je zabráněno neustálému vytvářeńı a zániku
vláken. OpenMP podporuje datový i funkčńı paralelismus.

5.2 Implementace algoritmu MT1
V implementaci je tř́ıda Item reprezentuj́ıćı prvky přidávané do batohu. Im-
plementace je rozdělena do několika funkćı, které realizuj́ı jednotlivé části
algoritmu:

31



5. Implementace

1. Funkce init realizuje iniciálńı část algoritmu. K seřazeńı prvk̊u byla
využita funkce sort z knihovny std.

2. Funkce loop realizuje cyklus ve kterém je stř́ıdavě volán dopředný a
zpětný krok dokud nenastane některá z podmı́nek pro konec algoritmu.

3. Funkce forwardMove realizuje budovatelskou část dopředného kroku.

4. Funkce saveLocalSolution realizuje ukládaćı část dopředného kroku.

5. Funkce saveGlobalSolution vykonává test 4, tedy porovná aktuálně na-
lezené řešeńı s dosavadńım nejlepš́ım řešeńım, které př́ıpadně nahrad́ı.
Tato metoda je posledńı fáźı dopředného kroku, poté se algoritmus vrát́ı
do metody loop, kde je zavolána funkce backTrackMove.

6. Funkce selectItemForBacktrackMove nalezne prvńı prvek zprava, který
je zahrnut v řešeńı.

7. Funkce backTrackMove zavolá metodu selectItemForBacktrackMove, která
urč́ı prvek k odstraněńı z řešeńı. Následně tato funkce realizuje zpětný
krok algoritmu.

8. Funkce substitute realizuje část algoritmu, která se snaž́ı substituovat za
posledńı přidaný prvek prvky napravo od něj.

9. Funkce compute UB spoč́ıtá horńı mez.

Algoritmus byl paralelizován zp̊usobem popsaným v části analyzuj́ıćı para-
lelizaci, s využit́ım modelu Work pool , který byl implementován pomoćı OpenMP
direktivy pragma omp task. K reprezentaci zásobńıku bylo použito pole, nebot’
d́ıky prohledávaćı strategii DFS je největš́ı možné zanořeńı rovno počtu prvk̊u
a je tedy možno ho alokovat bez nutnosti budoućıho zvětšováńı velikosti.

Pro aktualizaci hodnoty sd́ıleného nejlepš́ıho řešeńı byl použit mecha-
nismus, že vlákno pod́ılej́ıćı se na výpočtu po určitém počtu dopředných a
zpětných krok̊u aktualizuje svoji lokálńı hodnotu sd́ıleného nejlepš́ıho řešeńı
pokud je horš́ı, pokud ne, nahrad́ı ho svým nejlepš́ım řešeńım, toto se děje
v kritické sekci. Tento počet je třeba nastavit dle výkonu procesoru, aby ne-
docházelo k př́ılǐs častému př́ıstupu do kritické sekce.

Sd́ıleńı práce mezi vlákny bylo realizováno společným č́ıtačem vyjadřuj́ıćım
počet vláken čekaj́ıćıch na přiděleńı práce. Pokud vlákno dokonč́ı přidělenou
úlohu inkrementuje č́ıtač. Práce s č́ıtačem se děje v kritické sekci. Při aktu-
alizaci hodnoty sd́ıleného nejlepš́ıho řešeńı se zároveň vlákno pod́ıvá, jestli
nějaké jiné vlákno nepožaduje přiděleńı práce, pokud ano, dekrementuje č́ıtač
a přidá pomoćı OpenMP direktivy pragma omp task jako úlohu ke zpracováńı
polovinu svého zásobńıku. Tedy práci bude sd́ılet náhodné vlákno.

Funkce přidané v paralelńı verzi:
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5.3. Implementace algoritmu HS1974 a DPwL

1. Funkce searchProvidedNodes nahradila funkci loop. Tato funkce také vy-
konává cyklus dopředných a zpětných krok̊u a nav́ıc je v ni obsaženo
popsané sd́ıleńı práce a aktualizace sd́ıleného nejlepš́ıho řešeńı.

2. Funkce initialMove vygeneruje prvńı řešeńı a rozděĺı ho mezi vlákna.

3. Funkce updateValuesAfterSharingWork aktualizuje lokálńı proměnné vlákna
sd́ılej́ıćı práci.

4. Funkce saveGlobalSolutionGlobal se pokuśı uložit lokálńı nejlepš́ı řešeńı
vlákna jako sd́ılené nejlepš́ı řešeńı.

5. Funkce requestWork inkrementuje č́ıtač vyjadřuj́ıćı počet vláken bez
práce.

6. Funkce provideWork dekrementuje č́ıtač pokud je větš́ı než 0 a signali-
zuje jestli existuje vlákno čekaj́ıćı na přiděleńı práce.

5.3 Implementace algoritmu HS1974 a DPwL

Implementace algoritmů HS1974 a DWwL je totožná až na následuj́ıćı rozd́ıly.
Pro algoritmus HS1974 je originálńı instance rozdělena na dvě menš́ı, každá
o polovině prvk̊u, a pro nalezeńı optimálńıho řešeńı je využito protisměrné
vyhledáváńı, dále u HS1974 jsou ve stavech ukládány prvky v nich zahrnuté
pro nalezeńı konfigurace optimálńıho řešeńı.

Pro reprezentaci seznamů se nab́ıźı implementace pomoćı datové struktury
pole nebo datové struktury spojový seznam. Autor se rozhodl pro pole, nebot’
algoritmus procháźı stavy v seznamu sekvenčně a d́ıky kontinuálńımu uložeńı
v paměti se do výpočetńıho času algoritmu promı́tne zrychleńı v d̊usledku
nahráńı sousedńıch stav̊u do cache paměti procesoru. Pro reprezentaci pole
byl využit kontejner vector z knihovny std. V pr̊uběhu algoritmu DPwL jsou
potřeba 3 seznamy, pro algoritmus HS1974 je potřeba ještě jeden nav́ıc, nebot’
jsou poč́ıtány dvě menš́ı instance problému mı́sto jedné. Aby nedocházelo rea-
lokaćım paměti, které jsou časově náročné, je na začátku výpočtu pro kontej-
ner vector rezervováno mı́sto v pamět́ı pro počet stav̊u rovný kapacitě batohu
zvýšené o jedna, což je maximálńı možný počet.

Pro nalezeńı výsledné konfigurace optimálńıho řešeńı je pro každý stav
třeba uchovávat prvky v něm zahrnuté. Pro ukládáńı konfigurace řešeńı bylo
použito bitové pole implementované pomoćı kontejneru vector s argumentem
bool, který optimalizuje svoji velikost tak, že každý prvek v poli alokovaném
t́ımto kontejnerem zab́ırá jeden bit.

V implementaci je tř́ıda Item reprezentuj́ıćı prvky přidávané do batohu a
tř́ıda State reprezentuj́ıćı stavy s seznamech. Implementace je rozdělena do
několika funkćı, které realizuj́ı jednotlivé části algoritmu:
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5. Implementace

1. Funkce computeLists vykonává cyklus z algoritmu DPwL voláńım funkćı
addItemToList a mergeTwoListsToNewOne uvedených ńıže. U algoritmu
HS1974 jsou prvky z instance problému rozděleny na dvě části a cyklus
se provede dvakrát pro dvě menš́ı instance problému.

2. Funkce addItemToList implementuje řádky 3 a 4 algoritmu DPwL. Tedy
vytvoř́ı seznam z jiného seznamu přidáńım hodnoty zisku a váhy určeného
prvku ke všem stav̊um tohoto seznamu.

3. Funkce mergeTwoListsToNewOne implementuje metodu merge. Tedy
slouč́ı dva seznamy do jednoho s vyloučeńım dominovaných stav̊u.

4. Funkce findOptimum implementuje hledáńı optimálńıho řešeńı ve dvou
seznamech zp̊usobem uvedeným v popisu metody Protisměrné prohledáváńı.
Tato funkce je využita jen v algoritmu HS1974.

Při implementaci paralelizace zpracováńı dvou nezávislých instanćı u al-
goritmu HS1974 se ukázalo, že v kombinaci s paralelizaćı algoritmu DPwL
bylo nutné použ́ıt vnořené(nested) paralelizace, která při použit́ı technologie
OpenMP přinášela zvýšenou režii a v d̊usledku toho značně horš́ı výsledky
nežli verze s pouze paralelńım DPwL nebo pouze paralelńım zpracováńım
dvou nezávislých instanćı. Bylo tedy možné využ́ıt jen jednu z těchto parale-
lizaćı. Autor se rozhodl pro paralelizaci DPwL nebot’ u ńı neńı omezen počet
vláken pod́ılej́ıćıch se na výpočtu na dvě, jako u paralelńıho zpracováńı dvou
nezávislých instanćı.

Byla tedy implementována paralelizace algoritmu DPwL a u algoritmu
HS1974 ještě paralelizace protisměrného prohledáváńı.

V paralelńı verzi přibyly následuj́ıćı funkce:

1. Funkce computeDivisionOfLists před vykonáńım metody merge rozděĺı
seznamy na paralelně zpracovávané části. Funkce se snaž́ı rozdělit se-
znamy na n část́ı, kde n je zadaný parametr a měl by odpov́ıdat počtu
vláken pod́ılej́ıćıch se na výpočtu.

2. Funkce checkDominance při rozděleńı seznamů na paralelně zpracovávané
části testuje dominanci stav̊u mezi částmi, a př́ıpadně přesune stavy do
jiné části, jak bylo popsáno v sekci pojednávaj́ıćı o paralelizaci algoritmu
DPwL.

3. Funkce removeBlankSpaces je volána na posledńı vytvořený seznam, aby
odstranila prázdná mı́sta, viz ńıže, po paralelńım zpracováńı.

Metody ze sekvenčńı verze byly paralelizovány následovně:

1. Ve funkci mergeTwoListsToNewOne je zavolána funkce computeDivisi-
onOfLists, následně jsou paralelně zpracovány části seznamů určené za-
volanou funkćı. Pro každou část je určeno, kam zač́ıt vkládat stavy do
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5.4. Implementace metody hrubé śıly

nového seznamu. Tyto části jsou určeny součtem stav̊u zpracovávaných
v dané části. Nebot’ v každé této paralelně zpracované části může na-
stat dominance stav̊u a skutečný počet být nižš́ı nežli součet, z̊ustane v
takovém př́ıpadě po dané části v novém seznamu prázdné mı́sto. Toto
mı́sto je zaznamenáno, dále s ńım pracuje funkce addItemToList.

2. Funkce addItemToList zpracuje paralelně n sloučených část́ı z funkce
mergeTwoListsToNewOne, kde n je počet část́ı, na které byl seznam
rozdělen. Dále jsou ve sloučeném seznamu odstraněny prázdná mı́sta
mezi paralelně zpracovanými částmi.

3. Funkce protismerneVyhledavani je paralelizována rozděleńım seznamu
přes který iteruje vněǰśı cyklus for na n rovnoměrných část́ı, kde n je
počet vláken pod́ılej́ıćıch se na výpočtu. V druhém seznamu je k těmto
částem nalezen odpov́ıdaj́ıćı prvek od kterého zač́ıt iterovat. Následovně
jsou tyto části prováděny nezávisle. Pomoćı OpenMP redukce je nalezeno
optimálńı řešeńı.

5.4 Implementace metody hrubé śıly
Sekvenčńı metoda byla implementována zp̊usobem zmı́něným v kapitole 2.2.5.1.
Autor se inspiroval algoritmem uvedeným v [26], kde je popsán pod názvem
Alternate Solution.

Funkce v sekvenčńı verzi:

• Funkce search realizuje prohledáńı řešeńı pro danou počátečńı kombi-
naci.

Paralelizace byla implementována dle analýzy paralelizace. Byl využit mo-
del Work pool implementovaný pomoćı OpenMP direktivy pragma omp task.
Hlavńı vlákno vygeneruje počátečńı kombinace, které budou následně para-
lelně zpracovány funkćı search. Na závěr jsou porovnány lokálńı optima jed-
notlivých vláken ze kterých je vybráno globálńı optimum.

Funkce přidané v paralelńı verzi:

• Funkce generateTasks vygeneruje počátečńı kombinace jako úlohy po-
moćı OpemMP direktivy pragma omp task.
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Kapitola 6
Testováńı

V této kapitole budou otestovány autorovy implementace a konkurenčńı im-
plementace na vybraných datových sadách a zhodnocena jejich výkonnost.

6.1 Konkurenčńı implementace

Autor vyhledal volně dostupné konkurenčńı implementace řeš́ıćı problém
batohu 0-1.

Algoritmus minknap

Algoritmus minknap zmı́něný v kapitole 2.2. Implementace v jazyce C je
dostupná z [27]. Implementace je sekvenčńı.

Algoritmus combo

Algoritmus combo zmı́něný v kapitole 2.2 jako nejefektivněǰśı algoritmus pro
problém batohu 0-1. Implementace v jazyce C je dostupná z [27]. Implemen-
tace je sekvenčńı.

Konkurenčńı implementace algoritmu větv́ı a meźı

Tento algoritmus je dostupný z [28]. Pro svou malou efektivitu už na nejmenš́ıch
testovaných instanćıch ho autor z testováńı vyřadil.

Algoritmus Dynamic programming by weights

Tento algoritmus byl popsán v kapitole 2.2.3.1. Jeho implementace je dostupná
z [29]. Autor se na tento algoritmus bude dále odkazovat pod zkratkou DP1.
Dále implementace verze tohoto algoritmu poskytuj́ıćı pouze hodnotu zisku
optimálńıho řešeńı, která je pamět’ově méně náročná, je dostupná z [30]. Autor
se tento algoritmus bude odkazovat pod zkratkou DP2. Implementace jsou
sekvenčńı.
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6.2 Metodika testováńı

Měřeńı času

Čas byl měřen po načteńı vstupńıch dat do paměti, tedy od začátku výpočtu
po vráceńı optimálńıho řešeńı. K měřeńı u autorových implementaćı a algo-
ritmů DP1 a DP2 byla využita knihovna chrono ze standardńı knihovny
jazyka C++. Pro měřeńı času u algoritmů combo a minknap byla použita
knihovna time.h ze standardńı knihovny jazyka C.

Hardware

Algoritmy byly testovány na procesoru intel i5-3550 3.30 GHz disponuj́ıćım 4 pl-
nohodnotnými jádry. Dále 8 GB operačńı paměti, pro výpočet dostupných 6,5 GB.

Kompilace

Ke kompilaci autorových implementaćı a algoritmů DP1 a DP2 byl použit
kompilátor g++ ve verzi 7.4.0. Pro kompilaci konkurenčńı implementace al-
goritmu minknap a combo byl použit kompilátor gcc ve verzi 7.4.0. Dále byl
u všech implementaćı použit optimalizuj́ıćı přeṕınač -O3 a pro paralelńı verze
přeṕınač -fopenmp.

Typy dat

K testováńı byly použity datové sady dostupné z [27]. Z daného zdroje je
dostupných 16 druh̊u datových sad. Autor si vybral 3, které považuje za
nejv́ıce obecné. V těchto datových sadách jsou váhy a zisky prvk̊u voleny
z uniformńıho rozděleńı, tedy každý prvek z daného intervalu má stejnou
pravděpodobnost zvoleńı. Autor si k testováńı vybral následuj́ıćı datové sady:

• Nekorelované: Váha a zisk prvk̊u jsou voleny nezávisle na sobě z inter-
valu [1, R], kde R je zvolený parametr. Tedy neńı mezi nimi významná
mı́ra korelace.

• Slabě korelované: Váhy prvk̊u jsou voleny z intervalu [1, R], kde R je
zvolený parametr. Zisk prvku xj je volen z intervalu [wj − R/10, wj +
R/10].

• Silně korelované: Váhy prvk̊u jsou voleny z intervalu [1, R], kde R je
zvolený parametr a pj = wj + R/10.

6.3 Výsledky měřeńı

Měřeńı bylo provedeno pro výše uvedené typy datových sad pro koeficienty R
v hodnotách 1000 a 100000. Pro každý typ byl změřen čas pro 100 instanćı
problému daného typu a výsledné časy zpr̊uměrovány. V tabulkách jsou uve-
deny zpr̊uměrované časy, v závorce je uveden maximálńı čas. Časy jsou uváděny
v milisekundách. Ṕısmeno n znač́ı velikost instance problému, respektive počet
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6.3. Výsledky měřeńı

prvk̊u. Ṕısmeno R znač́ı č́ıselný rozsah pro váhy prvk̊u. Dále u paralelńıch
algoritmů značeńı [p] znamená, že bylo použito p vláken. V tabulkách pro
sekvenčńı implementace je kv̊uli úspoře mı́sta použito značeńı U. pro neko-
relovaná data, W. C. pro slabě korelovaná data a S. C. pro silně korelovaná
data.

Tabulka 6.1: Naměřené časy pro sekvenčńı implementaci algoritmu MT1

MT1 - sekvenčńı verze
n;R U. W. C. S. C. n;R U. W. C. S. C.

50;1000 0(0) 0(0) 1,45(82) 50;100000 0(0) 0(0) 1,41(56)
100;1000 0(0) 0(0) 661,19(56073) 100;100000 0(0) 0(0) 1514,49(123491)
200;1000 0(0) 0(0) - 200;100000 0(0) 0(0) -
500;1000 0(0) 0(0) - 500;100000 0(0) 0(0) -

1000;1000 0(0) 0(0) - 1000;100000 0(0) 0.02(1) -
2000;1000 0,42(1) 0,47(4) - 2000;100000 0,42(2) 0.69(2) -
5000;1000 4,59(11) 6,39(271) - 5000;100000 4,77(14) 4.84(16) -

10000;1000 11,94(46) 34,81(1133) - 10000;100000 19,78(45) 17.17(40) -

Tabulka 6.2: Naměřené časy pro paralelńı implementaci algoritmu MT1

MT1 - paralelńı verze
Nekorelované

n;R / vlákna [1] [2] [4] n;R /vlákna [1] [2] [4]
50;1000 0(0) 0(0) 0(0) 50;100000 0(0) 0(0) 0(0)

100;1000 0(0) 0(0) 0(0) 100;100000 0(0) 0(0) 0(0)
200;1000 0(0) 0(0) 0(0) 200;100000 0(0) 0(0) 0.01(1)
500;1000 0(0) 0(0) 0(0) 500;100000 0(0) 0(0) 0(0)

1000;1000 0,02(1) 0,23(1) 0,05(1) 1000;100000 0,01(1) 0,3(2) 0,14(2)
2000;1000 0,92(3) 1,1(2) 0,32(1) 2000;100000 0,96(3) 1,02(2) 0,5(3)
5000;1000 4,89(12) 4,43(18) 2,34(6) 5000;100000 6,01(15) 4,54(13) 2,74(6)

10000;1000 13,08(47) 9,04(36) 6,0(23) 10000;100000 20,84(47) 13,64(46) 8,07(21)
Slabě korelované

n;R / vlákna [1] [2] [4] n;R / vlákna [1] [2] [4]
50;1000 0(0) 0(0) 0(0) 50;100000 0(0) 0(0) 0(0)

100;1000 0(0) 0(0) 0(0) 100;100000 0(0) 0(0) 0.01(1)
200;1000 0(0) 0(0) 0,01(1) 200;100000 0(0) 0(0) 0()
500;1000 0(0) 0(0) 0,13(1) 500;100000 0(0) 0(0) 0(0)

1000;1000 0,13(1) 0,6(2) 0,41(2) 1000;100000 0,69(2) 0,57(1) 0,12(1)
2000;1000 0,97(3) 1,6(7) 0,69(3) 2000;100000 1,31(4) 1,58(4) 1,09(3)
5000;1000 7,19(272) 6,39(218) 3,34(108) 5000;100000 6,2(17) 6,75(19) 3,35(14)

10000;1000 31,2(972) 26,36(961) 9,42(371) 10000;100000 18,01(41) 23,54(94) 7,65(16)
Silně korelované

n;R / vlákna [1] [2] [4] n;R / vlákna [1] [2] [4]
50;1000 1,58(116) 1,41(97) 1,28(46) 50;100000 1,6(61) 1,42(53) 1,34(47)

100;1000 593,11(24071) 534,59(21462) 428,24(17600) 50;100000 1620,9(131676) 1484,36(120160) 1236,9(100293)
200;1000 - - - 200;100000 - - -
500;1000 - - - 500;100000 - - -

1000;1000 - - - 1000;100000 - - -
2000;1000 - - - 2000;100000 - - -
5000;1000 - - - 5000;100000 - - -

10000;1000 - - - 10000;100000 - - -
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Tabulka 6.3: Naměřené časy pro sekvenčńı implementace algoritmu HS1974 s
konfiguraćı řešeńı

HS1974 (s konfiguraćı řešeńı) - sekvenčńı verze
n;R U. W. C. S. C. n;R U. W. C. S. C.

50;1000 1,5(3) 6,33(12) 29,75(73) 50;100000 1,33(4) 6,47(12) 80,69(595)
100;1000 10,1(16) 45,53(87) 335,42(535) 100;100000 9,73(16) 50,21(98) 5295,27(15076)
200;1000 41,74(66) 224,48(374) 1316,66(1819) 200;100000 42,21(70) 263,13(551) -
500;1000 1152,2(1713) 5482,24(8219) - 500;100000 1246,84(2143) 6857,75(12005) -

1000;1000 - - - 1000;100000 - - -
2000;1000 - - - 2000;100000 - - -
5000;1000 - - - 5000;100000 - - -

10000;1000 - - - 10000;100000 - - -

Tabulka 6.4: Naměřené časy pro paralelńı implementaci algoritmu HS1974 s
konfiguraćı řešeńı

HS1974 (s konfiguraćı řešeńı) - paralelńı verze
Nekorelované

n;R / vlákna [1] [2] [4] n;R / vlákna [1] [2] [4]
50;1000 1,91(3) 2,4(5) 3,13(4) 50;100000 1,9(3) 2,35(4) 3,23(9)

100;1000 9,21(14) 8,21(11) 9,24(19) 100;100000 8,91(13) 8,18(11) 9,01(12)
200;1000 24,78(36) 20,68(29) 21,54(31) 200;100000 25,34(39) 20,79(29) 21,54(29)
500;1000 712,66(1026) 400,18(570) 277,37(626) 500;100000 767,77(1227) 431,1(677) 288,82(440)

1000;1000 - - - 1000;100000 - - -
2000;1000 - - - 2000;100000 - - -
5000;1000 - - - 5000;100000 - - -

10000;1000 - - - 10000;100000 - - -
Slabě korelované

n;R / vlákna [1] [2] [4] n;R / vlákna [1] [2] [4]
50;1000 7,3(13) 6,38(11) 6,67(12) 50;100000 7,38(14) 6,54(13) 6,8(13)

100;1000 38,24(75) 27,54(54) 25,3(52) 100;100000 42,47(82) 30,45(56) 28,48(57)
200;1000 111,09(175) 75,95(123) 68,58(108) 200;100000 128,04(265) 89,58(185) 78,98(155)
500;1000 3224,4(4778) 1753,24(2587) 1099,5(1593) 500;100000 4487,99(7887) 2443,12(4317) 1532,65(2726)

1000;1000 - - - 1000;100000 - - -
2000;1000 - - - 2000;100000 - - -
5000;1000 - - - 5000;100000 - - -

10000;1000 - - - 10000;100000 - - -
Silně korelované

n;R / vlákna [1] [2] [4] n;R / vlákna [1] [2] [4]
50;1000 37,75(85) 31,9(73) 30,9(68) 50;100000 122,97(985) 106,19(852) 98,85(782)

100;1000 244,52(377) 167,98(260) 143,58(233) 100;100000 3968,63(10765) 2563,4(6777) 1680,3(4861)
200;1000 554,35(770) 368,56(514) 312,13(490) 200;100000 - - -
500;1000 - - - 500;100000 - - -

1000;1000 - - - 1000;100000 - - -
2000;1000 - - - 2000;100000 - - -
5000;1000 - - - 5000;100000 - - -

10000;1000 - - - 10000;100000 - - -

Tabulka 6.5: Naměřené časy pro sekvenčńı implementaci algoritmu HS1974
bez konfigurace řešeńı

HS1974 (bez konfigurace řešeńı) - sekvenčńı verze
n;R U. W. C. S. C. n;R U. W. C. S. C.

50;1000 0(0) 0(0) 0,05(1) 50;100000 0(0) 0(0) 1(1)
100;1000 0(0) 0,78(1) 4,61(7) 100;100000 (0) 0,89(2) 134,42(390)
200;1000 1,12(2) 7,21(11) 32,03(48) 200;100000 1,07(2) 8,68(18) 2058,8(3443)
500;1000 20,44(29) 98,07(150) 264,85(350) 500;100000 21,84(35) 149,1(285) -

1000;1000 149,48(212) 650,32(1002) 1189,65(1537) 1000;100000 174,29(258) 1237,36(2485) -
2000;1000 1111,14(1446) 3767,97(5660) 5031,86(6492) 2000;100000 1418,46(1950) - -
5000;1000 - - - 5000;100000 - - -

10000;1000 - - - 10000;100000 - - -
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Tabulka 6.6: Naměřené časy pro paralelńı implementaci algoritmuHS1974 bez
konfigurace řešeńı

HS1974 (bez konfigurace řešeńı) - paralelńı verze
Nekorelované

n;R / vlákna [1] [2] [4] n;R / vlákna [1] [2] [4]
50;1000 1(1) 1,37(3) 2,1(6) 50;100000 1(1) 1,15(2) 2,11(9)

100;1000 2(2) 3,26(6) 4,07(6) 100;100000 2,05(4) 3,14(10) 4,3(13)
200;1000 5,36(6) 8,04(16) 9,17(20) 200;100000 5,26(6) 7,27(9) 9,1(14)
500;1000 29,21(37) 27,5(33) 28,54(32) 500;100000 30,81(43) 28,09(35) 28,33(36)

1000;1000 148,04(191) 100,9(120) 83,86(104) 1000;100000 170,55(239) 112,2(147) 88,23(109)
2000;1000 873,59(1089) 495,72(609) 336,12(588) 2000;100000 1136,58(1498) 629,91(811) 403,02(505)
5000;1000 - - - 5000;100000 - - -

10000;1000 - - - 10000;100000 - - -
Slabě korelované

n;R / vlákna [1] [2] [4] n;R / vlákna [1] [2] [4]
50;1000 1(1) 1,72(5) 2,15(6) 50;100000 1(1) 1,16(5) 2,02(4)

100;1000 2,91(5) 4,27(7) 4,33(11) 100;100000 2,86(4) 3,98(8) 4,16(7)
200;1000 11,26(15) 10,60(14) 11,02(15) 200;100000 12,14(21) 11,28(15) 11,08(14)
500;1000 90,20(126) 59,57(79) 47,75(64) 500;100000 130,87(219) 80,69(126) 58,7(96)

1000;1000 485,98(700) 274,52(388) 184,93(255) 1000;100000 927(1749) 501,37(946) 311,82(583)
2000;1000 2410,76(3448) 1305,59(1878) 798,13(1183) 2000;100000 6990,32(12361) 3748,72(6723) 2373,57(4406)
5000;1000 - - - 5000;100000 - - -

10000;1000 - - - 10000;100000 - - -
Silně korelované

n;R / vlákna [1] [2] [4] n;R / vlákna [1] [2] [4]
50;1000 1,37(2) 2,07(4) 2,18(6) 50;100000 2,52(15) 2,57(14) 2,63(11)

100;1000 6,55(9) 5,88(8) 5,84(11) 100;100000 112,8(301) 79,42(211) 67,26(186)
200;1000 27,52(36) 20,2(26) 17,34(24) 200;100000 1338,49(2174) 857,53(1407) 711,07(1176)
500;1000 163,59(206) 100,69(126) 73,42(93) 500;100000 - - -

1000;1000 631,76(811) 349,99(428) 233,92(284) 1000;100000 - - -
2000;1000 2508,14(3078) 1370,44(1794) 982,10(1704) 2000;100000 - - -
5000;1000 - - - 5000;100000 - - -

10000;1000 - - - 10000;100000 - - -

Tabulka 6.7: Naměřené časy pro sekvenčńı implementaci algoritmu DPwL bez
konfigurace řešeńı

DPwL - sekvenčńı verze
n;R U. W. C. S. C. n;R U. W. C. S. C.

50;1000 0(0) 0,04(1) 1,58(4) 50;100000 0(0) 0,03(1) 45,73(312)
100;1000 0,07(1) 2,55(7) 12,61(26) 100;100000 0,13(1) 3,15(10) 754,67(2084)
200;1000 4,12(9) 19,72(54) 66,92(117) 200;100000 4,5(9) 28,53(89) 5090.62(10617)
500;1000 63,8(131) 257,09(558) 505,17(862) 500;100000 75,26(144) 498,97(1358) -

1000;1000 485,12(858) 1533,3(3006) 2102,14(3615) 1000;100000 641,72(1276) 4057,45(10384) -
2000;1000 3349,16(5178) 7740,06(13163) 7955,42(14291) 2000;100000 5264,74(9189) - -
5000;1000 - - - 5000;100000 - - -

10000;1000 - - - 10000;100000 - - -
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Tabulka 6.8: Naměřené časy pro paralelńı implementaci algoritmu DPwL bez
konfigurace řešeńı

DPwL - paralelńı verze
Nekorelované

n;R / vlákna [1] [2] [4] n;R / vlákna [1] [2] [4]
50;1000 1(1) 1,29(3) 2,19(6) 50;100000 1(1) 1,3(5) 2,08(5)

100;1000 2,35(3) 3,46(5) 4,21(7) 100;100000 2,2(4) 3,19(6) 4,09(7)
200;1000 8,36(12) 9,05(11) 10,11(17) 200;100000 8,33(11) 8,94(11) 9,88(17)
500;1000 63,82(107) 45,27(72) 38,56(55) 500;100000 72,53(119) 49,44(71) 40,11(55)

1000;1000 365,08(574) 214,03(323) 144,63(214) 1000;100000 483,67(863) 270,86(462) 173,97(279)
2000;1000 2151,09(3284) 1148,86(1667) 704,04(1422) 2000;100000 3477,92(5772) 1824,51(3049) 1087,9(1871)
5000;1000 - - - 5000;100000 - - -

10000;1000 - - - 10000;100000 - - -
Slabě korelované

n;R / vlákna [1] [2] [4] n;R / vlákna [1] [2] [4]
50;1000 1,03(2) 1,75(5) 2,17(6) 50;100000 1,04(2) 1,78(2) 2,02(3)

100;1000 4,54(9) 4,9(7) 5,16(11) 100;100000 5,12(12) 5,03(10) 5,13(11)
200;1000 21,29(45) 15,98(31) 13,92(21) 200;100000 28,27(69) 19,35(40) 15,74(29)
500;1000 189,3(378) 110,63(209) 75,22(134) 500;100000 359,03(865) 197,7(459) 122,86(275)

1000;1000 946,89(1711) 514,21(924) 319,21(555) 1000;100000 2724,9(6756) 1454,16(3657) 910,03(2390)
2000;1000 4393,55(7104) 2414,0(3990) 1615,87(2844) 2000;100000 - - -
5000;1000 - - - 5000;100000 - - -

10000;1000 - - - 10000;100000 - - -
Silně korelované

n;R / vlákna [1] [2] [4] n;R / vlákna [1] [2] [4]
50;1000 2,43(5) 2,46(4) 2,44(3) 50;100000 36,83(231) 26,04(160) 21,91(143)

100;1000 10,85(18) 8,29(13) 7,26(10) 100;100000 478,88(1174) 304,91(737) 249,07(630)
200;1000 42,87(71) 28,07(41) 22,51(45) 200;100000 3006,13(5460) 1853,1(3355) 1548,38(2867)
500;1000 253,02(394) 147,18(303) 97,32(155) 500;100000 - - -

1000;1000 995,03(1522) 545,15(982) 368,25(678) 1000;100000 - - -
2000;1000 4005,18(6135) 2273,42(3776) 1862,23(3121) 2000;100000 - - -
5000;1000 - - - 5000;100000 - - -

10000;1000 - - - 10000;100000 - - -

Tabulka 6.9: Naměřené časy pro implementaci algoritmu minknap

minknap(konkurenčńı implementace)
n;R U. W. C. S. C. n;R U. W. C. S. C.

50;1000 0(0) 0(0) 0(0) 50;100000 0(0) 0,15(15) 2,33(16)
100;1000 0(0) 0(0) 0,6(15) 100;100000 0(0) 0,15(15) 11,23(108)
200;1000 0(0) 0,15(15) 1,05(15) 200;100000 0,15(15) 0,15(15) 48,35(281)
500;1000 0(0) 0,15(15) 5,4(15) 500;100000 0,3(15) 0,3(15) 187,05(999)

1000;1000 0,3(15) 0,15(15) 8,95(46) 1000;100000 0,6(15) 0,3(15) 541,95(2262)
2000;1000 0,3(15) 0,45(15) 18,71(78) 2000;100000 0,15(15) 0,6(15) 1278,43(4681)
5000;1000 0,45(15) 0(0) 57,75(142) 5000;100000 0,75(15) 0,9(15) 3076,52(15709)

10000;1000 0,3(15) 0,45(15) 96,55(296) 10000;100000 1,5(15) 3,15(15) -

Tabulka 6.10: Naměřené časy pro algoritmu combo

combo(konkurenčńı implementace)
n;R U. W. C. S. C. n;R U. W. C. S. C.

50;1000 0(0) 0(0) 0,15(15) 50;100000 0,15(15) 0,3(15) 10,19(125)
100;1000 0,15(15) 0,45(15) 0,6(15) 100;100000 0,15(15) 0(0) 6,54(78)
200;1000 0(0) 0(0) 0,9(15) 200;100000 0(0) 0(0) 10,02(125)
500;1000 0,3(15) 0,45(15) 1,35(15) 500;100000 0,15(15) 0,3(15) 7,52(31)

1000;1000 0(0) 0(0) 0,75(15) 1000;100000 0,15(15) 0,9(15) 7,53(78)
2000;1000 0,75(15) 0,6(15) 1,65(15) 2000;100000 0,15(15) 0,6(15) 7,35(15)
5000;1000 0,45(15) 0,75(15) 1,95(15) 5000;100000 0,45(15) 3,15(15) 7,81(31)

10000;1000 0,45(15) 0,3(15) 2,85(15) 10000;100000 1,35(15) 4,5(15) 7,35(15)
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Tabulka 6.11: Naměřené časy pro algoritmus DP1

DP1(konkurenčńı implementace)
n;R U. W. C. S. C. n;R U. W. C. S. C.

50;1000 1,11(3) 1,09(3) 1,17(3) 50;100000 189,39(391) 189,44(393) 188,59(433)
100;1000 6,41(14) 6,51(14) 6,51(14) 100;100000 749,63(1539) 749,81(1543) 754,15(1552)
200;1000 29,41(65) 29,51(63) 29,3(63) 200;100000 - - -
500;1000 188,6(374) 188,05(375) 190,53(378) 500;100000 - - -

1000;1000 757,76(1491) 754,76(1482) 750,23(1464) 1000;100000 - - -
2000;1000 3352,34(10862) 3351,22(12095) 3315,56(11865) 2000;100000 - - -
5000;1000 - - - 5000;100000 - - -

10000;1000 - - - 10000;100000 - - -

Tabulka 6.12: Naměřené časy pro algoritmus DP2

DP2(konkurenčńı implementace)
n;R U. W. C. S. C. n;R U. W. C. S. C.

50;1000 0,33(1) 0,35(1) 0,43(1) 50;100000 70,68(151) 69,71(153) 74,89(183)
100;1000 2,48(6) 2,5(6) 2,93(6) 100;100000 284,88(609) 278,63(596) 319,25(671)
200;1000 11,19(25) 11,35(24) 11,83(25) 200;100000 1133,26(2477) 1112,45(2447) 1251,59(2531)
500;1000 71,01(145) 71,52(146) 71,41(144) 500;100000 - - -

1000;1000 285,41(579) 284,66(576) 278,72(561) 1000;100000 - - -
2000;1000 1139,11(2307) 1127,49(2286) 1103,61(2221) 2000;100000 - - -
5000;1000 - - - 5000;100000 - - -

10000;1000 - - - 10000;100000 - - -

6.4 Zhodnoceńı výsledk̊u měřeńı

V této sekci autor zhodnot́ı provedené měřeńı.

6.4.1 Zhodnoceńı výsledk̊u implementace algoritmu MT1

Z výsledk̊u měřeńı se ukazuje, že algoritmus MT1 si poč́ıná velice efektivně na
nekorelovaných a slabě korelovaných datech, nebot’ nalezne dobře využitelné
řešeni pro prořezáváńı a stavový prostor je tedy značně redukován. Na silně ko-
relovaných datech už při malém počtu prvk̊u umist’ovaných do batohu existuj́ı
instance, kdy v d̊usledku nenalezeńı dobře využitelného řešeńı k prořezáváńı
algoritmus běž́ı značně dlouhou dobu.

V paralelńı verzi docháźı většinou k zrychlováńı výpočtu. Toto zrychleńı
se lǐśı např́ıč testovanými datovými sadami.

Z měřeńı autor vypozoroval následuj́ıćı slabiny paralelńı implementace. V
některých př́ıpadech, pokud jedna výpočetńı jednotka má výpočetně náročnou
úlohu a ostatńı výpočetńı jednotky od ńı dostávaj́ı neustále výpočetně nenáročné
úlohy, výkon algoritmu v d̊usledku neustálého přerozdělováńı zátěže časově de-
generuje oproti běhu s jednou výpočetńı jednotkou. Toto je možné pozorovat
v tabulce 6.2 u slabě korelovaných dat s koeficientem R o hodnotě 100000
pro dvě vlákna. Nav́ıc v d̊usledku ne optimálně navrženého sd́ıleńı zátěže,
kdy výpočetńı jednotky nežádaj́ı př́ımo jinou výpočetńı jednotku o přiděleńı
práce, z̊ustávaj́ı výpočetńı jednotky určitý čas bez práce. Dále se může stát,
že výpočetńı jednotky hledaj́ı v částech stavového prostoru, kde se nenalézaj́ı
lepš́ı řešeńı a výpočetńı čas je podobný běhu s jednou výpočetńı jednotkou.
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6.4.2 Zhodnoceńı výsledk̊u implementace algoritmu HS1974

Z výsledku měřeńı se ukazuje vliv mı́ry korelace a vzr̊ustaj́ıćıch koeficient̊u
atribut̊u prvk̊u, nebot’ se h̊uře uplatňuje vyřazováńı stav̊u na základě do-
minance stav̊u. Byla měřena verze s ukládáńım konfigurace řešeńı a bez to-
hoto ukládáńı. Z měřeńı je patrné, že ukládáńı konfigurace řešeńı, ačkoliv je
pamět’ově šetrné, tvoř́ı významnou část výpočetńıho času.

Ačkoliv pro malé instance paralelńı režie při využit́ı v́ıce vláken převažuje
běh při vláknu jednom, pro dostatečně velké instance problému, je možné
pozorovat následuj́ıćı zrychleńı a efektivita (jako základ nebyla použita sek-
venčńı implementace, nebot’ podává horš́ı výpočetńı časy nežli paralelńı verze
při jednom vláknu):

• Při použit́ı dvou výpočetńıch jednotek docháźı k zrychleńı okolo hodnoty
1,7 a tedy efektivita na jednu výpočetńı jednotku je okolo 85 %.

• Při použiti čtyř výpočetńıch jednotek docháźı k zrychleńı okolo hodnoty
2,6 a tedy efektivitě na jednu výpočetńı jednotku okolo 65 %.

Pro efektivněǰśı běh s v́ıce vlákny by bylo nutné pravděpodobně upravit algo-
ritmus technikami omezuj́ıćımi falešné sd́ıleńı, které autor neimplementoval.

Daľśıho zrychleńı by bylo možné dosáhnout paralelńım zpracováńım dvou
nezávislých instanćı při využit́ı dekompozice instance. Autor od této parale-
lizace ustoupil z d̊uvod̊u uvedených v části textu o implementaci. Nicméně s
jinou technologíı by tato možnost mohla být výhodná d́ıky menš́ımu falešnému
sd́ıleńı mezi výpočetńımi jednotkami, nebot’ dané dvě nezávislé instance maj́ı
oddělené datové struktury.

6.4.3 Zhodnoceńı výsledk̊u implementace algoritmu DPwL

Vzhledem k tomu, že implementace DPwL byla využita v implementaci algo-
ritmu HS1974, jsou zrychleńı a efektivita při paralelizaci podobné. Při srovnáńı
algoritmů DPwL s HS1974 bez konfigurace je vidět př́ınos dekompozice problému
na dvě nezávislé části.

Při použit́ı v pokročilých algoritmech je DPwL kombinováno s mezemi jak
bylo popsáno v sekci 3.2.4, což přináš́ı redukci stav̊u v seznamech a tedy urych-
leńı výpočtu, autor bohužel z časových d̊uvod̊u tuto verzi neimplementoval a
v práci tedy toto srovnáńı neńı.

6.4.4 Zhodnoceńı výsledk̊u implementace algoritmu
algoritmu hrubé śıly

Tento př́ıstup se ukázal v sekvenčńı i paralelńı verzi jako neefektivńı již při
nejmenš́ıch testovaných instanćıch o 50 prvćıch. Autor proto výsledky pro
tento př́ıstup neuvád́ı.
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6.4. Zhodnoceńı výsledk̊u měřeńı

6.4.5 Zhodnoceńı výsledk̊u konkurenčńı implementace
algoritmu minknap

Z výsledk̊u měřeńı vycháźı tento algoritmus jako velice efektivńı na většině tes-
tovaných datových sadách. K menš́ımu nár̊ustu výpočetńıho času docháźı pro
instance silně korelovaných dat s R o hodnotě 1000, pro R o hodnotě 100000
je již nár̊ust relativně vysoký.

6.4.6 Zhodnoceńı výsledk̊u konkurenčńı implementace
algoritmu combo

Tento algoritmus zvládl při malém výpočetńım čase všechny autorem testo-
vané datové sady. Tento algoritmus ukázal jako nejefektivněǰśı z testovaných
algoritmů. Nicméně je třeba dodat, že dle [3] existuj́ı typy instanćı, kde si
tento algoritmus poč́ıná h̊uře.

6.4.7 Zhodnoceńı výsledk̊u konkurenčńı implementace
algoritmu DP1

Tento algoritmus poskytuje konfiguraci výsledného řešeńı a tedy nebude po-
rovnán s autorovými implementacemi neposkytuj́ıćımi konfiguraci optimálńıho
řešeńı. Oproti algoritmu MT1 si tento algoritmus poč́ıná lépe pouze na silně
korelovaných datech. Oproti algoritmu HS1974 s konfiguraćı si DP1 poč́ıná
lépe na všech datových sadách kromě nekorelovaný a slabě korelovaných s R o
hodnotě 100000.

6.4.8 Zhodnoceńı výsledk̊u konkurenčńı implementace
algoritmu DP2

Protože tento algoritmus neposkytuje konfiguraci optimálńıho řešeńı nebude
porovnán s autorovými implementacemi dynamického programováńı posky-
tuj́ıćımi tuto konfiguraci. Pro algoritmus plat́ı v porovnáńı s algoritmem MT1
to samé jako pro DP1, tedy že si poč́ıná lépe na silně korelovaných datech.
Při porovnáńı s algoritmy DPwL a HS1974 bez konfigurace plat́ı, že si poč́ıná
lépe na všech datových sadách kromě nekorelovaný a slabě korelovaných s R o
hodnotě 100000.

6.4.9 Shrnut́ı

Z autorových implementaćı je pro nekorelovaná a slabě korelovaná data d́ıky
prořezáváńı stavového prostoru nejefektivněǰśı implementace algoritmu MT1,
oproti tomu implementace algoritmu HS1974 si touto technikou nemůže po-
moci a jej́ı výpočetńı časy jsou v d̊usledku toho výrazně vyšš́ı.

Pro silně korelovaná data implementace algoritmu HS1974 podává lepš́ı
výsledky nežli implementace algoritmu MT1, nebot’ u ńı nedocháźı k velkému
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6. Testováńı

nár̊ustu výpočetńıho času jako pro některé instance u algoritmu MT1 v d̊usledku
malé efektivity prořezáváńı.

Algoritmy DP1 a DP2 jsou oproti autorovým implementaćım efektivněǰśı
na určitých datových sadách.

Konkurenčńı implementace algoritmu minknap a combo se ukázaly výrazně
efektivněǰśı na všech testovaných datových sadách než autorem implemento-
vané algoritmy i při využit́ı paralelizace.

Autorem implementované algoritmy se tedy ve srovnáńı s konkurenćı ukázali
jako méně výkonné, nicméně algoritmy minknap a combo využ́ıvaj́ı jako svoji
součást algoritmus DPwL a je otázkou jestli by při začleněńı autorovy para-
lelizace nebyl jejich běh zrychlen. Dále součást́ı algoritmu MTHard, pro který
neńı uvedeno měřeńı, nebot’ autor nenalezl jeho implementaci, je algoritmus
MT1, a při využit́ı autorovy paralelizace by mohlo doj́ıt k jeho zrychleńı.
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Závěr

Ćılem teoretické části práce bylo popsat problém batohu 0-1, př́ıstupy k jeho
exaktńımu řešeńı a vybrané algoritmy. Ćılem praktické části práce byla imple-
mentace a paralelizace vybraných algoritmů. Dále porovnáńı výpočetńıch čas̊u
autorových implementaćı a konkurenčńıch algoritmů na vybraných datových
sadách.

V práci byl popsán problém batohu 0-1 a dále byly stručně popsány př́ıstupy
použ́ıvané k hledáńı exaktńıho řešeńı problému batohu 0-1. Následně jsou
popsány vybrané algoritmy pro které je navrhnuta paralelizace. Tyto algo-
ritmy jsou implementovány v sekvenčńı verzi a poté v paralelńı verzi po-
stavené na navržených paralelizaćıch. Na závěr jsou změřeny výpočetńı časy
autorových a konkurenčńıch implementaćı na vybraných datových sadách a
výsledky porovnány. Na práci by bylo možné navázat začleněńım paralelizaćı
do pokročilých algoritmů.
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č. 4, s. 460–463. ISSN 00251909, 15265501. ISSN 00251909, 15265501.
Dostupné také z: http://www.jstor.org/stable/2629626.

10. MORRISON, David R.; JACOBSON, Sheldon H.; SAUPPE, Jason J.;
SEWELL, Edward C. Branch-and-bound algorithms: A survey of recent
advances in searching, branching, and pruning. Discrete Optimization.
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Př́ıloha A
Seznam použitých zkratek

DFS prohledávaćı algoritmus depth first search

DPwL algoritmus Dynamic programming with lists
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Př́ıloha B
Obsah p̌riloženého CD

readme.txt .................................. stručný popis obsahu CD
src

impl...................................zdrojové kódy implementace
datasets ......................... datové sady použité pro testováńı
thesis ...................... zdrojová forma práce ve formátu LATEX

text ....................................................... text práce
thesis.pdf............................. text práce ve formátu PDF
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