-

brought to you by .. CORE

provided by Géteborgs universitets publikationer - e-publicering och e-arkiv

View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

| CHALMERS | ) GOTEBORGS UNIVERSITET

Storskalig natverksestimering

Utvérdering av en ny metod for glesa natverk

FExamensarbete for kandidatexamen © Matematik vid Goteborgs universitet

Andersson, Jenny
Bertilsson, Rebecka
Foogde, Helena
Kollerstrom, Lovisa
Lindstrom, Robin

Institutionen for Matematiska Vetenskaper
GOTEBORGS UNIVERSITET
Goteborg, Sverige 2018


https://core.ac.uk/display/211021605?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1




Storskalig natverksestimering

Utvardering av en ny metod for glesa natverk

FExamensarbete for kandidatexamen © Matematisk statistik vid Goteborgs universitet

Jenny Andersson  Rebecka Bertilsson — Helena Foogde  Robin Lindstrém

FExamensarbete for kandidatexamen © Matematisk statistik inom Matematikprogram-
met vid Gdteborgs universitet

Lovisa Kollerstrom

Handledare: Rebecka Jornsten
Examinator: Marina Axelsson-Fisk
Maria Roginskaya

Institutionen for Matematiska Vetenskaper
GOTEBORGS UNIVERSITET

Goteborg, Sverige 2018






Forord
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forfattare har lagt pa att arbeta med detta kandidatarbete. Gemensamt har &ven en dagbok skri-
vits for att dokumentera och planera projektet.
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I detta kandidatarbete har alla forfattare deltagit i varje del av processen. Inom gruppen har vi
ansett det viktigt att alla har lart sig, férstatt och hjélpt till i varje arbetssteg, fran inhdmtning av
fakta till programmering och analys av resultat. Gruppen har arbetat téatt ihop och har ddrmed
kunnat planera arbetet och diskutera problem kontinuerligt. Helena Foogde och Robin Lindstrém
har haft huvudansvar fér kodning och simulering, vilket innebér att de har lagt ner mer tid &n
Ovriga gruppmedlemmar i denna del av arbetet. P& liknande sétt har Jenny Andersson, Rebecka
Bertilsson och Lovisa Kollerstrom haft huvudansvar fér skrivandet av rapporten. Uppdelningen
har fallit sig naturlig under arbetets gang pa grund av intresse.
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Vi vill ge ett stort tack till var handledare Rebecka Jornsten for all hjilp och véigledning som vi fatt
under arbetets gang. Vi vill ocksa tacka Anna Kéllsgard for hennes stéd under rapportskapandet
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Popularvetenskaplig presentation

Utvéardering av en ny metod for tillimpning inom exempelvis cancerforskning

Detta projekt utvéirderar en ny metod vid namn k-glasso, som anvéands for uppskattning av glesa
nétverk av stora dimensioner. Slutsatsen fran arbetet &r att metodens framgang &r beroende av
hur datan som anvénds for att uppskatta nétverket ser ut.

Inom manga forskningsomraden férekommer komplexa system. En nétverksmodell ar ett forenklat
sitt att beskriva saddana system, se Figur 1. Vi kan visualisera ett nétverk pa foljande sétt: forestall
dig olika vigar mellan stdder, dir stidderna dr de objekt som studeras och de kopplingar som finns
mellan objekten dr vigar som sammanbinder stdderna. Oftast ar det ointressant huruvida det gar
att ta sig fran en stad till en annan via andra stdder. Det intressanta &r istéllet om det gar att ta
sig direkt mellan tva stdder utan att aka via en tredje stad.

Ett annat exempel, fran cancerforskningen, dr hur olika gener samspelar med varandra. Malet
med skattning av ett sddant ndtverk ar da att hitta de gener som péaverkar varandra direkt. I
férlangningen kan dessa skattningar leda till storre forstaelse for olika typer av cancer och i bésta
fall leda till framsteg inom forskningen.

Figur 1: Ett ndtverk.

I verkligheten &r det svart att ta reda péa exakt hur ett ndtverk ser ut. Metoder for att uppskatta
olika typer av ’enklare’ natverk &r vélfungerande, men inom exempelvis cancerforskning har nét-
verken ofta stora dimensioner och &r glesa, vilket leder till svarare néatverksskattningar. Tank dig
att du har information om 20 olika gener fran 100 patienter, i jaimforelse med om du har informa-
tion om 50 000 gener fran 100 patienter. Det sistndmnda fallet &r ett komplext problem, eftersom
antalet gener ar fler &n antalet patienter.

I artikeln “Improving the Graphical Lasso Estimation for the Precision Matriz Through Roots of the
Sample Covariance Matriz” 1] som publicerades hosten 2017, presenterades ett nytt tillvigagangs-
sitt for att hantera liknande problem. Artikelns grundidé &ar att ta kvadratroten ur datan innan
uppskattningsmetoden appliceras. Deras slutsatser var att denna transformation dels bidrar till en
stabilare skattning av det sanna nétverket &n tidigare metoder, och dels till att berdkningstiden
reduceras kraftigt. Resultaten fran vart projekt stottar inte dessa slutsatser fullt ut, d& metoden
verkar vara databeroende.






Sammanfattning

Partiell korrelation mellan variabler kan implicit erhallas genom precisionsmatrisen. For att
estimera denna kan den empiriska kovariansmatrisen inverteras. Problem uppstar nir antalet
variabler p &r storre &n antalet observationer n, eftersom kovariansmatrisen da far lag rang
och inte kan inverteras. Tidigare metoder for att 16sa detta problem ar osdkra och darfor har
en metod vid namn k-glasso utvecklats. I oktober 2017 publicerades artikeln “Improving the
Graphical Lasso Estimation for the Precision Matriz Through Roots of the Sample Covariance
Matriz” [1], dar k-glasso presenterades. I artikeln konstaterades att denna metod presterar
battre dn foregdende metoder. Syftet med denna studie var att underséka hur vil k-glasso
presterar i att estimera stora glesa precisionsmatriser som liknar nétverk fran tillimpningar.
I simuleringen genererades tva blockdiagonala precisionsmatriser for olika viarden pé p, dar
de underliggande nétverken hade en férdelning av typ scale-free. Dessutom understktes en
ndtverksmodell fran originalartikeln i tva variationer. Den k:te roten ur den empiriska kovari-
ansmatrisen berdknades genom att ta k-roten ur diagonalen i dess egenviardesdekomposition.
R-funktionen huge() anvindes for att berdkna k-glassoestimaten. Sedan transformerades esti-
matet tillbaka genom att upphdja estimatet till k. Genom 100 replikat berdknades ett medel-
vérde for olika utvirderingsmétt. Metoden applicerades dven pa verklig cancerdata. Resultaten
fran denna studie var inte samstdmmiga med originalartikelns resultat. Slutsatsen av den hér
studien ar att metodens prestation verkar vara databeroende.

Nyckelord: Partiell korrelation, kovariansmatris, invers, precisionsmatris, glasso, k-glasso,
r-glasso, gles ndtverksmodellering, SICS






Abstract

Partial correlation between variables can be obtained implicitly through the precision matrix.
To estimate the precision matrix, the sample covariance matrix can be inverted. Problems
arise when the number of variables p is larger than the number of observations n, since the co-
variance matrix then becomes low-rank and can not be inverted. Former methods to solve this
problem are uncertain and therefore a new method called k-root-glasso has been developed.
In October 2017, the article “Improving the Graphical Lasso Estimation for the Precision Ma-
triz Through Roots of the Sample Covariance Matriz” [1] was published, where the method
k-glasso was presented. The claim was that the method outperforms previous methods. The
aim of this study was to examine the performance of k-root-glasso on large, sparse precision
matrices that are similar to networks from applications. For the simulation, two block diagonal
precision matrices were generated for different values of p, where the underlying network had
a scale-free distribution. Two variations of one of the models from the original article was also
investigated. The k:th root of the empirical covariance matrix was calculated by taking the
k:th root of the diagonal in its eigenvalue decomposition. The R-function huge() was used to
calculate the estimates of k-root-glasso. Then the data was transformed back by taking the
estimate to the power of k. By doing 100 replicates, the mean of the evaluation measures were
computed. The method was also applied to cancer data from real observations. The results
in this study were not consistent with the results from the original article. The conclusion of
this study is that the performance of k-root-glasso seems to be data dependent.

Keywords: Partial correlation, covariance matriz, precision matriz, graphical lasso, glasso,
k-root glasso, r-glasso, sparse network modelling, sparse inverse covariance selection, SICS






Innehall

1 Inledning

1.1 Syfte . . . . . e
1.2 Problemformulering . . . . . . . ... L
1.3 AVErAnSnIngar. . . . . . . . ...
1.4 Etiska aspekter . . . . . . .. L e e e
2 Teori
2.1 Partiell korrelation . . . . . . . ...
2.2 Natverk . . . . . . e e
2.3 Estimering med maximum likelihood-metoden . . . . . . . .. .. ... ...
2.4 Metoden k-glasso . . . . . ..
241 Valav A . . . e
2.5 Utvdrdering av estimat . . . . . . . . . ... L L
2.5.1 Matt baserade pa klassificeringstabellen . . . . . ... ... ...
2.5.2 Likelihood-baserade matt . . . . . . .. ... ... oL
2.5.3 Topologiskamatt . . . . . . .. ... Lo
3 Metod
3.1 Generering av sanna precisionsmatriser £ . . . . . ... oL
3.2 Simulering via k-glasso . . . . . . ...
3.2.1 Undersokta varden pa k . . . . . . . . ...
3.22 Valav A-sekvens . . . . . . . . ...
323 Valav d . ... .
3.3 Utvardering . . . . . . . . oL e
3.4 Observerad data fran hjarntumérer . . . . . . . . . ... oL
4 Resultat
4.1 Valav A-sekvens . . . . . .. L
4.2 Egenvardesspridning av den genererade datan . . . . . . .. ... .. oL
4.3 Utvardering av simulerad data . . . . . . . . ... ... 0L
4.3.1 Val av X baserat pa BIC: Prec SF200 och Prec SF500 . ... ... .. ...
4.3.2 Val av X baserat pa BIC: Prec U200 och Prec U200+ . ... ... ... ..
4.3.3 Val av X baserat pa gleshet: Prec SF200 och Prec SF500 . . . . . . ... ..
4.3.4 Val av X baserat pa gleshet: Prec U200 och Prec U200+ . . . . .. . .. ..
4.3.5 En jamforelse mellan estimat av olika gleshet . . . . . .. ... ... .. ..
4.4 Utvardering av k-glasso pa data fran hjarntumorer . . . . . ... . ... ... ...

5 Diskussion

5.1 Betydelsen av A-sekvens . . . . . . ... Lo
5.2  Att vilja A for att jAmfora estimat . . . . .. ..o
5.3 Problem vid generering av nétverk . . . ... ... L0000 oL
5.4 Anvindning av likelihood-baserade matt . . . . . . . .. .. ... L.
5.5 Placering av felestimerade lankar . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
5.6 Prestation av k-glasso for olika ndtverk . . . . . . . . ... oL

6 Slutsats

Appendix

Bilaga A Utvirderingsmatt fér nitverk valt med BIC

Bilaga B Utvarderingsmatt for natverk valt utifran gleshet

DO = = =

000 N ~J~JIO b kw W

10
10
10
11
11
11

12
12
12
13
13
14
15
17
18
19

20
20
20
20
21
21
21

22

111



Bilaga C Falskt positiva ldnkar
Bilaga D FDR och sensitivitet

Bilaga E Kod

IX

XI



Forkortningar

NMPM8 & D03 >

Straffparameter

Antal observationer
Precisionsmatris
Estimerad precisionsmatris
Element i precisionsmatris
Antal parametrar
Kovariansmatris
Estimerad kovariansmatris
Empirisk kovariansmatris

Bayes informationskriterium
Falsk upptéacktsfrekvens
Falskt positiv

Falskt negativ
Medelkvadratfel

Multivariat normalférdelning
Sant negativ

Sant positiv






1 Inledning

Nétverksmodeller kan anvidndas for att beskriva komplexa system. Att estimera dessa nétverk ar
ett viktigt problem inom manga forskningsfilt sasom exempelvis medicin, biologi, och finans. Inom
till exempel medicin anvinds nétverksmodeller for att kartlagga de genetiska faktorer som ligger
till grund for utveckling av olika sjukdomstyper [2]. Dessa natverksmodeller beskriver korrelation
vilket ger ett matt pa hur aktiva olika gener &r samtidigt. En korrelation mellan tva gener kan
vara missvisande om den dr influerad av en tredje gen. Det dr ddrmed &ndamalsenligt att titta pa
korrelationen mellan tva variabler, kontrollerat for alla andra variablers paverkan, sa kallad parti-
ell korrelation. Den partiella korrelationen kan implicit erhéllas genom precisionsmatrisen, vilken
ar inversen till kovariansmatrisen. Senare i rapporten visas att maximum likelihood-estimatet for
precisionsmatrisen dr inversen av den empiriska kovariansmatrisen (berdknad fran data).

Problem uppstar da antalet variabler, p, borjar ndrma sig antalet observationer, n, samt da p > n.
Detta medfor att den empiriska kovariansmatrisen far lag rang och da existerar inte dess invers.
Situationen uppstar exempelvis for ndtverksmodeller inom cancerforskning dér det &r vanligt med
fa observationer och manga variabler. Det kan handla om ett litet antal patienter (n =~ 200) och
ett stort antal gener (p > 40 000). For att kringgé problemet d& p > n tillimpas en regularisering
av likelihood-funktionen som kallas ’graphical lasso’ eller glasso. Friedman et al. [3] har utvecklat
en metod som anvénder en blockvis optimeringsmetod for att 16sa glasso-problemet. Metoden &r
berakningsmassigt snabb och resulterar i ett estimat av precisionsmatrisen.

Problem som é&r typiska for gendata &r att vissa strukturer kan bli dominanta i den empiriska
kovariansmatrisen. De dominanta strukturerna i kombination med att p > n resulterar i att de
ledande egenvérdena blir stora och matrisrangen blir lag. For att hantera detta har en modifika-
tion av glasso utvecklats, vid namn k-glasso. I oktober 2017 presenterades denna metod i artikeln
“Improving the Graphical Lasso Estimation for the Precision Matriz Through Roots of the Sample
Covariance Matriz” [1]. I k-glasso tas en rot av hogre ordning, k > 1, ur diagonalen av den empiris-
ka kovariansmatrisens egenvirdesdekomposition, vilket medfor att de storsta egenvirdena ddmpas.
Detta foreslas leda till en mer sdker estimering av precisionsmatrisen &n i det otransformerade fallet.

1.1 Syfte

Syftet med detta projekt &r att underséka hur vél k-glasso presterar nér det géller estimering av
stora, glesa simulerade matriser. Fokus kommer vara att jamfora glasso och k-glasso.

1.2 Problemformulering

I originalartikeln undersoks metoden k-glasso for precisionsmatriser med likformig férdelning samt
med deterministisk fordelning. Hur bra fungerar k-glasso pa andra typer av fordelningar som mer
liknar férdelningar som patraffas inom exempelvis cancerforskning?

I originalartikelns utvardering av metoden ligger ett stort fokus pa matten MSE och entropiférlust,
som bada tar hénsyn till magnituden av lankarna i ett nédtverk. I detta projekt kommer fokuset
vara om k-glasso faktiskt kan estimera linkarna korrekt. Ar k-glasso béttre eller sémre &n glasso
pé att korrekt estimera lankar?

1.3 Avgransningar

Vi kommer endast granska metoder som &r baserade pa maximum likelihood-estimering, och da
specifikt glasso-losaren i huge-paketet (High-Dimensional Undirected Graph Estimation) i R. Vi
kommer inte fokusera pa hur algoritmen glasso fungerar i detalj. Vi kommer endast att understka
valet av optimalt A med BIC (detta innefattar inte att fixera olika A for jamforelse).



1.4 Etiska aspekter

I denna rapport appliceras metoden k-glasso pé ett dataset bestaende av observationer fran hjarn-
tumorer. Denna data &r anonymiserad och utvérderingen av metoden som gors i detta projekt
kommer inte att paverka enskilda individer, oavsett resultat. Utover detta anser vi att projektet

inte har nagra etiska aspekter att ta h&nsyn till.



2 Teori

I detta avsnitt presenteras grundldggande teori om partiell korrelation, estimering av en nétverks-
modell med maximum likelihood-metoden samt statistiska utvirderingsmatt som behovs for att
maéta ett estimats tillforlitlighet.

Grundantagandet for detta avsnitt &r att det finns n observationer fran multivariat normalférde-
lad data med p variabler, X, x, ~ MVN(0,% = Q~!). Kovariansmatrisen, 3, antas vara positivt
definit och dess invers, (), dr precisionsmatrisen. D& X &r multivariat normalférdelad data ar dess
tathetsfunktion

_ R B RN 1 — 1T
PX=zQ=X"") = G (et 9)71/26 2 . (1)

2.1 Partiell korrelation

Elementen i kovariansmatrisen beskriver korrelationen mellan variablerna xz; och x5, r; ; = Cor(z;, x;),
eftersom kovarians ar proportionell mot korrelation. Det gar dock inte att, utifran korrelationsko-
efficienten, utréona om x; och x; faktiskt korrelerar direkt med varandra eller om korrelationen
paverkas av andra variabler. Korrelationen mellan z; och z; skulle kunna utgoras av att en tredje
variabel, zy, ar korrelerad med de bada andra variablerna, se Figur 2.

(a) (b) (c)

Figur 2: (a) Korrelation mellan variablerna x; och x;. (b) Den korrelation
som finns kvar mellan x; och x; ndr det kontrollerats for xi kallas partiell
korrelation (streckad linje). (c) Ingen partiell korrelation kvar givet xy.

Ofta ar det den partiella korrelationen som &r av intresse, det vill siga hur tva variabler paverkar
varandra direkt. Denna kan faststéllas genom att beréikna korrelation mellan residualer. Residualen
e;, for en variabel x; i linjar regression, ar skillnaden mellan z; och den delen av x; som beskrivs
av alla de variabler xj, (k # ) som regressionen utforts pa. Nar den partiella korrelationen mellan
tva variabler utreds, berdknas residualerna for dessa enligt

€ =X — E fkﬂzlc
k#i,j

ej =T; — aners

J =4 kPEg-

k#i,j

Om det finns kvar en korrelation mellan residualerna e; och e; beror det pa att x; och x; &r beroende
av varandra dven nér all férklaringskraft som de Gvriga variablerna besitter har tagits bort. Det
vill séga x; och x; &r partiellt korrelerade [4]. Istéllet for att berékna den partiella korrelationen
direkt kan den fas genom en matrisoperation, namligen att ta inversen av kovariansmatrisen och



dérmed erhalla precisionsmatrisen. Det &r bevisat att icke-diagonala element i Q, w; ; (i # j), &r
proportionella mot denna betingade korrelation givet dvriga variabler [5],

wi j o Cor(z;, x|k, k #1,7).

Ett fortydligande exempel ar att det sdgs finnas en korrelation mellan glassférséljning och badre-
laterade olyckor. Sambandet kan istéllet bero pa en bakomliggande virmebdlja som orsakar bade
okad glasskonsumtion och fler badgéster. I detta exempel ar alltsa den partiella korrelationen mel-
lan glassforsaljning och badrelaterade olyckor obefintlig.

2.2 Natverk

Ett nédtverk &r en struktur av lankar och noder, dér noder kan representera exempelvis olika gener
och léankar beskriver kopplingar mellan dessa. En ldnk maste alltid g& mellan tva noder och en
nod kan ha flera linkar. Ett ndtverk kan beskrivas av en sé& kallad grannmatris (eng: adjacency
matrix). En grannmatris bestér enbart av ettor och nollor, dir en etta pa plats (i, j) representerar
en ldnk mellan nod ¢ och j, och en nolla representerar avsaknaden av en link. Ett glest (eng:
sparse) nédtverk innebér att nitverket har fa ldnkar.

Givet en precisionsmatris innebér w; ; = 0 att variablerna i och j &r betingat oberoende av varand-
ra. En precisionsmatris kan konverteras till en grannmatris genom att sétta alla nollskilda element
till 1. Ddrmed kan den partiella korrelationen mellan alla variabler visualiseras i ett grafiskt oriktat
nétverk, dar noderna &r de p variablerna och avsaknaden av en ldnk mellan tva noder innebér att
de &r betingat oberoende av varandra [6]. En grannmatris beskriver alltsd endast férekomsten av
lankar, och inte styrkan av lankarna.

I genetiska ndtverk, som kommer beréras i denna rapport, motsvarar varje nod en gen och lanken
mellan dessa noder motsvaras av interaktionen mellan generna. Det hdnder att nitverken har en
blockdiagonal struktur. Detta beror pa att variabler som ingar i ett ndtverk kan inga i nagra oli-
ka separata processer. Da kommer de variabler som ingéar i en process paverka varandra, men de
kommer kanske inte ha nagon péverkan pé variabler som ingar i en annan process [7]. Dessutom
ar det troligt att ménga variabler inte paverkar varandra alls. Exempel pa denna typ av nétverk
kommer att presenteras i metodavsnittet.

2.3 Estimering med maximum likelihood-metoden

Precisionsmatrisen, €, kan estimeras fran maximum likelihood-funktionen for Q = ¥~!. Ekvation
(1) medfor att likelihood-funktionen for Q ar

. 1 LT
_ v—1 _ —5x; Qx;
LQ=Y7YX) = 1:[1 e a) e :

dér x; dr en observation av p variabler. Logaritmering ger log-likelihood-funktionen



1 1T
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n 1 - T
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dar C &r en konstant, S = % S @zl dr den empiriska kovariansmatrisen och trace (matrisspa-
ret) dr summan av diagonalelementen. Genom att derivera

log(det Q) — trace(2S) (2)

med avseende pa {2 och sétta uttrycket till noll, erhalls maximum likelihood-estimatet Q=51

En begransning med detta estimat ar att det far ett storre systematiskt fel nér forhéallandet p/n
ndrmar sig 1, samt att det inte existerar da p > n eftersom S blir singuldr. Vid maximering av
(2) finns oéndligt antal 16sningar, som var for sig skulle ge en lika bra likelihood. Denna rapport
kommer fokusera pa en losning fran Banarjee et al. [8] som lagger till en straffparameter, A, till
(2). Parametern A kontrollerar glesheten hos estimatet da det tvingar linkar att sittas till 0. Ett
hogre A medfor alltsa ett glesare estimat. Detta kallas regularisering och l6ser problemet nar p > n
genom att begrinsa antalet 16sningar av likelihooden. Den uppdaterade funktionen blir saledes

log(det Q) — trace(Q2S) — A||Q 1 (3)

dér ||Q]]; 4r summan av absolutbeloppen av alla element i Q. Det rader en viss forvirring éver vad
begreppet graphical lasso (hddanefter glasso) innefattar men i det har sammanhanget innebér det
metoder som #r fokuserade pa att 1osa (3). Estimatet av precisionsmatrisen dr det Q) som maxime-
rar (3), det vill séga

Q = arg maxq log(det ) — trace(SQ) — A||Q||;. 4)

Banerjee et al. [8] visar att denna ekvation dr ekvivalent med

Q) = arg min log(det ©2)
under villkoret ||Q7! — S||o < A, (5)



dér ||A]|oe = mazi<i j<plai ;|. Hidanefter kommer fokus att ligga pa glasso-metoden utvecklad av
Friedman et al. som 1ser (4) genom blockvis optimering (eng: block coordinate descent) [3]. Denna
ar implementerad i R-paketen glasso och huge.

2.4 Metoden k-glasso

I de fall d& p &r stort, sarskilt d& p > n, kommer egenvirdena till S bli mer spridda [9] och de
minsta egenvirdena underskattas medan de storsta 6verskattas [1]. Nar kvoten mellan p och n dkar,
s& okar dven konditionstalet [10]. Det stora konditionstalet innebér att alla berdkningar som invol-
verar S blir numeriskt instabila och far systematiska fel. Alltsé leder p > n till att glasso-estimatet
blir instabilt. De storsta egenviardena beskriver den storsta variansen hos en matris. Eftersom egen-
viirdena for ett block ocksa dr egenvirden for hela matrisen [11], kommer de storsta av dessa for
blockdiagonala matriser att till stor del beskriva blockstrukturen. Darfér kan glasso missa vad som
hénder inom och utanfér block dar variansen &r liten i férhallande till blocken. For att fa ett mer
exakt estimat foreslar Avagyan et al. [1] i en artikel fran 2017 en metod som bendmns k-root-glasso,
hédanefter k-glasso.
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Figur 3: De fem stirsta egenvirdena for S dd p = 200 och n = 80. Roten k =2
ddmpar de stérsta egenvdrdena markant.

Antag att egenviirdesdekompositionen av S = PDP’. Den k:te roten av S definieras som S'/* =
PDY P’ dar k > 1. Detta minskar spridningen av S egenvérden eftersom stora egenvérden blir
mindre och egenvirden mindre &n 1 blir storre. Se Figur 3 for en jamforelse av egenvérdesspridning-
en. Metoden k-glasso innebér att 16sa glasso-problemet (5) med S 1k f5r att estimera Qk_glasso.
Dérefter transformeras estimatet tillbaka genom att upphéjas med k, det vill sdga 0= QZ_ glasso:
Notera att k = 1 &r ekvivalent med glasso. Denna transformation av S leder enligt Avagyan et al.
[1] till en mer tillforlitlig skattning av © &n vad estimering utan transformation skulle gora. De
foreslar darmed det fran (5) uppdaterade problemet

Qk;fgla,SSO = arg min log(det Q)
under villkor [|Q7Y* — §1/k|| < A,



dar A\ &r straffparametern. Vid hogdimensionell data innehéaller Qk,glasso inga nollelement utan
endast element som dr néra noll. Avagyan et al. menar att estimatet &r approximativt glest. For att
handskas med detta problem anvénds en troskelregel, vilket innebér att alla element vars absolut-
belopp &r mindre #n ett troskelviirde (forslagsvis 10710 enligt Avagyan et al.) siitts till noll [1]. Det
ar viktigt att tillampa troskelregeln efter att estimatet transformerats tillbaka till originalskalan.

Avagyan et al. [1] kommer fram till att k-glasso presterar béttre &n glasso nér det géller statistiska
forluster, specificitet och sensitivitet, i synnerhet fér nétverksmodeller med deterministisk férdel-
ning. Deras studie visar att roten k = 2 i genomsnitt presterar bast.

2.4.1 Val av )\

Valet av A &r viktigt eftersom denna kontrollerar skattningens gleshet. Avagyan et al. [1] foreslar
anvindandet av en variant av Bayes informationskriterium (eng: Bayesian Information Criterion,
hédanefter BIC) definierad av Yuan et al. [12] for att vilja A,

BIC()\) = n(—logdet(Q(N)) + trace(SQ(N))) + log(n) * NZ, (6)

dir NZ #r antalet nollskilda element i 2. Givet en sekvens av A-viirden valjs det A med tillhéran-
de estimat, Q()\), som ger det ldgsta virdet pa (6). Det ska dock noteras att BIC &r baserad pa
likelihood och viilljer darfor modell utifrin anpassningsgrad (eng: goodness of fit) och inte utifran
exempelvis stabilitet av modellselektion. Andra sitt att vélja A for att erhalla ett optimalt estimat
ar till exempel genom korsvalidering.

2.5 Utvardering av estimat

Utvardering av simulerad data innebér att jamfora det estimerade nétverket med det sanna nétver-
ket. Jamforelsen kan ga till pa ménga olika sétt beroende pa vad som anses vara viktigt. Tre typer
av matt kommer att anvindas i denna rapport: mdtt baserade pd klassificering, likelihood-baserade
mdatt samt topologiska matt.

2.5.1 Matt baserade pa klassificeringstabellen

I klassificeringstabellen, Tabell 1, visas andelen falskt positiva (FP), sant positiva (SP), falskt ne-
gativa (FN) och sant negativa (SN) ldnkar i estimatet. En sant respektive falskt positiv ldnk &r
en estimerad ldnk som finns respektive inte finns i det sanna nétverket. En sant respektive falskt
negativ lank dr en estimerad icke-link som inte finns respektive finns i det sanna nétverket. Det
ar forstas fordelaktigt om diagonalerna i Tabell 1 (antalet SN respektive SP) dominerar storleks-
massigt.

Tabell 1: Klassificeringstabell - fordelning av antal sant negativa (SN), falskt
negativa (FN), falskt positiva (FP) och sant positiva (SP) linkar i det estime-
rade nétverket.

Sant natverk

0 1
Estimerat 0 | # SN # FN
niatverk 1 | # FP # SP



Specificitet ar andelen korrekt estimerade icke-linkar av alla icke-linkar i det sanna n#tverket:
%. Det &r fordelaktigt att denna kvot gar mot 1 eftersom det innebér att metoden har esti-
merat ett lagt antal falska lankar. Sensitivitet méter andelen korrekt estimerade lankar i forhallande
till totala antalet lankar i det sanna nétverket: SPi%' P& samma sétt som for specificitet dr det
dven hir fordelaktigt om kvoten gir mot 1 [13]. Dessa méatt tenderar dock att vara intetsigande

nér det finns obalanserade grupper i datan [14].

Ett matt som beskriver méngden av alla felaktigt estimerade lankar av alla ldnkar i estimatet ar
falsk uppticktsfrekvens (eng: false discovery rate, hidanefter FDR). Denna berdknas som %fsp'
Det &r ddrmed efterstréavansvért att FDR blir sa lag som mojligt eftersom estimatet i sadant fall
estimerar ett lagt antal falska ldnkar [15]. Ibland kan det vara enklare att istéllet anvinda mattet
positivt prediktionsvdrde (eng: positive predictive value, hiidanefter PPV). Detta &r komplementet
till FDR och kan séledes berdknas som 1-FDR [13].

2.5.2 Likelihood-baserade matt

Medelkvadratfelet (eng: mean squared error, hiidanefter MSE) for ett estimat av Q &r E[(Q — )?].
Mattet &ar ekvivalent med likelihood for normalférdelad data, med en skalfaktor och forskjutning
[16]. Detta betyder att MSE &r ett matt pa hur vl modellen stdimmer 6verens med observationer-
na. Om intresset i skattningen av ett nétverk &r att ta reda pa om variabler paverkar varandra
eller inte, dr anpassningsgraden av mindre betydelse. MSE tar endast hénsyn till magnituden av
skillnaden mellan element i estimat och sant nétverk och inte huruvida en l&nk finns eller inte finns.

2.5.3 Topologiska matt

Till skillnad fran ovan presenterade matt lagger topologiska méatt stérre vikt pa samstdmmigheten
i vilka noder som pé olika sétt ar viktiga for nétverket.

Centralitet (eng: centrality) ar ett matt som méter hur central eller inflytelserik en nod &r i ett
ndtverk. For en nod 4, definieras dess gradcentralitet (eng: degree centrality) som antalet intillig-
gande noder som &r direkt lankade till . Det innebéar alltsa att gradcentraliteten anger hur viktig
en nod &r i ett natverk. Sammankopplingscentralitet (eng: betweeness centrality) &r ett matt som
definieras av hur manga ganger en nod passeras i de kortaste stiglingderna (eng: pathlength) mel-
lan tva andra noder i nétverket [17].



3 Metod

For att utviardera k-glasso behovs data dér det finns ett sant underliggande nétverk. I denna studie
anvindes data simulerad fran fyra underliggande sanna precisionsmatriser 2. Tva av precisions-
matriserna genererades sérskilt for denna studie. De 6vriga var en precisionsmatris fran artikeln
av Avagyan et al. [1] samt en modifierad version av densamma. Vidare i detta avsnitt beskrivs hur
k-glasso tillimpats pa den genererade datan for att fa ett estimat Q) och hur valet av k och A gick
till. Utéver detta applicerades dven metoden pa data fér hjarntumorer. All simulering genomférdes
i R och koden aterfinns i Appendix Bilaga E.

3.1 Generering av sanna precisionsmatriser 2

Med hjélp av R-funktionen barabasi.game() fran paketet igraph genererades fyra glesa grannmatri-
ser med scale-free fordelning. Denna fordelning valdes d& den pastés efterlikna genetiska nétverk
[18]. En blockdiagonal matris skapades, dar de fyra genererade matriserna placerades pd diagona-
len. For att Gversidtta grannmatriserna till precisionsmatriser ersattes ettorna i grannmatriserna
med virden fran en normalférdelning. Dérefter slumpades 0.0025p% normalférdelade linkar fram
utanfér blocken. Detta gjordes for p = 200 och p = 500 och resulterade i de tva sanna precisions-
matriserna Prec SF200 respektive Prec SF500. De tva tillhorande grannmatriserna gar att se i
Figur 4. Valet av p styrdes av intresset att fa ett enklare, lattoverskadligt fall, samt ett fall med sa
manga variabler som mojligt utan att det blev for berédkningsintensivt.

(a) Prec SF200 med gleshet = 0.973 (b) Prec SF500 med gleshet = 0.980

Figur 4: De simulerade grannmatriserna.

Precisionsmatrisen som anvéndes fran studien av Avagyan et al. [1] var den som benédmns "Model 4’
med p = 200 (hédanefter Prec U200). Aven den hade fyra block lings diagonalen. Till skillnad fran
de ovan ndmnda precisionsmatriserna var blocken i Prec U200 betydligt tdtare och det fanns inga
element utanfor blocken. Lankarna var likformigt fordelade inom blocken och lénkarnas vérden var
normalférdelade. Fér den modifierade versionen slumpades 0.0025p? normalférdelade lankar fram
utanfor blocken (hédanefter Prec U200+). De tva tillhérande grannmatriserna gar att se i Figur
5.

Nér lankar lades till utanfér blocken i precisionsmatriserna blev matriserna inte ldngre inverterba-
ra, vilket de behover vara for att kunna generera data. For att reparera detta 6kades magnituden
pa ldankarna i diagonalen med absolutbeloppet av det minsta egenvirdet plus en konstant, for att



egenvardena skulle bli nollskilda.

Elementen i precisionsmatriserna som var mindre #n troskelnivan 10710 sattes till noll.

(a) Prec U200, gleshet = 0.879 (b) Prec U200+, gleshet = 0.876

Figur 5: Grannmatrisen fran artikeln av Avagyan et al. samt dess modifierade
Version.

3.2 Simulering via k-glasso

For var och en av de fyra precisionsmatriserna €2 genererades data X,,x, ~ MV N(0,X = Q1) med
n = 0.4p respektive n = 5p observationer, dar datan hade samma korrelationsstruktur som 2. Fran
den genererade datan berdknades den empiriska kovariansmatrisen S. For ett givet k berdknades
S1/k enligt definitionen i Avsnitt 2.4. Konditionstalet for S*/* berdknades som kvoten mellan det
hégsta och det minsta nollskilda egenvirdet, diir toleransen sattes till 1071%. R-funktionen huge()
anviandes for att berdkna k-glassoestimatet Q, for en sekvens av A-viarden. Fran denna sekvens
valdes ett A ut pa tre olika sdtt som beskrivs nedan. Detta upprepades 100 ganger for att sedan
kunna berdkna medelviarden for utviarderingsméatten.

3.2.1 Undersokta varden pa k

I artikeln fran 2017 foreslog Avagyan et al. att k skulle viiljas med hjélp av BIC. Dock observerade
de att en forvald rot k = 2, skulle vara ett bra val pa k. I deras exempelsimulering gar det att
observera att BIC néstan alltid minimeras av ett k i ndrheten av, och oftast under, 2 [1]. Déarfor
jamfordes metoderna i denna studie med tre instéllningar av k; k = 1 (original glasso), k = 1.5,
samt k = 2.

3.2.2 Val av \-sekvens

Sekvensen av A valdes s& att tillhdrande estimat skulle técka ett intervall av gleshet omkring det
sanna nétverkets gleshet. Eftersom k-glasso innebér en transformation av S &r betydelsen av A
fordndrad i glasso-l6saren. Darmed behdver dven A transformeras sa att denna betyder samma
sak dven nir viardena pa k varierar. En bra transformation av A skulle alltsd innebéra att \; for
exempelvis k = 1, genererade ett nétverk av samma gleshet som A, for k = 2. Sekvenserna valdes
for varje kombination av n, k och nétverk, genom att iterativt undersoka olika transformationer
for att uppnéa denna matchning.
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3.2.3 Val av A\

For varje k valdes ett A\ ur respektive A-sekvens och tillhérande € pé tre olika sétt. Dels valdes
A ut via BIC, se Ekvation (6). Dels valdes det A ut, vars estimat av ) hade en gleshet som var
ndrmast det sanna nédtverkets gleshet. Slutligen valdes det A ut, vars estimat av 2 hade en FDR
som var nirmast en férdefinierad 6nskad FDR pa 0.2. Fér bade matchningen av FDR och gles-
het, betraktades det utvalda estimatet som giltigt om dess FDR eller gleshet var inom +0.02 fran
det sokta virdet. Om mer dn 80% av alla replikat hade ogiltiga estimat vid matchning mot FDR
respektive gleshet anségs den matchningen vara ogenomférbar. Nér BIC ska beréknas numeriskt
kan det hénda att &ven om log-determinanten av Q existerar, blir determinanten av Q oandligt
stor. Detta 10ses genom att istdllet berdkna summan av logaritmen av alla egenvéirden, eftersom
determinanten ar ekvivalent med produkten av alla egenvérden.

3.3 Utvardering

Estimaten utvirderades utifran matten specificitet, senitivitet, FDR, MSE samt andel noder med
hogst centralitetsmatt (grad- respektive sammankopplingscentralitet). Samstdmmigheten i centra-
litet jamférdes genom att se hur stor andel av de viktigaste noderna i ett estimat, som Gverens-
stdmmer med de viktigaste noderna i det sanna nétverket. Till exempel, om alla noder har unika
centralitetsméatt, bade i estimatet och i det sanna nétverket, ar topp 10% av 200 variabler ett
antal om 20 noder. Om 5 av dessa matchar topp 10% av de storsta noderna i det sanna natverket,
innebér det en matchning pa 5/20 = 0.25. Aven ett matt pa en proportion pa var metoderna ligger
de falskt positiva (FP) ldankarna, innanfor eller utanfor blocken, estimerades.

Matten FDR och sensitivitet presenteras tillsammans for att se forhallandet mellan andelen felak-
tigt estimerade lankar och andelen korrekt estimerade lénkar. Detta gjordes genom att plotta FDR,
mot sensitivitet for varje A i en A-sekvens.

3.4 Observerad data fran hjarntumorer

Slutligen testades k-glasso pa ett dataset innehallandes 508 observationer av 2371 transkriptions-
faktorer ! fran hjirntumérer. Eftersom detta dr observerad data fanns inte nagon sann precisions-
matris att utviardera estimatet mot. Daremot finns listor 6ver ldnkar, baserat pa vad som ar bevisat
pa experimentell niva, 6ver vilka gener som observerats interagera med varandra. Interaktionen tros
inte nodvandigtvis vara statisk, utan den ska ses som approximativ och alltsa ge en indikation pa
vilka ldnkar som borde finnas i nétverket. Utvirderingen bestod saledes enbart i att jamfoéra hur
manga av dessa lankar som estimaten innehdoll.

I Transkriptionsfaktorer 4r en typ av protein som reglerar vilka gener som &r aktiva i en viss cell. Denna regle-
ring paverkar celltillvixten och kan orsaka mutationer om regleringsférmagan inte fungerar som den ska. Processen
har betydelse for celltransformation och vid vissa sjukdomstyper har ovanligt laga eller hoga varden pa vissa tran-
skriptionsfaktorer observerats. Att identifiera dessa transkriptionsfaktorer kan vara en viktig del inom till exempel
cancerforskning [19].
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4 Resultat

I detta avsnitt presenteras resultaten fran simuleringarna. Inledningsvis introduceras en jamforelse
mellan denna studies val av A-sekvens och den A-sekvens som aterfinns i Avagyan et al. [1] Vidare
presenteras utviarderingsmatten for den simulerade datan samt datan fran hjarntumorer, forst da
A valdes med BIC och sedan da valet av A gjordes for att matcha det ursprungliga nétverkets
gleshet. Eftersom fa estimat kunde uppfylla den valda nivan av FDR redovisas inte dessa resultat.
I de tabeller som finns aterges tal med tre signifikanta siffror. I avsnittet presenteras figurer Gver
utvirderingsmétt, men detaljerade tabeller aterfinns i Appendix. Resultatet av MSE presenteras
inte 1 figurerna utan aterfinns enbart i Appendix.

4.1 Val av A-sekvens

Glesheten hos Prec SF200 och Prec SF500 var cirka 0.98 och da konstruerades en sekvens av A som
tackte en gleshet fran cirka 0.9 till 1. Hos Prec U200 och Prec U200+ lag glesheten pa cirka 0.87 och
dér konstruerades en sekvens av A som téckte en gleshet fran cirka 0.8 till 0.95. I artikeln av Avagy-
an et al. [1] foreslogs en sekvens av ), som f6r deras nitverksmodeller tackte en estimering fran ett
nastintill tomt till ett nastan fullt ndtverk. En jamforelse mellan artikelns A-sekvens och sekvensen
som valdes i detta projekt illustreras i Figur 6. Vi kan se att &ven om k-glasso med k = 1 anvén-
der det hogsta mdéjliga A kan det inte estimera ett lika glest nétverk som k-glasso med 6vriga rotter.
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(a) Sekvenser frén Avagyan et al. (b) Sekvenser konstruerade for denna rapport

Figur 6: Gleshet for estimat av ndtverksmodellen Prec U200 éver en avtagande
sekvens av \. Det sanna ndtverket hade en gleshet pd 0.87. (a) Sekvenser av
A som Avagyan et al. anvdnde i sin simulering. Sekvensen tdckte estimering
fran ett ndstan tomt till ett nédstan fullt natverk. Sekvenserna for glasso med
k > 1 estimerar genomgdende glesare ndtverk. (b) Sekvenser av A for samma
ndtverksmodell som anvindes i denna simulering. Sekvenserna tdcker gleshet av
estimat for ett intervall kring det sanna ndtverkets gleshet. Ett \; for ett visst
k motsvarar ett estimat av ungefir samma gleshet som ett \; for de ovriga
vdrdena pa k.

4.2 Egenvirdesspridning av den genererade datan

I Figur 7 ses egenvéirdesspridningen for de fem storsta egenviardena samt konditionstal for empiris-
ka kovariansmatrisen S*/* da p > n. Det storsta egenvérdet &r betydligt hogre for Prec U200 och
Prec U200+ &n de 6vriga tva.
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Figur 7: Egenvdrdesspridning for de fem storsta egenvirdena hos S efter gene-
rering av data dd p > n fran de olika ndtverken. Transformation med k = 2
reducerar de hdgsta egenvirdena avsevirt. Notera att dimensionen for y-azxeln
skiljer sig at mellan ndtverksmodellerna. I figurerna syns dven konditionstalen
for SY* inom parentes.

4.3 Utvardering av simulerad data

Nedan redovisas utvérdering av de 100 replikaten. Hadanefter innebér bendmning av centralitets-
matt den matchning av topp 10 % noder som nédmns i Avsnitt 3.3. I de figurer som visar en
sammanstillning av de olika utvirderingsmatten innebér hoga virden onskvirda resultat.

4.3.1 Val av ) baserat pa BIC: Prec SF200 och Prec SF500

I Figur 8 presenteras resultaten fran de olika utvirderingsmatten. Vi kan se att det inte finns nagra
ndmnvirda skillnader i specificitet for de olika k-rétterna. Roten k = 2 ger generellt ldgre virden
for de 6vriga matten. Undantaget &r viardet pa PPV dé& Prec SF200 med k& = 2 resulterar i hogst
virde nér p < n. Notera att estimatet for k = 2 &r glesare dn estimaten for 6vriga k, se Tabell 2.

Fordelningen av falskt positiva (FP) lankar visar att k = 2 ldgger en Gvervigande majoritet av alla
FP léankar inom blocken medan de Ovriga rétterna lagger sina FP lankar utanfor, se Tabell C1 i
Bilaga C. Proportionen av FP ldnkar som placeras inom eller utanfér block kan vara missvisande
da den inte tar hénsyn till att det totala antalet FP lankar kan vara av helt olika storleksordningar
for olika k. Vi kan dock se att k = 2 placerar sina FP lankar inom block bade nér det har sdmre
och béttre FDR an de ovriga.
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Figur 8: De heldragna respektive streckade linjerna visar utvdrderingsmdatt for
Prec SF200 respektive Prec SF500 da A valdes med BIC.

Resultaten for £ = 1 och k = 1.5 {6ljs at for de flesta utvirderingsmétten. Roten k = 1 estimerar
genomgaende tétare ndtverk &n 6vriga k och i fallet p < n estimerar k = 2 glesare nétverk &n de
Ovriga, se Tabell 2. Vad géller MSE f6ljer detta matt inte trenden da k = 2 far lagst MSE da p > n.

Tabell 2: Gleshet for estimaten av Prec SF200 respektive Prec SF500.

p>n p<n
Prec SF200 Prec SF500 | Prec SF200 Prec SF500
k=1 0.983 0.986 0.965 0.975
k=1.5 0.988 0.992 0.975 0.983
k=2 0.990 0.991 0.992 0.995

4.3.2 Val av ) baserat pa BIC: Prec U200 och Prec U200+

I Figur 9 visualiseras resultaten foér Prec U200 och Prec U200+. Foér p > n kan vi inte se nagra
stora skillnader varken for de olika viardena pa k eller de tva ndtverken. Nar p < n ser vi att k = 2
resulterar i nagot hogre virden, i synnerhet for PPV.
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Figur 9: De heldragna respektive de streckade linjerna visar utvdrderingsmdatt
for Prec U200 respektive Prec U200+ dd A valdes med BIC.

Aterigen noterar vi att val med BIC for k = 2 i regel har estimerat ett glesare niitverk, vilket kan
paverka matten, se Tabell 3. Andelen FP inom block &r hogst for k = 2 som lagger majoriteten av
sina FP ldnkar inom block, utom fér Prec U200 da p > n, se Tabell C2 i Bilaga C. Det gar inte
att utvirdera MSE da den ar sa pass liten att den avrundas till noll med tre decimalers noggrannhet.

Tabell 3: Gleshet for estimaten av Prec U200 respektive Prec U200+

p>n p<n
Prec SF200 Prec SF500 | Prec SF200 Prec SF500
=1 0.915 0.948 0.905 0.947
k=15 0.926 0.961 0.917 0.958
k=2 0.937 0.955 0.924 0.942

4.3.3 Val av )\ baserat pa gleshet: Prec SF200 och Prec SF500

I Figur 10 kan vi se samma tendenser som med val genom BIC, det vill séga att k=1 och k= 1.5
tenderar att folja samma moénster medan k = 2 ger markant ldgre virden for alla matt utom spe-
cificitet. Vi ser hér att nir nétverken tvingas vara av samma gleshet far k¥ = 2 hogre PPV. Nar
det géller andelen FP lankar inom och utanfor block lagger k = 2 dven hér storst andel FP ldnkar
inom blocken, medan det motsatta géller for £ = 1 och k = 1.5 (se Tabell C3 i Bilaga C). Det finns
ingen genomgaende trend i vilket k& som far ligst MSE.
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Figur 10: De heldragna respektive streckade linjerna visar utvdrderingsmatt for
Prec SF200 respektive Prec SF500 dd \ valdes genom en matchning av gleshet.

Vid jamforelse av FDR och sensitivitet bekréftas resultatet att k = 2 &r ett, i vissa fall avsevart,
sdmre val for den simulerade datan, samt att £ = 1 och k = 1.5 ar ungefar likvirdiga, se Bilaga D
i Appendix.

I Figur 11 visualiseras hur ldnkarna i estimatet av Prec SF500 ar férdelade for tva olika k, jamfort
med det sanna nétverket (se Figur 4b). For k = 1 ar de korrekt estimerade ldnkarna (bla farg)
placerade i en struktur som tydligt pAminner om den sanna strukturen. Fér £ = 2 férsvinner denna
struktur eftersom ménga falska lankar (orange firg) estimeras och bildar tva téita block.

(a) k=1 (b) k=2
Figur 11: Grannmatriser fran estimat av Prec SF500, valda med gleshet motsva-

rande den sanna glesheten. En bld punkt dr en sant positiv link och en orange
punkt dr en falskt positiv lank.
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4.3.4 Val av )\ baserat pa gleshet: Prec U200 och Prec U200+

Figur 12 visar resultaten for Prec U200 och Prec U200+. I fallet p > n ser vi att det inte finns
nagra storre skillnader mellan olika k, men k = 2 presterar battre &n de 6vrigada p < n. Vidp > n
finns det inga storre skillnader mellan olika k géllande var de flesta FP ldnkarna placeras, de flesta
laggs utanfor blocken (se Tabell C4 i Bilaga C). I fallet p < n ligger k = 2 nagot fler FP ldnkar
inom block, men vi noterar att denna rot samtidigt far hogst PPV. Aven hir &r MSE sa pass litet
att det inte gar att jamfora.

Nér vi jamfér FDR och sensitivitet forstirks bilden av att k = 2 &r béttre &n 6vriga k da p < n

och att skillnaden minskar d& p > n, se Bilaga D.
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Figur 12: De heldragna respektive streckade linjerna visar utvdrderingsmatt for
Prec U200 respektive Prec U200+ dd A valdes genom en matchning av gleshet.

I Figur 13 visualiseras hur l&nkarna i estimatet av Prec U200+ &r fordelade for tva olika k, jamfort
med det sanna nétverket (se Figur 5b). I fallet d& & = 1 ar det svart att utrona nagon tydlig
struktur av estimerade ldnkar. Inom blocken dr de flesta linkar SP men vi noterar att det sanna
nétverket ocksa har en tét fordelning av ldnkar inom blocken. For k£ = 2 blir blockstrukturen tydli-
gare da farre lankar utanfor blocken estimerats, medan fler lankar inom block &r korrekt estimerade
som sanna lankar.
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Figur 13: Grannmatriser for estimat av Prec U200+, valda med gleshet motsva-

rande den sanna glesheten. En bld punkt dr en sant positiv link och en orange
punkt ar en falskt positiv lank.

4.3.5 En jimfo6relse mellan estimat av olika gleshet

I Figur 14 illustreras en jimforelse mellan estimat av samma nétverk, men med olika gleshet. Den
férsta grannmatrisen dr ett estimat med gleshet = 0.988 dér A valdes via BIC, medan den andra
grannmatrisen ar ett estimat med gleshet = 0.974 och dér A\ valdes genom att fixera glesheten.

Den sistndmnda ar alltsd mindre gles och maste estimera fler lankar, varav de flesta lankar blir
falska (orange firg).

(a) Estimat med gleshet = 0.988 (b) Estimat med gleshet = 0.974

Figur 14: Grannmatriser av estimat for Prec SF200, n = 80, k = 1.5. I (a)
valdes \ via BIC och i (b) valdes \ genom att fixera glesheten till vald nivd. En
bla punkt dr en sant positiv lank och en orange punkt dr en falskt positiv lank.

18



4.4 Utvardering av k-glasso pa data fran hjarntumorer

Egenviirdesspridning och konditionstal for S/* fran observationerna av transkriptionsfaktorer il-
lustreras i Figur 15. Konditionstalen dr hogre &n for den simulerade datan och transformationerna
dampar de storsta egenvardena.

’ — k=1(2300)
————— k =15 (170)
9 | k =2 (47)
(3]
c
[}
Po
5 \
L
o
27 N
o4 ° Q R o 'g ”””””””””””” 8—-
1 2 3 4 5

Index for egenvarden

Figur 15: De fem storsta egenvdirdena fran data av hjdrntumdrer. Transforma-
tionerna k = 1.5 och k = 2 ddmpar de storsta egenvirdena. Konditionstalen
for SYk redovisas inom parentes.

Estimaten utvirderades utifran listan av kidnda ldnkar fér ndtverket. Hur stor andel av de kiinda
lankarna som &terfinns hos estimaten, redovisas som SENS*. Mattet berdknas p4 samma sitt som
sensitivitet men pa grund av avsaknaden av ett sant nétverk podngteras skillnaden genom denna
bendmning. Andelen korrekt estimerade kinda lankar av totala antalet estimerade lankar anges av
samma anledning som PPV*.

Tabell 4 innehaller resultat da A valts med BIC. Vi noterar att estimaten &r de samma som i Tabell
5 forutom estimatet av k-glasso med k& = 2 som &r négot glesare. Detta estimat far avsevért hogre
PPV*, vilket innebar att av de lankar som ar estimerade &r majoriteten sanna ldnkar.

I Tabell 5 redovisas resultat fran estimering av transkriptionsfaktorerna da A valts utifran en gles-

hetsniva inom intervallet [0.992,0.999]. Vi ser att estimaten har ungefir samma SENS* men att
estimatet for k-glasso med k = 1 har ett lagre PPV* &an de ovriga.

Tabell 4: Estimat da X\ valts med BIC.

SENS* PPV*  Gleshet

k=1 0.148  0.309 0.999
k=15 0.148 0.514 0.999
k=2 0.146  0.855 1.000

Tabell 5: Estimat dd \ valts utifran en gleshet inom [0.992,0.999].

SENS*  PPV* Gleshet

k=1 0.148  0.309 0.999
k=15 0.148 0.514 0.999
k=2 0.149  0.541 0.999
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5 Diskussion

Inledningsvis diskuteras upplagget av simuleringsstudien for att sedan ga Gver till att diskutera
resultatens betydelse.

5.1 Betydelsen av \-sekvens

Att hitta rétt A-sekvens ar ett dataspecifikt problem. Det fanns vissa monster i vilka transfor-
mationer som behévde goras for att sekvenserna for olika virden pa k skulle generera estimat av
samma gleshet. Dessa monster var dock inte konsekventa nog for att samma regel skulle kunna
overforas till vare sig olika natverksmodeller eller férhallandet mellan antal variabler och antal
observationer. Detta var en tidskrivande del av simuleringen. Eftersom det i framtida simuleringar
skulle vara intressant att iterera over fler virden pa k &r detta ett problem att ta stéllning till.
Dérfor skulle det vara givande att matematiskt kunna héarleda ett samband mellan valet av A\ for
olika k, om ett sddant existerar. Enligt Figur 6a anvinde Avagyan et al. [1] A-sekvenser som hade
olika tdckning av gleshet for olika k. Darmed fanns en mojlighet att spridningen av gleshet mellan
de olika estimaten blev stor, i synnerhet eftersom valet av A enbart gjordes utifran BIC. Avagy-
an et al. redovisade heller inte glesheten hos estimaten i sin studie. Detta anser vi resulterar i att
deras utvarderingsmatt blir svara att jamfora och att deras slutsats eventuellt kan beh6va revideras.

5.2 Att vilja A for att jamfora estimat

Anledningen till att det &r problematiskt att jamfora resultaten for olika k da A véljs med BIC, &r
alltsa att estimaten for olika k kan bli olika glesa. Det kan darfér vara svart att veta om det &ar valet
av k eller glesheten i sig som paverkar resultaten. Det ar till exempel naturligt att ett estimerat
natverk med fa lankar ocksa har firre noder som har méjlighet att interagera med andra noder och
darmed fa hoga centralitetsmatt. Det blir darfér en systematisk diskriminering eftersom nétverkens
storlek i hog grad paverkar utviarderingsméatt. Detta medfor att jamforelsen av utvirderingsméatt
vid olika & i dessa fall kommer handla mer om huruvida BIC fungerar tillfredsstdllande och inte
s& mycket om jamforelsen mellan olika k.

En mer réttvis jamforelse mellan olika varden pa k erhélls alltsa da estimatens gleshet eller FDR
fixeras. Svarigheten kan d& vara att fixera vid en gleshet som estimatet har méjlighet att prestera
bra pa. I Figur 14 i Avsnitt 4.3.5 sag vi att genom att vilja A med BIC blev nétverket glesare &n
for det estimat dér glesheten fixerats. I bada figurerna ser det ut som att ungefdr samma antal
sanna lankar estimerats, men da estimatet som &r mindre glest tvingas estimera fler lankar sa blir
de till storre del falska. Det hade varit 6nskvért att fixera glesheten vid négra olika nivaer for att se
om ett och samma k alltid presterar béast. Det hade varit nédvindigt att fixera vid fler och framfor
allt hogre nivaer av FDR, da det for vissa ndtverksmodeller och k-virden aldrig gjordes estimat
med ldgre FDR an 0.5.

Det som ddremot gar att avlisa fran resultaten da A valts med BIC &r att k-glasso med k£ > 11 alla
fall utom ett estimerar ett glesare néatverk dn det som k£ = 1 ger. Eftersom de glesare ndtverken
far lagre FDR kan slutsatsen dras att BIC verkar fungera béttre for de hogre rétterna om FDR &r
ett matt som &r av stor vikt.

5.3 Problem vid generering av nitverk

Okningen av styrkan pa linkarna (signalstyrkan) pa diagonalen for att f& matriser inverterbara (se
Avsnitt 3.1) medfor en storning av den relativa signalstyrkan. Det &r osékert hur det har paverkat
estimeringen och skulle behéva utredas ytterligare. Vidare kan det undersékas hur pass stor 6k-
ning av diagonalens magnitud som kan tilldtas utan att detta medfor en allt for stor effekt pa den
relativa signalstyrkan i blocken.
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5.4 Anvandning av likelihood-baserade matt

Det finns en avvigning som méste goras angaende vilka utviarderingsméatt som ska viga tungt be-
roende pa estimeringssyftet. Om syftet &r att hitta specifika linkar som kan ha betydelse for ett
nétverk, ar det viktigt att de ldnkar som estimerats i hog grad &r sanna. Da &r ett estimat med
farre lankar men dér de flesta av dem &r sanna, att foredra framfor ett estimat som lyckats fanga
det sanna nétverkets struktur, till exempel blockstruktur, men kanske inte prickar in exakt ratt
lankar. Om syftet istéillet &r att estimera det sanna nétverkets fordelning och inte exakta lankar
kan MSE vara ett bra matt. Vid de tilldimpningar som den hér rapporten har i atanke kan syftet
vara att hitta ldnkar som &r aktiva vid exempelvis cancer, som inte tidigare &r kinda och skulle
kunna 6ka kunskapen om vad som orsakar cancer.

Efter simuleringen upptéicktes att MSE, pa grund av en illa vald avrundningsprecision, i manga
fall blev for liten for att jamforas. Eftersom simuleringarna var tidskrévande med sa pass hog-
dimensionella nédtverksmodeller och méanga replikat hann vi inte atgidrda detta. Ett sétt att 16sa
detta pa hade varit att skala upp MSE. De fa synbara resultat vi fick tydde pa att MSE visade
pa ett motsatt resultat jamfort med de 6vriga matten. Detta kan bero pa att MSE tar hénsyn till
magnituden pa de estimerade linkarna snarare &n existensen av en lank, se Avsnitt 2.5.2. Eftersom
vi var intresserade av férekomsten av ldnkar och inte magnituden av dem, anser vi att MSE inte
ar ett av de viktigaste utviarderingsmatten fér vart syfte. Originalartikelns resultat lagger stor be-
visborda pé just detta matt, vilket vi avstar fran att gora i var studie, av hansyn till detta argument.

5.5 Placering av felestimerade lankar

I resultat presenterades en jamforelse Gver var i estimatet som majoriteten av de felestimerade
lankarna placerades. Betydelsen av huruvida det finns en systematisk skillnad i var k-glasso och
glasso tenderar att felestimera ldnkar beror pa vad som &r av intresse fér den specifika datan. Om
vi till exempel antar att blocken representerar en biologisk process och det &r en process som vi
inte ar sarskilt intresserade av, blir interaktioner mellan variabler i den processen inte intressanta.
Déremot kan en interaktion utanfor en sddan process vara ett samband som inte tidigare ar ként
och dr da mer intressant. Da skulle en metod som i kombination med la4g FDR och som heller inte
estimerade s& manga felaktiga ldnkar utanfér blocken, vara en férdel. Resultaten av simuleringen
tydde pa att k-glasso med k = 2 skulle kunna ha ett sddant monster.

5.6 Prestation av k-glasso for olika nitverk

I var studie gav roten k = 2 generellt béittre resultat 4n 6vriga rotter for ndtverken Prec U200,/U200+-.
Prec U200 var det nétverket som anvéndes fran originalartikelns studie. For 6vriga nétverk som
vi simulerat gav bade roten kK = 1 och k = 1.5 i regel mer férdelaktiga resultat. Skillnaden mellan
nétverken var dels att de férstndmnda genererade data med hogre egenvirdesspridning och dels
att de hade olika fordelning. Det tyder pa att valet av k &r dataspecifikt.

Eftersom grundidén med transformationen var att minska egenvirdesspridningen borde de nét-
verksmodeller med storst egenvirdesspridning gagnas mest av en egenviardestransformation. Da
den hogre roten presterade bést for just den datan som har storre egenvérdesspridning verkar det
antagandet stdmma. Fragan &r huruvida det finns en grans for hur stor egenvirdesspridningen
bor vara om k = 2 ska hjilpa snarare &n stjilpa. Om egenvirdesspridningen inte &r stor nog
kanske transformationen orsakar att struktur i datan gar forlorad snarare &n att den dampar det
dominanta till fordel for att se detaljer.
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6 Slutsats

I den hér rapporten har vi understkt en ny metod for att estimera stora glesa néatverk. Slutsatsen i
artikeln av Avagyan et al. [1] var att k = 2 i praktiken &r en generellt bra instillning pa k. Detta kan
vi inte bestyrka da vara resultat skiljer sig avsevart mellan de olika natverksmodellerna. Det verkar
dock troligt att valet av k beror pa hur pass stor egenvardesspridning datan uppvisar. Férutom
att valet av k dr dataspecifikt foreslar vi att det &ven &r fordelningsspecifikt och A-specifikt. I vissa
fall fann vi att k-glasso presterade sdmre &n glasso och det vore darfor vardefullt att fastsla om det
finns specifika forutsdttningar da det ar lampligt respektive oldmpligt att anvinda k-glasso framfor
glasso. For framtida studier féreslar vi att undersoka valet av k-rot baserat pa egenvirdesspridning
och att valet av A\ undersoks med exempelvis korsvalidering och modellselektion.
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Appendix

I tabeller 6ver utvirderingsmatt anger forsta raden for varje k medelviardet av utvirderingsmatten
och nedre raden ar standardavvikelser inom parentes. Tal &r angivna med tre signifikanta siffror.
Forkortningarna star for specificitet, sensitivitet, falsk upptéacktsfrekvens, medelkvadratfel, gleshet,

gradcentralitet och sammankopplingscentralitet i angiven ordning.

Bilaga A Utvarderingsmatt for natverk valt med BIC

Tabell Al: Utvdrderingsmatt for ndtverk valt med BIC, Prec SF200 och Prec

SF500.
SPEC  SENS FDR MSE  Gleshet g-centr. s-centr.
Prec SF200, n=80
k-1 0.993 0.386 0.383 0.020 0.983 0.358 0.378
(0.001) (0.014) (0.043) (0.001) (0.001) (0.059)  (0.070)
k15 0.998 0.354 0.192 0.023 0.988 0.337 0.347
(0.001) (0.013) (0.034) (0.001) (0.001) (0.048) (0.063)
k9 0.997 0.259 0.311 0.013 0.990 0.143 0.100
(0.002) (0.017) (0.100) (0.000) (0.002)  (0.070)  (0.000)
Prec SF500, n=200
K —1 0.994 0.382 0.447 0.038 0.986 0.406 0.470
(0.000) (0.010) (0.014) (0.001) (0.001) (0.051) (0.032)
k15 0.998 0.326 0.212 0.089 0.992 0.395 0.478
(0.000) (0.009) (0.019) (0.001) (0.000) (0.060) (0.034)
k9 0.993 0.151 0.680 0.027 0.991 0.130 0.100
(0.001) (0.006) (0.020) (0.000) 0.001)  (0.019) (0.000)
Prec SF200, n=1000
K —1 0.985 0.775 0.407 0.005 0.965 0.618 0.592
(0.002) (0.011) (0.024) (0.000) (0.002) (0.052)  (0.061)
k— 15 0.994 0.739 0.219 0.000 0.975 0.611 0.651
’ (0.001) (0.012) (0.026) (0.054) (0.001) (0.052) (0.051)
k9 0.998 0.238 0.187 0.001 0.992 0.110 0.100
(0.000) (0.005) (0.032) (0.050) (0.000) (0.000) (0.000)
Prec SF500, n=2500
Kk — 1 0.989 0.722 0.427 0.008 0.975 0.578 0.515
(0.000)  (0.007) (0.009) (0.000) (0.001) (0.045) (0.031)
k— 15 0.996 0.659 0.215 0.103 0.983 0.573 0.546
’ (0.000) (0.005) (0.009) (0.000) (0.000) (0.038) (0.026)
k9 0.997 0.126 0.532 0.109 0.995 0.100 0.100
(0.000) (0.001) (0.030) (0.000) (0.000) (0.000) (0.000)




Tabell A2: Utvdarderingsmatt for néatverk valt med BIC, Prec U200 och Prec

U200+.

SPEC  SENS FDR MSE  Gleshet g-centr. s-centr.

Prec U200, n=80

k1 0.928 0.182 0.740 0.000 0.915 0.152 0.133
(0.003) (0.007) (0.008) (0.000) (0.003) (0.045)  (0.056)

K—15 0.940 0.176 0.714 0.000 0.926 0.135 0.135
(0.002) (0.006) (0.008) (0.000) (0.002) (0.042) (0.054)

k9 0.951 0.162 0.684 0.000 0.937 0.136 0.123
(0.006) (0.012) (0.023) (0.000) (0.006) (0.051)  (0.057)

Prec U200+, n=80

k1 0.956 0.108 0.743 0.000 0.948 0.117 0.110
(0.002) (0.005) (0.011) (0.000) (0.002) (0.050)  (0.058)

k— 15 0.969 0.096 0.696 0.000 0.961 0.113 0.115
(0.002) (0.004) (0.012) (0.000) (0.002) (0.050)  (0.055)

k— 9 0.963 0.103 0.716 0.001 0.955 0.069 0.105
(0.005) (0.010) (0.025) (0.000) (0.005) (0.052)  (0.052)

Prec U200, n=1000

k1 0.936 0.320 0.590 0.000 0.905 0.157 0.199
(0.005) (0.009) (0.013) (0.000) (0.005) (0.037) (0.039))

k— 15 0.952 0.335 0.508 0.000 0.917 0.183 0.203
(0.001) (0.006) (0.008) (0.000) 