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Zusammenfassung. Brownsche Teilchen, die durch negative Reibung gepumpt
werden, kénnen Bewegungen biologischer Objekte (Zellen, Bakterien, Organismen)
phénomenologisch beschreiben. In diesem Beitrag wird diese aktive Brownsche Be-
wegung im eindimensionalen und iiberddmpften Fall studiert und zwar fiir (1) ein
freies Teilchen und (2) ein Teilchen in einem Kosinus-Potential. Diskutiert wird ins-
besondere der Diffusionskoeffizient als Funktion der Rauschstérke. Im Fall der freien
Diffusion werden N#herungsformeln fiir den Diffusionskoeffizienten bei schwachem
und starkem Rauschen hergeleitet. Anhand dieser Formeln als auch mittels nume-
rischer Simulationen wird gezeigt, dafl der effektive Diffusionskoeffizient der freien
Bewegung einen minimalen Wert bei mittlerer Rauschstidrke annimmt. Im Fall einer
periodischen Potentialkraft untersuchen wir im iiberddmpften Grenzfall die Struktur
der Nullklinen des Systems. Letztere machen versténdlich, warum fiir eine schwa-
che Potentialkraft das Minimum im Diffusionskoeffizienten vertieft wird, wahrend
es verschwindet, wenn die Amplitude des periodischen Potentials zu grof3 ist.

1 Einfiihrung

Brownsche Dynamiken und ”random walk” Modelle kénnen dynamische Aspek-
te verschiedener biologischer Bewegungsformen phénomenologisch gut repro-
duzieren [1]. Eine besondere Rolle spielen hierbei die von Werner Ebeling
und seinen Mitarbeiter eingefithrten aktiven Brownschen Teilchen mit Ener-
giedepot [2—4]. Die Dynamik dieser gepumpten Teilchen wurde in verschiede-
nen Szenarien studiert: in dufleren Potentialen [4,5]; im Fall mechanischer [6]
oder hydrodynamischer Kopplung [7]; mit rdumlich heterogener Energiezu-
fuhr (“Futterquellen”) [2,8] und unter Beriicksichtigung von Hindernissen [2].
Die Mehrzahl der erwidhnten Arbeiten behandelt den fiir die Biologie interes-
santen zweidimensionalen Fall.

Fiir ein ungebundenes (oder nur metastabil gebundenes) Brownsches Teilchen
ist der Diffusionskoeffizient schlechthin die zentrale Grofle, welche gegeben ist
durch



184 B. Lindner

- ([z(t) — 2(0)]%)

Desr = tll»lga 2t ' ()

Aktive Brownsche Teilchen zeigen normale Diffusion ((Az?) ~ t), ihr Dif-

fusionskoeffizient kann jedoch in nichttrivialer Art von den Systemparame-

tern abhingen. Im zweidimensionalen Fall findet man zum Beispiel bei klei-

ner Rauschstiirke D das Verhalten Deg ~ D~! (siehe [8-10]), also eine di-

vergierende Diffusionsstéirke im Grenzfall verschwindender Fluktuationen —

ein paradoxes Ergebnis, das auf die endliche mittlere Absolutgeschwindigkeit

(|Z]) (also letzlich auf die Pumpe) und die verschwindende Phasendiffusion im
Grenzfall D — 0 zuriickzufiihren ist.

Bisherige Beitrdge zum eindimensionalen Problem behandelten den Fall
der freien Diffusion (kein externes Potential, keine Wechselwirkungen) [11]
oder die Bewegung in stiickweise linearen Ratschenpotentialen (periodischen
Potentialen mit gebrochener Reflexionssymmetrie) [5]. Der eindimensionale
Fall ist sicherlich von prinzipiellem Interesse; er unterscheidet sich, wie wir
sehen werden, schon im Fall freier Diffusion qualitativ vom mehrdimensio-
nalen Fall. Weiterhin kénnen dynamische Wechselwirkungen zwischen Akti-
vitdtsmechanismen (negative Reibung) und réumlichen Inhomogenitéiten (z.B.
einem periodischen Potential) leichter in einer Raumdimension verstanden
werden. SchliefSlich kann auch der eindimensionale Fall Bedeutung fiir Model-
le aktiver Bewegung in der Biologie haben, zum Beispiel fiir die Bewegung
entlang von intrazelluldren Filamenten.

In dieser Arbeit mochte ich einige Resultate zur Diffusion aktiver Brown-
scher Teilchen in einer Raumdimension vorstellen. Das zu untersuchende Mo-
dell ist eine vereinfachte Variante der Brownschen Bewegung mit Energiede-
pot [2,4,5]

=0, U=-—% [I—M]U—U’(x)+@f(t) (2)
wobei a = dg/(¢y). Die Aktivitidt der Teilchen ergibt sich hier durch den
nichtlinearen Reibungsterm in der zweiten Gleichung. Dieser resultiert aus
der adiabatischen Eliminierung der Energievariable (siche [4]). Das Potential
U(zx) betreffend werde ich die zwei Félle der freien Diffusion (U(x) = 0) und
der Bewegung im periodischen Potential U(z) = A cos(2mz) untersuchen.
Fiir o > 1 gibt es zwei stabile Geschwindigkeiten des freien aktiven Teilchens
ohne Rauschen (U(x) = 0,D = 0). Fiir @ = 0 handelt es sich um ein pas-
sives Brownsches Teilchen im nichtlinearen Kraftfeld —U’(z), auch bekannt
als Kramersproblem [12]. Der Parameter o quantifiziert folglich wie stark die
Dynamik von der normalen Brownschen Bewegung abweicht. Im folgenden
wird voraussetzt daf

a>1 und > 1. (3)

In den Simulationen werden die folgenden Parameter verwendet

v=20,d=4,¢q=5,¢=01 — «a=10 (4)



Diffusion aktiver Teilchen 185

Die erste Bedingung in Glg. (3) besagt, dal die Dynamik stark von der passi-
ver Brownscher Teilchen abweicht ( Condat und Sibona [11] diskutieren ana-
lytische Resultate fiir den entgegengesetzten Grenzfall @ < 1). Die zweite
Bedingung dient schlicht der Vereinfachung des Problems, insbesondere fiir
den Fall der Bewegung im periodischen Potential. Es ist zu erwarten dafl hier
die Dynamik im allgemeinen geddmpften Fall reichhaltiger (aber auch sehr
viel schwerer zu analysieren) ist, ganz #hnlich wie fiir passive Brownsche Teil-
chen [13].

Fiir die freie Brownsche Bewegung passiver Teilchen (o = 0,U(x) = 0)
ist der Zusammenhang zwischen Rauschintensitéit und Diffusionskoeffizient
Deg = D/~? fast eine Identitét; fiir aktive Teilchen ist die Beziehung Deg(D)
nichttrivial und charakterisiert die Physik des Systems. Im folgenden werden
wir uns deshalb auf die Diskussion dieser Abhéngigkeit beschrianken.

2 Die freie Diffusion aktiver Brownscher Teilchen

Hier betrachten wir den Fall verschwindender Potentialkraft (U(xz) = 0). In
Glg. (2) kann die aktive Reibung dann als negative Ableitung eines Geschwin-
digkeitspotentials V' (v) aufgefait werden

b= =V'(v) + V2Dg(1), (5)
wobei das Potential gegeben ist durch [10]

Viv) = gvz - gln[c + dv?). (6)

Fiir a > 1 ist dieses Potential bimodal. Seine Form ist fiir die Standardpara-
meter aus Glg. (4) in Abb. 1 gezeigt.

10 A

V(v)

Abb. 1. Potential der Geschwindigkeit fiir die Standardparameter Glg. (4). Die
Barrierenhohe AV = 3.5 ist angezeigt — um die Richtung zu wechseln muss das
aktive Teilchen im Geschwindigkeitsraum die Barriere mit Hilfe der Fluktuationen
iiberwinden.
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Das Potential hat Minimum bei

1m:i¢3—2:ivg¢a—l (7)

und ein Maximum bei v = 0. Die Potentialdifferenz zwischen Minimum und

Maximum betrigt

szgpm@+a*—q. (8)

Im folgenden benétigen wir auch die zweiten Ableitungen am Minimum und
Maximum

V" (vo) = 29(1—a™h), [V(0)] =~(a—1). (9)

Fir obige Parameter und fiir schwaches Rauschen (D = 0.5) ist eine typische
Ortstrajektorie und die dazugehorige Geschwindigkeit in Abb. 2 gezeigt. Die
Geschwindigkeitsvariable verweilt die meiste Zeit bei einem der metastabilen
Zusténde, springt zum jeweils anderen Zustand mit der Aktivierungsrate r,
die fiir schwaches Rauschen durch die Kramersrate [12] gegeben ist

VY (o) VO)] exp[—AV/D]. (10)

T =
2

Bei schwachem Rauschen kann die Geschwindigkeit durch einen dichoto-
men Prozess (Telegraphenrauschen) approximiert werden

100

Abb. 2. Trajektorie des Systems fiir eine schwache Rauschstdrke von D = 0.5.
Die Geschwindigkeit schaltet zwischen den stabilen Werten +vg &~ +0.47 mit einer
rauschabhéngigen Rate r. Entsprechend wechselt die Variable z(t) die Bewegungs-
richtung. Es ist auch klar zu erkennen, dafl die schnellen Geschwindigkeitsfluktua-
tionen um +wvo keinen grofien EinfluB auf x(¢) haben — auf grofier Lingenskale do-
miniert die gradlinige Bewegung v ~ +wvg, d.h. die Diffusionsstédrke wird durch die
Sprungrate fiir die Richtungsénderung festgelegt.
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v(t) = o(t), (11)

der zwischen +vy mit einer Rate r hin und her springt. Zwar enthélt die
Geschwindigkeit auch sehr schnelle Fluktuationen (diese kénnten durch einen
Ornstein-Uhlenbeck Prozef mit Korrelationszeit 7 = (V" (v)) ™! approximiert
werden). Man kann jedoch zeigen, dass die Wirkung dieser Fluktuationen auf
das diffusive Verhalten vernachlissigt werden kann, solange die Approximati-
on mittels dichotomen Rauschens iiberhaupt sinnvoll ist.

Das Problem eines Teilchens mit rein dichotomer Zufallsgeschwindigkeit ist
seit vielen Jahren bekannt und geldst (siehe z.B. Ref. [14]); wir skizzieren hier
nochmals die Losung.

Fiir stationédre Geschwindigkeiten erhalten wir aus x(t) — 2(0) = fot dt'v(t")

(@ () — 2(0))?) = / / dr'dt" (1Yo (t")
0 0
((x(t) — (0))?) — 2t /000 dTK(1) = 2Degt  fir t — oo,

=  Deg = /00 drK (1) (12)
0

wobei K (7) die stationére Geschwindigkeitskorrelationsfunktion ist.

Letztere lautet fiir einen symmetrischen dichotomen Prozess der Amplitu-
de vy und Sprungrate r
K(r) = v2e 2] (13)

Mit Glg. (12) ergibt sich bei schwachem Rauschen fiir den Diffusionskoeffizi-

enten
2

Do = %7 D < AV (14)
Bekannterweise fillt die Rate r exponentiell mit der inversen Rauschstéirke
(r ~ exp[—AV/D]). Daraus ergibt sich eine auflerordentlich starke (eben ex-
ponentielle) Divergenz des Diffusionskoeffizienten fir D — 0. Obgleich der
Diffusionskoeffizient in zwei Raumdimensionen auch divergiert, ist in diesem
Fall die Divergenz schwicher (Deg ~ D~1). Das liegt daran, dafl in zwei (und
auch in hoheren) Dimensionen Phasendiffusion dominiert — im mehrdimen-
sionalen System muf} keine Potentialbarriere iiberwunden werden.
Auch im entgegengesetzten Grenzfall sehr starker Rauschstirke konnen wir ei-
ne Abschéitzung des Diffusionskoeffizienten vornehmen. Der Geschwindigkeits-
betrag wird in diesem Fall sehr grof} sein und die Nichtlinearitit in der Rei-
bungsfunktion kann ignoriert werden. Mit anderen Worten: in diesem Grenz-
fall erhalten wir normale Brownsche Diffusion mit
D
Deg = ?7 D> AV (15)
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Aus den beiden Ausdriicken fiir den Diffusionskoeffizienten 148t sich ohne
Schwierigkeit ersehen, dafl die Diffusion bei einer mittleren Rauschstirke
(D ~ AV) minimal sein mufl. Dies wird durch die Simulationen in Abb. 3
bestétigt. Weiterhin zeigen die Simulationsdaten bei extremen Werten der
Rauschstiirke gute Ubereinstimmung mit der Theorie.
Da beide Formeln im jeweils entgegengesetzten Grenzfall vernachléssigbare
Beitréige bringen, kann man eine Interpolationsformel fiir allgemeine Rauschstérke
gewinnen, indem man einfach beide Formeln addiert
N v} D

Do =~ 2r(D) + " (16)
Diese Formel (Strich-Punkt Linie in Abb. 3) ist dicht an der Simulationskurve
fiir alle Werte der Rauschstéirke. Aus dieser Formel konnen wir auch eine
Gleichung fiir das Minimum gewinnen und lésen

\V/m ST )T (0)]

2vpy

Dyin = AV/2 | LW

(17)

Hierbei ist LW(--+) die LambertW Funktion [15]. Fiir unsere Standardpara-
meter ergibt die Formel D,,;, ~ 5 in guter Ubereinstimmung mit den Simu-
lationsergebnissen in Abb. 3.
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Abb. 3. Diffusionskoeffizient als Funktion der Rauschstérke. Simulationsergebnisse
(Quadrate) wurden aus 100 Realisierungen des stochastischen Prozesses Glg. (2) ge-
wonnen. Hierzu wurden die Gleichungen mit einem Euler-Verfahren integriert (Zeit-
schritt 0.002); nach ¢t = 10* wurde die mittlere quadratische Abweichung bestimmt
und aus dieser Grofle der Diffusionskoeflizient abgeschétzt. Die durchgezogene Li-
nie entspricht der Approximation fiir schwaches Rauschen Glg. (14), die gestrichelte
Kurve ist die Approximation fiir grofies Rauschen Glg. (15) und die Strich-Punkt
Linie gibt die Summe beider Formeln wieder, d.h. die Interpolationsformel Glg. (16.)
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Unsere bisherigen Ergebnisse implizieren, dafl ein aktives Brownsches Teil-
chen mit Fluktuationen moderater Stirke getrieben werden muss, um es —
salopp gesprochen — lahmzulegen, d.h. seine Diffusion zu minimieren. Ein
dhnlicher Effekt konnte fiir iiberdampfte passive Teilchen in periodischen Po-
tentialen mit konstanter Kraft [16] oder mit multiplikativem Rauschen [17]
gezeigt werden.

3 Diffusion in einem periodischen Potential

Wir denken uns das Teilchen nun dem Kraftfeld eines periodischen Potentials

ausgesetzt
U(zx) = Acos(2mx). (18)

Welche Wirkungen auf das diffusive Verhalten kann man fiir kleine und grof}e
Amplituden A erwarten ?

Wie in Abb. 4 gezeigt, fithrt eine kleine Amplitude des Potentials (A = 1
fiir unsere Parameter) zu einer Reskalierung der Kurve, die wir bei A = 0
erhalten hatten. Das Minimum in der Rauschstérke verschiebt sich zu kleine-
ren Rauschwerten und die Kurve wird im allgemeinen nach unten verschoben
(abgesehen vom Bereich sehr starker Rauschstiirke).

17791
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Abb. 4. Diffusionskoeffizient als Funktion der Rauschstérke. Simulationsergebnisse
fiir A = 0 (Kreise) wurden aus Abb. 3 iibernommen. Sonstige Simulationsergebnisse
(verschiedene Symbole) wurden aus 300 Realisierungen des stochastischen Prozes-
ses Glg. (2) gewonnen. Hierzu wurden die Gleichungen mit einem Euler-Verfahren
integriert (Zeitschritt 0.002); nach ¢ = 1.5 x 10° wurde die mittlere quadratische Ab-
weichung bestimmt und aus dieser Grofie der Diffusionskoeffizient abgeschitzt. Die
unterschiedlichen Kurven entsprechen verschiedenen Amplituden A des periodischen
Potentials.
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Fiir eine grofie Amplitude (A = 3) finden wir hingegen kein Minimum, statt-
dessen ein monotones Ansteigen des Diffusionskoeffizienten. Man kénnte mei-
nen, dafl das Minimum nur auflerhalb des Bereiches ldge, der mit einer endli-
chen Simulationszeit zugénglich ist. Im folgenden werden wir durch die Ana-
lyse des deterministischen Systems zeigen, daf} dies nicht so ist, sondern dafl
oberhalb eines kritischen Wertes A.,.;; das deterministische System eine glo-
bale Bifurkation erfahrt und sich aus diesem Grunde der Grenzfall schwachen
Rauschens dndert und somit auch das Monotonieverhalten der Kurve Deg (D).

Da wir in dieser Arbeit den iiberddmpften Grenzfall betrachten, lohnt es
sich, einen Blick auf die sogenannten Nullklinen des Systems zu werfen. Das
sind die Linien, fiir die jeweils eine der Zeitableitungen im Fall ohne Rauschen
(D = 0) verschwindet. Fiir die Ortsvariable ist die Nullkline trivialerweise
gegeben durch

v=0 (19)

also die z-Achse. Fiir die Geschwindigkeit erhalten wir die Gleichung

2w Asin(2rx) = {1 (20)

«@
1+ v2d/ c] v
die wir entweder nach = oder nach v auflésen kénnen. Die Gleichung ist ku-
bisch in v und entsprechend kénnen wir maximal drei reelle Losungen fiir die
Geschwindigkeit bei vorgegebenem z erhalten. Explizite Losungen fiir den Ort
als Funktion der Geschwindigkeit sind leichter zu erhalten; zwei verschiedene
Sétze von Losungen als z = f,(v) lauten

1 . ~y @
fwl,n(v):n—l—%arcsm(%TA [1— 1+vzd/c} 1;)7 n=---—1,01,---

1 1 . ¥ e}
— - 1-— 21
Joan(®) =n+ 2 2m arest <Z7rA { 1+ v2d/c] v) (21)

Grundsétzlich wird das System dicht an den stabilen Asten dieser Nullklinen
bleiben, da nach Voraussetzung die Geschwindigkeit die schnelle Variable ist.
Die Schnittpunkte der x und v Nullklinen ergeben die Fixpunkte des Systems.
Es 148t sich recht einfach zeigen, dafl alle diese Punkte fiir o« > 1 instabile
Fixpunkte sind. Das System bleibt also auch im deterministischen Fall (D = 0)
immer in Bewegung. Wir werden allerdings sehen, dafl prinzipiell zwei Arten
der Bewegung moglich sind, welche sehr unterschiedliche Konsequenzen fiir
das diffusive Verhalten des verrauschten Systems haben.

Fiir eine relativ kleine Amplitude von A = 1 haben wir fiir beliebiges x drei
reelle Losungen in der Geschwindigkeitsnullkline (Abb. 5). Diese Losungen os-
zillieren um die Losungen des potentialfreien Systems (v = 0,v = +vp). Die
mittlere Losung (Oszillation um v = 0) ist beziiglich der Geschwindigkeit in-
stabil. Starten wir, zum Beispiel eine Trajektorie mit kleinem Rauschen bei
z =v =0 (vgl. Abb. 5, links), so entweicht sie auf einen der stabilen Aste
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Abb. 5. Links: Nullklinen des Systems fiir A = 1: die diinnen durchgezogenen Li-
nien entsprechen den Nullklinen fiir die Geschwindigkeitsvariable (in diesem Fall
aus Glg. (20) durch Auflssung nach v bestimmt, wobei MAPLE benutzt wurde).
Beispieltrajektorie (z(t),v(t)) fir eine Rauschstérke von D = 0.05 (dicke durchge-
zogene Linie) ist ebenfalls gezeigt; Anfangswerte waren z(0) = v(0) = 0. Rechts:
Vergleich der Geschwindigkeit als Funktion der Zeit fiir eine schwache Amplitude
von A = 1 (oben) und das potentialfreie System A = 0 (unten). Das periodische
Potential erhdht deutlich die Ubergangsrate zwischen den beiden Geschwindigkeits-
richtungen. Die Rauschstérke ist hier sehr viel hoher als links, ndmlich D = 1.

der v-Nullkline, also entweder auf den oberen (einer Rechtsbewegung entspre-
chend) wie in Abb. 5 (links) oder auf den unteren Ast (Linksbewegung). Ein
Wechsel der Geschwindigkeitsrichtung (Ubergang von unteren zu oberem Ast
oder umgekehrt) ist nur moglich durch die Fluktuationen ganz analog zur frei-
en Diffusion. Die Ubergangsrate fiir A > 0 ist jedoch deutlich grésser als fiir
die freie Diffusion aktiver Teilchen (vgl. Abb. 5, rechts). Der endliche Kraft-
term —U’(x) fithrt zu einer Asymmetrie im Geschwindigkeitspotential, die in
bestimmten rdumlichen Regionen den Ubergang von einer Geschwindigkeit
zur entgegengesetzten erleichtert. Da der effektive Diffusionskoeffizient invers
von der Ubergangsrate abhingt, erklirt der Anstieg in der Rate, warum der
Diffusionskoeffizient im Vergleich zum Fall der freien Diffusion abnimmt.
Bei hinreichend grofiem A ist die Struktur der v Nullkline eine vollig andere
(Abb. 6). Eine Analyse der Nullklinen (Details an anderer Stelle) ergibt fiir
das kritische A (im Fall perfekter Uberdimpfung und fiir die Parameter in
Glg. (4))

Acrit ~ 2.055 (22)

Fiir unterkritische Werte (A < A..;+) entsprach die Geschwindigkeitsnullkline
drei verschiedenen Kurven (vergleiche Abb. 5, links). Fiir A > A..;; kann man
nunmehr die Geschwindigkeitsnullkline in einem rdumlichen Intervall als eine
Kurve zeichnen (vergleiche Abb. 6), die nur noch in gewissen Bereichen von
x drei verschiedene Werte der Geschwindigkeit besitzt. In besagten Bereichen
haben wir noch einen mittleren Ast, der weiterhin (wie vorher die mittlere
Kurve) dynamisch instabil ist. Die Dynamik entspricht hier der eines Relaxa-
tionsoszillators, in der v die schnelle Variable ist. Startet man eine Trajektorie
bei x = v = 0 (Abb. 6), so lduft sie in einen der benachbarten Grenzzyklu-
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Abb. 6. Nullklinen des Systems fiir grofie Amplituden. Links: A = 2.1 nahe an der
Bifurkation. Rechts: A = 3. Sonstige Parameter wie in Abb. 5, links.

sattraktoren hinein, ganz so wie ein passives iiberddmpftes Teilchen in das
nichste Potentialminimum fallen wiirde.

Ist das System {iberkritisch aber dicht an der Bifurkation (A — Aepip < Aerit)
kann man Ubergiinge zwischen benachbarten Grenzzyklen beobachten. Das
ist in Abb. 6 (links) gezeigt: die Trajektorie (wieder bei x = v = 0 gest-
artet) bewegt sich auf dem oberen Ast der Nullkline nach rechts, gelangt
auf den dortigen Grenzzyklus und durchlduft ihn viele Male. Eine Fluktua-
tion ermdglicht den Ubergang zum links benachbarten Grenzzyklus (dieser
Ubergang erfolgt in der Nihe des Punktes = 0.25,v = 0.25). Weitere rau-
schinduzierte Ubergénge (hier zufilligerweise alle nach links) erfolgen, nach-
dem der jeweilige Grenzzyklus viele Male durchfahren wurde.

Fiir unterkritische Potentialamplitude verhélt sich das System wie ein pe-

riodisch getriebenes Teilchen, was in Bezug auf die Diffusion zu modifizierten
Ubergangsraten, jedoch nicht zu einem qualitativ neuen Verhalten gegeniiber
dem potentialfreien Fall fiihrt.
Fiir tiberkritische Amplitude hingegen oszilliert das System lokal auf einem
x — v Grenzzyklus und kann grofiskalige Diffusion nur zeigen wenn Fluktua-
tionen Ubergiinge zwischen benachbarten Grenzzyklen induziert. Auf grofien
Skalen und fiir A > A.,;; verhilt sich ein aktives Teilchen somit dhnlich einem
passiven iiberdampften Brownschen Teilchen im periodischen Potential, das
sich durch rauschinduzierte Ubergénge zwischen benachbarten Potentialmini-
ma diffusiv bewegt.

4 Ausblick

Das hier gezeigte Verhalten aktiver Teilchen in rdumlich periodischen Poten-
tialen 1ddt ein zu einer griindlicheren analytischen Untersuchung. Fiir den
Fall kleiner Potentialamplitude lassen sich sicherlich die Abschitzungen fiir
den Fall der freien Diffusion verallgemeinern — wie oben angedeutet fiihrt
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das periodische Kraftfeld zu einer Modifikation der Sprungraten bei kleinen
Rauschstéarken wéihrend man bei starkem Rauschen wiederum freie Diffusion
[Glg. (15)] annehmen kann.

Die Uberginge zwischen benachbarten Grenzzyklen im Fall starker Poten-
tialamplitude scheinen analytisch schwerer zugénglich zu sein. Insbesonde-
re miilte hier wohl eine endliche Démpfung beriicksichtigt werden. Letztere
wird sicherlich auch zu anderen interessanten Effekten in der Dynamik akti-
ver Brownscher Teilchen in periodischen Potentialen fithren. Diese und andere
Verallgemeinerungen des Problems bleiben zukiinftigen Arbeiten vorbehalten.
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