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Kapitel 1
Einleitung

1.1 Grundlagen der thermonuklearen Fusion

Seit den 50’er Jahren werden Méglichkeiten der Energiegewinnung durch kontrollierte
Kernfusion erforscht. Bei der Verschmelzung leichter Atomkerne wird Bindungsenergie
frei, die in einem kiinftigen Fusionsreaktor der technischen und wirtschaftlichen Nut-
zung zugénglich gemacht werden soll. Im Hinblick auf einen solchen Reaktor ist als
aussichtsreichste Fusionsreaktion die Deuterium-Tritium-Reaktion

1D2+1T3'—) 2H84+0TL1 (11)

anzusehen, wobei 17.6 MeV in Form von kinetischer Energie der Reaktionsprodukte
frei werden [Wes 87]. Um in reaktorrelevante Leistungsbereiche vorzudringen, die einen
taglichen Energieausstof in der GréBenordnung einiger Gigawattstunden vorsehen, sind
also makroskopische Stoffmengen an Wasserstoff-Isotopen zu fusionieren. Im Bereich
der thermonukelaren Fusion verfolgt man dabei die Strategie ein D-T Brennstoffgemisch
derart aufzuheizen, daB seine Kerne thermische Geschwindigkeiten besitzen, die grof
genug sind, um hinreichend oft deren gegenseitige Coulomb-Abstoflung zu iiberwinden
und eine ausreichende Fusionsrate sicherzustellen.

Nun besitzt der Wirkungsquerschnitt der Reaktion (1.1), ein MaB fiir die Wahrschein-
lichkeit, dafl jeweils ein Deuterium- und Tritiumkern ihre elekrostatische Potentialbar-
riere durchtunneln und einen stabilen Bindungszustand eingehen, ein Maximum bei ei-
ner kinetischen Energie von 64 keV im Schwerpunktsystem beider Ausgangskerne. Die
thermischen Teilchenenergien des Brennstoffgemisches eines thermonuklearen Fusions-
reaktors sollten also von vergleichbarer Grofenordnung sein, ebenso die entsprechenden
Temperaturen, falls diese in ihrem Energiedquivalent 7' = x T° gemessen werden, mit
% der Boltzmann-Konstanten. Konkret wird die Heizung des D-T Brennstoffs auf eine
Minimaltemperatur von rund 10 keV (das entspricht 100 Mio. Kelvin) als ausreichend
erachtet, da die erwiinschten Fusionsreaktionen im Hochenergieschwanz der Verteilungs-
funktionen der Wasserstoff-Isotope erfolgen kénnen [Wes 87]. Ein makroskopisches Ge-
menge derart hochenergetischer Teilchen liegt aber immer im Plasmazustand vor, also im
wesentlichen als ein elektrisch leitendes Aggregat von Wasserstoff-Ionen und freien Elek-
tronen. Im Unterschied zu Neutralteilchengasen zeigen Plasmen einerseits eine Vielzahl
kollektiver Effekte basierend auf der Wechselwirkung einer grofen Zahl von Plasmateil-

chen, andererseits unterliegen sie in ausgepragter Weise dem Einfluf} elektromagnetischer
Felder.

Diese Eigenschaften kénnen genutzt werden, um Plasmen mittels Magnetfelder einzu-
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schlieflen, wobei die geladenen Plasmateilchen auf Gyrationsbahnen gezwungen werden,
die grob vereinfacht den Feldlinien folgen'. Durch geeignet gewihlte Magnetfeldgeome-
trien kénnen die Plasmateilchen dann wenigstens fiir einen gewissen Zeitraum innerhalb
raumlich begrenzter Gebiete gehalten werden.

Das Ziel des Einschlusses des extrem heiBen Fusionsplasmas ist eine Minimierung seines
direkten Kontaktes mit materiellen GeféBwinden und damit verbunden seine thermi-
sche Isolierung, deren Giite durch die EnergieeinschluBzeit 75 (im stationiren Zustand
definiert man: 7g = thermischer Energieinhalt /totale Heizleistung) quantifiziert werden
kann. Es muf gewahrleistet sein, daB der aufgeheizte Brennstoff lange genug thermisch
isoliert bleibt, um durch Kernfusion mehr Energie pro Zeiteinheit aus dem Reaktor zu
gewinnen, als extern Heizleistung zugefithrt werden muB. In der Literatur ist die quanti-
tative Formulierung der Leistungsbilanz eines “Minimal-Fusionsreaktors”, der eine sich
selbst erhaltende Reaktionskette dadurch aufbaut, daB die gesamte aus den Fusionsre-
aktionen gewonnene Leistung unter einem Wirkungsgrad von n = 0.3 in die externe
Heizung des Fusionsbrennstoffs investiert wird, als Lawson-Bedingung bekannt. Dieses
Kriterium liefert bei gegebener Brennstofftemperatur eine Untergrenze fiir mogliche Pro-
dukte aus Brennstoffdichte und EnergieeinschluBzeit 7z von Reaktorplasmen [Law 57].

Gegenwirtig versprechen im wesentlichen zwei Entwicklungslinien von Experimen-
ten einen erfolgreichen magnetischen EinschluB; das sind zum einen Maschinen vom
Stellarator-Typ, zum anderen solche vom Tokamak-Typ. In beiden Fillen besitzt das
Plasma eine toroidale Gestalt. Die entsprechenden Magnetfeldgeometrien sind durch
helikale Magnetfeldlinien charakterisiert, die jene ineinander geschachtelten toroidalen
Flachen konstanten Drucks aufspannen, die als magnetische FluBfiichen bezeichnet wer-
den. Der wesentliche Unterschied beider Maschinentypen besteht darin, daB im Stellara-
tor ausschliefilich externe Spulen die Magnetfeldkonfiguration zum Einschluf des Plas-
mas definieren, wihrend im Tokamak die poloidale? Komponente des Magnetfeldes durch
einen zusitzlich im Plasma induzierten toroidalen Strom erzeugt wird. Dabei wirkt das
Plasma wie eine Sekundérspule eines Transformators, wobei die Induktion dieses Stro-
mes natiirlich nur gepulst erfolgen kann; Tokamaks sind also a priori nicht stationar
zu betreiben. Dies stellt im Hinblick auf einen Reaktoreinsatz einen offensichtlichen
Nachteil des Tokamak-Konzepts dar. Zur Verlingerung der Pulsdauer eines potentiellen
Tokamak-Reaktors wire also ein effizienter nicht-induktiver Stromtrieb wiinschenswert.

Die nétige Mindesttemperatur von rund 10 keV des D-T Brennstoffes macht die Frage
nach geeigneten Heizmethoden zu einem essentiellen Problem der Entwicklung eines
Fusionsreaktors. Tokamaks, die gegenwirtig einen gewissen Entwicklungsvorsprung ge-
geniiber dem Stellarator-Konzept besitzen, verfiigen iiber eine “natiirliche” Form der

'Einen Spezialfall einer solchen Gyrationsbahn bildet die helikale Trajektorie eines geladenen Teil-
chens im homogenen Magnetfeld.

Im Tokamak werden Richtungsangaben im allgemeinen auf die charakteristische Flufflichenstruktur
bezogen. Sind die magnetischen FluBflichen Kreistori, so entspricht einem Umlauf in toroidaler Richtung
der Umlauf um den groBen Torusradius, bzw. einem Umlaufin poloidaler Richtung jener um den Kleinen.
Die Fldchennormale definiert schlieflich die radiale Richtung.



Plasmaheizung, ndmlich der resistiven Ohm’schen Heizleistung des im Plasma indu-
zierten toroidalen Stromes. Dessen Stromstarken sind allerdings nach oben durch Er-
fordernisse der Plasmastabilitit beschrinkt. Dariiber hinaus ist die Ohm’sche Heiz-
leistung dem lokalen spezifischen Widerstand des Plasmas proportional, der mit 7'=3/2
abféllt [Wes 87]. Mit zunehmender Temperatur und damit verbunden, zunehmenden
Elektronen-Bremsstrahlungsverlusten, wird also die Leitfahigkeit des Plasmas verbes-
sert und die Ohm’sche Heizung ineffizient, soda$§ der erreichbare Temperaturbereich auf
3-4 keV beschrankt bleibt [Cai 91]. Daher ist der Einsatz externer Heizungen unumging-
lich.

Derzeit werden zwei Strategien zur Zusatzheizung eines Fusionsplasmas im thermonu-
klearen Reaktor verfolgt. Zum einen ist dies die in vielen Experimenten getestete, tech-
nisch anspruchsvolle Heizung durch Neutralteilcheninjektion. Diese beruht auf der De-
position kinetischer Energie extern eingeschossener schneller Teilchen im Plasma. Dabei
werden hochenergetische, makroskopische Fliisse geladener Teilchen erzeugt, die nach
einer Beschleunigungsphase durch Ladungsaustauschstfe neutralisiert werden miissen,
um so die das Plasma einschlielenden Magnetfelder passieren zu kénnen. Kritisch in
diesem Zusammenhang ist die Frage nach der erreichbaren Eindringtiefe des Teilchen-
strahls.

Die alternative Strategie der Wellenheizung im Radiofrequenzbereich (RF-Heizung) be-
ruht auf der Einstrahlung elektromagnetischer Wellen ins Zentralplasma. Resonante Teil-
chen, d.h. etwas vereinfacht, Teilchen deren Gyrationsbewegungen lokal eine Umlauffre-
quenz besitzen, die der Schwingungsfrequenz der elektromagnetischen Welle entspricht,
werden im Wellenfeld sehr stark beschleunigt (oder auch verzogert). Unter bestimmten
Umstanden kénnen solche Teilchen ihre Energiegewinne aus der resonanten Wechsel-
wirkung derart auf nichtresonante Teilchen libertragen, daB effektiv Wellenenergie ins
Plasma dissipiert wird, d.h. letzteres geheizt wird. Man spricht in diesem Fall von einer
Zyklotron-Resonanz-Heizung. In dhnlicher Weise kann die ins Plasma eingestrahlte RF-
Leistung durch den Effekt der Landau-Dampfung dissipiert werden, wo nun die resonante
Wechselwirkung auf einer mit dem Wellenfeld abgestimmten Bewegungskomponente der
Plasmateilchen parallel zum statischen Magnetfeld® beruht. Beide Absorptionsmecha-
nismen werden in der Literatur zusammenfassend als stoBfreie Wellenddmpfung bezeich-
net. Eine weitere Form der Leistungsdissipation ist die Stoddmpfung von RF-Wellen,
die im Unterschied zu den zuvor genannten nicht auf einer resonanten Welle-Teilchen-
Wechselwirkung basiert; vielmehr wird durch Coulomb-Kollisionen der Plasmateilchen
die kinetische Energie ihrer kohirenten Bewegung im Wellenfeld dissipiert.

Die Darstellung der Heizproblematik eines Fusionsplasmas wire unvollstindig, ohne den
Effekt der durch die Reaktion (1.1) erzeugten schnellen a-Teilchen zu erwihnen. Diese
unterliegen ebenfalls dem magnetischen Einschluff und besitzen so ausreichend Zeit, um
selbst durch St68e das Plasma zu heizen. Bei kontinuierlicher Erhéhung der Plasma-
temperatur (und damit der D-T Fusionsrate) durch externe Heizung wiirde man also an

3 Als statisches Magnetfeld wird hier das auf der schnellen Zeitskala der RF-Wellen unverdnderliche
Feld des magnetischen Einschlusses bezeichnet.




einen Punkt gelangen, an dem die a-Teilchen Heizleistung alleine alle Leistungsverlu-
ste des Plasmas ausgleicht. Ist dieser sogenannte Ziindpunkt des Plasmas erst einmal
erreicht, kann im Prinzip auf weitere externe Heizung verzichtet werden. Die aus einer
entsprechenden Leistungsbilanz formulierte Ziindbedingung ist dem Lawson-Kriterium
mit einem Wirkungsgrad von n ~ 0.136 dquivalent [Miy 89].

1.2 Plasmawellen und ihre Anwendung zur RF-Heizung

Im Gegensatz zu einem Neutralgas ist ein Fusionsplasma in der Lage eine groBe Zahl un-
terschiedlicher Wellentypen zu tragen, die in ihren Eigenschaften zum Teil erheblich von
elektromagnetischen Vakuumwellen abweichen. Grundsétzlich sind also Heizmethoden
basierend auf verschiedensten Wellentypen denkbar, die allerdings, um fiir einen Einsatz
unter Reaktorbedingungen tauglich zu sein, diverse Anforderungen physikalischer, tech-
nischer aber auch 6konomischer Natur erfiillen miissen.

Eine solche ist zunéichst einmal die Verfiigharkeit von Quellen bzw. Generatoren in ent-
sprechenden Leistungs- und Frequenzbereichen, die ausreichend preiswert sind. Die
durch solche Quellen bereitgestellte Leistung muB dann iiber geeignete Strukturen in
das Plasma eingekoppelt werden kénnen. Diese Koppler, etwa Antennen oder Wellen-
leiter, miissen dabei geometrische Abmessungen besitzen, die mit den Erfordernissen
eines Einbaus in einen Fusionsreaktor kompatibel sind. Sie sollten weiters den hohen
Neutronenfliissen, die im Reaktor zu erwarten sind, standhalten kénnen. SchlieBlich ist
eine ausreichende Akzessibilitit des Kernplasmas erforderlich, d.h. die der Heizmethode
zugrundeliegende Physik muB erlauben, daf die im Plasma angeregten Wellen sich bis
in die Néhe des Plasmazentrums ausbreiten kénnen, um dort ihre Leistung deponieren.
Realistische Gefahren stellen diesbeziiglich eine Reflexion der Wellen im Randbereich
des Plasmas, aber auch die Heizung dieses Randschichtplasmas dar. Abgesehen davon,
daff damit der Zweck der Heizung verfehlt ware, wiirde ersteres zu einer erhéhten Wand-
belastung im Reaktor fiihren, bzw. letzteres die Stabilitit des gesamten magnetischen
Einschlusses gefihrden.

Um solche Gefahren vermeiden zu kénnen, ist ein profundes Verstindnis der Eigen-
schaften von Plasmawellen und insbesondere ihrer Ausbreitung Voraussetzung. Die
Charakteristika dieser Wellen, auf die im folgenden kurz eingegangen werden soll, hingen
zundchst einmal davon ab, ob das Plasma als kalt angesehen werden kann, d.h. ob der
Einflufl der thermischen Bewegung der Plasmateilchen auf die Wellenausbreitung ver-
nachléssigbar ist. Im Falle eines magnetisierten Plasmas ist das zulissig, falls in Paral-
lelrichtung zum Magnetfeld die Phasengeschwindigkeiten der Wellen sehr viel grofer als
die thermischen Geschwindigkeiten der Teilchensorten sind, bzw. in Normalrichtung die
Wellenléngen sehr viel grofer als die thermischen Gyroradien.

Das kalte magnetisierte Plasma verhilt sich im allgemeinen doppelbrechend [Sti 61], d.h.
es existieren zu einer gegebenen Frequenz zwei verschiedene Wellentypen. Deren Eigen-
schaften hingen stark von ihrer Ausbreitungsrichtung ab, da das Magnetfeld im Plasma



eine Anisotropie definiert. Konkret unterscheidet man bei Parallelausbreitung eine R-
Mode und eine L-Mode, die eine rechts- bzw. links-zirkular polarisierte, transversale
Welle darstellen und eine Resonanz bei der Elektronen- bzw. Ionen-Zyklotronfrequenz
(Zyklotronfrequenz = Gyrationsfrequenz) besitzen. Dabei bedeutet Resonanz im kalten
Plasma, dafi die Wellenzahl der Moden gegen Unendlich divergiert; die Resonanz defi-
niert also eine Frequenz, an der die Approximation des kalten Plasmas zusammenbricht.
Weiters unterscheidet man bei Normalausbreitung die ordentliche Welle (O-Mode) und
die auBerordentliche Welle (X-Mode). Letztere besitzt gleich zwei Resonanzen, nimlich
bei der sogennannten oberen bzw. unteren Hybridfrequenz (UH = upper hybrid, LH
= lower hybrid). Bei der O-Mode handelt es sich um eine transversale, linear polari-
sierte Welle, wihernd die X-Mode eine gemischt transversal-longitudinale Welle darstellt.
Solche longitudinalen oder, was dasselbe ist, elektrostatischen Anteile kénnen bei Plas-
mawellen im Gegensatz zu Vakuumwellen auftreten, da im Plasma freie Ladungstriger
vorhanden sind.

Schliefilich ist auch die Einteilung der beiden kalten Plasmamoden in eine schnelle Welle
(FW = fast wave) bzw. langsame Welle (SW = slow wave) méglich, die eine fiir alle
Ausbreitungsrichtungen einheitliche Klassifizierung darstellt. Wie die R- und L-Mode
bei Anderung der Ausbreitungsrichtung in die O- und X-Mode iibergehen, und welche
dieser Moden nun die SW bzw. FW darstellen, héingt bei gegebener Wellenfrequenz in
komplizierter Weise von der Magnetfeldstirke und der Plasmadichte ab und kann einem
in der Literatur als CMA-Diagramm bekannten Schema entnommen werden.

Je nach verwendetem Wellentyp, Frequenzbereich bzw. Resonanzmechanismus unter-
scheidet man verschiedene Wellenheizmethoden (eine gute Ubersicht findet man in
[Cai 91]). Experimentell am erfolgreichsten sind wohl die Ionen-Zyklotron-Resonanz-
Heizung im Frequenzbereich einiger 10 MHz und seit der Entwicklung leistungsfahi-
ger Gyrotrons (Hochfrequenzquellen im 100 GHz-Bereich mit einer Leistung von mehr
als 100 kW) die Elektronen-Zyklotron-Resonanz-Heizung. Auch im unteren Hybridfre-
quenzbereich (einige GHz) ist Wellenheizung méglich, doch haben sich LH-Wellen eher
fir Stromtriebexperimente als geeignet erwiesen. Die eingestrahlte Wellenenergie wird
dabei durch Landau-Dampfung am Schwanz der Elektronen-Verteilungsfunktion derart
absorbiert, daB man in toroidaler Richtung einen nicht-induktiven Strom treibt. So
konnte der durch den Ohm’schen Transformator notwendigerweise gepulst induzierte
toroidale Strom im Tokamak-Plasma ersetzt werden, um wenigstens im Prinzip den kon-
tinuierlichen Betrieb eines Tokamak-Fusionsreaktors zu ermoglichen.

Sind im realen, also heifien Plasma die zuvor genannten Bedingungen der kalten Plas-
manéherung nicht erfiillt, so fithren thermische Effekte zunéchst zu mehreren neuen Mo-
den, wie etwa den annihernd longitudinal polarisierten Ionen-Bernstein-Wellen (IBW).
Die Eigenschaften jener Wellen, die bereits im kalten Plasma auftreten und die am Plas-
marand kontinuierlich in elektromagnetische Vakuumwellen ibergehen, bleiben auch im
heifien Plasma fiir die meisten Frequenzen im wesentlichen unverindert. In der Nihe von
Resonanzen werden jedoch, wie bereits angedeutet, auch fiir diese Wellen thermische Ef-
fekte wichtig. Das gilt beispielsweise fiir die SW im Frequenzbereich etwas oberhalb der




unteren Hybridfrequenz, der im Rahmen dieser Arbeit von besonderem Interesse ist, bei
Dichten wie sie typisch in der Plasmarandschicht von Tokamaks gefunden werden. Die
FW kann sich unter diesen Umstinden generell nicht ausbreiten, bzw. die kalte SW,
die an der unteren Hybridfrequenz eine Resonanz besitzt, nicht in Normalrichtung zum
statischen Magnetfeld, sodafl auch keine X-Mode existiert. Die thermischen Effekte wir-
ken sich nun derart aus, daf im Falle einer Ausbreitung fast senkrecht zum Magnetfeld
die kalte LH-Resonanz der SW durch eine Modenkonversion der SW in eine IBW mit
endlicher Wellenzahl ersetzt wird.

Die Ionen-Bernstein-Wellen bilden eine ganze Familie von Wellen, wobei die verschiede-
nen Moden durch einen diskreten Index n charakterisiert werden, der einen Teilbereich
der natiirlichen Zahlen durchléuft (n = 1, 2, 3, ...). Die Frequenz w der n-ten IBW liegt
zwischen der n- und (n + 1)-ten Ionen-Zyklotron-Harmonischen,

nﬂc;<w<(n+1) \QC‘i 5 (12)

wobei jedenfalls alle IBW eine Frequenz sehr viel kleiner als die Elektronen-Zyklotron-
Frequenz Q¢. besitzen. In Normalrichtung zum statischen Magnetfeld ist die Wellenlénge
27 [k, der IBW im Widerspruch zur Voraussetzung der kalten Plasmaapproximation von
der Grofenordnung des thermischen Ionen-Gyroradius p¢¥™, sodaB die Dynamik der
IBW im Unterschied zur langwelligen SW wesentlich durch Finite-Gyroradius-Effekte
bestimmt wird*. Diese Effekte entstehen dadurch, daB eine nicht vernachlissigbare Zahl
von Plasmateilchen (in diesem Fall Tonen) so grofie Gyroradien besitzen, dafl sie wahrend
ihrer Gyrationsbewegung die raumliche Variation des elektromagnetischen Wellenfeldes
der Mode senkrecht zum statischen Magnetfeld wahrnehmen kénnen.

Anhand des Verhéltnisses der parallelen Phasengeschwindigkeit®® zur thermischen Ge-

schwindigkeit der Elektronen werden zwei Typen von IBW unterschieden [Bra 93]. Ist

die Ungleichung vﬂhase > vf, erfiillt, so spricht man von “reinen IBW”, deren Oszil-

lation im wesentlichen durch die Ionen-Dynamik allein bestimmt wird. Ist hingegen
vﬂhuse < vy, realisiert, handelt es sich um sogenannte “neutralisierte IBW”. Da letztere
fiir typische Tokamak-Parameter immer starker Elektronen-Landau-Diampfung unterlie-
gen, konnen sie sich in diesen Konfigurationen kaum ausbreiten. Bedenkt man nun, daf
die Bedingung der Existenz reiner IBW insbesondere im Falle senkrechter Propagation

erfiillt ist, so geniigen die Wellenzahlen der in Tokamaks anzutreffenden IBW offenbar
der Ungleichung kj < k.

“Tatsichlich divergieren im Grenzfall des kalten Plasmas die Wellenzahlen samtlicher Zweige der
IBW gegen Unendlich.

®Im folgenden beziehen sich die Richtungsangaben “parallel” bzw. “senkrecht”, falls nicht ausdriick-
lich anders angegeben, immer auf das statische Magnetfeld.

Bemerkenswert ist, daf die Phasengeschwindigkeiten vpnase = w/k < ¢ der IBW ihren Gruppen-

geschwindigkeiten entgegengesetzt sind; man spricht in einem solchen Fall von riickwérts laufenden
Wellen.




1.3 Reaktorrelevanz der Ionen-Bernstein-Wellen-Heizung

Bisher bei weitem nicht so umfangreich getestet wie die zuvor genannten Wellenheiz-
methoden, ist die Plasmaheizung mit Hilfe von Ionen-Bernstein-Wellen (IBW) im Fre-
quenzbereich einiger 100 MHz. Die im Rahmen der vorliegenden Arbeit durchgefiihrten
theoretischen Untersuchungen haben einige wesentliche Aspekte dieser speziellen RF-
Heizmethode zum Gegenstand, die {iber ihre mégliche Reaktorrelevanz Aufschlufl geben
koénnen.

Zwei im Hinblick auf dieses Heizschema entscheidende Fragen werden durch die im we-
sentlichen longitudinale Polarisation der IBW aufgeworfen. Das ist einmal, da elek-
trostatische Wellen verschwindende Poynting-Vektoren besitzen, ob mit diesen Wellen
iiberhaupt effizient Energie transportiert werden kann. Die Frage ist positiv zu beant-
worten, da IBW iiber eine kinetischen Korrektur zum Leistungsflufl verfiigen, die wesent-
lich groBer als ihr rein elektromagnetischer Poynting-Flu8 ist [Bra 93]. Der kinetische
LeistungsfluB wird dabei von einer an die IBW gekoppelten kohirenten Bewegung der
geladenen Plasmateilchen getragen. Die andere Frage betrifft die Anregung der IBW.
Diese ist offenbar nicht am Plasmarand méglich, da transversal polarisierte Vakuumwel-
len nicht direkt an die longitudinalen IBW gekoppelt werden kénnen. Die Anregung der
IBW mu8 folglich innerhalb des Plasmas auf indirekte Weise erfolgen. Als Kopplungs-
mechanismus im Randschichtplasma sieht das IBW-Heizschema die bereits erwihnte
Modenkonversion der SW in eine IBW in der Nihe der kalten LH-Resonanz vor. Die
externe Anregung der SW am Plasmarand sollte moglich sein, da diese iiber eine entspre-
chende transversale Komponente verfiigt. Zu Beginn dieser Arbeit war allerdings vollig
ungeklart wie effizient die Konversion der SW in eine IBW unter Reaktorbedingungen
erfolgen kann. Eine signifikante Reflexion der iiber die SW eingestrahlten Leistung oder
gar die Heizung des Randschichtplasmas kénnen a priori nicht ausgeschlossen werden
und stellen ernsthafte Gefahren fiir die Realisierbarkeit des gesamten Heizschemas dar.

Das IBW-Heizschema, das auf Puri und Ono zuriickgeht [Pur 79]-[Ono 79], 148t sich nun
in folgender Weise skizzieren: Zunéchst wird am Plasmarand” die SW bei einer Wellenfre-
quenz angeregt, die so zu wahlen ist, dafl die LH-Resonanz, anders als etwa im Falle der
LH-Heizung, in der Abschalschicht® eines Tokamaks lokalisiert ist. Diese extern angeregte
SW wird sich dann weiter ins Plasmainnere ausbreiten, um durch Finite-Gyroradius-
Effekte in der Nihe der kalten Resonanz, also noch innerhalb der Abschélschicht, in eine
IBW konvertiert zu werden. Letztere soll dann weiter ins Zentralplasma propagieren,
um dort iiber einen geeigneten Absorptionsmechanismus® ihre Leistung zu deponieren.

"Der Koppler befindet sich dabei aus Griinden der Zuginglichkeit auf der Torusauflenseite, iiblicher-
weise in Héhe der Mittelebene.

$Unter der Abschilschicht versteht man jenen peripheren Bereich des Tokamaks, in dem die Magnet-
feldlinien materielle GefiBeinbauten schneiden. Da die Plasmateilchen in etwa den Magnetfeldlinien
folgen, werden sie in diesem Bereich nach kurzer Zeit auf ein materielles Hindernis, beispielsweise eine
Prallplatte treffen, sodaf das Plasma dort gewissermafien abgeschilt wird.

°In Frage kommen beispielsweise die Resonanzabsorption an der nichsten Ionen-Zyklotron-
Harmonischen, aber auch nichtlineare Prozesse bei w (n +1/2)Qc;, mit ungeradem n [Cai 91].




Ein typisches Modenkonversionsszenario, wie es der Anregung der IBW zugrunde liegt,
kann am besten anhand einer Losung der lokalen Dispersionsrelation des heifien Plas-
mas, also des Brechungsindex n in Normalrichtung veranschaulicht werden. Eine solche
Losung n; ist in Figur 1, Kapitel 6 dargestellt. In dieser Graphik ist n, fir den Fall
n) = 7 gegen die radiale Koordinate z im Bereich der Abschilschicht aufgetragen, wo ex-
ponentiell abfallende Dichte- und Temperaturprofile angenommen werden. Der Limiter!®
des Tokamaks ist dabei bei z, = 4lcm lokalisiert, die Wand bei zw,,q > zp = 44cm.
Wenn man in Richtung abnehmender z, d.h. von auBen nach innen vorgeht, sieht man
im Plot zunéchst den Zweig der langsamen Welle, der nur fiir nﬁ 2> 1 propagativ ist.
Im Anschlufl daran folgt in der Nihe der kalten LH-Resonanz ein im folgenden als Mo-
denkonversionsschicht bezeichneter Bereich, wo drei simultan existierende Moden den
SW-Zweig mit dem IBW-Zweig verbinden, der weiter ins Plasmainnere fihrt. Als Fre-
quenz wurde bei dem in Fig. 1 dargestellten numerischen Beispiel 438 MHz gewahlt.
Diese liegt im gegebenen Fall im Frequenzbereich zwischen vierter und fiinfter Ionen-
Zyklotron-Harmonischer, d.h. es wird an die IBW mit Index 4 angekoppelt. Man be-
achte den Unterschied zur LH-Heizung, die fiir die gewihlten Parameter Frequenzen im
Bereich von rund 8 GHz erfordern wiirde.

Eine erfolgreiche Realisierung des IBW-Heizschemas unter Reaktorbedingungen wiirde
voraussetzen, daff die SW in der Abschélschicht praktisch vollsténdig in eine IBW trans-
formiert werden kann, ohne dabei das dort vorhandene Randschichtplasma zu heizen.
Betrachtet man das Modenkonversionsszenario aus Fig. 1, Kapitel 6 im Grenzfall des
kalten Plasmas, wo die Wellenzahlen des IBW-Zweigs gegen Unendlich divergieren, so-
daB die Phasengeschwindigkeit v%" = ¢/ny der SW an der LH-Resonanz gegen Null geht,
dann kénnten auch kleinste dissipative Effekte, die im Bereich der Resonanz wirksam
werden, die SW effizient dimpfen. Grundsétzlich wird man also auch im heien Plasma
die Gefahr einer signifikanten Leistungsdeposition in der Abschalschicht in Betracht zie-
hen miissen. Ebenso ist eine teilweise oder sogar vollstindige Reflexion der SW a priori
nicht auszuschlieBen. Um rigorose Aussagen iiber das Modentransformationsverhalten
machen zu kénnen, ist das Studium der lokalen Dispersionsrelation nicht ausreichend;
vielmehr muf dazu die relevante Wellengleichung im Bereich der Modenkonversions-
schicht geldst werden.

Sieht man vorerst jedoch einmal vom Problembereich der Akzessibilitit des Reaktor-
Kernplasmas ab, die primir von der Effizienz der indirekten Angregung der IBW, also
vom Modentransformationsverhalten der SW kritisch bestimmt wird, so kénnen aufgrund
eher qualitativer Uberlegungen einige spezifische, im Hinblick auf Reaktoranwendungen
wiinschenswerte Eigenschaften des IBW-Heizschemas angegeben werden. Ono nennt als
solche beispielsweise [Ono 92]:

* Dieexterne Anregung der SW ist aufgrund ihrer Polarisation durch einen sogenann-
ten Grill [Bra 77], das ist eine Anordnung phasengekoppelter Wellenleiter, moglich.

9Kin Limiter ist ein solider, materieller Gefdfleinbau, der z.B. dem Schutz exponierter Antennen oder
auch einfach der Definition eines Plasmarandes dienen kann.



Die besonders einfache Struktur dieses Kopplers und seine geometrischen Abmes-
sungen wéren mit den Erfordernissen der Plasmaheizung im Tokamak-Reaktor
kompatibel.

¢ Die Energiedeposition der IBW kénnte im Zentralplasma innerhalb wohldefinierter
Ionen-Zyklotron-Resonanz-Schichten erfolgen, wobei auch noch bei relativ hohen
Harmonischen die Ionen direkt geheizt werden kénnen (d.h. ohne den Umweg tiber
die Elektronen).

e IBW heizen wegen ihrer geringen Phasengeschwindigkeit normal zum Magnetfeld
im wesentlichen Bulk-lonen, ohne dabei in der lonen-Verteilungsfunktion einen
stark ausgepragten Schwanz zu generieren. Dieses Verhalten hat den Vorteil, daf}
mit sehr schnellen Teilchen verbundene Verlustmechanismen vermieden werden
kénnen.

¢ s sind reaktorrelevante Szenarios denkbar, in denen IBW Tritium-Ionen direkt
heizen, ohne der Absorption durch a-Teilchen zu unterliegen, die die Akzessibilitit
des Reaktorkernes behindern kénnte. Durch geeignete Parameterwahl kénnen IBW
lokal starker Elektronen-Landau-Dimpfung ausgesetzt werden, und so méglicher-
weise zum Stromtrieb im brennenden Zentralplasma benutzt werden.

Um ein abgerundetes Gesamtbild des gegenwirtigen Status der IBW-Heizung zu erhal-
ten, sind obenstehende, an sie gekniipfte Erwartungen experimentellen Befunden ge-
geniiberzustellen. Eine detaillierte Ubersicht bisher durchgefiihrter Experimente findet
man in [Ono 92]; hier sei nur auf einige wichtige Ergebnisse hingewiesen.

Die ersten IBW-Heizexperimente an Tokamaks wurden am JIPPTII-U (Japanese Insti-
tute of Plasma Physics Tokamak II-Upgrade) durchgefiihrt, wo bei einer Frequenz von
40 MHz und RF-Leistungen von 60-80 kW eine effiziente Heizung der Ionen des Zen-
tralplasmas beobachtet wurde [Ono 85]. Am PLT (Princeton Large Torus) wurde mit
verschiedenen Majoritéts- und Minorititsheizszenarien!! bei 30 und 90 MHz experimen-
tiert. Neben der Entdeckung des Effektes einer moglichen Unterdriickung von Nieder-
frequenzturbulenzen im Tokamak durch IBW-Heizung [Tri 87], konnte insbesondere eine
effiziente, nichtlineare Heizung der Deuterium-Majoritat bei 3/20¢, p mit RF-Leistungen
bis zu 650 kW erzielt werden. Im Hochdichtebereich wurden IBW-Heizexperimente an
Alcator-C durchgefiihrt, bei einer Frequenz von 184 MHz. Diese waren bei Elektro-
nendichten bis zu 2 x 10 cm~2 erfolgreich; bei héheren Dichten wurde allerdings ein
signifikanter Abfall der Effizienz der lIonenheizung beobachtet. Mit einem CO,-Laser-
Streuexperiment ist jedenfalls an Alcator-C der direkte Nachweis der durch Modenkon-
version angeregten IBW gelungen.

Von einer Minoritétsheizung spricht man, falls in einem Plasma mit mehreren Ionensorten eine
Spezies, die nur zu einem geringen prozentuellen Anteil im Plasma vertreten ist, geheizt wird.
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Jiingere Experimente an DIII-D (30-60 MHz), einem grofien Divertor-Tokamak!?, waren
weit weniger erfolgreich und haben auch bei einer Einkopplung einer maximalen RF-
Leistung von 1 MW fiir einen Zeitraum von 0.1 sec kaum zur Heizung des Zentralplasmas
gefithrt. Stattdessen wurde Ionenheizung im Randschichtplasma beobachtet, korreliert
mit hoher parametrischer Zerfallsaktivitit!3, was zu einigen Zweifeln an der Effizienz
des IBW-Kopplungsprozesses Anlaf gibt. Beide Effekte, Heizung der Randschicht-Ionen
und parametrische Zerfallsaktivitit, waren am starksten, falls sich eine Ionen-Zyklotron-
Harmonische in der Plasmarandschicht befand [Pin 93].

Kiinftig sind auch am FTU (F rascati-Tokamak-Upgrade) IBW-Heizexperimente geplant,
wobei erstmals ein Wellenleiterkoppler bei einer Frequenz von 430 MHz zum Einsatz
kommen soll. Falls die F TU-Experimente, die sich im RF-Leistungsbereich von maximal
1.5 MW bewegen sollen, im Hochdichte-Regime erfolgreicher sind als jene an DIII-D,
ware der Einsatz dhnlicher Wellenleiter zur Heizung eines brennenden Plasmas denkbar.
Dann wiren allerdings Heizleistungen von mindestens 50 MW im Reaktor-Kernplasma
zu deponieren, was in gegenwirtigen Experimenten bei weitem noch nicht realisiert wer-
den konnte.

In vorliegender Arbeit wurde im Hinblick auf solche Experimente weitgehend versucht,
sich bei der Wahl der Parameter zu den numerischen Rechnungen, wie sie in Kapi-
tel 6 prasentiert werden, an realistischen FTU-Daten zu orientieren. Ferner ist dar-
auf hinzuweisen, daB, obwohl obenstehende Auswahl an IBW-Heizexperimenten nur
Tokamak-Konfigurationen beriicksichtigt, die Heizmethode grundsitzlich auch in ande-
ren Maschinen-Typen einsetzbar ist.

1.4 Problemstellung und Ubersicht der Arbeit

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist eine theoretische Untersuchung der Realisier-
barkeit der zuvor beschriebenen IBW-Heizmethode, unter dem Aspekt der Effizienz der
Ankopplung der extern angeregten SW an eine IBW. Die entscheidende Frage in diesem
Zusammenhang ist, ob es in der Modenkonversionsschicht gelingt, einen signifikanten
Anteil der Leistung der SW auf die IBW zu iibertragen. Des weiteren soll der Einflu
lokaler Dampfungsmechanismen auf die Modenkonversionseffizienz geklirt werden, d.h.
insbesondere, ob es zur Heizung des Randschichtplasmas kommen kann. Diese Unter-
suchung erfordert im Bereich der Modenkonversionsschicht zum einen die Losung der
relevanten Wellengleichung, zum anderen aber auch die Erstellung entsprechender Lei-
stungsdepositionsprofile.

2Der Divertor ist eine Magnetfeldkonfiguration, die im Bereich der Abschilschicht des Plasmas die
Teilchenfliisse in vordefinierter Weise auf sogenannte Prallplatten hinfiihrt, mit dem Ziel den direkten
Kontakt des heifien Plasmas mit materiellen Gefifiwinden zu minimieren.

3Der parametrische Zerfall ist eine resonante, nichtlineare Wechselwirkung einer eingestrahlten
Pumpwelle mit zwei anderen Plasmamoden, die im Verlauf der Wechselwirkung Energie aus der Pump-
welle beziehen. Die Summen ihrer Frequenzen und Wellenzahlen miissen dabei mit Frequenz bzw.
Wellenzahl der Pumpwelle tibereinstimmen.
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Die Wellengleichung besitzt in ihrer allgemeinen Form die Gestalt
SENEANE)=E+%i], (1.3)

wo J die an die Welle gekoppelte Stromdichtestérung bezeichnet. Die selbstkonsistente
Lésung der Wellengleichung erfordert deren SchlieBung mit Hilfe eines expliziten Aus-
drucks fiir die Stromdichte als Funktional F[E] des elektrischen Wellenfeldes. Die Bezie-
hung J = F[E] wird als konstitutive Relation der Stromdichte bezeichnet und im Detajl
in Kapitel 2 der vorliegenden Arbeit diskutiert.

In die Definition der Stromdichte,
J:ijesd%yfa, (1.4)

die neben der Summation iiber die Teilchensorten eine Geschwindigkeitsraumintegra-
tion umfaBt, geht die durch die Wellen hervorgerufene Korrektur Joa zur ungestorten
Verteilungsfunktion F, ein. Daraus ist ersichtlich, daB zur Herleitung der konstitutiven
Relation die Kenntnis eines expliziten Ausdrucks fiir f, erforderlich ist. Ein solcher kann
formal durch Trajektorienintegration'® der adiquaten kinetischen Gleichung, das ist die
lineare Vlasov-Gleichung

ot — Oz

Z,
€ a(ﬁ_l_%yf\ﬁ)ﬁ.Fa,

Mg dv

(ﬂﬂimca(m@)-%) fu= (L.5)

gewonnen werden, wie eingehend in den Abschnitten 2.1 und 2.2 erliutert wird.

Die fiir die Beschreibung der Ausbreitung von IBW relevante konstitutive Relation
ist notwendig nichtlokal. Dies hingt mit den kleinen Wellenldngen der IBW zusam-
men, die bewirken, daB die Dynamik der Ionen-Bernstein-Moden wesentlich durch
Finite-Gyroradius-Effekte bestimmt wird. Anschaulich bedeutet dies, daf eine nicht
vernachldssigbare Zahl von Teilchen im Laufe ihrer Gyrationsbewegung Raumbereiche
durchfliegt, deren Langenausdehnung senkrecht zum statischen Magnetfeld vergleichbar
mit der Wellenlinge der IBW ist. Solche Teilchen, die etwa zu einer Zeit ¢ den Ort T
passieren, konnten in der Vergangenheit ¢/ < ¢ entlang ihrer Gyrationsbahnen die raum-
liche Variation des elektrischen Wellenfeldes der IBW “spiiren”, sodafl die Stromdichte,
die sie zur Zeit t am Aufpunkt z tragen, durch das elektrische Wellenfeld nichtlokal
bestimmt wird. Etwas mathematischer ausgedriickt heifit das, daBl J = F|E] in Form
einer Integraldarstellung vorliegt und die Wellengleichung (1.3) vom Typ einer Integro-
Differentialgleichung ist, was erhebliche mathematische Schwierigkeiten in sich birgt.

Den konkreten Rechnungen wird in vorliegender Arbeit als Modellgeometrie ein soge-
nannter “slab” zugrunde gelegt, da die Modenkonversionsschicht, verglichen mit den

“Dabei handelt es sich um eine Charakteristikenmethode, wobei die Charakteristiken der linearen
Vlasov-Gleichung mit den vom Wellenfeld ungestorten Teilchenbahnen identisch sind.
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geometrischen Abmessungen eines Tokamaks von geringer Dicke ist. Der “slab” wird
durch die Annahmen charakterisiert, daff alle Gradienten der Plasmaparameter!® in z-
Richtung und das statische Magnetfeld parallel zur z-Richtung eines cartesischen Ko-
ordinatensystems (z,y, z) ausgerichtet sind. Im Torus entspricht z der radialen, y der
poloidalen und z der toroidalen Richtung, sodal in dieser Geometrie insbesondere die
Effekte der poloidalen Variation des statischen Magnetfeldes!® vernachldssigt werden.
Der “slab” ist fiir IBW eine gute Niherung der tatsichlichen Verhaltnisse im Tokamak,
da sie aufgrund ihrer Wellenzahlen k; < k, ohnedies kaum durch die poloidale Ma-
gnetfeldvariation beeinflut werden kénnen. Die entsprechende nichtlokale konstitutive
Relation des heifien “slab”-Plasmas ist explizit gegeben [Bra 91] und wird in Abschnitt
2.3 préasentiert. Im Rahmen des gegenstandlichen Forschungsvorhabens war iiberdies die
genaue Untersuchung der mathematischen Eigenschaften einer Integraldarstellung des
Kernes dieser integralen konstitutiven Relation erforderlich, die zur Identifizierung lo-
garithmisch divergenter Beitrége fithrte. Die Ergebnisse dieser Untersuchungen sind in
Abschnitt 2.4 dargestellt.

Kapitel 4 hat die Lésung der nichtlokalen Wellengleichung des Modenkonversionspro-
blems der IBW-Heizung zum Inhalt. Diese erfolgt im “slab”durch Anwendung eines
Galerkin-Finite-Elemente-Verfahrens (im folgenden F EL-Verfahren) innerhalb eines z-
Intervalls [z,,23], das die Modenkonversionsschicht einschliet. Die F EL-Methode, die
im Detail in Abschnitt 4.1 erlautert wird, basiert auf der sogenannten schwachen Form
der Wellengleichung. Diese erhilt man durch Skalarmultiplikation der Wellengleichung
mit einer geeigneten Klasse von vektorwertigen Testfunktionen, auf deren Wahl niher
in Abschnitt 4.3 eingegangen wird, und anschlieBender Integration tiber das Intervall
[2a, zs]. Eine partielle Integration dient der Reduktion der Ordnung des Differentialope-
rators und bringt einen sogenannten Randterm in die Gleichung ein, der es erlaubt, dem
System in natiirlicher Weise Randbedingungen aufzupragen.

Die Spezifikation dieser Randbedingung hat, wie in Abschnitt 4.6 im Detail erliutert
wird, derart zu erfolgen, daB sie mit der integralen Natur der Wellengleichung sowohl
mathematisch als auch physikalisch kompatibel ist. Das wird durch die Forderung sicher-
gestellt, dafl das elektrische Wellenfeld in Schichten, die an das Intervall [z., zp] angrenzen
und einige Ionen-Gyroradien breit sind, durch WKB-Moden (WKB = Wentzel-Kramers-
Brioullin) dargestellt werden kann. Die Wellenzahlen und Polarisationen dieser WKB-
Moden werden bei gegebener Wellenfrequenz aus einer lokalen Analyse der Wellenglei-
chung, die in Abschnitt 3.2 durchgefiihrt wird, gewonnen. Konkret sind in dem in Fig.
1, Kapitel 6 dargestellten Modenkonversionsszenario drei WKB-Moden involviert; eine
extern angeregte SW, eine reflektierte SW und eine transmittierte IBW. Die Amplituden
der reflektierten und transmittierten WKB-Mode sind dann analog zu einem Streupro-
blem als Unbekannte aufzufassen.

Den néchsten Schritt der FEL-Lésungsprozedur bildet innerhalb des Intervalls [ 3]

*Das sind die thermische Geschwindigkeit v& , die Gyrofrequenz Q¢4 und die Plasmafrequenz wp,.
'®Diese entsteht dadurch, daB im Tokamak das statische Magnetfeld, dhnlich dem Feld innerhalb einer
Ringspule, im wesentlichen mit dem Inversen der Entfernung zur Torusachse abfallt.
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ein Galerkin-Ansatz fiir das gesuchte elektrische Wellenfeld als Linearkombination der
gewahlten Testfunktionen mit unbekannten Galerkin-Koeffizienten, wie in Abschnitt 4.5
eingehend erlédutert wird. Man erhélt in der Folge, falls die Wellengleichung mit Stetig-
keitsbedingungen zwischen der FEL-Wellenlésung und den WKB-Moden an den Punkten
r =z, und T = x erginzt wird, ein lineares algebraisches System, das formal S-e=b
geschrieben werden kann. Dabei bezeichnet ¢ einen Vektor, dessen Elemente sowohl die
unbekannten WKB-Amplituden als auch die unbekannten Galerkin-Koeffizienten sind.
Die Koeffizientenmatrix S wird aus historischen Griinden als “stiffness”-Matrix bezeich-
net und b stellt einen Vektor bekannter GréBen dar. Im konkreten Beispiel wird b durch
die Vorgabe der WKB-Amplitude der extern angeregten, einlaufenden SW spezifiziert.
Die formale Losung der Wellengleichung erhilt man durch Inversion der “stiffness”-
Matrix, e = S™' - b

Die explizite Auswertung der “stiffness”-Matrix erfordert schlieBlich eine mathematisch
aufwendige 5-fach Integration. Unter der wenig restriktiven Annahme, daf} die Gleich-
gewichtsplasmaparameter auf Léingenskalen sehr viel grofer als die thermischen Gyro-
radien variieren, kénnen vier dieser Integrationen analytisch ausgefiihrt werden. Diese
etwas linglichen Rechnungen werden im Detail in den Abschnitten 4.2, 44 und 4.5
prasentiert. Die letzte zur Berechnung der “stiffness”-Matrix erforderliche Integration,
die Inversion dieser Matrix und damit die Losung des algebraischen Gleichungssystems
werden dann mit Hilfe eines im Verlauf dieser Arbeit entwickelten Fortran-Programms,
dem sogenannten IBW-Code, numerisch durchgefiihrt, wie in Abschnitt 4.7 nachzulesen
ist.

In Abschnitt 4.6 wird die globale Leistungsbilanz einer so erhaltenen numerischen
Losung der nichtlokalen Wellengleichung prisentiert, die Aufschlufl iiber die Effizienz
der Ankopplung an die IBW gibt. Sie hat in ihrer dimensionslosen Form die Gestalt
T+R+A=1,woT, Rund A den Transmissions-, Reflexions- bzw. Absorptionskoeffizi-
enten des iiber die extern angeregte SW eingestrahlten Leistungsflusses bezeichnen. Die
Koeffizienten T und R kénnen direkt aus der asymptotischen WKB-Analysis, wie sie in
Abschnitt 3.1 formuliert wird, gewonnen werden, da an den Randpunkten z = z,, z,
die WKB-Approximation voraussetzungsgemaf Giiltigkeit besitzt.

Dariiberhinaus ist die Formulierung einer lokalen Leistungsbilanz innerhalb der Moden-
konversionsschicht erforderlich, einerseits um Leistungsdepositionsprofile zu erstellen, an-
dererseits um den Absorptionskoeffizienten A direkt berechnen zu kénnen. Letzterer
kann dann benutzt werden, um zusammen mit den asymptotischen Ausdriicken fiir 7'
und R die Energieerhaltung einer spezifischen numerischen Losung der Wellengleichung
zu bestatigen. Zu diesem Zweck wird in Abschnitt 5.1 und 5.2 ein expliziter Ausdruck
fiir die lokal in der Modenkonversionsschicht dissipierte Leistung Py, hergeleitet, der aus
zwei Beitrdgen besteht. Der erste, der hier als Stix-Term bezeichnet wird, ist positiv de-
finit und beschreibt den irreversiblen Energieaustausch der resonanten Wechselwirkung
einzelner Teilchen mit dem elektromagnetischen Wellenfeld. Der zweite, der diama-
gnetischer Term genannt werden kann, basiert auf dem irreversiblen Energieaustausch
zwischen dem elektromagnetischen Wellenfeld und der diamagnetischen Driftbewegung.
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Dieser Beitrag hat deshalb den Charakter eines kollektiven Effektes zu dem auch nicht-
resonante Teilchen beitragen.

Der diamagnetische Term ist nicht positiv definit, sodaf die lokal dissipierte Leistung
insgesamt negativ werden kann. Im Falle Pas < 0 wird Energie irreversibel von den
Plasmateilchen in das elektromagnetische Wellenfeld transferiert. Insbesondere sollte
es also mdglich sein aus der Bedingung P, = 0, gewissermaBen als Kontrollrechnung,
ein Kriterium marginaler Stabilitit linearer Driftwellen!” 2y reproduzieren. Tatsichlich
kann auf diese Weise in Abschnitt 5.3 ein solches aus der Literatur bekanntes Kriterium
(wie es in [Kra 65] gegeben ist) fiir eine Dichtegradient getriebene elektrostatische Oszil-
lation, der sogenannten universellen Instabilitat, hergeleitet werden. SchlieBlich wird in
Abschnitt 5.4 die Kompatibilitit des expliziten Ausdrucks fiir Py, mit der unabhéingig
erstellten WKB-Leistungsbilanz sichergestellt.

In Kapitel 6 werden diverse, mit Hilfe des IBW-Codes errechnete numerische Resultate
prasentiert. Darunter sind neben den lokalen Dispersionsrelationen der verschiedenen
Modenkonversionszenarien die zugehodrigen Losungen der nichtlokalen Wellengleichung,
gegebenenfalls samt Leistungsdepositionsprofil. Solche Lésungen wurden insbesondere
auch in Form parametrischer Studien errechnet, die eine umfassende Beurteilung der
Effizienz der fiir die IBW-Heizung essentiellen Modenkonversion erlauben. Die Eigen-
schaften des IBW-Kopplungsmechanismus kénnen dann aufgrund der in vorliegender
Arbeit geklarten Fragestellungen wie folgt zusammengefaBt werden:

* Die Modenkonversion der SW in eine IBW in der Nihe der kalten LH-Resonanz ist
immer vollstdndig, in dem Sinne, dafl die iiber die SW eingekoppelte Leistung nicht
reflektiert wird. Falls lokale Dampfung vermieden werden kann, ist eine effiziente
Ankopplung an die IBW méglich. Dies ist eine entscheidende Voraussetzung fiir
die Realisierbarkeit des IBW-Heizungsschemas.

e Beide Moden, die SW und die IBW, unterliegen fiir hinreichend grofle Werte des
parallelen Brechungsindex n starker Elektronen-Landau-Dampfun g. Um eine da-
mit verbundene parasitire Heizung der Abschilschicht zu vermeiden, sollte das
mittlere ny des iiber die Antenne eingekoppelten Spektrums nicht zu grof} sein.

¢ Die IBW erweist sich als sehr sensitiv gegeniiber Ionen—Zyklotron-D&mpfung, so-
daf, um eine Heizung des Randschichtplasmas zu vermeiden, die Wellenfrequenz
nicht nahe einer Ionen-Zyklotron-Harmonischen in der Peripherie des Plasmas
gewihlt werden soll.

* Durch StoBdimpfung kann ein nicht vernachlassigbarer Anteil der eingestrahlten
Leistung dissipiert werden, sodaB im Falle einer anomalen Vergroferung der effek-
tiven StoBfrequenzen, wie etwa durch Stife mit Neutralen, die Anwendbarkeit der
IBW-Heizmethode unter Reaktorbedingungen zweifelhaft erscheint.

"Driftwellen sind Dichte- und Temperaturgradient getriebene Wellen des inhomogenen Plasmas im
niederfrequenten Bereich weit unterhalb der Tonen-Gyrationsfrequenz.

14



Eine ausfiihrlichere Zusammenfassung dieser Ergebnisse findet man in Kapitel 7.

AbschlieBend ist zu erwéhnen, daB die numerische Losung der integralen Wellenglei-
chung, die einen der Schwerpunkte der vorliegenden Arbeit bildet, erstmals von Sauter
durchgefiihrt wurde, der bereits zeigte, daB eine Ankopplung an die IBW prinzipiell
mdglich sein sollte [Sau 92]. In vorliegender Arbeit wird allerdings bei der Integra-
tion der Wellengleichung ein anderer Weg als in Ref. [Sau 92] beschritten: in Fragen
der Numerik ebenso, wie bei der Wahl der Randbedingungen, was erst eine Quanti-
fizierung des reflektierten bzw. transmittierten Anteils der iiber die SW eingekoppel-
ten Leistung ermdglicht. Dariiber hinaus wird in vorliegender Arbeit der EinfluB di-
verser dissipativer Mechanismen auf die Modenkonversionseffizienz untersucht, konkret
der Ionen-Zyklotron-Resonanz-Dampfung, der Elektronen-Landau-Dampfung, bzw. der
Wellenddmpfung durch StéBe. Die entsprechenden Untersuchungsergebnisse erlauben
deshalb eine weitaus umfassendere Beurteilung der Modenkonversion und damit des
IBW-Heizschemas, als sie bisher méglich war.
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Kapitel 2
Die konstitutive Relation

2.1 Das lineare Maxwell-Vlasov-Gleichungssystem

Das zur Beschreibung von Radiofrequenz-Heizszenarien addquate Gleichungssystem um-
fafit im linearen Regime eines heiflen Plasmas neben der Gleichung fiir die stationire
Verteilungsfunktion F,,

d d
lig'ag_"QCaﬁAl_J'aQ:'Fa—‘Oa (21)
die lineare Vlasov-Gleichung [Sti 61]-[Swa 89]
d 0 a| = eZ 3 )
P p I M R — i -  —_— 2_2
[atﬂ 5y +0ce uAL anga —=[E+iung] gl (22)

die die Stérung f,, der stationiren Verteilungsfunktion durch die Wellenfelder bestimmt,
und das System der Maxwell-Gleichungen

0
-55 -E =4np , (2.3)
ad
d 10 47
bzw. P ' 6
E NE = —Eaﬁ ; (2.6)

Lineare Vlasov-Gleichung und Maxwell-Gleichungen sind einerseits iiber das elektrische
Wellenfeld E und das magnetische Wellenfeld B, andererseits iiber die mit der Stérung
fa der Verteilungsfunktion assoziierte Korrektur der Ladungsdichte p bzw. die entspre-
chende Stérung der Stromdichte J gekoppelt. Konkret sind p und J als Momente (d.h.

Integrationen iiber den Geschwindigkeitsraum) von f, gegeben,

p=Y ez, ] Eo f, (2.7)
o 3
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bzw.

J:ZeZa/;Fdavgfa, (2.8)

wo a den Teilchensortenindex bezeichnet. In Gl. (2.1) geht neben den Phasenraumkoor-
dinaten (z,v) die Zyklotron- oder Gyrofrequenz ¢, = €Zo|B***|/myc ein, mit e > 0
der elektrischen Elementarladung, ¢ der Vakuumlichtgeschwindigkeit, Z, der Kernla-
dungszahl, bzw. m, den Massen der Teilchen der Sorte o und B*** dem statischen
Magnetfeld. SchlieBlich bezeichnet b den Einheitsvektor in Richtung von B**.

Die Losung der Gl. (2.2) kann formal fiir beliebiges F, als Integral entlang der un-
gestorten Teilchentrajektorien, den Charakteristiken der linearen Vlasov-Gleichung, an-
geschrieben werden,

. t
fom—a [ @[E+1enB]-&RY. 29)

Dabei represéntieren E' und B’ die Wellenfelder bzw. (;—UFQ)’ den Geschwindigkeits-

raumgradienten der ungestorten Verteilungsfunktion entlang der durch die Zeit # para-
metrisierten ungestorten Trajektorien (q,v).

Die Berechnung konkreter Losungen des Maxwell-Vlasov-Systems erfordert jedenfalls
eine nihere Spezifikation der Gleichgewichtsverteilung F,, sodaB die Losung des Sy-
stems grundsétzlich in zwei Schritten erfolgen muB. Der erste, der aus der Berechnung
einer Gleichgewichtsverteilung F,, durch Integration von GI. (2.1) besteht, ist notwendig
um den Geschwindigkeitsraumgradienten von F., bestimmen zu kénnen, der in die for-
male Losung (2.9) eingeht. Im zweiten Schritt sind dann die Maxwell-Gleichungen (2.3)
bis (2.6) zu l6sen, die zusammen mit den Relationen (2.7) und (2.8) und der Charakteri-

stikenl6sung (2.9) ein geschlossenes Gleichungssystem fiir die gesuchten Wellenfelder £
und B bilden.

Dieses System kann schlieBlich durch Elimination des Magnetfeldes B noch vereinfacht

werden. Dazu sind zunéchst die Relationen (2.5) und (2.6) in bekannter Weise zur Wel-

lengleichung zu kombinieren:

d 0 1 9? 4w 0
OF eSS

e[ B el Pl g
)T agetT Tant

% 52 (2.10)

Da die Gleichungen (2.2) bis (2.6) mit (2.7) und (2.8) linear in den gestérten Gréfen
sind, kann fiir diese eine harmonische Zeitabhangigkeit angesetzt werden,

far 0y 4, B, B o e, (2.11)

mit w € C. Die Wellengleichung lautet dann:

2 .
= BA(—O-AE_):E+@J. (2.12)

L‘?a—z oz w
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Weiters kann mit Hilfe des Induktionsgesetzes (2.6) das Magnetfeld durch

c d
B=—i——AE 2.1
L==too AR (2.13)
ausgedriickt werden, soda es in der Charakteristikenlésung (2.9) nicht mehr explizit
auftritt. Wegen div(rot{.))= 0 ist damit auch automatisch GI. (2.4) erfiillt.

Falls die ungestérten Teilchentrajektorien (d.h. die Trajektorien der Einzelteilchen in
der durch B**(z) definierten statischen Magnetfeldgeometrie) als bekannt vorausge-
setzt werden, bildet Gl. (2.12) zusammen mit den Relationen (2.8), (2.9) und (2.13)
ein geschlossenes Gleichungssystem, das als Unbekannte nur das elektrische Wellenfeld
enthalt.

Vice versa ist durch eine solche Lésung E iiber Gl. (2.13) und (2.9) die zugehsrige
Stérung f, der Verteilungsfunktion und durch (2.8) die Stromdichte J eindeutig be-
stimmt. Dariiber hinaus liefert die Maxwell-Gleichung (2.3) die Storung p der Ladungs-
dichte, die jedoch unabhéngig davon auch durch die Relation (2.7) determiniert ist. Hier
erhebt sich die Frage, ob beide Gleichungen kompatibel sind. Das ist der Fall, da die
Kontinuitatsgleichung

g—tp+5%-i=o, (2.14)
die die Erhaltung der elektrischen Ladung sicherstellt, sowohl aus den Maxwell-
Gleichungen (2.3) und (2.5) als auch, unabhéngig davon, aus der linearen Vlasov-
Gleichung (2.2) unter Beriicksichtigung der Definitionen (2.7) und (2.8) der Momente
folgt; die Eindeutigkeit der Stromdichte J zieht also die Eindeutigkeit von p = “5'&% sl
nach sich. -

2.2 Die konstitutive Relation der Stromdichte

Entsprechend den Ausfithrungen im vorangehenden Abschnitt erfordert die Untersu-
chung von linearen Wellenphinomenen im heifien Plasma die Lésung der Wellengleichung
(2.12) zusammen mit dem Ausdruck

t

I=-355% | doy [ aE-(&ry (2.15)
. a 3 —00 =,

fiir die Stromdichteperturbation, der aus GI. (2.8) und (2.9) unter Vernachléssigung des

kleinen Terms 1v A B/, vgl. [Bra 91], gewonnen wurde. Die Stromdichte in der Form

(2.15) beschreibt dabei kollektive Effekte! der Plasmateilchen.
In Ref. [Bra 91] wird mit Hilfe der Darstellung der Stromdichte und der Felder durch

'Offensichtlich wird eine solche Beschreibung dann schlecht, wenn Einzelteilcheneffekte signifikant
werden, d.h. wenn die Wellenliange von derselben Grofenordnung der Debye-Lange oder kleiner ist.
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ihre Fourier-Transformierten und unter Ausnutzung einer Besselfunktionsentwicklung
sowohl die Trajektorienintegration entlang der ungestérten Teilchenbahnen als auch die
Integration iiber den Geschwindigkeitsraum in Gl. (2.15) analytisch ausgefiihrt. In der
Folge wird fiir die Stromdichte eine konstitutive Relation der Form

J(zy,2,t)= | &' g(z,,2)) E(z,,z,1) (2.16)
R2 =
hergeleitet, bzw. eine Integraldarstellung des Leitfihigkeitskernes a(z,,z' ). Dabei ge-
hen folgende Annahmen ein:

e Das statische Magnetfeld B**** sei geradlinig, d.h. parallel oder antiparallel zur
z-Richtung ¢* orientiert (b := 1% mit t = b-€® € {—1,+1}). Sein Betrag | B¥*|
varilere nur normal zu b, also mit z, :=bA(zAD).

e Die Driftapproximation sei sowohl zur Losung der Gleichung (2.1) als auch zur Be-
stimmung der Charakteristiken von Gl. (2.2) anwendbar. Insbesondere soll die Nor-
malkomponente Y, := bA(YAb) der Fithrungszentrumsposition Y = z + Qljg Ab
entlang der ungestorten Teilchentrajektorien bis auf Terme zweiter Ordnung der
Driftapproximation eine Konstante der Bewegung? sein. Dadurch sind die un-
gestorten Orbits eindeutig bestimmt und analytisch darstellbar.

* Die ungestérte Verteilungsfunktion F, sei eine nicht gedriftete Maxwell-Verteilung
For = (71%05) 2nqexp(—(v/v8)?), wo Teilchenzahldichte ne und thermische
Geschwindigkeit v nur von der Konstanten der Bewegung Y, abhingen. Eine
solche Verteilung ist bis auf Terme in zweiter Ordnung der Driftapproximation
eine spezielle Lésung von GL. (2.1).

Die konstitutive Relation (2.16) ist im Fourier-Raum der Ortskoordinate = algebraisch,
da das Plasma in Parallelrichtung als homogen vorausgesetzt wurde. Die Nichtlokalitét
in den Normalkoordinaten z 1 beruht auf thermischen Effekten; wegen der thermischen
Streuung der Geschwindigkeiten jener Teilchen, die am Ort z die Stromdichte J erzeu-
gen, konnten diese in der Vergangenheit alle méglichen Trajektorien durchlaufen und
waren so der Einwirkung der dort herrschenden elektrischen Felder ausgesetzt®. Da die
Teilchen diese Felder gewissermafen im Gedichtnis behalten, wird die Stromdichte durch
die Felder offenbar nichtlokal bestimmt.

*Diese Annahme ist gleichbedeutend damit, daB die “Z|B***‘|-Drift” vernachlissigbar ist. Im Rah-
men der linearen Vlasov-Theorie ist das der Fall, wenn die Plasmateilchen zwischen zwei Stoflen, die
Jeweils zum Verlust der wohldefinierten Phasenbeziehung ihrer Bewegung und der Oszillation des Wellen-
feldes fithren, nur so kurze Wegstrecken zuriicklegen konnen, daf der EinfluBl dieser Drift auf die Gestalt
ihrer Bahnen unerheblich bleibt. In der Abschilschicht eines Tokamaks kann wegen des langsamen Ab-
falls des statischen Magnetfelds, im wesentlichen mit dem Inversen des Abstandes zur Torusachse, ¥,
in guter Ndherung als Konstante der Bewegung angesehen werden.

3Dieser Effekt wird als raumliche Dispersion bezeichnet.
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2.3 Die konstitutive Relation im “slab”

Im folgenden sei (z,y,z) ein cartesisches Koordinatensystem und (e!,¢?,€?) die zu-
gehérige Orthonormalbasis. Als Plasma-“slab” wird im gegenstandlichen Zusammen-
hang eine Konfiguration bezeichnet, die einerseits durch ein geradliniges statisches Ma-
gnetfeld mit Richtungsvektor b = te® (wo ¢ € {-1, +1}) charakterisiert ist, andererseits
durch in z-Richtung orientierte Gradienten der Gleichgewichtsplasmaparameter Res: V%
und Q¢,. Diese im Vergleich zu realen IBW-Heizexperimenten vereinfachte Geometrie
(solche Experimente werden zumeist innerhalb toroidaler Magnetfeldkonfigurationen von
Tokamaks durchgefiihrt) liegt allen folgenden Rechnungen zugrunde und ist zur Model-
lierung des Bereichs um die Mittelebene der Abschilschicht vor der Miindung eines
Kopplers und insbesondere zur Beschreibung der vergleichsweise diinnen Modenkonver-
sionsschicht ausreichend. Die z-Koordinate entspricht dann der radialen, y und z der
poloidalen bzw. toroidalen Koordinate im Tokamalk.

In diesem Abschnitt wird, um spitere Verweise zu ermoglichen, die fiir den beschriebenen
Plasma-“slab” relevante konstitutive Relation und einige ihrer wichtigen Grenzfille im
Detail présentiert. Diese konstitutive Relation stellt den Spezialfall der Relation (2.16),
wie sie in Ref. [Bra 91] hergeleitet wird, dar in dem die Plasmaparameter nicht mit y
variieren.

Im “slab” kann man fiir das elektrische Wellenfeld

E(z,t) = ey eihwy Y e E(z; k,, k) (2.17)
ansetzen, bzw. fiir die Stromdichte analog
J{& 1) = e Z etkuy Z ei‘kllzi(:c; ky, kyp) (2.18)
ky Ky

da die Homogenitét in y- und z-Richtung eine entsprechende exponentielle Abhéngig-
keit erlaubt. Die Ansitze setzen diskrete ky- und kj-Spektren voraus, die im Falle der
externen Einkopplung dieser Wellen von der Geometrie des Kopplers bestimmt werden.
Hier wird der Einfachheit halber angenommen, daf} das System in y- und z-Richtung

periodisch mit der Periodenlinge L, bzw. L, ist, wodurch man die Spektren k, = 2o

Ly
bzw. ky = 2—25 erhélt, mit n € Z. Die konstitutive Relation kann als Relation zwischen

den Amplituzden dieser Ansitze geschrieben werden:
S(z; ky, by) = f de'a(z sk, ky) - E(x's ky, ky) (2.19)

Dabei ist der Leitfihigkeitskern im Ortsraum a(z,2'; ky, k) durch die Fourier-Riicktrans-
formation

1 foo . oo
oo sk k) = o [k [Taem sk ) (220)
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des Kernes g(k., k,; ky, k) im Fourier-Raum gegeben, der seinerseits in der Integraldar-
stellung -
(ke ki by, by) = / dz"es=k)"g (k| K b, 0'; by ) (2.21)

vorliegt. Insgesamt umfaBt die konstitutive Relation (2.19) also eine 4-fach Integration,
die aufgrund der komplizierten mathematischen Struktur ihrer Integranden im allge-
meinen nicht analytisch ausfiihrbar ist. Im folgenden wird gk, k50,9 ks 2"), wo
ky = sgn(k:)(k2 + k2)Y/2 und k' := sgn(kL)(k2 + k22 | bzw. 1 := arctan(k,/k,) und
¢’ 1= arctan(k, /k;) gilt*, als o-Tensor bezeichnet. Dieser besteht aus zwei Beitragen,

1

a(ky, K, ¢ ks a”) = 3 g (ky, k9,9 ks 2”) (2.22)
s=0

die hier Stix-Term (s = 0) bzw. diamagnetischer Term (s = 1) genannt werden. Diese
Namensgebung resultiert aus dem in Abschnitt 5.2 diskutierten expliziten Ausdruck fiir

die lokal von einer Welle dissipierte Leistung P (z) = $1_, Pa(gia (z), wo der “s = 0”-
Term in Gl. (2.22) mit dem Beitrag Pifgza(g), bzw. der “s=1"-Term mit P‘figa(g) assoziiert

ist. Der Stix-Term des Leitfahigkeitskernes beschreibt den mit einem makroskopischen
Massetransport verbundenen konvektiven Anteil der durch die Wellenfelder erzeugten
Stromdichte, wéihrend der diamagnetische Term, der proportional zu Dichte- und Tem-
peraturgradienten ist, den durch entsprechende diamagnetische Driften erzeugten Anteil
beriicksichtigt. Mathematisch gesehen tritt dieser diamagnetische Beitrag auf, da Dichte
und Temperatur der Gleichgewichtsverteilung anstelle von  von der Fihrungszentrums-
variablen Y, abhingen. Entsprechende Terme i(’)(kx,k;;ky,k“) bzw. g(s)(w,x’; ky, ky)
lassen sich in der Folge auch im Leitfahigkeitskern des Fourier-Raums ebenso wie im
Leitfahigkeitskern des Ortsraums identifizieren. Eine tiefergehendere Diskussion der Be-
deutung von Stix-Beitrag und diamagnetischem Beitrag im Hinblick auf die lokal dissi-
pierte Leistung findet man in Abschnitt 5.2.

Fir den Stix-Term in Gl. (2.22) gilt nun

1 wz (a:u) oo ) ,

(0) J A T Fos e PPy Pa in(y'= ) pn By i sl T s®
SR R D= iivyer ID DR W CRL R ASLTE I
(2.23)

WO wpo(z) = (47e*Z2n,(z)/m,)"? die Plasmafrequenz der Teilchensorte o bezeichnet
und I7 (ky, K 54,%"; ky; 2”) die Struktur

To(ky, Kys o, 0k a) = B) - T (ko ks hysa®) - BYW)  (2.24)

= ==

aufweist, mit

cos(¥) —sin() 0
B) = | sin(¥) cos(w) 0 | (2.25)
0 0 1

4“arctan” bezeichne hier den Hauptzweig der Arcus-Tangens-Funktion, mit arctan(z) € [—-n/2,7/2].
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der Drehmatrix einer Drehung um die z-Achse um den Winkel ¢. Ihre Inverse
R7'(¢) erhilt man durch die Substitution ¥» — —¢ in Gl. (2.25). Uber den Tensor

zz(ki,k'l; kj; z") in Gl. (2.24), der durch

T (s iskige") = (2.26)
—i 25, 1) Z(22) 2D"(p, 1) Z(25) osgn(ky)28™(u, 1) 2" ()
—Z2D"(p', u)Z(z7) —iT™(p, 1) Z(a5) ssgn(ky) D" (w', p)Z'(x)

gsgn(ky) &S™(n, 1) Z'(25)  —gsgn(ky) D™ (u, 1) 2'(23)  3a5S™(p ') 2'(5)

definiert ist, gehen einerseits die Funktionen

’ n -1 i
Sy ') = 2Ly (G )e ) (2:27)
A2 40
D (') = (nI(App') — ' L (') € 502407 (2.28)
bzw.
n 2n? p2 4+ 1,202 )
T™(p, ') = [(ﬁ—i_##)[n(%##) LG e (2.29)

und damit modifizierte Besselfunktionen der ersten Art in den Leitfdhigkeitskern ein,
andererseits die Plasmadispersionsfunktion® Z(z%) und ihre Ableitung Z'(z%). Dabei
wird fiir die Argumente die Kurznotation

i) " 7

g g O Tilloal) (2.30)

|k lvgi (=)
benutzt, aus deren Gestalt ersichtlich wird, da z2 = O(1) gerade die Bedingung fiir
das Auftreten einer Zyklotronresonanz an der n-ten Harmonischen darstellt (n = 0 be-
deutet Landau-Dampfung); die Summation {iber n in Gl. (2.23) entspricht dann einer
Summation iiber alle Harmonischen der Zyklotronfrequenzen. SchlieBlich bezeichnen

iii=% gGy“’( ) und g = nggym(m) (2:31)

dimensionslose Wellenzahlen in Normalrichtung, mit 9% = 0% /Q¢., dem thermischen
Gyroradius der Spezies a.

Fiir den diamagnetischen Beitrag in Gl. (2.22) gilt nun

1 w2 (:EH) o ) .
D (ky, k50,95 k52") =Y -t W= (L, kb R 2
(o1 (J.-; 1Y, Y5 3T . 87?2|k|||U?}1($") nzz_:me QQ(L_L,’»J_,?,[), ||,:L) \
(2.32)
mit
U7 (ks Ko s ks ) = B(v) - U, (ko ks Fys ) (2:33)

52(0):= 7r‘l/zP_f_moodu[e}cp(—uz)/(*ur-(f)]+io'7r1"2 exp(—(?), wo “P[” das Cauchy-Hauptwertintegral
bezeichnet und ¢ = 0 fiir Im({) > 0, ¢ = 1 fiir Im(¢) = 0, bzw. ¢ = 2 fiir Im(¢) < 0 gilt.
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In obenstehender Gleichung ist der Tensor QZ (ki, & ; ky;2") durch

T ! H ngro(l'”) F / ggyro(xﬂ) / "
ga(fu, ks kf[;$ )= ml(ki, K ku;l‘") @ e+ mm(ku k) ; k||; =) ® €?
(2.34)
definiert, mit
Yok o k) 5 kppe) = (2.35)
25" (1, 1) Z(25) € + 3D" (i, 1) Z(2) €2 — Lsgn(ky)S™(, 1) Z'(2%) &
W(ky, k) ky;2") = (2.36)

[ 425", 1) 2" (22) + 2 (uD" (', 1) + WD (p, 1) Z(a2)] €' + (107,102 (5) -
§ (50750 + 50" i) 4+ (1= ) 8™ ) = ET7 (1, ) 2(22)] €2+
[sen (k) S™ e, ') 2" (22) — Sesgn (ky) (D" (1, ) + 1 D™ (1, 1)) Z'(22)] €

und den Gradientenléngen

L) (g) = (nal(:c) d”;f) ) _ (2.37)

bzw.

LU)(z) = (—l_d”?h(:”))_l . (2.38)

vi(z) dx

Wie aus GI. (2.36) ersichtlich wird, geht nun zusitzlich zu Z(x2) und Z'(22) auch die
zweite Ableitung der Plasmadispersionsfunktion Z"(x%) in die konstitutive Relation ein.
Vergleicht man die Gleichungen (2.24) und (2.33) so fallt auf, daB im diamagnetischen
Beitrag zum o-Tensor (2.22) die Rotationssymmetrie um die b-Achse verletzt ist, d.h.
U (ky, k' ;1; k); ") hangt nicht von ¢’ ab. Dies ist auf die Existenz einer weiteren
Vorzugsrichtung im diamagnetischen Term, definiert durch die Gradienten der Plasma-
parameter, zuriickzufiihren.

Anhand der oben angegebenen Relationen ist leicht einzusehen, dafl die z”-Variation
sowohl im Stix-Beitrag als auch im diamagnetischen Beitrag zu a(ky, k0,95 y; 2)
ausschlieBlich durch die rdumliche Variation der Plasmaparameter verursacht
wird.  Im homogenen Plasma reduziert sich der o-Tensor dementsprechend auf
g(o)(kj_,kj_;gb,v,b’; kj;—)°. Fiir den Leitfahigkeitskern im Fourier-Raum folgt also mit
einer bekannten Integraldarstellung der §-Distribution

é(kra kir:a ‘l':y) k”) =27 6(kr == k;)gw)(kl.a k.l.; P, ¥; klla _) ’ (239)

®Diese Schreibweise soll die Unabhangigkeit von der Ortsvariablen z” andeuten.

23



bzw. fiir den Leitfahigkeitskern im Ortsraum
a(x, 2’ ky, ky) =_/ dkze =W g OV by by, 5 ks —) (2.40)
—00

Der Integralkern g(k, k;; ky, k) tritt neben Gl. (2.20) auch in der konstitutiven Relation
im Fourier-Raum

i(k;,;, ky, kii) = [_c: dk; g(km k;,; ky, kll) : _E'_(k;, ky, kll) (2'41)

auf, die im inhomogenen Plasma die Fourier-Transformierte des elektrischen Wellenfeldes

1 foo .
Bz, by by) = /_ _da ez by) (2.42)
mit der Fourier-Transformierten der Stromdichte-Perturbation
~ 1 0 .
(ke by by) = 5 /_ _da e (a3, by (2.43)

nichtlokal verkniipft. Im homogenen Plasma ist nun wegen Gl. (2.39) die konstitutive
Relation des Fourier-Raums algebraisch, d.h. es gilt:

_j,(kz, kya kﬂ) = ghom(kla ky; ¥, 9; Jl‘7||: '"') ’ .E(ka:a ky: k[[) ) (244)
mit g"o™(ky, k, ; 1, 9; ks =) == 2mgO(ky , ky 59, 9 ky; —). Der aus der Theorie der RF-
Wellen im homogenen Plasma wohlbekannte Dielektrizititstensor €(kz, Ky, kyj) ist dann
durch .

ke, ky, by) = L+ SZghm (ke k) s b ) (2.45)

gegeben, wo 1 den Einheitstensor bezeichnet.

Ein anderer wichtiger Grenzfall ist der “zero gyroradius™-Limes, p = k; p%¥° — 0, der
realisiert ist, falls die Wellenléingen der involvierten Moden in Normalrichtung sehr viel
grofer als die thermischen Gyroradien sind. Mit der Definition (der Limes hingt nicht
von ky und %, bzw. k| und ¢’ ab)

Jim gy, K5, s by ) =: @97y ") (2.46)
fir s € {0,1} gilt
PO (. ) — wha(2) 9 47
S za: 872[ky v (z) (2:47)
—312(27(2)) + Z(2%,(2))]  }[Z(25(2)) - Z(2%,(2))] 0
—3[2(23(2)) — Z(224(2))] —4[2(25(2)) + Z(2%,(2))] 0 ,
0 0 1zg(2)Z' (25(z))
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bZ‘V. w2 (_T)
gzyr(l)(k”;x) — Za @%@_} X (2.48)
. Gyro T "y o ggyro 33) 1o
i (B Dage) 7/ ete) - a2 EE) Lo,

wobei die z;; nun an der Stelle x auszuwerten sind, vgl. (2.30). Im betrachteten Grenzfall
vereinfacht sich die konstitutive Relation entsprechend den Gleichungen (2.20), (2.21)
und (2.22) wesentlich; sie wird im Ortsraum lokal,

a(z,2'sky, k) = 6(x — ') & (ky; ) (2.49)

wobei g*" (ky; 2) = g®" O (k; z) + "W (ky; ) benutzt wurde.

Oben beschriebene, dem Grenziibergang i — 0 zugrunde liegende Annahme ver-
nachlédssigharer Gyroradien und dariiber hinaus die Annahme lw/kyl > v§, charak-
terisieren den Limes des kalten Plasmas (formal ¢ — o0), wo also in Parallel-
richtung die Phasengeschwindigkeiten der betrachteten Moden sehr viel grofler als
die thermischen Geschwindigkeiten sein sollen. Den Grenzfall des kalten Plasmas,
g (ky K 0,9 kyj; 2") — g®6)(2"), erhilt man durch eine kurze Rechnung aus Gl.
(52.47) und (2.48), mit dem Ergebnis:

g () = (2.50)
. w? _ w2
L fum(@))? | @ el i 0
wil\Tw ) | ety gm0
“ w
bzw.
aM(z) = 0. (2.51)

Der Leitféhigkeitskern des kalten Plasmas im Ortsraum,

a(z, 2’ ky, ky) = 6(z — 2') ¢®¥O(z) , (2.52)

fiihrt also wieder zu einer lokalen konstitutive Relation.

2.4 Logarithmisch divergente Terme in a(z,z's ky, ky)

Die Lésung der mit Hilfe der konstitutiven Relation (2.19) einer “slab”-Geometrie zu
schliefenden Wellengleichung erfordert im Vorfeld die Untersuchung der mathematischen
Eigenschaften des Leitfahigkeitskernes (2.20). Dabei wurde im Rahmen der vorliegen-
den Arbeit festgestellt, daf a(z,a'; ky, k) im allgemeinen (und damit insbesondere im
Grenzfall des homogenen Plasmas) fiir |z —a'| = 0 logarithmisch divergente Terme
enthilt. Dies ist insofern physikalisch akzeptabel, da diese Divergenzen integrierbar sind
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und in der Folge die Stromdichte gemaB (2.19) endlich bleibt.

Am einfachsten ist das divergente Verhalten des Integralkerns g(z, a'; ky, k) im Grenzfall
des homogenen Plasmas zu erkennen. Dann folgt némlich mit Gl. (2 23) und GI. (2.40)

1 L"’Pa

e Y= [ g1 =2k
g(m,m,ky,ku) Lwdkxe [ = oo

Z IO (ko ks, s ks —)| - (2.53)

th n=—co

Es geniigt den Spezialfall k, = 0 zu betrachten. Entsprechend den in Abschnitt 2.3 fest-
gelegten Konventionen ist dann k1 gleich k., und R bzw. R~ gleich der Einheitsmatrix
1, sodaf} sich mit Gl. (2.53) und (2.24)

wa ‘CC—I"IAn, v i s
2@ 2k ki) =X 55 Il»u}lovfh : f dky e ke bk ) (2.5)

ergibt.
Mit den Definitionen

Tolel = [ dy eme (%), (2.55)
=, e
Thile] = dy €= I,(1?) ,
leli= [ dv e e 1, (7)
1
Jm'z]m/ dy & e I(v?)
Jirole] == f dy €77 (IL(v?) = Li(v2))

Trwlel= [ dy é=e™ (%) - L(2?))

und

blel = [ dy €= (1() - 1,(7%)
kann man fiir das k,-Integral in GI. (2.54) gemiB den Relationen (2.26) bis (2.29)
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/oo dkz ei(I—r')kz-iZ(kx’kI;k”; _) = (256)

(6) " { & @ & [~in®V2Z(2)Ty V3 (z - o)/ ) +
€ ®¢? [nV22(23) 30 [VE(x - 2')/ o8] +
¢ ® € [inZ(s2)J5) V(e — ) /e8] +
& @€' [-nv2Z(22) 30 [V2(z — 2 /oS +
€ 0 ¢ [V22(27) (2iT31p[V2(z — o)/ o8] - in® Ty [Va(x — ') /oG])] +
€ ® € (2T [V2(e - 2')/ o5 +
e®c [inZ (22)3f[Va(x = 2')/ o8] +
S A G VIEE /03] +
€ [i\/::fﬁZ’(:r iy [V2(z — = )/gGyro]]}

schreiben.

Von besonderem Interesse sind in diesem Ausdruck die beiden Integrale
J(G)[\/_('c —a')/0%¥"] und JM(2 [V2(z — 2')/05¥™°], da sie analytisch berechnet werden
konnen. Stellt man J{olz] als Cosinus-Fourier-Transformation dar, dann findet man un-
ter Ausnutzung der Integraldarstellung der modifizierten Bessel-Funktionen er ster Art,

()= —/ df o5 cos(nf) , (2.57)

und nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge von 0- und 4-Integration folgenden
Ausdruck

(o[ ] df cos(nb / dy cos(zy)e=(ImeosO)r* (2.58)
Die ~-Integration kann gemaﬁ

\/7_

] dy cos(zy)e A7 = ¥ _g-1 _I_ﬁ (2.59)
analytisch ausgefithrt werden; es verbleibt:
n / 0 9)) e—gtl—:zs(eﬁ (2 60)
cos(nf)) ——o ;
ol \/— 1 — cos(9)

Fir n = 0 fiihrt die Substitution ¢ = 113+zzs(9) auf eine bekannte Integraldarstellung der

g
modifizierten Bessel-Funktion der zweiten ,S&rt Ky, namlich

2 z2

o0 e~ 16t 1%
e f dt \/Q_I{O(I—G) . (2.61)
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Fiir n # 0 ergeben sich mit dieser Substitution Integrale, die offenbar nicht mehr auf In-
tegraldarstellungen der Funktionen K, zuriickgefiihrt werden kénnen. Auch in gebrauch-
lichen Integraltafeln ist dieser allgemeine Fall nicht enthalten.

Ausgehend von (2.61), den Definitionen (2.56) und der mathematischen Identitit
2 [y eme et = [T dy et (et - Lie?) (@62
€ J-oo -0

ist noch die Auswertung von .]?um[:c] moglich, mit dem Ergebnis

i _L—% m_zh.l ]f'r___gj"r_ 263
]\/1(2)[1‘}_ \/2_71_6 16 9 10(1 ) 16 \0(16) : ( . )

Wegen des asymptotischen Verhaltens Ko(z) =, —In(z) + ... der modifizierten Bessel-

Funktion K, gilt fiir die Integrale (2.61) und (2.63)

Jioylz] = — \/gln(:{r) + sas (2.64)

bzw.

~
~

1 -
g{(z)[m]zqoﬁlﬂ(m) LURETIE (2.65)

sodaf fiir den betrachteten Spezialfall gemaf (2.54) und (2.56) logarithmisch divergente
Terme im “n = 0”-Summanden der (y, y)- und (z, z)-Komponente des Leitfahigkeitsker-
nes g(z,x’; ky, k) identifiziert werden kénnen.

Um das Verhalten der restlichen Terme zu verstehen, ist es erforderlich die Ursache dieser
Divergenzen zu untersuchen. Mit der asymptotischen Entwicklung

..\,,’2

L), H\/;_vr_hl + oL (2.66)
folgt fiir den nicht oszillierenden Teil des Integranden von J?O) [z] offenbar
e IO(A,(Z)’TQZN %”l + e ; (2.67)
27|y
bzw. fiir den entsprechenden Term aus J M(2)[7]
P I0") ~ () e = s+ e (2:63)

TR 2v2h|

Die Divergenzen von J?O)[O] und J?L,I(Z)[O] entstehen also durch einen zu langsamen Ab-
fall der Integranden mit wachsendem 7, d.h., da v eine dimensionslose Wellenzahl in
x-Richtung ist, durch die entsprechenden Beitrige grofier Wellenzahlen. Aufgrund der
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Unabhéngigkeit des fiihrenden Terms der asymptotischen Entwicklung (2.66) vom In-
dex n, sind definitionsgemaB auch die Integrale J7. (2] und J35)[z] Vo € N mit z — 0
logarithmisch divergent. Vice versa zeigt chese Argumentation, daB die Integrale
Ity (2], Iy [zl Jrr(o)lz] und Iy, (lz] fiir alle x konvergieren. Im untersuchten Fall ent-
halten also nur d1e (y,y)- bzw. (z z)-Komponenten des Kernes (2.54) besagte divergente
Terme. Alle iibrigen Komponenten sind V z, 2’ wohldefiniert; im allgemeinen Fall (d.h.
k, # 0) sind dies fiir das homogene Plasma gemaB Gl. (2. 24) (2.25) und (2.26) nur die
(z,2)- (¥,2), (2,2)- und (z,y)-Komponenten von g(z,z'; k,, k).
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Kapitel 3
Lokale Analyse der Wellengleichung

3.1 Eikonalapproximation und Leistungsbilanz

Im folgenden wird eine asymptotische WKB-Analyse' der Wellengleichung (2.12) for-
muliert, die im schwach dispersiven “slab”-Plasma mit der konstitutiven Relation (2.19)
kompatibel ist. Die WKB-Approximation, die einen eindimensionalen Spezialfall der
Eikonalnéherung darstellt, beruht im wesentlichen auf der Annahme, da8 der von der z-
Koordinate abhidngige Anteil des elektrischen Wellenfeldes aus Ansatz (2.17) die Gestalt

E(a; kyy by) = 3 €St B\ iy y) (3.1)
A

besitzt, bzw. der entsprechende Anteil des Stromdichteansatzes (2.18) die analoge Form

L(z5 ky, by) m 30 €MD I (@ ky k) (3.2)
A

wo die Grofle Sy(z; ky, k) als Eikonalfunktion bezeichnet wird und die Summation iiber
A die mégliche simultane Existenz mehrerer unabhingiger Eikonalmoden andeutet. In
obigen Ansétzen sollen die diversen GroBen auf zwei verschiedenen Léngenskalen Ly, <
Loy variieren, die der Skalierung

Lyast _ O(x) (3.3)

geniigen, mit dem dimensionslosen Skalenparameter «, der in der folgenden asymptoti-
schen Analyse? formal als unabhingige Variable aufzufassen ist.

Wenn die Gradientenldnge L[A(z)] einer beliebigen skalaren GréBe A(z) durch

-1

LIA(@)] := [A7(2) £ A2) (3.4)

definiert wird, dann kénnen die Annahmen iiber Langenskalen im Rahmen der WKB-
Approximation etwas préiziser gefaBt werden,

Lpast & L8] < LK (5 ky, ky)] = L EN®; by, k)] & Latow (3.5)

'"WKB steht fiir Wentzel, Kramers und Brillouin, vgl. [Cai 91].
*Der asymptotische Grenzfall k — 0 ist im Falle der WKB-Approximation durch eine ebene Welle
im homogenen Plasma realisiert.
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wo die lokale Wellenzahl in 2-Richtung als Ortsableitung der Eikonalfunktion definjert
ist,

K(w; by k) := ZS(@i ky, k) - (3.6)

Die Ordnungsrelation (3.5) bedeutet konkret, daf L jas: mit der schnellen Ortsvariation
der Exponentialfaktoren in den Ansitzen (3.1) und (3.2) assoziiert ist, also gemif De-
finition (3.4) mit den lokalen Wellenlingen der betrachteten Moden in z-Richtung (bis
auf einen unwesentlichen Faktor 27). Die langsame Langenskala L, charakterisiert dje
z-Variation der lokalen Wellenzahl bzw. der Amplitude des elektrischen Wellenfeldes.

Die Ungleichung (3.5) 1a8t sich mit dem geforderten asymptotischen Verhalten (3.3) der
Léangenskalen durch die Skalierungen

Salas by, by) = L83 (zai by by) (3.7)
ENa; ky, ky) — EMNay; ky, k), (3.8)
SN ky, by) = S ky, ki) (3.9)
und 5 5
T ™ (3.10)

in Einklang bringen, da damit gemif GI. (3.4) Lyys = O(£°) und L,,, = O(&™') folgt.
Dabei ist die Variable z, formal als eine von z unabhéngige Koordinate zu betrachten,

die auf der langsamen Skala L,,, die Variation in gl-Richtung der diversen Grofien
beschreibt.

Mit den Relationen (2.17) und (3.1) und den Substitutionen (3.7), (3.8) bzw. (3.10)
erhilt man fiir den rot(rot(.))-Anteil der Wellengleichung (2.12) bis auf Terme O(x2)
den Ausdruck

f?_z/\ (565 /\__E_(g,t)) 5 e—iwtzeikyyZeilk"zzeis,\(m;ky,k”] » (3.11)
ky Ky A

{2 a; by, ) A (K25 ki) A EX(zs; by, Ry)] +

ik (I_{f‘(xs;ky,k“)/\[gl-a%/\g(xs;ky,k”)HQI D A[ﬁ‘(ms;ky,k“)/\g‘(ms;ky,k”)])} )

Iz,

wo die Definitionen
K24 ky, ky) = Kx(zs; by, ky) €' + k, €2 + vk €° (3.12)

und K)(z,; ky, ky) = 3%5.5')\(3:3; ky, k) benutzt wurden. Damit, mit der mathematischen
Identitét

ANAANB]=[A®A-(A - A)]1)]-B, (3.13)

den Relationen (2.17), (2.18), (3.1) und (3.2), und den Skalierungen (3.7) bis (3.9), kann
man unter Beriicksichtigung der linearen Unabhéngigkeit der verschiedenen Eikonal-
moden die Wellengleichung (2.12) in die Form
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((;—ZE“(%; kg k) - KO (s By by) — 1) L— S K243 by, b)) @ K (w45 Ky, kn)) - (3.14)

EMasi by by) + ix S (KN (a5 ky, by) A ! 52 A BNws; ky, Ry)] +

elaiz’ A [E/\(ms; kys k”) A E/\(:’:S; kyakll)]) %i ( Ls3 ky: A’H) = 0(52)

bringen. In dieser skalierten Wellengleichung spielt £ gewissermafien die Rolle eines
“Buchhaltungsparameters”, der kleine Gréfen identifiziert. Im Endergebnis ist & gleich
Eins zu setzen, bzw. die Riick-Substitution z; — & durchzufiihren.

Um obige Eikonalwellengleichung schlieflen zu kénnen, ist im ndchsten Rechenschritt ein
asymptotischer Ausdruck fiir J*(z; &y, k) zu finden. Vergleicht man die Eikonalansétze
(3.1) und (3.2) mit der konstitutiven Relation (2.19) im “slab”, so mu8 fiir die Amplitude
der Stromdichte offensichtlich

J (’L, v lo“ / dz'e 1(Sa(z"sky k) = Sa(zsky ki) g(;}:,a‘:’; ky, k”) . E ( ,ky, L”) (3.15)
gelten. Das Problem besteht nun darin, eine sinnvolle Skalierung dieser konstitutiven

Relation zu finden, was die Auffindung eines entsprechenden asymptotischen Ausdrucks
des Leitfahigkeitskernes g(z, 2'; ky, kj;) miteinschliefit.

Offenbar besitzt dieser Integralkern die Darstellung

a(z, z'; sky k) = / ”j dk, e=(==2 )/ dk!, G g(kl,kj_,@b:d)’; k";:ﬂ”) )
(3.16)

vgl. (2.20) und (2.21), in die die Ortskoordinaten z und z' als Parameter, bzw. z” als In-
tegrationsvariable eingehen. Aufgrund der oszillierenden Exponentialfaktoren in obigem
Ausdruck ist klar, daB8 wesentliche Beitrige zu g(z,z'; ky, k) nur von Koordinatenwer-
ten =~ z” und z’ = z” und folglich auch z ~ ' kommen kénnen. Fiir |z — 2"| — oo
bzw. |z’ — 2"| — oo geht g(z,z'; ky, k) gegen Null, soda die durch Gleichung (3.16)
definierte Nichtlokalitdt der konstitutiven Relation in der Praxis als eine Nichtlokalitét
endlicher Reichweite aufgefalt werden kann. Diese Reichweite wird durch eine Lénge
Lponiocat derart charakterisiert, dal Beitrage zum Leitfahigkeitskern, die als wesentlich
von Null verschieden angesehen werden konnen, die Bedingungen

lﬂ: - .’E”| S Lnonlocal 3 (317)

le - :IZ”| S Lnon(ocai

und
I‘T - ‘T"" S Lnon!ocal

erfiillen miissen. In Abschnitt 4.2 wird in einer etwas detaillierteren Diskussion gezeigt,
daB Loniocar von der Grofenordnung einiger thermischer Gyroradien ist. Beitrdge von
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z, ' und z"-Kombinationen, die der Forderung (3.17) nicht geniigen, besitzen im In-
tegranden so schnell variierende Exponentialfaktoren, daB sie durch die k,- und k! -
Integrationen weggemittelt werden.,

Die Tatsache, dal der o-Tensor g(ky, k' ;1,9 k3 2") gemaB (3.17) nur in einem endli-
chen z"-Intervall, ndmlich [z — L, oniocat, 2"+ Lnonlocat), signifikant zum Leitfahigkeitskern
beitragt, legt nahe, diesen Tensor unter der z”-Integration durch eine Taylorentwicklung
um z” = z zu approximieren,

alks, Kis s s ks a”) = gk, K0, 0" ks e) + (2" — @) 2 gk, Ky, 0 by 2) + ..

(3.18)
Da die z”-Abhéngigkeit von g(ky, k' ;,"; ky; ") ausschlieBlich durch die raumliche
Variation der Plasmaparameter verursacht wird, vgl. Abschnitt 2.3, kann unter der
Annahme®, daf die Plasmaparameter auf der langsamen Lingenskala L, variieren
und fiir die Nichtlokalititslange L.,oniocar & L,s gelten soll, die Reihenentwicklung des
o-Tensors geméf (3.10) und entsprechend der Vorschrift

a(ke, Ky; 0,4 kys2) — a(ky, k50,90 ky; ) (3.19)
skaliert werden, mit dem Ergebnis:
a(ky, Ky ;9,9 ks 2”) — a(ky, K39, ¢ ks 2,) + (3.20)

k(z" — ) % a(ky, k59,9 k) + O(£2) .

Damit, mit Gl (2.21) und den Integraldarstellungen 6(z) = (2r)~1 [22_dre'™ und
—iZ8(z) = (27)7' [, dr €™ der §-Distribution und ihrer Ableitung, erhilt man
in der Folge eine Approximation des Leitfahigkeitskernes im Fourier-Raum durch eine
Reihe von Distributionen,

ke, ki by b)) — 276 (ke — KL)[(1— k2 ) glkes, kus b, s kys 2,) — (3.21)

2min (2ro(ks — kL)) 52 gk, K3 6,9 by 2a) + O(2) .

Unter Verwendung dieses Ausdrucks liBt sich die k,-Integration in der Integraldarstel-
lung (2.20) analytisch ausfiihren. Man erhilt den Leitfahigkeitskern im Ortsraum in der
gesuchten asymptotischen Form

3Im Hinblick auf die Modenkonversion der SW in eine IBW in der Nihe der kalten LH-Resonanz,
ist die Annahme L, onipear & Lyas: fiir beide Wellentypen erfiillt. Wie gefordert ist die Wellenlinge der
IBW, also Ly, ebenso wie Lnontocar, von der Grofenordnung des thermischen Ionengyroradius. Die
SW hingegen wird wesentlich von den “zero-gyroradius”-Termen des Leitfihigkeitskernes determiniert,
das Problem ist also ohnedies fast lokal, d.h. L,oniccai <€ Ljase, vgl. Relation (2.49). Insbesondere
ist Forderung, daB die Plasmaparameter auf der Léngenskala Loy, variieren mit der Annahme (4.11)
kompatibel.
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a(z, 2 ky, ky) — /m dkoe’ "= [(1 4 k(' ~a)52-) a(ko, ki, s byszs) + (3.22)

ix (s gk, Ky 9o )],

Unter Ausnutzung der Bedingungen (3.17) kénnen, analog zu den Rechenschritten
(3.18) bis (3.20), auch die Faktoren E*(2'; k,, k) und e'(Sa(e"sky k) =Sx(ziky.k1)) in der kon-
stitutiven Relation (3.15) unter der z’-Integration in Taylor-Reihen um 2’ = z ent-
wickelt werden, mit anschlieBender Skalierung gemif (3.8), (3.10) und Ky (z; k,, k) —
Kx(zs; ky, kyj). Dies fiihrt auf das Ergebnis

) + O(x?)] .

—k

_E'\(:B’; ky, k”) =% EA(:ES; ky, k”) + fc(:ﬂ' == :L‘)aih*ﬁ’\(:cs; ky, k”) + O(h‘z) (3.23)
bzw.
ei(s,\(I’;ky,k")—S,\(.E;ky,k")) .t (3-24)

e (zeiky Ky ) (2'-2) (1 +i5(z — 2?’)252—3]\,,\(1‘3; ky, ky) + 0(52)) .

Mit den Substitutionen (3.9), (3.22), (3.23) und (3.24) in Gleichung (3.15) lassen
sich nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge und unter Verwendung der bekann-
ten Integraldarstellungen der §-Distribution und ihrer Ableitungen, d.h. insbesondere
~Z6(z) = (27)! /2% dT 7€', sowohl das k,- als auch das a'-Integral analytisch
berechnen. Man erhilt bei reellem K (z,; k,, k) die Identitat

L (@si ks k) = 27 [{(k, ko, s s ) + in s [ (o, KL s By 2], -
(3.25)

ik g e (ko ks, s by z,) — semza(ky, kb, ¢; ki 24) 5oz K (@55 by, Ky) } -

EA(:CS; kya k”) - i“cgaﬁ:g(kla kJ.; ¢a 'l:b; J“H: xs) > %E/\(J:s; ky; kfl)]

+0(r?) .

k;—r.(\',\ (Is;ky ,k" )

Die so gewonnene asymptotische Form der konstitutiven Relation ist offensichtlich in z,
differentiell, sodaBl alle im Rahmen der W KB-Approximation durchgefiithrten Analysen
der Wellengleichung als lokale Analysen bezeichnet werden kénnen.

SchlieBllich ist noch die GroBenordnung diverser Beitrige in alky, k59,9 ky; z5) fest-
zustellen bzw. zu fixieren. Dazu wird zunichst angenommen, dafl das Plasma schwach
dispersiv* ist, d.h. wir skalieren den o-Tensor gemaf:

! / I 4 H v / ! A
a(ky, KL, ¢ ks ,) = & [g(kl,h;'d),w;ku;ws)] +1 [g(kLak_LJ’,bﬂ'b;kiﬁIs)] ;
(3.26)

#Aus GI. (2.50) ergibt sich, daB mit der raumlichen Dispersion im kalten Plasma (T, — 0) der hermi-
tesche Anteil des lokalen Leitfihigkeitskernes im Ortsraum verschwindet. Dementsprechend beschreibt
die Skalierung (3.26) das asymptotische Verhalten eines schwach dispersiven Plasmas.
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wo der hermitesche und antihermitesche Anteil eines beliebigen Tensors I durch

[g]" =tz + 1) (3.27)

bzw.

A
Z]" =L@ -1 (3.28)
definiert sind.

Nun besteht g(ky, k) ;v,¢"; ky;2,) entsprechend der Relation (2.22) aus dem Stix-
Term und einem diamagnetischen Anteil. Der Stix-Beitrag g O (ky, k5o, ks xs)
ist durch die Gleichungen (2.23) bis (2.26) gegeben und offensichtlich als GréBe der
Ordnung «° aufzufassen, da er im Grenzfall des homogenen Plasmas (also & — 0)
nicht verschwindet. Hingegen ist der diamagnetische Term g(l)(kl,klggb,i/)’; D)
proportional dem Verhéltnis Gyroradius zu Gradientenlinge der Plasmaparameter,
also in U'bereinstimmung mit den bereits getroffenen Annahmen, proportional zu
Lyontocat! Lstow : Ltast/Lsiow, wie aus den Relationen (2.32) bis (2.36) ersichtlich wird.
Entsprechend der Ordnungsrelation (3.3) ist also folgende Skalierung zu wihlen,

gk, Ky, s ks as) = 2Ok, B, 05 b 2a) + 6 2Ok, Ko, 85 k) (3.29)

sodafl sich zusammen mit Gl. (3.26)

A
alky, K5, 8 by w) = i [ g ke, ks, 0 by 2,)]” + (3.30)

b / I} A ! !
z ( (e ks ks, 95 )]+ [ (R, K, o s rcs)]”) +O(x?)
ergibt.

Mit dem Potenzreihenansatz in &

EA("E&; ky7 kll) = —E’\’U(ms; ky: kll) + K EAJ(IS; kys kii) + O(’cz) (331)
erhilt man in der Folge als asymptotische konstitutive Relation der WKB-
Approximation:

M@ by, k) = L(24i by, ky) + 5 I (255 by, ) + O(82) (3.32)

mit den expliziten Ausdriicken

. A
i“’(a:s;ky,k”)=2m[[g“”(kl,kl;¢,¢;k”;:cs)] J,. o H-g‘v“(ms;kwk”) (3.33)
‘z— N\ \(Tsiky, Il

bzw.



T by k) = (3.34)
H ; ) A
27’“ (’vL;LL1¢ Y ks © s)] = aizs [5%1_ [g(ﬂ)(kl,kl;z,b,g[:;k“;ms)] ] r R

.I_,k-r

A 42 A
2o |2 (ks ki, 3 by )] 32 (€O ke, ks, 05 ks 2,)]” x

A
gi—I{A(-Ts;kyakll) +1z [g(l)(ki,kj_;lb,y');kn;ls)] ] } 'ﬁ/\?o(ms;kwkll) +
s kz—"f\,\(rs;kyvkll)

omi [[g<°>(kl,ki;¢,¢; k”;ms)]A] - EM (243 ky, ) +

kx —*I\'A(I's;ky :ki[)

o I P A RS N I C 2 Mgk k
27 [3k; [g (}"_L:kl.:'ll))d)l k”,.’lfs)] ] i, < e arsﬂ (:C.s');t-y-;;‘-”) &

Damit kann nach einer einfachen Rechnung die We ellengleichung (3.14) in O(x°) in der
Gestalt

gl\(ws; ky, ky) - EJ\‘O(rs; ky, k) =0, (3.35)
bzw. in O(x) in der Form

M (x5 by, ky) - EM (245 by, by) = (8:36)

-2 H . A
—’%[z Ok, ka5, s kpas)] i [w[ kv, k59, 9'; hys 24)| } =

kg

: A 4
33_3'5‘%[g(o)(kl,kl;¢a¢;k[[;ms)] +i5e [g(m(h,h;%b,i/);ki|;fﬂs)] X

k2
]A

o K45 ky, ) — [g‘”(kl, ki; o, ¥; ks zs - BM (w5 by ) —

] k_;—*f\',\(.‘l‘.‘,;ky ,k")

_B_-:-r_;i [ak [ (JLJ.,‘I“.L"QD 77[) ‘Z“II) s)}A:I - EAD(rs;ky’k“) T

kems Ky (zaikyoky) 070

E'L:—;I_X"A(l‘s; ]Cy, k“) A (gl A %El\'ﬂ(ms; kya A‘“)) +
i%e! A 52 (KA(%; ky, ki) A B (zy; &y, k||))
geschrieben werden, wo die Definition

gz\(ms; ky, k”) = (1 — ;C;i’\(g;s; ky, k”) : [_{’\(:,gs; ky, k”)) ; + (3.37)

S s b M) @ IS by ) = 2 [ [2(hs ks, s by

kz _'I\-A('r-‘;kyik”)
benutzt wurde.

Die Elkonalwellenglelchung (3.35) stellt offenbar eine algebraische Gleichung fiir die Am-
plitude E*(z,; ky, ky) dar, mit der Lésbarkeitsbedingung

det (M*(a,; ,, k) =0. (3.38)
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Letztere kann, in Analogie zur Dispersionsrelation des homogenen Plasmas, die die ma-
thematische Bedeutung einer Losbarkeitsbedingung der entsprechenden Wellengleichung
im Fourier-Raum besitzt, mit der lokalen Dispersionsrelation der Eikonalmoden identifi-
ziert werden. Das Konzept der Dispersionsrelation bleibt also in obigem Sinne auch fiir
inhomogene Plasmen sinnvoll.

Aus den Maxwell-Gleichungen lasst sich allgemein eine Leistungsbilanz ableiten, das
sogenannte Poynting-Theorem. Im folgenden soll gezeigt werden, daB sich auch die Ei-
konalwellengleichungen (3.35) und (3.36) zu einer solchen Leistungsbilanz kombinieren
lassen. Dazu wird erst die Gleichung O(x°) mit EM(z,; k,, k) skalarmultipliziert. Der
Ubergang zur adjungierten Gleichung fiihrt bei reeller Wellenfrequenz w wegen

M (2 ky, Ky) = M (4 by, by) (3.39)

auf

B (s kys i) - Mg kys ky) - EM (245 by ) = 0. (8:40)

Andererseits folgt aus (2.13) mit einem zu (2.17), (3.1) und (3.31) analogen Ansatz fiir
das Magnetfeld:

KN ag; by, byp) A EMN(zg; ky, k) = £ BM(z,; k,, k) - (3.41)

Verjiingt man nun (3.36) mit —2 EY(z,; ky, k) und nimmt den Imaginirteil der so
entstandenen skalaren Gleichung, dann folgt unter Ausnutzung der Relationen (3.40)
und (3.41) nach Umformung eines Terms entsprechend der Identitit (s € {0,1})

A
o [g_(s)(km ki v, ¥; k5 Is)] - (3.42)

8

’ A s ! i
-af,—[a—% EAUCAIETRVY TER] + 287 |2 ke, K5, 0 Ry 2,)] ]k, \

die gesuchte Leistungsbilanz; sie besitzt (nach Substitution T, — z mit £ = 1) die
Form eines Poynting-Theorems, gemittelt iber die durch das Inverse der Wellenfrequenz
definierte Zeitskala:

€' & - (SN (@ by, by) + S (z; ky k) = —P3(a; by by (3.43)
Dabei bezeichnet
SR g Ry 1= S%Re [ (25 &y ky) A B2k, )] (3.44)
den bekannten Poynting-Vektor des elektromagnetischen Feldes und

SR (s ke, by) = (3.45)

ey feyy

- * A
5 (E‘\’D (z; ky, By) - [d—fz [gm)(h,h;zb,tb;hnx)] J Bz, ky,ku)) Cy

k,-»]\';(z,;ky,k")
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einen Beitrag, der als seine kinetische Korrektur zu interpretieren ist und entsprechend
den Leistungsflul der sich im Wellenfeld kohirent bewegenden Teilchen beschreibt. In
der Leistungsbilanz (3.43) tritt zudem der Term

bes(:r; ky7 k”) o (346)
x H ! ! A
T B (25 by, Ry) - [[gw’(kl,h;w,%b;k||;w)] + 35500 ([Q(O)(’”’l’kb@’%d’?kll?“’)} B

A
Ok ks o', ¥ ks )] - BM(z; by, k
[__g (koo kus 9, 3 Ry )] kp—ks— K (zikyky) S

auf, der nicht die Gestalt einer Divergenz eines Vektorfeldes besitzt und folglich als ein
Verlustterm (bzw. Quellterm) aufzufassen ist. Tatsichlich beschreibt Pgbs(a:; ky, k) die
von der WKB-Mode mit Index A durch Plasmateilchen lokal dissipierte Leistung. Das
letzte Ergebnis kann mit Hilfe der Definition des modifizierten hermiteschen Anteils des
o-Tensors (man beachte die Vertauschung der Argumente im adjungierten Tensor)

H ! !
|2k KL 0 by )] 1= 4 (2 ka R b, 0 Ry ) + 2O (R, b s Ry )
(3.47)

auch in der folgenden Form geschrieben werden:

Pi(z; k,, i) = (3.48)

* H , H
W-El\‘o (1:kya k”) i [[Q(O)(kiakJ_a'f/)ﬂ[),k”,:E)] + '21_‘33_1,3(2; ([g(o)(kl,ki,d’,‘w,k“;m)] o

[0k, K5 6, 9% Ky m)]H)] ,. CEM(z;ky, k) -
kr—krs—Ky(ziky,k))
Die Interpretation von Pg®(z; k,, k) als Leistungsverlust aufgrund der irreversiblen Um-
wandlung von Wellenenergie in thermische Energie wird durch einen aus der Literatur
bekannten Ausdruck fiir die lokal dissipierte Leistung im homogenen Plasma bestitigt
[Sti 61], auf den sich im entsprechenden Grenzfall Gl. (3.47) reduziert.

In Kapitel 5 wird auf kinetischer Ebene der exakte Ausdruck fiir die in einem riumlich
dispersiven Plasma-“slab” lokal dissipierte Leistung berechnet, der (3.46) als Grenz-
fall enthalten muB. Die Kompatibilitit der hier prisentierten WKB-Analysis mit der
kinetischen Rechnung und als Folge davon, die Relevanz der zuvor angegebenen physi-
kalischen Interpretation der Gréfilen S¥™* ynd bes des WKB-Poynting-Theorems wird
in Abschnitt 5.4 sichergestellt.

Die Bilanz (3.43) kann fiir den Fall einer im Plasma propagierenden IBW veranschau-
licht werden. Offensichtlich kénnen sich Moden, die wie eine IBW im wesentlichen
longitudinal polarisiert sind, im Vakuum nicht ausbreiten, da dort nur transversal po-
larisierte Losungen der Wellengleichung existieren. Anders ausgedriickt, bendtigt eine
solche Mode, damit sie sich {iberhaupt ausbilden kann, eine an sie gekoppelte oszil-
lierende Bewegung der Plasmateilchen. Die mit der kohirenten Teilchenbewegung im
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Wellenfeld verbundene kinetische Energie trigt also auch neben dem rein elektroma-
gnetischen Poynting-FluB zur Energiefluidichte der Welle bei, was im Erscheinen von
SKnA 0 der Leistungsbilanz zum Ausdruck kommt. Die Mode selbst kann im Plasma
nicht mehr, wie im Vakuum, als isoliertes elektromagnetisches F. eldphénomen angesehen
werden, sondern ist als Schwingungsform aufzufassen, die aus einer komplizierten Feld-
Plasma-Wechselwirkung entsteht. Im Rahmen dieser Wechselwirkung kommt es zum
Energieaustausch zwischen dem elektromagnetischen Wellenfeld und den Plasmateilchen.
Dieser Energietransfer zwischen dem Wellenfeld und der daran gekoppelten kohirenten
Teilchenbewegung ist notwendigerweise reversibel. Dariiberhinaus kann aber auch, bei-
spielsweise durch das Phédnomen der Landau-Dampfung, ein irreversibler Energieaus-
tausch zwischen dem Plasma und den elektromagnetischen Wellenfeldern stattfinden,
was erst die Moglichkeit der Plasmaheizung durch RF-Wellen eréffnet. Da dieser irre-
versible Energietransfer in die thermische Bewegung der Plasmateilchen investiert, also
der kohérenten an die Welle gekoppelten Teilchenbewegung und damit der Mode insge-
samt Energie entzieht, wird er in der Bilanz (3.43) durch den Verlustterm Pgbs erfafit.

Um eine Vorstellung der Bedeutung der kinetischen Korrektur zum Poynting-FluB zu
vermitteln, sei an eine Aussage in Abschnitt 1.3 erinnert, die besagt, dafl im Falle ei-
ner IBW der kinetische Beitrag zur LeistungsfluBdichte wesentlich grofer ist, als ihr
elektromagnetischer Anteil. Fiir die in der Nihe der Modenkonversionsschicht notwen-
digerweise annéhernd longitudinal polarisierte SW (sonst wire ihre Konversion in eine
IBW unméglich) ist der Sachverhalt aber gerade umgekehrt.

3.2 Die lokale Dispersionsrelation

Im folgenden soll das im Rahmen der vorliegenden Arbeit benutzte Verfahren zur Losung
der lokalen Dispersionsrelation skizziert werden, wie sie etwa durch Gl. (3.38) gegeben
ist. Dabei handelt es sich im Falle gegebener paralleler Wellenzahl und gegebener Wel-
lenfrequenz um eine transzendente Gleichung zur Bestimmung der Wellenzahl in Nor-
malrichtung. Im vorangehenden Abschnitt wurde bereits erwihnt, dafl das Konzept
der Dispersionsrelation als Losbarkeitsbedingung einer algebraischen Wellengleichung
im strengen Sinn nur fiir das homogene Plasma sinnvoll ist. Lediglich asymptotisch,
d.h. konkret im Rahmen der WKB-Approximation, kann es fiir inhomogene Plasmen
iibernommen werden. Um den Zusammenhang zwischen asymptotischer Rechnung und
homogenem Grenzfall zu illustrieren, wird hier im Gegensatz zum vorangehenden Ab-
schnitt ein homogenes Plasma vorausgesetzt.

Dann kann eine einzelne Fourier-Mode, spezifiziert durch
E(x;ky, ky) = 8k, x, 61y 1) € "EM™ (3.49)

untersucht werden. Gemeinsam mit den “slab”-Ansitzen (2.17) und (2.18), die auch
im homogenen Plasma ihre Giiltigkeit behalten, der konstitutiven Relation (2.19) und
dem Leitfédhigkeitskern (2.40) folgt fiir das elektrische Wellenfeld und die zugehorige
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Stromdichtestérung im homogenen Grenzfall
E(g,t) —1wt 1_@_1; ﬂhom (350)
bzw.
J(z,t) =2m e B2 gO(K, K150, 0; K5 —) - EM™, (3.51)

wo die Definitionen K := K,e' + K,e® + (Kje® und K, :=sgn(K,)(K2 + 1{3)1/2 bzw. die
Winkelvariable ¥ := arctan(K,/K,) benutzt wurden. Die Wellengleichung (2.12) 148t
sich damit in Form einer algebraischen Gleichung fiir die Amplitude E"™ schreiben,

[(1-n-n)l+n@n+22 dO(K,, K 0,0 K -)] - EM™ =0, (3.52)
wo n = ZK den Brechungsindexvektor bezeichnet. Die Losbarkeitsbedingung dieses
Gleichungssystems,

det (1-n-n) l+n®n+ 3 gO(K, K 0, K —)) =0, (3.53)

stellt die gesuchte Dispersionsrelation dar, die um die Vorzugsrichtung b drehsymmetrisch
1st.

Mit der Drehmatrix (2.25) kann durch eine einfache Rechnung die Identitat
n®n=R(V)-N-R (V) (3.54)
bewiesen werden, wo der Tensor N durch
N:=nl e ®e +mne @ +mn e +nj@c (3.55)

definiert ist und die diversen Komponenten des Brechungsindexvektors durch die Glei-
chungen n; = £K; bzw. n = £K)| gegeben sind. In der Folge kann unter Ausnutzung
der Relationen (2.23) und (2.24) die Dispersionsrelation in die Gestalt

det( [(l—n_L n”); N+ ZlKlllvhw Z EZKL,IU_,I&”, )] iy )
t

Jis 0

(3.56)
gebracht werden. Beriicksichtigt man det(A - B) = det(A)det(B) und det(Z(¥)) = 1
bzw. det(R™'()) = 1, so ergibt sich schlieflich

H(nl, Inylsw; =) = (3.57)

2 00
det ((1 nJ_—n”) 1+ N+ zZ |K”|v » Z Ly, .[{J_;I(“;_)) =0.
th

Die Determinante H(n7, |n)|;w; —) 1Bt sich mit Hilfe der Gleichungen (2.26) und (3.55)
explizit berechnen. Dabei wird ersichtlich, daf} sie vom Brechungsindex, wie in der Nota-
tion angedeutet, nur {iber die Argumente n3 und |r| abhingt. Die Dispersionsrelation
stellt also bei gegebener Wellenfrequenz w und bei gegebenem parallelen Brechungsindex
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n) eine transzendente Gleichung zur Bestimmung des Quadrates des Brechungsindex
in Normalrichtung n} dar. Der Vorgabe von w entspricht im RF -Heizexperiment die
Wahl der Frequenz des Wellengenerators. In der Vorgabe von n)| spiegelt sich hingegen
die Struktur des Kopplers wieder, dessen Gestalt der Mode das Wellenzahlspektrum in
Parallelrichtung aufpragt.

Die lokale Dispersionsrelation
H(nl, |nyl;w;2) =0 (3.58)

erhilt man, wenn man in (3.57) den Tensor i:([f 1, K1; K)j; —) durch jenen des inhomo-

genen Plasmas Q(K 1, K15 K|j; ) ersetzt, der lokal mit den Werten der Plasmaparameter
am Ort z berechnet wird, vgl. Abschnitt 2.3. Variieren nun die Plasmaparameter eines
solchen Plasmas auf hinreichend grofen Lingenskalen®, so kann, wie bereits eingangs
erwahnt, die lokale Dispersionsrelation auch fiir den inhomogenen Fall relevante Infor-
mationen iiber die mégliche Struktur der Moden liefern.

Dazu ist die numerische Losung der Dispersionsrelation, d.h. die Auflésung der transzen-
denten Gleichung H (v, |n|;w;z) = 0 nach v := n? erforderlich. Dabei muf allerdings
beriicksichtigt werden, dafi H(~, In|;w; «) im allgemeinen komplexe Werte annimmt,
weshalb Nullstellen grundsétzlich in der gesamten komplexen 4-Ebene zu suchen sind.
Im folgenden ist es zweckmifBig sowohl + als auch H (7, Iyl;w; ) in Real- und Ima-
ginérteil aufzuspalten,

Y=+ (3.59)

bzw.

H(y, |yl w; @) = Hy(v) +iHi(v) = H(v) (3.60)

wo die Kurznotation H(y) eingefiihrt wurde. Aus der Analytizitit der Funktion H(y)
folgt, dafl sie als Potenzreihe um v = ~, dargestellt werden kann,

H(y) = H(v.) +iv ZH(v,) + 0(+7) . (3.61)

Mit Hilfe der Aufspaltung (3.60) kénnen dann die entsprechenden Reihendarstellungen
des Realteils,

H,(7) = He(%) =% & Hi(7:) + O(+3) , (3.62)

bzw. des Imaginarteils von H(y),

Hi(’Y) = Hi(')"r) + i %Hr('ﬁ) : & 0(712) ) (363)

Eine exakte Formulierung der Ordnungsrelationen, die die diversen relevanten Léngenskalen erfiillen
miissen, wurde zuvor in Abschnitt 3.1 gegeben. Vergleicht man die Dispersionsrelationen (3.38) und
(3.53) so folgt offenbar, daB man die Dispersionrelation der Eikonalapproximation erhilt, wenn man ent-
sprechend der Skalierung (3.26) in (3.58) den Tensor ig:(KJ_, Ky ; K||;z) durch seinen antihermiteschen
Anteil ersetzt.
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abgelesen werden. Unter der Annahme, daf die Imaginarteile H;(v;) und 4; von der
Ordnung eines Skalierungsparameters e klein sind, lautet die lokale Dispersionsrelation
in fithrender Ordnung €°

H,(3) =0, (3.6

bzw. in O(e)
Hi(v,) = =% 7= H:(%) - (3.65)

Ist eine numerische Losung 7, von Gl. (3.64) gefunden, so kann gemiB Relation (3.65)
der zugehorige Imaginérteil 4; berechnet und zu einem Konsistenztest benutzt werden,
da voraussetzungsgemif v; < 7, gelten mu8.

Die Beantwortung diverser Fragestellungen im Zusammenhang mit dem Modenkonver-
sionsproblem der IBW-Heizung erforderte im Anschlufl an notwendige analytische Vor-
arbeiten die Durchfithrung umfangreicher numerischer Rechnungen. Zu diesem Zweck
wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit ein als “IBW-Code” bezeichnetes Fortran-
Programm entwickelt, das unter anderem eine Subroutine zur Lésung der lokalen Disper-
sionsrelation (3.58) in der Form (3.64) enthalt. Dabei wird mit einem Newton-Verfahren
nach reellen Nullstellen v = n? gesucht, d.h. entweder nach rein propagativen (n, ist
reell) oder rein evaneszenten (n, ist imagindr) Moden. Dies einerseits um die Moden-
konversionsschicht fiir einen konkret vorgegebenen Parametersatz lokalisieren zu kénnen,
andererseits um eine Vorstellung von der moglichen Struktur der Wellenldsungen zu be-
kommen. Dariiberhinaus werden die Wurzeln der lokalen Dispersionsrelation benétigt,
um die Randbedingungen zur Integration der nichtlokalen Wellengleichung des Moden-
konversionsproblems formulieren zu kénnen, wobei eine Anpassung der FEL-Lésung an

WEKB-Moden erforderlich ist (vgl. mit den Abschnitten 1.4 und 4.6).

Schliefilich sei erwahnt, dafl die numerische Losung der lokalen Dispersionsrelation
H(n?,|ny|;w;z) = 0 den Abbruch der Summation iiber die Harmonischen der Gyro-
frequenzen in Gl. (3.58) notwendig macht, der allerdings in der Praxis kein Problem
darstellt. So fiihrte beispielsweise im Falle der in Kapitel 6 prasentierten numerischen
Losungen mit ny = 7 ein Abbruch bei der 10. Harmonischen, d.h. 3= -0 .

n=—ol
bereits zu einer ausgezeichneten Konvergenz.
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Kapitel 4
Die Losung der nichtlokalen Wellengleichung

4.1 Eine Galerkin-Finite-Elemente-Methode zur numerischen
Integration der nichtlokalen Wellengleichung

In der Wellengleichung (2.12) des “slab”-Plasmas ist die Storung der Stromdichte selbst-
konsistent durch die konstitutive Relation (2.19), gemeinsam mit den Gleichungen (2.17)
und (2.18), als Funktional des elektrischen Wellenfeldes gegeben. Falls die betrachteten
Moden Wellenldngen in Normalrichtung A, besitzen, die viel grofler als der thermi-
sche Gyroradius 95" sind, dann kann die konstitutive Relation durch eine lokale Be-
ziehung approximiert werden, d.h. entweder durch eine “finite gyroradius” oder “zero
gyroradius”-Approximation, vgl. mit (2.49). Fiir IBW jedoch, ist X\, von derselben
GroBenordnung wie der Ionen-Gyroradius, die konstitutive Relation also zwingend nicht-
lokal. Die zur Beschreibung solcher Wellen adiquate Gleichung ist daher notwendi-
gerweise eine Integro-Differentialgleichung; konkret enthilt die konstitutive Relation
des “slab” ein Vierfachintegral, vgl. Abschnitt 2.3. Auf das IBW-Heizschema bezogen
heift das, die Untersuchung der Modenkonversion der SW in eine IBW im Bereich der
Abschilschicht eines Tokamaks erfordert die Integration der voll nichtlokalen Wellenglei-
chung.

Zur Losung des damit verbundenen mathematischen Problems scheint besonders eine
Galerkin-FEL-Methode geeignet [Fle 84]-[Bec 81)-[Str 71]. Diese Methode basiert auf
der schwachen Form der Wellengleichung,

2 . - 9 B a . 4 3 -
= [, @B ag/\(a:f\ﬂ)~fv ColE)E+= [ &[], (a1)

w

die man durch Skalarmultiplikation derselben mit den komplex Konjugierten der vektor-
wertigen Testfunktionen F und anschlieBender Integration iiber das betrachtete Volumen
V erhilt. Die Testfunktionen sind zunichst beliebige Funktionen aus einem geeignet
gewihlten Funktionenraum, mit der Einschrinkung jedoch, da es sich eben um eine
FEL-Methode handelt, da diese nur auf endlichen Gebieten eines Gitters, den finiten
Elementen, von Null verschieden sind.

In der schwachen Form der Wellengleichung (4.1) erscheint es zweckmifig die Ordnung
des Differentialoperators zu reduzieren. Dies geschieht durch die mit Hilfe des Gauf-

schen Integralsatzes [, d3z 2 ((z) = foy dS-{(z) leicht zu beweisende mathematische
Identitat -
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Pz §(z)- a% A (g A g(;)) = (4.2)

[, ®o(gné@) (2 ncw) - [ ds- s (5:1@)

wo dV den Rand des Integrationsvolumens V und dS das nach auBen gerichtete Flichen-
element bezeichnen. Man erhdlt als Ergebnis die schwache Form der Wellengleichung

(4.1) in der Gestalt
c* 5. [0 0 B
2

576‘/ dg-[ﬁ]*/\(—/\E) ]d3 (E]" - (E+@J).

Abgesehen vom Vorteil eines vereinfachten leferentlalopera,tors bietet Gl. (4.3) die

Mébglichkeit dem System iiber die sogenannten Randterme & = oy dS - [EF]" A (3 A E)
in natiirlicher Weise Randbedingungen aufzuprigen. Der Losungsweg, den die Galerkin-
FEL-Methode vorzeichnet, besteht nun im wesentlichen darin, das gesuchte elektrische
Wellenfeld £ als Linearkombination der Testfunktionen F' anzusetzen. Nach Ausfiithrung
der diversen Integrationen in Gl. (4.3), insbesondere der Mehrfachintegrale der konstitu-
tiven Relation, erhélt man ein algebraisches Gleichungssystem in den unbekannten Koef-
fizienten dleSes Ansatzes, symbolisch S-e = b. Dabei bezeichnet S die “stiffness”-Matrix!,
deren Bandbreite durch die nichtlokale Struktur der Wellenglelchung bestimmt wird, €
den Vektor der unbekannten Koeffizienten des elektrischen Wellenfeldes und b die als
Randbedingung vorzugebenden Anteile der Randterme, vgl. Abschnitt 1.4. Die Lésung
des Gleichungssystems erfolgt durch Inversion der “stiffness”-Matrix und Verjiingung
mit dem vorgegebenen Vektor b, formal ¢ = S7'- b

Die schwache Wellengleichung (4.3) die den Ausgangspunkt der hier benutzten Galerkin-
FEL-Methode bildet, ist nun auf die in Abschnitt 2.3 beschriebene “slab”-Konfiguration
zu spezialisieren. Fiir die Testfunktionen setzt man dann allgemein

F = emtereic f(o) (4.4)

an, wo kj und kl’l feste Wellenzahlen aus den diskreten k,- bzw. kj-Spektren bezeichnen,
und f(z ) komplexwertige Vektorfunktionen, die nur mit z variieren. Damit und mit den
Gleichungen (2.17) und (2.18) kénnen, wenn das Integrationsvolumen, also der Bereich in
dem nach einer Lésung gesucht wird, durch V = [z,, 23] x [0, L,] X [0, L.] gegeben ist, und
wenn man berucksmhtlgt dafl wegen der in Abschnitt 2.3 a,ngenommenen Peuodlzltat
die Relationen fﬂ dy e'kv=kv')y — yOk, &, und JE= gz ke — 20k, K gelten, die

diversen Terme aus Gl. (4.3) spezifiziert werden. Es gilt

f Bz [F] - E = L, L,e2* /Ibdm [f(@)] - E(; K, k), (4.5)

Ta

'Diese Bezeichnung hat historische Griinde und wurzelt in der weitverbreiteten Anwendung von
FEL-Methoden in Strukturproblemen der Ingenieurwissenschaften.
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47‘-?, & wi 4772, Ty * , 7
o Jy L= Lt T [P (@) awmEa), (@)
c 3 ad = 9 _

LyLze‘Zwiiv/; dzx ([ﬁi]* A [I_(g;)]*) . (ﬁ’ /\J(CC, k;,k‘n))
bzw. fir die Randterme
c? - d
T v dsS - [EF]" A (@Aﬁ) = (4.8)

?

LyLee®tZ & [[1(e)]" A (i A Bes K, b))

y Py
o v T=zx,

198 r .2 I8 . " . . P c Lt
€ gz T nye” +inje” den Brechungsindexoperator bezeichnet, mit n, := 2k,

und nf = AI’I’ den Brechungsindizes in y- bzw. Parallelrichtung. Mit GI. (4.3), den
Relationen (4.5) bis (4.8) und der Substitution (n;,nl’l) — (ny,m))), bzw. in der Folge

7' — 7, kann man die schwache Form der Wellengleichung im “slab” angeben,

[ e (@ A [f@)]) - (@A Bk, ky) - (1.9)

~f
won = —1

EI0E o

471.'1 73

b Hf(a:)]* A (it A E(z; by, ku))]

C
w w — T=2q

[i(x)]*' (—E(m;ky:k“) + —J(=; ky,k”))] =

4.2 Approximation der konstitutiven Relation

Die mathematisch komplizierteste Struktur aller Terme der Wellengleichung in der Ge-
stalt (4.9) besitzt der “Stromdichteterm”, in den die konstitutive Relation eingeht. Dieser
Term kann mit Hilfe der Gleichungen (2.19), (2.20) und (2.21) in der Form

47

= [P de [£@)] Sk ky) = %/ do ["d' [f@)] - (a10)

w

[t [ ["aar et g i, 52 - B b

angeschrieben werden. Die explizite Berechnung der Elemente der “stiffness”-Matrix
erfordert dessen Auswertung, also die Durchfithrung der fiinffachen Integration in obi-
ger Relation. Dies erscheint ohne weitere Vereinfachung sowohl in analytischer als auch
numerischer Rechnung undurchfithrbar. Im folgenden werden einige fundamentale Ei-
genschaften des Leitfahigkeitskerns (2.20) qualitativ diskutiert, mit dem Ziel, die kon-
stitutive Relation physikalisch sinnvoll durch einen Ausdruck zu approximieren, der ma-
thematisch gehandhabt werden kann.

In Abschnitt 3.1 wurde bereits darauf hingewiesen, daf§ die Reichweite der Nichtloka-
litét der konstitutiven Relation (2.19) zwar formal unendlich groB ist, jedoch in guter
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Naherung durch eine endliche Nichtlokalititslinge L oniocar charakterisiert werden kann.
Diese definiert die Untergrenze jener Werte von |z — 2’| ab der die Komponenten des
Integralkerns g(z,2'; k,, k) als vernachléssigbar klein angesehen werden koénnen. Be-
trachtet man der Einfachheit halber den Leitfihigkeitskern im Grenzfall des homogenen
Plasmas, wie er in Gl. (2.54) gegeben ist, dann wird mit Relation (2.56) ersichtlich, daf
a(z, 2" ky, ky) in diesem Fall nur iber (z — 2')/p5¥" von z und 2z’ abhingt, die thermi-
schen Gyroradien also als natiirliche Lingenskalen der Nichtlokalitit eingehen. Aus der
Gestalt der Integranden der Parameterintegrale (2.55), die im Leitfahigkeitskern auftre-
ten und oszillierende Faktoren €*7 enthalten, folgt offensichtlich, daB mit wachsendem
|(z—2)/05¥°| der Kern g(z, 2'; ky, k) gegen Null geht, wie es zu erwarten ist. Hingegen
zeigen fiir (z —2')/05¥"® — 0 einige dieser Parameterintegrale sogar logarithmisch diver-
gentes Verhalten, vgl. die Diskussion in Abschnitt 2.4. Die Nichtlokalitatslinge Lyoniocal
scheint also auf einige thermische Gyroradien beschriinkt zu sein; die Hauptbeitriige zur

Stromdichte kommen jedenfalls von z ~ z'.

Dieses Verhalten des Leitféhigkeitskernes o(z,z'; ky, k) stimmt insbesondere mit dem
physikalischen Grundgedanken einer Herleitung der konstitutiven Relation durch Trajek-
torienintegration Giberein, vgl. Relation (2.15). Die nichtlokale Verkniipfung der Strom-
dichtestérung mit den elektrischen Wellenfeldern ist als Folge der thermischen Streuung
der Geschwindigkeiten der Plasmateilchen zu verstehen. Durch diese Streuung konnten
Teilchen, die am Ort z die Stromdichte J erzeugen, in der Vergangenheit alle moglichen
Trajektorien durchlaufen, sodafl die Wellenfelder entlang dieser Bahnen nichtlokal auf
sie einwirken konnten, vgl. Abschnitt 2.2. In der hier vorausgesetzten “slab”-Geometrie
ist aber die mittlere Ausdehnung der Orbits der Plasmateilchen in z-Richtung und in
der Folge die Nichtlokalititslinge durch die thermischen Gyroradien beschrankt. Ein
genauer Wert von Lponiecar 18t durch solche qualitative ["Jberlegungen natiirlich nicht zu
ermitteln, sodaB im Zuge der numerischen Integration der Wellengleichung die Nichtlo-
kalitétslinge als freier Parameter zu betrachten ist, und die Konvergenz des Verfahren

mit wachsendem L,,n10c1 im Einzelfall zu priifen ist. )

Nun gehen die Plasmaparameter bzw. ihre Gradienten in den Stromdichteterm iiber
den o-Tensor g(ky, k| ;1,9 k; z") ein, wo sie durch ihre riumliche Variation die z"-
Abhiéngigkeit desselben verursachen, siehe Abschnitt 2.3. Vertauscht man in Gl. (4.10)
die k- und kJ-Integrationen mit der z"-Integration, so enthalten die Integranden der k-
bzw. k}-Integrale die oszillierenden Faktoren e*(#=2")%= ynd ¢i(="-=")%:  Der Hauptbeitrag
dieser Parameterintegrale wird von z” =~ z und z” & z' kommen; fiir [z — 2| — oo
bzw. [z"” — 2| — oo gehen sie gegen Null. Wenn man sich Gl. (2.15) in Erinnerung
ruft so wird klar, daB die Plasmaparameter, die dort im “éa—UFa”-Term auftreten, ebenso
wie das elektrische Wellenfeld £ nur entlang der ungestérten Trajektorien in die kon-
stitutive Relation eingehen; diese Orbits sind aber in ihrer Ausdehnung in x-Richtung,
wie schon erwéhnt, durch die Gyroradien beschriankt, die auch Lyoniocar determinieren.
Demgeméf werden in die wesentlich von Null verschiedenen Beitrige des Leitfahigkeits-
kernes gz, 2";: ky, k), die durch Argumente |z — &'| < Lnontocat charakterisiert sind, die
Plasmaparameter nur an Orten mit z”-Werten eingehen, die den analogen Relationen
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" I as
IJ:” - :BI S Lnon!ocal und ISL‘ - T I S. Lnon(ocal genugeﬂ-

Unter der fiir Tokamak-Plasmen kaum restriktiven Annahme, daf die Plasmaparameter
auf Lingenskalen variieren, die sehr viel gréfer als Lyonioca; und damit die thermischen
Gyroradien sind, daf} also

L0 (@), [LC3)(2)] und |LYE“D(2)] > Logniocar & max{|oS¥°(z)[} (4.11)

o

gilt, wo die Gradientenldngen durch die Definitionen (2.37), (2.38) bzw.

LB (g) .= (Iﬁ“‘}‘(ﬂr)l d|§;;($)|) (4.12)

gegeben sind, kann nun g(k,, k' ;, ¢'; ky; ") unter der z”-Integration in GI. (2.21) bzw.
(4.10) durch

a(kL, Ky ;0,9 ks 2”) = a(ky, Ky ;0,97 by X (2, 2')) (4.13)
approximiert werden. Dabei wird vorausgesetzt, daB der Ort X(z,z') an dem der o-

Tensor ausgewertet wird, als Funktion von Argumenten z und z’ die der Ordnungsrela-
tion [& — 2’| < Lnoniocar geniigen, die Bedingungen

IX(J:? IB’) - Il S Lnonloca.f (414:)

bzw.
IX(:E: ‘T'J) - Ell S Lnonlocul

erfilllt; eine geeignete, nihere Spezifikation der Funktion X (z,2') ist spiter anhand
konkreter Rechnungen durchzufithren. Mit Gl. (2.20), (2.21) und (4.13) lassen sich die
k%- und z"-Integration analytisch ausfithren; man erhilt

a(z, 2’ ky, ky) = f_o:odkxe“'x(“”“”')g(kl,kl;ib,%b;ku;X(ﬂf,w')) o (415)
bzw. aufgespalten in Stix-Term und diamagnetischen Beitrag,
g(s)(:c,a:'; ky, k) = /;dereikx(‘”—z‘)g(s)(kl, ki, s ky; X(z,2")) (4.16)
vgl. (2.23) und (2.32). Mit Gl. (4.15) lautet der Stromdichteterm (4.10) schlieBlich

2 [P [f(@)] - Jasky by) = (4.17)

a

- / e f_ " &’ [f(@)]" U_Oodkxe"’“(r‘x"g(% kv, 95 ks X (2, 2)| - E(2's ky, ky) -

(e o]

Alternativ zu dieser Form der Naherung des Leitfahigkeitskernes wird im folgenden noch
eine andere Approximation benutzt, die den Vorteil bietet, als Fortran-Code implemen-
tiert, weniger Rechenzeit-intensiv zu sein; dies allerdings um den Preis restriktiverer
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physikalischer Annahmen und als Folge, je nach Parameterwahl, weniger genauer nume-
rischer Ergebnisse. Im Zuge dieser Naherung wird zunachst mit Hilfe der Definition

o7 (ky, ki, 9 by ) = g(ko, K, 9 Ry ) — 27 (R ) (4.18)

der Integrand des Leitfdhigkeitskernes in einen “finite gyroradius” und einen “zero
gyroradius”-Beitrag aufgespalten, formal

a(ky, Ky ;9,9 ks 2”) = & (ki 2") + 277 (ko K59, 0 By =) (4.19)

Hier ist im Hinblick auf das IBW-Heizschema erwiahnenswert, dafl die IBW wesentlich
durch den “finite gyroradius”-Anteil? bestimmt wird, wihrend dieser Beitrag fiir die
SW gegeniiber dem “zero gyroradius”-Term vernachlassigbar ist. Setzt man auch hier
wieder die Ordnungsrelationen (4.11), d.h. langsam variierende Plasmaparameter vor-
aus, so kann unter der z"-Integration in Gl. (2.21) baw. (4.10) g/ (kv k' ;¥,¢'; ky; 2”)
durch g/ (ky, k' ;1,¢'; kyj; Tezp) approximiert werden, Wo Zes, € [z,,73] einen festen
Entwicklungspunkt bezeichnet,

o(ky, kL9, ¢ ks 2") = & (kys2”) + g7 (kw, K v, 95 by Teap) - (4.20)
Damit lassen sich unter Ausnutzung der Integraldarstellung der §-Distribution wieder
einige Integrale der konstitutiven Relation analytisch berechnen; mit Gl. (2.20), (2.21),
(4.13) und (4.18) folgt fiir den Leitfahigkeitskern im Ortsraum

g(.‘!}, 3:’; ky, k”) = 271'5(;1’: — ;1:!) (gzgr(k[t" :l:) - gzyf(k”; Ee:r:p)) + (421)
[ e g by ks 5 s )

bzw. fiir den Stromdichteterm (4.10)
s Tp *
di j dz [f(2)]" - L(wsky by) = (4.22)

B fz jb de [f(2)]" - (" (kp ) — @™ (kys Tess) ) - B3 kiyy by)+

i / dz /_ Z da' [f()]"- [ /_ dere*x““x')g(h, ks, ks xwp)] - E(2s ky, ) -

Um ein Kriterium fiir die Anwendbarkeit der Approximation (4.20) zu finden, sei daran
erinnert, dafl die Plasmaparameter nur an Orten mit z”-Werten, die die Relationen
|2" — 2| < Lnontocat und |2” — 2’| < Lponiocar erfiillen, in die signifikanten Beitrige des
Leitfahigkeitskerns zur konstitutiven Relation (charakterisiert durch |z — z'| < Losniocat)

*Tatsichlich wird erst durch Beriicksichtigung von “finite gyroradius”-Effekten die LH-Resonanz
durch eine Modenkonversion ersetzt; im Gegensatz zur SW verschwindet im “zero gyroradius”-Limes
der IBW-Zweig vollstindig aus der lokalen Dispersionsrelation.
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eingehen. Das gesuchte Kriterium ergibt sich also, wenn man in diesen Beziehungen
z" durch z.,, ersetzt und beriicksichtigt, daB dieses nur fiir Moden die wesentlich von
“finite gyroradius”-Beitrigen bestimmt werden, relevant ist. Gemaf (4.11) ist dann zu
erwarten, daf die im Rahmen der Niherung (4.20) bestimmte Stromdichteperturbation
J(z; ky, k) einer solchen “finite gyroradius”-Welle in einem z-Intervall um Terp Vo der
Breite einiger Gyroradien gut mit dem exakten Ausdruck iibereinstimmen wird. Fiir
die Modenkonversion in der Nihe der LH-Resonanz, bedeutet das, da die Wellenlinge
der IBW von derselben Gréfienordnung wie der thermische Ionen-Gyroradius ist, daf}
man bei geeigneter Wahl von .., nach der Modenkonversionsschicht noch einige Wel-
lenldngen der Mode des IBW-Zweiges berechnen kénnen wird. Die langsame Welle,
wesentlich durch “zero gyroradius”-Terme determiniert, sollte von dieser Approximation
kaum beeinfluit werden.

4.3 Testfunktionen

Die Testfunktionen f(z) aus Gl. (4.4) bzw. (4.9) sind (entsprechend den allgemeinen Be-
merkungen zur Galerkin-FEL-Methode in Abschnitt 4.1) nur auf jeweils einem der durch
ein eindimensionales Gitter definierten finiten Elemente, Teilintervallen von [z,,z;],
von Null verschieden. In vorliegender Arbeit wird den Rechnungen ein gleichférmi-
ges Gitter {zo,z1,...,on} bestehend aus N + 1 Stiitzstellen mit einer Gitterkonstanten
h:= (zn — zo)/N zugrunde gelegt, soda z, = 7o + nh gilt. Die Endpunkte des Gitters
sollen die Bedingungen z¢ = z, bzw. zn = z; erfiillen. Mit jedem der N+1 Gitterpunkte
ist jeweils eine lokale Koordinate
r— I, T — Tp

€n(z) = P et (4.23)

verkniipft.

Als kubische Hermite-Polynome werden die “stiickweisen” Polynome

o= 0D cep
bzw. )

g = { {171 - el (29
bezeichnet, die ebenso wie ihre ersten Ableitungen

e b= Mg 20
und

dHy(€) { [E1(3lE]l —4)+1 ... falls¢ e (4.27)

_ [-1,+1]
d¢ 10 .. falls € & [—1,+1]
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fiir alle £ € R stetig sind.

Mit obigen Definitionen konnen als Testfunktionen der Wellengleichung (4.9) die dreifach
indizierte Klasse reellwertiger Vektoren

f(2) = €1 H,(én(2)) (4.28)

gewihlt werden, wo m € {0,1,...,N}, j € {1,2,3} und v € {0,1} gilt. Dabei ist
der Index m mit den Gitterpunkten, j mit den drei Vektorkomponenten der gesuchten
Losung E(zx; ky, k), und schlieflich » mit dem Index der kubischen Hermite-Polynome
H, und H, assoziiert. Die letztgenannte Indizierung ist notwendig, da Gl. (4.9) neben
dem Wellenfeld E(z;ky, k) auch dessen Ableitung als Unbekannte umfafit. Geht man
in die Wellengleichung mit dem Galerkin-Losungsansatz

E(x;ky, ky) = Z Z Z 2 WP Hy(Ea ()" (4.29)

n=0k=1 =0

ein, wo = € [zg, zn] gilt und e[ﬁ] € C die unbekannten Galerkin-Koeffizienten bezeichnet,
SO fuhren die Testfunktionen (4 28) auf ebensoviele algebraische Gleichungen in diesen
Koeffizienten, wie solche im Wellenfeld (4.29) auftreten. Insbesondere sichert die Wahl
(4.28) der Testfunktionen gemif (4.29) die Stetigkeit des elektrischen und magnetischen
Feldes an den Grenzen zwischen den finiten Elementen und garantiert so gute Konver-
genzeigenschaften des numerischen Verfahrens.

Aus den Gleichungen (4.23) bis (4.27) folgt fiir die Werte der Testfunktionen und ihrer
ersten Ableitungen an den Gitterpunkten

d* :
[ - (e'n” ,,(gm(m)))] = bnnbd, (4.30)
mit m,n € {0,1,...,N}, 7 € {1,2,3} und v, € {0,1}, sodaB man die physikalische
Bedeutung der 6(/N + 1) Unbekannten eEﬂ unmittelbar aus Gl. (4.29) ablesen kann:

3
E(ai by ky) = 3 e € (431)
k=1
bzw.
d - 1]k
~—E(z; by, By) =Y e (4.32)
d T=Zn k=1 l
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4.4 Auswertung der lokalen Terme der Wellengleichung

Terme der Wellengleichung (4.9), die neben dem z-Integral der schwachen Form keine an-
dere Integration enthalten, werden im gegensténdlichen Zusammenhang als lokale Terme?
bezeichnet. Konkret sind dies

[ de (A [1@)]) - (24 Bk, b)) = (433)

N 3 1 s .
293D WL [ de (18] A (En(2))) - (A & Haea(2)))
n=0 k=1 =0 Ta
und . .
[ de (@) Bk, by = (434)
N 3 1 £y
3.0 3 b WL [ de Ho(6n(2)) Halen(0))
n=0 k=1 =0 Ta

die hier mit Hilfe der Relationen (4.28) und (4.29) in einer Form angeschrieben werden,
die die Integration iiber die kubischen Hermite-Polynome explizite enthdlt. Dariiber
hinaus treten auch in der Approximation (4.21) des Stromdichteterms lokale Anteile auf;
diese sollen aber zusammen mit seinen nichtlokalen Beitrigen ausgewertet werden. In
der folgenden Rechnung werden die von den Gitterpunktindizes m und n abhéngigen
Integrale der Gleichungen (4.33) und (4.34) auf einige wenige, von den Gitterpunkten
unabhéngige Integrationen reduziert, wie sie im Hinblick auf die hier benutzte FEL-
Methode von Vorteil sind.

Mit Hilfe des Brechungsindexoperators f := ={s gl-a% +n,e* + m”g3 aus Abschnitt 3.1
und den Definitionen
ng + nﬁ 0 0
T(0,0) o= 0 nf -y | (4.35)
0 —tnyn| ni
E;ny 0 0
L(l, 0) = —ifen” 0 0 3 (4.36)
|0 0 0
0 in, 2y
L0,):=[0 0 0 (4.37)
|0 0 0
und
0 0
L(L,):=[0 % 0 |, (4.38)
00 %

*Die Randterme der Wellengleichung sind in diesem Sinne natiirlich weder lokal noch nichtlokal; sie
sind gesondert auszuwerten.
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kann leicht gezeigt werden, daf die Relation

([ A S H, (6n(2))) - (A € Hp(€u(2))) = (4.39)

>3 0l6) (s enle)) (s oo

§=0~=0

gilt, wo die Konvention I';x(6,7) := €’ - ['(6,7) - ¢* benutzt wird. Mit den Bezeichnungen

ML . R 1 B RVRN; B 0 daHv(f) -mHﬂ(C)-
HML(S,v; v, f) := RV /_1 % 5 | "o [ (4.40)

e d°H, [d"H ]
HMR(é, i V,ﬁ) i— h1+u+ﬁ § ')'/(; df dfg(g) - dgfi‘((:)- o , (4.41)

_ o uiBoiy [0 . @ H(E) d7Hp(€)
HE(S, v, v, B) 1= h1H7+P /_ = o (4.42)
d
o HR((S ) ﬂ) s h1+u+ﬁ—6—‘r fl df dSHu(g) mHﬁ(&) (4 43)
?7’ b 4 0 d{& dé“)‘ *

und der Eigenschaft, daf die kubischen Hermite-Polynome H,(&,(z)) und ihre ersten
Ableitungen gemaB Gl. (4.23) bis (4.27) nur im Intervall [2,,_y, Zm41] von Null verschie-
den sind, bzw. £-Hg(&,(2)) nur in [€n-1,Znya], folgt durch Substitution dz — hdé,,
gemdf Gl. (4.23) in den einzigen nichtverschwindenden Beitrigen, charakterisiert durch
die Beziehungenn=m -1, n=mund n = m + 1, die Identitat

hv1h / o dx

a

dz7

(%Hu(sm(x))) (f—ﬂﬁ(fn(w))) S M5y ) 4 (444)

6n,m(1 - 5m,O)HL(63 7 V:ﬁ) 4 6n,m(1 - 6m,N)HR(6s7; v, JB) + 6n,m+lH]uR(6a TV, ﬁ) .

Relation (4.44) ist in dieser Form fiir Indizes m,n € {0,1,..., N} und 6,v,v,3 € {0,1}
giiltig; die Unabhéngigkeit der diversen Integrale H(8,7; v, B) von den Gitterindizes
m und n ist auf die Gleichférmigkeit des benutzten Gitters zuriickzufihren, wo je zwei
benachbarte Gitterpunkte den festen Abstand h besitzen.

Mit den Beziehungen (4.39) und (4.44) kann der lokale Term (4.33) in der Form

[ de (@ A [£@)]) - (2 Bk, ) = (4.45)

N 3 1 1 1

6n,m(1 - 6m,N)HR(6a LR )6) + é‘n.m-l-lHMR((sa TV ﬁ)]} En[ﬂc
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geschrieben werden, wo auf die Auswertung der Summation iiber n, die durch das Auf-
treten der Kronecker-Symbole im Summanden trivial ist, verzichtet wird. Aus Gl. (4.45)
kénnen spéter direkt die entsprechenden Beitrige zur “stiffness”-Matrix, hier in ge-
schwungenen Klammern, abgelesen werden. Die analoge Gestalt des Terms (4.34) ergibt
sich wieder mit der Identitét (4.44). Es gilt

[l e [f@)] - Bk, k) = (4.46)
N 3 1
2323 {8k [nmaaME(0,0;,8) + Sum(l — Smo)HE(0,0; 0, B) +
n=0 k=1 =0

6n,m(1 - 6m,N)HR(010; V:ﬂ) + 6n,m+1HA{R(01 D: V”B)]} CEﬂc bl
mit m € {0,1,...,N}, k € {1,2,3} und v € {0,1}.

Die Integrale (4.40) bis (4.43) kénnen schlieBlich mit den Relationen (4.24) bis (4.27)
analytisch berechnet werden. Obwohl lediglich elementare Integrale auftreten, sind die
Rechnungen etwas linglich, sodaB sie am besten mit Hilfe geeigneter Software* durch-
gefithrt werden. Der Vollstindigkeit halber sind die resultierenden Ergebnisse aufgelistet;
zunichst die als “left”- und “right”-Terme bezeichneten Beitrage:

H*(0,0;0,0) = 24 = #%(0,0,0,0) , (4.47)
H5(0,0;0,1) = H5(0,0;1,0) = —2LA% = —#R(0,0;0,1) = —H"(0,0;1,0) ,
HE(0,0;1,1) = &A% = H(0,0;1,1)

H"(0,1;0,0) = H%(1,0;0,0) = 3 = —H"%0,1;0,0) = —H"(1,0;0,0) ,
HE(0,1;1,0) = HE(1,0;0,1) = —15h = HR(0,1;1,0) = H7(1,0;0,1) ,
HE(0,1;0,1) = HE(1,0;1,0) = 6h =M"(0,1;0,1) = H*(1,0;1,0)
HE(0,151,1) = HE(1,0;1,1) =0 = HR(0,1;1,1) = HR(1,0:1,1) ,
H"(1,1;0,0) = 8~ = HR(1,1;0,0) ,

H"(1,1;0,1) = HE(1,1;1,0) = —30 = —H¥1,1;0,1) = —H®(1,1:1,0)

bzw.
H(1,1;1,1) = 2k = HR(1,1;1,1)

dann die “mixed left”- und die “mixed right”-Terme:

HA'[L(O, 0, 0’ O) — %h — %N[R(O’ O, 0, 0) y (448)
HML(0,0;0,1) = L3p2 = _3MR(0,0,0,1)
HME(0,051,0) = — L2 8% = —HMR(0,0;1,0) ,

“*MATHEMATICA, Wolfram Research (UK) Ltd.
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HME(0,0;1,1) = — 150 = HMB(0,0;1,1)
HME(0,1;0,0) = —1 = —HM~(0,1;0,0) ,
HME(0,1;0,1) = —Lh = HMR(0,1;0,1)

HME(0,1;1,0) = Lh = HMR(0,1;1,0) ,
HME(0,1;1,1) = Zh% = —HMR(0,1;1,1)
HME(1,0;0,0) = L = —HMR(1,0,0,0) ,
HME(1,0:0,1) = Lh=FYH10:0,1)
HME(1,0;1,0) = —&h = HME(1,0;1,0) ,

HME(1,051,1) = —LR? = —HME(1,0;1,1) ,

HME(1,1;0,0) = — 8471 = HMB(1,1;0,0) ,
HME(1,1;0,1) = —% = —HME(1,1;0,1) ,

HYE(1,1;1,0) = L = —HMB(1,1;1,0)

1
2
L

bzw.
HME(1,151,1) = =5k = HME(1,151,1) .

Alternativ zur analytischen Auswertung (4.47) und (4.48) konnen die Integrale (4.40)
bis (4.43) auch durch eine GauB-Quadratur numerisch berechnet werden, mit praktisch
identischem Aufwand.

4.5 Auswertung der nichtlokalen Terme der Wellengleichung

Die Auswertung der nichtlokalen Beitrige zur Wellengleichung basiert auf den mathe-
matischen Vereinfachungen des Stromdichteterms, wie sie in Abschnitt 4.2 diskutiert
wurden. Wird Approximation (4.13) angewandt, stellt der gesamte Stromdichteterm
(4.17) einen nichtlokalen Beitrag zur Wellengleichung dar; hingegen treten im Falle der
Néherung (4.21) im Stromdichteterm (4.22) zusitzlich lokale Anteile auf die den “zero
gyroradius”-Limes des Leitfahigkeitskernes enthalten. Hier sollen zunichst speziell fir
die gewihlten Testfunktionen, also die kubischen Hermite-Polynome (4.24) und (4.25),
die Integrationen im Beitrag (4.17) so weit wie moglich analytisch ausgewertet und in
eine fir die anschlieBende numerische Integration der Wellengleichung geeignete Form
gebracht werden.

Der wesentliche Unterschied zur Berechnung der lokalen Terme besteht darin, daB der
Galerkin-Ansatz (4.29) fiir das gesuchte elektrische Wellenfeld zur Auswertung der nicht-
lokalen Terme unzureichend ist, da in Gl. (4.18) das elektrische Feld unter der z'-
Integration der konstitutiven Relation eingeht, die sich formal von —oo bis 400 erstreckt.
Der Galerkin-Ansatz bezieht sich jedoch nur auf das z'-Intervall [z4, 23], das im folgenden
als FEL-Rechenbereich bezeichnet wird. Wie bereits in Abschnitt 1.4 erliutert wurde,
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k.

wird aus diesem Grund in vorliegender Arbeit vorausgesetzt, daB auferhalb des FEL-
Rechenbereiches, der die Modenkonversionsschicht des IBW-Heizszenarios umfassen soll,
die Lésung der Wellengleichung in Form von WKB-Moden vorliegt.

Das WKB-Naherungsverfahren wurde bereits im Zusammenhang mit der Erstellung ei-
ner Leistungsbilanz in Abschnitt 3.1 im Detail prisentiert. An dieser Stelle sei daran
erinnert, dafl eine WKB-Naherungslésung im allgemeinen die Gestalt

E(z;ky, k) = Y SRR BNz by ) (4.49)
A

besitzt, wo die Summation iiber A die mégliche Existenz mehrerer voneinander un-
abhéngiger Moden andeutet, vgl. Ref. [Bra 82] und Relation (3.1). Dabei wird im
Rahmen der WKB-Approximation vorausgesetzt, daB die elektrische Feldamplitude
ﬁ’\(:c; ky, k) auf einer Léngenskala L, varilert, die viel grofler ist als die mit der Gra-
dientenlédnge des Exponentialfaktors® exp(i.S)(z; k,, ky)) assoziierte Skala L ,y,.

In Abschnitt 4.2 wurde festgestellt, daB der Leitfihigkeitskern (4.15) nur fiir Parame-
terwerte |z — 2’| < L, ni0car Wwesentlich von Null verschieden ist, wobei die Nichtloka-
litdtslinge Lyoniocar erwartungsgemaB von der GroBenordnung einiger thermischer Gy-
roradien sein wird. Dies kann benutzt werden, um den nichtlokalen Beitrag (4.17) zur
Wellengleichung weiter zu vereinfachen. Mit den Hilfslangen 6 und A, die zunichst be-
liebige Werte 8, A > L,.oni0car > 0 annehmen kénnen, die also insbesondere von derselben
GroéBenordnung wie die Nichtlokalititslinge jedoch nicht kleiner als letztere sein sollen,
muB offenbar ndherungsweise

2 [P o @) Ik, ky) = (4.50)

a

. [T T+A * o TR, 5 '
txi jx dz j de' [{(2)] U_ dbtls )g(h,kl;w,ab;ku;)x(w,x))]-E(w';kyakn)

wf
gelten, wodurch ersichtlich wird, daB das elektrische Wellenfeld in den Stromdichteterm
nur im Intervall [z, — 6, z, + A] eingeht. Hinsichtlich der WKB-Ordnungsrelation (3.5),
die die Langenskalen Liost € Loy mit Lyopiocal < Lfasi umfaBt, vgl. Abschnitt 3.1,
soll die Wahl von § und A der Ungleichung Lfast = 8,A < Lg,, geniigen, wobei die
Grofenordnung von Ly, in etwa mit jener der Gradientenldngen der Gleichgewichts-
plasmaparameter iibereinstimmt. Berticksichtigt man, da dann in ﬁbereinstimmung
mit der Ordnungsrelation (4.11) im Intervall [z, — 6,2,) die Eikonalfunktion durch

Sa(zs by ky) ~ KON 2 (4.51)
und die Feldamplitude durch

E(z; ky, k) 5 C°() 7KW 0y (4.52)

®Diese charakterisiert bis auf einen Faktor 27 die lokalen Wellenléngen in z-Richtung der betrachteten
Moden.
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gendhert werden kénnen, wo C°(A) die komplexe Amplitude, K°()) die lokale Wellenzahl
in z-Richtung und €°()) den Polarisationsvektor der WKB-Mode mit Index A am Punkt
¢ = zo bezeichnet, bzw. im Intervall [z}, 2, + A] die entsprechenden Approximationen

Sx(z; ky, ky) = KN()) z (4.53)

und
EXNz; by, k) = CN()) e F " N2w (N(y) (4.54)

mit den analogen Gréfen CV()\), KV()) und ¢¥()\) am Punkt z = zy benutzt werden
kénnen, dann ist es gemdf Gl. (4.49) moglich, den Galerkin-Ansatz (4.29) auf

38 1 CO)eil=—=) K () 1y ... falls z € [z — 6, zg)
E(z: k,, k) = ol e By P s H 2(2))ek ... falls 2 € [zo, 2y (4.55
v M| n=0 ek=12.6=0 ‘n k™ 118
TAF, GV (A)eile=amEN )N (y) . falls z € [zy, an + A]

zu erweitern. Dabei bezeichnet Ay die Anzahl der unabhéngigen Moden bei zo und Ay
jene bei z. In diesem Zusammenhang sind sowohl die Wellenzahlen® K°(\) und KN()),
die sich aus der lokalen Dispersionsrelation (3.38) ergeben, als auch die Polarisations-
vektoren, die mit

€O e =1= W] ) (4.56)
die normierten Losungen der WKB-Wellengleichung (3.35) darstellen, als bekannte
Grofien anzusehen. SchlieBlich sind C°(A) und CV()) analog einem Streuproblem teil-
weise vorzugeben, teilweise unbekannt und werden als Amplituden von in den FEL-
Rechenbereich einlaufenden und auslaufenden Wellen betrachtet.

Im Zuge der analytischen Auswertung der nichtlokalen Terme wire eine Vertau-
schung der Reihenfolge der Integrationen der rechten Seite von Gl. (4.50) gemaf
J2 de [P de! [, dky () — %%, dky [P dz [7* dz'(.) wiinschenswert. Diese Vertau-
schung birgt ein mathematisches Problem in sich, dessen Untersuchung notwendig ist,
um die Glaubhaftigkeit der folgenden Algebra zu gewihrleisten. So ist offenbar der Stix-
Term, d.h. der “s=0"-Beitrag (4.16) zum Leitfahigkeitskern im Ortsraum, nichts anderes
als der Leitféhigkeitskern (2.40) des homogenen Plasmas, berechnet mit den Werten der
Plasmaparameter an Orten X(z,z'). Letzterer enthilt aber gemaf den Untersuchun-
gen in Abschnitt 2.4 fir + — 2z’ logarithmisch divergente Terme. Es erhebt sich also
die Frage, ob die Integrationen trotz dieser Divergenzen vertauscht werden diirfen. Zur

®Diese sind entsprechend den Voraussetzungen in Abschnitt 3.1 reellwertig, d.h. als Realteil Re(K;)
der Wellenzahl in z-Richtung zu interpretieren (die lokale Dispersionsrelation besitzt im allgemeinen
komplexe Losungen K, und damit, bei gegebenem Ky, auch komplexwertige Lésungen K, vgl. Ab-
schnitt 3.2). Fiir rein evaneszente Wellen, die durch einen, im Gegensatz zum Imaginérteil, verschwin-
denden Realteil von K, charakterisiert sind, wiirde dann beispielsweise an der Stelle £ = z die Identitit
K°(X) = 0 gelten. Der mit dem Imaginérteil der Wellenzahl verkniipfte exponentielle Abfall der Mode,
der den WKB-Ordnungsrelationen entsprechend durch die Ortsabhingigkeit von E*(z; ky, k) beschrie-
ben werden sollte, findet auf einer Langenskala sehr viel gréfier als Lyoniocar statt, sodaBl er in den
Ausdriicken (4.52) und (4.54) nicht explizit beriicksichtigt werden mus.
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Ilustration der Problemstellung wird im folgenden ein vereinfachtes Beispiel eines loga-
rithmisch divergenten Parameterintegrals betrachtet.

Das Parameterintegral I(y) = [*2 dzf(z,y) besitze einen in beiden Verinderlichen
stetigen Integranden f(z,y) und sei Vy € R\{0} gleichmaBig konvergent”; es be-
sitze liberdies in einer Umgebung von y = 0 die asymptotische Entwicklung I(y) =
Inly|(lo +yh + y*L, + ...), dh. I(y) ist fiir y — 0 logarithmisch divergent. Da solche
Divergenzen integrierbar sind, existiert das Integral ffa dyI(y), mit a,b > 0; offenbar ist
immer seine Zerlegung

b —€ € b
f_ dyl(y) = /; dyl(y)+ | dyl(y) +f£ dyl(y) (4.57)
in Teilintegrationen méglich. Mit Hilfe der asymptotischen Darstellung von I(y), kann
man leicht zeigen, daf§

lim [ dyl(y) =0 (4.58)

e=0 J_¢

gilt, sodaB im Grenzfall in Gl. (4.57) lediglich zwei Integrationen verbleiben,

a

_ba dyl(y) = y_{%{f:c dy /_;W dzf(z,y) + jﬁb dy ./::0 dz f(z, y)} . (4.59)

GemaB der Voraussetzung der gleichmiBigen Konvergenz von I(y) Vy # 0 und der Ste-
tigkeit des Integranden f(z,y) in beiden Variablen kann man auf der rechten Seite von
Gl. (4.59) die Integrationsreihenfolgen verdandern,

Cantw)= [ dy [ defa,y) - (4.60)

—a —

!%{/_ﬁjdm[?dyf(m,y)-I-/:;mdﬂffcbdyf(w,y)} ,

vgl. [Fic 79], Abschnitt 521. Aus obiger Identitit wird offensichtlich, daB y- und z-
Integration genau dann vertauschbar sind, wenn auf der rechten Seite der Gleichung der
Limes ¢ — 0 unter die z-Integrationen gezogen werden kann. Nun kann allerdings mit
den eingangs getroffenen Annahmen allein eine hinreichende Bedingung fiir die Vertau-
schung von Limes und Integral, wie sie in [Fic 79], Abschnitt 518 angegeben wird, nicht
erfiillt werden. Um die Frage nach der Vertauschbarkeit der Integrationen in diesem ein-
fachen Beispiel beantworten zu konnen, miissen weitere Eigenschaften des Integranden
J(z,y) bzw. der Teilintegrationen JZidyf(z,y) und J° dy f(x,y) bekannt sein.

Sinngeméf kann diese Aussage auch auf den komplizierteren Fall des von zwei Para-
metern v und 2’ abhingigen Integrals a(x,z'; ky, k) im Stromdichteterm libertragen
werden. Entsprechend dem Faktum, da im zuvor diskutierten Beispiel, ohne weitere Ei-
genschaften des Integranden des Parameterintegrals zu kennen, die Vertauschbarkeit der

"Die mathematische Definition gleichmdBiger Konvergenz eines Parameterintegrals findet sich bei-
spielsweise in [Fic 79], Abschnitt 513.
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Integrationsreihenfolge nicht sichergestellt werden kann, ist nun lediglich aufgrund der
Kenntnis der Art der Divergenz einiger Beitrige zu o(z,2'; k,, k), eben jener logarithmi-
schen Divergenz fiir z — 2, noch nicht zu entscheiden ob in Gl. (4.50) die k,-Integration
mit der z- und z'-Integration vertauscht werden darf. Zwar sind a(ky,ky;,; kj; ) und
die Testfunktionen bzw. das elektrische Wellenfeld gem8 Ansatz (4.55) explizit gegeben,
sodaB im Prinzip simtliche zur Beantwortung dieser Frage notwendigen Informationen
gewonnen werden kdénnen, doch leider verkompliziert die mathematische Struktur dieses
Tensors und nicht zuletzt der kubischen Hermite-Polynome eine Formulierung allgemei-
ner Aussagen iiber die Vertauschbarkeit erheblich. Lediglich fiir einen speziellen Term
aus g(ky,k1;%,v;k); 2) konnte unter der Annahme von simplifizierten Testfunktionen
fiir den Spezialfall k, = 0 eine solche Aussage gefolgert werden, wobei eine Vertauschung
der Integrationen moéglich war. Fiir die Praxis eher relevant, obwohl kein mathemati-
scher Beweis im strengen Sinn, ist eine numerische flberpriifung. Diese wurde fiir die
tatsachlich benutzten Testfunktionen fiir den allgemeinen Fall k, # 0 durchgefiihrt, und
fiihrte in allen untersuchten Fillen zu dem SchluB, daB die Integrationen vertauschbar
sind.

Gestiitzt auf diese Aussagen, wird der Stromdichteterm (4.50) in der Form

2 [ de (@) dlasky by) = (4.61)

a

. foo T A - z+A A :
4z / dk, ] "dzes® [f(a)] [ f da'e= "< g (k| ky; 9, 9; by X (z,2) - B(2'; &y, by)

-6

angeschrieben. Die einfachste Wahl der noch freien Ortsfunktion X(z,z') aus GI. (4.13)
ist nun in Ubereinstimmung mit den Bedingungen (4.14) durch die Identitit X (z,z') = «
gegeben, soda also g(ky,ky;%,%;ky; X(z,2')) im a'-Intervall [z — 6,z + A] durch
a(ky,ky;v,1; k); ) approximiert wird. Damit kénnen die nichtlokalen Beitrige in die

Gestalt . . ,
%fx do [f(2)]"- J(z; by, ky) = (4.62)

- - . ) * r+A . '
%/wdkx [EO dzetk=® [i(x)] ‘g(klakl;¢:¢; k“,;r) l:/ ; dz' e~ k== E(:{;’; ky,kﬂ)

gebracht werden.

In den folgenden Rechnungen ist es zweckmaiBig, die dem Problem durch die angewandte
FEL-Methode aufgeprigte diskrete Struktur weitgehendst auszunutzen. So soll zum
einen die Nichtlokalititslinge als Vielfaches der Gitterkonstante A ausgedriickt werden,

Lnonlocal = sh 3 (463)

mit dem noch freien, diskreten Parameter s € N,,. In der Folge kann mit der Definition

)1 wlallsze [By24]
T, () 5= { 0 ...sonst ’ (ki)
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wo die ganzzahligen Indizes die Ungleichung m < n erfiillen, und der konkreten Wahl®
der Hilfslingen als § := 2 —z, + sh > L, oniocar bzw. A := Tpt1 — T+ sh > Loontocar Talls
€ [y, Tpi1[ gilt, die z"-Integration aus Gl. (4.62) in die Form

Tp+s+1

$+A X 5 N-1 X "
_/ dz'e=*==' B (2, ky k)= > 7?p,p+1($)f dz'e~=® E(z'; ky, ky) (4.65)
T P=0 T

B s
gebracht werden. Zum anderen soll das in Abschnitt 3.3 gewihlte Gitter formal auf
Gitterpunkte z, = z7 + nh erweitert werden, deren Indizes Elemente der Menge
{=s,—s+1,..,N + s} sind, sodaB die diversen Beitrige des elektrischen Wellenfeldes zu
(4.65) im gesamten Intervall [zo — 6, zx + A[ = [z_,, TN 4| einheitlich behandelt werden
konnen.

Mit dem Lésungsansatz (4.55) und (4.64) kann nun GI. (4.65) in der Gestalt

z+A . j
-[:—6 dz' e~ k== ﬂ(:{:’; ky, k”) == (4.66)
= et o [KO( gy N i(KO(\)—kz)z!
> Mppa(z) 3 CONE(N)e™ K )mf da' n_go(a’) e N—hale"
p=0 A=1 Tp—s
~ RN 6 8] k > il L, A /
2 i) DS W & 30 [T dat o w(at) e Hle (7)) +
p=0 n=0 k=1 =0 T=—5"Tptr
N-1 An g Tptstl i N
2 Tppta(e) 30 CNNE N e [T gt g (o) YOk
p=0 =1 IN

geschrieben werden, wo das z'-Integral mit den kubischen Hermite-Polynomen im Inte-
granden in eine Summe von Teilintegralen iiber einzelne Gitterelemente zerlegt wurde.

Die Integration Jeni de! pon(a') e Hy(€,(2)) aus GL. (4.66) 1aBt sich vereinfa-
chen falls man bericksichtigt, daB Hg(é,(2')) entsprechend den GI. (4.23) bis (4.25)

nur im Intervall [z,_y,z,,,] von Null verschieden ist. Damit, mit der Substitution
dz' — d¢, = h™'dz' gemiB Gl. (4.23), dem Symbol

a1 fallske {ii+1,..,5)
A ;1K) ._{ 0 e , (4.67)

8Diese Wahl bedeutet zum einen, daf die WKB-Moden, an die die gesuchte FEL-Lésung anzupassen
ist, nur in relativ schmalen, an den FEL-Rechenbereich angrenzenden Schichten von der Breite einiger
Ionen-Gyroradien (= Lnoniocat) bekannt sein miissen. Andererseits ergibt sich aus ihr, daff entsprechend
den Bemerkungen in Abschnitt 4.2, die Variation der Gleichgewichtsplasmaparameter iiber die Distanz
6+A = 2L, oniocar+h in z-Richtung vernachlissigbar sein muB. In der konkreten numerischen Rechnung
ist jedoch Lponiocar als freier Parameter zu handhaben und deren Konvergenz mit wachsender Nicht-
lokalitatslinge zu priifen. Da wenigstens im Falle streng monotoner Profile der Gleichgewichtsgréfien
Lnonitocar immer so grofi gewdhlt werden kann, daB die Variation der Plasmaparameter signifikant wird,
kann das numerische Verfahren semikonvergenten Charakter besitzen.
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wo 2 < j und k ganze Zahlen bezeichnen, und der Definition
1 . 0 .
Xo(t) = /0 déc Hy(€) = (-1)° [ deeTE Hp(¢) (4.68)
mit # € {1,2} und t € R, erhilt man den Ausdruck

Ipt+r+1 oy ,
L7 e’ (') e Hy(a(a') = (4.69)
Tpt+r -

he™* {8 pr Don-a[n] Xo(~hk2) + upirir Arwn] (~1)xa(hk,)} |

wo die Integrale (4.68) von simtlichen Gitterpunktindizes unabhéngig sind. Auch das
Integral [2 dz' n_,0(2’) KN -k)z" 445 QL. (4.66) 1aBt sich in dhnlicher Weise ver-
einfachen. So kann die durch 7_,0(z’) ausgedriickte Bedingung fiir mogliche z’-Werte
mit Hilfe von (4.67) als Forderung an die diskreten Indizes s und p formuliert werden.
Damit, mit der Substitution 2’ = z¢ — k¢ bzw. dé = —h~'dz’ und der Definition

B(z;m) = ]Om de & (4.70)
wom € Z und z € C gilt, folgt
/,: * da N-s0(a’) RN = p HEON=kd2o Ao (] B(R(ke—KO(N)); s—p) . (4.71)
Analog ergibt sich die Identitét

Tp+s+1 Vs '
/‘ P+ da' 7]N,N+s($l) e;(AN(A)—kI)x — (4‘72)

N

h KN kdev Ay oy (5] S(A(EN (A)—ke);p+s+1— N),

wo nun die Integrale (4.70), ebenso wie in GL. (4.71), vom Gitterpunktindex p abhdngen.
SchlieBlich kann mit den Relationen (4.69), (4.71) und (4.72) das Integral (4.66) in die
Gestalt
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+A L N-1
/ L AT Bk k) = b Y () X (4.73)

{i CONE(Ne™ ™ Age1[p] @(h(ka—K°(N));s—p) + i i i Woel e x
A=1

n=0 k=1 =0

e_ikIz" Z {5n,p+‘r AO,N—I[”’] Xﬁ(_hk.r) + 5n,P+1‘+1 AI.N[n] (_l)ﬁXﬁ(hki‘)} +

T=-—S5

g CYN)E"(N)e ™ =¥ Ay _, n_1[p] (I)(h(A’N(’\)_kr);p+5+1_N)} =

A=1

N-1
h Z nP.P+1("E) A(km;ps 3)
p=0

gebracht werden, mit der im folgenden niitzlichen Kurznotation A(k,; p,s). Die Inte-
grale (4.68) und (4.70) kénnen analytisch berechnet werden; einerseits folgt mit den
Definitionen (4.24) und (4.25)

_12(1 — €) 4 6i(1 + et)t + it?

xolt) = ! (4.74)
bzw. ; :
xa(t) = A=t 2;4(2 vyt ’ (4.75)
andererseits ergibt sich nach elementarer Integration
B(zm) =i . - (4.76)

Die Ergebnisse (4.74) bis (4.76) sind formal fiir ¢ — 0 bzw. z — 0 Ausdriicke der
Form “0/0”. Aus den Definitionen (4.68) und (4.70) dieser Parameterintegrale ist jedoch
ersichtlich, daB8 xo(¢) und x;(t) an der Stelle t = 0 und entsprechend ®(z;m) an der Stelle
z = 0 analytisch sind, mit den Reihenentwicklungen

Xo(t) = 3 + it — L + O(#) (4.77)
xi(t) = 5+ &it — 22+ 0(#) (4.78)

bzw.
®(z;m)=m (1 + imz — Im?2? 4 O(zs)) : (4.79)

Fir die weitere Rechnung ist bedeutsam, daf das innerste Integral der rechten Seite der
Gl. (4.62), also [Z*2 dz'e~*=*" E(a'; k,, ky|), welches mit den Relationen (4.74) bis (4.76)
gemdf (4.73) analytisch gegeben ist, offenbar nur iiber Npp+1(2) in sehr einfacher Weise
von z abhingt.
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Mit der konkreten Wahl (4.28) der Testfunktionen im “slab” und mit GL. (4.73) gilt
fir die 2-Integration der rechten Seite des Stromdichteterms (4.62), wenn man wieder
beriicksichtigt, dal H, (& (x)) nur im Intervall [z,,_1, Z,n41] ungleich Null ist,

[ e et )] s baswstise) | [ dete etk k)] = a0

Tm+1 5 . N_l
e ™ H, (En(2)) € gk, kis, ¥k z)- S ppia(2) A(kz; p, s)+

p=0

(1= 6 n)R' /

Em _ ) N-1
(1= Enoh* [ de = H,(6n(@) € - ks, kis B, B3R5 2) - 3 Dopia (2) Alhsipy) -
p=0

Tm-1

Unter der Annahme, daB die Gradientenlingen der Plasmaparameter sehr viel
grofer als die Gitterkonstante h sind®, kann man in obiger Gleichung den Tensor
a(ki,ki;,9; k) fir o € [Zm—-1, Tm+1] gemal

ok, ks, iksz) = alke, kus v, s ks 2,,) (4.81)

approximieren.

Werden zudem die Identititen ¥5' [Zm+1dz g, 04(2) () = S Sy [Em+1dz () und

Im

Z;’,V;Ol e AT Wamale) () =300, Jor dz (.) beriicksichtigt, und weiters die

Tm-—1 p=0 X .
Relationen [fm+'dz e***H,(£,.(2)) = he*=*myx, (hk,) bzw. fom dz e*H,(¢q(2)) =
(=1)"het*==my, (—hk,), so folgt mit Gl. (4.80)

o ikez * S s s
j ez €™ [i(:c)] -g(kL,kJ_;gb,gb;k“;:c)- / ] dz'e™™ " E(z' ky, ky)[ = (4.82)
zo r—

(1= bmn) ¥ ey, (hkg) € - a(ky, ki; ¥, 6; ks om) - Alks;m, ) +
(]- - 6m,0) (—1)yh2+ye£k1$mXU(_’"hkm) Qj N g(k.]_: k.l.a ¢: 11b1 k“: xm) * A(kx) m— 13 S) .

Damit konnte also auch das z-Integral der rechten Seite von Gl. (4.62) analytisch aus-
gewertet werden. Mit den Definitionen

Iﬁ”‘cm(;/”@; T) = %ﬁhz{_lﬁh@ 4/;00 dk, e~ifhkzo'jk(kl: kJ.; I,b, 11[); k”:l‘m) Xv(_hkz)Xﬁ(hkr) ’
(4.83)
T (0 Bim) o= R [y ehheg (b ks s ks ) o (k) xa(—RE) |

I (v, B 7) = %ihw’m/_ dkz €™ ™0 (kL by, 05 ki @m) Xo(—hkz)xa(—hEy)

°Fiir die numerischen Rechnungen, auf die in Abschnitt 4.7 eingegangen wird, bedeutet ein kleineres
h langere Rechenzeiten. Will man jedoch IBW auflésen, so ist obenstehende Forderung mit der Ord-
nungsrelation (4.11) automatisch erfiillt, da dann die Gitterkonstante ohnenhin sehr klein, d.h. kleiner
als der Ionen-Gyroradius gewihlt werden muf.
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und

T (s 8 7) = %ih“"w/" dkz e 205 (K, ki, % ks zm) X (hka)xs(hks,) |

b, ”
TF™ (v, 20) 1= gzt [ gp, emimbts (484)
€ - a(bu bis %, v ki 2m) - ©(N)] X(=hko)B(R(E, — KO(V)); s—m 1) ,
TP (1, X,0) s= 552 [ dp, emimihe
[€8 - o, B b, s by ) - ()] X )B(h(ks — KO())s5-m)
T X N) = i [ g, emitm=Noike
| - 2k, ks, ¥s ki am) - € (0)] xo(—hka)B(h(k, — KN (A));s +m — N)
und

TR0, X N) o= 42g2 [ g, emitmeMomke

[ gks, ki, ¥ s zm) - €Y (O] X (hR)(A (ks — K¥ ()5 +m 41— N)

wo die Notation ajx(ky, ky; ¥, ¥skys2m) i= & - a(ky, ki3 ¥, ¥;ky; ) - € benutzt wird,
und mit den Gleichungen (4.73) und (4.82) kann schlieBlich der gesamte nichtlokale
Beitrag (4.62) zur Wellengleichung in der Form

i jx dz [f(2)]"- Z(a; by by) = (4.85)
Ao
3 {(1 = 8 )Boumtm] TR (1, 350) + (~1)F Ay fm] TE™(w, 3,00} CO() +
A=1

1 s

N
Z Z Z Z {(1 - 51T1.N) [5n,m+TA0.N-l[n] Iﬁém(y,ﬁ; T) a3

n=0 k=1 [G=07=-s
(=1 8nmiririn[n] Z2 ™ (v, B; T+1)] +
(1~ 6m,0) [(_l)yén.m+T—IA0,N—l[n] IﬁiL’m(V:ﬂ§ g

(ql)y+ﬁ6n,m+TA1,N[n] If:l’cm(r”? IBJ T)] q[f,]k +
AN
Z {AN—S,N—I[m] :];E’m(ll, /\, N) -+ (—1)”(1 — 5m‘g)AN_5+1’N[m] tij,m(V, /\, N)} CN(/\)
A=1
angeschrieben werden, mit Indexwerten m € {0,1,..., N}, j € {1,2,3}, bzw. v € {0, 1},
vgl. (4.28). Die diversen k,-Integrale (4.83) und (4.84), die in den obenstehenden Aus-
druck fiir den Stromdichteterm eingehen, sind aufgrund der komplizierten mathemati-

schen Struktur von g(ky, ky;1, 1; kj; zm), vgl. Kapitel 2, nicht analytisch berechenbar.
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Sie besitzen, wie man den Gl. (4.83) bis (4.85) entnimmt, Integranden die mit k, os-
zillieren, jedoch nicht beliebig schnell, sondern im schlimmsten Fall nur wie ei(s+1)hkz
Aus diesem Grund wird ihre numerische Berechnung keine ernsthaften Schwierigkeiten
bereiten und der Stromdichteterm (4.85) kann als Ausgangspunkt der auf der Niherung
(4.13) basierenden numerischen Lsung der nichtlokalen Wellengleichung angesehen wer-
den.

Betrachten wir nun den Stromdichteterm (4.22) fiir die in Abschnitt 3.2 beschrie-
bene Néherung (4.20) der konstitutiven Relation. Seine nichtlokalen Terme kénnen in

vollstindiger Analogie zu der zuvor présentierten Rechnung ausgewertet werden, wo nun
allerdings der Rechenschritt (4.81) entfillt, mit dem Ergebnis:

e [ a [f@) - | [ dhae gk ki, b )| - E(5's oy By) =
(4.86)
Ao
> {(1 = ) Aot [m] L™ (1, X;0) + (—1)* Ay o[m] LE™ (v, ) 0)} C°(\) +
A=1

3

N 1 s
323 2 {1 = bnn) [SumsrDon-iln] KR (v, B7) +

n=0 k=1 3=0 r=s
(=1 6nmsrsr A n[n] KJR(v, B57+1)] +

(1= 6m0) [(=1)*Bumsr—120n-1[n] /CML(V B;T—1) +
(—1)"*8p mirA,n[n] "C ]} Ef]k +

AN
2 {An—analm] L3703 N) + (<1)°(1 = 80) Av—siav[m] L7 (v, 5 M)} OV ()
A=1

Dabeil wurden die Notationen

]Cf:k(’/s r61 T) = ‘%ih2+y+ﬁ \/_. dka: e_iThkzo'jk(k_La kJ.; 1:[): ¢: k”; xexp) Xu(_hka:)x,@(hkr) )
(4.87)
K_fk(ya :Bj T) 3= %’rihZ-}-%I-B[d dka: e—ifhkzo'jk(k_l_a kJ_;¢1 11[): k[[;xerp) Xu(hka:)Xﬁ(_hkx) 3

KXE(v, B; 1) i= dmip2+v+h ]_ dky €705 (ki ks, Y5 ki Teap) Xo(—hka)xa(—hEs)

und
R B5m) 1= SR [ ey R gy e 0,105 s ) o () xa (R

bzw.

L7™(1,%;0) = 42ip? [” d, emimbh (4.88)
[QJ > g(kla k.L‘l ¢1 71[): k”l I'E:cp) . EO(A)] XU(—th)(I)(h(k:E = I{O(’\))! S_m—l_l) )
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L7 (0, 1,0) 1= Sin2 [ gy eimike
€8 - @l ks 85 b eep) - )] X ()@ — KOs =) |
L77 (0 X N) o= 2h7 [ g, emitmNike

| - @y kis, 5 b Tezp) - €9 (N)] xo(—hke)B(B(ke — KN (A))ss +m — N)

und

L™ (0, X5 N) i= it [ g, emitn=nobbs

& s, ki, s ks Teny) - ¥ (V)] xu(hke)@(A(k, — KV(A));s +m+1— N)

benutzt. Die im Stromdichteterm (4.22) auftretenden lokalen Beitrége kénnen mit den
Testfunktionen (4.28), dem Lésungsansatz (4.55) und der leicht zu beweisenden Relation

L. e @ (@) Holer()) = Sumes b [ dE f(am+ RV Ha(€+1) + (4.59)

(1 = o) b [ dE [+ WEVHL()Ha(6) +
b1 = ) [ dE f(m+ HE)HL(€)Ha() +
b b [ dE f(om+ RE)H, () Hp( ~ 1)

in die Gestalt
il / dz [£(2)]" - (€ (ki 2) = & (ks 2eap)) - Elwi ko by) = (4.90)

w

N 3 1
22 D {bnma MBS (0, 8) + b1 = bm0) MET (v, B) +

n=0 k=1 =0
b (L = ) MET" (0, B) + S i MUR™ (1, g)) )

gebracht werden, wo die Definitionen

M (v, ) o= Eipress [ dé (37" (ki 2m+hE) — 0377 (K Tezp)) Ho(€) Ha(€)
(4.91)

M (v, B) = &f’l“”ﬁf A€ (057 (ki @+ hE) = 0737 (s Teep)) H, (6 Hp ()
MPBE™ (v, B) = %"h””ﬁf A€ (03" (kys @m+hE) = 078 (ks Tesp) ) H, (€) Hp€ + 1)

und

MEP™ (v, ) = Exip1vis foldg (o3 (kyjs 2m+RE) — o " (ki Tezp) ) Ho (€)Hp(€ — 1)
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eingehen. Diese Integrale kénnen entweder mit einer 3-Punkt oder 5-Punkt Gauf-
Quadratur numerisch berechnet werden oder unter der Annahme, daff die Gitterkon-
stante h sehr viel kleiner als die Gradientenlingen der Plasmaparameter ist, mit Hilfe
der Approximation ol (k;z) = o (ks zm) fiir ¢ € [€-1, Tmy1], auf die analytisch
berechneten Integrale (4.40) bis (4.43) reduziert werden,

MG (v, B) = 28 (o377 (ks om) — 038 (K Teap) ) HE(0,051,8) ,  (4.92)
MG (v, B) = 22 (o3 (ks wm) — o357 (Rys Zerp)) HR(0,0; 1, 8)
MRE™ (v, B) 1= 22 (03 (s @) — 078 (Rys exp) ) HME(0, 05 v, B)

w

bzw.

MG (v, B) = B2 (03 (ks m) — 0738 (s Zeap) ) HMF(0,0; 0, B) .

w

Mit den Relationen (4.86) und (4.90) besitzt schlieBlich der Stromdichteterm in der
Néherung (4.21) gemaB Gl. (4.22) die Gestalt

%Ti _/I::b dr [i(m)] E i(l'a ky: k”) = (493)
Ao
> {0 = 8nn)Dosi[m] L™ (0, X;,0) + (=1)" Ay o[m] L2™ (0, A; 0)} C°(\) +
A=1

1

53 3, 3 {0~ ) e Bonal] KB (0, 8;7) +

(=1 8nmira18un[n] K2R (v, Bi7+1)] +
(1= 8m0) [(=1)*Enmir1Bon-i[n] KME(v, B57—1) +
(=1)"* 8pmir Arnln] Koy (v, 8;7)]} +
{Brma MOEE™ (1, B) + S (L = b10) MET (v, B) +

Sagm(1 = 6 ) M (1, B) + Spyipa MURT(, ﬁ)}}eEfL +

AN

> {Ancanalm] L5, X N) 4 (=1)(1 = 6,0) An—ssanlm] L™ (0, N)}CN()

A=1
in der er einen zu Gl. (4.85) alternativen Ausgangspunkt zur numerischen Lésung der
Wellengleichung bildet. Um den Preis eines eingeschrinkten Giiltigkeitsbereiches, vgl.
Abschnitt 4.2, hat diese Form des Stromdichteterms gegeniiber (4.85) den Vorteil, daf
die Integrale (4.87) vom Gitterpunktindex m unabhingig sind, d.h. fiir das gesamte
Gitter nur einmal berechnet werden miissen. Dies reduziert die erforderliche CPU-Zeit
zur Berechnung einer numerischen Lésung der Wellengleichung erheblich. Die Integrale
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(4.88) hingen zwar wie jene aus den Gleichungen (4.84) noch vom Gitterpunktindex
m ab, jedoch nur iiber die Exponentialfaktoren, soda auch hier a(ky,kyi;,; ky; z)
fiir das gesamte Gitter nur einmal an der Stelle z = Terp ausgewertet werden muf; die
numerische Integration gestaltet sich also einfacher als in Gl. (4.85). Die zusitzlich er-
forderliche Auswertung der Terme (4.91) bzw. (4.92) fillt nicht ins Gewicht, da sie mit
geringem numerischen Aufwand durchgefithrt werden kann.

Schlielich sei noch erwihnt, da man in Gl. (4.93) wegen der speziellen Bedeutung
der Approximation (4.20) sofort den Grenzfall des Stromdichteterms fiir vernachléssig-
baren Gyroradius ablesen kann, indem man formal alle Beitrédge streicht die entweder
a(ky, ki3, 9; kyj; Tezp) oder 9" (k); Tezp) enthalten.

4.6 Die Anpassung der Finite-Elemente-Lésung an WKB-
Moden als Randbedingung

In den Abschnitten 4.4 bzw. 4.5 wurden lokale und nichtlokale Beitrage zur Wellenglei-
chung (4.9) in eine Gestalt gebracht, die als Ausgangspunkt fiir die numerische Lésung
der Wellengleichung durch eine FEL-Methode geeignet ist. Nun soll als letzter Schritt
der analytischen Vorarbeiten zur Numerik eine entsprechende Umformung bzw. Aus-
wertung der Randterme aus Gl. (4.9) durchgefiihrt werden, was die Wahl geeigneter
Randbedingungen einschliefit. In Abschnitt 4.5 wurde durch den erweiterten Galerkin-
Ansatz (4.29) bereits vorweggenommen, daf die FEL-Losung der Wellengleichung, also
die Losung innerhalb des FEL-Rechenbereiches [0, zn] an dessen Randpunkten z = z,
bzw. = zy WKB-Moden anzupassen ist, die in den angrenzenden Schichten von
der Breite einiger Ionen-Gyroradien zu bestimmen sind. Die weitere Ausbreitung der
WEKB-Moden aufierhalb des FEL-Rechenbereichs kann im Prinzip im Rahmen der WK B-
Approximation mit Hilfe eines als “ray tracing” bezeichneten Verfahrens fiir realistische
Tokamak-Konfigurationen beschrieben werden, was aber nicht Gegenstand der vorlie-
genden Arbeit sein soll. Von Interesse ist hier lediglich die FEL-Losung im Intervall
[zo,zn], das die Modenkonversionsschicht des IBW-Heizszenarios umfassen soll, nicht
jedoch die Ankopplung der Vakuumwelle an die SW im Randbereich des Tokamaks oder
die Propagation der angeregten IBW in zentrale Plasmaregionen.

Nur um ein bestimmtes physikalisches Szenario vor Augen zu haben und um die folgende
Argumentation anschaulicher zu gestalten, wird angenommen, daf sich diese WKB-
Moden in den Bereichen [0, 20) und [z, ZKoppler] des “slab” ausbreiten kénnen. Dabei
soll, da die “slab”-Koordinate  der radialen Koordinate im Tokamak entspricht, z = 0
das Plasmazentrum (dquivalent der magnetischen Achse) und z = TKoppler DeIspielsweise
die radiale Position der Miindung eines Grills definieren. Die Analogie zu Streupro-
blemen ist offensichtlich. Bei z = TKoppler angeregte WKB-Moden laufen in den FEL-
Rechenbereich ein, wo im konkreten Fall der IBW-Heizung die SW ihre Konfluenz mit der
IBW besitzt, werden dort im Zuge der Modenkonversion gegebenenfalls transmittiert,
reflektiert oder absorbiert und verlassen als entsprechende auslaufende WKB-Moden
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diesen Bereich wieder. Die FEL-Losung der nichtlokalen Wellengleichung dient also zur
rechnerischen Uberbriickung des Gebietes um die Modenkonversionsschicht, in der die
WEKB-Approximation aufgrund der schnellen Variation der lokalen Wellenldngen der in-
volvierten Moden (diese steht im Widerspruch zu den Ordnungsrelationen (3.5)) nicht
zur Anwendung kommen kann.

Zur Umformung der Randterme werden nun die Relationen

E(o; by by) = zc () € (4.94)

|ZE( ko k)], = Z 1K° (),

=10

E(zn;ky, ky) = Z ol

und

AN

[ZE(z by, by)| LT SN (NCN () V(N
A=1

benutzt, die man im Limes (z — zg) — 0_ bzw. (z — zx) — 04 aus dem erweiterten

Galerkin-Losungsansatz (4.55) erhalt. Mit ihrer Hilfe und mit der konkreten Wahl (4.28)

der Testfunktionen kénnen die Randterme durch eine kurze Rechnung in die gewiinschte

Gestalt gebracht werden. Man erhilt als Ergebnis

et [[f@)] A (i A Bk, k)], = (4.95)
AN Ao
1£6,0 [Bmn D af A)CN(A) = bmo D a5(N)C°(V)|
A=1 A=1
wo die Definitionen
ad(N) := K (NEN) — (81 2K°(N) + 82 ny + 653 i) (V) (4.96)

und

a¥(X) = EEN (WM (V) — (602 KN(A) + 62 ny + 855 my) (V)

die eine einheitliche Schreibweise erlauben, benutzt werden, mit €3(A) := €’(}) - ¢’ und
e (A) := €¥(\) - ¢. DefinitionsgemaB verschwinden die Beitrage a?(A) und o (A) in Gl
(4.95) identisch.

Die Grofien a(A) und a?‘r()«) gehen aufler in die Randterme noch in die Projektion des

Poynting- Vektors (3.44) auf ¢! ein; mit den Relationen (4.55) und (3.41) erhalt man

SR\ 1= ¢l . SR (i ) = ‘CO I [g (\) -go(/\)] (4.97)
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bzw.

Sﬁeld,N(/\) = el . Ghield, A(J:N’ ey, Kyp) = |C [ Re [(____N*(/\) . QN(,\)] ; (4.98)

wo a®(A) := T, ?(A)e? und a™(A) := 0 o (A)el gilt. Der Vollstandigkeit halber

=157
werden an dieser Stelle die entsprechenden Ausdriicke der kinetischen Korrektur des

Poynting-Flusses angegeben, die sich aus Gl. (3.44) in analoger Weise ergeben:

S¥n0(}) := gl - SKmA(zg; &, k) = (4.99)
OO ) (e [ ki) ] o)
und
SN (X) == e - SN ans ky, k) = (4.100)
OO - [ [k ks st ]

Mit Relation (4.95) sind nun alle Terme der Wellengleichung des “slab” (4.9) in einer fiir
die numerische Losung geeigneten Form gegeben. Neben dem Randterm sind das insbe-
sondere die Terme (4.45), (4.46) und, je nach gewihlter Approximation des Leitfihig-
keitskernes, (4.85) oder (4.93). Man erhilt also durch den modifizierten Galerkin-Ansatz
(4.29), der der nichtlokalen Struktur des IBW-Modenkonversionsproblems angepaBt ist,
ein System von 6(/N+1) algebraischen Gleichungen.

An dieser Stelle ist anzumerken, daf§ dieses System einer Erginzung durch zusitzliche
Gleichungen bedarf, da es alleine zur eindeutigen Bestimmung einer Losung der inte-
gralen Wellengleichung nicht ausreicht. Dies 18t sich am einfachsten durch die Ana-
logie des Modenkonversionsproblems zu Streuproblemen verdeutlichen; den auslaufen-
den asymptotischen Zustinden eines Streuvorgangs entsprechen jene WKB-Moden, die
Leistungsfliisse besitzen, die Energie aus dem FEL-Rechenbereich abfithren. Bei Streu-
problemen sind nun typisch Ubergangswahrscheinlichkeiten der Ausgangszustinde in
auslaufende asymptotische Zusténde zu berechnen. Den Ubergangswahrscheinlichkeiten
entsprechen in dieser Analogie die Amplituden auslaufender WKB-Moden, die sich als
Resultat der Modenkonversion ergeben, also gewissermafien einer Streuung extern ange-
regter einlaufender WKB-Moden, die dem FEL-Rechenbereich Energie zufiihren. Ihre
Amplituden miissen daher ebenso wie die Ubergangswahrscheinlichkeiten im Streupro-
blem als unbekannte Gréfen aufgefafit werden, sodaB es im System tatsichlich mehr
Unbekannte als Gleichungen gibt.

In Abschnitt 1.4 und 4.1 wurde ein vollstindiges FEL-Gleichungssystem, das zu einer
eindeutigen Wellenlésung fiihrt, formal in der Gestalt S - € = b geschrieben. Der Vektor
€ der unbekannten Koeffizienten des modlﬁzmrten Galerkin-Ansatzes (4.29) mufl dann
neben den 6(N+1) Gitterpunktwerten ¢/’ 4 des elektrischen Wellenfeldes und seiner ersten
Ableitung auch die Amplituden C°(\ out) bzw. C™(Aout) der auslaufenden WKB-Moden
enthalten. Die Amplituden der einlaufenden Moden, C°();,) und C™(Ain), die als Rand-
bedingung vorzugeben sind, gehen dagegen in den Vektor b ein.
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Die das System S - € = b vervollstindigenden, zusitzlichen Gleichungen, die schlieBlich
auf eine eindeutige Wellenlésung fithren, kénnen gefunden werden, wenn man beriick-
sichtigt, dafl das elektrische Feld an den Punkten z = z, und z = zy entsprechend
den Relationen (4.31), (4.32) und (4.94) Stetigkeitsbedingungen erfiilllen muB. Deren
Projektion auf die Basisvektoren ¢’ liefert die gewiinschten Bedingungen, nimlich

Ao

ok =D €2(X) C°()), (4.101)
A=1
Ao
o = Y iK°(V)ed(}) C°(N) (4.102)
A=1
0 L
e =Y () CV () (4.103)
A=1
und
AN
e =3 iKY NN eV . (4.104)
A=1

Dabei muf das algebraische FEL-Gleichungssystem S+ €= b genau so viele Bedingungen
aus (4.101) bis (4.104) umfassen, wie im Problem unbekannte WKB-Amplituden auftre-
ten. Die restlichen Projektionen der Stetigkeitsbedingungen enthalten keine wesentlich
neue Information, sind also durch die FEL-Lésung der Wellengleichung automatisch
erfiillt. Dies ist insofern zu verstehen, als voraussetzungsgemifl an den Punkten z = z,
und z = zy die FEL-Losung ebenso wie die WKB-Lésung giiltig ist, d.h. beide Lésun-
gen dort dieselbe physikalische Realitit beschreiben. Die Form der WKB-Lésung sagt
aber, daB Polarisation und Wellenzahl einer RF-Welle im Plasma durch dessen Zustand
determiniert sind und nur die Amplitude der Welle frei bleibt. Dieses physikalische Fak-
tum kann nicht von der benutzten Approximation abhéingen. Anders formuliert, die
Information {iber eben jene Polarisation und Wellenzahl einer Mode muB auch im al-
gebraischen System der FEL-Wellengleichung und damit in der Lésung eEf ]k enthalten

sein. Setzt man also den Wert irgendeiner der jeweils sechs GroBen cg? }; oder cﬁ?k durch

eine Stetigkeitsbedingung in Relation zu den betreffenden WEKB-Amplituden, so miissen
dadurch in entsprechender Weise die Werte aller anderen fiinf GréBen determiniert sein,
weil Polarisation und Wellenzahl eben nicht frei wihlbar sein kénner.

Die Schwierigkeit bei der Formulierung einer allgemeinen Aussage iiber die genaue Zahl
der unbekannten WKB-Amplituden und damit der erforderlichen Stetigkeitsbedingun-
gen, liegt in der Tatsache begriindet, daB die Anzahl ), und Ay der unabhingigen
WKB-Moden bei z = zy bzw. z = 2 durch die Zahl der entsprechenden Lésungen der
lokalen Dispersionsrelation (3.38) gegeben und folglich von den konkreten Werten der
Plasmaparameter abhingig ist. Man erhilt also von Fall zu Fall unterschiedlich viele
Gleichungen im Gleichungssystem.

Die eigentlichen Randbedingungen werden nun durch die Forderung spezifiziert, daf
alle in den FEL-Rechenbereich einlaufenden Wellen formal bei z = TKoppler abgestrahlt
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werden, d.h. insbesondere, da im Plasmazentrum, also bei z = 0, keine Anregung statt-
findet. Dadurch ist eindeutig festgelegt, welche WKB-Amplituden vorzugeben bzw. als
Unbekannte zu betrachten sind, denn mit den expliziten Ausdriicken (4.97) bis (4.100)
fiir die diversen Beitrage SH40()\), SReldN(}) Gkin0(}) ynd S¥nN(\) zum totalen Lei-
stungsflufl in e'-Richtung, kann fiir jede einzelne WKB-Mode festgestellt werden, ob sie
Energie in den FEL-Rechenbereich hinein- oder hinaustransportiert. Jene WKB-Moden,
die dem FEL-Rechenbereich Energie zufiihren, kénnen offenbar nur bei z = TR appiler &l
geregt werden, sodafl die Amplituden der einlaufenden Wellen bei = z, gleich Null
zu setzen sind, bzw. bei z = zy mit einem beliebigen, aber festen Werten identifiziert
werden miissen. Die WKB-Moden die Energie aus dem FEL-Rechenbereich abfiihren,
sind dann die transmittierten bzw. reflektierten Wellen.

Zur Veranschaulichung obiger Formulierung der Randbedingungen wird hier der einfach-
ste nichttriviale Fall betrachtet, wo die lokale Dispersionsrelation H(n?, In|iw;z) =0
an den Orten z = 2o und z = zy nur jeweils eine reelle Losung n3 besitzt, sodaB bei
gegebenem n, entsprechend den Ausfithrungen in Abschnitt 3.2 je zwei WKB-Moden
mit den reellen Wellenzahlen +2(n] —n2)'/? und —£(n3 —n2)"/? existieren, die als K°(1)
und K°(2) bzw. KV(1) und K™(2) bezeichnet werden. Aufgrund der unterschiedli-
chen Vorzeichen der Wellenzahlen werden sowohl bei 2 = xq als auch bei z = zy die
Projektionen auf e' des totalen Poynting-Flusses beider WKB-Moden entgegengesetzt
orientiert sein. Es soll die Konvention benutzt werden, daB Moden mit Index A = 1 in
den FEL-Rechenbereich [z, 2] einlaufen, bzw. solche mit A = 2 auslaufen. Dann sind
die Amplituden C°(1) und C¥(1) durch C°(1) = 0 bzw. C¥(1) = C vorzugeben, mit
C € C. C°2) ist offenbar als Amplitude der transmittierten Welle zu interpretieren
und C™(2) als Amplitude der reflektierten Welle. Entsprechend den oben angefithrten
Bemerkungen zur Forderung der Stetigkeit des elektrischen (und magnetischen) Wellen-
feldes an den beiden Schnittstellen zwischen WKB- und FEL-Approximation, sind dann
dem algebraischen FEL-Gleichungssystem zwei der Stetigkeitsbedingungen (4.101) bis
(4.104) hinzuzufiigen. '

Um die Effizienz einer Modenkonversion beurteilen zu kénnen, ist es notwendig, fiir die
WKB-Moden Transmissions- und Reflexionskoeffizienten zu definieren. Diese Gréfien
sind eng mit der globalen Leistungsbilanz verkniipft, die besagt, daB die dem FEL-
Rechenbereich, also im wesentlichen der Modenkonversionsschicht zugefithrte Leistung
entweder an ihr reflektiert, in ihr absorbiert oder durch sie transmittiert werden muf,
und die eine Quantifizierung der diversen Anteile erlaubt.

Die globale Leistungsbilanz im Rahmen der WKB-Approximation erhilt man durch In-
tegration von Gl. (3.43) iiber ein Intervall [a, b] und anschlieBender Summation iiber den
Modenindex,
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Dot (S A kg, ) + SN By, Ry) — S5 as ey, y) + S (g ke, k) =
A
(4.105)
& abs
— Z[ de P (e ky,k“) = —Pi(a,b),
A a

wo Pi(a,b) die in [a, b] deponierte Gesamtleistung bezeichnet. Natiirlich ist eine solche
Leistungsbilanz auch fiir jede WKB-Mode separat erfiillt; den Ausgangspunkt einer not-
wendigen Verallgemeinerung fiir das IBW-Modenkonversionsproblem kann aber nur die
Bilanz (4.105) der Summe aller WKB-Moden bilden, da im Bereich der Modenkonver-
sion, also innerhalb des z-Intervalls [z4,zy], wo die W KB-Néherung zusammenbricht,
der Ansatz unabhangiger WKB-Moden sinnlos ist. Entsprechend ist auch eine Berech-
nung der in [z, zy] dissipierten Gesamtleistung Py:(zo, z ) nicht durch den Ausdruck
T oY deP3(z; ky, ki) moglich. Im Gegensatz dazu sind jene Terme aus Gl. (4.105),
die die diversen Beitrige zum Poynting-FluB enthalten, unveriindert in die verallgemei-
nerte Leistungsbilanz zu iibernehmen, da an den Randpunkten des FEL-Bechenbereichs
[0, z ] voraussetzungsgemif die asymptotische WKB-Analysis anwendbar ist. Dabei
kann allerdings, da nun keine globalen WKB-Lésungen Vz € [0, Tkopple:] existieren, die
Anzahl der WKB-Moden bei z = zp und = = z, unterschiedlich sein, d.h. im allge-
meinen gilt Ao # Ay. Folglich muf mit den Relationen (4.97) bis (4.100) die fiir die
Modenkonversion relevante globale Leistungsbilanz, die der Forderung nach Energieer-
haltung Ausdruck verleiht, die Gestalt

Puor(z0,z5) = ﬁj (Sm10(x) + 54mo(1)) — fj (S™N(2) + SKmN(A))  (4.106)
A=1 A=1

besitzen. Die Relationen (4.97) bis (4.100) erlauben fiir eine konkrete numerische
Lésung der Wellengleichung die Berechnung der rechten Seite obiger Gleichung, wihrend
Pyot(z0,zn) entsprechend Gl. (4.106) vorerst nur indirekt als Fehlbetrag in den diver-
sen Beitragen zum Leistungsflu ermittelt werden kann. Ein zur direkten numerischen
Berechnung von P,(zo, zx) und damit zur Uberpriifung der Energieerhaltung einer be-
stimmten numerischen Wellenlésung geigneter, expliziter Ausdruck fiir die innerhalb der
Modenkonversionsschicht lokal dissipierte Leistung wird in Abschnitt 5.2 prasentiert.

Fiir den oben diskutierten Spezialfall von jeweils nur einer Lésung n} € R der lokalen
Dispersionsrelationen bei z = zo und z = z gilt wegen C°(1) = 0 mit GI. (4.97) und
(4.99) offenbar SRl40(1) = Skin0(1) = 0. Damit und mit den Definitionen

Sﬁeld,N(z) + S!dn,N(Q)

Bi=— ShedN (1) Gkin.N (1)

(4.107)

T Sﬁeld,ﬂ(g) +Skjn,0(2)
T Sﬁeld,N(l) +Skjn,N(1)

(4.108)
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und
Ptot(ﬁ?o,l‘N)

A=— SRILN (1) 4 Sk (T) ° (4.109)
kann die globale Leistungsbilanz in der Form
R+T+A=1 (4.110)

geschrieben werden. Die Gréfien R, T und A besitzen offenbar die Bedeutung eines
Reflexions-, Transmissions- bzw. Absorptionskoeffizienten fiir den totalen Leistungsflufl
der bei z = z einlaufenden WKB-Mode. Die Verallgemeinerung der Definitionen die-
ser Koeffizienten auf den Fall von 4 oder 6 WKB-Moden an den Grenzen des FEL-
Rechenbereiches ist trivial.

AbschlieBend ist eine Bemerkung zur Kompatibilitit des bei der FEL-Losung der Wel-
lengleichung benutzten Leitfihigkeitskernes (4.13) oder (4.20) mit dem asymptotischen
Integralkern (3.20) der WKB-Approximation erforderlich, da letzterer iiber die kineti-
schen Korrekturen (4.99) bzw. (4.100) zum Poynting-Fluf} in die globale Leistungsbilanz
der FEL-Wellenlésung eingeht. Dazu sind jeweils die entsprechenden Leitfdhigkeitskerne
des Ortsraumes (4.15) und (4.21) mit dem fithrenden Term O(x°) aus Relation (3.22) zu
vergleichen.

Die Néherung (4.13) fiihrt im Ortsraum auf den Leitfahigkeitskern (4.15), der mit dem
Integralkern (3.22) offenbar dann kompatibel ist, wenn die Identifikation z, = X (22
durchgefiihrt werden kann. Dies ist der Fall, da nach Durchfiihrung der WKB-Analyse
der Wellengleichung z, durch z zu substituieren ist, vgl. Abschnitt 3.1, bzw. im Ver-
lauf der Auswertung der nichtlokalen Terme der FEL-Wellengleichung in Abschnitt 4.5
X(z,2") mit z gleichgesetzt wird.

Komplizierter ist die Situation im Falle der Approximation (4.20). Diese fiihrt im Orts-
raum auf den Integralkern (4.21), der in dieser Form mit dem asymptotischen Kern
(3.22) nicht kompatibel ist, da die Ortsvariable zs nicht mit dem festen Parameter
Terp identifiziert werden kann, und auch die “zgr”-Beitrige in (3.22) nicht auftre-
ten. Die gesamte im Rahmen der WKB-Approximation durchgefiihrte Algebra kann
jedoch fiir die globale Leistungsbilanz der FEL-Losungen iibernommen werden, falls
entsprechend der Niherung (4.20) in den WKB-Ausdriicken formal die Substitution
g(kJ_; kl;‘ttba“]b; k”;.II") = gzgr(k”;ﬂf") - gzgr(k”; we:cp) + g(kJ_, kJ_;'I,/), ")b: k”: $ea:p) durch-
gefithrt wird. Fiir die kinetischen Anteile des Poynting-Flusses (4.99) und (4.100) bedeu-
tet das wegen der Unabhangigkeit der “zgr”-Beitrige von k;, daf in den Koeffizienten R,

T und A sowohl ﬁ: [g(o)(kl,h_;rp,d); .’c“;xo)]A als auch % [g(o)(kj_,kl;d),@b;k“;a:N)}A

durch % [g(o)(kl, ki, kﬁ;:cezp)]A zu ersetzen sind.
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4.7 Der IBW-Code

Offenbar bildet die schwache Form (4.9) der Wellengleichung im “slab” gemeinsam mit
den Relationen (4.45), (4.46), (4.95) und, je nach benutzter Naherung des Leitfshig-
keitskernes (4.85) oder (4.93), ein algebraisches Gleichungssystem in den Galerkin-
Koeffizienten ¢/’, und jenen WKB-Amplituden C°(Ague) bzw. CV(Aoy), die entspre-
chend der Diskussion im vorangehenden Abschnitt als Unbekannte anzusehen sind. Die-
sem Gleichungssytem sind in bestimmter Weise, wie ebenfalls in Abschnitt 4.6 erértert,
Stetigkeitsbedingungen an den Schnittstellen zwischen FEL- und WKB-Lésung hinzu-
zufligen, und zwar derart, dafl genau so viele Gleichungen wie Unbekannte existieren
und die resultierende “stiffness”-Matrix des Systems invertierbar ist. Die Galerkin-
Koeffizienten und die entsprechenden WKB-Amplituden kénnen dann formal in einem
“Vektor der Unbekannten” ¢ zusammengefalt werden, wobei hier auf die symbolische
Schreibweise aus Abschnitt 4.1 zuriickgegriffen wird. Dabei werden die Indizes n, k, 3
bzw. A in bestimmter Weise auf die einfach indizierte Grofie € abgebildet. Dies kann
in einer Form geschehen, dafl die “stiffness”-Matrix, d.h. also die Koeflizienten-Matrix
S dieses algebraischen Gleichungssytems eine blockdiagonale Form besitzt, wobei jeder
Block eine 6 x 6 Untermatrix von S darstellt. Die explizite Gestalt der “stiffness”-
Matrix kann direkt aus den Gleichungen (4.45), (4.46), (4.95) und (4.85) oder (4.93),
bzw. (4.101) bis (4.104) abgelesen werden'®, wobei ersichtlich wird, daff die Blockdia-
gonale von S fiir s > 1 eine Breite von 2s + 1 Blocken hat. Es bleibt anzumerken,
daf eine rein differentielle Wellengleichung auf eine blocktridiagonale “stiffness”-Matrix
fithren wiirde; die grofiere Bandbreite im Falle der integralen Wellengleichung ist auf ihre
nichtlokalen Beitriage zuriickzufiihren.

Zur Durchfithrung der diversen Aufgaben, die mit der numerischen Integration der fiir
das Modenkonversionsproblem der IBW-Heizung relevanten Wellengleichung verbunden
sind, wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit ein Fortran-Programm entwickelt, das
hier als “IBW-Code” bezeichnet wird, vgl. Abschnitt 3.2. Die erste Aufgabe des IBW-
Codes besteht nun darin, die einzelnen Elemente der “stiffness”-Matrix numerisch zu
berechnen, was zum einen die Auswertung diverser k,-Integrale wie beispielsweise (4.83)
oder (4.84) erfordert, zum anderen Integrationen iiber die dimensionslose Ortskoordinate
€, vgl. z.B. (4.91). Zudem sind die lokalen Wellenzahlen der diversen WKB-Moden aus
der lokalen Dispersionsrelation bzw. ihre Polarisationsvektoren durch numerische Lésung
des entsprechenden algebraischen WKB-Gleichungssystems zu bestimmen, da diese iiber
die Randterme (4.95) in S eingehen, siehe Kapitel 3. Diese Ergebnisse kénnen wei-
ters benutzt werden, um den Vektor b auszuwerten, der von jenen Anteilen sowohl der

19Die Indizes m, j,v werden dabei auf den Zeilenindex p der Matrix S gemil p=2j+v+6m+5
abgebildet, bzw. analog n, k und 8 auf den Spaltenindex ¢ durch ¢ = 2k + 8 + 6n + 5, sodaB p,q €
{7,...,6 N + 12} gilt. Die ersten und die letzten sechs Zeilen und Spalten der “stiffness”-Matrix (mit
Indexwerten von 1 bis 6 bzw. 6V + 13 bis 6N + 18) bleiben dabei fiir die Koeffizienten des Systems
S -€ = b aus jenen Beitrdgen reserviert, die die unbekannten WKB-Amplituden enthalten. Solche

Beitrige sind einerseits die erforderlichen Stetigkeitsbedingungen bei z = z¢ bzw. z = z, andererseits
die entsprechenden Anteile des Randterms bzw. der nichtlokalen Terme der Wellengleichung.
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Randterme als auch der nichtlokalen Terme gebildet wird, die die vorzugebenden WKB-
Amplituden C°(Aiy) bzw. CV(\;) enthalten, vgl. Abschnitt 4.1.

Im néchsten Rechenschritt “invertiert der IBW-Code die zuvor zusammengesetzte
“stiffness”-Matrix numerisch, wobei deren blockdiagonale Struktur die Anwendung effi-
zienter Algorithmen erlaubt. Im Anschlu daran wird durch Matrixmultiplikation der in-
vertierten “stiffness”-Matrix mit b gemaB ¢ = S ~L.b der Vektor der Galerkin-Koeflizienten
bzw. der unbekannten WKB-Amplituden bestimmt und damit eine numerische Lésung
der nichtlokalen Wellengleichung. Konkret werden die beiden letzten Rechenschritte
mit Hilfe von Fortran-Routinen der LINPACK-Bibliothek durchgefithrt. SchlieBlich be-
rechnet der IBW-Code, wie in Abschnitt 4.6 dargestellt, den zu einer solchen Losung
gehorigen Transmissions-, Reflexions- und, aus der globalen Leistungsbilanz, Absorpti-
onskoeffizienten. Beispiele fiir solche mit Hilfe des IBW-Codes errechneten Modenkon-
versionslésung werden in Kapitel 6 prisentiert.

Die hinsichtlich der benétigten Rechenzeit aufwendi gste Prozedur des gesamten Losungs-
verfahrens ist die Auswertung der diversen k.-Integrale in den Elementen der “stiffness”-
Matrix, da diese oszillierende Integranden enthalten. Die Auflésung dieser Oszillationen
erfordert bei ihrer numerischen Integration verhéltnisméBig viele Stiitzstellen, zumal sich
diese Integrale formal von —co nach +oo erstrecken, d.h. erst bei relativ groflen Werten
von |k;| abgebrochen werden kénnen, bedingt durch den langsamen Abfall des Betrages
der Integranden mit wachsendem |k,|. Dabei wird die Schnelligkeit der Oszillationen
der Integranden sowohl durch den Parameter s als auch durch die Gitterkonstante h
bestimmt, vgl. Abschnitt 4.5.

Im Rahmen des IBW-Codes wird die diskrete GrofBe s, die gemafB (4.63) die Nichtloka-
litatslange L,oniocar und die Breite des Bandes der “stiffness”-Matrix bestimmt, als freier
Parameter gehandhabt, sodaf die Konvergenz einer Lésung mit wachsendem s im Ein-
zelfall sicherzustellen ist. Uber den unter Umstinden semikonvergenten Charakter des
Verfahrens wurde bereits in Abschnitt 4.5, FuBnote 8 berichtet. Im Grenzfall des homo-
genen Plasmas besitzt das hier benutzte FEL-Verfahren in s Jjedoch immer konvergenten
Charakter und entsprechende Tests der Numerik, die auf einem Vergleich der Lésung der
Dispersionsrelation mit den errechneten Losungen der nichtlokalen Wellengleichung be-
ruhen, fiihrten in allen untersuchten Fallen zu ausgezeichneter Ubereinstimmung. Einen
Konvergenztest fiir numerische Losungen des inhomogenen Plasmas liefert der Vergleich
eines aus einer lokalen Leistungsbilanz direkt berechneten Absorptionskoeffizienten mit
dem entsprechenden Ergebnis der globalen Leistungsbilanz (4.110), wie er durch die in
Kapitel 5 entwickelte Analysis ermdglicht wird. Die Resultate des Vergleichs, die fiir die
untersuchten Szenarien ein befriedigendes Konvergenzverhalten der FEL-Lo6sung sicher-
stellen, werden in Kapitel 6 prisentiert.
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Kapitel 5
Die Leistungsbilanz

5.1 Allgemeine Bemerkung zur Leistungsbilanz

In Ref. [Bra 88] wird im Rahmen der Giiltigkeit der linearen Vlasov-Gleichung ein Aus-
druck fiir die iiber die schnelle Zeitskala! 27 /w, gemittelte Rate der Anderung der totalen
kinetischen Energiedichte PZ, (z,t) der Teilchen der Spezies @ am Ort z zur Zeit ¢ unter
dem Einflul eines elektrischen Wellenfeldes angegeben. Dieser Ausdruck beruht auf den
Annahmen der

e Anwendbarkeit der Driftapproximation
und eines Plasmas, das sich in einem Gleichgewichtszustand befindet, der durch eine
e stationdre Verteilungsfunktion ohne parallele Gradienten

determiniert ist, gilt ansonsten aber fiir beliebige Geometrien. Konkret wird als un-
gestorte Verteilungsfunktion, wie auch schon bei der Herleitung der integralen konstitu-
tiven Relation, vgl. Abschnitt 2.2, eine nicht gedriftete Maxwell-Verteilung F, a(Y1,v)
der Fithrungszentren der Teilchen der Sorte o gewihlt, die bis auf Terme zweiter Ord-
nung der Driftapproximation eine spezielle Losung von Gl. (2.1) ist.

Den Ausgangspunkt der Herleitung von PZ (z,t) bildet der Ausdruck Z,eE(q/,t') - v/
fiir die Leistung, die vom Wellenfeld E(z,t) auf ein Einzelteilchen wihrend der Bewe-
gung entlang seines Orbits (q’,v') iibertragen wird. Mit der Konvention, daf die durch
t' parametrisierten Trajektorien zur Zeit ¢’ = ¢ die Endwerte q' = z und ¥’ = v besitzen,
ergibt sich in der Folge fiir P, (z,t) B

Br(z.4)= Z,¢& %</§R3 d*v /_; dt' E(q,t') - ¥ fa(t')> , (5.1)

wo (.) die Mittelung auf der schnellen Zeitskala bezeichnet. Dementsprechend ist /0t
als Ableitung auf der langsamen Zeitskala 27 /w; aufzufassen. Die Stérung f, der Ver-
teilungsfunktion ist dabei formal als Charakteristikenldsung (2.9) der linearen Vlasov-
Gleichung gegeben, sodal man unter Vernachlissigung des Terms > v' A B(d,t') in Gl
(2.9) mit den Definitionen -

272
e“Z n Fom(Yi,v
PO (a,t) := === wie?it [ dd —“f( = 2) |H? (5.2)
Mg wo (vik(YL))
'Hier bezeichnet w, = Re[w] den Realteil und w; = Im[w] den Imaginirteil der im allgemeinen

komplexen Wellenfrequenz w = w, + iw;.
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und 272
o & =3 Wy
P (z,t) == — - w;e? tfms & Fop(Yy,v) x (5.3)
Re []t dt’ eith(qf t’) . v.r/t‘ dt” 1 e—iuv:E*(qn t”) .
0 = T Jeo QCG(&”) ==
1 d 2P ) 1 3} )H
b(q") A = no(Y1) + -3 — v (Y ,
{0 (s 00 (tror ) st o )

wo

. t
H = etwt./ dtr E(g’;t’) . Er (54)

gilt, bis auf Terme zweiter Ordnung der Driftapproximation fiir die iiber die schnelle
Zeitskala gemittelte Rate der kinetischen Energiedichteinderung

Pi(z,t) = POz, t) + PY%(z, 1) (5.5)

schreiben kann, vgl. [Bra 88]. In Gleichung (5.3) bezeichnet 3/8Y den Nabla-Operator im
Konfigurationsraum der Fiihrungszentren und b(z) den Einheitsvektor in Richtung des
statischen Magnetfeldes. Aus Griinden der Konsistenz mit der linearen Vlasov-Gleichung
sind die Trajektorien (q',v’), wie jene durch " parametrisierten Orbits (q”,v") der Cha-
rakteristikenldsung, als die ungestdrten Teilchentrajektorien der statischen Magnetfeld-
konfiguration zu interpretieren.

Beriicksichtigt man, daB im Rahmen der linearen Maxwell-Vlasov-Wellenphysik reversi-
ble Prozesse mit der schnellen Zeitskala assoziiert, bzw. irreversible Prozesse mit der
durch w; induzierten langsamen Zeitskala verkniipft sind, dann bedeutet die Mitte-
lung iiber die schnelle Zeitskala in Gl. (5.1) offenbar die Streichung reversibler Beitrage
im Energieaustausch zwischen elektromagnetischem Wellenfeld und den Plasmateilchen.
Pgn(z,t) kann daher auch als die Rate der irreversiblen Anderung der totalen kinetischen
Energiedichte der Teilchen der Sorte o interpretiert werden. Wie nun aus GI. (5.5) er-
sichtlich wird, zerféllt diese GréBe in zwei verschiedene Anteile, wobei der in Klammern
geschriebene hochgestellte Index die Ordnung der beiden Terme beziiglich der Driftap-
proximation angibt. Diese Aufspaltung wird durch die Y-Abhéngigkeit der ungestérten
Verteilungsfunktion F, p(Y,, v) verursacht, die in der Charakteristikenlésung (2.9) den
Ubergang vom (z,v)-Phasenraum zum (Y, v)-Phasenraum notwendig macht, wobei der
Nabla-Operator im Geschwindigkeitsraum % durch 5‘% + (Rca)tb A % zu ersetzen ist.

Im Grenzfall w; — 0, erfordert die Energieerhaltung der Plasma-Welle-Wechselwirkung
die Identitat

b, JE (i) =Y. () . (5.6)

wi—0y

wo P (z) die von der Welle durch Teilchen der Sorte o dissipierte Leistung pro Volumen
bezeichnet. Mit den Relationen (5.2), (5.3) und (5.5) kann dann die lokal dissipierte
Leistung in der Form

ts(z) = PO (z) + P (2) (5.7)
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geschrieben werden, vgl. [Bra 88]. Dabei ist der als Stix-Term bezeichnete Beitrag nullter
Ordnung der Driftapproximation Pa(fjl“(g) durch

222 F v
PO )= "2 [ o Fap(¥y,v)

a

1 HI|? ;
e e v B, il (5.8)

gegeben, bzw. der Beitrag erster Ordnung Piéia(g ), im folgenden diamagnetischer Term
genannt, durch

(e e’Z} 3
Pabs (2) = M, w'll_'II01+ Wy .[3 d v Fa,ﬁ'I(YJ_;U) X (59)
Re l:./t dt’' eiwt_E_(q’,t’) . !r ¢ dt" ;E_iwtﬂ*(qﬂ, t”) .
oo - o0 QCQ(EH) -

1 d 2lv"? ) 1 d ) H
H(QNVA | ——— = n.(Y +(—~3~— v (Y :
(s (g 7 )+ (e ) st o 500
Die Griinde fiir diese Namensgebung werden im folgenden Abschnitt erliutert.

Aus Gl. (5.8) ist sofort abzulesen, daB der Stix-Term positiv definit ist. Falls dieser also
tiber die diamagnetische Kontribution dominiert, wird irreversibel Energie vom elektro-
magnetischen Wellenfeld auf die Plasmateilchen iibertragen. Grundsitzlich ist auch der
inverse Energietransfer, also ein irreversibler Energieiibertrag vom Plasma auf die Welle
moglich. Eine solche Instabilitdt kann offenbar unter den gegebenen Voraussetzungen
nur durch einen dominanten, negativen diamagnetischen Term verursacht werden.

In [Bra 88] wird {iberdies gezeigt, daB P5 (z) mit dem iiber die schnelle Zeitskala gemit-

telten Poynting-Theorem im Limes w; — 04

2. 8(z) = —1Re[E*(z,t) - (2, 1)] (5.10)

vertraglich ist, denn die Differenz

1Re[E(z,t) - J(z,t ]—Z bs(2) = 2 - S5(z) (5.11)

1aBt sich als Divergenz eines Vektorfeldes S¥"(z) schreiben, das als kinetische Korrek-
tur zum Poynting-Vektor zu interpretieren ist. Diese Korrektur wird durch die mit
der kohdrenten Wellenbewegung assoziierte kinetische Energie der Teilchen hervorge-
rufen. Dementsprechend beschreibt ;—E -Qkin(g) jenen Anteil des Energiaustausches
1Re[E*(z,t) - J(z,t)] der Plasmateilchen mit dem Wellenfeld, der auf der schnellen
Zeitskala stattfindet, also den reversiblen Beitrag. Der irreversible Energieaustausch
wird dann durch den Term ¥, PS (z) beriicksichtigt, in Ubereinstimmung mit seiner
zuvor skizzierten Herleitung. SchlieBlich besitzt der zeitgemittelte Poynting-Vektor die
Gestalt?

S(z) = & Re[E™(z,t) A B(z,1)] - (5.12)

Im Grenzfall w; — 04 ist wegen (2.11) sowohl E*(z,t) A B(z,t) im Feldanteil des Poynting-Flusses
als auch E"(z,t) - J(z,t) im Poynting-Theorem (5.10) zeitunabhingig.

78




Der Ausdruck fiir $™"(z) wird hier nicht ben&tigt, ist aber gegebenenfalls der Arbeit
[Bra 88] zu entnehmen.

5.2 Die lokal dissipierte Leistung im “slab”
In den Beitragen (5.8) und (5.9) zu Pg,(z) miissen beide Trajektorienintegrationen und
das Geschwindigkeitsraumintegral analytisch ausgewertet werden, falls damit konkrete
Rechnungen, wie beispielsweise die Erstellung von Leistungsdepositionsprofilen durch-
gefiihrt werden sollen. In Ref. [Bra 88] werden solche expliziten Ausdriicke fiir die lokal
dissipierte Leistung P (z) fiir den Spezialfall des homogenen Plasmas, bzw. fiir Szena-
rien in denen die FGR-Approximation anwendbar ist, angegeben.

Um die dissipierte Leistungsdichte in einer fiir numerische Rechnungen geeigneten Form
zu erhalten, die auch fiir das Modenkonversionsproblem der SW in eine IBW relevant
ist, wird in diesem Abschnitt ein entsprechender Ausdruck sowohl fiir den Stix-Term als
auch fiir den diamagnetischen Term hergeleitet, giiltig in der in Abschnitt 2.3 definier-
ten “slab”-Geometrie. Das statische Magnetfeld dieser “slab”-Konfiguration sei dariiber
hinaus schwach inhomogen®, was in diesem Zusammenhang bedeutet:

e die Fiihrungszentrumsvariable Y, der ungestérten Trajektorien ist bis auf Terme
zweiter Ordnung der Driftapproximation eine Konstante der Bewegung.

Im Hinblick auf die Modenkonversion des IBW-Heizszenarios rechtfertigt der langsame
Abfall des statischen Magnetfeldes im Bereich der Abschilschicht diese Annahme, mit
der sich fiir die ungestérten Trajektorien

q ) = oa(¥s) [(Siﬂ(¢ +(t —t)Qca(Ys)) —sin(¢)) ' +  (5.13)

(cos( + (t = ¢)fca(¥2)) — cos(4)) €] — (¢ — )y € + O(})

bzw.
v =y(t-ty) = (5.14)

vy [cos(d + (t — ¢')iQca(Y.))e + sin(é + (¢ — t')i0a(Y=))e?] + vy €8 + O(€)

ergibt, wo die Gyrofrequenz ¢, im “slab” ebenso wie allen anderen Plasmaparameter
nurvon Y, =Y, -el =z + ﬁ’:(z—) sin ¢ + O(¢?) abhéngen kann. Dabei ist der Winkel ¢
durch ¢ := arctan(v,/v;) € [0,2n] definiert und e bezeichnet den Skalenparameter der
Driftapproximation, der als Indikator der GroéBenordnung der diversen Terme dient. Geo-
metrisch veranschaulicht, beschreibt Gl. (5.13) eine Helix im Ortsraum. Die ungestorten
Trajektorien (q”,v"), die in den diamagnetischen Beitrdgen bendtigt werden, erhilt man
durch die Substitutionen (d,¥') = (4",¥") und #' — " in den Parameterdarstellungen

3Auf dieser Annahme beruht auch, wie in Abschnitt 2.2 erwiihnt wurde, die integrale konstitutive
Relation (2.19) der “slab”-Geometrie.
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(5.13) bzw. (5.14).

Die Auswertung der Stix-Terme (5.8) erfordert zunéchst die analytische Berechnung der
Trajektorienintegrale, d.h. in diesem Fall der Gréfe |H|[*. Mit Gl (5.4), der Fourier-
Darstellung des elektrischen Feldes

E(x;ky, by) = f dkye™= Bk, , by, k) (5.15)

und mit den expliziten Ausdriicken (5.13) und (5.14) fiir die Trajektorien, die erst die
Berechnung von H erméglichen, folgt durch Vertauschung von k- und #-Integration und
anschliefender Substitution ¢ — ¢t — 7"

H= Ze”"yyZe"Allz/ dkp e B(ky, by, by) - (5.16)

ky k|

. ekyv N ev s i
[/ It ik !ﬂci({f ) sin(¢ — ¥ + ea(Ye)T )e’aﬂcasz)(L“: sin ¢ — k, cos @) 9

[UJ_ (cos(qﬁ + 7'1Qca(Yz))e! + sin(¢ + TILQCQ(Yr))Qz) + w”gs]] 4 O(€?) .

Bedient man sich der mathematischen Identitat
za:sm(:,iz z J mu’: , (517)

n=—aoo

wo J,(z) die n-te Besselfunktion bezeichnet, so kénnen die 7'-Integrationen analytisch
ausgefithrt werden und man erhilt folgendes Zwischenergebnis:

H = Zetkyyzeuknz./ CH;. 6IAII Z J ( k U! m (- ;6]6 m(kx SIH¢— -In:y Ccos QS) .

% "QCa
Il
(5.18)

. LY 1] et ' 1
*Ew(l"-r’ ky’k”) [UJ-E {?’(w—k"u"—(n—l)tﬂca(‘{;) + w—knvi! (n+1)LQC°(Y )) =

o emid
(w--kliv”—(n—l)LQcQ(Yz) w— A"u" (Tl-{-l)LQCQ(Y )) } + EL “ e Liivll_nLQCQ(Y ) _] + O(C ) a

Geeignete Umbenennungen der Summationsindizes in (5.18) und die Benutzung der Re-
lationen

Tan(2)e 4 Tua ()™ = Z2J(2) cos(t) — 2073(2) sin(¥) (5.19)
und 5
Tns1(2)e? — Jooi(2)e™™ = T”J( 2)sin(¥) — 2 (z) cos(¥) (5.20)

die aus den Rekursionsformeln der Bessel-Funktionen folgen, liefern
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e (o
2 v (Yp)e (V=9 fca(Ys) (kzsin ¢ — k, cos @)

H=Y ek Y itk /mdkzeik;z‘ 3
ky e

ki f=seg

w — kv — nefloa (Ys)
. (5.21)
E(ky, ky, ky) - {w (%Jn(#w)cos(tb) + Jn(pw) sin(¢)) e+

w (%Jn(aw) sin() — Jj () cos(w)) e+ z‘an(uw)s“‘] +0(¢),

wo g mit 2 = Y, durch (2.31) gegeben ist, und die dimensionslosen Normal- und
Parallelgeschwindigkeiten durch w := vy [v5(Yz) bzw. u := v)/vg, (Yz) definiert sind.
Mit Hilfe der Drehmatrix (2.25) und der Definition

Wo(u,w; p) == 2—an(,uw)gl —wJ, (pw)e® + i, (pw)e® (5.22)
7
1aBt sich (5.21) etwas kompakter anschreiben, was fiir die folgenden Rechnungen von
Vorteil ist,
ein(w_é)v?h(yx)

H = E eikyy Z eiLk"z /mdkmeik;z Z X (523)

ky k" n=-—co W~ k“’”” - nLQC& (YI")

e"mce:(le} (kzsin ¢ — k, cos ¢)

Eﬁ(u: w; #) . §_1(¢) ) E(kz: ky} kﬂ) o O(Ez) .
Bildet man damit das Betragsquadrat von H und multipliziert es mit dem Imaginérteil
der Wellenfrequenz w;, dann erhilt man im Grenzfall w; — 04 den Ausdruck

lim wi|H|? = lim w;H*H = (5.24)

wi—04 w;—04

. ; . 00 . oo : k20) o0 . ) .
Z ez(ky—k;})y Z eu(k"—kh}z / dk:rezkza: / dk;em;k_'rr Z Z el(m—n)¢e:n¢e—zm¢rr 52
ky.ky, K.k o =0 n=—00 m=—co

I
i——=do—((kz=k}) sing—(ky—k}) cos ¢) __ ‘
(U&(Yz))ze lﬂCu(YI)( ! Y ) hm L r 1 8
wi=04 \@ =k —mQca(Yz) w—kjv-nfc,(Vz)

(K, by, k) - BO") - (03, (w3 1)) @ W, w5 1)) - B () - E(ks, ky, ky)

mit £/ := sgn(k;)(k;2+k;2)1/2, " := arctan(k] /k.) und p" := kv (Yz)/Qea(Yz). Den
Grenzwert in obenstehender Gleichung kann man leicht mit Hilfe folgender Identitét, die
im distributionellen Sinne* aufzufassen ist, berechnen:

. wy 1 _ , T _ ur—nLQcQ!Y,,)
w,lE[»I&_I_ (w‘—-kh‘ull—mtﬂca(Y:) w—k"v"—mQCa(YI)) - 6717716!:"1\:” Ik"lé (U” k" ) )
(5.25)

Das heifit, daB sie nur unter einem v|-Integral, wobei der Grenziibergang nach der Integration
auszufiihren ist, Sinn macht.
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Das Auftreten der §-Distribution und die spezielle Gestalt ihres Argumentes bedeutet,
dafl nur resonante Teilchen zu Pjﬁi‘*(g) beitragen kénnen. Fiir (5.24) ergibt sich also

lim w;|H|* = (5.26)
uJ,‘—»O_'_
i(ky—k,) mug(Yz) [ ke [P 10 —ikls N in(u—g")
Why—Fky )y TUipl = . othaT .l ik T in(Y—y
S eilksk Z*lij;oodkze f_mdgre S e "
ky K, K = —eo

ez’cwggym(YI)((kz_k'x)sinrﬁ—(ky—kL)COSfﬁ)é (’U. _ sgn(k”)zﬁ(\’x)) %
B (kG Ky ) - BO") - (W5 (s w0 )] @ WS (w05 1)) - BT () - B, by, k) +O(€?) ,
wo z;, durch Gl. (2.30) gegeben ist.

Speziell in der hier vorausgesetzten “slab”-Geometrie vereinfacht sich die thermische
Geschwindigkeit, die in Gl. (5.8) zunichst allgemein als Funktion v, (Y, ) der Fiithrungs-
zentrumsvariablen ¥, = Y,e! + ngz aufgefaBt wurde, auf v3 (Y.), bzw. die Maxwell-
Verteilung F, p7(Y,,v) auf

na(Yx) —u? 2 n
mc g (5.27)

Damit gilt fiir den Stix-Term der lokal dissipierten Leistung im “slab” offenbar

Fa,fvf(Ya:a U) =

272
POy = oo [ ppLemllent) oy e (5.25)
My JR3 (v5,(Yz))? wi—04
Mit der Identitit
(o] 00 2T
Po () = / B / du f dé (v5,(Y.))° () (5.29)
R3 0 -0 0

ist die Ausfiihrung des Integrals iiber die Parallelgeschwindigkeit u in Pj{jﬁ“(g) durch
die é-Distribution im Grenzwert (5.26) und die Tatsache, daB Y, nicht mit variiert,
trivial. Die Abhéngigkeit der 2-Komponente Y, der Fithrungszentrumsposition von den
Geschwindigkeitsvariablen w und ¢ erschwert allerdings die analytische Auswertung der
restlichen beiden Geschwindigkeitsintegrationen im Stix-Term. Mit Hilfe der Identitit

F(Ys,Yy) = Fl2,y) + 5245 sing ZF(z,y) - ataycos ¢ &F(z,y)+ O(e) , (5.30)

die unter Vernachlassigung hoherer Terme der Driftapproximation aus einer Taylor-
Reihenentwicklung einer beliebigen Funktion F der Fiihrungszentrumsvariablen Y, und
Yy =% sg¥=m— etz 08¢ + O(e?) folgt, kann der Integrand des ¢-Integrals so
umgeformt werden, daf} uSlCil letzteres in der Folge elementar integrieren laBt. Dabei ist

auch der Exponentialfaktor

eichEyFO(YI)((kI_k;)siné—(ky—k;)cosn;b} o ei(k_-,—k;)(Yz—r]—i(ky—kg)(Yy—y) £1 0(62) (531)
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als Funktion von Y, und Y, aufzufassen, dessen Taylor-Entwicklung in nullter Ordnung
gerade den Faktor 1 liefert. Der Beitrag erster Ordnung wird, wie alle anderen Terme
O(€) des Integranden, durch die ¢-Integration zu Null; man erhilt

Pin'(e) = gty & i [dkeir [Caree (5.5
ky kL, Ky e e
e 1 Y —(z2(z))2 10 ! " e —w o o ml*
Y eV @REEN (kK By)-B( )(/0 dw we™" [W3(sgn(ky)z%(z), w; p )| '®

P_Vﬁ(sgn(kn)wﬁ(m),w;#)) BN ) - ks, by, ky) + O()

wo nun die Konventionen y = k; 0&¥°(z) und p” = k! 05¥°(z) gelten. Die verbleibende
Integration {iber die Normalgeschwindigkeit w, 148t sich mit den Identititen

k= 2 1 -
) wem D)) = 187 (5.33)
Doo dw w2e_w2J;(p'w)Jn(,uw) = %D”(,u,,u’) . (5.34)
20 2 1
[ dww'e™ Lu(u'w) g, () = 2D (', ) (5.35)
und - i
J) e W T () i) = LT ) (5.36)

wo S™(u, p'), D™(p, p') und T™(p, ') durch (2.27), (2.28) und (2.29) gegeben sind, und
mit (5.22) analytisch durchfiihren, mit dem Ergebnis:

| dw e [Wesgn(hy)as (), win”)]” @ We(san(hyas(z) win) = (537)
' 2 5™ (1, 1) i2 D (", 1) isgn(ky)as (2) 2 S™(, ")
- —~i2 D" (s, ") (1, ") —iusgn (k)2 () D™, ")

ssgn(k)ed ()25 (u, 1) issgn(ky)es(@)D(u ) (2(x))2S(u, u)

Damit ist der gesuchte, zur numerischen Erstellung von Leistungsdepositionsprofilen ge-
eignete Ausdruck des Stix-Terms der lokal dissipierten Leistung im “slab” gefunden, in
den das elektrische Wellenfeld durch seine Fourier-Transformierte eingeht.

Im folgenden wird gezeigt, daff diese dissipierte Leistungsdichte in engem Zusammen-
hang mit dem in Kapitel 2 prisentierten Leitféahigkeitskern der integralen konstitutiven

Relation steht. Dazu ist mit Hilfe folgender Sitze iiber die Plasmadispersionsfunktion
und ihre Ableitung,

whim [2(r) = [Z(r)]"] = 2i/me T (5.38)
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Im[l'rl]rEO.}.[Zl( ) — [Z'(1)]"] = —4i/7Re[r]e” =Refrf? (5.39)
und .
lim [rZ'(7) — [r2'(r)]"] = —4i/7Re[r]?e RlT | (5.40)
Im[r]—04
der durch
ok H A g T "
L0 (K] ks by )| o= %(L(kbh;ku;m) +£a+(h,k¢;kn;$)) (5.41)

definierte modifizierte hermitesche Anteil des in Gl. (2.26) gegebenen Tensors
ﬂ(kﬁ, ki ;ky; ) im Grenzfall w; — 04 zu berechnen. Man erhalt

AN H a 2
lim [;a(kjj,ki;ku;:c)] = /me~ @) x (5.42)
wi—04
2 S™ (s 1) i2: D" (", ) isgn(ky)za(z) 25" (1, 1)
—~i2 D" (j1, ) T ) —issgn(ky)z(z) D" (u, ") |

wsgn(ky)zq(z)2S™ (1, 1) disgn(ky)zy(z) D" (1", 1) (z5(2))25™ (1, 1)

wo nun natiirlich z& nur mehr vom Realteil w, der Wellenfrequenz abhéngt,

ar oy wr —nlloa(z)

za(®) = &y |vi ()

Der Vergleich von (5.37) mit (5.42) liefert schliefllich mit der unter Ausnutzung von
(2.24) leicht zu beweisenden Relation

(5.43)

Bw") - [2 (6 ks s 2)] - B () = (5.44)

H
L(Tn (R ks ¥ s by ) + T (b, K5, 9 Ry ) =2 [T (KT, b 9, 95 s )
gemiB (5.32) bis auf Terme O(¢€?) der Driftapproximation den erwiinschten Ausdruck fiir
Pi’(2)

a

0)ax _ E (%) i - iker it in "
Pa(.bﬁ)i ( - Srru"’l () Z oy k )yz |k"|j dk ek / d}"! e Z € (=) x

n=-—0o

(5.45)
I} n ] ! H T
B (K, K ) - DOk ks o s by )] E(ka, ey, By) -

Nach Summation tiber den Teilchensortenindex « folgt mit den Gleichungen (2.23) und
(3.48) insbesonders
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PR@) =Y PP@) =7 3 etk f dk, == f dkle e (5.46)

o ky kg, k| —

1o " H -
ET (K, Ky by) - [0k ks ", s ks 2)]| - Bk, by, ky)
sodafl der Stix-Beitrag zur totalen dissipierten Leistungsdichte offenbar mit dem modi-
fizierten hermitischen Anteil des “s = 0”-Terms des Integranden im Leitfihigkeitskern
(2.21) verkniipft ist. Aus diesem Grund wurde in vorliegender Arbeit, sowohl in der

Ortsraum- als auch in der Fourier-Raum-Darstellung, der gesamte “s = 0”-Term des
Leitfahigkeitskernes als Stix-Term bezeichnet, vgl. Abschnitt 2.3.

Ausgehend von der Definition (5.3) kann durch eine im Prinzip analoge, ungliicklicher-
weise aber etwas langwierige Rechnung (weshalb hier auf deren detaillierte Prisentation
verzichtet wird) eine entsprechende explizite Form des diamagnetischen Beitrags zur lo-
kal dissipierten Leistung im “slab” hergeleitet werden. Dabei ist nun, anstatt mit Hilfe
von Gl. (5.25), der Grenziibergang w; — 0, gemiB

w}l_%l+ (w —k"v"-maﬂca(Y ) 21w (k"—k")vll-}-(m n)‘-QC"a(Y )) (5-4{)
(Y.) 1
T _ w,-—ch,, Y_-,_- __]_
6nm5k"k" 2|k § (U” K| ) + 2k P v — wr—nQca (Yz)

ol
durchzufithren, wo P(.) den Cauchy-Hauptwert bezeichnet. Man erhilt das Ergebnis

P (z) = 2ealed Z iy —ky)v 5™ > f dk, == / dk! =ik (=" o

8w (z) L

(5.48)
E (KK, k) - L (g;(ki,kl;w"; B @) + U0 (b K s s @) - Bk by )
das ebenfalls bis auf Terme O(e?) der Driftapproximation genau ist.

Die Summation {iber die diversen Teilchensorten liefert mit den Relationen (2.32) und
(3.47) eine zu Gl. (5.46) vollstandig analoge Form des diamagnetischen Beitrags zur
totalen dissipierten Leistungdichte,

Pile) = LR () =7 3 by S [kt [Tareex o (5.49)
ky.ky, Ry °7
I 1ot (1) .0 " H -
E (ke Ky ky) - |2 R ks o, s k)] - Eka, iy by)

weswegen hier die “s = 17-Terme des Leitfihigkeitskerns als diamagnetische Terme be-
zeichnet wurden.

An dieser Stelle erhebt sich die Frage der physikalischen Bedeutung der zuvor berechne-
ten Beitrige P( :(z) bzw. P( .(z). Ein erster signifikanter Unterschied zwischen diesen
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Groéssen ist festzustellen, wenn man den Grenzfall des homO%enen Plasmas betrachtet;
dann reduziert sich der durch GI. (5.46) gegebene Term Pigs(g) auf einen bekannten,
von Stix in Ref. [Sti 61] angegebenen Ausdruck fiir die Leistung, die von einer sich im
homogenen Plasma ausbreitenden Welle durch die Plasmateilchen dissipiert wird (daher
die hier gewahlte Bezeichnung Stix-Beitrag fiir Pégz(g)) Im Gegensatz dazu verschwin-
det in diesem Spezialfall der Term Pa(éi(g), da entsprechend den Relationen (2.32) bis
(2.34) der diamagnetische Beitrag zum Leitfahigkeitskern proportional den Dichte- und
Temperaturgradienten ist.

Um zu zeigen, daB sich in beiden Beitrigen Pjgg(g) und Pa(;g(z) verschiedene physi-
kalische Mechanismen der Energiedissipation manifestieren, muf nochmals von den in
allgemeiner Geometrie giiltigen Ausdriicken (5.8) und (5.9) ausgegangen werden. Im
“slab” kann dann der diamagnetische Term nga(g) aus Gl. (5.9) in der Form

2o Yimy wy [ a3 Fem(Yerv)
Fwe (vin)?

(1)a —
Pabs (1) T 2 mQ w'—00+
t . t! .
Re l:/ dtl e:wtﬁ(ql, il) X Kf df” 6—:w tﬁ-(qlr,th’) _Q:Q(Y:c)]
0 - o0 -

% (5.50)

geschrieben werden, falls homogene Temperaturverteilungen angenommen werden (was
fir die thermischen Geschwindigkeiten vg, = const. bedeutet). Dabei bezeichnet U “(z)
jene Fluidgeschwindigkeit, die unter Vernachlassigung von Termen O(€?) der Driftap-
proximation durch Momentenbildung iiber die Gleichgewichtsverteilung (5.27) gewonnen
wird,

1

Qa(l') = ‘m - dav EFG,I‘/I(Y!E? 'U) = (

€ (vh)? 1 dnag
2Q0cq(z)na(z) da

h 0(62)) e?, (5.51)
mit dem Moment nullter Ordnung
Na(z) := /% & Fopg(Y,0) = no(e) + O(e2) (5.52)

den Teilchenzahldichten. U%(z), das in Gl (5.50) in der Form U%(Y,) eingeht, ist als
diamagnetische Drift bekannt, einer Drift mit der bekanntlich kein makroskopischer Mas-
setransport verbunden ist. Der besondere Wert dieses Ausdrucks besteht darin, daff die
Stix-Terme (5.8) in einer vollstandig analogen Gestalt geschrieben werden kénnen,

2z2 Fa v,
Pafgga(i) =9 2 e lim w; d®v ’_M(_’ﬂ
ma W[“*O.‘_ R3 (U?h)z

(5.53)

t . t! 5 i
Re l;/ dt! 61wt£(gf’ tf) . K'] dt” e—:w tﬂi(g”, tl.f) . !H ’

o0

wo nun abgesehen von einem Vorzeichen, anstelle der diamagnetischen Drift die Ge-
schwindigkeit eines Einzelteilchens auftritt. Der Vergleich beider Relationen (5.50) und
(5.53) legt folgende Interpretation nahe:
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e Der Stix-Term Pjﬁl"‘(g) beschreibt jenen Anteil des irreversiblen Energietransfers
zwischen dem Wellenfeld und den Plasmateilchen, der auf einer Wechselwirkung
der Einzelteilchen mit der Welle beruht.

e Der diamagnetische Term PJQ,Z“(;) beriicksichtigt hingegen, wie schon sein Name
andeutet, den irreversiblen Energieaustausch zwischen Plasma und Wellenfeld auf-
grund einer Wechselwirkung des letzteren mit der diamagnetischen Driftbewegung
des Plasmas.

Obige Interpretation beider Beitrédge zur lokal dissipierten Leistung wird auch durch die
verschiedenen Grenzwerte w; — 04, diein ihre Herleitung eingingen, bestitigt. So besagt
Gl (5.25), daB nur solche Plasmateilchen zum Stix-Term beitragen, die mit der Welle
resonant sind. Dies ist fiir einen Energieaustausch, der auf einer Wechselwirkung von
Einzelteilchen mit einem Wellenfeld basiert, zu erwarten. Hingegen bedeutet im Falle
des diamagnetischen Terms im Grenzwert (5.47) das Auftreten eines Hauptwertintegrals
neben dem bereits bekannten 6-Distributionsanteil, daff alle Teilchen, also auch Nichtre-
sonante, am irreversiblen Energietransfer zwischen Plasma und Wellenfeld beteiligt sind.
Dies ist leicht versténdlich, wenn man bedenkt, daf8 die diamagnetische Drift ein kollek-
tiver Effekt ist, der erst durch das Zusammenwirken aller Plasmateilchen entsteht.

SchlieBlich kann gemi den Gleichungen (2.22), (5.46) und (5.49) die von einer Welle
durch Plasmateilchen lokal dissipierte Leistung in der Form

1 (oe] . oo g
Paule) = 3 ROe) = D PR @) = 7 3 i S [ eiter [ g eitir

s=0 ky,k'!:, L“ - ( 54)
.

= H .

Bk by ) - [ (R ks 67,95 b @) - Bk, ke By)
geschrieben werden. Dabei ist bemerkenswert, daB die Leistungsdissipation in z-
Richtung nicht moduliert ist. Das ist im Rahmen der linearen Vlasov-Theorie inso-
fern verstandlich, als eine wohldefinierte Phasenbeziehung zwischen den Oszillationen
des elektromagnetischen Wellenfeldes und der entsprechenden kohirenten Bewegung der
Plasmateilchen parallel zum statischen Magnetfeld nur iiber einen Zeitraum kleiner als
das Inverse der “bounce”-Frequenz der Teilchen im Wellenfeld besteht. Uber langere
Zeitrdume erfolgt also eine Dekorrelation der Teilchenbewegung von der Wellenphase,
sodaB die Leistungsdeposition in z-Richtung gewissermafien gemittelt, d.h. uniform wird.

Das elektrische Wellenfeld geht in GI. (5.54) durch eine quadratische Form seiner
Fourier-Transformierten E(kz,ky,k”) ein. Die Erstellung des Leistungsdepositonspro-
fils zu einer gegebenen numerischen Lésung der nichtlokalen Wellengleichung, die in
Form der Koeffizienten 6,[’?1 aus Ansatz (4.55) bzw. der Amplituden von aus dem FEL-
Rechenbereich auslaufenden WKB-Moden vorliegt, vgl. Abschnitt 4.6, erfordert also
zunéchst die Berechnung der Fourier-Transformierten der WellenlSsung gemaf Gl. (2.42),

E(ks, by ky) = L [ da’ e** E(z'; ky, k). Formal trigt das elektrische Wellenfeld
E(z; ky, k) im gesamten z-Intervall [+00, —00] zu E(kx,ky,k”) bei, entsprechend der
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Annahme eines unendlich ausgedehnten “slab”-Plasmas, die sowohl bei der Herleitung
des Leitfdhigkeitskernes, vgl. Kapitel 2, als auch des Ausdrucks fiir die lokal dissipierte
Leistung getroffen wurde. Tatsdchlich spiegelt das Auftreten von E(k,, ky, k) anstelle
von E(z;ky, k) in (5.54) die Nichtlokalitdt der dissipierten Leistungsdichte im elek-
trischen Wellenfeld wider. Aus Abschnitt 4.2 ist bekannt, daB die Nichtlokalitit des
Wellenausbreitungsproblems im rdumlich dispersiven Plasma durch eine endliche Lénge
Lyontocal charakterisiert werden kann. Entsprechend ist auch zu erwarten, daf zur am
Ort z dissipierten Leistungsdichte die Wellenlésung nur in einem durch diesselbe Nicht-
lokalititslinge determinierten Intervall um diesen Aufpunkt z signifikant beitrigt, d.h.
im Ausdruck (5.54) die Gleichung (2.42) durch

3 1 p=a —ik,z! i
E(ke by, k) = ﬂfl._,g dz'e™"*=" E(z', ky, k) (5.55)
approximiert werden kann, wobei fiir § und A die in Abschnitt 4.5 gewihlten Werte
einzusetzen sind.

Qualitativ kann dieses Verhalten verstanden werden, wenn man mit der Definition
(2.42) in Relation (5.54) eingeht und die Ortsraumintegrationen mit den Fourier-Raum-
Integralen vertauscht. Beispielsweise enthélt dann der Integrand der k.-Integration den
oszillierenden Faktor exp(i(z —a')k,), sodaB das Integral fiir | —z'| — oo offenbar gegen
Null geht; signifikante Beitrage sind also im wesentlichen fiir Argumente z & 2’ zu erwar-
ten, also von Werten des elektrischen Wellenfeldes E(z'; k,, k) in der Nahe des Aufpunk-
tes z. Die Auswertung der durch Gl. (5.55) approximierten Fourier-Transformierten des
elektrischen Wellenfeldes mit Hilfe des erweiterten Galerkin-Ansatzes (4.55) wurde schon
in Abschnitt 4.5 durchgefiihrt, mit dem Ergebnis (4.73). Alle erforderlichen analytischen
Vorarbeiten zur numerischen Berechnung eines Leistungsdepositionsprofils, die im we-
sentlichen die Auswertung der Zweifachintegration bzgl. k, und &’ in (5.54) umfassen,
wéren damit bereits durchgefiihrt. Fiir die numerische Rechnung erweist es sich jedoch
als vorteilhaft, das elektrische Wellenfeld zur Berechnung seiner Fourier-Transformierten
gemaB (5.55) auch aufierhalb des FEL-Rechenbereiches, wo es in Form von WKB-Lésun-
gen vorliegt, durch kubische Hermite-Polynome auf einer entsprechenden Fortsetzung des
Gitters im FEL-Rechenbereich zu approximieren. Einige der auf diese Weise durch ge-
eignete Subroutinen des IBW-Codes errechneten Leistungsdepositionsprofile werden in
Kapitel 6 prasentiert.

Aus GL. (5.54) folgt nun ein expliziter Ausdruck fiir die gesamte, im z-Intervall [0, zN]
in einem raumlich dispersiven Plasma dissipierte Leistung

T

Pa(z0,28) = | do Pas(2) , (5.56)
z
vgl. Abschnitt 4.6. Dies erméglicht insbesondere die direkte Berechnung des Absorp-
tionskoeffizienten (4.109) des Modenkonversionsproblems und in der Folge gemaf Bilanz
(4.110) den expliziten Nachweis der globalen Energieerhaltung fiir eine gegebene nume-
rische Modenkonversionslésung der Wellengleichung.
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5.3 Ein Kriterium marginaler Stabilitit einer linearen Drift-
welle, der “Universellen Instabilitit”

Um eine weitere Bestatigung der Relevanz des Ausdrucks (5.54) fiir Paps(z) zu gewin-
nen, wird in diesem Abschnitt, mit Hilfe der expliziten Form des Stix- bzw. diamagneti-
schen Terms, ein aus der Driftwellenphysik wohlbekanntes Stabilititskriterium reprodu-
ziert. Dabei ist zunéchst zu kliren, wie das Bild einer zeitlich anwachsenden, instabilen
Mode mit der lokal von einer Welle dissipierten Leistung P,bs(z), nun im Falle eines
stationdren Problems®, korrespondiert. Anschaulich ist klar, daB eine instabile Mode
Energie benotigt, um ihr Wellenfeld aufzubauen. Diese Energie entzieht sie dem Plasma
irreversibel, was im stationiren Fall der durch P,ps(z) < 0 charakterisierten Richtung
des Energietransfers zwischen dem Plasma und dem Wellenfeld entspricht. Vice versa
korrespondieren stabile, zeitlich gedimpfte Moden mit einer positiven dissipierten Lei-
stungsdichte Pp(z) > 0, bzw. marginal stabile Wellen mit Pops(z) = 0. Da nun eine
marginal stabile Mode eine verschwindende Anwachsrate besitzt, fiir eine solche Mode
der Ausdruck (5.54) fiir Pus(z) also anwendbar ist, sollte Pps(z) = 0 genau das Kri-
terium fiir die marginale Stabilitit dieser Welle darstellen. In der Driftwellenphysik
werden solche Stabilitdtskriterien beispielsweise aus der Analyse lokaler Dispersionsrela-
tionen gewonnen.

Konkret wird hier die Stabilitit von durch Dichtegradienten getriebenen, elektrostati-
schen Oszillationen in einem stoBfreien Plasma-“slab” untersucht, d.h. also die soge-
nannte “Universelle Instabilitdt”, vgl. [Kra 65]. Es sei nochmals betont, daf dieses Kri-
terium marginaler Stabilitit, das im folgenden aus der Leistungsbilanz abgeleitet wird,
in der Arbeit [Kra 65] durch eine Stabilitétsanalyse der entsprechenden lokalen Disper-
sionsrelation longitudinaler Oszillationen gewonnen wird; also durch einen vollstindig
unterschiedlichen physikalischen Zugang zum Problem. Die ﬁbereinstimmung der Re-
sultate beider Analysen bekriftigt umso mehr die Relevanz der im vorangehenden Ab-
schnitt hergeleiteten Form der dissipierten Leistungdichte.

Bekanntlich ist eine elektrostatische Welle durch die Beziehung
E(z,t) = - Z0(z,t) (5.57)

charakterisiert, wo ®(z,t) das elektrostatische Potential bezeichnet. Aus dem zu GI.
(2.17) analogen Ansatz

D(z,t) = ety ethwy > ek e (z; ky, k) (5.58)

folgt fiir die Fourier-Transformierte des elektrostatischen Potentials

1 oo "
Bk, by Jy) = ﬂf_m dz e *=®(z; k,, ky) (5.59)

*Wie aus Gl. (5.6) zu ersehen ist, setzt die Giiltigkeit von Paps(z) definitionsgemiB einen verschwin-
denden Imaginérteil w; voraus, bei vorgegebenem w;,.
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die Identitat i i
E(k,, ky,k”) = —ik ®(k;, ky, k”) (5.60)

wo der Wellenzahlvektor k = k.e! + k,e? + tky€® eingeht. Im folgenden werden, in
Ubereinstimmung mit [Kra 65], raumllch konstante Temperaturen angenommen, d. h es
gilt formal 1/L{%)(z) — 0. Damit fithrt die Identitt (5.60) zusammen mit der Relation

R (Y) k=k-B(Y)=rky €' + ik & (5.61)
und den Definitionen
/ " U..? o in —(z2(z o n "
FOUKL koo i bie) = 30 ‘Z/z Ll Z R (A5, 1)
(5.62)
bzw.
Bal@) S e 8(2)
F(l)(ki}kJ_; ¢rr,¢; k“; 3:) = Z _0’— Z el in(¢p—y") S T/ % (5.63)
th. n=—oo L(na)(w)

(klkj (sime VA(KY, kos by ) + sing” Vi (ko, K by @)+

oy (ko sin s VA(KY, ko bys @) + K7 sin " Vi (ko &Y by a:))) ,

wo Vi(KY, kiskys ) := V(EY, ks ky;2) - ¢/ gilt, gemaB den Gleichungen (2.23), (2.32) und
(3.47) auf die Beziehungen (s € [0, 1])

2 H .

%&) (A'i'!'l";:‘l"”)&)(kr:ky: k||)F(SJ(kI7k.L:¢”1¢1k”am) .

In der Folge kénnen, entsprechend den Gl. (5.46) und (5.49), der Stix-Term bzw. der dia-
magnetische Term der von einer elektrostatischen Oszillation lokal dissipierten Leistung
in der Form

Pg’fﬁg( ) g Z "(L k )yz-/. dk etk:x dLI —1A. % (5.65)
ky.ky L" -

(I) (L;'l i";i }‘*H)é(kﬂ:’ kya k“)F(S}(A‘i) kJ.; 77[)”: 'I,’L‘, k“’ .’B)

geschrieben werden.

Wie zuvor erwéhnt, wird in [Kra 65] das Stabilititskriterium durch die Untersuchung
der relevanten Dlsperswnsrelatlon longitudinaler Moden gewonnen, es basiert also auf
einer lokalen Analyse des Maxwell-Vlasov-Systems. Eine solche lokale Dispersionsrela-
tion beruht auf der Annahme hinreichend langsam variierender Plasmaparameter, vgl.
Kapitel 3. Der entsprechende asymptotische Grenzfall ist gerade ein homogenes Plasma,
wo eine einzelne Fourier-Mode aus Gl. (5.58) bzw. (5.59) einen geeigneten Losungsansatz
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des Maxwell-Vlasov-Systems darstellt; der lokalen Analyse dieses Gleichungssystems ist
in den hier benutzten Termini offenbar die Annahme

¢)(k-'53 ky7 k”) = éky,]\-yé‘k",f\!"é\(kx - I{I)é (566)
dquivalent, mit ® = const. Damit reduziert sich Gl. (5.65) auf
Pi)(z) = ZIOPFO(K,, K150, ; Ky 2) (5.67)

wo K = sgn(K;)(K2 + K})'/? € R, ¥ := arctan(K, /K,) € [-7/2,7/2] und K € R
gilt.

Geméf den Definitionen (5.62), (5.63) und (2.35) folgt mit GI. (5.38), (5.39) und (2.27)

(o ]

2
F(U)(I{_L,IX’_L; \If, lI!, _[(“, CE) — Z &9(-77_)

3/2,,«
4w3/2pg £

Sn(A)e~ 2 Ky 1(29)?, (5.68)

a —00

bzw.
FO(K K0, Kyjz) = (5.69)

2 oo
. ""’Par(x) ay —(z2(x))? I{U n o Gyro
20;471.3/2?)& HZ Sn(A%)e L(na)(z) K] +z,(z)eg """ (2) ) -

Dabei wurden die Notationen () := (w, — nQea(2))/(|Kylvg), A* := LK 0G¥o(2))?
und S, (A%) := I,(A*) exp(—A%) benutzt.

In Ubereinstimmung mit der Analysis in Ref. [Kra 65] werden folgende vereinfachenden
Annahmen getroffen:

==00

e “frequency-ordering”: |w,| < |Qca(z)]

e Gyroradien klein gegen parallele Wellenlinge: [0S (z)] < |72‘“TIIT

® Das Plasma enthélt nur eine einzige Ionensorte mit der Temperatur:

T = % mi('vtih)z — % me(”fh)z =T,

* Quasineutralitit der Gleichgewichtsdichten: n,(z) = Zini(z)

Aus den ersten beiden Bedingungen folgt, daff in den Gréfen FONK, K, ;T T, K); )
wegen der Exponentialfaktoren exp(—(z2(z))?) nur der “n = 0”-Term signifikant zur
Summe iiber die Harmonischen der Gyrofrequenzen beitrigt, das heifit, es kann formal
subsitutiert werden:

e 5 o e~ E) (5.70)

Durch die restlichen Annahmen werden diverse Elektronengréfen zu den entsprechenden
Ionengréfien in Relation gesetzt, konkret: vf, = (mifme) v, x5 = (me/m;) 2,
P2 (w) = —Zi(mem) P p P (z), wh, (&) = wh(z) mif(meZs) und L) (z) = LO(z).
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Damit und mit den Gleichungen (5.67) bis (5.69) kann die gesamte von einer solchen
elektrostatischen Welle lokal dissipierte Leistung in der Form
Kif() 1

- . 1
2L) mgky) T BT

Pan(z) = 19722 | 1 (252 [So(f\f)e“z‘”” (1 _

1/2.,1
47"/%1

Tn,lf2 — D (piy2 K Z',O-Gym(.?:) 1
[ /\e m; 0 1 Y1 _
?/250( )e ( * QL("‘)(CC) .’L‘Bl['{“|

geschrieben werden.

In Ref. [Kra 65] wird darauf hingewiesen, daB zur Untersuchung der universellen In-
stabilitdt eine lokale Theorie ausreichend ist. Eine geeignete lokale Approximation, die
in der Literatur routineméfig angewandt wird, d.h. insbesonders auch in Ref. [Kra 65],
beruht auf der Annahme eines Skalarpotentials, das in Richtung der Inhomogenitit des
Plasma-“slab” konstant ist. Aus der Bedingung 2 ®(x; ky, k) = 0 folgt dann gemiB den
Gleichungen (5.59) und (5.66) K, = 0. Damit vereinfacht sich GI. (5.71), falls ebenso wie
in der Arbeit [Kra 65] fiir die Elektronen der “zero gyroradius” Limes A* — 0 genommen
wird, auf

2 i\ 1/2
12 @Pi(T) i iy, —(z})? tsgn(Ky) A
P = d A 0 ] ———z MW T
abs(&) IQl 47r1/27-’;h II“”!("TO) [Sﬂ( )8 L(n')(ﬂf)ﬂf&II{“I 2 +

(5.72)
e /2 (1 By A - o whi(z) .
™, (z)? (ﬂ)l S (sgni iy - = |P 2 P K 32
‘ m; Z T T @)z K] \ 2 1B g, Hil(z0) ¢ (=)
Die in Ref. [Kra 65] abgeleitete lokale Dispersionsrelation der hier betrachteten elektro-

statischen Moden besteht aus je einer Gleichung fiir den Realteil w, der Wellenfrequenz
und ihrem Imaginérteil w;. Letztere Gleichung besitzt die Struktur

_ 7m0t ((a)

t — - R R (573
|[Kylvin x )

wo ein Quotient eingeht, dessen Zéhler die bereits aus der Relation (5.72) bekannte
Funktion ((z) bildet. Die detaillierte Gestalt des Nenners y, der auch in der Gleichung
fiir w, auftritt, ist hier nicht von Interesse, kann aber gegebenenfalls der Arbeit [Kra 65]
entnommen werden. Die Bedingung w; = 0 fiir marginale Stabilitit der longitudinalen
Oszillationen lautet schlieBlich gemaB Gl. (5.73)

Chnle , (5.74)

Vergleicht man dies mit der Identitit (5.72), so folgt, daB die Bedingung fiir marginale
Stabilitét erwartungsgemaf der Forderung Pibs(z) = 0 dquivalent ist.

Mit Hilfe des Ausdrucks (5.54) fiir die lokal von einer im “slab” propagierenden Mode
dissipierte Leistung P,..(z) konnten also in zwei Fallen bereits aus der Literatur be-
kannte Resultate reproduziert werden. Einerseits der Grenzfall des homogenen Plasmas,
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der die korrekte Form des Stix-Terms bestétigt, andererseits das Stabilitatskriterium
der universellen Instabilitat nach Krall und Rosenbluth, ein Beweis der Relevanz des
diamagnetischen Terms.

5.4 Zur Kompatibilitit der WKB-Leistungsbilanz mit der lo-
kalen Leistungsbilanz des rdumlich dispersiven “slab”

In Abschnitt 3.1 wurde die Leistungsbilanz der WKB-Approximation unter Beriicksich-
tigung der integralen konstitutiven Relation (2.19) erstellt. Hier soll untersucht werden
ob diese Bilanz, d.h. insbesondere die Relation (3.48) fiir die von einer WKB-Mode dis-
sipierte Lelstung P3*s(x; ky, ki), mit dem durch Gl (5.54) gegebenen exakten Ausdruck
Pois(2) kompatlbel ist. Letzterer wurde, wie aus Abschnitt 3.1 ersichtlich ist, lediglich
aufgrund von Uberlegungen auf kinetischem Niveau gewonnen und nicht wie (3. 48) durch
eine lokale Analyse der Wellengleichung.

Der Vergleich der Resultate (3.48) und (5.54) ist nicht unmittelbar méglich, weil in
Pas(z) die Fourier-Transformierte des elektrischen Feldes eingeht, hingegen die WKB-

Approximation auf das Feld im Ortsraum Bezug nimmt. Nun 18t sich allerdings mit
Hilfe der Relation

j_md:cj_oodm’ E* (s kyy ky) - (e’ @5 by, by) - E(w; by, by) = (5.75)

zfr/ dk/ Ak, B (Ko by ky) - &K s Ky Fy) - Bky, by, by)

die durch eine einfache Rechnung zu beweisen ist, zeigen, daf der exakte Ausdruck der
im Volumen 7 := R x [0, L,] x [0, L,] dissipierten Gesamtleistung die Identitit

j Bz Pay(z) = (5.76)

] " ’ ~ (1.1 H -
wL LN [ dke [ dkg B (kg by - [B(KD b k)] - Bk, by ) =

ky K

1L,L, ZZ/ dm/ dz' E*(z'; ky, ky) - [a:r i &, k”)] - E(z; ky, ky)

ky kn o

erfiillt. Die Grofle [, d°x P,,s(z) bietet sich als Ausgangspunkt einer entsprechenden Kon-
trollrechnung an, da sie sich durch die Feldgréfien der WKB-Approximation ausdriicken
lat. Im folgenden wird gezeigt, dafl sich Gl. (5.76) nach analoger Anwendung der im
Rahmen der WKB-Analysis in Abschnitt 3.1 durchgefiihrten Nahrungen, auf den aus
der Relation (3.48) folgenden Ausdruck fiir die dissipierte Gesamtleistung reduziert, wie
es aus Konsistenzgriinden erforderlich ist.

Mit dem Ansatz (3.1), wo auf die Summation iiber den Modenindex zu verzichten ist
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festes A gewahlt wird), weil die WKB-Leistungsbilanz (3.43) fiir jede WKB-
ibhingig erfiillt werden mufl, ergibt sich die Identitat

[ & Panl@) =3L,L T3 / da ] da' /M k) =52 (='sky ) (5.77)
T ky .k" -
H A
EN(a's ky y) - [a(a mshy )| - BNy, ky)

falls der modifizierte hermitesche Anteil des Leitfihigkeitskerns im Ortsraum durch

[g(a",m;ky,k”)]H = ;( (2", z; ky, kyy) + ot (2, 2" ky,k“)) (5.78)

definiert wird. Die Kurznotationen

7, = ZZ/_ (h/ Ao ci(Sa(wiky )= Sx(2'sky k) (5.

.[\y k"

e
-]
e
b

LV (kg by) - a2, 2 kys hy) - B (25 by, ky)
bzw.

I —sz dr] ot RutEi iyl shlehpiy)) (5.80)

EN (25 ky ) - gt (2,25 ky, ky) - EMas By, by)

erlauben dann die kompakte Schreibweise
[ Pas(a) = 1L, L(L + 1) . (5.81)

Unter der Voraussetzung hinreichend langsam variierender Plasmaparameter, vgl. Ab-
schnitt 3.1, kann im folgenden die asymptotische WKB-Analyse des obigen Ausdrucks
fir die dissipierte Gesamtleistung durchgefithrt werden. Dabei ist es zweckmissig, an-
stelle der asymptotischen Form (3.22) von g(a’,z;ky, k) den dquivalenten asymptoti-
schen Leitfahigkeitskern

a(a',z; ky ky) — fm dky =0 ((1 4 (e’ — 2) ) gk, ki, s ks a,) — (5.82)

Is

inge; [oRra(Ky kus o s ks s)h,_kﬁo(h‘?)}

zu benutzen, der durch einige, im Detail etwas von (3.19) bis (3.22) abweichende Re-
chenschritte hergeleitet werden kann. Damit und mit den Skalierungen (3.23) und (3.24)
folgt fiir I, gemaB Gl. (5.79) nach einer etwas linglichen Rechnung
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(5.83)

Il - QFZZ dIl:[ﬂA*(Ifs,ky, A“ {U }"'_Lai‘d.:v lllb kl|!$s) +

iﬁ%"'a’%:g_(kla k.l.; 'l,b, wa; k”) ms) - _;' g(kly I"Ls 'va Tr",)! L]]: s)ai’ I"A(ms; ky: k”) =

z g(‘l"_l_a‘l”la"yb yf) k”r ]_,_sz } E. (ms,ky:k”) +

I
::

bl

A* : ) A ‘ .
K (g‘ﬁ (ms:kyak”)) a_g(]"laklaw %b k”a ) E (ms: kyal"”)] ke Ky (20ik,y k")jlm n

wo Terme O(k?) vernachlissigt wurden. Mit der Annahme (3.26) eines schwach disper-
siven Plasmas kann man I; schlieBlich in der Gestalt

L=2% Y /_wdx[_ (s oy k)7 [has s, 05 k2] " [, s, 3 s )]

(5.84)
H'B'a:akz [g(kl,g&;%b,@f):k“,l)] X 2"’3;‘_2 [ (}u,}u,%%}v”, )J %[\’A(l‘; ky,l»“) +

’ ! A
R'é% [aig [g(kl,k_]_,?p,’l,b,k”,l‘)] }k' B }_E/\(ﬂf, ky,k“) —

&=
—
Q)!Q,

=

o
»
—
&

-
=
=
~—
SN

ot ek, ki 6 b k)] - Bk )

kr"’ﬁ-A(I;kyyk" )
schreiben.

Eine analoge Rechnung liefert fiir I, wo nun der adjungierte Leitfahigkeitskern in der
Form

gt (' ky k) — /m dky ¢ ((14 k(' — 2) 52) @* (ku, kus o, s Ry ) — (5.85)

iﬁ%‘; [%g‘{-(kra k;; ¢1 77[)’; k“; ms)]
eingeht, den Ausdruck:

+O(x%)]

ki —ky

L=2m 3 [ do| B (a3 by, ly){ =i ok, kv, ks )] o [ s 0 s )] 4

Ky ky 7T
(5.86)
o252 [albr, ks v, s ko) = 2e2 [alhe, kus b, s b 2)] 2K (20 By ) —
""8:56.&:: [g( 1> L,?,[’,% ||:$)] 2'{8!@ [g( L J.a¢:¢1 “,’B)] 3z X,\(I, Y3 ||)

A
“Caam [au [ (K, koo, 7/);k||;33)} L’ ; }-E)‘(x;ky,k“) +

o (G @ik ) - o [aCha, kus v k)] - (e by, )

k;—rK,\(r;ky,k")
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Mit den Identitdten (5.84) und (5.86) 1aBt sich die totale in 7 dissiperte Leistung gemif
Gl. (5.81) berechnen; beriicksichtigt man in dem so erzielten Ergebnis einerseits die Ska-
lierung (3.29) des diamagnetischen Terms im Leitfihigkeitskern, andererseits den Reihen-
ansatz (3.31) fiir das elektrische Wellenfeld und werden Terme O(x?) vernachléssigt, so
ergibt ein Vergleich mit Gl. (3.46)

]T o Pas(z) =% j da PR (25 ky ky) | (5.87)

ky k) i

wie es sein muf.
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Kapitel 6

Numerische Ergebnisse zur Modenkonversion der
langsamen Welle in eine Ionen-Bernstein-Welle

In diesem Kapitel werden einige der hinsichtlich des Modenkonversionsproblems der
IBW-Heizung relevanten numerischen Ergebnisse, die mit Hilfe des IBW-Codes errech-
net wurden, prasentiert. Diese umfassen neben den entsprechenden Losungen der lokalen
Dispersionsrelation eine Auswahl typischer Modenkonversionslésungen der nichtlokalen
Wellengleichung und gegebenenfalls zugehérige Leistungsdepositionsprofile. Insbeson-
dere wurden dabei untersucht:

e Die Effizienz der Modenkonversion durch Integration der nichtlokalen Wellenglei-
chung mit Hilfe des hier als “vollstindigen” Leitfahigkeitskern bezeichneten Aus-
drucks (4.15) in Fallen, in denen lokale Dimpfung vermieden werden kann. Weiters
die Reproduzierbarkeit dieser Modenkonversionslésungen im Rahmen der Appro-
ximation (4.21), auf die im folgenden als “1-Punkt-N&herung” verwiesen wird (Fig.
1 bis 10).

e Der Einfluf} einer sich in der Ndhe der Modenkonversionsschicht befindlichen Ionen-
Zyklotron-Harmonischen auf die Gestalt der lokalen Dispersionsrelation (Fig. 11 bis
20).

e Die mogliche Heizung der Abschilschicht eines Tokamaks durch lokale Dampfung
der IBW an einer hohen Ionen-Zyklotron-Harmonischen (Fig. 23 bis 36).

e Die Moglichkeit signifikanter Elektronen-Landau-Dimpfung im Bereich der Mo-
denkonversionsschicht (Fig. 21 bis 22).

e Die Gestalt der Leistungsdepositionsprofile und die Ubereinstimmung der durch In-
tegration dieser Profile berechneten Absorptionskoeffizienten mit den Ergebnissen
der globalen WKB-Leistungsbilanz, also die Priifung der Energieerhaltung einer

entsprechenden Modenkonversionslésungen der nichtlokalen Wellengleichung (Fig.
37 bis 48).

e Der EinfluB von Stéflen auf die Effizienz der Ankopplung der SW an die IBW in
der Abschalschicht (Fig. 49 bis 53).
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6.1 Die Modenkonversion der IBW in eine SW in der Nihe
der kalten LH-Resonanz

Im folgenden wird anhand diverser Plots eine konkrete numerische Lésung der nichtlo-
kalen Wellengleichung im Bereich der Modenkonversionsschicht prisentiert, wobei eine
Gegeniiberstellung der Ergebnisse, die mit Hilfe des “vollstindigen” Leitfahigkeitskernes
erzielt wurden, zu den Resultaten der “1-Punkt-Niherung” durchgefithrt wird.

e Figur 1 zeigt eine typische lokale Dispersionsrelation eines IBW-Modenkonversi-
onsproblems. Die involvierten Moden sind rein propagativ, besitzen also reelle
Wellenzahlen, sodall aufgrund der Analyse der Dispersionsrelation keine lokale
Dampfung der Moden zu erwarten ist. Dies ist eine Folge einer speziellen Wahl der
Gleichgewichtsplasmaparameter, die bewirkt, dal im FEL-Rechenbereich [gass]
keine dissipativen Mechanismen wirksam werden kénnen, d.h. weder eine Ionen-
Zyklotron-Harmonische anzutreffen ist, noch w/|k|vf, = O(1) gilt, die Bedingung
fiir starke Elektronen-Landau-Dampfung.

Im Plot ist der Realteil des Brechungsindex in Normalrichtung zum statischen
Magnetfeld gegen die z-Koordinate des “slab” aufgetragen, die der radialen Koor-
dinate im Bereich der Abschélschicht eines Tokamaks entspricht. # = z, = 41 c¢cm
bezeichnet dabei die Position des Limiters, £ = z; = 44 c¢m einen Punkt nahe der
Wand, bzw. nahe der Miindung eines Grills. Dieser Plot wurde fiir einen parallelen
Brechungsindex n) = 7 berechnet. Wenn man in Richtung fallender z-Werte, d.h.
von auflen nach innen vorgeht, sieht man zunéchst den Zweig der langsamen Welle,
der nur fur nﬁ > 1 propagativ ist. Im AnschluB daran folgt die Modenkonversi-
onsschicht, wo drei Moden simultan existieren. Schlieflich sicht man den Zweig
der IBW mit seinen relativ grofien n,-Werten, also kurzen Wellenlingen von der
GréBenordnung des Ionen-Gyroradius.

In diesem numerischen Beispiel wurde eine Wellenfrequenz von f = 438 MHz
gewéhlt, was in etwa dem Frequenzbereich der IBW-Heizexperimente am FTU
entspricht, vgl. Abschnitt 1.3. Weiters wurden exponentiell abfallende Dichte-
und Temperatur-Profile eines e™-H*-Plasmas vorausgesetzt, die durch ny(z) :=
N (Ta)[Ma(®s) /na(z,)](F2)/ (#6=2a)] by, einer analogen Formel fiir die Tempera-
turen definiert, und durch folgende Werte (in cgs-Einheiten) fixiert sind:

fig(#) = {2, ) = 382 ¥ 10% coi™® |

ne(zp) = ni(z) = 0.72 x 10'2 cm™3 |

T.(za) = Ti(z,) = 1.10 x 1071° cm?gls~2 = 68.7 eV und
Te(zp) = Ti(zp) = 0.83 x 1071° cm?gls™2 = 51.8 eV.

Diese Profile besitzen Gradientenlingen L[n.(z)] = L[ni(z)] = 1.8 cm bzw.
L[T.(z)] = L[Ti(z)] = 10.65 cm, vgl. (3.4). Fir das statische Magnetfeld
wird ein “1/(Ro 4 z)”-Abfall angenommen, wo R, dem grofien Radius im To-
kamak entspricht. Im konkreten Fall wurde Ry = 165 cm und |B**!(z,)| =
6.4 x 10* cm'/?g!/2%s~! = 6.4 T gewihlt. Das fithrt auf ein statisches Magnet-
feld von rund 8 Tesla auf dem “slab”-Aquivalent zur magnetischen Achse, definiert
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durch 2 = 0 cm, und auf ein Frequenzverhiltnis von w/Qc; = 4.49 an der Stelle
@ = 41.5 cm. Man befindet sich also zwischen vierter und finfter Ionen-Zyklotron-
Harmeonischer, sodaf die SW an die IBW mit Index 4 ankoppelt, vgl. Abschnitt
1.3.

Figur 2 zeigt fiir den Brechungsindex n, = 5 den Realteil der z-Komponente
des elektrischen Wellenfeldes der zur Dispersionsrelation aus Figur 1 gehérenden,
mit Hilfe des “vollstandigen” Leitfahigkeitskernes erstellten Losung der nichtloka-
len Wellengleichung. Die Amplitude der extern angeregten, einlaufenden SW ist
dabei, wie auch in allen folgenden Beispielen, bei = z; auf eine Einheitsampli-
tude normiert. Ohne Schwierigkeit kénnen im Plot dje langwellige SW und die
kurzwellige IBW identifiziert werden. In der Modenkonversionsschicht kommt es
hingegen zu einer komplizierten Uberlagerung der drei simultan existierenden Mo-
den der lokalen Dispersionsrelation aus Figur 1. Eine Beurteilung der Effizienz
dieser Modenkonversion wird durch die entsprechenden Ergebnisse der globalen
Leistungsbilanz (4.107) bis (4.110) ermdglicht; es ergibt sich ein Transmissionsko-
effizient T' = 101.7%, ein Reflexionskoeffizient R — 0.0% und schlieBlich gemif
Gl (4.110) ein zugehoriger Absorptionskoeffizient A = —1.7%. Da im untersuch-
ten Szenario keine lokale Dédmpfung der involvierten Moden zu erwarten ist, sollte
die numerische Lésung einen verschwindenden Absorptionskoeffizienten liefern; der
kleine negative Wert von A stimmt damit gut iiberein, zumal gemif GI. (4.97)
bis (4.100) die WKB-Amplituden der Wellenlésung in A quadratisch eingehen.
Da in der numerischen Rechnung die vernachlissigharen diamagnetischen Terme
nicht mitgenommen wurden, die gema8 der Diskussion in Abschnitt 5.2 erst die
Moglichkeit eines irreversiblen Energietransfers vom Plasma auf die Welle ersff-
nen, muf} der negative Wert von A physikalisch bedeutungslos sein. Er ist offenbar
auf numerische Ungenauigkeiten der Rechnung zuriickzufithren und erlaubt so die
Abschétzung ihrer GroBenordnung. Bemerkenswert ist der praktisch verschwin-
dende Reflexionskoeffizient; die Modenkonversion ist vollstandig und eine effiziente
Ankopplung an die IBW méglich, wenigstens solange durch geeignete Parameter-
wahl deren lokale Dimpfung in der Nihe der Modenkonversionsschicht vermieden
werden kann.

Figur 3 zeigt nun einen Vergleich der lokalen Dispersionsrelation aus Abbildung 1
mit jener Dispersionsrelation, die man im Rahmen der “1-Punkt-Naherung” des
Leitfahigkeitskernes gemiB Gl. (4.20) erhilt. Wie in Abschnitt 4.2 im Rahmen der
Diskussion dieser Approximation bereits erlautert wurde, bleibt der Zweig der SW
durch sie offensichtlich unbeeinfluit. Die Ubereinstimmung der Losungen beider
Dispersionsrelationen ist im konkreten Fall, wo als Entwicklungspunkt fiir den
FGR-Anteil des Leitfahigkeitskernes Tezp = 41.5 cm gewdhlt wurde, auch fiir den
IBW-Zweig ausgezeichnet; insbesondere sind diese bei 7 — Terp, Wie es sein muf,
identisch. .
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e In Abbildung 4 ist wieder der Realteil der z-IKlomponente des elektrischen Wellenfel-
des als Funktion der Ortskoordinate z zu sehen, wobei die Lésung der nichtlokalen
Wellengleichung fiir die gleichen Parameterwerte wie sie den Figuren 1 bis 3 zu-
grunde liegen, errechnet wurde, nun allerdings mit Hilfe der “1-Punkt-Néherung”
des Leitfahigkeitskernes. Die entsprechende globale Leistungsbilanz, vgl. Abschnitt
4.6, liefert dazu die Koeffizienten T = 98.6%, R = 0.0% bzw. A = 1.4%, in guter
Ubereinstimmung mit den zu Figur 2 gehérenden Resultaten. Der Vorteil dieser
Néherung liegt in der Rechenzeit begriindet; so sind entsprechende Rechnungen in
Abhéngigkeit von der Anzahl der Gitterpunkte im z-Intervall [z,, z;] typisch um
einen Faktor 500 — 1000 schneller als jene, die auf dem “vollstindigen” Leitfihig-
keitskern basieren, vgl. Abschnitt 4.5. Der direkte Vergleich der Plots 2 und 4 zeigt,
dafl die “1-Punkt-Ndherung” die Tendenz besitzt, die Amplituden der Wellen zu
tiberschitzen. Auch treten insbesondere innerhalb der Modenkonversionsschicht
geringfiigige Phasenverschiebungen zwischen beiden Wellenlésungen auf.

e Figur 5 zeigt den bereits in Abbildung 2 dargestellten Realteil von E,, nun gemein-
sam mit dem zugehorigen Imaginarteil. Man beachte die Phasenverschiebung von
Real- und Imaginarteil, die auf eine laufende Welle schlieBen 148t, ebenso wie der
verschwindende Reflexionskoeffizient dieser mit Hilfe des “vollstindigen” Leitfihig-
keitskerns errechneten Modenkonversionslésung,.

e In Figur 6 sind die entsprechenden Gréfien, nun mit Hilfe der “l-Punkt-N&he-
rung” errechnet, dargestellt. Auch hier besteht eine gute Ubereinstimmung mit
den Ergebnissen aus Abbildung 5.
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e Die Figuren 7 und 8 zeigen die elektrischen Feldkomponenten in y-Richtung der
Wellenlésungen des in diesem Abschnitt diskutierten Szenarios. Dabei wird in Ab-
bildung 7 das zum “vollstandigen” Leitfihigkeitskern gehdrige Ergebnis dargestellt,
bzw. zum Vergleich in Abbildung 8 das Resultat der “1-Punkt-Ndherung”.

104



Figur 7

07

44,0

x [cm]

44
z [cm]

43 .4

©
T
-t
o~
T o~
<
©0
T N =,
<
|||||||||||||||||||| b i
——
o
<t

-0.06



e In den Figuren 9 und 10 ist schliefllich die z-Komponente des elektrischen Wel-
lenfeldes abgebildet. Dabei wurde Figur 10 mit Hilfe der “I-Punkt-Naherung”
errechnet. Aus den Abbildungen 5, 7 und 9 oder 6, 8 und 10 kann abgelesen
werden, daff die SW und insbesondere die IBW erwartungsgemif im wesentlichen
longitudinal polarisiert sind, vgl. Abschnitt 1.3, wobei die Ausbreitungsrichtung
der Moden in etwa der z-Richtung entspricht.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daf§ im konkreten Szenario, charakterisiert durch
die Dispersionsrelation aus Figur 1, der FGR-Entwicklungsparameter A; := %kj"_(g?ym)z
in etwa den Wert 5 besitzt, die entsprechende Wellengleichung also tatsichlich nichtlo-
kal, d.h. als Integro-Differentialgleichung zu behandeln ist. Bei ihrer Lésung sorgt, auch
im Falle der Anwendung der “I-Punkt-Naherung”, ein Wert des diskreten Parameters s,
der bei einer gegebenen Gitterkonstanten' A = 0.005 cm einer Nichtlokalitéitslinge von
Lyoniocat = sh = 0.12 cm entspricht, das sind in etwa 6 Ionen-Gyroradien, bereits fiir
zufriedenstellende Konvergenz.

Entsprechende, mit Hilfe des IBW-Codes durchgefithrte numerische Experimente zei-
gen, daf die vollstandige Konversion der SW in eine IBW, wie sie im Falle der durch
Figur 1 charakterisierten Konfiguration gefunden wird, allen Szenarien gemein ist, in
denen durch eine entsprechende Wahl der Profile der Gleichgewichtsplasmaparameter
eine lokale Dampfung der Moden innerhalb des FEL-Rechenbereichs (€4, 23] vermieden
werden kann. Folglich erscheint im Hinblick auf die IBW-Heizung die effiziente An-
kopplung der iiber den Koppler eingespeisten Leistung an den IBW-Zweig prinzipiell
moglich. Zu kléren ist im folgenden allerdings noch der EinfluB bisher unterdriick-
ter (Ionen-Zyklotron-Dampfung, Elektronen-Landau-Dampfung) bzw. vernachlassigter
(Stofdampfung) dissipativer Effekte, die méglicherweise parasitire Verlustkanile dar-
stellen.

!Diese ist so zu wihlen, daB eine ausreichende Auflosung der IBW sichergestellt ist.
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6.2 Die lokale Dispersionsrelation des IBW-Modenkonversi-
onsproblems in der Nihe einer Ionen-Zyklotron-Harmo-
nischen

In diesem Abschnitt soll der Einflu einer Ionen-Zyklotron-Harmonischen auf die Cestalt
der lokalen Dispersionsrelation eines IBW-Heizszenarios im Bereich der Abschilschicht
untersucht werden, mit dem Ziel, die mégliche Struktur der Lésungen der W ‘ellenglei-
chung abzuschatzen Durch Variation des skalierenden Faktors von |B***(z)|, dem

“slab”-Aquivalent zum Toroidalfeldprofil im Tokamak, wobei sich nur dessen Absolut-
werte dndern, nicht aber die Profilgestalt, wird eine Folge von Szenarien erzeugt, die sich
durch die P051t10n der Ionen-Zyklotron-Harmonischen unterscheiden und durch einen
einzigen Parameter [w/Qc;]; = const. charakterisiert werden kénnen. Mit wachsenden
Werten von [w/Q¢i]z = const. Wandert dabei gewissermaflen die Harmonische vom Rand-
bereich des Plasmas in Richtung zentraler Regionen.

e Figur 11 zeigt eine lokale Dlspelsmnsrelatlon rein propagativer Moden, die durch
den Parameterwert [w/Qci]z = 41.5cm = 4.49 charakterisiert und im z- Intervall
[41 cm,43 cm] mit der Dispersionsrelation aus Figur 1 identisch ist. Sie soll das
Ausgangsszenario dieser parametrischen Studie bilden, in der konkret die Posi-
tion der fiinften Ionen-Zyklotron-Harmonischen iiber die Modenkonversionsschicht
hinweg variiert wird. Dabei wurden hier die der Figur 1 zugrundeliegenden Para-
meterwerte iibernommen, wobei es sich allerdings im Hinblick auf die graphische
Darstellbarkeit der Elgebmsse als zweckmiBig erwies, die exponentiellen Dichte-
und Temperaturprofile auf das Intervall [37 cm, 47 cm] fortzusetzen. Bezeichnet
also z, den Punkt * = 37 cm, bzw. 3 den Ort z = 47 cm, dann gilt fir die
Parameterwerte an den Intervall-Endpunkten:

ne(T.) = ni(z,) = 3.535 x 10! cm—3 |

Fl B} = n,(rb) =0.014 x 10" ecm™2 |

Tils,) = T:(x,) = 1.601 % 10-10 cm2g15‘2 =99.9 eV, bzw.

Te(zp) = Ti(zp) = 0.626 x 10719 cm?gls—2 = 39.1 eV.

Das statische Magnetfeld ist wieder durch |B**(z)| = BaisRo/(Ro + ) gegeben,

mit RBg = 165 cm bzw. B,gs = 8 T. In diesem Fall befindet sich die Position der

finften Harmonischen aufierhalb des im Diagramm dargestellten Bereiches, bei

& = 64.5 cm. Die kalte LH-Resonanz ist an der Stelle z = 40.8 c¢m lokalisiert, also

nahe der Modenkonversionsschicht, wo der SW- Zweig mit dem Zweig der vierten

IBW durch drei simultan e\(lstlerende Moden verbunden wird.

¢ Figur 12 zeigt die zu Abbildung 11 gehérenden evaneszenten Moden, also Moden
die einen rein imagindren Brechungsindex in Normalrichtung zum statischen Ma-
gnetfeld besitzen. Dabei bezeichnet “FW” die schnelle Welle, bzw. “FGR-Zweig”
Zweige, die durch finite-Gyroradius-Effekte entstehen, sodaB sie im Grenzfall ver-
sch\\mdender Gyroradien gegen Unendlich dnerglercn. Die jenseits der kalten LH-
Resonanz evaneszente SW ist offenbar, wie ihr propagatives Gegenstiick, mit einem
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solchen FGR-Zweig verbunden. Ein weiterer ist oberhalb von Im(n ) = 1700 anzu-
treffen, also extrem stark gedimpft und daher wohl ohne physikalische Bedeutung.

Die evaneszenten Losungen der Dispersionsrelation sind hier nur der Vollstandig-
keit halber angefithrt. Aufgrund ihrer Polarisationen spielen sie fiir das IBW-
Modenkonversionsproblem, wie es durch Figur 11 charakterisiert ist, keine Rolle
und kénnen in den Randbedingungen zur Integration der nichtlokalen Wellenglei-
chung vernachléssigt werden.

In Figur 13 ist die lokale Dispersionsrelation der propagativen Moden fiir
[w/Qcilz = 41.50m = 4.86 dargestellt. In diesem Fall befindet sich die fiinfte Ionen-
Zyklotron-Harmonische bei z = 47.3 cm, also knapp aufBerhalb des dargestellten
Bereiches. Der wesentliche Unterschied zu Figur 4 besteht darin, daf es zu keiner
Ausformung einer ausgepragte Modenkonversionsschicht kommt.

Es bleibt anzumerken, dafl in der Nihe einer Ionen-Zyklotron-Harmonischen im
allgemeinen keine rein propagativen Moden mehr auftreten. Diese Moden unterlie-
gen vielmehr einer mehr oder weniger ausgeprigten lokalen Dampfung, sodafl ihre
Brechungsindizes, d.h. ihre dimensionslosen Wellenzahlen in Normalrichtung kom-
plexwertig sind. Dies trifft insbesondere auf den IBW-Zweig zu. Im Rahmen dieser
Arbeit wird allerdings auf die Darstellung der zugehérigen Imaginarteile verzichtet.

Figur 14 zeigt die Dispersionsrelation fiir den Parameterwert [w/Qc;]; = 41.50m =
4.92. Rechts der finften lonen-Zyklotron-Harmonischen, die bei 2 = 44.4 cm
anzutreffen ist, tritt nun in Form einer geschlossenen Kurve der Zweig der IBW
mit Index 5 auf, der sich entsprechend den Bemerkungen in Abschnitt 1.3 nur
zwischen fiinfter und sechster Harmonischer ausbreiten kann.
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e Aus Figur 15 und 16 ist die Entwicklung des Zweiges der fiinften IBW im Para-
meterbereich zwischen [w/Qci]z = 41.5em = 4.99 und [w/Qci)s = 41.5cm = 5.01 ab-
zulesen. Die geschlossene Kurve der fiinften IBW wandert niher an die kalte LH-
Resonanz heran und verbindet sich schlieBlich mit der SW bzw. der vierten IBW,
wodurch sich wieder eine Modenkonversionsschicht ausbildet, charakterisiert durch
drei simultan existierende Moden. Dabei ist die 5. Ionen-Zyklotron-Harmonische
in Abbildung 15 bei z = 41.6 cm bzw. in Abbildung 16 bei z = 41.0 cm lokalisiert.
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e Figur 17 und 18 zeigen die lokale Dispersionsrelation fiir die Parameterwerte
[w/Qei]z = 41.5cm = 5.06 und [w/Qcils = 41.5cm = 5.13. Im wesentlichen ist eine Ver-
schmilerung der Modenkonversionsschicht zu beobachten. Die 5. Ionen-Zyklotron-
Harmonische, die sich in Figur 17 an der Stelle ¢ = 38.7 cm befindet, bzw. in Figur
16 bei z = 35.8 cm, zieht dabei gewissermaflen den stark aufgesteilten Zweig der
5. IBW ins Plasmainnere mit.
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e Figur 19 und 20 dokumentieren, nun fiir die Werte [w/Qcils = 41.5cm = 5.29 bzw.
[w/Qeilz = 41.5cm = 5.71, eine Fortsetzung der Tendenz einer Verschmilerung der
Modenkonversionsschicht; d.h. in Figur 20 wird schlieflich gar keine mehr ausge-
bildet. In beiden Fallen befindet sich die fiinfte Ionen-Zyklotron-Harmonische weit
auflerhalb des dargestellten Bereiches, namlich bei # = 30.1 cm, bzw. z = 15.7 cm.

Entsprechend der ausgeprigten Ahnlichkeit von Figur 13 mit Figur 20 kann generell
festgestellt werden, daB sich das durch die Abbildungen 11 bis 20 dokumentierte Verhal-
ten der Dispersionsrelation beim Durchgang der finften Ionen-Zyklotron-Harmonischen
qualitativ auch im Falle eines Durchgangs héherer Harmonischer wiederholt.

Der Analyse der lokalen Dispersionsrelationen solcher Szenarien, in denen die Modenkon-
version der SW in eine IBW in unmittelbarer Nahe einer lonen-Zyklotron-Harmonischen
stattfindet, wie etwa in Figur 14 bis 17 dargestellt, sollte nun die Integration der nicht-
lokalen Wellengleichung fiir diese Konfigurationen folgen. Dabei stellt sich aber das
Problem, dafl die involvierten Moden zum Teil sehr groe Brechungsindizes besitzen, bis
hin zu Werten Re(n,) &~ 1.3 x 10*cm™, denen Wellenlingen in Normalrichtung zum
statischen Magnetfeld in der GroBenordnung von 0.005 cm entsprechen. Die Aufiosung
dieser extrem kurzwelligen Moden wiirde ein sehr feines Gitter voraussetzen und in der
Folge bei der Losung der Wellengleichung zu extrem langen Rechenzeiten fithren, vgl.
Abschnitt 4.5, Fuinote 9, bzw. Abschnitt 4.6 und 4.7.

Man koénnte nun versuchen die “1-Punkt-Naherung” des Leitfahigkeitskernes zu benut-
zen, die wie in Abschnitt 4.5 erortert, viel Rechenzeit einsparen wiirde. Doch konnte
mit dem so approximierten Leitfahigkeitskern schon die komplizierte Struktur der Di-
spersionsrelationen aus den Abbildungen 14 bis 17 nicht zufriedenstellend reproduziert
werden, sodaf der Einsatz der “1-Punkt-Naherung” zur Integration der Wellengleichung
nicht zweckmaéfig erscheint. Einen Ausweg aus dieser Zwangslage stellt eine Parameter-
wahl dar, die auf etwas artifizielle Szenarien fiihrt, die allerdings den Erfordernissen der
Numerik mehr entgegenkommen. Diese Szenarien sollten immer noch wesentliche In-
formationen {iber den Einflufl einer lonen-Zyklotron-Harmonischen auf die Effizienz der
Modenkonversion liefern kénnen, und werden im folgenden Abschnitt gemeinsam mit
den entsprechenden Lésungen der nichtlokalen Wellengleichung prisentiert. Es bleibt
anzumerken, daf} trotz dieser, fiir die numerische Rechnung giinstigeren Parameterwahl,

die Integration der Wellengleichung erst nach einer relativ aufwendigen Optimierung des
IBW-Codes moglich war.
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6.3 Die Modenkonversion der IBW in eine SW in der Nihe
einer Ionen-Zyklotron-Harmonischen

Im folgenden soll eine parametrische Studie, &hnlich der des vorangehenden Abschnitts
prisentiert werden, wobei nun allerdings zu den lokalen Dispersionsrelationen die ent-
sprechenden Lésungen der integralen Wellengleichung erstellt werden. Dies erfordert,
wie bereits diskutiert, Zugestdndnisse bei der Parameterwahl, da die Berechnung der
zu den Figuren 14 bis 17 gehorenden Wellenldsungen auf der dem Autor zur Verfiigung
stehenden Computer-Anlage (eine Multi-User Cray-YMP am Rechenzentrum Garching)
aufgrund der dafiir notwendigen langen Rechenzeiten praktisch nicht durchfiihrbar ist.

Bei der Auswahl der Parameter, die zu numerisch berechenbaren Szenarien fithren, wur-
den zwei allgemeine Tendenzen beriicksichtigt, die aufgrund der Analyse einer Vielzahl
von Dispersionsrelationen gefunden wurden. Bei Erhéhung des Wertes von ny verschiebt
sich das Maximum der Losung einer Dispersionsrelation Re(n ) gegen niedrigere Werte,
d.h. der Wert jener Gitterkonstanten, die die involvierte Mode gerade noch auflésen
kann, wird gréfer. Eine &hnliche Wirkung erzielt man, wenn man die Temperaturpro-
file, d.h. insbesondere das Ionen-Temperaturprofil im Bereich der Abschilschicht anhebt.
Nutzt man beide Effekte gleichzeitig aus, so kann man Konfigurationen finden, deren Be-
schreibung durch ein hinreichend grobes Gitter méglich ist (typisch um die 600 bis 800
Gitterpunkte auf 3 bis 4 cm), soda8 die numerische Lésung der nichtlokalen Wellenglei-
chung in einer verniinftigen Zeitspanne erfolgen kann.

e In Figur 21 ist nun ein solches “Hochtemperaturszenario” fiir n| = 20 darge-
stellt, was dem oberen Bereich des von einem typischen Koppler abgestrahlten
n|-Spektrums entspricht. In diesem numerischen Beispiel wurde eine Wellenfre-
quenz von f = 668 MHz gewahlt. Weiters wurden wieder exponentiell abfallende
Dichte- und Temperatur-Profile eines e~- H*-Plasmas vorausgesetzt, die durch fol-
gende Werte an den Punkten z, = 30 cm bzw. z, = 34 cm fixiert sind: '

n.(z,) = ni(z,) = 3.89 x 102 cm™3 ,

ne(zy) = ni(zp) = 1.23 x 10'? ecm™2

Te(zo) = Ti(za) = 3.59 x 1071% cm?gls—2 = 224.2 eV und
To(zs) = Te(zs) = 1.38 x 1071° em?gls—2 = 86.2 V.

Diese Profile besitzen Gradientenlingen L[n.(z)] = L[ni(z)] = 3.47 cm bzw.
L[T.(z)] = L[T;(x)] = 4.18 cm, vgl. (3.4). Hier wird ein lineares statisches Magnet-
feld der Form |B***(z)| = B,(1—(z—=z,)/L) angenommen, mit B, = | B* )] =
5.23 x 10* cm!/?g!/%s71 = 5.23 T und L = 300 cm. Das fithrt auf ein Frequenz-
verhéltnis von w/¢; = 8.43 an der Stelle z = 32 cm.

Obwohl man sich nun also zwischen 8. und 9. Ionen-Zyklotron-Harmonischer be-
findet (die SW koppelt dementsprechend an die IBW mit Index 8 an), zeigt Abbil-
dung 21 im Gegensatz zu den Dispersionsrelationen aus Figur 1 bzw. Figur 11, die
ebenfalls Szenarien zwischen zwei Harmonischen beschreiben, keine ausgepragte
Modenkonversionsschicht. Vielmehr erfolgt der Ubergang der SW in die IBW, auf-
grund des hohen n)-Wertes, flieBend. Von besonderem Interesse sind in diesemn Fall
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die zu Figur 21 gehorenden Imaginarteile; so lautet beispielsweise bei z = z, die
vollstandige komplexe Losung der Dispersionsrelation ny = 1050 — 1552, bzw. bei
T = x3, n; = 368 — 6i. Sowohl die SW als auch die IBW scheinen also starker
Dampfung zu unterliegen.

Dies wird durch Figur 22 bestitigt, in der die z-Komponente des elektrischen Feldes
der entsprechenden Wellenlésung fiir n, = 5 dargestellt ist. Die IBW kann nicht
angeregt werden, da die SW bereits vor ihrer Konversion vollstindig absorbiert
wird. Die zugehorige globale Leistungsbilanz liefert die Koeffizienten A = 100%,
T = 0% und R = 0%. Es tritt also auch hier wie in Fig. 5 keine Reflexion
auf, jedoch wird die eingestrahlte Leistung vollstandig zur parasitaren Heizung des
Randschichtplasmas verbraucht. Da sich keine lonen-Zyklotron-Harmonische im
FEL-Rechenbereich befindet, kann diese Leitungsdissipation nur durch Elektronen-
Landau-Dampfung erfolgen, was durch den Wert 1.69 des Parameters c¢/nvf, an
der Stelle = w3, der in die Bedingung ¢/njv;, = O(1) signifikanter Elektronen-
Landau-Dampfung eingeht, bekraftigt wird. Fiir die IBW-Heizmethode bedeu-
tet das, daB die eingekoppelten n)-Spektren nach oben hin begrenzt sein miissen,
da Anteile zu grofier n)-Werte auf eine unerwiinschte Heizung der Abschélschicht
fithren wiirden.

Figur 23 zeigt das Szenario, das man aus Figur 21 durch Absenken des exponenti-
ellen Elektronen-Temperaturprofils gemafl

T.(z,) = 0.87 x 107% cm?g!s™2 = 54.3 eV bzw.

Te(zp) = 0.41 x 1071 cm?gls™ = 25.6 eV

erhélt, wodurch sich der Parameter c/nvf, bei 2 = z; auf den Wert 5 erhoht. Es
ist also kaum mehr signifikante Elektronen-Landau-Dampfung zu erwarten, was
auch die sehr kleinen zur Losung der Dispersionsrelation in Figur 23 gehérenden
Imaginérteile von n; bestitigen (beispielsweise n; = 988 — 0.37 bei z = z,).
Die Wahl stark unterschiedlicher Elektronen- und Ionentemperaturen ist arti-
fiziell, ermoglicht aber in der folgenden Untersuchung den EinfluB der Ionen-
Zyklotron-Harmonischen auf die Effizienz der Modenkonversion zu isolieren, der
sonst vollstindig durch die Elektronen-Landau-Dampfung verdeckt wiirde. Das in
Figur 23 dargestellte Szenario dient als Ausgangskonfiguration dieser parametri-
schen Studie, wobei hier durch Absenken des Wertes B, im linearen Magnetfeld-
profil die achte Tonen-Zyklotron-Harmonische von links nach rechts, also von innen
nach auflen durch den FEL-Rechenbereich bewegt wird.

In Figur 24 ist die zur Dispersionsrelation aus Figur 23 gehérende Wellenlosung
abgebildet, fiir die die globale Leistungsbilanz A = —0.05%, 7" = 100.05% bzw. R =
0.00% liefert. Der niedrige Wert des Absorptionskoeffizienten steht im Einklang
mit der speziellen Parameterwahl, durch die innerhalb des FEL-Rechenbereichs
lokale Dampfung vermieden wird. Er stellt eine gute Konvergenz der prasentierten
Wellenlosung sicher. Auch ist die Modenkonversion wiederum vollstandig.
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Figur 23
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e Fig. 25 zeigt die lokale Dispersionsrelation fiir den Fall [w/Q%ils = 32em = 8.32, wo
dhnlich wie in Abbildung 1 eine deutlich ausgeprigte Modenkonversionsschicht zu
sehen ist.

e Die entsprechende Wellenl6sung zu Figur 25 ist in Figur 26 dargestellt. Die einlau-
fende SW kann sich ungehindert bis zur Modenkonversionsschicht ausbreiten, wo
eine Uberlagerung der drei simultan existierenden Moden gerade noch erkennbar
ist. Die IBW unterliegt aber offenbar derart starker Dampfung, da8 sie prak-
tisch nicht mehr angeregt werden kann, und dies, obwohl die 8. Ionen-Zyklotron-
Harmonische noch relativ weit entfernt, im zentralen Plasmabereich anzusiedeln
ist. Die globale Bilanz liefert hundertprozentlge Absorption der eingekoppelten
Leistung und wiederum keine Reflexion. Generell kann an dieser Stelle vorwegge-
nommen werden, daf bei allen in vorliegender Arbeit untersuchten Modenkonversi-
onsszenarien kelne Reflexion der SW zu beobachten ist; dabei sind die entsprechen-
den Werte von R mit einer Genauigkeit gleich Null zu setzen, die die zu erwartende
Prézision des numerischen Verfahrens um GréBenordungen iibertrifft. Bei den fol-
genden Darstellungen der Modenkonversionslésungen wird daher der Einfachheit
halber der Hinweis auf die verschwindenden Reflexionskoeffizienten unterlassen.
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e In Figur 27 ist die Dispersionsrelation fiir den Fall [w/Qilz = 32em = 8.14 darge-
stellt, bzw. in Figur 28 die z-Komponente des elektrischen Feldes der zugehorigen
WellenlSsung. Auch hier kommt es wieder zur vollstindigen Absorption der einge-
strahlten Leistung. Die 8. Ionen-Zyklotron-Harmonische befindet sich zwar noch
auflerhalb des FEL-Rechenbereiches, ist nun aber doch etwas nihergeriickt, sodafl
die Dampfung der IBW effizienter wird und innerhalb der Modenkonversionsschicht
keine Superposition der entsprechenden drei Moden erkennbar ist. Die SW scheint
als einzige nicht der Ionen-Zyklotron-Dampfung zu unterliegen und breitet sich
in guter Ubereinstimmung mit der lokalen Dispersionsrelation mehr oder weniger
ungehindert bis zu z & 31.4 cm aus.
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Figur 27
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e Figur 29 zeigt ein mit Figur 27 vergleichbares Szenario, nun mit einer etwas breite-
ren Modenkonversionsschicht, das auf die Wellenlésung aus Figur 30 fiihrt. Auch
fir diesen Fall, also [w/Q¢:], = 32em = 8.09, wo die 8. [onen-Zyklotron-Harmonische
noch immer aulerhalb des Intervalls [z,, z;] lokalisiert ist, gilt wieder A = 100%.




Figur 29
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e Figur 31, wo die Dispersionsrelation fiir den Parameterwert w/Q%i]z = 32cm = 8.05
dargestellt ist, unterscheidet sich von Figur 29 insofern, als es zur Ausbildung
einer blasenférmigen geschlossenen Kurve fiir den Zweig der achten IBW kommt.
Analog zu dem in Figur 15 abgebildeten Szenario besitzt die SW links der 8. Ionen-
Zyklotron-Harmonischen, die sich nun am Ort z = 30.2 cm befindet, eine Konfluenz
mit der siebten IBW.

e Die entsprechende Losung der Wellengleichung in Figur 32 ist jener aus Abbildung
30 sehr dhnlich, wobei es kaum iiberraschen diirfte, dafi die IBW mit Index 8 nicht
angeregt wird.
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Figur 31
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o Verkleinert man den Wert des Paramters [w/Qc:]s = 32¢m auf 8, dann erhilt man
das in Figur 33 dargestellte Szenario. Die achte lonen-Zyklotron-Harmonische
befindet sich nun offenbar genau bei 2 = 32 cm; der blasenférmige Zweig der 8.
IBW ist verschwunden. Die in Figur 34 abgebildete Losung zeigt wieder eine totale
Absorption der eingestrahlten Leistung, wobei sich die SW noch ein gutes Stiick
iiber die Harmonische hinweg ausbreiten kann.
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Figur 33
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e Ein interessanter Fall ist in Figur 35 zu sehen, die die Dispersionsrelation fiir
[w/Qcile = 32em = 7.92 darstellt. Die achte Ionen-Zyklotron-Harmonische ist nun
bei z = 35 cm, also etwas auBerhalb des FEL-Rechenbereiches auf der SW-Seite
lokalisiert. Figur 36 zeigt die entsprechende Wellenlésung, die sich als SW offenbar
auch in der Néhe der Harmonischen ungehindert ausbreiten kann; erst nach ihrer
Konversion in die IBW setzt starke Dampfung ein, sodall gemi den Ergebnissen
der globalen Leistungsbilanz, A = 99.82%, T' = 0.18% bzw. R = 0.00% sogar noch
ein geringer Teil der eingekoppelten Leistung transmittiert wird.

Die in Figur 23 bis 36 dargestellten Ergebnisse lassen Bedenken hinsichtlich der Effizi-
enz des Kopplungsmechanismus der IBW-Heizung aufkommen. Zwar ist die SW gegen
héhere Ionen-Zyklotron-Harmonische insensitiv, die IBW unterliegt aber starker Ionen-
Zyklotron-Resonanz-Dampfung und kann daher in der Nihe einer solchen Harmonischen
nicht effizient angeregt werden. Obwohl diese Aussagen im Rahmen der etwas artifiziel-
len Szenarien iiberhdhter lonentemperaturen (gegeniiber den Elektronentemperaturen)
gewonnen wurden, scheinen sie von allgemeiner Giiltigkeit zu sein; so weisen die ent-
sprechenden Dispersionsrelationen eine groBe Ahnlichkeit mit jenen auf, die fiir eine
kleinere parallele Wellenzahl die realistischeren Konfigurationen aus Abschnitt 6.2 cha-
rakterisieren. Demzufolge ist bei Heizexperimenten mit IBW zu vermeiden, daB sich
eine lonen-Zyklotron-Resonanz in der Abschilschicht befindet, da sonst, wenigstens bei
entsprechenden Leistungsfliissen, eine nicht vernachléssighare parasitire Heizung des
Randschichtplasmas zu befiirchten ist.




Figur 35
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6.4 Leistungsdepositionsprofile

Um die Relevanz der in Abschnitt 6.3 prasentierten Resultate zu bestatigen, wurden mit
Hilfe der in 5.2 beschriebenen Analysis zu einigen Modenkonversionslsungen die entspre-
chenden Leistungsdepositionsprofile numerisch berechnet. Die Integration dieser Profile
fithrt gemaB (5.56) und (4.109) schlieBlich auf einen direkt berechneten Absorptionskoef-
fizienten; dessen Vergleich mit dem Ergebnis der globalen Leistungsbilanz (4.110) dient
der Sicherstellung der Energieerhaltung und kann mit Einschrinkungen als Konvergenz-
test fiir eine errechnete Wellenlésung angesehen werden. Mit Einschrankungen deshalb,
da falls es zu signifikanten Abweichungen von der globalen Bilanz kommt, diese nicht
nur durch eine schlechte Konvergenz der F EL-Lésung sondern auch durch numerische
Fehler bei der Erstellung der Leistungsdepositionsprofile verursacht sein kénnen. Das
erscheint umso glaubhafter, als die Berechnung der lokal dissipierten Leistung geméf
Gl. (5.54) die numerische Auswertung eines komplizierten, zweifachen Fourier-Raum-
Integrals erfordert (eine etwas diffizile Art der Berechnung der Fourier-Transformierten
der Wellenlsung vorausgesetzt, vgl. (5.55)). Tatsichlich ist, wenigstens hinsichtlich
der erforderlichen Rechenzeit, die Erstellung eines Leistungdepositionsprofils numerisch
aufwendiger als die Integration der Wellengleichung, die genaugenommen nur die Aus-
wertung eines einfachen Fourier-Raum-Integrals umfaBt; letztere sollte damit auch we-
niger anféllig gegen numerische Fehler sein. Die benétigten langen Rechenzeiten liefien
die Berechnung der Leistungsdepositionsprofile nur fiir einige wenige, ausgewihlte Wel-
lenlésungen zu, namlich jene aus Figur 24, 26, 32 und 36. Dabei wurden, wie schon
bei der Integration der Wellengleichung, nur die Stix-Terme beriicksichtigt, da die dia-
magnetischen Beitrdge als vernachlissigbar anzusehen sind. Im folgenden werden zu
den Profilen (diese wurden so normiert, daf ihr Integral tiber den FEL-Rechenbereich
gerade den entsprechenden dimensionslosen Absorptionskoeffizienten ergibt) nochmals
die Realteile der z-Komponenten der elektrischen Wellenfelder gezelgt, um eine direkte
Uberpriifung der raumlichen Koinzidenz zu ermoglichen.

e In Figur 37 ist das zum Szenario aus Abbildung 23 gehdrende Leistungsdepositi-
onsprofil dargestellt. Figur 38 zeigt die entsprechende Wellenlésung, deren globale
Leistungsbilanz den Absorptionskoeffizienten A — —0.05% liefert. Das stimmt gut
mit dem Integral des Profils iiberein, das einen Koeffizienten A — 0.045% ergibt.
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e Figur 39 und 40 zeigen das Leistungsdepositionsprofil aus Abbildung 37, aufge-
spalten in Elektronen- und Ionenanteile. Entsprechende Absorptionskoeffizienten,
die A, + A; = A erfiillen, verdeutlichen, daf8 die Leistung der Welle hauptsachlich
durch die Elektronen dissipiert wird. Offenbar kommt es am Innenrand des FEL-
Rechenbereiches aufgrund des ansteigenden Temperaturprofils zu geringflgiger
Elektronen-Landau-Dampfung. Die in Figur 39 sichtbaren lokalen Extremwerte
korrespondieren dabei mit dem nichtmonotonen Verhalten der Amplitude der Wel-
lenlésung.
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e InFigur 41 ist das Leistungsdepositionsprofil der Wellenlésung aus Figur 42, die zur
Dispersionsrelation aus Abbildung 25 gehort, dargestellt. Obwohl die Gestalt die-
ses Profils den qualitativen Erwartungen entspricht (sowohl die raumliche Lage der
absorbierenden Schicht als auch der “spike” an der rechten Flanke des Profils, der
durch eine destruktive Interferenz in der Modenkonversionsschicht verursacht wird,
scheinen korrekt zu sein) ergibt sich in diesem Beispiel fiir alle untersuchten Szena-
rien die gréBte Diskrepanz zur globalen Bilanz, die den Koeffizienten A = 100% lie-
fert. Das Integral des Profils entspricht einer Absorption von A = 60.9%. Trotzdem
diirfte dieses MiBverhéltnis nicht auf eine schlechte Konvergenz der FEL-Lésung
der integralen Wellengleichung zuriickzufiihren sein. Viel wahrscheinlicher scheint,
da es aufgrund der in diesem Beispiel extrem schmalen absorbierenden Schicht
zu Problemen bei der Berechnung der lokal dissipierten Leistung kommt. Es ist
schwierig im Falle einer derart komplizierten Analysis, wie sie der Berechnung eines
Leistungsdepositionsprofils zugrunde liegt, im nachhinein die Quelle numerischer
Iehler zu isolieren, falls diese tiberhaupt isolierbar ist, doch wire eine Inkompatibi-
litdt der approximativen Berechnung der Fourier-Transformierten des Wellenfeldes
geméB (5.55) mit der hier stark lokalisierten Leistungsabsorption denkbar.
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o Figur 43 zeigt das Leistungsdepositionsprofil des Szenarios aus Abbildung 31, bzw.
Figur 44 die entsprechende Wellenlésung. Das Integral des Profils liefert einen
Absorptionskoeflizienten A = 94.5%, in guter Ubereinstimmung mit dem Ergebnis
A =100% der globalen Leistungsbilanz.
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e In Figur 45 ist das zur Dispersionsrelation aus Abbildung 35 gehérende Lei-
stungsdepositionsprofil zu sehen, bzw. in Figur 46 die entsprechende Wellenlésung.
Auch hier besteht eine gute Ubereinstimmung zwischen dem Integral des Profils,
A =104.5%, und dem Ergebnis der globalen Leistungsbilanz, A = 99.82%.
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e In Figur 47 und 48 ist schlieflich die Aufspaltung des Leistungsdepositionsprofils
aus Abbildung 45 in Elektronen- bzw. lonenanteile dargestellt. Wie fiir die Déamp-
fung der IBW an der achten Ionen-Zyklotron-Harmonischen zu erwarten ist, wird
dabei praktisch die gesamte Leistung der IBW durch die Ionen dissipiert.
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6.5 Die Modenkonversion unter dem Einflufl von Sté8en

Im folgenden soll die Effizienz der Ankopplung an die IBW unter dem Einfluf von
StoBen untersucht werden. Die Beschreibung von Plasmawellen durch die lineare Vlasoy-
Gleichung setzt eine im allgemeinen geringe Anzahl von Stéfen voraus, derart, daB das
“trapping” der Teilchen im Wellenfeld verhindert wird. Dies erklirt auch ihren dis-
sipativen Charakter, man denke beispielsweise an den Effekt der Landau-Dampfung,
obwohl die lineare Vlasov-Gleichung keinen expliziten Stofterm wie andere kinetische
Gleichungen besitzt. Abgesehen von diesem “particle detrapping” beschreibt sie jedoch
keine stofliinduzierten Effekte. Solche lassen sich aber, wenigstens qualitativ, relativ ein-
fach in das lineare Maxwell-Vlasov-Gleichungssystem einbauen; so kann beispielsweise
mit Hilfe eines Crook-StoBterms gezeigt werden, daf die Beschreibung dieser Stofieffekte
durch Hinzufiigen eines Imaginirteils zur Wellenfrequenz w in der durch die konstitu-
tive Relation (2.19) gegebenen Stromdichte gema w —  w + v%,7 méglich ist. v
bezeichnet dabei die effektiven Stofifrequenzen in den Beitrigen der verschiedenen Tejl-
chensorten a zur verallgemeinerten konstitutiven Relation. In realistischen Szenarien,
wo Coulomb-StéBe unvermeidlich sind, werden die Werte von Veoy Dach unten durch
entsprechende Coulomb-Stoffrequenzen v, beschrinkt. Es gilt also im Falle eines
Zweispezienplasmas in den Elektronentermen der konstitutiven Relation Vooll = Vauls
bzw. in den Ionentermen v/, > Veau- Im Experiment kénnen die StoBfrequenzen v2,
des Randschichtplasmas jene durch die Coulomb-Frequenzen markierten Minimalwerte
deutlich ibersteigen, beispielsweise durch Stéfe mit Neutralteilchen.

In den folgenden Abbildungen werden die Ergebnisse einer parametrischen Studie in vin
und v}, prisentiert, die mit einer geeignet adaptierten Version des IBW-Codes berechnet
wurden. Dabei dient das in Figur 3 dargestellte Szenario, wo eine effiziente Ankopplung
an die IBW méglich ist, als Ausgangskonfiguration dieser Studie, mit entsprechenden
Parameterwerten v2,;, = v!;, = 0 Hz. Um Rechenzeit zu sparen wurde im Rahmen
dieser Untersuchung, wie bei der Berechnung der zugehérigen Wellenlésung aus Figur
4, die “1-Punkt-Naherung” des Leitfahigkeitskernes zur Integration der Wellengleichung

benutzt.

Um eine Beurteilung der Untersuchungsergebnisse zu ermoglichen, sind gewissermafen
als Bezugspunkt die Coulomb-StoBfrequenzen zu berechnen. Hierzu werden dje Formeln

2
10 niZi ACoul

Ve = 1,222 x 10~ 372

(6.1)

und ,
9 Mg Z{ AC’oul

A3/
benutzt, wo die Dichten in Einheiten Teilchen/cm?® bzw. die Temperaturen in keV anzu-
geben sind. Dabei bezeichnet A; das Massenverhaltnis der Ionen zu Protonen, bzw. Aq,,
den Coulomb-Logarithmus, Acou = 30.9 — 0.5 In(n,) + In(7;) = 14. Fiir die Gleichge-
wichtsparameter am Punkt z = z, des in Figur 3 dargestellten Szenarios ergeben sich

Werte in der GréBenordnung von Voo = 3.5 x 10° Hz bzw. v/, = 8 x 10° Hz.

Vet =2.851 x 107! (6.2)
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Figur 49
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e Figur 49 zeigt die entsprechende Modenkonversionslésung fiir die Stofifrequenzen
ve, = 6.57 x 107 Hz bzw. v}, = 0.00 Hz. Hier wurden, um die Auswirkung
der Elektronenstdfle gesondert beobachten zu konnen, einerseits die lonenstéBe
vollstindig unterdriickt, andererseits die ElektronenstoBfrequenz deutlich héher
gewihlt, als sie aufgrund reiner Coulomb-5t68e zu erwarten ware. Abgesehen von
den stark reduzierten Amplituden besitzt diese Wellenlésung noch relativ grofie
Ahnlichkeit mit jener aus Abbildung 6; die Ankopplung an die IBW ist méglich,
wenn auch sehr ineffizient. Entsprechend liefert die globale Leistungsbilanz die
Koeffizienten A = 91.8%, T' = 8.2% bzw. R = 0.0%. Es sei an dieser Stelle explizite
darauf hingewiesen, daf sich die hier untersuchte Konfiguration auer durch v¢,

in keinem der Parameter von jenem durch Abbildung 1 charakterisierten Szenario
unterscheidet.

¢ Erhéht man die Elektronenstofifrequenz weiter auf v¢,;, = 2.5 x 10® Hz, dann erhilt
man die in Figur 50 dargestellte Wellenlésung. Offensichtlich wird in diesem Fall
die extern eingestrahlte SW stark gedampft; die mit geringer Amplitude angeregte
IBW scheint etwas insensitiver gegeniiber Elektronenstéfen zu sein. Die globale
Leistungsbilanz weist dhnliche Werte wie im zuvor untersuchten Beispiel auf, A =
99.96%, T = 0.04% und R = 0.00%, sodafl es wieder zur signifikanten Heizung des
Randschichtplasmas kommt.

e In Figur 51 und 52 sind die Wellenlsungen fiir die zwei Fille v/, = 1x 10" Hz bzw.

vy = 1x10® Hz dargestellt, mit jeweils verschwindender ElektronenstoBfrequenz.
Die SW wird offensichtlich von den Ionenstofien kaum beeinfluBt, ganz im Gegen-
satz zur IBW, deren Ankopplung nicht mehr méglich ist. In Figur 52 konnten sogar
die Interferenzen innerhalb der Modenkonversionsschicht vollstandig unterdriickt
werden, da sich als einzige Mode nur die SW ungehindert ausbreiten kann. Dem-
entsprechend liefert die globale Leistungsbilanz hundertprozentige Absorption der

eingekoppelten Leistung in der Abschélschicht.
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Figur 51
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e In Figur 53 sieht man den aus der globalen Leistungsbilanz diverser Wellenlsun-
gen gewonnenen Absorptionskoeffizienten A gegen den Parameter v/w = v, /w
bzw. v/w = v, /w aufgetragen. Den Coulomb-StoBfrequenzen entsprechen dabei
in etwa die Werte 3 x 107 im Ionenast bzw. 1.27 x 10~* im Elektronenast, die sich
beide knapp vor dem steilen Anstieg dieser Kurven bis zur Sittigung bei A = 1
befinden. Dementsprechend wiirde eine relativ geringe anomale VergréBerung der
effektiven StoBfrequenzen iiber jene Coulomb-Werte hinaus, bereits zur nicht ver-
nachléssigbaren Heizung der Abschilschicht fiihren. Diese Gefahr besteht umso
mehr, da im Experiment die Leistungsdissipation durch Elektronen und Ionen si-
multan erfolgen wiirde, die Effekte der Elektronen- und IonenstéBe also kummulativ
waren.

Geméf den zuvor présentierten Resultaten ist eine Sensitivitit der SW insbesondere
gegen ElektronenstoBddampfung, bzw. der IBW gegen IonenstoBdimpfung festzustellen.
Obwohl die entsprechenden Rechnungen Modellcharakter besitzen, kommt ihnen eine be-
sondere Bedeutung zu, da ihre Ergebnisse die mogliche Gefahr einer nicht vernachlissig-
baren StoBabsorption sowohl der SW als auch der IBW innerhalb der Abschilschicht
aufzeigen. Dies umso mehr, als zum Zwecke der Vermeidung parasitirer Déampfung
die Kollisionalitdt eines Randschichtplasmas vom Experimentator, im Gegensatz zur
Position einer lonen-Zyklotron-Harmonischen oder zur Gestalt des eingekoppelten -
Spektrums, kaum beeinflufit werden kann.

Abschliefiend ist die Genauigkeit der bei der Erstellung der Figuren 49 bis 53 benutzten
“1-Punkt-Ndherung” des Leitfihigkeitskernes abzuschitzen. Zu diesem Zweck wurde

eine Kontrollrechnung mit dem “vollstindigen” Kern fiir den Parametersatz v, = 0
Hz bzw. vl,; = 1 x 10° Hz durchgefiihrt, mit dem Ergebnis A = 60.73%. Das ist

in befriedigender Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der “1-Punkt-Niherung”, die auf
A = 70.02% fihrt und somit die Absorption im Bereich des steilsten Anstieges des

Ionen-Astes aus Figur 53 leicht iiberschitzt.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Die zentrale Aufgabenstellung der Arbeit war die theoretische Untersuchung der Ef-
fizienz der Modenkonversion einer langsamen Welle in eine Ionen-Bernstein-Welle in
der Nahe der kalten LH-Resonanz, wie sie das IBW-Heizschema zur Ankopplung der
extern eingestrahlten RF-Leistung an die longitudinal polarisierte IBW im Bereich
der Abschélschicht eines Tokamaks vorsieht. Dies erforderte die Lésung des linearen
Maxwell-Vlasov-Systems, das im konkreten Fall auf eine mathematisch aufwendige Wel-
lengleichung vom Integro-Differential-Typ fithrt. Als Lésungsmethode kam ein Galerkin-
Finite-Elemente-Verfahren zur Anwendung. Zur Bewiltigung der damit verbundenen
numerischen Aufgaben wurde ein Fortran-Programm, der IBW -Code, entwickelt.

Eine umfassende Beurteilung der Anwendbarkeit der IBW-Heizmethode unter Reaktor-
bedingungen erforderte im Rahmen der vorliegenden Studie insbesondere die Untersu-
chung des Einflusses dissipativer Effekte auf die Modenkonversionseffizienz. Fiir die
in Frage kommendenen Szenarien sind im linearen Regime Elektronen-Landau-Damp-
fung und Ionen-Zyklotron-Resonanz-Dampfung, aber auch StoBabsorption der SW bzw.
IBW denkbar. Da das lineare Maxwell-Vlasov-System grundsitzlich nur stoBfreie Wel-
lenddmpfung beschreiben kann, wurde im weiteren Verlauf der Arbeit zur Abschétzung
der stoflinduzierten Verluste im IBW-Code ein Crook-StoBterm implementiert.

Zunichst jedoch dienten die mit Hilfe des IBW-Codes durchgefiihrten Rechnungen der
Untersuchung von Modenkonversionsszenarien, deren Parameter keinerlei Dissipation er-
warten lassen. Es zeigte sich, daB die von der SW getragene RF-Leistung unter diesen
idealen Bedingungen nicht reflektiert wird und daher zur Ginze an den IBW -Zweilg ge-
koppelt werden kann. Dies ist eine entscheidende Voraussetzung fiir die Realisierbarkeit
des IBW-Heizschemas. Auch in Fillen, wo dissipative Mechanismen wirksam wurden,
konnte festgestellt werden, daB keine Reflexion der SW auftritt, die Modenkonversion in
diesem Sinne also immer vollstandig ist.

Durch eine parametrischen Studie wurde weiters der Einfluf einer sich im Bereich der
Modenkonversionsschicht befindlichen Ionen-Zyklotron-Harmonischen auf die Effizienz
der Ankopplung an die IBW untersucht. Es wurde festgestellt, dafl sich die SW prak-
tisch ungehindert iiber die Ionen-Zyklotron-Harmonische hinweg ausbreiten kann, die
IBW hingegen so stark geimpft wird, daB sie in der Umgebung einer solchen Harmoni-
schen nicht angeregt werden kann. Die Leistung der SW wird typisch innerhalb einer
Schicht von der radialen Ausdehnung in der GroBenordnung eines Zentimeters dissi-
piert. Um eine parasitire Heizung des Randschichtplasmas zu vermeiden, darf also die
Wellenfrequenz nicht nahe einer lonen-Zyklotron-Harmonischen in der Peripherie des

152




Plasmas gewahlt werden. Dafiir existieren auch experimentelle Hinweise. So wurde bei
IBW-Heizexperimenten am DIII-D Tokamak eine starke Heizung der Randschichtionen
insbesondere dann beobachtet, wenn sich eine solche Harmonische in der Plasmarand-

schicht befand [Pin 93].

Ferner wurde mit Hilfe des IBW-Codes untersucht, ob durch Landau-Dampfung die Ef-
fizienz der Modenkonversion beeinflufit werden kann. Es zeigte sich, daB fiir realistische
Werte der Temperaturen und parallelen Wellenzahlen eine derart starke Elektronen-
Landau-Dampfung sowohl der SW als auch der IBW moglich ist, daf die eingestrahlte
RF-Leistung noch innerhalb der Abschilschicht vollstandig dissipiert wird. Die Lei-
stungsabsorption durch Elektronen-Landau-Dampfung ist besonders fiir Wellen mit ho-
hen k-Werten grofi. Daher sollte, um eine Heizung der Abschélschicht zu vermeiden,
das mittlere k| des iiber die Antenne eingekoppelten Spektrums nicht zu grofl gewéhlt
werden.

SchlieBlich wurde der IBW-Code eingesetzt, um eine Reihe numerischer Experimente
durchzufiithren, die eine Abschédtzung des Einflusses von StoBdampfungsverlusten auf die
Modenkonversionseffizienz erlauben. Dabei wurde durch Variation der entsprechenden
effektiven Stofifrequenzen eines Crook-StoBterms die Auswirkung der Stofie auf Elek-
tronen und Ionen gesondert untersucht. Es zeigte sich, dafl die SW insbesondere ge-
gen Elektronenstofle sensitiv ist, bzw. die IBW gegen lonenstéfie. Bereits im Falle ei-
ner geringfiigigen anomalen Vergroflerung der effektiven Stofifrequenzen gegeniiber den
Coulomb-StoBfrequenzen, etwa infolge von Kollisionen mit Neutralen, konnte innerhalb
der Abschélschicht ein nicht vernachlassigbarer Anteil der eingestrahlten RF-Leistung
dissipiert werden.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dal obwohl keine Reflexion der extern an-
geregten SW zu erwarten ist, eine effiziente Ankopplung an die IBW und damit die
Anwendbarkeit der IBW-Heizmethode unter Reaktorbedingungen zweifelhaft erscheint.
Als problematisch sind die diversen Verlustkanile des Modenkonversionsprozesses anzu-
sehen, die unter realistischen Bedingungen zur parasitiren Heizung des Randschichtplas-
mas fithren kénnen. Zwar besitzt der Experimentator die Moglichkeit durch Wahl der
Wellenfrequenz und einer entsprechenden Antennengestaltung Ionen-Zyklotron-Damp-
fung bzw. Elektronen-Landau-Diampfung zu vermeiden, die Kollisionalitit des Rand-
schichtplasmas und damit eine mogliche StoBabsorption der eingestrahlten RF-Leistung
laBt sich jedoch kaum beeinflussen.

Als weiterer Schwerpunkt der Arbeit ist die Formulierung einer lokalen Leistungsbilanz
zur Erstellung von Leistungsdepositionsprofilen innerhalb der Modenkonversionsschicht
zu nennen. Die lokale Leistungsbilanz ermoglichte, als Fortran-Programm realisiert,
die Uberpriifung der Energieerhaltung konkreter numerischer Modenkonversionslésun-
gen. Abgesehen von dieser Funktion eines Konvergenztests, ist sie aber auch in einem
allgemeineren Kontext von physikalischem Interesse. Sie erlaubt einen Einblick in die
Mechanismen der Wellenabsorption im linearen Regime. So ist ein irreversibler Energie-
transfer zwischen Welle und Plasmateilchen nicht nur aufgrund von resonanten Wechsel-
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wirkungen, sondern auch durch einen Energieaustausch zwischen dem elektromagneti-
schen Wellenfeld und der diamagnetischen Driftbewegung, einem kollektiven Effekt der
Teilchen eines inhomogenen Plasmas, méglich. Bemerkenswert ist, dafB} letzterer gege-
benenfalls auch zu Welleninstabilititen fithren kann. Gewissermafen als Test fiir die
Relevanz der Leistungsbilanz konnte aus der Bedingung, daB von der Welle lokal keine
Leistung dissipiert wird, ein in der Literatur bekanntes Kriterium marginaler Stabilitét

einer speziellen linearen Driftwelle reproduziert werden, der sogenannten universellen
Instabilitét [Kra 65].
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